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Dans ce mémoire, j'ai étudié un aspect important de la théorie des topos : la 
l ogique qui se reflète dans le langage formel. Le langage est introduit très 
rapidement. Il sera approfondi au fur et à mesure que les connaissances sur les 
t opos s'intensifieront. Les quantificateurs ne seront définis qu'à la fin du pre
mier chapit~e, la négation et la disjonction qu'au second chapitre. La logique des 
t opos ressemble très fort à l a logique ensembliste. Elle en est d'ailleurs une gé
néralisation. Cependant elle en diffère de plusieurs façons : 

- le tiers exclu n'est pas va lable dans un topos : en général, la phase "et> ou non 
·• 

4> 11 n'est pas vraie. 
- dans un topos, il peut y avoir rlusieurs objets vides. 
La base de ce mémoire a été 1 'ouvrage de Dana I. Schlomiuk : "Logique des topos 
(introduction à la théorie des topos élémentaires)". 
Un premier travail fut, pour moi, une étude préliminaire de la théorie des catégo
r ies, puis une remise en ordre des différentes notions introduites par Schl0.miuk, 
j 1 ai aussi détaillé certaines démonstrations et fait celles qui ne se trouvaient pas 
dans 1 1 ouvrage de base. 
J 'ai ensuite montré comment généraliser la logique ensembliste à celle d'un topos, 
ce qui m'a permis de faire le lien entre mes connaissances en logique et le travail 
de Schl omiuk. Comme applicati n à ses notes, j'ai choisi d'étudier un topos moins 
t ivial et sa logique : il s' agit de ~l. La catégorie des couples d'ensembles re
l iés par une flèche, qui est d' ailleurs la catégorie des préfaisceaux sur une ca
t égorie à deux objets et à un seul morphisme non neutre . 
La trame du mémoire est la su ivante : 
au chapitre I, j'introduis tout d'abord la notion de topos élémentaire. Justifions 
i ci le choix de 1 'adjectifuélé eniaire'' : dans la définition, nous constaterons que 
t ous les quantificateurs sont appliqués à des variables individuelles - variables 
qui sont interprétées comme obj ets ou . morphismes - et ~as à des familles d'objets 
ou de morphismes (à comprendre dans le sens : famille d'objets ou de morphismes, 
vérifiant une propriété, c-à-d satisfaisant un prédicat). Pour cette raison, nous 
di rons que les axiomes sont él émentaires (ou axiomes de premier ordre), ce qui 
explique le tenne utilisé de II opes élémentaire". A partir du paragraphe 2, commen
ce la description de la logique dans un topos&. Je me suis alors attardée à la 
structure logique del 'objet ~ de & car Sohlomiuk l'avait laissée de côté dans son 
ouvrage. Elle me paraît très i ntéressante puisqu'elle permet de représenter aussi 
bien l'ordre~ sur les sous-ob ·ets d'un objet quelconque X de&, que les opérations 
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de conjonction, implication, négation et disjonction et que les deux valeurs fon
damentales de la logique : l e vrai et le faux. Plusieurs approches de cette struc
ture, qui n'avaient pas été abordées par ScBlomiuk, ont été détaillées (cfr CH.I, 
§2, §5, CH.II. §4). 
Dans le chapitre II, le langage défini au chapitre I, va permettre de démontrer 
plus facilement quelques grands théorèmes de l a théorie des topos, en particul ier 
1 'existence des limites à droi te. 
Je me suis rendue compte que l es démonstrations étaient assez aisées dans ce langa
ge car il suffisait de les détailler dans le topos des ensembles, Ens et de les 
retranscrire dans~, au moyen des techniques élaborées précédemment. 
J 'ai donc trouvé intéressant d'en reproduire quelques unes ent ièrement, en annexe. 
Enfin, comme le tiers exclu n' est valable que dans un topos booléen, j ' ai voulu 

.. . 

regarder d'un peu plus près ces topos et examiner leurs premières propriétés. 

0 

Q 0 
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Ce chapitre consiste à rappe l er quelques notions concernant les produits fibrés, 

l.es foncteurs adjoints et le l emme de Yonoda, nécessaires à la compréhension de 
ce travail. 

1. LE PRODUIT FIBRE 

Soit ~ une catégorie . 
Soient B~ A et C ~A 2 morphismes de ~ . 

1 f' 
Le produit fibré de f et de g est le couple de morphismes de ~ (x g B, X~C). 

Il doit jouir des 2 propriété s suivantes : 

( i) fog' = 9of 1 

(ii) il doit satisfaire la propriété universelle des produits fibrés, à savoir 

IJ coupl~ de morphismes de g(T~B, Tt >C), tel que f <> s=-,got 

3! morphisme de~, T~X 
tel que t=f'oaet s=g'o cr 

Le diagramme suivant clarifie cette définition 

\ 

S\ 1 9 
\ 

\ 
.::; 

8 - ----4A 

Proposit i on 
Soit G' une catégorie . 
Soit le carré 

qu i est un produit fibré. 

f' 

Si g est un monomorphisme, al ors it est un monomorphi sr.ie. 
Si g est un topos élémentaire et si g est un··e~imo_rphisme, alors g' est un épimorphismf: 
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Proposition 

Soit~ une catégorie. 
Considérons le diagramme commutatif suivant 

1 l l --- ---
Supposons que le carré droit est un produit fibré. 
lors le carré gauche est un produit fibré ssi le rectang}e extérieur est un pro

duit fibré. 

2. LE LEMME DE YONODA 

Soit~ une catégorie. 
Soit A E 16' 1 . 

définition du foncteur6'(A, - } 

~ (A,-) est un foncteur de~da ns Ens, la catégorie des ensembles. Il organise les 

f lèches de source A. 
A un objet B de~, il associe l es flèches de but B. 
A un morphisme g:B-4C de g, i l associe la composition qui change les flèches de 
but Ben flèches de but C. b( A, -) peût alors être synthétisé par le schéma suivant 

g 

8 
B 

C 

Ens ------------~ 
------------- g(A,B) 

----------~(A;C) 
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Définition du foncteur&(- 2A) 

~ (-,A) peut être défini par n même type de schéma 

~op (;(-,A) Ens 

B g ( B ,A) 

31 î -og 

C ~ ( C ,A) 

otation 
Soient F et G 2 foncteurs de a dans 1?,,_ 

tlom(F,G) désigne l'ensemble des transformations naturelles entre F et G·. 

Lemme de Yonoda 

Pour tout foncteur i :a~ En s et tout objet A de a, on a une bijection 

niA : Hom(d(A,-),i) • i A 
- cq ., l"l qA( a) = CLA(idA) 

'7"' déf 
dont la réciproque s'obtient en associant au point a de iA, la transformation na
t urelle CL telle que Vf : A ➔ B, on ait : 

Notion duale du lemme de Yonoda 

Pour tout foncteur i : ~op---.:? E s et tout objet A de e,, on a une bijection 

niA : Hom (e..(- ,A) ,i) ------M 
CL niA(CL) d;f CLA(idA) 

dont la réciproque s'obtient en associant au point -a de iA, la transformation natu-
relle CL , telle que Vf: B ➔ A, on ~it: 
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3. LES FONCTEURS ADJOINTS 

Le foncteur L :et~Ji est adjoint à • gauche du foncteur F :Jl.~a, ou le 

f oncteur Fest adjoint à droi te du foncteur L 

ss ï 

VAE 1~ 1 et VM e leXI , les 2 ensembles G..(A,fM) et (1LA,M) sont en bijection. Cette 

bi jecti on doit aussi êtri '. naturel l e .en. A.et , en M. 

Théorème 
- --

Le foncteur f : JI, ➔ e.. admet un adjoint à gauche ssi tout objet de 0. admet un lF

r efl et. Le foncteur )F : JI, ➔ 0.. admet un adjoint à droite ssi tout objet de a_ admet 

un JF-co~eflet .. _ 

0 o 



C H A P T R E I 
ÎOPOS ÉLÉMENTAIRE., 
lM\sAGE., 

Ll)GJQUES ASSOCIÉES 



1. DEFINITION DE LA NOTION DE TOPOS ELEMENTAIRE. 

INTRODUCTION DES 2 EXEMPLES :Ens et }l, 

Une. c.d ég oJu..e. & eJ.i :t u.n :to po-6 élé.m e.n:ta.,ur. e. Mi 

1. Le.J.i -Um,Ue.,6 à ga.u.c.he. ôinie.J.i e.w:te.nt da.n-6 &, 

c.-à.-d ~ 
- .ti,i_ A, BE 1 & 1 , le. p1todu.,U A x B e,XA.,.6;te. da.n-6 & . 

- .tii A -,---, ~ e.w,te. da.n.ti lr. u.n éga.i,i,,6de.u.1t de.1i mo1tph,i,,6me.1i 6 e.:t g, noté 
g 

e.g ( 6 ,g) . 

- & a.dme.:t u.n o b j e.:t :t eJunina.l 1 . 

En effet, ces trois conditions suffisent, étant donné le théorème suivant: 
11 Si une catégo~ie & a un objet terminal, des égalisateurs de toutes les paires /-~ 

de flèches et 1 es produits de t outes 1 es ·pai re's d I objets, al ors toutes les limites 

à gauche fi ni es existent dans l~ 11
• ( référence 11 Catégori es for the worki ng mathe-

mati ci an II Mac Lane. Corollaire 1 p.109). 

2. & e.1i:t u.n.e. c.dégoJu..e. a.ve.c. de.J.i e.xpon.e.n;üe.Ue.1i 

c.-à-d 
A A e.v AB 

.ti,i_ A, B E 1 &I , il e.w:te. da.n1> & u.n. obj e.:t B e.:t u.n mo1tph,i,,6me. A x B ---- B, 

a.ppe.l~- éva..lu.a,.t,i,on., :te.l-6 qu.e., pou.Il. ;t,ou.:t X El &.J e.:t pou.Il. ;t,ou.:t mo1tph,i,,6me. AxX Ô .B de. 

&., il 12.w;t,e. -un :~ u.n. .tie.u.l mo1tph,i,,6me. h:X~ BA, ;t_e,l que. le. d,i,a.g1ta.mme. .tiuva.nt e.1i;t_ 

c.ommu.:ta,.t,i,6, 

X A X 

h sera noté 'f1 et appelé le morphisme transposé de f. 
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3. 8. a.dme;t un c.i.M.6i6ic.a..te.uJt de. monomo1tpfu.ôme..6 (ou un obje;t 1te.p1té.6e.n,ta,nt leJ.i .6ou..6-

objw), 

c.-à.-d 

il e.w:te. un monomo1tpfu.ôme. F '~ F :tel que. :tou.:t a.u;tJr.e. mo nomo1tpfu.ôme. .6 'o b.:üe.nt 

de. 6a.ç.on uruque. à. pa.tc..tiJt de. 6, pa.1t pttodu.d 6ib1té. 

Donc pour tout monomorphisme A•~ A de B., il existe un et un seul morphi sm'e 
~m : A➔F, appelé mo1tpfu.ôme. c.a.Jta.c.:téJt,i,,6.:üque. de. m, tel que le diagramme suivant soit 
un produit fibré 

A•------+ F' 

p.f. 

A-----F 
-~m 

Nou..6 a.ppe.lleJton-6 l'obje;t F : n 
Nous pouvons montrer quel 'objet F1 est un objet terminal de B., c'est-à-dire, pour 
t out objet x des., il existe un et un seul morphisme de source x et de but F1

: 

puisque f est classificateur de monomorphismes, il existe au moins un morphisme 
X~ F 1 

, défi ni de cette façon 

X __ x __ F' 

p.f. I f 
X-----F 

~X 

tel que ~e carré soit un produit fibré. 
Vérifions alors l'unicité de ce morphisme x. 
Supposons t · Y · ) F1

, et montrons que y=x. 
Comme re carr.é ·su.i vant est aussi un produit fibré, 

X y 
'> F' 

p. f. I f 
X F 

foy 
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nous déduisons que 1Px = foy = f 0 x et done que x=y puisque f est un 
monomorphisme. 

cqfd. 

Nou.o a.ppeU.eJto n6 do1téna.va.nt. l e. mo11.ph.wme. 6 : tif et le. c1.MJ.ii6ic.a,te.Wt de. mo nomo11.pllim 

.6 eJta. do ne. 

D nnons une explication intui t ive de ce troisième axiome nous allons voir que la 
c tégorie des ensembles Ens est un topos élémentaire. 
L'objet Q sera {o,l}. 

L' objet terminal 1 sera un si gleton quelconque de Ens. Nous le prendrons souvent 
égal à {o}. 
Le morphisme tif :1= {o}~Q ={o,l } : o~'U"(o) = 1. 

On peut alors associer Q à {vrai, faux } de la manière suivante 
Soit A un ensemble. 
Soit~ un énoncé à une variab le libre sur A, c-à-d un énoncé à une variable, de 
damai.ne inclus dans A. (Par exemple: 11 x est un nombre réel qui est un entier'' 
est un énoncé à une variable dans IR, et son domaine estZ ·). 

Le schéma de compréhension as sure que 1 es éléments de A qui satisfont cf> constituent 
un ensemble . 
Nous associons alors à un énoncé~ sur A, une application de A dans ~ = {vrai,faux} 

1P: A---~-{vrai, faux } 

a1 ~ ---+> 1P(a) = vrai si a satisfait 1 'énoncé . cf> 

1P{a) = fau x sinon 
1P-1 (vrai) est un ensemb 1 e vu ce schéma de compréhension, mais 1P-1 (vrai) peut aussi 
se déduire du produit fibré de ·'\r ' · et de 1P, dans Ens : 

1P-1

1
(vrai) 1 

f.f. l '\r 

A.------- Q 
1P 
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Donc, chaque énoncé~ à une variable libre sur A détemiine un sous-objet de A. Et 
réciproquement, tout sous-obj et de A définit un énoncé~ à une variable libre sur 
A. 

Voici maintenant quelques concl usions concernant la définition d'un topos élémentai 
re : 

1. Ncus définissons un foncte ur Ax - : &~& de cette façon 
à tout objet B de&, on lu i associe 1 'objet A x B; 

-
à tout morphisme f: B~B 1

, correspond le morphisme 

i dA X f : A X B ~A X BI • 

Nous avons donc le schéma sui vant 
Ax-

& & 

Bt '> AxB 

fl l i dAxf ou Axf 

B' \ -,. AxB 1 

1 'axiome 2 traduit 1 'existence de 1 'adjoint à droite du foncteur produit 
.. - .. 

Rappelons d'abord le théorème général 
soient a.,JJ.2 catégor,es . 
Soit !F Jb ~ $. un fonc t eur. 
l : a. >Jl.est le foncteur adjoint à droite de IF 

l 
VAEl$..1, 31 A : IFlA ____,. A 
tel que \lM eJJ,, \lf : !FM--? A, 
3 ! f : M ~tl.A 

tel que f = lAof"f 
ce qui se résumait par le schéma suivant 

~ lF 
a lA 

!LA A AL.A 

1 
...., 

VîfY 
3!f 

M VM 
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Pour tout a:A~B morphisme de (l, ILa était alors défini de cette façon 
____, 

n..a = ao l A 

Nous avions en effet le diagramme commutatif suivant 

B 
lB 

!F'Il.B 

·Î © 
~ 

f(aolA) 

A 
1 .A 

f lLA 

Expliquons-le 
Comme aolA est un morphisme de source~ lA et de but B, il existe un seul morphisme 
,...--.-
a o l A : ILA---:)ILB tq 

aalA = lB o W(aof~). 
Dans notre cas particulier, W = Ax- et le théorème de caractéri sation des adjoints 
nous décrit 1 'adjoint à droite de f, que nous noterons (~)A. 
A tout objet B de&, nous lui associons 1 'objet BA. 
A tout morphisme f :B-B', co rrespond le morphisme 

ff~\IAB BA~ B, A 

Nous avons donc le schéma sui vant 

(-)A & __ .....;.... _____ ..,. & 

B BA 

f 1 · 1 1foevAB, 

B' -------+ B'A 

2. Soit f :A-B 

Comme A = Axl, on a que f : 1-BA 

3. L'axiome 3 détermine Q et -v--à un isomorphisme près. 
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4~ si A El &I , on notera 'll'A, l e morphisme suivant 

A __ .i 

5. Il y a une bijection entre l es sous-objets de A, où A El&I. et les morphismes 
A --+ Q . 

6. 'U" est un monomorphisme ~ 

7. Nous omettrons souvent le t erme 11 élémentaire 11 en parlant de topos. 

P oposition 

V n..6 un .:topoJ.i, .:tou.:t monomo1tpru...6me. e.J.i.:t un é.gaLi..oa . .:te.uJt e..:t .:tou.:t .:topoJ.i quJ.. e.J.i .:t a.J..L6 J.i i 

un é.pJ.n101tpwme. u.:t un ,i.,).iomoltph-ume.. 

Fâisons la démonstrat ion. 
' Soit m : A)~--;-) B un monomorphisme. 

Nous vérifions sur le diagramme suivant que m = eg(..pm,,..B) 

8----~ Q 

..Pm 

Si de plus, m e.st un .épimorphisme, de ..pmom=,,r8()~,n:a~s ntlrimoùts t su6ces <i v.ement ;: 

..Pm = 'lT'B 

m est eg(..pm,..Pm) 
m ~ id B 
m est un isomorphisme 
cqfd. 
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1 EXEMPLE 1 DE TOPOS : Ens 

Les objets de cette catégorie sont les ensembles et les morphismes, les applications 
entre 2 ensembles. 
Ens est un topos; en effet, nous vérifions aisément que 
1. - AxB est le produit ·cartés ien de A et de B. 

f 
- si A ___ s 

g 

al ors eg ( f, g) K t 11' A 

où K = {x E A tel que f(x)=g( x)} 

- 1 est un singleton quelconque 
Nous le prendrons égal à {o} 

2. Soient A et 81 2 ensembles; 
alors BA= {g:A --- B} 

. A 
etevA,B : AxB _ _,.B: (a ,g )~e~,8(a,g) =g(a) 

soit f:A X X --➔ B, 

nous voyons que f : X --- BA :x lt---••f(x) = f(. ,x) est la seule façon de 
définir f pour que 

' ,...., 
f = e_v A , B o i d A x f. 

A Nous remarquons aussi que, à chaque morphisme g :X -B , nous pouvons associ er 
un morphisme JL : A x X ---B·, défi ni de cette façon : 

_g =e_vA,B o idA x g. 
Donc pour tout (x,y) € A~ X, ..9.(x,y) = g(x)(y) . 

3. n = 2 c.à.d n ={o, l }. 
-u-: 1 = {o }-n = {o,l} : o 1 .,.,r(o)=l 
Nous vérifions qùe si A1€ A, le morphisme caractéristique de A1

, soit ~A', ne 
peut être que 1~ fonction caractéristique de A', 
c-à-d 

n : a11--,,,~- ~A,(a)=l si aé: A1 

~A ; (a) = o sinon 



f-

EXEMPLE 2 : ~l 

Les objets de j-1 sont les appli cations entre 2 ensembles 
un objet dejl sera noté f . 
Il désignera l 1 applicati on Fl f F2 

es morphismes de i1 seront les carrés commutatifs suivants 
o:., 

Fl Gl 

f l © l g 

F2 G2 
9i 

Il sera noté f C1 6 où f désigne Fl f 'F2 

et Ili désigne Gl g G2 

I.8. 

Il sera aussi noté (cr1 , cr 1 ) ou encore cr quand il n1 y a pas de confusion possible . 

. 
Introduisons ici plusieurs notations qui nous servirons pour la suite. 
Rappelons un schéma classique : 

Soi t e. une catégorie. XQ.est l e foncteur défini grâce au diagramme suivant 
·x . 

6..opxa, a, Ens 
(A,8) ------ 6-( A ,8) 

· l î b 
î 8.(a,b) 

(A 1 ,s· )-------.. (A1 ,8 1
) 

te l que a.(a,b)(f) = bofoa auel que soit f:A 1--B 1
• 

Si 6. ™ Ens est un foncte ur , nous pouvons défi ni r une transformation nature·ll e 
µ : 

Ens 0P x Ens 

(où !Mx est le foncteur défini à partir du foncteur 

lM) 

µ sera définie ·par la famille d1 applications(µAB)A,8E.IS.J 
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te 11 es que µA ,B :a(A ,B) -A~p,it,1A, 1MB) 
f\ ia M{f) 

Appliquons ce schéma â la catégorie )1 et aux foncteurs source( ··= S) et but 
not r ( =~t) •• 

not 
Le foncteur Sr est défini par l e schéma suivant 

'j l ---------,. Ens 

IF Fl 

cr l l cr• 
Œi --------• Gl, 

Le foncteur63t est défini par l e schéma suivant 

ll 
IF 

-------- Ens 
F2 '.'. 

1·~. 
~ .,__ _______ G2 

Nous en déduirons alors 2 tran sformations naturelles notées rr1 et rr2 : 

a) rr1 est une transformation naturelle entre les foncteurs JC1l et JC EnéS; x ~r· 

rr1 est définie par la famille d'applications 

{rr ICIP) • 
1
"'

111 (f ,di Ellll . 

telles que rr1 f~: -}l(IF,~)---~Appl(Fl,Gl) 

cr =-( cri, cri ) 1 > rr1 IFŒi (cr) =-01 
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b) TTi est une transforntation naturelle entre les foncteurs X'j'l et JCEns o 0.,t*xG3t . 

TT~ est définie par la fami l le d'applications (1T2fŒi)f,6El~ll 
tel les que TTilF ~ : ~l (IF, Œi ) ----- Appl (F2,G2) 

Montrons que les 3 axiomes défi nissant un topos sont vérifiés dans ~l. 

axi ome 1 --------
-. soit IF : F1 f F2 

soit Œi : Gl g G2 

al ors 1F x Oi Fl X Gl fxg F2 x G2 

- soient IF a 
Oi 2 morphismes de }l. 

T 

Nous avons donc le schéma suivant 

cr1 
Fl Gl 

l 
T 1 

19 
f @ 

cr2 
F2 - G2 

1"2 

eg (cr ,r) sera le carré commutat i f Kl ( ~ Fl 

kl © } 
K2 C 

déf i ni de la manière suivante 
Kl = { x E Fl te 1 que cr1 ( x) =, rr( x)} 
K2 = {yEF2 tel que cr2(x)= r2 (x) } 
k : Kl-~K2 : X\ )k( x) = f(x) 

> F2 

No us vérifions que k ainsi défi ni a un sens 
c-à-d si XE Kl, al ors k(x) =f(x) E K2 

c-à-d si a, (X )= T1 (X) alors cr2 of ( x) = T2 of (X) 

En effet cr et -r déterminen 2 carrés commutatifs entre f et g . 
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id - L'objet 1l de 11 est l'appli cation {o} ----. {o} 

axiome 2 

- soient If = Fl f F2 et Gi = Gl 9 ~ G2. 
Pensons d'abord à 'Ens où 1 'exponentielle BA est Appl(A,B). 
Nous aurions aussi envie de dire que dans i,, l'exponentielle ~Œ est 11(~, ~). 
Comme cela ne forme pas un objet de11 (il nous faut aussi un autre ensemble et 
une application reliant 3-l( Œ,[F ) à cet autre ensemble), posons FG l'application 

f 9 : 11 (~, lf)~Appl (G2, F2) 
Donc (FG)l sera {0:& -----;>tF } c-à-d l'ensemble des carrés commutatifs 

Gl e .. F1 

gl © lf 

G2 F2 
tli, 

(FG)2 sera l ' ensemble des applications de source G2 et de but F2~ . 

fg sera 1T 2.{li ~ 

La d§finition de fGi se résume en un schéma suivant 

(F~ ) 1 
9 ~ 

f , 

Gl e ... F1 

gl © l f \ ), \ G2 

G2 F2 
Bi., . 

- éfinissons maintenant le morp hisme Ev: 
ous devons donc défin ir ( Ev )1 et ( Evh 

Gl x ('.FG)1 (Ev)1 F1 

l gxfg © l f • 

G2 x (FGh -----+ F2 
(Eyh 

(FG h 

0i 
:> F2) . 

de façon à avoir un carré commutatif 



Posons alors : (EV) 1 : Gl x(FG )i Fl 

(y, (61, Ô l ) .. (Ev)i (y,(81,192 )) =a1 (y) 

et (Evh: 
G G2 x (F h F2 

(y, 1/) \ ~ (Evh (y,11:) = 11(y) 

Nous vérifions facilement que l e carré est commutatif 
En effet, quelque soity E Gl et (e1 ,62 )e(FG)1, 
nous voyons que : f o(Ev)1 (y,(f\ ,9 2 )) = f(B1 (y)) 

= 9i(g(y)) 

- (Evh (g(y),th ) 

= (Evhogxf9(y,(01 ,&2 )) 

I.12. 

- Avec cette définition de f~ et de Ev, quelque soit~ et~, montrons le résultat 
suivant 

IJJ, = Xl __ x_~,_ X2 

IJ morphisme cp : ~ X 1,. 

c-à-d IJ carré commutatif Gl x 

3! morphisme ~ : l---F~ 

c-à-d 3! c~rré commutatif: 

l g 

G2 x 

f 
Xl <{) 1 

X X ® 
X2 

<{)2 

te l que le diagramme suivant soi t commutatif 
~ x i cp IF 

id~xl/J\ © / 

Ili X lf ffi 

Fl 

lf 

F2 
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Pour démontrer ce résultat, définissons deux applications 

a) la première application 
à tout morphisme w : t --~~', elle fait correspondre un morphisme 
~: 4i X//. :;;,(f. 

Rappelons avant de définir w, plusieurs applications que nous avons introduites 1 

si w1 ( t) net ( P1, , P2 ) où t E Xl 

- ïr1.1S IF 0 Wl : 

ïrt6 f o w1 : 

- ïr"lif o w1 : 
1 • 1 

Xl 

Xl 

__ _. Appl (Gl,Fl) :t t- P 1 

--~ Appl (G2,F2) :~ P2 

GlxX l -~~~ Fl :(y,t) -1 --~ Pl (y) 

ïr t6(F O 1/1-1 : G2xx·l- F2 : (y' t) 1 .. P2 (y) 
\ l 

- w2 : G2xX2 ---- F2 : (y,t)-1 --~ w2 (t)(y) 
\.--1 

remarquons que 'Pio x(t)=p2 car w détermine un carré commutatif entre i et f~ . 
Nous pouvons maintenant définir î: ffi x X ----.lf, en posant : 

Î 1 = ïr1 " IF o 'P1 et Î2 = 1P.2_ . 
1 Ill I L..;:;l 

Nous vérifions facilement que î détermine ainsi un carré commutat i f entre 
Ili x X et lF . 

b) La deuxième application fai correspondre à tout morphisme ~ l'ii x l--~~îF, 
un morphisme 
7p : $.---ft\à défini par (; 1 , -;{2 ) 

Rappelons encore quelques appl ications définies plus haut 

~ : (1j X~ ----j)F défini t l'existence de ~ 1 : · GlxXl ---Flet de 

Donc 7i:, Xl >FlGl 

et ~ X2 ~ F-2G2 

~ 2 : G2xX2 F2 

t~ ~ (t) = ~l ( •, t) 
t ~ r-;; ( t) : ~ 2 ( • , t ) . 

1 sera alors défini par (;p-; ,~ ) de cette façon : --;1 ,= ( ~ ,';;o x) 
,....., ,----, • 1 
~ 2 : ~ 2 

Nous vérifions facilement aussi que (~1 ,~) détermine ainsi un carré commutatif 1 

entre * et Fa; . 
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Montrons maintenant que les 2 applications définies en a) et en b) sont réciproques 
l ' une de l'autre, 
c-à-d que'$' ={Jet;= * 
a) montrons que '1(l :,,p. 

Nous avons successivement 

i = ( ~h ~2) 

( 
,.., • ,.._J ) 

: ~1 iJf" ?4\, ~ 

- @1, ~) 

= ('1'1 ,'{)'l.) 

--.J 

b) montrons que * = * 

Mo 

Nous avons successivement 
~ f\J ,V * : (~1 , $2) 

= ((fi' ,~ox),*2) 

= ( (tL~ o*\' ;E o x) .~) 

= ( ( 'IT1 ~;r° o ~~ ,· l/h oX) , *2 ) 

= ( * 1 , *2) 

trons maintenant que 'f =Evo i dlli Xf. 

1 

.1 

1 

EV et ida:; x ~définissent 2 carrés commutatifs qui sont composables. Ils déterminent 
le diagramme suivant : 

.d ,..J ( Ev) 1 

GlxXl 
1 GlX1P1 

Glxll (6,f) F1 

gxx l © l gxfg (f) 
lf 

G2xX2 
idG2 x';/ ➔ G2xApp l ( G2, F2) F2 

2 ( EV) 2 
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Montrons que la composition de ces 2 carrés donne le carré définissant 1. Démontron 

donc que 
'\, 

a) (Ev)1 o id Gl x 11= 11 

soit donc (s, t)EGl x Xl. Nous avons successivement les égalités suivantes 

((Ev)1 0 idGl X ~i)(s,t) = (Ev)1 (s, ~1 (t)) 

'\, 

b) ( Evh o i dG2 x 12 = 12 

= (Ev)/s,(11(.,t),12(.,x(t))-)) 

= 11 (s,t) 

soit donc (s,t)e G2xX2. Nous avons successivement les égalités suivantes 

((Evh o idG2 x~)(s,t) = (Ev)2(s,~2(t)) 

axiome 3 

= (Evh(s~(t)) 

= ( Ey)2 ( s ,12 ( . , t)) 

~ '2' ( s 't) 

A ant de vérifier 1 'axiome 3, voyons intuitivement ce à quoi nous voulons arriver. 

Pour cela, introduisons la notion d'élément global : un élément global de~ sera 

un couple (x1,x2) EGl x G2 tel que X2= g(x1).IGJl 2l-désignera l'ensemble des éléments 

gl obaux de G. 

Si If<....-+ S, nous avons 3 si:tua ions possibles pour tout élément global de di : 

(x1 ,x2) est dans [f si et seulement si il est élément global de IF c-à-d si et 

seulement si X1 e Fl. 

(xi ,X2) est hors de F si et se ul ement si X1~ Fl et X2 fj. F2 c-à-d si et seulement 

si X2 1- F2. 

(x1 ,x2) est peut:t~r~ dans IF si et seulement si X1 ~ Fl ma.is X2E F2. 

Ces situations sont reprises dans le diagramme suivant 
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G1 

G2 

Définissons maintenant 1 'obje t n, objet qui rendra compte de ces situations : 
w n est une application n1 ------. n2 

où n1est {o,1,2} : o correspo nd à la situation où X1 n'est pas dans F1 et g(x1) 
n'est pas dans F2. 

et w ;n1 ~ 
. . 

2 correspond à la situation .. où X1 n'est pas dans F1 mais g(x1) 
est dans F2 . 
1 correspond à la situation où X1 est dans Fl. 

comme dans Ens, o correspond à la situation où X2 n'est pas 
~ans F2 et 1 correspond à la situation où x2 est dans F2. 

0 1 , w( o )=o 

2 ' > w(2 )=1 
1 1 ) w( 1)=1 



Définissons le morphisme V: ] !12 

c-à-d que '!r détermine le carré commutatif suivant 
1ft 

l={o} n 1 = {o,1,2} 

id{o} l © l . 
l={o} n 2 = {o,l} 

'\1"2 

où '\11 ( 0) = 1 et 'V"2.(o) = 1. 

Soit µ : f c.__> di tel que F es t un sous-objet de di 

µ est donc le carré col11llutati f suivant 

F1 \J t 

f =g,Fll © 

F2 G2 
\J2 

comment alors définir le morph i sme caractéristique~ ? 

I.17. 

- ~ 
A ce sous-objet [f '--:>6, nous avons envie d'associer un énoncé q, à une variable 
l i bre sur Gl et sur G2 1tei que si x € Gl ,satisfait l'énoncé 41 , alors g(x) E:. G2 
satisfa i t aussi l 'é,n_oncé tfJ. F1 serait {x E: Gl tel que x satisfait tf> }et F2 serait 
JY E: G2 tel que y satisfait _tf>} . 

Nous allons alors défin i r le morphisme~ tel que ses deux applications associées 
f µ i 

(~ )1 et (~ 11 ) 2 donnent les valeurs del 'énoncéq, correspondant au sous-objet 
\J ~ , 

µ : IF~ Ili. 

f- sera le carré commutatif 
.. :11 

S11 = { 0 , 1 , 2} 

© 

G2 ---,-( --..) ___ ,, 122 = { o, 1} 
~ \J 2 
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où nous posons 

('1'µ) 1 : Gl---~{0,1,2} 

x • ('I'µ), (x) - 1 six E F1 c-à-d six vérifie l'énoncé <I>· 

G2 ----{o,l} 

- o si xi Flet g(x) i F2 c-à-d si ni x ni g(x) ne 
vérifient l'énoncé <I>· 

- 2 si xi Flet g(x) e F2 c-à-d si x ne vérifie pas 
l 1énoncé<I>mais g(x) le vérifie. 

y 1-----.('I'µ)~ (y) = o si y i F2 c-à-d si y ne vérifie pas l'énoncé cJ>. 

= 1 si yE :F2 c-à-d si y vérifie l'énoncé <I>. 

Pour des raisons de logique, no us appellerons 
l 1élément o, le 11 fa ux 11 

l 1élément 1, le 11 vrai 11 

l 1élément 2, le 11 possi ble 11
, 

11 possible 11 étant à comprendre dans le sens suivant : ('I'µ )1 (x) = le 11 possible 11 si 
x vérifie peut-être l 1énoncé <I>c-à-d si x ne vérifie pas<I>mais g(x) le vérifie. 

- -
Vérifions maintenant 1 •aOxiome 3.Soit µ: If C---;:, (li. Nous venons de définir 'I'µ: 

~---~n. Nous pouvons voir facilement que le diagramme suivant est un produit 
f i bré. 

tf------•1 

· l p.f. 1 v 

G-----~m 

"'µ. 

Il nous reste à montrer l'unic i té de 'I'µ, Pour ce fa i re, il suffit de suivre le 

même raisonnement (technique ! ) fait pour démontrer l'unicité de~:~ -f~ 

étant donné"' : 6 x t ---Œ; c-à-d, il faut construire 2 applications et mon
trer qu'elles sont réciproques 1 'une de 1 'autre. La première associe à tout sous
ob jet µ : If c ~~.le morphisme caractéristique 'I'µ : 6---n. La deuxième 
as socie à tout morphisme 0 : 6 -~ n , un sous-objet i/10 : IF <---- Ili. 
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Nous pouvons donc conclure que c~tte catégorie '3-1 est un topos élémentaire. La 

situation,segénéralise: Ens (dop) et un topos où ¾est 1 catégorie ct.t0P la ca

t égorie duale associée. Nous notons Ens~op)la catégorie des préfaisceaux d'ensem

bles sur la catégorie . Les objets de Ens(~p) sont les foncteurs :<:l0 P ~Ens . 

Ils sont appelés 11 préfaisceaux 11
• Les morphismes sont les transformations naturel

l es entre les préfaisceaux. 

s;J-est une catégorie bien par t iculière à 2 objets A et B P.t 

non neutre A a ► B, nous pouvons a 1 ors voir que Ens (et-o,; 

que nous venons d'étudier. 

à un seul morphisme 

= d'l , 1 a catégorie 

r~P) • 
La démonstration du théorème : "Ens' est un topos 11 n'a pas été reprise dans 

ces. feuilles. ~~ant donné qu'ell e était- très longue et qu'elle n'aidait pas à la - -- _,1 .. -; , - - .. 
compréhension de la suite. 

0 

0 0 
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2. FACTORISATION DU FONCTEUR 11 PARTIE 11 DANS LA CATEGORIE DES PRE-ALGEBRES DE HEYTING. 
STRUCTURE LOGIQUE DE L'OBJ ET. n. 

Dans ce paragraphe, nous allons définir un foncteur 11 Partie 11 
: (?: ~op ____ Ens. 

Nous défin trons aussi plusie urs structures sur 6)(X), XEI 8.1, qui seront 
- une relation d'ondre ~-
- une opération A:/\ sera une intersection de sous-objets c-à-d, Va, S E é?(X), 

a /\ s sera 1 'infimum de a et s . Nous pouvons déjà imaginer que/\ sera aussi un 
connecteur conjonction pour les formules construites dans le topos : rappelons
nous en effet que dans lès deux cas particuliers, nous avons associé un énoncé~ 
à chaque sous-objet. De même si cf> correspond au sous-objet a et l/1 à s , alors <1> /\ 1/J 

sera un nouve 1 énoncé correspondant. au sous-objet a A s 

- une opération ➔ 

Nous pouvons aussi imaginer que ➔ sera un connecteur implication pour ces formu
les : dans les .deux cas parti culiers, <1> ➔ 1/1 serait le nouvel énoncé assecié au 
sous-objet a ➔ S 

Définition du foncteur partie 

Soit 8. un topos et e. 0 P la catégorie duale de e.. 
Sail (P : & op~ ·En.6 l e. 6oncte.wt pMtie. . 

PoUJt ;tou;t obj e.;t X de. 8., @(X) e6:t .e. ' e.n.6 emble. de6 .6 oM- obj do de. X. 

PoWt :t.ou;t motr.phb.ime. 6 : x ~ Y da.nô & , (P ( 6 l .6 e11.a. noté {
1 

e.;t e..6:t. déo,i .. ru. de. fa. ma.

ru.è.Jte. .6t.Uva.n;te. : 

<P (6) = 6-1 : <P(Y ) --~ (P (X) : a 1 "" 6-1 (a ) 

où. 6-
1 

(a) e..6;t ob;te.nu. e.n ptr. e.nan.t,e.e, ptr.odt.U;t 6,<..btr.é de. 6 e.;t de. a 

{
1 

(A)---- A 

,-·l•II P- 6- I· 
X 

6 
y 

•• • 1 
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Grâce aux pr0priétÉs des produi ts fibrés, nous vérifions aisément que (J' est un 

fo ncteur 1 

c-à-d @(fog) = P(g )oP(f) 1 
-1 -1 -1 

c-à-d (fog) = g of 
aue 1 s que soi ~r.t l ·.=s morphismes f et g de & • 

~( idx) = id<P(X) quel que soit X, objet de&. 

Propriétés du foncteur partie 
1. (P u-t .loomo.ttph.e. a.u 6o ncte.uJt &(-,11)· 

c-à-d pour tout objet X de & : ~(X) est bijectif à & (X,n) ce que nous avons déj 
vérifiê. De plus cett e bij ection doit être naturelle en X, c-à-d pour tout mor-
phisme X f --~Y de & , nous avons 1 e diagramme commutatif suivant : 

('.J)(X) ----"'--~ &( X,n) 

f_, 1 © 1 &( f ,nJ 

CP(Y) ."' ~ &(: ,n) 

o' pour tout ip E & (Y,n) : .~(f,t1)(ip)=ipof. 
Il suffit donc de montrer que pour tout aE(P(Y), ip =ip afj 

f- ◄ (<i) a 

c~à-d, étant donné les propriét és _des produits fibrés, que les 2 carrés du diagramme 
suivant sont des produits fibr és 

f- 1 (A) A 1 

f-• (a)I 1~ ,· 
p.f. p.f. t 

X - X y ~ n f <{) ci, 

2. CPû.6a.ctowe. da.n6 O.ttd. 

Ord est une catégorie telle quel.es obje~~ sont l~s 2nsembles ordonnés et les 
morph __ ismes, les applications qui conservent l 1odre (c-â-d les applications crois 
santes). 

Cette propriété de <P se traduit par le schéma suivant : 
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C 

Ens 
<P 

où U est le foncteur d'oubli, c-à-d si (A,<) est un ensemble ordonné, alors 
U(A, <) .=A et si f est une application croissante, alors U(f)=f, 1 1 application sou 
j acente. 
Pour que q> se factorise dans Ord, nous devons démontrer que pour tout X El &I , CP(X) 

-1 
est muni d'une relation d'ordre< et que pour tout morphisme f de&, <?(f) = f 
conserve cet ordre. 

- Définissons d'abord un ordre <s11r.a>(X). 
-6 od a , S E <P (X). 

NoU-6 CÜJr..o nJ.i que. a < S -6i e;t -6 e.ui.eme.n,t -6i il e.w:t.e. un mo.ttph,u,me. f3 de. & :t.e1. que. 

a = So8 . 
Nous avons donc le diagramme suivant : 

remarquons que e est aussi u monomorphism~. 
< est antisymétrique : 

en effet, soit a , SE(P(X) tq a < s et s < a 
donc3 8 tel que a= So8 

3<P tel que S= ao<P , 
donc a = ao <P 08; 

S = So e o<P 

or a.et s sont des monomorphi smes. 
donc ipo e = idA 

eoip = id
8 

donc ip et e sont des isomorph ismes 
donc a et S sont isomorphes et en terme de sous-objets, a = S, 
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Nous vérifions encore plus rapidement que¾ est transitive et réflexive. 

- Soit f : X----Y un mo rphisme de 8.. 
-1 Montrons que f conserve l ' ordre) 

c-à-d si a , SEIP(Y) tel que a ¾ S 
-1 -1 

alors f (a )¾ f (S) 
ce qui est immédiat car f- 1 (a ) et f- 1 (S) sont obtenus par produit fibré. 
Nous avons en effet le diag ramme suivant : 

f-~ (A) A 
p.f. 

le ' 
::t f- 1 

( B) B 

I r1 ( S) p. f. 
I e 

X f 
y 

a ¾ s donc3 e tel que a= soe . 
fof- 1 (a ) se factorise donc à t ra~ers s . 

a 

Donc 3 ! '-1' : f- 1 (.A.) - f-
1 (B) el que f-

1 (a ) = r 1 
( 13 )0'-I'. 

CommelP --;,8. (-,n), nous pouvons t ransporter l'ordre défini sur(P(X) dans &(X,n) 

1 \1 '-"c;x ,'-1' 13 E 8. ( X ,n ) :'-" a ¾ '-" 13 dê f a ¾ 13 1 

3. lP 1.ie. 6auowe. da.YL.6 01td
1
r' 

Ordrr est une catégorie tell e que un objet est un ensemble ordonné qui a un plus 
grand élément et telle quel 'i nf inum de deux éléments de cet ensemble existe dans 
ce t ensemble ordonné. Les morp hi smes de Ordrr sont les m0rphismes de Ord, qui en 
pl us conservent le plus grand él ément et l·es infinums. 
Cet te propriété de f se tradui t par le schéma suivant : 
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,,. ~Ord _,,. 

F 
...,,. ,,. ...,,. 

...,,. 

© ,,. ,,. ,,. .,,, 
âiop Ens 

(P 

Nous devons donc voir que : \/ XEI âil , (lP( X).~) a un pl us grand élément et possède 

tous les infinums de toutes l es paires de sous-objets de X et que pour tout mor

phisme f de âi, d'( f) = f- 1 
con serve le pl us grand élément et les i nfi nums. 

- Soit X El âil 

Soient a , s E (P(X) 

Montrons que inf( a , S) existe dans @(X). Pour cela construisons le produit fibré 

de a et de S : 

a A 

p.f. 

B X 
s 

et posons aÂS = Sob = ~oa. 

al\S est inf( a , S) car . aAS ~ s-et a·f\ s ~ a 

. si~ et y ~ ·s , alors y ~ a/\S 

par la propriété universelle du produit fibré. 

a /\ f3 est un monomorphisme, donc a A S E @(X). 

- soit X ei âil • 

Alors idx est le plus grand élément dans <P(X). 

- soit f : X--) Y un morphisme de âi . 

f-1 
( i dy) = i dx donc f-

1 
conserve le pl us grand élément. 

Montrons maintenant que f-
1 

conserve les infinums, c-à-d que 

f-
1 

(a A S)= f-1 (a ) l\f-1 (S) quels que soient a ,SE <P(Y). 

Construisons 4 produ i ts fibrés : (a ,a ' ,f ,f1 ) où (a',f1 ) est le produit 
fibré de (a ,f) 

( s , s 1 
, f, f 2 ) 

(a ,a 1 , S, S1 ) 

( 
1 • 1 1 Q 1 ) 

a ,<et1 , S 1 , 1->1 
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si y= y' =o: ' /\ B' , montrons que f-
1 

(y) = 1 y . 

Nous avons le diagramme suivant 

Les propriétés élémentaires de produits fibrés permettent de vérifier que si g, g', 

y ' ,Y sont les composés diagona x, 

si (f, f 2 , ·s, B') et (B' ,B1 ',a' , a1 ') sont des produits fibrés, 

al ors (g, g', B,B1 ') est un produit fibré. 

or ( a ,a..., , B, B,,) est un produit f ·i bré. 

Donc, nous déduisons f3 et (f1 , f3 , B1 , B1 ') est alors un produit fibré • 

or( f, f1 ,a ,a 1) est un produit fi bré, 

donc (f, f3,y,y 1) est un produ"it fibré. 

c-à-d y' = f-
1 
(y). 

Comme (P~li.(-, 51 ), nous pouvons transporter l'opération/\définie surcP(X), dans 

li.(X,51) 

1 "'•' •• B E& ( X ,n) •,._A •8 d/;f ••,-fi ~ 
4 . P 1.> e. 6 a.c;t.ow e. da.YL6 &H e.y:t 

E est un objet de ô>Heyt, 

c-à-d E e.1.>:t u.ne. p.té.-al.gè.b11.e. de. /He.yting 
f., ;__ e.:t f., e.u.t e.me.n:t f., )_ 

E e.1.>:t u.n o b j e.:t de. 011.d 
. 1T 

e.:t Vx,tf,=E 3x➔y EE :tel qu.e. a.~x ➔ y ~ (a.l\x) ~y l/a.E E. 

Les morphismes de (y Heyt, sont l ~s morphismes de Ord qui commutent avec cette 
1T 

nouvelle opération. 
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Cette propriété de P se tradu i t par le schéma suivant 

-
6'Heyt 

__ .:i, l -- u 
C 

t?op -
~ ----------~ Ens 

CP 

Nous devons donc montrer que po ur tout X El&I, (<P(X), ~) est une pré-algèbre de 
-1 

Heyting et que pour tout morp hisme f de&, P(f) = f commute avec l'opération ➔• 

Pour cela, soit X El&I et consi dérons (P(X) comme une catégorie : 

- ses objets seront les sous-objets de X. 
a~ 13 sera un morphisme de <P (X) si et seulement si a ~ /3 . Donc entre a et 13, il 
existe au plus une flèche et les ~e~~ isomorphismes sont les fde~tités (ce qui 
traduit la propriété d'anti -symétrie de~). 

Nous sommes donc en droit de définir un foncteur, de source et de butCP(X) 
\/a E (P(x) : a A - :IP(X)~<P (X) sera défini de la manière suivante 

à tout objet y ded'(X), il lui fera correspondre l'objet a /'. y . 
a - est fonctiar f e-l car \/ 13 ,yE (P(X) : S~ y => a /\ s ~ a Ay 
Nous appelons ce foncteur a~- un foncteur produit car \/a ,8=P(X), a /\13 est le produit 
de a et de 13 dans cette catégor ie. En effet, ceci résulte de la propriété d 1 infinum. 

Voyons maintenant une propositfon qui nous permettra d 1 introduire l •opération ➔ 

sur (P (X) ' vx El &I 

Proposition 1.2. 
Le. ô'oncte.uJt p1todu.J.;t. a A-:O'(X)----)(P(X) a.dme.t un a.djoint. à. dltode., no-té a ➔ -

Va E G>(X). 

c-à-d que nous devons prouver : 
si y E lP(X) 

alors ct --+ Y doit satisfai re la condition suivante 

\/ 13 Ë <P( X) 



Trouvons un sous-objet de X, vérifiant cette condition 
s pposons : a " e~ y 

Nous avons : a. " e ~ Y <> a. A e " y = a. " e 
<:> aA y l\ 8 = ct. " 8 

Considérons le diagrarrrne 

AAB/\C 

ls-' (• •Yl • 

A tiC 

l • AY P.+: 

B-------~ X 
s ip a /\ y 

-1 
Nous voyons que a. /1. y A e = 8oS (a I\ y ). 

1 

I~ 
Q 

-1 De même, nous avons que a /\ 8 = 808 (a ). 

No us obtenons alors successivement, les équivalences suivantes, 
à. /1. Y. 'Â 8= a. /\ 8 <:> 80 8-

1 
( aAy ) = 808-

1 
(a ) , 
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<> e-1 (a A y ) = s-1 (a ) car e est un monomorphisme 

<:> ip t3 -:l ( a Ay ) =..p 8~1 (a) 

= ip o s 
a. 

<:> 8 ~ eg(ipa.Ay 'ip a. ) 
Nos avons donc le résultat su i vant : 

a. /\ e ~ 'Y <:> e ~ eg ( ip A,. ,ip ) 
a. /\'Y a. 

Nos définissons donc : 

1 a. ➔ Y dêf eg ( ip a I\ y ,ip a. ) '.,a. , y E <P ( X) 

- 1 Nous pouvons aussi montrer fac il ement que si f est un morphisme de&, f permute 
avec ➔ , c-à-d que Va. , SE!P(X) : r 1 ( a. ➔ 8) = f- 1 (a. ) ➔ f- 1 

( 8). 

Regardons pour cela le diagramme suivant 
A -s -~ S X '-Pa. "f3 

A' 

1 î f 

A ~..'...B 1>------~Y 
f-1

(<1.) ➔~ ... u~) 

ip f _, ( rA" /?,) 
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Nous observons que : 
le carré droit est commutat i f 

-1 -1 
f o ( f (a) ➔ f ( 8)) éga 1 i se <Pa/\ 

8 
et <P , donc se factorise à travers a ➔ 8 

a 
de manière unique. 
Le carré gauche est alors un produit fibré, ce qui permet de conclure : 

-1 - , _ , 

f ( a. - 8) = f (a) ~ f ( 8 ) . 

Comme~ = (-~n), nous pouvons transporter 1 'opération ➔ définie sur~(X), dans 
&(X,n) : 

1\1 <Pa,<P8 E&(X,n) <Pa-<P8 dêf <Pa - s 

La façon dont nous avons défin ·i la notion de pré-algèbre de Heyting dans Ens est 
un concept valable pour les ensembles ordonnés. Il existe une notion algébrique 
qui lui est équivalente 

un ensemble E est une pré-algèbre de Heyting 

i 
il existe deux opérations A : E x E - E 

-: E x E --;:,.E 
il existe une constante 1 E E 
tels que les axiomes suivants soient vérifiés 

XII.y= yAX 

x/\(yAz) = (xAy)/\ z 
X /\X = X 

X Al = X 

X ➔ (y /\Z) = (X ➔ y)A(X ➔ z) 

(X ➔ y)/\X = XAy 

(X ➔ y)Ay=y 

X ➔X = 1 

L'équivalence entre les 2 notions est immédiate si on sait que x.;;;; y~ x/\y = x 
Cet te notion de pré-algèbre de Heyting peut se généraliser dans une catégorie~ avec 
produits finis. Les axiomes sont alors remplacés par des diagrammes commutatifs. 
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Nous parlerons alors de la cat égorie ModT(~) où Test la théorie des pré-algèbres 
de heyting : 

un objet sera un modèle de T dans 6, c-à-d la donnée de A El'81 et d'un mor
phisme ~A : AxA ➔A pour chaque opération, rendant les diagrarrmes de T commuta
tifs. 
Un morphisme entre 2 modèl es A et Best la donnée d'une flèche f: A~ B de~ 
qui permute avec ces opé ra tions. 

Concrètement un objet A de~ sera une pré-algèbre de heyting si et seulement si il 
existe 3 morphismes 

A X A /\ A 
A X A ·- A 

1 k A 

t els que les diagrammes suivants soient commutatifs 

AxA /\ A 

<>, •• ,> l y 
A x A 

A x A x: A i dA X/\ A X A 

A X 
idA l © 

l A 

A X A A 
/\ 

A AA 
~ A X A 

lA 
A 
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AxAxA 
i dAx" 

AxA 

\ © 1 ➔ <➔ 0 <1T1 , 1T2>,➔o<1T1 , 1T3>> 

l 
AxA " A 

I'. 

AxA . <➔ , 1T2 > AxA 

\~ 

Nos savons maintenant compren re le théorème suivant : 
soit Tune théorie algébriq ue opérationnelle 

(c-à-d une théorie du 1er ordre, telle que les axiomes sont décrits à 
l'aide de symboles opé rationnels et du seul symbole nelationnel qui est 

l '=). 

soit g-une catégorie avec produits finis. 



Soit FUR foncteur représentable 
(c-à-d il ;;iste un objet A elil tel que F ::= b(-,A)) 

tel que. le diagramme soit commutatif 

F ~op ________ ~Ens 

©/ 
ModT(Ens) 

alors A est un· modèl e de T dans~. 

Appliquons le théorème au cas qui nous intéresse 
prenons g = 8. 

F = CP 

nous savons que <P se fac t orise dans ô' Heyt et que@~ 8.(-,n) 
Nous en déduisons donc que n est une pré-algèbre de Heyting. 
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Nous devons donc définir des o érations * : n x n--- n qui rendent commutatifs 
l es diagrammes définissant la théorie des pré-algèbres de Heyting. 
Le théorème .donne un moyen de construire ces opérations, grâce au Lemme de Yonoda; 
si gnalons la manière de faire : VX el~!, F(X) est un modèle de T dans Ens. Sur 
F(X), sont donc -définies des opérations *x satisfaisant les axiomes de T. 
Nous construisons a 1 ors 1 e di a~Jramme suivant : 

*x 
F(X J x F(X) -------~ F(X) 

( 
g(X,A) x (X,A) 

\i 
b(X,AxA) 

l 

b(X,A) 

*' 
Nous déduisons donc g(X,AxA) - - -_x __ ; (X,A). Ces applications sont naturelles 

en X. Il en résulte donc une transformation naturelle : g (. ,AxA)~S (. ,A), qui 
es t représentée, par Yonoda, po ur un morphisme de g(AxA,A). Le morphisme sera 
l' opération *A' qui permettra de dire que A est un modèle de T. 
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Nous ne construirons pas les opérations sur Q en nous servant du lemme de Yonoda. 
Nous essaierons plutôt de les définir en suivant notre intuition ensembliste. Le 
l ecteur pourra vérifier, s'il l e désire que les opérations définies seront bien 
celles construites par Yonoda . 

Voyons d'abord dans Ens, ce que nous aurions envie d'avoir 
La définition du 6onueWt paJvt.i..e se résume dans le schéma suivant 

(P Ens 0 P Ens 

X 0 ( X) = l'ensemble des parties de X 

fl rf-• 

y 7 (y(Y) =l'ensemble des parties de Y 

où f- 1 est une application qui à tout sous-ensemble B de Y fait correspondre le sou 
ensemble de X 

{x EX tel que f(x) E B} 

Prenons la convention suivante : 
soit A..;;; X 

un énoncé à une variable l ibre sur X, correspondant sera noté a . 
Le morphisme caractéristi que sera ~A. 

Nous avons défini un o~d.!te -0Wt <P (X). Dans ce cas, l'ordre sera caractérisé par 
\IA,B E P(X) : A..;;;B ~ A.f" B 

X ut le plU-O g~and élément de Q>(X) pour cette relation. 
Donc un énoncé x associé est ·toujours vrai. 
~X est donc l'application constante qui vaut toujours 1. 
Un tel morphisme peut être représenté dans Q par la constante 1, qui est le 
11 vrai 11

, c-à-d par l ' appli cation l={o}----- Q={o,l } : o~l, c-à-d par?.F. 
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L ' ,i,n0,i,nwn de 2 sous-ensembles A et B de X sera : An B 
Un énoncé ( a et b) correspond au sous-ensemble An B. 
Donc (a et b) ne se ra vrai que si ~ et b sont vrais en même temps . 

Le. mo1tph.ume. t\: n x n ---- n va traduire cette propriété. /\ sera la fonction de 

vér ité de la conjonction. 
Donc /\ : { o, 1} x { o, 1} ~ { o, 1} ( 1 , 1 ) li---) 1 

(o,1) 1 ) O 

( 0 ,o) l )0 

(l,0)1 >o 

Quel eJ.d . l e. moltph.ume. < ? 

De même que< était une ,rèati on sur ~(X), donc un sous-objet de X x X, l e morph i sme 
< sera un sous-objet de n x n 

< : K _____ _,_ Q X Q 

comment définir K? 
Nous savons que A< B si et se lement si An B=A . 
Donc 11 1 'énoncé b est vrai dès quel 'énoncé a est l'est" 

si et seulement si 
11 les énoncés (a et b) et a sont vrais en même temps et faux en même temps " . 

Pour traduire cette propriété, nous dirons que 
K = eg ( 1T1 , A) où 1T1 est la première projj!~t.i on de n x n sur n 

Donc K = {(o,o) ,(o,l) ,(1,1) } 

No us avons aussi introduit l ' opéJtctûon ➔ dans (P(X). 
Ici, VA,BE(?(X) : A ➔ B = (X-A )'ü B 
Un énoncé associé à . A ➔ Best a ➔ b 

il sera vrai dès que b est vrai ou a est faux . Nous remarquons donc 
quel 'énoncé a ➔ b est l'énoncé a~ b dâns son sens habituel. 

Le. mo1tph.ume. ➔ : n x n --- n va traduire cette propriété. Pour ce faire, ➔ 

ser a la fonction de vérité de l ' implication. 
Donc, ➔ : { o,1 } x {o,l}~{o , l} : (o,o) 1 > 1 

(o,1)1 >1 
(1,1)-~ 1 
(l,o) 1 >O 
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Faisons maintenant quelques constatations qui nous permettront de définir ces 
nouveaux morphismes dans le cas où & est un topos quelconque. 

v : 1~ n représente dans n l'objet X, pour tout X El &I 
Le morphisme A est le morph i sme caractéristique de <'V',V-> 
Le sous-objet ~ est eg( 1T1 ,A ). 

Le morphisme ➔ est le morph isme caractéristique de~. 
Donc 

fo ,iv,I.\·, ~,~ u:t u.n p1té-ai.gè.b1te. de. He.yting 

où. /\ d~ 6 'P <v, v> 

1 1 f sr,ir> p.f. ltr 
/\ n X 12 n 

~d~6 e.g ( 7Tt ,/\) K nxn 7T1 ; n 
" 

➔ d~6 'P ~ : K 1 

~~ l" p.f. 

Q X Q 
➔ 

Q 

Nos allons voir que ces morph i smes sont bien choisis. En effet, nous allons mon
trer que 

,6 e. 6a.c.;tow e. a tlz.a.ve.M ~ 

1. 
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CA/\ B 
a) Soit'Pa,'PSE(P(X). Montrons que (a.A 8, A A.B---~1) 

est 1 e produit fibré de (<'P a ,'P 8 > , <'\T,1.T>} • 

Construisons alors le diag r amme suivant: 

( Nous pouvons refaire un diagramme similaire en mettant B:~en évidence au lieu de A 

nous exprimerons alors: a ,-.. s=-0 8 o i
8 

au lieu de a. A S = a o i a) . 

Nous voyons d~abord que <<f:a' i,o 8 >
0 -ét "~ = <,,,.,i.r> o cA"B 

car 'IT1 °<'{)a!'{) 8 > o,a" s = 'ITi°<'lr,'U"> 0 C. À" 8 . 

et 'IT2 o<'{)a 'PS> o a /\ 8 = 1T20<1'T,V-> o '-A"B 

Soient maintenant 2 morphismes f et Cy tels que 

<'{) 1 ..p>of =<'lr,'IT>oC 
a 8 Y 

Montrons qu 1 3 ! cr :y~A " B t el que f = a"Sccret Cy=CA " B O cr 

<i,p , i,p 
0
>of =· <1r,v:> ° C donne a . µ Y 

1Tt'<Pa,i,pffof ~ 1T1<><'2(,'lr> Cy et 1T2°<i{)a,i,pff0 f= 'IT2o<1r,1r> ° Cy 

c-à-d i,p o f = 'V'oC et 'P o f='lf'oC . 
a Y 8 Y 

Comme (a,CA) et ( s ,C8) sont les produits 

('P
8

,'V""), nous savons qu'3 l ,:Y--jA et3 ! 

Nous avons donc le di agramme suivant : 

fibrés respectifs de ('P ,'V") et 
a 

À:Y~B tel que f=a ot = 8oÀ 



' 0-..... 

' 
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~ A"' B---'C\....._ ___ ~ 

Com_~e (tà ,i s) ~s_t l e ~roduit fibré de (.Ct. ,S) et comme a o-r=S o À , 

·310-:'~MB tel riue f ; S o ~=s ·oSS ba=a ·l\ ·S o a . Donc f= a AS oa .. , 

et Cy=CAAè~a; :car 1 = un bbjet te~minal. 

Nous venons donc de montrer que (a~s,CA ~ 8) est le produit fibré de 
(4a ,ips >,<r,1r>). 

b) Nous avons alors le résulta t suivant : 

(~"~,cA,._ 8) es le produit fibré de (Ao< 'Pc1.,'P,s),/\T) . 
En effet, nous avons le diagramme suivant 

A /\ B CA/\ B 
1 1 

a A e I p. f. l <1r.,r> -p. f . 1~ 
X > l'"h n n <rp Ci. 1'P s> 'P<v,v> 

Comme les 2 carrés sont des produits fibrés, il en résulte que le grand rectan
gle est aussi un produit fi bré. 

Donc rp<~v>o~a 'P?= 'Pa" s= 'Pa " '{;S 

2. · IJXEl&I etV Ct. ,SEIP(X) 

'P a · < '1' 13 ~ <rp a ' ~13 > se factorise à travers< 

< 1T1 

K n l( n n 
~ !~a ••e: 
' ' ' ' ' 'X 
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en effet <Pa. f: <P (3 '{)rJ.. = '{)a.. ,\(3 

1T1 o ~ ,<P >=Ao<tp ~'{) > 
Cl /3 Ci /3 

<a:> <'{) d.. ' '{) f3 > se factorise à travers eg ( 1T l ,/\) 

<a:> < <P d..' '{){!,> se factorise à travers ,;;;;;, 

3 . IJXEl8il et \Jd.,(3 E(P(X): 

'{) Il. : ➔ O<'{) ,<Pa> 
Cl ➔ ,-, Q. ,_. 

Nous avons en effet le diag amme suivant 

A ➔ B K 1 

~~~I 1 p. f. l~ 
X n x n n 

<<P a1<P e > 

·li· 
'{) ,;;;;; 

.n, 

La propriété sera donc démontrée si nous prouvons que le carré gauche est un 
produit fibré, 
c-à-d si · a ➔ (j = < ~ 1 <P r:i.> -i(~) 

- a ,., 
-1 

c-.à-d si < <P«., <P (3 > (,;;;;;) = eg ( <P aA {3 ,<Pa ) 

Or nous avons le diagramme su ivant 

y.: - - - - -
'::> 

- 7 :t K 

( \f e'. ) \f~ Y
1

tb) P.f. L 

X 
7'., 

_n_ JC. .Il. 
z ·~cA) 1'.t/ > /'\ 



où < est eg (1r 1 ,/\) et où le carré est une produit fibré. 
-1 

Montrons que <-.p -.Pa> (<) est eg(A0 <i,o ,-.Pa>, 1r1 ° <-.p ~ -.pl.l>) . a ~ a ~ a P 
Soit donc f:Y~X tel que A0 <-.pa~-.ptl> 0 f=1r1° <-.pa~-.p{3>0f • 
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Nous avons de suite que f se factorise de manière unique a travers<-.pa,-.p/3>-'(<) 
car 

A o<-.pa,<P{3>of=1r1 o ~a~ -.p{3>of 

donc <-.p a' i,o
13

> 0 f se facto ri se de mani êre uni que a travers < • 
Appliquons alors la propriété universelle du produit fibré et nous dé
duisons alors la fa ctorisation unique de fa travers<-.pa1 <P 13 >-1 (<). 

Voyons maintenant que dans ~l, tout suit aussi notre intuition. 

1 DEUXIEME CAS PARTICULIER :j'l 

Comme.nt eo.t c.aJtac..têJi.,w é. le. 6 o nc . .te.Wt p cvr,.t,l e. ? 

V IF!!!: n__f__,F2 El111, <P( IF) est l •ensemble des applications Y(= Xl~X2 telles 

que le carré suivant est commut atif 

Xl - Fl 

xl © lf 

X2 F2 

Si cr est un carré commutatif entre f et 6, c-a-d si cr est le carré suivant 

Fl 01 Gl 

fl 
© 

lg 

F2 G2 02 
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alors ~(cr) sera une applicati on de @(G) dans ~(F), définie par le schéma suivant 
- 1 : (P(Œi) CP (IF) (P(cr)net cr • 

Yi {XE F1 tel que 0 1 (x) E Yl} 

YI = 
li 

1-= ~ o--\:t) = 

'/2. {yE F2 

-'1 

= ~ cP (Y:t.) 

r,1 
tel que cri. (y) E Y2} 

-2 
=02 (P (Y2.) 

Montrons que f1 :cr;~ (Yl)--~ 02 - 1@(Y2) a un sens : 
soit s Ecr

1 
-

1@(Yl), montrons que f(s) E 02 J (Y2). 
or s E 0 1 -<? ( Y1) ~ 0 1 ( s) E Y1 
Nous avons donc : 0 1 (s) E Y1 ~ 9001 (s) E Y2 
or go cr1 (s)= cr2 of(s) 
donc 02 o f(s) E Y2 
donc f(s) E cr2@(Y2) . 

P Il. e.rw YL6 .e.. eti c.o n v e.nû.o YL6 1.:, LU v anteti 

Soit ~E(P(f) 

~ous noterons x, un énoncé associé à let~,, le morphisme caractéristique. 

Vo tjon/2 ma,,lnte.nant c.omme.nt l' 01tc/Jte. eti:t de.6,.i.ni dan/2 cP (f). 

Soient Y/ èt 'fE(P(IF). 
No us dirons que 'J ~ 'f si et se l ement si le carré suivant est commutatif 

Xl Y1 

l f1 © l f1 

X2 Y2 

c- à-d si et seulement si Xl C Y1 et X2 C. Y2. 



I .40. 

L ' in6,ùumwn de ':l et 'I sera noté 'i n 'f 

Il sera 1 1 app 1 i cati on Xl n Yl---f
1
--- X2 n Y2 

Il lui correspond un énoncé (x et y) : 
dans Fl, (x et y) ne sera vrai que six et y sont vrais; il sera faux 
dès que 1 'un des deux est faux; il sera possible si 1 'un est possible 
et 1 'autre vrai ou possible. 

Cette propriété peut être trad ite par une application 

1\1 :{o,l,2}x{o,l,2}---!){o,l,2} (o,o) 
( o, 1) 
(o,2) 
(1,o) 
(2,o) 

t------;>O 

( 1,1) ~ -1------, 1 

(1,2) 
(2,1) 
(2,2) 

r------... 2 

A1 est la fonction de vérité de la conjonction où 3 valeurs sont possibles le 
vrai, le faux, le possible. 
No us pouvons retrouver facilement cette application grâce au tab}eau suivant 

0 2 1 

0 0 0 0 

2 0 2 2 
1 0 2 1 

Dans F2, l I énoncé (x et y) ne sera vrai que si x et y sont vrais; i 1 sera faux 
dans les autres cas. 
L1 applicationA2 :{o,l}x {o,1}--➔ {o,1} va traduire cette propriété, de la même 
fa çon que dans Ens. 
A2 sera donc la fonction de véri té de la conjonction, où 2 valeurs sont possibles : 

le vrai et le faux. 
No us prendrons alors comme mo~phl6me QaJtaQté/r.MtiqueA, le carré commutatif suivant 

{o,1,2} X {o,1,2} /\1 {o,1,2} 

lw,w © lw 
{o, l} X {o,1 } {o,1} 

'\ 
No us vérifions sans peiné que/\ ainsi défini est <P <'117,,r>, 



Quel r/2.:t le.. .6oU6-obj e;t ~ de. 11. x 11. ? 

Nous savons que 'i~ V si et seulement si Xlr-lYl=Xl et X2nY2=X2. 
Par conséquent Y . est vrai dês que x 1 'est 

f 
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(x et y) et x prennent les mêmes valeurs de ~érité en même temps. 
Ç'est pourquoi~ sera le sous-objet IK~n x n qui est eg(1T1 ,A) 

où Kl = {(o,o),(o,l) , (o,2),(l,l),(2,l),(2,2)} 
K2 = { ( o, o) , ( o, 1) , ( 1, 1) } 

k Kl--➔ K2 est W x W I Kl 
k peut se retrouver par le schéma suivant 

0 2 '1 k 

0 00 Œl 
~ 

2 X X 

1 
Kl 

0 

1. 

0 1 

~ 
K2 

où 1 'application k associe chaque symbole du tableau gauche au symbole similaire 
du tableau droit. 

Quelle. e..o.:t l' opé!ta.tion ➔ .6Wt cP (/F), où lF € j-.f_ ? 

Soient 1. et 'f ~ JF 
Le sous-objet JI.. ➔y sera l 1appl i cation (i ➔ 'f)1 

-
Un énoncé correspondant sera ( x· ➔y) 

f ) ( 't ➔ '()z 
1 

(f ➔ Y)2 sera 1 'ensemble des él éments de F2 

Dari~ ('t ➔ -'I}~ =:= - -(~2' X2)U'i2 = X2 ➔ Y2, 

pour lesquels 1 'énoncé (x => y) est vrai. 

(1-+ 'f)1 sera l'ensemble des éléments tie Fl pour lesquels l'énoncé (x=>y) est vrai 
.. 

et tel que il reste vrai pour f (t)EF2. 
Donc ('If ➔ 'f)1= (Xl ➔ Yl)nf-@ (X2 ➔ Y2}. 

No us pouvons constater que cette définition de f ➔ Y est aussi (heureusement) 

eg ( 1P ï /\ Y/' 1P X) • 



NoLUi pouvon6 ma.,lnte.na.nt déc.JUfl.e. .le. mo1t.phl6me. ➔ 

➔ est le carré commutatif sui vant 

{o,1,2} x {o,1,2} ➔1 {o,1,2} 

w.w l © lw 
{o?l} x {o,l} 

➔2 
{ 0 '1} 

➔1 et · ➔2 vont donner dans 'li. 1 es va 1 eurs de vérité de 1 1·énoncé (x ➔ y) . 
Par rapport à Fl, la valeur de vérité de 1 'énoncé (x ➔ y) 
sera : 1 quand x et y sont vra i s 

I.42. 

quand x est faux (car à ce moment on peut déduire n'importe quoi de la 
val eur de vérité de y). 

donc ➔1 {(1,1) ,(o,1) ,(o,2) ,(o,o)} = 1 
si x est vrai et y est possibl e dans Fl, alors (x~y) est faux dans Fl mais après 
avoir subi la transformation associée à f, y devient vrai dans F2, et par consé
quent, l'énoncé (x~y) transformé est vrai dans F2. Ceci se résume en disant 
dans ce cas, (x ➔ y) est possi ble; donc ➔1 {(1,2) } = 2. 
Nous avons aussi ➔1{(2,1),(2, 2 )} = 1 car dans ces situations, l'énoncéx~yest 
vrai dans Flet reste vrai dans F2. Six est vrai et y faux dans Fl, alors x ~ y 
est faux dans F1 et reste faux dans F2, après transfonnation; 
donc ➔1 {(l,o)}=o 
Six est possible et y faux dans Fl, . alors x ~ y est vrai dans Fl mais devient 
fax dans F2; 
doc ➔1 {(2,o)} = o. 
Nous retrouvons facilement ➔'i par le tableau suivant 

0 

0 1 

2 0 

1 ; 0 

2 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

1 
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Nous constatons que le vrai se déduit de n'importe quoi, que n'importe quoi se 
déduit du faux, que le probab l e se déduit du probable, que le faux ne peut se 
déduire du vrai ou du pri babl e , que .le probable se déduit parfois du vrai. 

➔2 sera elle la fonction de vér ité del 'implication lorsque 2 valeurs sont possible 
l e vrai et le faux. Nous pouvons constater que ➔ ainsi définie est aussi le morphis 
me caractéristique de¾. 

0 

0 0 
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3. LANGAGE D'UN TOPOS 

Nous allons associer à chaque t opos un langage fonnel à l 1aide duquel nous ·pouvons 
ut iliser notre intuition ensembliste pour travailler en théorie des topos. 

Soit & un topos. Nous définissons un langage fonnel i& de la façon suivante 
Nous nous donnons d I abord du ,6ymbofu : quels sont-ils ? 

1. Lu vcvua.bfv., 

pour tout objet A de&, soi t VA, un ensemble dénombrable. 
Par exemple, nous pouvons poser VA= {A} x N. Les éléments de VA sont appelés 
variables de type A. Si A,B El&! et A"-1 B, nous avons VA îl v8 = (6 

Soit V= U VA 
AEI &I 

Nous noterons Pfini(V) la cl asse des parties finies de v. 

2. Un symbole pour chaque morp hi sme de&. 
Un symbole pour chaque obje t de&. 

3. E , /\ , ➔ , (, ) , fa. V,Utgu.le. . 

Tous ces symboles constituent f' a.fpha.be;t du système formel. Avec ces symboles, nous 
fa i sons des assemblages en juxtaposant sur une même ligne un cet.tain nombre de ces 
symboles; ce que nous obtenons sont des mob.i. 

No us avons alors des mots sign ifi catifs de 2 sortes 

1. J..v., -teJunu 

les termes et 
les fonnul es. 

Nous définissons une classe T de tennes munis de 2 fonctions -r :T ➔ l &I et 

cr : T ➔ Pf .. (V). Pour to ut terme t, -r(t) s'appelle le type de t et cr (t) , n, 
s'appelle le support de t. 
Un -teJune. v.,,t une. 1.:iu);te. 6,lru.e. de. 1.:iymbofv., ab-te.nue. e.n a.ppliqua.n-t un nomb.tte. 6,ln,l de. 

60,l/.;i feu., 1tègfv., de. 60.ttma.tion 1.:i u,lva.n-tu : 
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,Tl. Si a E VA, alors a est un terme de type A. 

T2. Si 1~AE8., alors a est un terme appelé constante, de type A. (Nous iden

-. tiffons ici le morphisme a ·avec le symbole qui lui est associé). 

T3. Si t1 , .... , \, sont des termes de type A1 , .... , An respectivement, al ors 

(t1, .... , tn) est un t erme de type A1 x ... x An. 

T4. Si A f BE & et test un terme de type A, alors f(t) est un terme de 

type B. 

PoUJt .tou.:t .te/Une. .t, cr (.t) u.t l ' e.YL6 emble. du valrÂ..a.blu a.ppa!taJ/2.M.rit da.YL6 .t. 

Exemple: Si A f 8 et B~C sont deux morphismes de 8. et a EVA, alors 

g(f(a)), (gof)(a), ev(a,î'), et f(a) sont des termes. Si t1, t2 sont 

. deux termes de type n , A ( t1 , t2 ) est aussi un terme de type n . 

Notation Nous noterons t1 A t2 , 1 e terme " ( t1 , t2 ) et t1 ➔ ti , le terme ➔ 

(t1 ,t2). Si tes t un terme de type BA et t' un terme de type A, 

nous noterons t( t' ) 1e terme ev(t' ,t). 

2 . L eJ.i 6 01tmulu 

Nous définissons une classe F de formules muni d'une fonction cr : F~ Pfini ,(Y) 

appelé support. 

Une. 6arrufte. u.t une. -6LU-te. 6,i.ru.e. de. -6 ymbolu ab.te.nue. e.n a.pp.U.qua.rit un nomb)(.e. 6-,i.n.l 

de. 60-<..,6 lu )(.èglu de. 601tma-tÂ.on .oLUva.ritu : 

Fl. Si A'> à >A E8. et tes t un terme de type A, alo.rs.(tEa) est une formule, 

F2. Si <I> et w sont des formul es, alors ( <I> ➔ w )et (<I> w) sont des formules. 

Quand il n'y aura pas de confusion, nous écrirons t E A', ,<fJ"-w , <I> ➔ w , au lieu 

de (tEa), (<I>Aw ), (<I> ➔ w) respectivement .. 

le iuppo)(..t ~ - d'u.-;e. 601tmule. <I> ut: ·l' e.n..6e.mble. du valrÂ..a.ble..o a.ppa!ta.-i./2.oa.rit da.M <I> . 

. Exemp 1 e si t1 , t2 sont des t ermes de type A, a 1 ors nous pouvons former 1 a formu-

1 e : ( t1 , t2 ) E Il A 

où ~A = <lA,lA>: AxA---A 

Nous noterons t1 = t2 cette formule. 
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Remarque Nous introduisons des abréviations pour certaines formules ou cer
tains termes. Pour indiquer ces abréviations, nous utiliserons le 
symbole=. 
Ainsi t1 = t2 = ( t1 , t2 ) E AA. 

(Ce symbole= est aussi utilisé pour indiquer l 1 égalité entre 2 

morphismes de&. C'est abus ne produit pas de confusion). 
Les abréviations seront quelquefois abrégées a leur tour. 
Posons t1 ~ t2 - ( t1 , t2 ) E ~ 

<I> ~ VI - ( <I> ➔ VI ) A ( VI ➔ <1>) 

Remarque En pratique, nous identifierons les morphismes du topos avec les 
symboles associés a ces morphismes. C'est d'ailleurs ce que nous 
avons déja fait en T2 et Fl. Si dans le topos 1, nous avons un choix 
canonique d'un monomorphisme représentant les sous-objet associés, 
alors il suffit de limiter Fla ces monomorphismes. 

Désormais ~i- désignera tou ·ours le langage associé a un topo· &. 

0 

0 0 ,_ 
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4. INTERPRETATION DU LANGAGE D' UN TOP.OS DANS LE MEME TOPOS 

I Yl-te1tp1té.ta.tio n dU> .tVtmeo 

Soit t un tenne de type B. 
Soit une suite de variables di stinctes a~, ... , an de types A1 , ... , An tell es . 
que cr(t) !;;. {a1 .... an} 
Dans Ens, nous aurions envie d'interpréter t de la façon suivante : 

ai est une variable de type Ai, c-à-d, ai prend ses valeurs dans Ai, 
test une tenne de type B, c-à-d, t va être représenté dans Ens par 
des éléments de B. De quelle façon? 
Chaque fois que nous donnons une valeur(prise dans Ai) 
à chaque ai, nous fe rons correspondre un élément de B, qui sera la 
représentation de t. 

Traduisons cette idée pour déf "nir l'interprétation d'un tenne dans le cas où & 

est un topos quelconque. 
L ' i n;tVtplt é.:ta..tio n du. .t Vtm e. .t pcvr. 1tap polt.t a la J.i M.te. a1 . . . a U>.t u.n mo1tphu.ime. n 
1 .tl Al X • • • X A --➔ cl , dé6ùu.. pcvr. lM JtèglU> 

a1 ••• an . n 
J.iuvan;tU> ~ 

Tl . Si a. E 
l 

Va·, i e{l,2 ... n} , alors I a.l ; : A1 x , , a1 . . . an 
rri 

x An----~Ai. 

est la projection ca onique.En particulïer,si 
"d al ors I al = A 1 A > A . a 

a E V A, 

a T2 . Si a est une constante, c-à-d 1----,AE:-f:, alors 

T3 . Si A 

a 
1 al a ... ·._ = A x ... x An--➔1---.... A. 

1 an 
f BE&, test un terme de type A et ~(t)~{~1 .... ~.

0
1, · alors 

1 t h • • 
1 f ( t) 1 a1 . . . a = A1 x . . . x An • 1 •••• an :> A f e 

n 
T4 . Si t1, ... , tm sont des te rmes, alors 

1 ( t1 , ... , t ) 1 a =<I t 1 1 ... , 1 tml . > 
m 1 • • • an a1 • • • an , ai .. • an 

Une remarque concernant cette définition 
l'interprétation d'un terme est définie par rapport à une J.iu.,i,.,te. de. vcvr.,i_a
blU> cll6:ünc..tU>. Intuitivement, nous ne voyons d'ailleurs pas l'intérêt 
d'interpréter par rapport à une suite où toutes les variables ne seraient 
pas distinctes 2 à 2. Et de plus, cela introduirait quelques difficultés : 
Tl par exemple ne défi nirait oas toujours ,un morphisme unique, nous aurions . -- - . . . 

2 pos_s-i~nHés, à savoir: rr1.:AxA ➔ .A et rr~. : AxA ➔ A. 
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Dorénavant donc, toutes les suites seront supposées être formées de 

variables distinctes . 

quelques cas particuliers 

Nous ne démontrerons pas les égalités qui suivront, nous verrons simplement qu'elles 
correspondent fort bien à notre intuition ensembliste . 

1. 

2. 

Si f : A B 
si a E VA 

alors 1.ev(a, Lr) 1 = f a 

Dans Ens, nous interprétons le terme ev(a, f) par rapport à a, de cette façon 
soit a E A représentant la variable a. 
L'application 7 : 1---BA est une constante son interprétation est aussi 
une constante qui est f. 
L'éva l uation de 'f' en a est ~(a ). 

Donc I ev (a, ?) 1 = f a 

si aEVA, si bEVs, a# >. 
al ors 1 (a, b) 1 b =<1r2 , 1r1 > ,a . 

où 1riest la projection canonique de BxA dans A et 
1r1 celle de BxA sur B, 

où< 1ri , 1r2 > est construit par le schéma su i vant 

AxB "-
' 

....... 

B 



3. 

4. 

si a 1---~A, al ors I al 0 est a 1 

en effet, 1 al~ est le morp hisme 

Comme n A. = 1,1 al~= a 

a 
n A. -----, 1----➔ A. 

i E ~ 1_ 

iE,$ l .,_, 

si t et t' sont 2 termes de type Q 

al ors I t At' 1 -- A o '<El tl _ a1 . . . an a1 . . . an' 
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5. Soit Sune suite finie de variables. 
Nous noterons (S), le terme associé par la règle T3, c-à-d si S est la suite 
X1 , ••• , xn , a 1 ors 

( S) = ( X1 , ••• , xn) 

( S) = X1 

si n > 1 

si n = 1 

si n = O (S) = id$ 
Nous noterons X 
Si Set S' sont 

s s s Il Si 

= X X . • . Xn où X . = ,: ( X • ) • ., 1 1 

2 suites, nous posons 
tout élément de S est élément de S' 

S' - S la sous-suite de S' obtenue en éliminant les variables de S . 
.. 

Si S ~ S', nous avons un mo ph isme canonique : 
S' S 

·'TT: X ----➔X 

Nous observons que n = 1 (S) l 5,. 



ï-

I n.:teJtptt Ua.,t,i_o n d v.i 6 Olr.mul v.i 

Soit <I> une formule . 
Soit a1 ... an une suite de va r iables de type A1, .... ,An, telles que 

a(~.) ~{a1 , ... ,an}. 
Dans Ens, comment allons-nous i nterpréter la formule <I>? 

Chaque fois que nous attribuerons une va 1 eur à a1 , ... , an. 
la formule <I> sera ou ne sera pas vérifiée. 
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Nous pouvons alors définir un sous-ensemble de A1 x ... x An qui sera 
1 1 ensemble des n-upl es pour lesquels <I> est vraie. 
L_1 interprétation de <f> par rapport à a1, ... ,an sera ce sous-ensem~;e· 

Suivons ce raisonnement pour l a définir dans le cas général : 
L I in.:te1tp1t.Ua.,t,i_on de. <I> pait Jr..appolt.t à. la -6We. a1 , ••• ,an v.i.t le. -60M-obje;t 

1 <I>I ) > 1\ x ... x An a1 ... • an 

dé.6ini pait lv.i Jr..è.glv.i -6LU.van.:tv.i 

Fl. Si A1 >---a-~A est un sous-objet de A dans~ et test un terme de type A, 

p.f. 

w ~ 
A 1 >-----CL-----➔ A 

c-à-d dans Ens, les n-uples de Aix ... x An pour lesquels la formule t E a est 
vraie, sont ceux pour lesquels l 1 interprétation correspondante de t se trouve 
dans A1

• 

c-à-d dans Ens, la formule / A w sera vraie si et seulement si fetw sont vraies 
en même temps. 

Nous avons donc dans 
1 <I>.11 wl 

a1 ... an 

ce cas ; 



F3. l<I> ➔ iµI · = l<I>I ➔ liJ.,I 
a1 ..... an a1 .... an a1 .... an 

c-à-d dans Ens, la formule f ➔ 1J., sera vraie si iJ., est 
Donc I q, ➔ lj.,I = A1 X ... X A - 1 <l>I u I iµI 

a1 ... an n a1 ... an a1 

= 1 <t>I ➔ 1 iJ.,I 
a1 . . . an a1 ... an 
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vraie dès que f est vraie. 

a . 
..r1 

quand il n'y a pas de confusion sur la suite de variables considérées, nous 
notons I tl ou l<I>~ L'interp rétation du terme t ou de la formule <t> par rapport à 
cette suite. 

Quelques cas particuliers 

1. Soient t1 , t2 2 termes de type A . 
Soit {a1 , .... an} 1un suite de variables distinctes telles que 
cr(t1 )v cr (t2) 5. {a1 . . . an} 
où a. E VA . 

l i 
Al ors I t1 = t2 1 

Nous avons le schéma suivant 

p. f. < 1 t1 1 ,1 t~ 1 > 
© 

A ~------,---------'3> AxA _____ rr_i ---~ A 
AA 

où ~A= <idA, idK 
Voyons plutôt dans Ens : 

les n-uples de A1 x .. . x An pour lesquels la formule t1 = t2 est vraie 
sont ceux pour lesque l s t1 et tz ont interprétés de la même façon. 
ce qui se traduit par : 

1 t1 = t21 = { (x1 ... xn) EA1 x ... xAn tel que a1 ... an 
1 t1 1 ( X1 ... xn) = 1 t2 1 ( X1 ... xn) } 

: eg ( 1 t 1 1 , r t21) , 
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2. En particulier, si test un terme de type n, alors 

3. 

1 t = 'tri = eg ( 1 t l /1J' a1 . . . an a1 ... an, A-1 x , .• A~) . 

c-à-d dans Ens, l'ensemble des n-uples de Aix ... x An pour lesquels l 'interpré
tation de t vaut 1... Par conséquent, la formule t=v ne sera vraie que si l 1inter.-
<,, ' " .. . • : ' 
prétation de test le 11 vrai 11

• Ceci exprime donc : 

1 •1 t='"•• ... •n = 1 tl a, , .. •n 1 

è-à-d 

p.f . 

A x .•• x An ------➔ 

Soient t1 , t2 2 termes de type.Jl.., 
tels que cr(t1) u cr (t2·) ~ {a1 ... an} , une suite de variables. 
Nous avons alors successivement 

=<lt1I l~la1 . .. an>-
1

(~) a1 .•. an' 

=<f1 t1 ='tri ' 1P 1 ~ ::'li! > -i (~) 

Ceci grâce au diagramme suivant 

1 t1 ~ t2 1 a1 ... an 

p. f. 

K>-----------~nxn 
~ 



4. 
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Voyons dans Ens : 
l'ensemble des n-uples de Aix ... x An qui satisfont la formule t1 ~ ~ 

sont les (x1 ... xn) t el s que 
lt1i(X1 ... xn)~ l t2l(X1 xn) 

pour la relation~ déf in ie sur.Il. 
Or nous avons vu que o ~ o, 1 ~ 1. et o ~ 1. Donc 
1t11 (x1 ... xn)~ 1 t2 I X1 . .. xn) si et seulement si dès que 
lt1l(x1, .. xn) est 1 ou le 11 vrai", alors lt2l(x1 ... xn) est aussi le 
"vrai 11

• 

Donc la formule t1~ t2 est vérifiée si et seulement si chaque fois que 
t1=1rl 1 est, alors t2=V l 1 est aussi . 
Donc lt1 ~ t2 I = 1 t1 ='tri -~ 1 t2 ='li 1 

Si 1--a--A 

-1 al ors I a. E a.1 <t> = a (a. ) 

car I a E ~, p est déterminé par le produit fibré suivant 

1 a E <XI <t> >----------41 

P.f. 1 al <t> = a 

A' >---------A 

Dans Ens, par exemple, 1 a E ~l <t> est 1 si la constante a se trouve dans A' et 
l 'ensemble vide sinon. 

L'opéJta:üon de -0u.b-0.ü,t.u;ti.on 

Supposons que test un terme de type A . 

a E VA 

~ est une formule de I_ & 

W est un terme de 1.. & 

Nou-0 a.ppe.lon-0 -0u.b-0Wution du. :teJune ;t pall. la. va.Jvi.a.ble a., da.n-0 <I> ou. da.n-0 w, l' opétta.-
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.:üo n qu_,i_ c.o n6,Wte. à Jt.emp.la.c.eJt c.ha.que. oc.c.WUte.nc.e. de. a. da.Af. <I> au W pait. une. oc.c.WUte.nc.e. 

Notation nous désignons par w( t /a) et <t>(t/a), le résultat de la substitution de a 
part dans w et <I> respectivement. 

S'i l n'y a pas de confusion, nous écrivons w' et cI>' à ~,a place de w(t/a) et cI>(t/a). 

Proposition 4.1. . 

w ( t / a.) ut un te/Une. • e.t cI> ( t/ a.) ut une. 6 oit.mu.le. de./ 8. . 

La preuve se fait par i nduction. 

Proposition 4.2. 

Sail w un te/Une. 

a. une. vaJu.a.bfe__,:.de. type. A 

t un te/Une. de. type. A 

Suppo-6 o n6 S e.t S' 2 -0uile1.> de. vaJu.a.blu te.lie!.> que. 

a(w) ~ S 

cr(t) -~ S' 

S- {o.}SS' 

AloM a ( w ( t/ a.) ) S. S ' 

edJ. 1 w(t/a.) 1 S' = 1 W,~ o 1 (S) (t/ a.)1 5 , 

Comment comprendre cet e formule? 
Interpréter le terme w(t /a), c'est d'abord interpréter les occurrences 
de w(t/a) et puis interpréter w, c-à-d interpréter les occurrences de w 
où celle de a est remp l acée par celle de t et puis interpréter w. 
C'est ce que traduit l a formule. 
La démonstration de cet t e proposition se trouve dans l'annexe 1. 

Une remarque concernant l ' ordre da ns lequel les variables de S interviennent . 
.. 

Supposons que S' contiennent les mêmes variables que S mais prises dans un ordre 
différent. Par cette proposition . nous obtenons que I wl S, = 1 wl S O 1 ( S) 1 S, . Les 
2 interprétations lwl s• et lwl S sont donc isomorphes. Heureusement, car intuitive
ment, la façon d'interpréter w ne dépend que del 'interprétation des variables de 
la suite. 



Corollaire 4.1. 

lw (a.'/a.)ls, =lwls -OÙ a.,a.'E VA 

où (S') = (S). (a./a.') 

Proposition 4.3. 

Sad <I> une. 601t.mul.e. de. X&. 

a. E VA 

t un teJune. de. :j;._yp_e. A 
Soie.nt S ct S' 2 -.6~ de. vaJua.btu tell..u qu.e. . a (<I>) E S . 

... ,!);; ;.. 

AloM 1 <I>(t/a.) l_.s:_ -=L (.S,h (t/a.) 1 -;/, (1 <I>I sl 

ct e.n tvunu . d/l. c.mflJl.p~me/4 eé1/1,à.c..télu..6tique..cr- _ 

<P 'J' <b 1 1 s, = "9.4>.tlt'1:S.}J t/ ~) 1 S-' 

En effet, dans Ens, par exemple, 

• a (t) ES' 

S-{a.}E S' 

1.55. 

l<I>(t/a)I 5 , =l'ensemble des éléments de x5' tels que les interprétations 
correspondantes des variables de <I> (où a est remplacée par le terme t) 

.. 
satisfont <I>. 
Cet ensemble est donc détenniné en prenant le produit fibré de l<I>I 5 et 
de 1 ( S) ( t/ a) 1 5, : 

Î<I>(t/a)I s•------ l~I s 

I p.f. l 
S1 • S 

X . --------➔ X 
1 (S ) (t/a)I S' 

remarquons que nous po rrions associer la formule <I> à un terme de type n, 

tel son interprétation par rapport à S serait : <Pl<I>I 
s 

La propriétéipl<I>'I = ip l<I>I 0 

. S l S 
1 (S)(t/a)I 5, est alors celle annoncée dans 

la proposition 4.2. 



Caro 11 aire 4. 2. 

1 <I> (a'/ a.) 1 S , = 1 <i>I S 0 -; a ; aE V , A 

• (S') = (S) (a' /a) 

Co rollaire 4.3. 

SJ.. S et S' .6on:t 2 .6u.J..;t.V-J de. va.JuablV-J ;te.UV-J que. cr(<I>) .~S ~S' 

aloM 1 <I>I S' = 1 (S) 1 S' -
1 

(1 <I> 1 sl 

--~-S' = x- x. 1 <I>I S 

démonstration 

Nous savons déjà que l<I>ls, = l(S)I s1
, (l<I>ls). 

Il nous suffit donc de montrer que 
S 1 -s -1 

X . xi <I>I S = 1 ( S) 1 S , ( 1 <I>I S) 

c-à-d que le carré su i vant est un produit fibré 
S' -S A X . xi <I>I 

5
----.:.-=------:.. 1 <I>I S 

id 5 ,_5xf 
X .. 

P· f. 

1T 

f 

où f est l'interprétation de <I> par rapport à S 

et 7T et.\ sont les projections canoniques. 

I.56. 

Ceci est immédiat car nous avons la propriété générale disant que le 
carré suivant est un produit fibré 

1T AxB ------~A 

p.f. f 

CxB ----------4 C 
1T 

- f 
quels que soient A,8,C El~, A ---C, 
où rr,rr' sont les project ions canoniques. 



Voyons maintenant comment interpréter i.}l dans ~l 

I n-t eJtpll.é..tatio n du .teJr.mu de. i ~I ...:.. 

si t est un terme de type 1B, 
1 ai 

si a1, .. . ,an est une suite de variables de type /Ai (=Ai ----A~) 

t ell es que cr{a1, . . . an } ~ cr (t ), 
alo rs I tl sera un carré commutatif a1 ... an 

M X ... X A~ 
1 tl 1 

a1 a· 
______ ..:..:,n __ ~B1 

Cl1 X , •• X an © b 

Ai X ... X A~ ------- ---~B2 
1 tl 2 

a1 . . . an 

I.57. 

c-à-d chaque fois qu'on représent era les variables ai par un élément de Ai ' il y 

correspondra une représentation dans B1, du terme t. Si on transforme la représen
t at ion de la variable ai (grâce a a 1), pour tout i=i n, la représentation de t 
sera elle aussi transformée en un élément de Bl, grâce à b. 
Nou s comprenons alors aisément quel 'interprétation I tl soit défin i e par les a1 ... an 
règ les suivantes : 
Tl. si a

1
. E V,'A., alors I a.l est 

11 
1 

1 a1 . . . an 

Ai X .... X A~ 
7rl i ---- ------ A\ 

Ai X 

Cl1 X , , .Xa n 

X A2 

n 

© 

2 , 
7r -. , 

Cl • 
l 
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où ( TT~, TT~) sont les project i ons canoniques. 
1 1 

T2 . Si a est un morphisme ]--➔ /A tel que a1 (o) = k1 E A1 
et a2 ( o) = k2 E A2, 

alors 1 a 1 
an sera l e morphisme de ~l a1 .... 

1 al 1 
an M X X Al a1 . . . A1 ... n 

© a 

Ai X ••. X A2 ----,------~ A2. 
n I al 2 

a1 ... an 

où lai; est l'application constante qui vaut k;, i=l,2. 
a1 ... an 

T3 . Si ~ : /A ~ est un mor phisme de }l 

si test un terme de type /A 

alors l~ (t)I a
1 
... a sera la composition des 2 diagrammes commutatifs 

n 

T.4 . Si t 1 ... tm sont des termes de typeB1, ... Bm, alors l(t1 ... tm) l a1 ... a sera 

le diagramme suivant n 

Al x .... xA~ 
1 t1 1 ½< .. . xi tm 1 

1 

8~ x ... xB~ 

© 

Ai X ••• xA~ 
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Regardons comme cas particulier , l'interprétation de t Â t', par rapport à la suite 

de variables a1 ... an, quand t et t' sont 2 termes de type ra . 
Elle est définie par le carré commutatif suivant 

At x ... xA~ 
i t At 1 1

1 

------,------~ n1 

w 

Aix ... xA2 

: n 
.. 

quand ai varie dans Ai , i =1 ... n , , t t' s 1
; nter_prétera dans ni 

comme 11 vrai 11 si t et t' s'interprèten\ .. comme "vrai", 

cemme 11 faux" dès, gue 1 1.tm des deux -s I f~·terprète comme faux. 
.. -

Comme "possible" dès quel' n des deux s'interprète comme "possible" et 

l'autre comme "vrai II ou "pos sible". 

qua nd a. varie dans A2
., i =1 ... n, t /\ t' s ' interprétera dans n 2 ; t" t' prendra donc la 

l l . .. 

val eur 11 vrai 11 si t et t' sont in t erprétés par le "vrai" et la valeur "faux" dans 

les autres cas. 

Cette interprétation de tAtt es t donc, comme dans Ens, tout à fait logique. 

In:te11.p1tu.a.tion dv.i 601tmu.lv.i de. / ~i-
Si <I> est une formule del. }l' alo r sl<I>I devra être un sous-objet de IA1 x ... x/An, 

a1 ... an 
c-à-d un carré commutatif: 

---------4M x ... xA~ 

-------~Arx ... xA~ 



/ 

l 
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c-à-d l~I 1 sera 1 'ensembl e des n-uples de Atx ... xAn1 qui satisfont la a1 ... a . 
formule~ et quinla satisfont e core, après avoir subit la transformation 
a1x ... xa . 1~1 2 sera 1 'e semble des n-uples de Af x ... xA~ qui satisfont n a1 ... an 
la f ormule~-
Nous admettons donc facilement quel 'interprétation d'une formule par rapport à 

- -
la suite de variables distinctes a1 ... an, de type /A1 .. JAn, soit définie par les 
règles suivantes 

Fl . si /A 1 
___ a----. /A 

si test un terme de type /A 
alors 1 tEal,. = { (x1 .. . xn) E Mx .. . xA~ tel que 1 t!1(x1 ... xn) E A1'} a1 ... an 

1 tE al 2. {(y1 ·· ·Yn) 
i · 2 tel 1 tl~(Y.1 .. ·Yn) E At} = E A1 x ... xAn que a1 . . . an 

F,: . 1 ~" "'' 1 = 1 ~, 1 ,, 1 1/11 1 
a1 . .. an a1 ... an a1 ... an 

1 ~" "'' 2 = 1 ~, 2 () 1 "'' 2 • aï ... an a1 ... an a1 .. . an 

F3. ,~ ➔ "'' 1 1~, 1 
1 "' ' 1 

-1 ( 1 ~, 2 ➔ 1 it,,I 2 ) = ➔ n (a1 x . . . xan) a1 ... an 

,~ ➔ "'' 2 = 1 ~, 2 ➔ 
' "' ' 2 a1 ... an 

Les règles F2 et F3 sont à comprendre en suivant le même raisonnement fait pour 
construire les sous-objets ';t" 'f et 't_ ➔ 'f d I un objet IF de } l. 

Régardons quelques exemples de pl us près et voyons que là aussi, la théorie rejoint 
notre intuition. 
1. Si t1 et t2 sont 2 termes de type /A, alors (t1 =t2) est déterminé par (t1 =~ )1 

( 
• )2 1 1 et t1 =t2 , 2 sous-ensembles de A1 x ... xAn 

1 t1 ;::;t2 l 1 = {(x1 ... xn) tel que I t1 l 1 (x1 ... xn) 

l t1 =t21 2= {(y1 ... yn) tel que ltrl 2 (y1 ... yn) 

2. Si ] a /A 

Si /A 1 s /A 

al ors 1 a ES_ 1 cf> ] 

où 1 {o} si 
1 

1 a. ESI cf> = ai(o)E.Ai 

= 95 sinon 

et Arx ... xA~, respectivement 

=I t2 1 
2 

( X1 ••• xn) } 

=I t2 1 2 (Yi ... y n)} 



• 3. Si t1 , t2 sont 2 termes de type ..Pl, que sera I t1 ~ t2 ~
1 
... a ? 

Nous avons déjà défini la re l ation ~dans JL . n 

1 t1 .f:t2l 1= {(xi ... xn)~Mx .. . xA~ tel que 

1 t1 1 1 ( X1 ... xn) ,;;;;
1 

1 t2 1 1 ( X1 ... xn) } 

1t16:t2i 2= {(Y1 ·•·Yn)ËAix .. . xA~ tel que 

1 t., 1 2 (Y1 ... y n) ~ 1 t2 1 2 (Y1 ... y n)} 

Re.voyoYll.i quel.que/2 p1top0.6ili0Yll.i ,i,n;télte/2.6an:te/2 pa!t.Uc.ui.aWé.e/2 daYll.i 5-L 

Proposition 4.2. 

si est un terme de type 1B, no s avions I W(t/a)l3 ,= lvJ 15° l(S)(t/a)I S' 

c-à - d ici la composition des 2 carrés : 

S' x. - 1 ( S) ( t/ a) 1 s I X( 1 WI s ----"'-"---~)81 

x' @ X © 

S' ➔ X~ B2 X2 _ 
l(S)(t/a)l 5, 1 ~~, s 

OÙ X~ X X~ est 1 'objet -~s 
S' x' S' - S' et x. - X2 _ est 1 1 objet 't -

-Proposition 4 . 3. 

b 

si <I> est une formule de i 11 , al ors l<I> (t/a)I 5 ,=I (S)(t/a)I 51. (l<I>I 5) 

c-à-d dans ce cas-ci, le carré 

l~(r)I 5, 
S' x • .. 

© l X,' 

l<I>(t/a)l 5, S' X2 _ 

I. 61. 



oùl<I>(t/a) ~. 
i=l,2. 

I.62. 

Il est aussi intéressant de voi r comment se particularise le corollaire 4.3. : 

Si Set S' sont 2 suites de vari ables telles que cr(<I>)~ s "s I' alors l<I>I s• est le 
carré commutatif 

1 <I>I 1 s· 
S' X1 -

l © l x' 

S' 1 <I>I S, X2 .. 

i S' • 
où 1 <I>I s 1 = { ( X1 ••• xn) E X1 - i . Ïfj ( ~\ ••• xn :.s E 1 <l>I ; t 
où ff est la projection canonique de X _ sur r. 

, i=l,2. 

Q 

0 0 
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5. VALIDITE D1 UNE FORMULE 
OUVELLE NOTION DE PRE-ALGEBRE DE ,HEYTING 

Défi nit ion 5. 1. 

Soit 8. un topos. 
Soi t ~ une formule de tif.. 

Soi t a1 ... an ~ne suite de variabl es de type A1 ••• An, telle que a(~) c {a1 ... an }· 

Dans Ens, nous serions tenté de dire que la formule~ est valide par rapport à la 
sui t e a1 . .. an si et seulement si chaque interprétation des variables ai satisfait 
~, c-à-d si et seulement si l~i = A1x ... xA . • a1 ... a n 
Notr e i ntuition est de nouveau cohérentg avec la théorie puisque dans le cas général, 
nous dirons 

Notation 

~ e,,ô,t vilide, pa.!t 1ta.ppo1tt à. la. .6lU.-te. a.1 •• • a.n 

-0i e,,t .6 eut em e. nt -0i 

1 ~I · )>----7A x xA - id 
a. a. 1 • • • • n - A1 x . .. xAn 1· . • • Yl 

Nous écrir9ns I= ~ (respecti vement ;p.- ~), si~ est (respectivement n1 est 
a1••·an a1••·an 

pas ) , une formule valide par rapport à li suite a1 ... an. Parfois au lieu d'écrire 
l~I a> >A1x. ~.xAn = idA A , on écrira seulementl~I =A1x ... xAn . a1 • . . n 1 x . •. x n a1 ... an .. 

Exemp le 
So it &= Ens, 
Soit R x R 
Alors F b.a 

• ----R 1 'opération de multiplication des réels. 

a,b,c 
= a.b OÙ a,b ,c E VR. 

En effet, ! b.a = a.bl a, b, c = IR x !R x CR _____ . 

pourqüoi ? L'interprétat ion I b.a = a.bl b est l 1ensemble {(x,y,z)e /R3 

.. a, ,c 
tel que x.y = y.z }= IR3 car . est commutative dans~-
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Déf inition 5.2. 
<I> ut u.ne. 0a1tmui.e. vaLi.de. -6 i.. e.,t: -6e.u1.eme.nt -6i... paw,. tau:te.-6u.Ue. de. va,ua.blu 

a.1 ... a.n telle. q u.e. a ( <I>) Ç { Clt ••• a.n} 

·No t ation 
No us écrivons l=<I> (~) si if> est (n ~est pas) une formule valide de .ce.· 

No us allons voir maintenant tau e une série de propriétés concernant la validité 
de formules. Nous les verrons dans Ens, ce qui permettra au lecteur de comprendre 
pl us facilement la généralisati on (c-à-d le cas oü & est un topos quelconque). 
A la fin de ce chapitre, nous regarderons de plus prês, comment se traduit cette 
nouvelle notion dans .11. 

Propriété 
Sad <I> u.ne. 6a1tmui.e. , a. u.n e. vaJua.ble., t u.n te.Jtme. te.l qu.e. -r (t) =-r (a.). 
Sad S u.ne. -6u.Ue. de. vaJua.ble,o qui.. 6a1tme. l e. -6u.ppa!d. de. <I> , 
Sai..e.nt: a.1 . .. a.n u.ne. a.u:tlte. -6u.Ue. de. Va/r..,{,a.blu telle. qu.e. cr (<I> (t/ a.) ~{a.1 ... a.n} 

AlaM 

1 <I>(t/a.) 1 - = j (S) (t/a.)EI <I> 15 1 1 
a.1 ••• a. J 

n Clt ••• a.n 

e.t e.n paJdi..c.u.Li..eJt 

1= 4> (t/ a.) ~ ~ (S ~, (t/ a.) El 4>1 S 

ceci est immédiat puisque 1 <I> I ( t/a) 1 a 
i ••• an 

=I (S)(t/a)I ;: ... a/14>1 )s) (vu prop. 4.3.) 

,;,' (S) (t/a) E 1 <I>I s i 
a1 ... an 

(vu F1) 

Nous devions nous attendre à ce résultat puisque dans Ens, les n-uples de A1x ... xAn 
rendant vraie la formule 4>(t/a) sont ceux qui fournissent une interprétat i on de 
(S) (t/a) rendant vraie la formul e 4>, ~c-à-d se trouv~nt dans 14>1s• 
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Proposition 5 .1. 

Sad cp u.ne. 6oJunule. de. .C li. e;t .60-i e.n;t a1 ... an e;t b1 ... bm Z .6u.de..6 de. vaJuablu .tellu 

qu.e. 

cr ( cp l S { a1 ... a } ~ { b1 . . . b } . n m 

Si F cp a.loM I= cp 
a1 ... an b1 .. . bm 

ceci est une conséquence immédiate du corollaire 4.3. : en effet, si nous 
posons S=a1 ... an et S: =b1 ... bm, nous avons successivement les égalités 
suivantes :lcpl S' = x5 -sxlcpl s 

= xS '-SxXS puisque I== cp 
a1 ... an 

et donc 1= cp 
b1 •.• bm 

Faisons attention 

S' = X . 

Nous aurions envie de démontrer l a réciproque, puisque intuitivement: si quelque 
soi t la façon dont nous interprét ons les variables bi, la formule cp est vraie, à 

fortiori, la formule cp restera t ou jours vraie, quelque soit l'interprétation des ai. 
Nous verrons qu'il n'en est pas t oujours ainsi : en particulier, quand une des bi 
est de type dit 11 vide 11

• 

Caro 11 aire 5. 1. 

Soli a1 •• • an u.ne. .6u.Ue. de. va1uablu di-6.tinc..:tu .:telle. qu.e. a (cp) ={a1 ... an}. 

AloM F cp .6i e;t .6 e.ul em e.n.t .6 J.. l= • cp 
. _ a1 ... an 

êe qui' traduit l'idée que nous nous faisons de la validité d'une fomu1e 
cette notion ne dépend que des variables de 'P. 

Coroll aire 5.2. 
Soli a u.ne. VaJua?.le. de. .type. A .telle. qu.e. a E a ( cp) . 

AloM \= cp .6i e;t ~ e.uleme.n.t .6i poWt .tou..t .tvune. .t de. .type. A, f cp ( .t/ a) . ---

.. 
En d'autres mots, la fo rmule cp est satisfaite, quelque soit la façon 

-
d'interpréter a ou tout terme du même type, qui remplacerait l'occurrence 
de a dans 1 1 écriture de cp . 

La preuve résulte de la proposition 4.~: 



Proposition 5.2. 
Soie.nt t 1 ,t2 Z teJune/2 du. même. t ype.. 

Sod a.1 ••• a.n u.n~ .ou.ile. de. va!Ua.bl e/2, de. type. A1 • • • An, te,Ue. qu.e. 

a ( t1 ) U a ( t2 ) Ç. {a.t ... a.n} 

AloM F tt =t2 .oi e.t .6 e.u.le.me.nt .oi I ti I a.i ... a. = 1 t2 1 a.2 ... a. 
a.t ... a.n n n 

I.GG. 

En effet, la formule t1 =t2 est valide par rapport à la suite a1 ... an 
si et seulement si quelque soit la façon dont nous interprétons les 
termes t1 et t2 , par r apport à cette suite, la formule est satisfaite 
Dans Ens, cela se tradu it par : 
1 t1 1 ( Xt ... X ) = 1 t2 1 ( X1 ... xn) a1 ... an n a1 ... an 
pour tout (Xt ... xn)E A1 x ... xAn 
c-à-d I t1 1 = 1 t2 1 . at ... an at ... an 
Formellement, cette proposition est vraie étant donné les équivalences 
successives suivantes : 

Corollaire 5.3. 
Si A 6 ) B g ) C e.t .oi t e.u un teJune. de. type. A, a.loM 

I= (got5)(t) =g(t5(t)) 

F idA (t) = t 

I='- e.v(t, Îl = o (t) 
I= t=;t 

Ces propriétés sont toutes trivi~les sauf peut-être la troisième. Essayons 
donc de la comprendre et voyons que les 2 termes f(t} et ev(t,'f) s'inter
prètent de la même faç on. 

Soit une suite de vari ab les a1 ... an tel que a(t)~{a1 ... an } 

lf(t) I = fol tl • a1 . . . an at ... an r::, 
tandis que I ev(t,'f)I =evo<I tl ,At x . .. xA --~.1 f )B~ a, . .. an a1 ... a n 

T A n · 
Dans ~ns~ A1x ... xAn~l -- B est une application constante qui vau t 
toujours f, 1 ev(t,'f)I revient donc à évaluer f en .t interprété dans 

~ a1 ... an 
A, c-à-d à calculer fo l tl a . 

t ••• an 

/ 

Formellement, nous constatons que 

<l tl ,At x ... xAn ~ 1 'f1 BA L) _:=~l ~x~f'_:0:_.:l~t!:..'...l ~Al..!x~.~•..:.• ~xAi-.:==:z.i...~-------



\ 

~-------A~Axl 

BA~--------------- 1 

Donc I ev(t,'f)I 

= f o I tl 

car<! tl ,A1 x ... xAn---1 >= 1 tl 

Caro 11 aire 5. 4. 

i) Si :t,w, r .oon.:t du :tvunu de, :type, rl , ai.oM 

I= ;t t\ W = W/\:t 
-

1= (;t" w) /\ l"= ;t "(w /\ r) 

1=:tA:t=;t 

ü) Si :t1 ,:t2, .. . :tn. .oon.:t du :tvunu de, !~, ai.oM 

---1> 

F ( (:t1, ... ,:tf), (;tk.+ 1, ... ,:tn.)) = (;t1 .. . :tn.) poWt :tou;t:. k,..;; n. 

i) parait évident et ii) se démontre par récurrence sur n. 

Proposition 5.3. 

Sp:ien.:t cI> e,;t t/1 2 ooJUnu-le..o de, .C 11 
Sail a.ï ... a.n. une, .ouile. de, vaJr.ia.bl u, de, :type..o Aï , ... , An., ;te.,U.e, que, 

a ( cI> ) U a ( i/1 ) G { a.1 • • • a. } . 
- n. 

AfoM 

a) l= cI> ➔ t/1 ~1 cI>I . ,;;;; 1· iµ 1 
a1 ... an a1 ... an a1 ... an 

!3) F- cI> t+ i/1 ~ 1 cI>I , = 1 t/11 
1 ... an a1 ... an a1 ... an 

I.67. 

/ 
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les équivalences sont immédiates dans Ens cormie dans un topos quelconque. 
Démontr~ns la première par exemple : 
Ncus obtenons success i vement les équivalences suivantes 

I== <I> ➔,jl ~ 1 <I> ➔ t/11 = A1 x ... xA 
a1 ... ~n a1 ... an n 

,. 
~ l<I>I ➔ li/l i= A1x ... xA n 

-1 

~<-\/'l<I>I , 'P lt/11> (~)=A1x ... xAn 
Donc le carré suivant est un produit fibré. 

p.f. 

c-à-d _ <;ol<I>l "'li/li> se factorise~. 

c-à:.d 1 <Pl~ 1 t/11. 

cqfd. 

Corollaire 5.4. 1 

So.-i..e.n,t t,l,w,l (.-i..= 1, 2; ... n) de.ô teJune..6 ,de. .ce. t~lti que. ·r(t,l) = , (w,l) 

AloM 

!= (t1 .. . tn) = (Wi .. . wn)~(t1 ; Wi Ât2 =Wi .. . ,\tn=wn). 

Désignons par â, la su i te de variables a1 ... an telle que 

{a.1• .. anr i~l cr{ti)u a( W;). 

Il suffit de montrer que : 

:g( 1 (t.1 •• .. tn) li, 1 (wl r ·wn) la) = 

eg ( 1 t1 If~ 1 w 1 1 â) /\ . . . /1 eg ( 1 tn I â' 1 W n I â) . 
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La démonstration se fait par récurrence sur net se trouve dans l'annexe 
2. 

Remarque 5 .1. 

No s pouvons avoir F éf>A i/1 sans avoir 'I== cf> et t==- ,.P 

Pa r exemple, si & = Ens 

si IRxR---IR est 

1 si {o}---R est 

No us avons alors 

1. F a=a+l " b=b OÙ a E v,R et b E V r/J 

l'opératio~ de multipltcation des réels 

l'application choisissant le nombre 1 

en effet, l'interprétation de cette formule par rapport à a et b est un sous
e~semble de ~xr/J, c-à-d der/J et ne peut doncitre que r/J. 

2. Cependant ~a=a+l 
De même, nous pouvons avoir )=cf> et Féf> ➔ i/1 • sans avoir l== w 

1= b=b 
1= b=b ➔ a=a+l 

cependant ~ a=a+l 

Core 11 aire 5. 5. 
Sod & un :topo.6, A Ô • · )BE& , a , a'. E V A :teU.u que. ala' . 

AloM 6 u:t un monomo1t.ph.i..ome. .6.6-l 

F (6(a) =6(a)) ➔ (a=a') 

Ceci est une copie exacte de la propriété correspondante de Ens. 
Démonstration : 
Soit U=I f(a)=f(a')I , = eg(fo1T1 ,fo7r2 )=< a. ,S > .. a ,a 

7Tt 

U)r_<_a.~~->-----+) AxA -----+ A __ f __ B 



1 • 

Alors t:(f(a)=f(a')) ➔ ( a=a') 
. .. 

~lf(a)=f(a 1 )I .~l a=a 1 I • a,a a,a 

~ < a , e > ~ eg ( TT1- , TT1 ) 

Or eg ( TT1 , TT2 )= <idA,i dK 

Par conséquent a=S 

• .11 nous reste à prouver a=S <a> f est un monomorphisme 

1) si ·f est un monomor phisme, 

comme f C 1T1 0 <a, s > = fo 7îz o< a , S > 

c-à-d fo a=fo S, on déduit a = e . 

2) supposons a = e et g ,h 2 morphismes tels que 

fog=foh-, c-à-d f o ,r1o<g,h>=f 0 TT2 _ <g,h>, 
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., conme <a ,13 > = eg ( f o ,r, , f o ,r2 ) , < g, h > se factorise à travers < a e > 

et comme a=e , nou s déduisons, g=h. 

Caro 11 aire 5. 6. 

So,i e.n.t <I> une. 601!.mU-le. de.Ji, a.EV A e;t. :t, w Z tvune..-6 de. :typ e. A. 

Ai..oM t= · (<l> (:t/a.) A ( :t=w) ➔ <l>(w/a.) • 

Ce résultat paraît no nnal. Détnontrons-le • 

Posons S1=la suite des variables de a( <l> )\ { a}Ua(t)Ua(w). 

S =la suite des variables de a(<I> ). 

En vertu de la proposi ti on 5.3.4., démontrons plutôt 

1 <1>,(t/a~s•" eg(I t 15 1 , 1 w 15.) ~ 1 <1> (w/a) I s• 

·notk 

ou encore : k se factor i se à travers l <l> (w/a)I 5,. 

Construisons le diagramme suivant et commentons-le 

l <I>(w/a)I S' ------➔ 
_,..--- ➔ 

-9, 
1 <l>(t/a)I S, - -

~ 
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Les 3 carrés sont des produits fibrés. Nous avons alors les équivalences 

suivantes : 
.k se factorise a travers l~(w/a)I 5. • 
1 (S)(w/a)1 5,0 k se factorise a travers 1~1 5. 
Ce qui est vérifié pu i sque 
1 (S)(w/a)I 5,ok = 1 (S)(w/a)I 5,ceg(I tl S', 1 wl S') oh 

= 1 ( S) ( t/ a) 1 S, 0 eg ( 1 tl S, , 1 wl S, ) o h 

= 1 (S) (t/a)I 5,0 1~(t/a)I 5,of 

= 1 ~I s"gof. 

Le corollaire est ainsi démontré. 

Co ra 11 aire 5. 7. 

Si .t,w ·e..t :Jr. 1.ion;t dv.i .telr.mv.i de. même. .type. de. .E &' al.oM 

a) I==- .t=w ➔ w=.t 

S) F .t=W/\.W= Jr. ➔ .t=Jr. 

a)ets) traduisent dans .c"' les propriétés évidentes de 1 'égalité (symétrie 
et transitivité). 

y ) .tii .t e..t w 1.ion:t de. .type. n, al.OJT./2 

\:= .t~=V ~ .t=V"'W=V 

ou de manière équival ente I tA. w='lri =I t::vlt\l w='lrl 

ou encore "'1 t,\ w=1Ti =<P 1 t='lrf" "'1 W='V'.'I 

c-a-d I t"-W 1 = 1 tlAI wl 
ce qui est vrai par définition de l'opération A. 

F .t < w # ( .t='\f" ➔ w=v) 

qui est une autre man i ère d'écrire la propriété déj& vue 
1 t<wl =I t ='lrl ➔I w ='tri 

~ .t < W # t AW=.t I 

ceci est une mise en formule de la définition de la relation< dans a en 

effet < est eg (i\ ,rr 1 ) 
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Caro 11 a ire 5. 8. 

So,<.e.nt <I> i' <I>l . i= 1, 2 du ooJLJnui.e/2 de. f. ?;. tell.u que. I= <I> ,i_ ~ <I> '·' ,{. 

powr. i= 1, 2. AloM 

a ) l== ( <I>1 /\ <Pz ) # ( <I>{ /\ <I>j ) 

/3 ) F ( <I>1 ➔ <I>2 ) # ( <I>/ ➔ <I>j ) 

:Y ) l= ( <I>1 H<I>2 ) # ( <I>l H <I>1 ) 

Proposition 5.4. 

Sol e.nt <I>, 1/1, X tir.oil.:, ooJLJnui.u de. f.8. • AloM 

a) I== ( <I> 

/3 ) ~ ( (<I> 

'Y) /:= ( ( <I> 

ô) F ( <I> 

A 1/1) ➔ xl ➔ ( <I> ➔ (l/1 ➔ X)). 

➔ (l/1 ➔ X)) ➔ ((<I>l\t/i) ➔ xl. 
➔ 1/1) " (l/1 ➔ X)) ➔ (<I> ➔ X). 

➔ 1/1) ➔ ((1/1 ➔ X) ➔ (<I> ➔ xl l. 
Ge sont des propriétés relatives al 'implication que nous retrouvons 
telles quelles dans Ens. 
Démontrons la deuxième. 
Cela revient a montre r : 
( 1 <I>I ➔ ( 1 cp 1 ➔ : 1 x 1 ) ) ~( ( 1 <I>I I\ 1 ,J;I ) ➔ 1 X 1 ) 

En utilisant les 2 propriétés suivantes : 
a /\ /3 ~ 'Y ~ a~ /3 ➔ 'Y 

aA(a ➔ -y) ~'Y 

\Ja, /3 , î E o:'(X) et \IXE! 8.1 

Nous avons les implications suivantes 
1 <I>I ➔ :( 1 ,J;I ➔ 1 x 1 )~ ( ( 1 <I>I /\ 1 i/1~➔ 1 x 1 ) 

~ 1 <I>I A l ,J;I A (1 <I>I ➔ (l ,J;.1-+I x.1 ).)~I I xi (x) 
or 1 <I>I A ( 1 <I>I ➔ ( 1 ,J;I ➔ 1 ,J;I ➔ 1 xJ 

.et l,J;I · /\ (l,J;I ➔ lxl~ lxJ 

Par conséquent (x) es t satisfait. 
Les 3 autres propriétés se démontrent exactement de la même façon : le 
plus simple est d'uti li ser a chaque•·étape, la propriété : l<I> I ➔• est 
adjoint a droite de l <I>I A, 



Co r o 11 ai re 5 . 9 . 

a.loM 

le rêsultat est immêdiat êtant donnê la prop. 5.4.8. 

Cependant, remarque 5.2. 

Nous pouvons avoir I= et> ➔ './1 et )=. './1 ➔ x sans avoir F et> ➔ x 
' Pa r exemple, si &=Ens, a E V~, b E V~ 

Prenons et>= a=a 

t/J = b=b 

x = a=a+l 

No s avons' que · f::: et> ➔ './1 

• t=:, 1/J ➔ X 

mais ~et> ➔ x 
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De nouveau., nous constatons que les variables de type vide nous empêchent de tradui-
, 

re notre intu.ition intêgralemen en formules. 

Coro 11 aire 5 .10 . 

Il consiste à formuler la propri êtê: 11
~ est une relation d'ordre sur n11

• 

c-à:-d 

Si .:t,w,r .oon..:t du teJr.me..o de. .:type. n ,, a.loM 

al I= .:t~ w /\ w ~ r ➔ .:t ~ r 
S) I= .t~w A w ~.t ~ .t :; w 

Dêmontrons la deuxième prop!jêtê, c-à-d êtant donnê le corollaire 5.7. 

t== (t /\ w = t) A\W At= wJ~ t=w 

le corollaire 5.6. aff irme que 

' t= (t " w = t) " ( t " w = w J ➔ t = w 

Dêmontrons maintenant que 

/:=. t = w ➔ (t ~ w) A (w ~ t) 
c-à-d eg(I tl ,1 wl) ~ 1 t ~ w 1 /\ 1 w ~ tl 

Il nous suffit donc de voir que eg (1 t.l ,lwl) ~ 1 t ~ w 1 



or I t ~ w 1 = 1 t = ll.rl ➔I w = 'tri 

= eg ( 4' 1 t=1.r1 1 w=1rl ,4' 1 t='ll1 ) 

= eg ( 1 tl ,\ 1 wl , 1 tl ) 

= eg(..\ o<I t l ,1 wl>,1 tl) 
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Il nous reste donc a montrer que eg(ltl ,lwl) égalisev -A~tl,lwl> et î tl : . 
si nous notons e , eg(I tl ,1 wl), nous constatons que 

1 tl o e = 1 wl o e, 
donc <I tl oe, lwl o e > se factorise à travers~ 
Comme · ~ = eg(1r 1 ,A), 1r 1° <I tl O e,I wl o e >= Ao < 1 tl O e,I wl o e> 

c-à-d ltl oe = l tl/\lwloe 
Par la prop. 5.3. , nous pouvons conclure que 

, l=t = w # ( t~w)A (w~t). 
Ceci achève donc la démonstration du corollaire 5.10. 

Déf inition 5.3. 
Sad A un objet d; u.n :topo.o a. et R > J > Ax.A u.n .6ou..o-obj et de. AxA. 

(A, j) e..o:t u.n objet 01tdo nné. de. a. 

t 

i) l=(x,x) Ej 

il ) F(x,y) E jA(y,z) Ej ➔ (x,z) E j 

,lil ) F (x,y) E j A (y,x) . E j ➔ (x=y). 

où x,y,z E VA _et xlylz/x. 

Remarque 5.3. 
En vertu du corollaire 4.2., la définition ci-dessus ne dépend pas du choix des 
va r. iables x,y,z dans VA. 

·Nous avons vu au paragraphe 2, comment étaient définies les pré-algèbres de Heyting 
dans a. 

un objet de a. était une pré-algèbre de Heyting 
si et seulement si 

il était muni de 3 opérations : /\, ➔, 1 rendant commutatifs les diagrammes 
appropriés. 

No us allons donner une autre déf inition d'une pré-algèbre de Heyting, de type caté
gorique. 
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NoU.6 CÜ!toYLI.> qu.' u.n moJt.ph,wme Ax.A ~ A v.i:t u.ne opéfta.t,.i__on ,{_n6inu.m pait Jta:ppoltt à u.n 

obj e:t 01tdonné (A,j). 

;.,,{_ e:t -6 eu.1.eme.rit ;.,,{_ 

,{_) FIX A lJ, X) Ej 

'F(XA!-f,!f) Ej 

li) l=((z:~)E j A. (z,y) Ej) ➔ (z,XAIJ)€:.j 

OÙ x,y,z EVA e;t X f y f z f X 

NoU.6 CÜ!toYLI.> qu.' u.n mo1r.ph,wme Ax.A ~ A v.i:t u.ne opé.Jta.ü.on ,{_mpü.c.a;t_;_on pait 1tappoltt à 

un obje:t 01tdonné (A,j) mun,{_ d'une opé.Jta.t,.i__an ,{_n6,{_nu.m 

;.,,{_ e:t -6 eul. em erit ;.,,{_ 

~ (x "z,y) E j ~ (z,x ➔ y) Ej 
' OÙ X, lJ, Z EV A. e;t X f lJ f Z f X. 

,6 
NoU-6 CÜ!toYLI.> qu'un mo1tph,wme 1------+A v.i;t, un ;.,up1temum pou.Jt un obje:t 01tdonné (A,j) 

• ;.,,{_ e:t J eu.1.emerit ;.,,{_ 

F(X,-6)E ·j 

Donnons maintenant une deuxième définition d'une pré-algèbre de Heyting, donnée 
dans .c 8.. 

un obje:t • A de &. v.i:t une p1té-al.gè.b1te de . Hey:tlng 

,t,,{_ e:t ;., eu.1.emerit ,t,,{_ 

il ew;te un -60U4-obje:t j:R>---7 Ax.A :tel que (A,j) -6oA.';t. un obje:t oltdonné; 

il ew;te une. opé.Jta.t,.i__on ,{_n6,{_num " pait Jtappoltt à (A,j); 

il ew:te u.ne o pé.Jta.ü.o n hnpLi..c.a.ü.o n ➔ pait 1tappoltt à (A, j) ; 

il ew:te un ;.,up1tému.m ;., pait 1tappoltt à (A, j) • 

Nous pouvons montrer l'équivalence entre les 2 définitions de pré-algèbre de Heyting. 
Donnons uniquement le schéma de démonstration. 



définition de type 
algébrique 

Soit A un objet de & 

définition de type 
ca.tégori que 

A est une pré-algèbre de 
Heyting si et seulement si 
les 3 axiomes suivants sont 

sat isfaits 
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' Il xiste une opération /\ :AxA~A 
sati sfaisant les axiomes : ~ 

(A,j) est un ensemble ordonné et~ est une 
opération infinum pour (A,j) 

Al) X /\ y = y/\ X 

A2) XA(Y-'\Z) = (XAY)AZ j sera tel quet=(x,y)Ej ~ x/\y =x 
A3 ) F x I\ x • = x 

Il existe 1--s-➔A tel que s est un supréru1m pour (A,j) 
I· ,A4) XI\ S = X 

' Il existe une opération ➔ : AxA ~A 
sati sfaisant les axiomes : 

➔ est une opération implication sur (A,j ) 

A5) 1= x ➔ (yl\Z) = (x ➔y)/\(x ➔'Z) 

A6)F:: (x ➔ y)/\ X = X/\Y 

A7) F (y ➔ x) A x = X 

A8) 1= x ➔ ~ = 1 

Par conséquent, nous nous attendons au résultat suivant qui est 1 'objet de la 
proposition 5.5. : 
Vaw., u.n .:topo.o (n ,.,;;; , /\, ➔, ,vj· u .:t u.n objet 01tdonné ave.c. opéltation ,i_n6,i_nwn , 

,UY1pÜc.ation ➔ e:t -0 u.p1ténwn -v-. 

Le corollaire 5.10. aff i rme en effet que (n ,.,;;;) est un objet ordonné. 
D'autre part, le corol l aire 5.7. assure que A est une opération cohérente 
avec ~ : en effet 

l=t..;;w ~t/\w = t 
De plus, nous avons montré au paragraphe 2 que ( n ,A, ➔ , tr) était une pré
algèbre de Heyting. 
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• Par conséquent, la proposition 5.5. est immédiate. 

Défini.tian 5.5. 
Un ab j e,t A d' u.ne. c.a;te.go.tue. a.ve.c. u.n ab jet tvunina.( 1 v.d non-vide. ;., 'il e.X-Llte. u.n 

mo1tph</2me. 1 ---- A. 

Dans Ens, un -ensemble A est non-vide s 1 il contient au maint un élément. 

Proposition 5.6. 
Sail 8. une. c.a.te.go.tue. a.ve.è. pltodU-<U 6,(J'!,.{,6. AfoM 

7TA 
a ) ~;_ A,B EIB.I e,t B non-vide., la. p1toje.c.tion AxB----A e.f.Jt u.n é.pimo1tph</2me. 

S ) .e. e.f.J plto j e.c.tio n;., 

7T 
AxAxB =====:::2::="'=====.:t$ AxB ;.,ont de.f.J é.pimo1tphl.me.f.J. 

7Tt .,3 

Démonstration 
_ a) soient A====f==~C tels que : f c:m A = g o 1r A. Monstrons que f=g. B 

g b 
étant non vide, il existe un morphisme 1----B. Alors, i l résulte 
du diagramme suivan t que f = g 

f ------~A==========~C 
g 

en effet, puisque f 0 -rrA= g olf"A' nous avons aussi -:· 

fo 7TA0 <lA,A-; l~B>=go 7rAo <lA,A~l b ) B> 
c-à-d que f=g. 

-S) pour prouver que 1r est un épimorphisme, nous nous servons du diagram-
2 ,il 

me suivant, (en nous rappelant que idAxB = <1rA, 1r8 > = 1r2
1
3°<1rA~<1rA11T8>> 

= 7T23 ° <1rA,1rA,1rB > et en suivant le même raisonnement que celui fait en 
a ) -
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AxB 

< "'lTA,1rA,1rB> @ 

AxAxB---- f 
-===::=:::::=::=::~ C 

g 

La démonstration es t analogue pour 1r13 . 

Corollaire 5.11. 
Qui est la réciproque de la proposition 5.1., sous certaines hypothèses supplémen
tai es. 
Soie.nt '<P u.ne. 6011.mule. d'.u.n langa.ge. !8., 

où. l u 

AfoM 

a.1 ... a.nu.ne. ,6u.,Ue, de. vaJua.ble.-6 ;telle. qu.e. a(<P)~ {a., ... a.Yl.} . 

X1 ." • • xm u.ne. -6u.,Ue. de. vaJua.ble.-6 telle. qu.e. + ({x1 ... xm})Sî ({a., .. . a.n.})u{U1 ~ .Uk_} 

u1 -6 ont du .typu n.on.-vJ.du. 

· 'r <P ~ I=- <P 
a., .. _.a. X1 ••• X. . n. m 

Démonstration 
L'implication est cl ai re vu la proposition 5.1 .. Prouvons~. Nous devons 
donc montrer que l<Pla a ·c. A1x .... xA sachant èju·e . . 

1 • • • n n 

l<PI a a x ·= Aix ... xAnxX1x ... xXm si a.E VA et x;E VX. 
i • • • n 'X1 • • • m , i i 

Nous avons donc le produit fibré suivant, étant donné la proposition 4.3. 

p.f. 

A1 x ... xxm ------------..... 
1T 

Par la proposition 5.6 . , 1r est un épimorphisme, par conséquent l<PI a1 . .. an 
est aussi est un épimorp hisme. Par la proposition 1.1., nous concluons 
que l<PI = A1x, . . xAn, ce qu'il fallait démontrer. a1 ... an 
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Caro 11 aire 5 .12. 

Soie.nt' 1>, VI 2 6 oJt.mui.e..o de .cr,,. 

Suppo-00YL6 que pouJr. tou.:te. vcvua.bl e. a., tel.1.e. que a. E a(~) - a(V1), r (a.) · e..ot non-vide 

ou r (a.) Er(a(V1)). 

AlcM -0i I= ~ et I= ~➔ VI, noU-O a.vom a.u.Mi I= VI 

Démonstration 
Supposons que a(~) u a(V1) = {a1 ... an}' 
Donc par la propositi on 5.3.5), nous déduisons que F V1. Et vu le a1 ... an 
corollaire 5.11., nous concluons: l='f~ 
La remarque 5.1. n1 aurait donc pas été valable si bavait été de type non
vide. 

Proposition 5.8. 

So~ ~ une 0oJt.mui.e de .Ce, tel.1.e que a (~1~{a.1 .. . a.n}n{a.: .• . a.' k.} 

où a.· . EVA et a.' • E VA' 
~ i j j 

Suppo-00YL6 que ,({a.1 ... a.n}) =,( {a.! ... a.'!i}) 

AloM I= ~ · (=> , I= , ~ 
a., . . . . a. a.1 . . . a. t,.. n r<.. 

Par conséquent, la validité d1 un e formule par rapport à une suite de variables ne 
dépend que du type de variables, résultat auquel nous aurions pu nous attendre étant 
donné la façon dont a été conçue l 1 interprétation de formules. 

Démonstration : 
supposons que a(~) ={x, .. . xm} où les variables xi sont distinctes 

Alors {a1 ••. an}= {x1 .. . xm; ai;·a1 }et{a11 
•• a\}={x1 .. xm,a'j, .. a•js}~ 

où ·l es variables a
1

, ,i ~l ... p sontpdistinctes entre elles et distinctes des 
. 1 
variables x, ... xm. Ana loguement pour a•j.' i=l. .. s. 

l 
Donc I== ~ ~ t= ~ et 1 J:= 1 ~ a, ... an X1 . . . a1 a1 ... a k 

p 
D'autre part, nous pou vo ns supposer que r ( 

f;;r( a1 ... a1 ), pour un certain r 
• . i r 

Donc par le corollaire 5.11. : 1=- ~ ~ X1 ... a1 ~P 

~ F. X1 ... a j 

al ' ... al 
r+l p 

I= ~ 
x1 ... a1 r 

~ 

s 
) 
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De même, nous pouvons supposer que 
,({a'j ... a'j })ç,-c.( {a'j . .. a'j }) pour un 

certain q. q+l s 
1 

q 

Donc I== 1 <l> 
X1 ••• a j 

s 
F ' <l> 

X1 ••• a j 
q 

montr er : I= a, <l> ~ 
X1 • • • j 

D'autre part, par hypothèse, nous a~ons 

Nous devons donc F <l> 
X1 ••• a1 r 

, ( { a1 ... an}) = -r { a11 
••• a I k}) 

Par conséquent, r ~ q et nous pouvons supposer 

A1 = A' J. , ... ,A1 = A' j 
1 1 . r · - q 

Donc par le corollaire 4.3. 

l==-
X1 ••• a 1 

• 

Jq 

Nous sommes donc amenés à donner la définition 5.5. 

Sad <l> une oM.mu1.e. de. .Ce, 

so;,e.nt U1 1 ••• 1 LJ Q dv.i :t.ypv.i ciu.,J_j_n c;l6 -~w que. T ( (j ( <p) ) ~ {Ul 1 , , • 1 LJ Q} , 

cp v.i.i. vaiide. pa.11.. !ta.ppolt.t à {Ul , .. . ' u ~l ,6 ,<_ e.:t, -6 e.u1.eme.nt ,6,<_ il e.w:t.e. une. -6ude. de. 

va.11.,<_a,blv.i a.1 .. ~ a.l :t.e.lle. que. a ( <l>) ç { a.1 -••• a. l} , 

,( {a1 ... a1}) = rn1 ••• Uk } et l= a <l> a1 . . . 1 

Not tian 

Nous écrivons ):::: ~ (X= <l>) si <l> est (n'est pas) valide par rapport à 
{U1 ••• Uk} { U1 ... Ük} 

Poursuivons notre application dans }l et étudi-ons la validité d'une formule dans 

ce topos. 

Soi t a1 ... ~n une sui te de variab l es de types IA1 , ... ,/An. 

Soi t une formule <l> telle que a(<l>) ~ {a1 . . . an } . 

<l> est valide .par rapport à ai ... an si et seulement si l <1> l a1 ... a =IA1x ... x/An, c-à-d 

l ~application Aix .. xA~ ----- Aix ... xA~, ic-à-d <l> est . touj8urs satisfaite et 
a1 x ... xa 

dan s Al x ... xA~ et dans Arx ... xA~ . 



Particularisqns les propriétés importantes du paragraphe 5. 

Corollaire 5.5. 

Soit f : /A ---1B un morphisme de }l. 
Donc f est le carré 

Al f1 81 

l· © 
lb 

A2 
f2 

82 

f sera un monomorphisme ssi F f (a ) = f(a') ➔ a=a' 
c-à-d ssi \l(x,y) EAlxAl : f1 (x ) = f1 (y) => x=y 

1 . 

\l(x,y) EA2xA2 : f2 (x ) = f2 (y) => x=y 
c-à-d s~i f1 et f2 sont 2 monomorphismes de Ens. 

' . 
défi nition d'un objet ordonné 

Soi ent /A un objet de 3-1 
et j · : IR .._c -. -➔>/AxA 

(/A, ") est un objet ordonné de }1 si et seulement si 
i) \lxE Ai : (x,x) E Ri 
i i)• \lx,y,zEAi (x,y )=Ri et (y,z)ERi =>(x,z)E Ri 
iii) \lx,yE Ai (x,y)ERi et (y,x)ER1 => x=y 

pour i = 1,2. 
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c-à-d si et seulement si (Al,Rl) et (A2,R2) sont 2 objets ordonnés de Ens , 

déf in ition d'une opération infimum 
A: /Ax/A~/A est une opération i nfimum sur ~A,j)' 

si et seulement si 
A . : AixA i~~i est une opérat ion infimum sur (Ai,Rri) pour i= l ,2, dans Ens. 

1 ' 

défi nition d~une opération impli ca tion 
➔ : /AxA--/A est une opérati on implication sur (/A,j) 

si et seulement .si 
- AixAi--Ai est une opéra tion implication sur (Ai,Ri) dans Ens, pour i= l ,2. i 1 



déf inition d'un suprémum 
un morphisme s:J~Al. est une s.uprémum sur (/A,j) 

si et seulement si 
si 1----Ai est un suprémum sur (Ai ,Ri) dans Ens, pour i=l,2 

déf inition d'un objet~ non-vide 
/A est ·non-vide si et seulement si Al est non-vide dans Ens. 
Contrô.ireinent à Ens, il existe donc dans 9-1, plusieurs objets vides. 

0 

0 0 
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6. OUVEAUX TERMES, LE QUANTIFICATEUR UNIVERSELi APPLICATIONS 

Soient A,B 2 ensembles 

R S: AxB. 

Posons 'V_A(R) = {bE B tel que pou r tout a E A : R(a,b)} 

ou bien '\l'_A(R) = {b E B tel que f_a E RI R(a,b)j = A} (x) 

ceci définit_ un foncteur 'V'_A : G>(AxB) ---- <P(B). 

'V'_A est , adjoint à droite de 1r8-
1 

mais cela reste vrai si nous remplaçons Ens par un 

topos quelconque. 

Si e. est un topos quelconque, A, B Ela.! et R~AxB, alors pour définir l'adjoint à 

droite'V'_A. de· 1r8- 1
, nous considérons l'analogue danse. de la formule (x). Pour 

ce l a, nous avons d'abord besoin de 1 'analogue danse. de 1 'application : 

{a E:: AI R(a,-) } B -------+ 

b 

tP(A)_ ::-_ 2A 

{a E AI R(a,b)} 

L' analogue danse. de cette application est la morphisme : 

' <PR A 
. B----~ n 

Déf inition 6. 1. 

So.U & un ~opo-0, A,B El&I e:t R >>---)AxB. 

Ai..oM 

• Théorème 6 .1. 

So.U 8. un _~opo-0 e:t A,B 2 objw quel..c.onquu de. &. Ai..oM le. 0onae.Wt 
-1 

1r8 : G'(BJ---(P(AxB) 

a.dme:t u.n _a.djo,i,nt a dlto.Ue. 'V'_A : a'(AxB) __ _, (P(Bl 

Rappelons d'abord la définition du foncteur 1r8- 1 
: à tout sous-objet X de 

B, . il lui associe AxX qui est un sous-objet de AxB. (La notation du fonc

teur, soit 1r8-
1

, s'expl ique donc car le sous-objet de AxX peut aussi 

s'obtenir en prenant l e produit fibré de X.>----78 et de 1r8). 



Et à tout morphisme de ~(B), c-à-d à tout triangle 

i -----B 

j (~ i..;; j dans ~(B)) 

Il lui . associe le tri angle 
idAxi 

AxT > > AxB 

© 

AxS 
qui . ~st un morphisme de @(AxB). 
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En vertu de la caractérisation des adjoints, 'V'_A sera un adjoint à droite 
de w8-1 _si et seulement si il vérifie la propriété suivante : 

VR ElP(AxB), lJCEf( B) 
-1 

C :i;;; Y_A ( R) ~ w B ( C) :i;;; R. 

Dans Ens, ceci est tr ' vial puisque C :i;;;y_A(R) ~ C est en relation R avec 
·tout élément de A, c-à-d AxC ~ R. 
Vérifions-là, dans le cas général 
pour cela, considérons le diagramme suivant 

ll'R R\ J.;:8 ===11r=A=x-B---➔-, ri 

AxC 

''1r 
AxB 

C 



R> ➔ AxB est eg(IPR,'\fAxB) vu la proposition 1.1 

Axe = 1TB -
1 (e) 

• Y_A(R) est eg~,~). 

Nous avons alors les équivalences suivantes 

- 1 
1r 8 (e)~R 

~Axe~ R 

~ idAxi égalise 'l'R et ~AxB 

~ 1.,oRoidAxi 
1 

=
1
'ltAxB a i dAxi 

1 

~~ c i =' "rA.xs' o i 

Rappelons-nous en effet , que dans le cas général 

si f : AxX--~B 

si y : Y--➔x 

a 1 ors f o i dAxy == 'f' o y 
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Pour le voir ·, refaisons un diagrarrme qui sera visiblement commutatif 

puisque f o idAxy = ev o idAx('î' 0 y), nous déduisons que 

idAx('f\, y)=idAx('f o idAxY), c-à-d que î'o y = 1f o idAxl 

Poursuivons alors notre raisonnement; n6us obtenons de nouvelles équiva 

lences, à savoir : 

'7i,1R " i. = 1ï AxB O i 



ç> i ~ eg(~, ',u-Ax~) 

ç> i ~ Y_A (R) 

ç> è ~'\f-A(R) 

ce qui achève la démonstration. 

Nous venons donc d'introduire u nouveau sous-objet de B : 

Y-A· R où R >----~ AxB. 
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Dan t& maintenant, nous allons définir une nouvelle formule : '\fa~ où et> est une 
formule. P,our ce faire, nous all ons suivre le même raisonnement, fait pour définir 

,'V'_A .' c-à-d si Rest 1 'interprét ation de et>, nous voudrions que n/'_AR devienne celle 
de 'V'a<t>. Nous avons besoin, pour cela de nouveaux termes et nouvelles formules à 

savoir : 

1 es .termes va let> et ta1 . .. an 

la formule (t1. ~. tn)E t 
1 e terme {a1 ... anl et> } 
et finalement, nous arriverons ·à définir Y'a<t> 

'V' et> !! ( {a· 1 et> }= .,,. ) 
a a 

Soi t À un terme ou une formule de !&. 

Défi nition 6.2. 
L' oit.dite. na;tWtel de. a (À) ( ou. de. S où. S E: a (À ) ) v.i.t la ,t,u.,U:.e. dv.i vaJu,ablv.i de. a (À ) 

( ou. de. S) dé;te/r.Jn{_née. pM l' oit.dite. danJ., le.quel lv.i vaJu,ablv.i de. a (À) ( ou. de. S) appa-

1[.a))., J., e.n.t danJ., À • 

Exemple · 
L'ordre naturel du support {a,b, c} de la formule 

((b=a)A (c=a)) ➔ (b=c) 
est ,a,c. 

Défi ition 6.3. 
Soit et> une formule de!&. 
Soit a1 ... an, la suite de variab les de et>. 
Nous allons définir un nouveau t erme, noté valet>, de type rl . 



Son interprétation nous fournira la valeur de <I>. 
Da ns Ens, 1 val<I>I associera à chaque n-uple de A1x ... xAn la valeur 11 vrai 11 si a1 ... a 
ce n-up,.e satisfait lanfonnule <t> et la valeur 11 faux sinon. 

1 val<I>I est 'donc le a1 ... an morp isme caractéristique ~f<I>I 
a1 ... an 

Nos sommes ainsi amenés à considérer 1 'analogue dans un topos quelconque, c-à-d 

-6oil <I> une. oOJtmui.e. de. t. & 

La. vaièWt de. <I> e.-6t. le. tvune. 

. ~ 1 <I>I ( a.1 . . . a. ) a.1 ... a. n -6I a ( <I> J I ~ 
n e.t a., ... a. e.-6t l' 01tdtte. na.t.Wte.l de. a ( <I>) n 

Notation 

ou bJe.n le. tvune. c.on-0t a.nt 
~ : 1--~n 

1 <Pl ~ 
,6,[ a (<I>) =. ~ 

Nous noterons val<I>, la valeur de <t> 

Nous avons : r(val<I>) = n 
a (va l<I>) = a (<I>) 

Il en déroule une série de propri étés immédiates étant donné le sens donné à ce 
nouveau teqne, 

Proposition 6.1. 
SoJe.nt t, w 2 .tvune.-6 de. .type. n e..t <I> , 1./J 2 0 oJtmui.e.-6 de. r, & • 

AR..olt-6 

1) 1= val (.t=v-J =.t 

dans Ens en effet, la f ormule t=~est satisfaite si test interprété 
conme étant le "vrai 11 . Donc l'interprétation de test la valeur de la 
formule t="IT. 

2) I= val<I> = v-++- <I> . 

dans Ens, soit a1 .. . an la suite de variables, de type A, ... An, de <I>~ 

(x, ... xn) E A1 x ... xAn sa. tisfait la formule val<I>= v ~ 

lval<I>L • (x1 ... x ) = 11 vrai 11 

a, ... an n 
<'>(X1 ••• xn) satisfait la formule <I> et donc l<I> 1 =I val<I>=-1.J'1 a1 ... an a, ... an 
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3) I= val ( <I> /\ i/1) = val <I> /\ val i/1 

d~ns Ens, <I> ~ i/1 est vérifié si <I> et i/1 le sont en même temps. 

4 ) I= val ( <I> ➔ iµ) = val <I> ➔ val tJJ 

5) 1=val(;t~w) = ;t ➔ w 

car l= ·t ~ w # t='lr ➔ w=='lr 

donc 'F val (t~w)=val ( t =v ➔ w=v) 

et t== val (t=1.r ➔ W='lT)=val (t=,r) ➔ val (w='V") 

et p val(t=n.r) ➔ val(w=='V') = t ➔ w 

6) I= { <I> ➔ i/1) # vai <I> ~ val tJJ 

c-à•-d t= <I> ➔ i/1 . # ( va 1 <I>='Jf' ➔ - va.l i/l=v) 

ce qui traduit dans & l a signification de la formule <I> ➔ tjl de .cEns· 

J) 1= (<Il# tJJ) # • val <I>= val iµ 

puisque <I>et tJJ sont sati sfaites en même temps puisqu'elles sont équivalen

tes. • 

Proposition 6.2. 

Soli x une vcvu..able 

Soli ;t un ;tvune .tel que r ( x) = r (;t) 

Soli <I> une 60.IW!ule de .C 8i. 

Af.OJr.f.i F (val <I>) {;t/xl = val (<I> (t/xl) 

démonstration : 

soit S', la suite de variables de (val <I>)(t/x) dans son ordre naturel. 

Donc S'=(a(<I>)\{x } )ua ( t). Notons S=a(<I>) dans son ordre naturel. 

Donc ~ar la proposition 4.2., 

1 (vël <I>)(t/x)I S' = : 1 val<I>I S O 1 (S) (t/x)I S' = <Pl <I>I O 1 (S) (t/x)I S' 
s 

D'autre part, par la proposition 4.3. 

l<I>'(t/x)l 's· = 1 (S ) (t/x)I 51. (l<I>I s) 

Donc 

I_ val(<I>(t/x)I S' = <P l <I>: (t/x)I S' = <fl<I>I S o 1 (S) (t/x)I S' 

Nous avons donc bien démontré que 

I= (val<I>)(t/x) = val( <I>( t/x)) 



I.89. 

Déf inition 6.4. 
Soli t u.n tVtme. de. type. B d'un ,e.a.nga.g e. .f. & • 

Et J.>oU a.1 ... a.n une. J.>u.Ue. de. vcvua.b.lu ciUtinc;tu de. typu A1 ... An. 

Le. tVtme. ;t,,,.,an6p0-6ê de. t pait 1ta.ppou à. .la. J.>u.Ue. a.1 ... a.,1-ut .le. tVtme. dé.6,{J'l,{, de. .la. 

6a.çon J.>iuva.n:te.: 

a) -6Â.. a (t) I ~ e.t X1 •• • xm ut .l' 01tdlte. na.twtei.. du vcvua.b.lu de. a (t) - {a.1 • •• a.n} où 

x;__ E V X., a.loM .le. tVtme. :tll.a.Mpo-6ê. de. t pait 1u:(ppou à. .la. J.>u.Ue. a1 ... a.n ut .le. 

I tVtme. A,_ 

1 tl ( X1 •.• X ) 
a.1 •.. a.n, X1 ... xm m 

où 

·'(3) -6Â.. a (t) = ~, _a..loM .le. moltprt.0.)me. :tll.a.Mpo-6ê. de. t pait Jta.ppou à. la. J.>u.Ue. a.1 ... a. 
. , Yl, 

ut la. c.onJ.>ta.nte. qiu c.oMupond a.u mo1tph,i/2me. 

Notation 

Nous noterons (t)a1 ... a le terme transposé de t par rapport à la suite a1 ... an. 
Parfois nous écrirons t~ a au lieu de (t) . • • 1 ... n a1 ... an 
Nous observons que -r(t ) =: sAix ••• xAn et que a(t ) = a(t) _ - {a1 ... an} - a1 ... an .ai. ••. an 

Don ons quelques mots d'explica t ion concernant cette nouvelle définition. Etant 
don é l raxiome 2 définissant les topos, nous savons que : 
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c-à-d que le terme I tl (a1 . . . an,x1 ... xm) est obtenu en évaluant 
a1 ... an,x1 ... xm 

1 tl : (x1 ... xm) en (a1 ... an). 
a1 ••• an,x1 •• -~ 

Notons quel 'interprétation du t erme transposé t par rapport à la suite 
a1 ... an 

1 t 1 
a •••• an x 

X1 ••• m 

qui est l'application 

1 tl a X X (-,Si ••• sm) a1 ... n 1 .... m 

cette application évaluée en un n-uple 

Lr1 ... r.;,) de A1 x ... xAn sera l I interprétation 

de t en un point (r1 ... r ~,s1 ... sm). Intuiti

vement, cette application est une "interpréta

tion partielle" de t en (s1 ... sm). 

Proposition 6.3. 

Po u.Jt .tout .te.June. .t de. .type. B d'un la.nga.ge. .!&' ,5;_ a.1 ... a.n a b1 ... bm .ôon.t de.u.x .ôUA...te..ô 

de. cvua.blu futinc..tu .te.ile. qu.e. a. , I b , pou.Jt ).= 1 , 2 ... n e..t j = 1 , 2 ... m e..t .ôA.. . ~ j 
a ( .t a.i . . . a. ) S. { 61 • • • b m} 

n 
AloM 

1 .t 1 
a..·· .a. b • b 

n 1···m 

= 1.tl 
a.1 ... a.n b1 ... bm 

( 1 .tl 
a.1 ... a. , b1 ... b . n m 

B1x ... xBm---~BA1 x ••• xAn) 

où. B ,= r ( 6. l e..t A ·= r (a.,) 
~ ~ j j 

Expliquons le résultat dans Ens. 
t . 
a1 .•• ~.an est un terme de type BAix ••• xAn, par conséquent 

lt 
a1 .•• a I b b n 1 ••• m 

est une application : B1 x ... xBm ) BA1 x. • .xAn. 

A chaque m-uple (P1 ... Pm ), elle doit associer une "interprétation partiel -

le" de I tl en (P1 ... Pm ) , 

c-à-d qu'à chaque m-up le (P1 ... Pm), elle associe l'application 
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1 tl b b ( - , P1 ... P ) : . a1 ... an, 1 . . . m m 
Nous admettons donc facilement que 

1 t 1 = 1 tl 
a1 ••• an bi ... bm a1 ••• anb1 ••• bm 

dans Ens. 

Le raisonnement peut se généraliser dans un topos quelconque. 

Notation 
Soit w un terme de type sAix ••• xAn. 

Soit a1 ••. an une suite de variables distinctes de types A<r ... An. 
Alo s w(a1 •.. a~) net ev(a1 ... an ,w). 

Propositon 6.4. 

Soie nt :t. un :t.vune. de. :t.ype. B e.:t. w un :t.vune. de. :t.ype. BA1 x • • • xAn de. r, &. 

Sad a1 ••• a~ une. -6We. de. vaJuablu di-0.:U.nc.:t.e-0 de. :t.ype. A;_ 

AloM : 

1 ) F :t. ai ... a ( a1 •• •• an) = :t. 

c.-à-d ~ e.v (a1 ... a ,:t. ) = :t. 
n a1 .. • an 

2) /=(w(a1 .•. a)) =w -6 ,<, {a1 ... a}n a(w)=~ . n a1 ... a n . n 
c.-à-d F (e.v(a1 ... an 1 w)) =w 

a1 .. . an 

La propriété 1). est une mise en formule del 'explication donnée après la 
définition 6.4. 

La deuxième propriété est moins triviale en ce qui concerne l'intuition 
explicitons d'.abord l '. écriture lour~(èv(a1 ... an,w))a1 ... an' 

Supposons que X1 ... xm est la suite de variables de w. 

Donc (ev(a1 ••• an,w))a a =
1
1 ev(a1 ... an,w)I x x '(x1 ... xm) = 1 • • • n - a1 ... an, 1 ... 

t . m 
evo< 1 ( a1 ... a ) 1 1 WI >1 ( X1 ... x ) = •. n a1 ••. an,x1 ... xm, a1 ... an,x •.. xm m 

1 
,· d I WI 1 ( ) ev O X X1 . •, X : A1 x ... xAn X1 ... xm m 

1 wl X • X ( X1 ... xm) ' 
i ••• m 

la propriété 2) peut alors s'écrire plus simplement 

~ 1 wl X ( Xt ... X ) = W Xt ... m et est alors immédiate. 



Signalons seulement la propositi n 6.5. 
Soie.nt :t u.n :tvune. d' u.n la.nga.g e. .f. 8. 

x. e.:t a. 2 va.tua.blu 'futinuu 

w u.n :tvune. de. .f. e. :tel que. T ( w) =T ( x.) . 
a. ~a (w) • 

ai.oM F (:t (w/x.) ! a.· = (:ta.) (w/x.) 

Proposition 6.6. 
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Soie.nt :t, w de.ux. :tvunu du. même. :type. d' u.n .ta.nga.ge. .f. e, e.:t .ooie.n:t a.1 ... a.n e.:t x.1 ... x.rz 

de.u.x .ou.i:tu de. va.tua.b.te..o fu:tin~te..o :te..t.te..o qu.e. {x.1 ... x.k}=(cr(:t)u cr(w))- {a.1 ... a.n} 

AloM 
t= · ':t =W ➔ :t=W 

a.1 • • • a. , X.1 • • • X. i. a.1 • • • a_ a., • • • a_ ,n r<. n n 

Dans Ens, cette propos i tion signifie ceci : chaque fois que nous donnons 

une valeur aux variabl es a1 ... an,x1 ... xk, (par exemple: (s1 .. . sn:,r1••··rk) 
E A1 x. ~-.xAm x X1 x ... xX ) , les 2 termes ta a et ~~a sont alors 

~ .. n t ••• an 
représentés chacun par une application de 
8A1 x •. ~ xAn, 

à savoir: 

Si ces 2 applications sont égales, en particulier elles donnent la même 
image en l'.abscisse (s1 ... sn) et donc en (s1 ... sn, .ri .. r k), ces 2 termes 
t et w sont interprétés de la même façon. 
Ceci . est une traduction littérale de la prop. 6.6. dans Ens. 

Remarque 6.1. 

Etant donné cette expli~ation, nous comprenons fort bien que la réciproque n'est 
pas vraie. 
c-à-d, nous n'avons pas 

t= t=w ➔ t =w 
a1: .. an,x1 ... xk a1 ... an a1 ... an 

Regardons dans Ens 
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Si en (s1 ... sh ,' r1 ... r :k) EA1X, .. xAnxX1x, .. xxk, t et W sont interprétés dè la même 

façon, nous ne pouvons pas conc l ure : t et w seront encore interprétés de la même 

façon si nous faisons varier (s1 .. . sn) dans A1 x ... xAn, tout en gardant fixe 

Cr.i .... r·Ï<). 

c-à-d que nous ne pouvons pas conclure : 
' . 

F- 1 tl (-, r:1 •• .'fk) = 1 wl (-,r1 ... rk). 
a1 ... ah,x1 ... xk a1 •.. anx1 ... xk 

Donc , ce n'est pas parce que t et w sont interprétés de la même façon en un certain 

élément de A1x, .. xAnxX1x ... xXk ue leurs interprétations partielles correspondantes 

seront égales. 

Corollaire 6.1.. 

Sad 8. u.~ ;topo.6 e;t ;t,w Z ;tvunu de. .clf. ;te.1..i qu.e. r (;t) = r (w) = BA1 x.. • • x.An où 

,1 A',,B=l&I . 
..(_ 

AfoM 

c.-à- d 

F ;e- = w ➔ e.v(a.1 .. . a.n, ;t) = e.v(a.1 . .. a.n,w) 

où a. , EVA et â..- ... a. fi. a (;t)u a (w) 
..(_ , l · yt 

..(_ , •1 . 

faisons la démonstration 

Il suffit de montrer 

F (t=w) ➔ t(a1 ... an)=w(a1 ... an) a1 •.. an,x1 ... xm 

où {X1 ; .. xm}= o(t)ua(w). 

Or par la proposition 6.4. :~(t(a1 ... an)) = t a1 ... an 
l=(w(a1 ... an))a a= w 

l • • • n 
et pour la proposition 6.6. : 

a aFx • • x (t(à1 ... an)) a =(w(a1 ... an)) a ➔ t(a1 ... an)=w(a1 .. an 1 . • • n 1 •• _. m a1 . . . n a1 • . • n 

cqfd . . 
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Proposition 6.7. 
s o,é.e.n,t :t., w 2 :t.vunu de. .c & e.:t. '6 o ,é.e.n,t a., . . . a.n. un.e. '6 u,é.:t.e. de. v a.tua.b.tu fu.:ün.c;tu de. 

:t.ypu A, ... An.. A.toM 

' \:=:t. =W «> 
. a., ... a.n. a., ••• a.n. a., •.. a.n.X.1 ••• x.k. 

I= :t.=w 

où. x.1 •.. x.k. . u:t. un.e. ,6u,é.:t.e. de. vaJu.a.bfe.'6 fu.:ün.c;tu :t.e..t.e.u que. 

cr(:t.=w)-{a.1 • • .a.n}= {X.1 • • .x.k.}. 
1 , , 

En. o.Jc.tic.ufùur., ,6,é. {a., ... a.n. } c. cr (:t.=w) a.foM 

F :t. = w «> F:t.=w 
. a.1 • • • a, a.1 • • • a.n. . n. 

voici une série d'impli cations qui nous conduisent au résultat : 
si nous notons â, la suite a1 ... an et x, la suite X1 ... xk, alors 

F=- t=w 
-➔ - ➔ 

a,x 

«> 1 tl ➔ ➔ =I wl ➔ ➔ • a,x a,x 

• «> 
1
1 tl ➔ ➔ 1 =1 1 wl ➔ ➔ 1 a,x a,x 

«> 1 t➔I ~ = 1 ~I ➔ 
a x a x 

«> F= tâ = wt 

Corollaire 6.2. 
So,é.e.n,t :t.,w de.u.x. :t.vunu de. ta. :t.e.L~ que. -r(:t.)=·r(w) e.:t. '6od a.1 ... a.n. u.n.e. ,6u,é.:t.e de. 

va1uab.tu fu.:ünc:tu. 

S,é. F :t.=w a..toM F :t. =w . 
a.1 • • • a.n. a.1 • • • a.n. 

Remarque 6.2 . . 

Dans l_es. hypothèses du corollaire 6.2., si l=-ta a =wa a , nous n'avons pas 
t ••• n i ••• n 

nécessairèment 1=t=w 
Nous savons qu'il faut nous méfi er des variables de type vide. 
En voici encore un exemple : 
Si & = Ens, 

f 
si x ___ --4 B sont 2 applications distinctes, 

g 



si a E V r/J et x E V X, x # a , 

alor s l== f(x)a = g(x)a 

car - I f(x) 1 = 11 f(x)I 1 : X--~ sr/J = x--~1 
a x a,x 

et analoguenient I g(x)al : X 1 
X 

mai s )(::, f(x) = g(x). 

Core 11 aire 6. 3. 

I.95. 

Soie.rit t, w Z teJune.6 de. .Ce, tel/2 qu.e. -r (t) ::: -r ( w) ::: BA1 x : • : xAn, ).)oit ai ... an une. 

J.)u.ile. de. vaJuable.6 fu.:ünctu t e.ile. qu.e. aiE VA, e.t ai ~a(t) Ua(w) poUJt i:::1,2, ... n. 
,{, 

AloM 

F- t:::w ~ F t (a1 ... an ) :::w(a1 .. . an). 

c-à-d - t=t=w·+► ,t=,ev(a1 . . . an,t) = ev(a1 ... an,w) 

_c-.à-d si {x1 ... xk} = cr (t)u cr (w) 

F t=w ~ a af=x ev(a1 ... an,t) = ev(a1 ... an,w) X1 .•• _xk 1 •. . n, 1 ... xk 
• ➔ ➔ 

c-à:...d si on désigne par x la suite X1 ... xk et par a la suite a1 ... an: 
➔ 

FI tl ➔ =I wl ➔ ~ evo < 1 a l ➔➔ 1 tl ➔ ➔ > 
· x x a,x' a,x 

➔ 

= evo<I al ➔ ➔ , 1 wl ➔ ➔-- > 
a,x a,x 

ce qui est beaucoup pl s illll'!lédiat. 

Déf i nition 6.5. 

'Soit t u~ te.June. de. type. sl 1 x. • • xXn e.t t1 .. . tn. une. J.)u.ite. de. tvunu te.ile. que. 

-r (t i ) ::: Xi. Po).)OM 

• ( [t1 .. . tYl.)E t) = t(t1 . . . tYI.) ::: /\r 

; e.v ( (t, .. . tn.) ,t) ::: l\r 

Pa1t60,{,J.) on.. é.c.JuAa (t1 .. . t ) E t au üe.u. de. ( (t1 .. t ) E t). . . YI. YI. 
c-à-d littéralement l'évaluation de t en (t1 ... tn) est le vrai. 

Jus t ifions la notation de cette nouv.elle formule: (t1 ... tn)E t. 

Daps Ens, test représenté par une application :X1x ... xXn➔ n = {o,l} et les termes 

ti par un élément de Xi. 

Pour ce n-uple de X1x ... xXn, t peut val6ir o ~~ 1 : dans ce cas, nous dirons que 

(t1 ... tn) E:- test satisfaite pou r cette représentation. 
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En conclusion, si a ... am est l a suite de variables distinctes de t, t 1 ••• tn, 

1 (t1 ... t ) E tl = { ( s1 ... sm) E A1 x ... xAm I l'interprétation correspondante 
n a1 ... am 

de t évaluée en celle de t1 ... tn, vaut 1} 

Remarque 6.3. 

S ; ·~--A • R,( r,;;-, 1 A • EV "' >- > ' -6,<.. = <PR: ---n • ' -6,<.. a. A' 

ai.oM nou.1.> a.uon-6 lv., 601r1nulv., a. E R 

a. E R,( = e.v (a., R,() = 1\/" 

e.J:.,,, 1= a ER ~a. E Rx 

Montrons donc que I a ERI = 1 aE R}(I a a 

c-à-d que R = eg(I ev(a , ~)I a' 'trA) 

= eg(<PR, '11",n) 
ce qui est immédiat vu la proposition 1.1. 
Dans Ens, de toute façon, 

1 aE ~I = {x EA [ l'i nterprétation correspondante de~, c-à-d <PR, évaluée 
a 

en x=l} 

= R. 
Par conséquent si dans une formu l e (p, nous avons utilisé la relation R et 
(p(R}(/ R) est la formule obtenue de (p en remplaçant partout dans (p , R oar R}(, alors 
nous avons 1 (., 

F <I:i ~ (p (R}( / R) 

(la preuve faite par induction est immédiate). 

Coro 11 aire 6. 4. 
Soie.rit :t,w Z :te.Jtmv.i d' u.n la.nga.ge. f.8. :te.1/2 qu.e. T (:t) = T (w) =rf1 x. • • xAn. 

SoU a.1 ... a.n, u.ne. J.iu.Ue. de. vaJrJ.a.blv., fu:t-<-nc.:tv., :t.e.Ue. qu.e. a. 1e V A)_, 

a.1 Ef.a (:t)Ur (w). AloM 

J;s :t=w • I= ( a.1 ... a.n)E :t ~ ( a.1 ... a.n) E w 

résultat immédiat étant donné le corollaire 6.3. 
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Défi nition 6.6. 

Soie.nt <f>, ;une. 601Unule. de. .t 8. 

a.i ... a.n une. .t,uJ;te. de. vrua.b.tu futinc:tu 

Xi ... xk une. .t,uJ;te. de. vrua.b.lu te..l.le. que. {xi ... xk}= cr(<t>) - {a.1 ... a.n} 

Dans Ens, chaque fois que nous fi xons un k-uple (si ... sk) dans Xix ... xXk, nous 
pouvons déterminer un sous-ensemble de Aix ... xAn, soit 

{ { }:-:i • • .. r~ ) 1 ( r 1 • • • . r~ , si . . . s k ) sa t i s fa it <t>} ; 
ou encore défini~une application : Aix ... xAn--➔ {o,l} 
qui en ('ri ... r.n) prend la valeur 1 dès que (r.i .... r.~,si ... sk) satisfait <t> . 
En ait, nous connaissons cette application, il s'agit de : 

c-à-d de l\val<t>) ai ... a 1 (si ... sk) 
n x1 ••• xk 

Nous aurons 1 'analogue dans 8. quelconque et nous posons 

1 

{a.1 ... . a. let>} = (va-fü>) 
. n C?t • •• a.n 

qu,i, u.:t. un nouve.a.u .:t.e.Jtme. de. .t 8.. 

NoM avoM : 

a ( {a.1 .. . a.ni <I> }) = a (cf> ) - {a.1 ... a.n} 

r ( {a.1 .. . a.ni <t>}) = n Aix •• • xAn 

Caro 11 aire 6. 5. 

S,i, <t> e..:t. YI J.i ont 2 6 oJtmulu de. .t 8., a.loM 

F== { a.i ... a.ni <t>} = { a.1 ... a.n 1 1/J} 

J.ii e..:t. J.i e.uleme.n.:t. J.ii 
F <t>.++- YI 

a.i ... a.n, X1 .•• xk 

où. X1 ... xk u.:t. une. .t,u,i,.:t,e. de. vrua.blu futinc:tu .:t.e..l.le. que. 

{ X1 ••• xk } = ( a ( <I>) U a ( 1/1 ) ) - { a.1 ... a. } 
1 n 

Si I==- <t> # YI a,( oM 'p { a.1 ••• a.n 1 <t>} = { a.i ... a.n I YI} 

L'introduction à la déf inition 6.6. est en fait une amorce de ce corollaire 
Démontrons-le dans 8.. 



Nous avons les équivalences successives 

I= {a1 ... an 1 <I>}= {a1 ... an I iJi} 

~ l=(val <I>) = (val iJi) 
a1 ... an a1 .•. an 

~ F al <I>= val iJi vu 
a1 ••• anx1 •.. xk 

~ I= <I> # iJi vu 
a1 ... anx1 ... xk 

Co r ollaire 6.6. 
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la prop.6.7. 

la prop 6.1,7) 

Soi e.nt une. oOll.mule. de. f. a., a.1 ... a.n u.ne. -61.LUe. de. vaJua.ble.-6 futinc:te.-6 et 

.t1 . .. .tn une. -61.LUe. de. .tVtme.-6 de. Ji .te.ile. qu.e. r _(.t1 ) = r (a.1 ) poWr.. 1=1,2, ... n. Ai..oM 

F (.t1 .. . .tn) E {a.1 .. . a.n 1 <I> } # <I>(.t1 / a.1, ... ,.tn/ a.n) , 

Démontrons· ce corollai r e qui intuitivement est évident. 

Par la prop. 6.4., nous avons : l=,(val<I>) a (a1 ... an)= val <I> 
a1 .•. n 

Donc (a1 ... an) E {a1 ... anl cf>} # va.î<P='l.î 

Mais!== val <I>='lï#<l> vu la prop. 6.1. 

Donc F(a1 ... an) E { a1 ... an cf> } # <I> 

En substituant les va r iables ai par les termes ti, nous obtenons le 

coro 11 a ire. 

Cor a 11 aire 6. 7. 

Soi e.nt .t u.n .te.June. e..t <I> u.ne. 601Unule. de. f. r.. et a.1 ... a.n, u.ne. -61.LUe. de. va.Jua.bl e.-6 futinc.

.te.-6 de. .type. A1 , ••• An. 

Su.ppo-6oM que. r (.t) = rf1 x. • • xA~ 

AloM 

I= .t ={a.1 ... a.n 1 <I>} ~ F ( X1 .. . xn) E.t # <I> ( X1 / a.1 ... xn/a.n) 

où. X1 ... xn u.t une. -61.LUe. de. vaJua.ble.-6 futinc:te.-6 .te.Ue. que. 

x1 E(a (<I>)- { a.1 ... a.n}) u a (.t) e;t x1 E VA,i_' poult 1=1,2 .. . n. 

Ceci est une conséquence inmédiate des corollaires 6.6. et 6.4. 



Définition 6.7. -

Rappelons-nous la définition du foncteurY_A, dans Ens 

si · R est un sous:..ensemble de AxB 

alors 'Y';.AR = {b E B} 1 {a E A IR(a,b)} = A} 

Soit alors une formule <I> de !& et a E VA où A El&I. 

Nou..o dê.6inlô.60rt-6 une. nouvelle. 601tmule. : 'V <I> a. 
Dans Ens, elle aurait la signifi cation suivante : 

,· 

si {a1 ... an}= a(<I>)- { a} 

alors (x1 ... xn)E A1 x . . . xAn satisferait la formule 'Y'a<I> si ' 
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(x,x1 ... xn)E AxA1x ... xAn satisfaisait <I>, quelque soit x E A. 

NoU..6 po~Vtort-6 donc 

1 IV'" "'1 ;; 1 { " 1 "'). '\Y" 11 • 

NoU..6 a.vort-6 donc a (V<I>) = a (<I>) - { a.} 
a. 

Nous voyons que dans Ens, cette nouvelle formule correspond bien à celle que nous 

vou l i ons construire : 

en effet, si {a1 ... an } = a(<I>) - {a} 

(x1 ... xn) E A1x ... xAn sati _sfait la formule ({a/<I>}= '1ra) 

si les 2 applications de 'rf-:l{al<P-}la - a (x1.,,xn). 
t • • • n 

et l 'lr 1 ( ) - 1 d • -• 1 1 ,r - • ( ·) 
a ai ••• an X1 ... xn s0nt ega es, c-à~_ s1 . {a __ <I>'.ra1 •.. an . xi ••• xn 

vaut .toujours 1 q1ielque ~soit x E -A, c-à'"'.d .s,t, (x,x1 ... xn) • 

satisfait <I> quelque so i t x E A, 
Qua d il n_1/a.,pas· de possibilité. de. confusion, nous écrirons 

'Va <I> au lieu de ('V'a <I>) 

Corollaire 6. 8. 

Sail <I> une. 601tmule. de. .f. & , ~oil a. une. vaJtia.b.le. e,t, X1 ... xn une. ~uile. de. vaJtia.bl~ 

fu.tin.c.:t.~ teU.e. que. { X1 ... xn } = a ( <I>) - { a.} . AR.o/W 

I= V' <I> ~ /= <I> 
a. 

~,[ a. Ea(<I>) a..loM 

a.X1 •.. X 

I= V' <I> . a. 

n 

Dans Ens, par exemple, ( s1 ... sn)E X1 x ... xXn satisfait la formule V'a<I> 

si et seulement si (s, s1 ... sn) E AxX1 x ... xXn satisfait <I> 

quelque soit s E A. 



Démontrons-le quand même et voyons que 
I= {a 1 <I>}= '?ra ~ t== <I> 

ax1 ... xn 

Or, nous avons les équ i valences suivantes 
I= {a <I>}= ~ 

~ /= ( va 1 cb) a = 'lra 

F V a 1 <I>= '1T 
ax1 •.. xn 

I= <I> 
ax1 ... xn 

cqfd. 

par la prop. 6.7. 

par la prop. 6.1. 

I.100. 

~EPlic..a;üon..o : c..oMbtuc..,:U_on de. .e.' obju de..o monamOllpwme..o de. A à B dan..o un :tapol.i 

·Par le corollaire ci-dessus et le corollaire 5.5., un morphisme 
A f B d'un topos est un monomorphisme ssi pour a,aEVA' telles que a~a•, nous 
avo ns 

I= 'V'a 'V'a, (f(a)=f(a') ➔ a=a' 

Déf i nition 6.8. 
Sad & un :topol.i e.:t A,B El&I • L'obfe.:t de..o monomo4pwme..o de. A à B e..o:t le. 1.ioUJ.i-obje.,t, 

1., u.,i_ an:t de. rf :· 
Mono(A,B) = l'V' 11', ( (6(a)=6[a') ) ➔ (a=a') )1 1 a a u 

où. 6 E V8A 

Dans Ens, Mono(A,B) es évidemment 1 'ensemble des injections de A dans B. 

Proposition 6.7. 
Sod A ~ B un mo4pwme. d'un :ta po1.i. M .oM À e..o:t un monomo4pwme. 1.,1.,,i 6 1., e. 

6ac..:tow ·e. pait Mono(A,B), c.-à-d 3 0- :l~Mona(A,B) :te..e. que.~=ioe -

Mono(A,B~ 
" ' \ 

\ 

\ © BA 

e, Â \ ' 

\ ~ 
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Dans Ens, cette propo~: iti on est triviale car Test une application qui 
envoie o sur À. Donc À est un monomorphisme ssi À(=Î(o)) E Mono(A,B). 
Démontrons-là dans le cas général : 

0:1 se factorise par Mo no (A,B) ç> 

Le carré suivant est un produit fibré 

ç> \:= T E Mono(A. B) car (°xi~ = T 

~ l= 'Ya"fa' (( À(a ) = À(a '.)) ➔ a=a') 

~ F 'X(a) =~(a' ) ➔ ,. a=a' 

ç> \= ev(a,1) = ev (a','X) ➔ a=a' 
par définition des 

ç> t= À(a) = À(a') ➔ 
ç>À est un monomorph i sme. 

Ne formulons que la proposition 6.8. 
Soft t un tvune, de. type, B, de, .r, 8. 

a=a' 
termes 

Soft a. une, vcvua.ble, te,Ue, a. (/. a (;t) e,t b E v8 , b I a.. 

Ai..oM 

La démonstration se trouve dans 1 'annexe 3. 

Co n.6.t/t.uc;Uo n de, l' o b j e,t du 1te.la.ü.o no d' éqtu:.va.le.nc.e. .6U/t B 

Soit 8. un topos et B El 8.1, 

'x( a) et 'x( a') 



Définition 6.9. 
Un .ooLUi-obje;t R>----JBxB v.,;t, une. 1r.,e.,la.,t.i.on d'équvale.nc.e. .ol.Llr.. B 

,6,<_ 

F V/1 " V/2 " VJ3 
où. V/1 ;; V'6 ( ( 6, 6) E R) 

V/3 ;; V 61 V b2 Yb~ ( ( 61 , 62 ) E R A ( 6-i , 63 ) E R ➔ ( 61 , 63 ) E R) 

où. 61 , 6-i , 63 é V B, b ;_ I b j 
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ce qui est l'analogie immédiate de la définition d'une relation d'équivalence dans 
Ens . 
Comme l=(b1,b2)E.R.~ (b1,b2) E R.l<, Rest une relation d'équivalence sur B 
~ ~ iµ(R.l</R) où iµ = V11A V12J\V13 etV1(R.l</R) est la formuie obtenue en remplaçant 
dans VI, R par R.l<. 

Posons 

où. -yEV ,nBxB e;t VI (-y / R) dé.o,lgne. i.a. 601r..mui.e. ab.te.nue. de. VI e.n 1r..emp.la.ç.a.n;t, R da.n.o VI pa.1r.. 

i.a. vaJt,la.6i.e. -y. 

Dans Ens, EquivB = {~R:BxB---~ Ol.'R est une relation d'équivalence} 
Par le même raisonnement fait dans la proposition 6.7., nous obtenons le résultat 
sui vant : 

R v.,;t, une. 1r..da.,t.i.on d' équvale.nc.e. .ol.Llr.. B 

f 
Rx .oe. 6a.dowe. pa.1r.. Equ,lv B. 

Proposition 6.9. 
qui répond à ce que nous attendi ns de l~interprétation de la formuleVacI> 
So,U cI> une. 601r..mui.e. d'un i.a.nga.ge.!@. SoU 61 ... 6, une. .ot.U.te. de. vaJua..6i.e.o futinc.;t,v., . ~ n 
;t,e.lle. , que. a ( cI>) S. { 61 .... b n} e;t .6 oU a. une. va.ua.bi.e. ;t,e.lle. que. a. ~ { 61 ... b n}, a. E V A 

où. A El &I e;t b . E.V.B . 
,{. . 

Ai.01r..o ;,(_ 

1 V' cI>I b 6 = y_A I cI>I b 6 a. t ••• n a., t ••• n 
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effet, Dans Ens, en 
1 'V' <t>I a b1 ... bn = {(s1 .. . sn)E B1 x ... xBn 1 (ss1 ... sn) 

soit s· E A} 
satisfait et>, quelque 

= ri/' Alet> 1 b b • - a , 1 ••• n 
Nous ne démontrons pas cette propriété. Donnons seulement le diagramme 
qui construit ce sous -objet 

Notons B =B1x ... xBn 

_. R =I <I>I 
. a,b1 ... bn 

Rar la définition 6.1., 'V'_AR = eg~,r'lrAxà) 

donc · 

1/'_;,AR='V'_A· I <I>I b b 
~ 

-------4 n A 
a, i ••• n 

Corollaire 6.9. 
Soli et> u.ne. oOl!.mu.le. de. .ce,,f..O,<..è.nta. e:t a.' 2 vaJu.a.b.lu futin.c;tu de. :type. A :tell.e4 

qu.e. a.' i a(<I>) . A.loM 

t= 'If a. et> # V'a., q; ( a. , / a.) 

Proposition 6.10. 

Sea et> e:t ~ 2 oOl!.mu.lu de. .cô,., f.. Oil a. EVA :telle. qu.e. a. i a (iti) , e:t .60il 61 ... bn u.ne. 

f.i u.ile. de. Va/r.,<..a.b.tu futinc;tu :tell.e/2 qu.e. { b1 ... bn }= a ( 1µ ➔ va. <1>) . A.loM 
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C-à-d I it,1 b b .;;; l'V' éf>lb b 
l••·n a l••·n 

ss i I it,1 b b .;;; 1 <I>I b b a1 ••• n a 1••·n 
ce qui semble normale s i nous repensons à la signification ensembliste 
de la formule Y'a<I>. 

Remarque 6.4. 
Va.nô -le...6 hypo:thù e...6 de. la. pll.opo J.i ..uJ..o n 6. 10. J.ii a. E a ( <I>) , a.-loM 

• F it, ➔ 'V'<I> ~ Fit, ➔ <I> 
a. 

Si a f/, a(<I>) on peut avoirl=it, ➔ Ya<I> sans avoir Fiµ ➔ <I>, 

Par exemple, si t =Ens, x E ½R et a EV~ : 
F=- (x=x) ➔ 'Ya(x=x+l) 

pui sque F x=x ➔ x=x+l a,x 
ma i s ):= x=x ➔ x=x+l 

La proposition 6.10. admet la généralisation suivante 
proposition 6.11. 
Soie.nt it, e.:t <I> 2 oM.mU-le...6 d'un -la.nga.g e. ! 8. . 

Soi:t a. E V A où. A El 8.1 , a. i a ( it,) . 
Soi:t {' un e.Memble. ·oin-<. de. :ttjpe...6 c.on:te.na.n:t le...6 :typu·. de. cr(it, · ➔ Ya.<I> ). AfoM 

~ iti ➔ va. <I> ~ F=· iti ➔ <I> 
T ( a.)UÀ 

démonstration 
nous pouvons écrire les équivalences suivantes 

F- it, ➔ 'V' <P :\ a 

~ 3 a1 •.. ak. telles que a(it, ➔ 'V'a<I>) .s. {a1 ... a1} 

r ( {· a1 ... a1 })= >.. 

ai {a1 ... a1} 

et telle que ~ it, ➔ 'V'<I> a1 ... a1 a 
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~ Î iµI ~l'\l' <T)I -
. a1 ... a1 a a1 ... a1-

or l'V'<I> 1 ='Y' l<I>I a a1 ... a1 - A . aa1 ... a1 

~ 11/11 ~l<I>I car'V'_Aestadjoint aa1 ... a1 aa1 .. . a1 

-1 
à droite de rr où rr :AxA,,,_x ... xA1 ~ A,,x ... xA1 est la projection 

canonique. 

~ I= 1/1 ➔ <I> 
aa1 ... a1 

~ I=- i/,, ➔ <I> 
r .( à)U À 

Proposition 6.12. 

Sad b1 ... b n une. -6ude. de. vaJu.a.b.tu futincte.-6 telle. que. 

{b1 ... b }= a (<I>) - {a.} où. a. EVA. AloM b F' b 'V'<I> ➔ <I> 
n a.1 ... n a. 

c-à-d l"/<I>I b b ~l cl?I b b 
a a1••·n a1 ... n 

Particularisons dans Ens : 

·(s,s1 ... sn)E AxB1 x ... xBn satisfait '\l'a<I>. Donc (s1 ... sn) satisfait ~<P, 

c-à-d (s ~ ,s1 ... sn) sat i sfait <I> quelque soit s'E A, en particulier 

(s _ S1 ... sn) satisfait <P. 

Rema que 6.5. 

-6-<- a. Ea(cf>) aloM F=V' cf> ➔ iJi a. 
si a~a(ct>), nous n'avons pas nécessairementF'\fa<l> ➔ <I> 

(ce cas arrive de nouveau dans Ens par exemple, où a EV~)-

Core 11 aire 6 .10. 

Si a. Ea (<I>) e..t t ut un teJune. tel, que. T {t) =T (a.) e..t a.~ a (t), 

ai.0'1.-6 

1- V' cf> ➔ <I> ( t/ a.) a. . 
en effet_, par 1 a proposition précédente, l='V'a <I>-➔ cf> 

Donc en substituant a par t 

I= ('\l'a<I>) (t/a ) ➔ ct>(t/a) 

or a("f'a<P) = a(ct>) - {a} , donc a n'est pas une variable libre de'V'a<I> 

Par conséquent ('l'act>)(t/a) ;'V'a<I> Nous obtenons donc 

'F- 'V' <P ➔ <P(t/a) a 
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Proposition 6.13. · 

Soie.nt <I> eJ:. 1/1 2 6 oJtmui.e.J.i de, f. 8. eJ:. a. une. vaM.a.ble.. 

Si l=<I> ➔ 1/1 (Jte.J.ipe.c.tiveme.n:t t= ~~i/1 ) ; al.oM 

t- 'V'a. <I> ➔ ~ 1/1 (Jte.J.ipe.c.tivemen:t F- V'a. <I> ~ V1a.l/l l . 

soient b1 ... bn une suite de variables telle que b1 ... bn = a(<I>) -{a} et 

{x1 ... xk}une autre suite telle que{x
1 
.•. xkl=a(I/I) -(cr(<I>)u{a } ). 

la proposition revient à dire : l'\f<I>I b b bll\/'1/11 b b 
a 1 ••• nx1 ... xn a i. •. nxi. .• xk 

c-à~d dans Ens 

. si (s1 ..• snr1 ... rk)E B1 x ... xBnxX1 x ... xXk satisfait 'Y'a'§.' 

c-à-d si (ss1 ... snr1 ... rk) satisfait <I>, et par conséquent 1/1 

(puisquep<I> ➔ 1/1), quel que soit sEA, alors évidemment (s1 ... sn,r1 ... rn) 

satisfait aussi 1\/'a 1/1. 

Théorème 6.12. qui généralise le théorème 6.1. 

Sad s; un .:topo.6. PoUJt .:tou.:t moJtphu.ime. A 6 ) B de. 8., le. ôonc..:te.UJt {
1 

:Q'(B) ➔ <P(A) 
a.dme,t, un a.djoin:t à dltod iv

6
. 

Soi t X~ A ~-------------
Posons' : VfX : _ IYa(f(a)=b ➔ a E X)lb 

où b E VB, a E VA, a~ b 

Dans Ens, quel est le sous-ensemble'V'fX de B? 
-1 

vfx ={b E B tel que f (b) E X} 

'Y'f doit être adjoint à droite de f-1 c-à-d par . la caractérisation des adjoints 

V Y ---4 B et V X ---A : 

Y <,'V'f X ~ f-
1 

(Y) _<, X. 

Remarquons que dans Ens, cette équivalence est triviale. Faisons la démonstration 

et voy?ns que dans f.s,, elle est assez aisée : 

y <,_V? . 

~ F b E y ➔ V (f(a)=b ➔ a E X) a 
<-> l= b E Y ➔ (f(a)=b ➔ a EX) par la prop.6.10. 

~ I= b E y" f{a) = b ➔ aEX 



D'autre part, f- 1 (Y) ~ X 
~ l=- f (a) E Y ➔ a E X car l f(a)E YI a 
Nous devons alors prouver (a) ~ (8) où 
(a)l=b E Y/\ f(a)=b ➔ a EX 
( 8) F f (a) EY ➔ a E X 
Pour montrer (a) ~ (8 ), remplaçons b par f (a) dans {a ) 

Comme l=f(a)=f(a), no s obtenons (8). 
Pour démontrer la réc ip roque, (8 ) ~ (a), nous utilisons : 

F b E Y A f (a) = b ➔ f(a) E Y 

et grâce au corollaire 5.9., nous obtenons (a). 
cqfd. 
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Par icularisons les nouveaux termes et formules vus dans l e paragraphe 6, au cas 
où Hi = 11 

Défi nition 6.1. 

Soi t IR >----71\xB c-à-d 1 e carré Rl ----~ AlxBl 

l @ l•xb 

R2 o.---~A2x82 

"f_/A.R >---> 1B tel que ('If -AR) i :·== Y-Al Rl n b -~ (Y_A2R2) 

et ('V' -AR h = "l'_A2R2. 

en effet, nous savons ue 'V'_IAR = eg~,'"-'iA.xlB). 
Redéfinissons' ~IR': c:es t le carré suivant 

'~,R' ... 
B 1 --'----------4 Jl ( A ,n) 

bl © lw• 
B2 ---------+Appl (A2,n2) 

~IR2 
décrit de la manière · suivante : 

à tout x d~ B1~ 1~ij{
1

_associe le carré 



('PR i(.,b(x)) 
à tout y de 82,r ip R,_ associe l'ipplication 

A2 -----~ n2 
('P R )2(. ,y) 

Par conséquent, nous définissons 'V'-IAR de cette façon : 

(V'-IAR)
1 

= { xE81 te l que pour tout sEAl,(iplR )
1 

(s,x)= l 
rr... /'L 

et pour tout f'J E A2, (ip/R h (ll,b(x) )=l } 

= { xE81 tel que pour t outs E Al : (s,x) E Rl 

et pour tout ✓tt EA2 : (a',b(x)) E R2 } 
I'(_ ((_ 

= 'V'_Al Rl ri b-6> ('V'_A2R2) . 

tand is que ('Y'-l~R \ = 'V'_A2R2. 
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Nous vérifions alors sans problème la propriété qui caractérise 'V'~A' à savoir 

V C -->----- 18 

V IR > > /AYI3 
- 1 

C ~'Y-A (IR) ~ 1r 
18 

( C) ~ IR 

c-à- d 
- 1 

1r 8i( Ci) ~ Ri pour i=l,2 

Défi nition 6.3. 

Val et> est le terme ip l<t>I (9,1 • •• an) tel que a1 ... an est l'ordre nature l des 
a1 ... an 

var i ables de a( <t> ). 

Son interprétation dans ~l sera l a suivante 

c-à-d le carré suivant : 
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Mx . .. xA~ 
1 val <l>I 1 

© w 

Mx . . . xA~ lvalctii 2 

soi t (x1 ... xn) E Mx .. . xA~ 

en ce n-uple, 1 val<t>I 1vaudra 

1 si (x1 ... xn) El <1>1 1 

o si ( X1 ... xn) ~ 1 <l>I 1 et (at(xt), ... ,an(xn))~ 1<1>1 2 

2 si ( x, ... xn) ~ 1 <l>I 1 et (ai(xt), ... ,an(xn))E 1<1>1 2 

soi t (Y1 •, ·Yn)E Ai X.• .xA~ : 

en ce n-uple, 1 val<1>l 2 vaudra 

1 si (y1 ••• y )E 1 <l>I 2 

n . 
o si (Y1 .• •. yn) ~I <t>I 2 

De nouveau, nous comprenons l'appellation de ce terme puisque val<I> nous donne la 
val eur de <I> sur IA1x ... ~An 

Défi nition 6.4. 

Soi t t un terme d~ type 1B. 
Soi t a, ... an une suite de variab l es distinctes de type/A1x ... xb\n 
t est un terme de type rt,,x ••• x.An 

a1 . .. an 
Par définition, t = 1 tl (x1 ... x ) , où X1 ... xm est l I ordre a1 ... an a1 .. . anx, ... xm m 
naturel des variables de a(t) - {a1 ... an}. 
Son interprétation par rapport à X1 ... xm sera la suivante 

l t I est le carré 
a, ···an x x ' ••• m 



) 
~ -1 Soi t (s1 ... sm e X1 x ... xXm; 

à ce m-uple, 1 t 1
1 associe le carré a1 ... an 

Ai • A.;--
1 X ••• X n 

1 tl -4 ➔( - s) a,x ' 

© b 

Mx ••• xA~ -----------~ 82 
1 tli,x(-,x1 (s1 ) ... xm(sm)) 

' ➔ - ➔ -ou a = a1 ... an et s = S1 ... sm. 

Soi t (~ri .. ,t'~tn)E X; X ••• xX~; 

à ce m-uple, 1 t l 2 associe l'application a1 ... an 
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observons que I tâlx est, comme dans Ens, interprété comme étant une "interprétation 
part ielle" de t, sur IA1 x .. . xi\, c-à-d par les applications 

1 tl -4 ➔ ( - , s) et I tl ~ ➔ ( - , r) a,x a,x 

Défin ition 6.5. 
Soi t un terme de type nXix ••• xXn 

Et soit t1 ••• tn une suite de termes telle que r (ti)=1i. 
((t1 ••• tn)Et) est une nouvelle fo rmule dei}l· 
Si {a1 ••• am }= a(t)Ua(t1)U ... UJ (tn),regardons l (t1 ... t )E tl 

n a1 ... am 
Mettons d'abord au point certaines 

soit (s1 ... sm) e Mx . . . xA~ 

1 tl ~ (s) est le carré 

notations 
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2 -+ 
1 tl ➔ (r.) 

1 tl!(.r.! est l'applicati on Xr x ... xX~ __ ..;;;.a ____ ~ 

Remarquons que (1 tif (s))z= 1 tl½(0t (s~)-, .. . am(sm)). 

Par conséquent, 1 (t1 ... tn)E tl a1 a = 
i ••• m 

{ (s1 ... s ) E Mx ... xA1 1 en ce m-uple, m m 
(1 tl-4 ° ltl 1 )1v~ut l}aut 1} 

a 

et 1 ( t1 ... tn )E tl 2 = 
a1 •.• am 

{ (_r:~ ... r,m) E Mx ... xA~ li en ce m-uple, (1 tlio l tl2
) 

où t est une notation pour (t1 . . . tn). 

c-à - d grossièrement : 

i 
1 ( t 1 . .. t )E tl 

n a1.,.am 

vaut 1 } 

={( r.1 . .. rm)eA2 x ... xA~) en ce m-uple, l'interprétation de t évaluée en celle 

de t 1 ... tn, vaut 1 } 

pou i=l,2. 

Défi nition 6.6. 

Soi t ~ une fo~mule de tfl. 

So jent a1 ... an une- suite de var i ab 1 es di sti nets 

l e t erme {a1 ... anl ~} = (val~) 
a1 . • . an 

Soit X1 ... xm, les variables de a(~ ) -{a1 ... an}. 

I nterprétons {a1 ... anl ~ } par rapport à X1 ... xm, c-à-d défi ni ssons 1 e carré 

sui vant : 

xt x ... xX~ 'j" l (/A1 X ••• 'dl.n , !l) 

Xi x ... xx~ Appl(Mx ... xA~, n2) 
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à chaque m-uple (s1 ... sm) de X} x . .. xX~,I {a1 ... anl<I>}l 1 associe le carré 

<P
1 

i # ➔(- s) a X ' 
Mx ... xA~ -----------➔ nl 

© (.,J 

Aix ... xA~ 

à chaque m-uple associe l'application 

Ai X ••• xA~ 

En conclusion, nous remarquons que de nouveau, {a1 ... anl<I>} est interprété par 
➔ 

rapport à la suite x, par 2 appl i dations du genre 

<P 1 ➔ "i<P2 ➔ i i 
l<I>la,x(-,s) et · l<I>la,x(-,r); en gros, à chaque m-uple (s1 ... sm) de X1x ... xXm, 

l'i nterprétation correspondante de {a, ... an 1 <I>}est une application qui donne la 

val eur de <I> en fonction de a1 ... an. (pour i=l,2), 

Définition 6.7. 

Soit •~une formule et soit a EV/A · 

'V'a <I> est une rîouve ll e formule. 

Soit a1 ... an la suite de variabl Eis de a(<I>)-{a} . 

Quelle est l'\t' <I>I ? 
a a1 ... an 

L'interprétation de la nouvelle f ormule est le carré suivant : 

© 

.__ _____________ ~ Afx ... xA~ 
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c-à-d IV <I> l 1 est 1 'ensembl e des n-uples (s1 ... sn) de At x .. ~xAln: tel que a a1 ... an 
(s, s1 ... sn) soit dansl <I>l 1 quelque soit s E Al et tel que (.r,,a1 (s1) . .. an(sn)) a1 ... an 
so it dans l <1>l 2 a quelque so i t r E A2; 

a-i ••• n 
--

1".r <I>l 2 .• • ,_ est l' ensemble des n-uples (r~ .. .'r~) de Mx ... xA2n tel que a a1 ... an 
soit dans 1~12 quelque soit r :E A2. a1 ... an 

Objet de/2 monomoJtplu-6me/2 de, A à /B 

Mono~A,S) est un sous-objet de idA , c-à-d le carré 
f {/A---, 1B tel que .._c __ _,_> 11 (A,B) 

f est un monomorphisme de 
}l } 

l © 

Mono(A2,B2 ) -------➔ Appl(A2,B2) 

où Mono(A2,B2) est 1 'objet des monomorphismes de A2 à B2 dans Ens. 

L'objet du 1tei..a,ti_0Yl.-6 d' éqc..uval.e.nc. e, .oUJt 1B 

Equiv IB est un sous-objet dE! J3x1B, c-à-d le carré 

{cpR :BxlB ~ 12 te 1 

que IR est une relation 
d'équivalence sur~. 
c-à-d, tel que Ri,i=l,2 
est une relation d'équi
valence sur Bi, dans Ens} 

l 
{cp R:B2xB2---œ tel 
que Rest une relation 
d' équivalence sur B2, 
dans Ens } 

3-1 (/BxJB ,!2) 

© 

Ens(B2x82,n2) 



te. 6o ndewr. V'0, a.djohit. à dltoUe. de. {
1 

, où. n :c IA~IB. 

Rappelons la définition de f-
1 

(J() où $.--< --➔IB : 

f- (~) est le carré f;1 (Xl ) c > Al 

l © l· 
f;

1 
(X2 ) < > A2 

Par contre si 'i -c-->IA, 'VfX est le carré 

('Vt'fi)1 e.._ ___ )Bl 

l © lb 

('V/ih c )B2 

déf i ni de cette façon 

(V/i )1 = {se B1 tel que f;6>(s)~ Xl et f;
1
@ (b(s)) ~ X2 } 

= 'V'f1 Xl n b -1 ('V'f2 X2) 

('l'/ i h = {reB2 tel que f;1 (s) f. X2} 

= 'V'f2 X2 
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Comme dans Ens, la caractérisati on de ce nouveau foncteur est immédiate 

soient 'fi'-<-~> 1A et 'f C--➔ 1B 

f-1 'f ~ 'f~ 

0 

0 Q 



7. UNIONS ET QUANTIFICATEUR EXISTENTIEL . APPLlCATIONS 

Soi ent A, B 2 ensembles et R ~ AxB. Posons 

';f_AR ={bE BI il existe aEA tel que R(a,b)} 

= ~B(R), 
où11"8 : AxB >Best la proj ection canonique. 
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L~application ;!_A : O'(AxB)~~( B) est fonctorielle et nous démontrons facilement 
-1 que le foncteur ~-A est un adjoi nt à gauche du foncteur ~8 

En général si A et B sont 2 objets d~un topos&, alors ~8l :(P(B)---,<P(AxB) admet un 

adj oint à gauche ;f_A:~(AxB) -➔ G'(B). 
Nou s voulons définir cet adjoint. Nous remarquons d'abord que pour le topos des 
ens embles 

"l -AR = â~ ARa 

où R ={b E B I R(a,b)} a 
Pour définir le sous-objet de B,-;I -AR, nous allons définir un terme du langage t a. ' 

j ouant le rôle del 'union d'une famille d'ensembles . 
.. 

Si à la palce de R, nous considérons une formule <I> à 2 va.riables li_bres a et b, de 
types respectifs A et B, l~analo9ue dans!&' de la famille d~ensembles 
{Ra }aEA est le terme {bl <l>}de type a8, où b E v8 : 

en effet, à l ~application A --- Q".(B): a ~Ra, correspond 
l'interprétation du terme {bl <1>} par rapport à a : 

l{ b l<I>}la: A---.(P B) :a. 1-----,, {S tel que<I> (a. , 13 ) est satisfait} 

A cause de la correspondance entre les morphismes A ---- n8 et les morphismes 

Bx.l\--"t-n, ~_l'application 
- - - -

BxA ---- n:(a,b) ~, --~)l si R(a,b) 

o sinon 
correspond l'interprétation du t erme val <1> 

BxA---, n:( s , a. ) 1 ) 1 si <l>(a.,13) est satisfait 
o sinon 

Il nous suffira donc de définir Ya t où test un terme de type a . 
Comme JlARa peut être considérée comme une application 

B ) ~ :b l > l s'il existe aEA tel que R(a,b) 
o sinon 
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nous définirons Vat de telle façon que son interprétation par rapport à o soit la 
suivante, dans Ens : 

\ va tl b sera une applica t ion : B ---- n 
fo ) 1 s' i 1 èxi ste a E A 

définition 7.1. 

Sad t un. tvune. de. type. Q de. t 8. 

AloM 

V t ;;; vai.(V ( (V t~ x) ➔ x"\f)) a. X a. 

où. xEVQ, a.E VA, où. A El&I e.t xf'cr(t)U {a.} 

-
tel que ~(a,~) soit satisfaite 

o sinon 

(en vertu du corollaire 6.9. , la définition ne dépend pas de x). 
cr (V t)=cr (,t)-{a.} a. 
T ( Va.t) =Q 

et par la proposition 6.1.2. , 
~ V ,t = 11.T <-> V' ( ('tr ,t ~ x) ~ x=Vi a. X a. 

ous pouvons remarquer que dan s Ens, l'interprétation de ce nouveau terme rejoint 
elle qui a été annoncée. La preuve est faite entièrement dans l'annexe 4. 

emarque 7 .1. 
n vertu du corollaire 6.9. 

J.:.i ,t e.J.:,,t un. ,tvune. de. type. Q , a., a.' E V A e.t a.' ~ cr (t) 

F /Ja.t = Va.,t(a.'/a.J 

Proposition 7 .1. 

So,i,e.n.t t, w 2 tell.me.-6 de. t 8.. Sol.e.n.t a., b 2 vaJua.blu te.ilu que. a. fi a: ( w) e.t a.lb. AloM 

I=' (Va.t) (w/b) = Va.(t( w/b)) 

La proposition résulte des propositions 6.2. et 6.8. 
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Proposition 7.2. 

Soie.nt :t. e.:t. w Z :t.vunv., de. :t.yp e. n de. .f. & . Soil a. une. vaJu..a.ble. de. :t.ype. A :t.e.Ue. que. 

a. e cr (w). AfoJU:, 

ç;J i= :t....;;V :t. 
{A} u ï: (cr (:t.)) a. 

S) t= (U :t,...;;w) #V' (:t,...;;w). 
a. a. 

Corollaire 7 .1. 

Soie.nt :t. e.:t. w Z :t.vunv., de. .:type. n d'un la.nga.g e. .f. & , .6 oil a. une. vaJu..a.ble. de. :t.ype. A 1 

e.:t. u· un e.n.6emble. Qini de. :t.ypv., :t.e.l que. ,(cr(:t.)) u -r(cr(w))=U. Si 1- :t....;; w. Alo 

i) F V :t....;; w 
U_r-{A} a. 

üJ t= V :t. ...;; V w 
U-{A} a. a. 

U u {A} 

e.:t. 

La démonstration se trouve dans 1 'annexe 5. 

_Corollaire 7 .2. 

Soil :t. un :t.vune. de. :t.ype. n d' un la.ng a.g e. .f. & e.:t. a.1 , a.2 2 va!t,[a.blv.,. AloM 

F V V :t.=Y V :t. a.,. a.1 a.1 a.2 

Définition 7.2. 

Soie.nt <I> une. 00!1.mule. de. .f.&, A El &I, a. EVA 

AloJU:, ( ~ cJ>) ; ( 1/ ·va,l cJ>=v) 
a. a. 

(Nous écrirons souventiacp au lieu de (~a<I>)). 

Nous avons : cr (la<I>) = cr(<t>) - a} 

Nous pouvons vérifier que dans Ens 

si {a1 ... an}= cr(<I>) - {a } 

al ors Il" <I> 1 = { s1 ... s )e A1 x ... xA 1 
a a1 .•. an n n 

Nous avons imméidatement la propriété suivante : 

il existe s E A tel que ( s S1 ... sn 

satisfait <I>}. 

F va,l ~cJ> = V va,l<I> en vertu de la prop. 6.1. a. a. 
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Remarque 7.2. 
S,i, <I>e..6.t une. 00.1tmule. de.te; .e..t a.,a.' .oon.t 2 vatu.a.ble..o .te.Ue..6 que. r (a.)=r (a.' l e..t 

a."e-:a (<I>) a.loM 

t=-r <I> -l+;r <I> (a.';a.i a. a. 

Proposition 7.3. 

So,i,e.n.t <I> vt. ~ l/1 2 6 o.1tmule..o 'de. l 8. e..t a. une. vatu.a.ble.. 

S,i, )= <I> ➔ if; a.loM l=- ;f <I> -► ~ if; 
a. a. 

Proposition 7.4. 
Sad <I> une. 6 o.1tmule. de. l 8. e..t .6 o,i,e.n.t a.1 , a.2 2 vatu.a.ble..o. Ai..oM 

I= 3I ;f <I> -1+ J 3' ' <I> 
a.1 a.2 a.2 a.1 

on applique le corollaire 7.2. 

Proposition 7.5. 
Sad <I> une. 60.1tmule. de. l 8., ..t tLYi: ,,..t:evune. rit b une. vaJu..a.ble. .te.Ue. que. , (.t) =, ( b). SoJ...t 

une. vatu.a.ble. .te.Ue. que. a. ~ a ( .t) e..t a. I b. Ai..oM 

I'==- (;fa. <I> l ( .t/ b) -1+ i a. ( <I> ( .t/ b l l . 

on applique la proposition 7.1. 

Proposition 7.6. 

So,i,e.n.t <I> e..t l/1 2 60.1tmule..o de. t 8. , a. une. vaJu..a.ble. de. .type. A .te.Ue. que. a. €f a (if;) . SoJ...t 

n e.Y11iemble. 6,i,n,i, de. .type..o .te.l que. cr (a (l/1) u a (<I>) - {a.}) = U. Ai..oM 

F (.:f <I> J ➔ l/1 ~ F <I> ➔ l/1 
u a. • {A}U u 
c-à-d si {X1 ••• xn}= cr(<I>)u cr(l/1) - {a}, 

l:f <I>I ~I if;I a X1 ••• x11 X1 ••• xn 

proposition de nouveau immédiate dans Ens. 
Donnôns~èn une démo stration : nous avons les équivalences suivantes 



I== il> ➔ i/1 
{A}u U 

~ {Aiu U valèl> ~ va lit,, vu le corollaire 5.11. 

~ I=- ~(va lèl> ~ vall/1 vu le corollaire 6.8. u 
~ t= Va val il> ~ val 1/1 vu la proposition 7.2. u 

~ F- val ()-·il>) ~ vall/1 u a 

~ t= ;f èl> ➔ 1/1 u a 

Remarque 7.3. 
Va.YL6 leti c.oncli.,tion6 de. la. plt.opo-6,U,lon pJt.é.c.é.de.nte. , -6Â.. a. E d (il>), 

a.loM 

Corollaire 7.3. 
SoJ..:t il> u.ne. 6ollmui.e. de. t 8. u -6 oJ..:t a. une. vcvua.ble. de. type. A. Af..oM 

!= èl> ➔ ;tèl> 
{ A }U·r( cr ( èl> ) ) a. 

( 7 ) 

SJ.. a. E cr (il>) u :t eti:t un :te.Il.me. :te.l que. cr (t) = cr ( a.) , a.loM 

( 2) I= èl> (:t/ a.) ➔ ;f a.il> 
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En effet,i:l aq, ➔ ~aq, et donc ~;:faq, ➔ ;faq,; ce qui implique 

utA}èl> ➔ ~aq, par la prop. 7.6. 

Nous obtenons donc (1). Si aEa(4>), alors :l=-4> ➔ 1 4' . a 
Par conséquent, en substituant a part, nous obtenons (2). 

Définition 7.3. 
SoJ..:t 8. un :ta po-6 u A, B El 8.1 . SoJ..:t R~ AxB E qJ ( AxB) . Alolt.-6 

;f_AR = l.ia.((a.,b)E:R) 1
6 

où. a. E V A, b E V B u a. I b . 

Nous retrouvons donc dans Ens, le résultat annoncé au début de ce chapit 



Remarque 7.4. 

L 'opéJr.ilion;l _A ru.t 6onc..to1U.e..U.e. 

en effet si R et R' sont 2 sous-objets de AxB, 
R ~ R~ ~ '3_AR-~ J_AR'. 

~ Dans Ens, ceci es t trivial. 
Démontrons ce rés ul tat dans le cas général 
Comme R ~ R 1 

<,> F (a, b )E R ➔ (a, b) E R 1 
, 

nous obtenons p;f a(a,b)E R ➔ Ja(a,b) ER'. 

c-à-d ;f -AR~ l_AR '. 
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Nous avons ·maintenant ·toutes les notions nécessaires pour ttfémontrer le théorème 7 
Sad fr u.n .topo.6. PoWt tot.Ui A, B El &I., le. 6oncte.Wt 1T8

1 
:<P(B) ---"7 <P(AxB) e-o.t u.n 

adjoin.t à dltode. de. j -A : (P (AxB)~ CP(B). 

Nous devons donc p ouver que pour tout sous-bbjet 
X')--78 et pour tou t R~AxB; 

_, 
-AR~X ~ R ~;;; · 7î8 (X) 

or, nous avons la suite d'équivalences suivantes 
-1 

R ~ ÎÎB (X) 

~ ~ {a,b) E R ➔ b'E X 

<,> F ;l'a ( a , b) E R ➔ b€: X 

<,> ~ i_AR ~ X 

Corollaire 7.4. 

vu la rem. 7. 3. 

Sad cI> une. 6M.mu.le. d' u.n la.nga.g e. .C& e.t a. une. va.lU.a.ble. de. .type. A. AloM 

IJ cI> 1 . = 1 A 1 <I>I · a. X1 ••. X - a., X1 .•. X 

Dans 
Nous 

n . n 

Ens, par exempl e, 

avons : (s1 .. . sn) 
ssi 3 sE,A tel que 
ssi 3-sE A tel que 

soit (s1 ... sn)E X1 x ... xXn. 
satisfait~ acI> 
(s,s1 . .. sn) satisfait 1 
(S,S1, . . sn)EI cI>I ax1 ... xn 
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Définition 7.4. 
Sail a. une. c.a.tégoJU.e. e.:t o : A~B Ea.. L 'hna.ge. de. 6 v.i.t le. plU-6 pe.:til MU-6-obje.:t 1 

B à. bta.ve.Mi le.quel 6 .ëe. 6a.ctowe.. 

Notation 
Nous notons Imf~B, l'image de f quand elle existe. 

Remarquons que dans Ens, Imf = f~(A), corTJTie ce qui a toujours été dit. 

Remarque 7.5. 
S).. R > ) AxB 

aloM ;l_AR = Im(R )>---~~AxB 1TB ) B) 

Montrons donc que R >~----.>AxB 

X >---->B ssi ~-AR~ X. 

,rB ) B se factorise à travers 

1T l 

Or R: ~AxB _ -::_B __ > B se factorise à travers ~B ssi R~1r~ 1 
(X) ca 

nous avons le diagramme suivant 
R- -:- --

\ Î(X) 

---) -------x 

p.f. I 
AxB _______ __.,_ B 

où le carré est un produit fibré. 
Comme j_A est adjo-ïnt à gauche de 1r81 

R ~ 1TB
1 

(X) ~ l_AR ~ X 

Coro 11 aire 7. 5. 
qui est une traduction dans 8. de la définition de Imf dans Ens. 
PoWt ;t,ou..t mo1tph,v.,me. A 6 ~ B d'un .topo-6, Im6 e.w.te. e.:t l'on a. 

Imo = lj'°a( 0(a.J=b)I b 

où a E V A, b EV B, a r b 
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Démonstration : 
puisque id.A. est un mono,< idA,f > en est un aussi. Par conséquent 

A f B = A ;idA,f>) AxB TIB B. 

Etant donné l a rem. 7.5. : Imf =i_A <idA,f>. 

D'autre part I j"_A(f(a)=b)I b = :!_Al f(a)=bl a,b· 

Mais I f(a)=b l a,b = eg(fo TIA, TI B) i <idA,f> 

Si cette derni ère égalité est prouvée, 

lla(f(a)=b)I b = -;!_A <idA,f> et le corollaire est démontré. 

Il nous reste donc à montrer 

où h égal ;-se f o TIA et TI8. 

f ----~B 

h se factoris e à travers <idA,f> puisque 

h = <i dA,r> o \ o h 

cqfd. 

Le théorème 7.2. généralise l e théorème 7.1. 
PoUJt :tou;t iffié)Ji.phl6me. A O ) 8 d'un :topo.6, ·,e_e, 6onc.-te.UJt r t : CP(BJ--- G'(A) 

a.dme.:t un a.djo-ln:t à. gcw.c.he. -;{' { (P (A) ) Q'(B). 

démonstration 
soit R > )A. 

Posons l;r fR = Im(R >---) A f 



Il est clair que pour tout X) >B 
-1 

;I fR ~ X ~ R ~ f X. 

Dans Ens par exemple 

~ fR = f (P (R) 
-1 

par conséquent, f@ (R) S X ~ R ~ff (X) 
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Dans & , cette propriété est immédiate si nous nous rappelons le 
diagramme suivant 

--- ~-~ R R-_ 
- ➔ f-1 (X ) 

ri p.f. 

A f B 

où le carré est un produit fibré. 
Montrons que le théorème 7.2. est une généralisation du théorème 7.1., comme 
annoncé : 
c-à-d si f = rr8 : AxB---- B, alors;{ 

rrB 
Nous devons en effet voir que 

si R ) ) A 
a 1 ors -I" R !! i R rr8 -A 

_) A 

alors Im(R )r----+) A __ !_B_) B) = ~-AR 
c-à-d si R :> 

ce qui est 1 'objet de la remarque 7.5. 

Proposition 7.7. 

= t_A• Ceci est vrai étant donné la rem 
que 7.5. 

Va.n1.i u.n .topo-6, u.n mo1tph,wme, A ---"-0-➔) B e.J.i.t u.n ê.phno1tph,wme, 1.ii e..t .6 e.uie.me.n.t 1.ii 

Imo = B. 

orollaire 7 .6. 
Sad & u.n :topo-6 e..t A n ) B u.n mo1tph,wme, de. &. 

AloM A 7 Imo e.J.i:t u.n ê.phno1tph,wme.. 
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Théorème 7.3. 
Soli & un topof.i et A 0 ) B un moJr.phÂ.J.ime. de. & . Ai..oM , il e.wte. un ép,lmo1r.ph,wm 

e. et un monomo1r.ph,wme. i t e.1-6 que. 6=ioe.. 
En p.f.t.L6, c..e.tte. 0a.c..towa.t-fo n. u t unique., c.-à-d J.ii e.1 ut un ép.<.mo1tph,wme. et i1 un 

monomo1tph,wme. te.L6 que. 6 = i 1 o e., ai.oM il e.wte. un ~omo1r.ph,wme. À 1te.nda.nt l e. 

dia.g1ta.mme. J.iuiva.nt c..ommuta.ti6 . 

A---------B 

. . 
:e - .<.. 

1 • 1 • 

Il suffit de prend e i = Imf) ) B 

e = A---Imf 
La démonstration es t immédiate et résulte de la définition de Imf. 

Corollaire 7. 7. 
Un mo1tph,wme. A 6 ) B d'un :topof.i u:t un ép.<.mo1tpru..ome. J.ii et J.ie.ule.me.nt J.ii 

)=- V'bJa. (6(a.)=b) 

où q. EVA, b ev8 , a. :/ b 

ous sommes maintenant en mesure de construire 11 objet des épimorphismes de A à B. 

onJ.i:t/tuc..üon de. l'objet du épimo1tph,wmu 

Soit & un topos et soient A, B El&I 

Définition 7.5. , 

L ' objet de.J.i ép.<.mo1tph,wme.J.i de. A à B 

Epi (A, B) = 1 'V'b ~ a. ( 6 (a.) = b) r o· 

e.J.i:t le. f.iOUJ.i-objet J.iuiva.nt de. BA 

où 6 e vsA, a. evA, b ev8, b :/ a. 

dans Ens, Epi(A,B) est évidemment 1 'ensemble des $Urjections de A dans B. 
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Proposition 7.8. 
SoU A À Bun mo~phu..me d'un topo-0. AloM À ~t un ép.-i.mo~phu..me ~ À -0e 6ac

towe à btaveM Epi(A,B), c-à-d il ewte e: 7--)Epi(A,B) tel que le cU..a.g~, 

-0uivant -00U commu.ta.;ti_6 : 

T 8A 

',,,\ €) / 

~ Epi (A,B) 

Cette proposition se démontre facilement en suivant le schéma de 
raisonnement f ait à la proposition 6.7. 

Théorème 7.4. 
SoU & un topo-0 et <I> une 0oronule de!& telle que a(<I>) ={a,b } 

où. a=I b, aE VA et bE v8. Suppo-0on.6 que b'. E v8, b'. I b et 

i) 1=- <I> /\ <I> (b' / 6) ➔ b= b' 

il) F ~ ;( b <I> 

Ai!.oM il ewte un mo~phu..me et un -0 eut O : A~ B de & 

tel que P O ( a) = b ~ <I> 

Ce théorème est un outil important . : il assure l'existence et 
l'unicité d'un morphisme f représentant une relation fonctionnelle 
Nous en verrons plusieurs applications dans le chapitre II. 

Voyons maintenant comment l e tout se particularise dans }l 

Définition 7.2. 
Soient <I> une fonnule, /A E 1}11 et aEVIA. 

:f a<I> est une nouvellP. formule . Si {a1 ... an}= ç(<I>)-{a}, comment l'interpréter par 
rapport à a1 ... an? èommê _dans Ens, nous avons envie de dire que 1.:T <I>I • e~t a a1 ... an _ ·, , 
un sous-objet de ,1)..,1x ... xAn t el que 

::r i i i r l,4 <I>I ={ ( s1 ... s ) EA1 x ... xAn 1 a a1 ••• an n 
il existes EAi tel que (ss ... sn) soit dansl;1·ï • } a1 ... an 
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pour i=l,2. 
Nous pouvons vérifier que ceci rejoint la définition de cette nouvelle formule en 

introduisant le t~rme Vat. 

Défi nit ion 7. 3. 
Grâce à la formule ;:{a<I>' nous pouvons maintenant définir l'adjoint à gauche de TT18

1 
1 

Soi t R C "> /A)dB . 

;f-iAR = l.ia((a,b)eR)I b où a EV/A' b ev18 , a r b. 
c-à-d (i_,A/R)i = ~AiRi , i=l,2 ~ 

Définition 7.4. 
Si f : /A---> 1B, définissons Imf. 
Imf est un sous-objet de IB, le plus petit à travers lequel f se factorise. 
Grâce au corollaire 7.5., no us pouvons définir explicitement Imf: 

Imf = l;x a ( f (a) =b) 1 b 
Par conséquent, (Imf)i = Imf; définie dans Ens. _ 
Voyons par un diagramme commutatif que f se factorise bien à travers Imf 

Al f , B1 

~/ 
Imf, 

a b 

Particularisons quelques propositions 
Théorème 7. 2. 
Si f ; : /A--➔ IB, f- 1

: <P(IB)--~f'{(A) admet un adjoint à gauche Ir 
Si IR< >IA,~fR est un sous-objet delB et est défini de cette façon: 

i=l,2. 



Le foncteur est caractérisé ar l'équivalence suivante 
soit fR c )//\ 

soit.X< )'B 

nous avons : ;:f f ~X~ IR ~ f-
1 

(~) 

Proposition 7. 7. 

soit f : /A--➔ \B 
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f est un épimorphisme de } l ssi fi, i=l,2 sont des sujecticns, c-à-d ssi Imfi =Bi ' 
i=l,2 

Coro 11 aire 7. 7. 
Une autre caractéristation d' un épimorphisme f : /A --..... œ est la suivante 

f: /A > IB est un ép imorph i sme 
si et seulement si 

Vs E B. , ¾ r E A. te 1 que f
1
• ( r) = s 

1 . 1 

Construction del 'objet des épimorphismes 
Epi (/A ,1B) est un s~us-obj et de if 

L'ens des épimorphismes 
de A dans 1B, dans } l 

l 
L'ensembl e des 

sarjections de A2 dans B2 , 
dans Ens 

Conclusion 

i=l,2 

~l (A,B) 

Nous constatons en avançant dans l'étude de1 l, que! l est ~n couplage de Ens. 
En effet, considérons par exemple l 1 inteprétation d'une formule ~ dans l'objet /A. 

. - . 

Souvent, l'interpréta t ion est un couplage des interprétations de ~ ( (à savoir 
l ~I 1 et l~i ~ dans AI et A2 (oü on · travaille alors dans Ens). 

Une remarque cependant : l' in terprétation de ~ dans Al est parfois plus restri ctiv 
.. 

que ce l le de Ens; ceci se co,prend car les él éments de Al subissent une transf orma 
tion a et 1 'interprétation doit tenir compte de cette transformation. 

Si~ est vérifiée dans Al, el le doit encore l ' être dans A2. 
C'est ce qui différencie tl de En s x Ens. 



CHAP ITRE II 

THEOREMES DE BAS E DE LA THEORIE 

DES TOPOS 



1. LA REPRESENTABILITE DU FONCTEUR 11 APPLICATIONS PARTIELLES". 

Considérons dans Ens,2 .. ensembles A et B. Nous avons l'idée qu'une application 

par tielle est une application définie sur une partie de A et à valeurs dans B. 

Généralisons cette idée dans -g . 

So i t 'E un topos et A,B E !ê!. Nous considérons des couples (m,f) de morphismes 

de 8 . où 

m X ) ...... --->A 

f • X B 

Deux tels couples (m,f) et (m' ,f ') sont équivalents s'il existe un isomorphisme 

À : X---:,X
1 

rendant commutati f le diagramme suivant : 

X -

A 
m et m' sont donc représentés par le même sous-objet et f et f' sont isomorphes . 

Nous sommes alors amenés à donner la définition 1 . 1 

Une. a.pplic.a,t,i_on pa/t.Üel.1.e. de. A à B e...ô.t u.n c.ou.p.te. (m, 61 où. m X >----7 A u,.t u.n 

.601.U-obje..t de. A e..t 6 : X ~B. 

No t ation. 

(m,f) : A---- -~B signifie: (m,f) est une application partielle de A à B. 

Po.6 oM PM. (A,B) = { (m, 0) \ (m, 0) : A-- - ➔ B } 

Soit BE=. l~I. Si pour tout A E. !~!, 'G(A,B) est un ensemble, alors par (A,B) en 

es t un aussi, par le schéma de compréhension. 

Par conséquent 

PoUJt (-Bl :'eop __ ➔ En.6 u.t u.n 6o nc..te.UJt. 
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Il est ainsi défini à tout objet A de~, il associe l'ensemble Par (A,B). 

a 
Au morphisme A'----~ A, est associé l'application décrite par le schéma 

su i vant 

Par (A,B) ____ P_a_r_( __ a_, ..... B )-------~) par (A, , 8) 

X> m > A X, m' A' 
)>-----> 

~ ~ 
B B 

où m est obtenu en faisant 

le produit fibré de met de a 
x'---'-'-x __ ) X 

m•I Im p . .ç. 

A'----A 
a 

et OÙ f 1 = f o X. 

Le but de ce paragraphe est de démontrer que Par (-,8) est représentable, c-à-d 
~ ~ 

qu'il existe un objet B de a tel que Par (-,B) "'G(-,B'). 

~ ~ 

Pour trouver B, nous considérons d'abord le cas 2 = Ens. Dans Ens, B sera isomorphe 
~ 

àAppl(l,B) qui lui-même doit être isomorphe à Par (l,B). 

Mais les applications partielles de 1 à B sont en correspondance 

avec les sous-ensembles cr de B qu i ont au plus un élément, c-à-d tel que 

X G cr Ê=') cr:{ X} , 
~ 

B sera donc l'ensemble des sing l etons de ~(B) et del 'ensemble vide. Au fond; · 
~ ~ 

Best isomorphe à B augmenté d' un point. Nous pourrions aussi dire que Best la 
~ 

somme directe de B avec 1, c-à-d B = B JL 1. 
~ 

Nous a 11 ans nous servir de cette formule pour défi ni r B dans G- D'abord nous 

définissons la. éonction ~ingluon. 
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Déf inition 1.2 . 

Soit Bun ensemble. 

L' idée intuitive de cette fonc t ion singleton, dans Ens est celle-ci : ce serait 

une application de B dans a>(B) , qui à tout élément b de B associerait le singleton 

{ b } • 

Ou encore ce serait une applicat ion de B dans n8 qui à tout élément b de B, 

as socierait le morphisme caract éristique de { b } . 

Ou encore ce serait une application de B dans n8 qui à tout élément b de B, 

associerait l'application tp 
6 

(. ,b). 
B 

Nous reconnaissons maintenant cette correspondance entre B et n8. Il s'agit bien 

~ d r::--, su e 'f 
68 

•. 

Dans un topos ~ quelconque, si BE: 1~ j , nous définirions la fonction singleton 

as sociée à B de la même façon et nous dirons que 

No us observons évidemment que : 

I= {6} 6 = { b'J b' = b} 

ou b I b p E. VB 
1 

!' b I :j,. b 

s ' i l n'y a pas d'ambiguïté, nous éc~irons {} au lieu de {} 8. 

Nous déduisons aisément aussi la proportion 1.1. 

Soli ,g un .top0.6 e;t_ B E lê _l 

-6 oie.nt x., b E:. V B . Af..oM 

l=x. E: {b} ~ x. = b 



Corollaire 1.1. 

Le. motc..pwme. {} B ---➔ n8 v.,:t u.n monomotc..pwme.• 

c-à-d donc ~ {b} - {a} ~ b = a 

ou a,b é. V8 

et at= b 

'\, 

Nous avons maintenant assez d' éléments pour définir l'objet B. 

Définition 1.3. 

So-U:. B u.n o b j e.:t d 'u.n :to po.o ~ . 
'\, 

=- t-d) 1 a--Po.o ori6 B == I 1r~ l :i<. E (I" 
~ ~ 

où. <r' E. V -il. B 1 X E Ya e.:t i}.:l} 8 • 
'\, 

B B est donc un sous -objet de n . 

Proposition 1.2. 
'\, 

Le. motc..pwme. { } : B ---1o n B .6 e. 6a.c..:tow e. à. :ttc..a.v e.tc..-6 B ~ n B 

Faisons la démonstration qui est une suite d'équivalences. 
B N B 

{ \ : B ~..n, se factorise à travers B~n 
I\J 

~ il existe un morphisme 8 : B~ B tel que 

{ ·} = B 

~ le carré suivant est un produit fibré 

B 

e 

B )r------4> .1l. s 

II. 4. 



II. 5. 

~ I= t b J G. 8 

~ F- { b ~ e l 1r X \ X E: a- ~ (r' = {x-}) l<r 

~ F 'lfx lXé{hf <:-4 {o} = {X}) 

I..~ ~ X ~ {b} I:;-) {h~ :::: {x} Vu le cor.6.8. 

~ I= X ~ lb} ~ b ~ .X car{ } est un monomorphisme 

ce qui est vrai vu la prop. 1.1. du chap. II. 

Nou s en arrivons donc a la défin i ti on 1.4. 
,J 

Sail '7Js : B >----) B l' uru.qu.e. mo1r.ph,wme. :te.l qu.e. le. cüa.g1r.amme. -6LU.va.n:t -6oil c.ommu.:ta.-ti.6 

Voici maintenant le théorème 1.1 . qui nous permettra de tirer plusieurs résultats 

importants. 
l}JB 

So,i;t 'e u.n :topo-6. Pou.Ir. :tou:t B €- l'f l, l'obje.:t B muru. du. monomo1r.ph,wme. B) > B 

-6a.;t.w6a.il la. plr.opJtiUé. uru.ve.JL6 e.lle. -6uva.n:te. : 

Pou.Ir. :tou:te. a.pplic.a.tion pall.tie.Ue. (j, 6 l : A - - 7 B il e.w:te. un mo1r.ph,wme. e.:t un -6 e.u.l 
N 

6 ': A - ~ )' B ;te.f que. le. cüa.g1r.a.rmre. -6uva.n:t -6oil un p1r.odu.il 6),b1r.é. 

'?a 

A,----4 
~' 

La démonstration est faite en annexe 6. 

Observons que dans Ens, f' est une application qui prolonge f sur A tout entier 

et est définie de la façon suivante : 



f' "' A-"""'7 B a 1--->{f(a)} 

rp 

Insistons plutôt sur les résultat s de ce théorème . 

si a e: A' 

sinon 

II. 6. 

1) Définissons un foncteur : G --) ~ qui à tout objet B, lui associe l 'objet 
"1 

N IV ~ 

A tout morphisme b : B --~) ~• correspond un morphisme b B-.-- B' 

défini de cette façon : 

e ---~ a' 

1al p. f. r~s' 

'B---- - - ➔ -à' 
li' 

,V 

Par le théorème 1.1., il exi ste un et un seul morphisme b tel que le diagramme 

soit un produit fibré. 
N 

2) Les foncteurs Par (-,B) ett( - ,B) sont isomorphes . Nous venons de voir au théor . 
N 

1. 1. que quelque soit l'objet A det, Par (A,B) et't(A,B) étaient bijectifs. 

Montrons que cette bijection est naturelle en A. 

Soit donc et..: A1~A2 un mo rphisme quelconque de 'e et voyons que le carré 

suivant est commutatif. 

Par( a. , S) 

Par(A1,C) N 

Soit donc (j 2,f 2) : A2- --). 8 • 

No tons (jl'fl) _ Par (o{,B) (j 2,f 2) 

Nous constatons que f' 1 = f ' 2 o ~ car nous avons le diagramme suivant oQ les 

2 carrés sont des produits fi brés 



II. 7. 
© 

A' A: f1. ) 8 

jl Af. f P.f. I ~B 

A, ,V 

Q(.. Ai_. e a 
z. 

one le grand rectangle est n produit fibré, c-à-d : 

fi= f2 ci d.. 

Int oduisons maintenant ces nouve lles notions dans~l 

Déf i nition 1.1. 

Dans Ens, une application parti el le de A dans Best une application définie sur un 
--

sou s-ensemble de A, à valeurs dan s B. 

De même , dans ~l, une applicati on partielle de /A dans 18 sera un carré commutatif 

déf i ni sur un sous-objet de A et à valeurs dans IB, c-à-d un couple ()>,'f ) tel que 

X1 - --~- ---B1 
~A1 

© l· 

Déf i nition de la fonction single t on. 

Pen sons à Ens. 

b 

Si B était un ensemble, la fonct ion singleton injectait B dans <P(B) et associait 

à chaque éléments de B, le sing l eton { s } . B était donc entièrement caractérisé 

par 1 ' image de la fonction singl eton, c-à-d par l ' ensemble des singletons de <P(B) . 

Ess ayons aussi de caractériser l'objet IB par un ensemble de sous-objets de ru : 



II.8. 

Nou s avons vu que [IBI~ , ( = { ( s,b(s))j s E:. B 1 } = 1 'ensemble des élé-

ment s globaux_ de JB) et B2 caracté risaient entièrement l 1objet 1B. 

En première approche, définissons donc{ } ~ de cette façon 

1 { } IB est une application qui à touts 6 B1, associe le sous-objet 

{ s }~ b(s ) de 1B. 

2 
{} S est une application qui à tout t E:. B2, associe le singleton { t } 

Mai s comme { } 18 doit être un orphisme de but J2
18

, exprimons les images des appl i

cat i ans { \~ et { }I~, en termes de morphismes caractéristiques. 

{ }
18 

est donc le carré commutatif suivant 

81 t 
\. 1 
J 1B ~1 ( 1B I _f)_) 

bl 
© 

lwb 
i 

BL {,,a 
Appl(B2, ri 2) 

1 où i s e B1, { s } 18 est 1 e morphisme caractéristique du sous-objet 

{ s } ~b ( s) } _ , c-à-d : 

81 7 JL.1 

bl 

(<faa )., l·1 s) 

lw © 

Bl. ( ;> ....n..1 
'f as1. ) h bts)) 

si t E- B2, {t } "2 est l 1appl ication 82 r2 2 1B 
'f'Aa2.l•.l:J 



Défi nition 1.3. 

L'obj et Îi3 sera un sous-objet de n13 , c-à-d un carré 

N 
IB,. Sl ( e, ..!L) 

Appl (82, s-2 2) 

l'I,) IV 

Rappelons-nous que dans Ens, l'ensemble Best isomorphe à Par (1 ,B). 

II. 9. 

I\J ;v 
L'obj et 1B de Jl est défini par 2 sous-ensembles œ1 et B2, reliés par une application. 

Co1TV11e dans Ens, prenons IB 1 un ens emb 1 e isomorphe à Par (11,B), c-à-d îs'1 ~ 

l 'ensemble des sous-objets de lB du type 

{sr qJ 1> 

l ou l ou l OÙ S B1 et t 82 

{ b(~)\ {tJ rp 
,,J 

Nous exprimerons 1B1 en termes de morphismes caractéristiques de ces sous~objets 
,V 

Déf i nissons donc 1B1 comme étant 1 'ensemble des carrés commutatifs du type : 

B1 ('fAe)1 l ·1 5) 
..ll..1 

bl © lw 
oà s E: Bl 

82 -1'2.1 
( 'f AB2.)t·,b< ~J) 

ou bien 

B1 .Jl.1 

bl lw 
où t E:: B2 

© 
OÙ 'vs e Bl tp:(s )=2 si b·(s) =t 

Bl ....n..2. =Ü sinon 
~~A 8 l) t·, c} 



ou bien 

Bl------~ 
If 1 

II.10. 

où f 1 et 'f 2 sont des appl i

cations constantes valant 

toujours O. 

Mai s cela ne nous suffit pas pou r définir l 'objetlB entièrement. Pour que 18 soit ' 

un sous-objet de d8, nous dirons quel82 est un ensemble isomorphe à Par (1,82) 
/V 

de Ens et nous définirons 182 comme l'ensemble des applications de 82 dans S12. 

du t y pe : 

ou bieri 

Défi ition 1. 4. 

s2----n2 · 
'fA.Bll•,t:) 

où t E 82, 

où f est une application constante 

valant toujours O. 

Nous voyons facilement 
N 

comment { } IB se facto ri se dans 18 . Nous défi ni ssons al ors 
IV 

1 e morphisme fTJ 18 : IB >---> 18 de cette façon. C'est un carré commutatif : 

l}J; AJ 
81 s., 

·l 0 1~1 

.B l )r-------l,) lBi 
,,,~ 

1 
te 1 que à s €. 81, '? 18 associe 1 e morphisme caractéristique du sous-objet 

{ s } ___ { b(s) J , et 

à t E:-82, 1 ~B associe l'applicati on caractéristique de Ens, du singleton { t } 

c-à-d 11/18 est l'injection IYJ 82 définie dans Ens. 



II.11. 

Nous sommes maintenant en mesure de définir l'isomorphisme entre les deux foncteurs 
N 

Par (-,B) et}l(-,1B). 

Pour chaque objet A de }l, la bi jection entre Par (Ol.,113) et }l (/AJB) est définie 

comme suit: 

Soit (P,'f) une application partielle de /A dans 1B 

X1 'f-1 

l ~ A1 

l a 
~ ~1,. 

Xl 1, 
1 

tv 
le carré commutatif f' de Dl. à /8 sera le suivant 

A1 If: 

·l © 
l"v 

Al-------4 13, if, I <.. 
~ 

Les 2 applications f'i et ~•2 sont définies comme suit: 

,v 

--.... 181 : s )11-----,) le morphisme caractéristique du sous-objet 

de 18 = -
l 'f-1 ( S) } ) { b <J 'f ~ ( s)} si s f::- · X 1 

- <p { 'Pi 0 a (S)} si a(s) E:- X2 

<p ➔ 1> sinon 

/V f I z A2•--➔) 182 t 1-1 --) l I application caractéristique du sous-ensembl 

Nous vérifions sans peine que 

sinon 
"1 

t.p I ainsi défini est le seul morphisme de /A dans 1B 

t el que le carré suivant soit un roduit fibré de }1: 



~ , f > s 

~r f.f r,8 

A----- IB 
'f J 

0 

0 0 

II.12. 



2. THEOREME FONDAMENTAL DE LA TH EORIE DES TOPOS 

Sod ! une. c.a.tégollÂ.e. a.!Ja.n:t dv.i ptr.o duJ.;t.o 6ib1té/2. 

Sod 6 : A ----B un mo1tphl6me. de. ~, 

II. 13. 

6 e.ng e.nd!te. un 6 o nc..te.U/t 6 * 

ba..6e.. 

'e / B -- 'f:.;A, a.ppe.lé le. 6onc..te.UJt c.ha.nge.me.n,t de. 

x--x--➔ 8 

c\1/ 
y y 

où x* (1te1.ip y*) v.i.t ob.te.nu e.n 6a...i..6 a.n:t le. p1todud 6ib1té de. x (1te1.ip If) a.ve.c. o • 

.t* v.i .t a.loM dé6iM g1tâc.e. au. d,ta.g1ta.mne. ~u,i_va.n:t 

Nous observons que fox* se f actorise à travers x et donc à travers y car 

x = y o t. Donc, comme y* est construit en faisant le produit fibré de y et 

de f, x* se factorise à trave rs y* grâce à t* • 

Par conséquent: x* = y* o t*. 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de montrer que f* admet un adjoint à gauche 

Ef et un adjoint à droite TTf. Ce la nous permettra de voir quet/A est un topos, 

quel que soit A E: I'! J .. . 

Nous observerons enfin que f* es t un morphisme logique de topos et que (TTf,f*) 

est un morphisme géométrique du to pos ê / A au topos~ /8. 
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Proposi t ion 2. 1. 

Sad ê une. c.a.:té.g oJu.e. a.v e.c. pttodu.Lt.6 6,[bJt.é.f.i. AloM polLlt. t ou;t mo1t.ph,wme. 6 A ~ B, 

le. 6o nc.t e.uJt. 6* a.dme.t un a.djo-i.nt à ga.uc.he. t
0 

:'e /A--'?G / B , 

E 
O 

f.ie.Jt.a. dé.6,[n-i. de. la. 6a.ç.on f.iu-i.va.nte. 

~/A ---------~ l/B 

La propos i tion résulte de 1 1 isomorphisme naturel entre les foncteurs 

et t / A ( . , f* ( . ) ) 

Dan s un topos, pour tout morphisme f : A--➔) B, le foncteur f* admet aussi 

un adj oin t à droite. Le théorème est appelé le théorème fondamental de la théorie 

des. t opos. Pour le démontrer, nous u iliserons le lermne suivant : 

Lemme 2 . 1. 

Sad G un topOf.i, C ot ) A, un mo1t.ph,wme. de. 't e.t .t.uppM onf.i que. le. d-i.a.gJt.a.mme. .t.u-i.va.nt 

u t un pttoduU 6,[bJt.é. da.nJ.i G . 

.1) 

hl ' p. f. 

A --------B 
f 

AloM h = .ri... o ),, ~ != g ( X) = 6 (a.) ~ CX. ( x ) = a. . . 

où a. E 'VA, x (:.Ve • 

Dans Ens, en effet, D = { (a,x ) E: A x C / f(a) = g(x) } 

Donc si g(x) = f(a), (_a,x) é D. Par conséquent, h(a,x) = a et À(a,x) = x. 



I I.15. 

Cor.ir.ie h = o( o )\ , °'- ( x) = a~ 

Théorème fondamental de la théorie des topos. 

Sail~ u.n .tapo.6, e,.t 6 : A~B u.n moll.ph-wme. de.G. Af..oM c.e. 6onc..te.Wt c.~a.nge.me.n.t de. 

ba.J.ie. 6* : t /B--) GIA a.dme..t u.n a.djo,i,n.t à cl>toile. 7T O : ~/A---i / B · 

La démonstration étant assez cl aire dans l'article de référence du mémoire, 

n' a pas été reprise dans ces no t es. 

De l a on déduit un corollaire três important. 

Caro 11 ai re 2 .1. 

Sad , u.n .topa.6 e,.t A E: / t 1 . AloM 't / A u.t u.n .topo.6. 

Dans '8 / A, le p1t.odu.il de deux objets X--x __ A et y __ Y _ __,A sera le morphisme 

Z xx.y A obtenu en faisant le produit fibré de x et de y 

l 1 éga.l,i,,6a..te.u.Jr. de 2 morphismes (y,s,x ) et (y,t,x) est ce morphisme (x, eg(s,t) k) 

où eg(s , t) est l'égalisateur dans~ des et t et où k = x o eg(s,t). 

Nous avons donc la représentation su i vante 

y 

f..'a bje..t .teJtm,i,na.f.. est idA. 
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TA 

l ' obje;t c.la/21.ii f uin;t l v.i monomo1tphb.ime.1.i de. C / A est n x A -----A et 

l e. mo1tphb.ime. 'lr de. G / A est : 
A=====A 

<"'A, A) l ©A~ 
nxA ~ 

so i t un monomorphisme 

ce monomorphisme dans GJA est donc détenniné grâce au sous-objet X de Y et grâce 

au morphisme y défini sur Y. 

Con sidér ons alors ('f t'y) · et montr ons qu'il est le morphisme caractéristique 

de (y, t , x) : 

le carré suivant est un produ i t fibré de t /A : 

X ______ x ______ A 

!: ~A/ (-V-A , A) 

/~ 
Y----------~ . nx/l. 

l e.J.i e.xpone.n:üe.Uu existent dans G / ol 
car pour tout X ) A, le foncteur produit 

c(. X - 'f / A---)g / A admet u~ adj oint à droite en effet 

c,( ·X - = GIA 

et comme cl.*et I.ol..ont des adjoints à dr oite,cx.x- en a un aussi. 

Déf i niti on 2 .. 1. 

Un 6onc.:te.uJt F d ' u.n :topoJ.i G 1 a u.n ;topoJ.i G z v.i;t u.n rrio1tph.A/2me. logique. de. :topoJ.i 1.i,i, F 

plté.J.ie.Jtve lu .eJ.m.Ltv.i 6,i,n,i,v.i , c.u e.xpone.n:üe.Uv.i , l ' obje;t n e;t le. mo1tphb.ime. 
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Proposition 2.2. 

Si 6 : A ) B u.:t. un mo1tphl.6me. d' u.n .:t.opof.i G 
1 

a.loM 6 'e. /B ) ~/A eo.:t. un mo1tphl.6me. logique. de. .:t.opof.i. 

La démonstration se trouve dans 1 'annexe 7. 

Définition 2.2. 

Soie.n.:t. '! 1 , ~ 2 de.ux .:t.opof.i. Un mo1tphLome. g éomé..:t.tu..que. de. ~ 1 à ~ 2 eo.:t. un c.ouple. 

U = ( U* , U*) de. 0 onc..:t.e.l..1/t,6 :t.e.lf.i que. : 

( i J u* : ê 1 ~ t 2 • 

(,l,l) U* u.:t. a.djoin.:t. a gauc.he. de. u*. 

( ,l,l,[ ) lJk C. 0 nf.i e.lt V e, f el.> -Ü.Jn,,{;te,o O ,tn,te/2 • 

Lu 6onc..:t.e.uM U*, U* J.i'a.ppeLe.e.n.:t. 1te1.>pe.c..t.i.ve.me.n.:t. l'ima.ge. d.A.Jr.e.c..:t.e. e..:t. l'ima.ge. 1téc.i~1toque. 

du mo1tphl.6me. géomébuque. U. 

Propositi on 2.3. 

Soli 6 : A--) B un mo1tphl.6me. d'un. .:t.opof.i ~ . 

AloM (1T0, 6*) eo.:t. un mo1tphl.6me. géomé;t)uque. du :t.opo-6 't:. / A au :t.opof.i ~/B. 

La proposition résulte du théorème fondamental et du fait que rf est adjoint 

à gauche de f*. 

0 

0 0 



3. EXISTENCE D'UN OBJET INITIAL 

DEFINITION DE LA VALEUR 11 FAUX 11 

DE LA NEGATION 

TOPOLOGIE DE LA DOUBLE NEGATION 

Soit t un topos. 

Conmençons par démontrer l'existence d'un objet initial dans,G. 

II. 18. 

Remarques que dans Ens,cet objet est l'ensemble vide puisque pour tout ensemble A, 

la seule application de source~ et de but A est 1 'application de graphe vide. 

Générali sons. 

Définiti on 3.1. 

Po'5o n6 0 ~ 1 = / V' x x = flr / <P >7"""--> 1 où. X E. V rt 

Constatons que dans Ens, cette fonnule n'est pas valide : en effet, n = { 0,1 } 

et j/\r/,; prend toujours la valeur 1. 

Par conséquent 

Le t héorème 3 .1. va nous affi nner que O~l est un objet i ni ti a 1 de G . 
Nous avons besoin du lemme 3.1. 

So,i,e.n;t A e 1 ~ j e;t, A '( > 0 . Ai..oM 

,i,) A a. u.n '5e.u1. ,5ou.,5-ob j e.;t, : 

c.-à-d lu ,5e,ul,,5 monomo1tph,u.,mu da.M A ,5·on;t, lu ,i,,5omo1tph,u.,mu da.n-6 A. 

ü l ,5,(, B E:. 1 i I a.loM il e.w;t,e. a.u. plM u.n mo1tph,u.,me. A ~B. 

En pa.lLÜ.c.U.Üe.Jt, 0 n'a. pM de. MM ·-objw pltOp!tU (c.-à-d =p. ,i,dol. 

S,i, B E. j ~ [ a.loM il e.w;t,e. a.u. plM u.n mo1tph,u.,me. 0 ) B. 

. 1 
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Démonstration : 

i) Montrons qu 1 il existe un seul morphisme caractéristique de A dans n. 

Il suffit donc de prouvE~r que si ~ : A➔ n, alors À = A---,1 1tr) n 

Soit le diagramme où le carré est un produit fibré : 

A 

' ' 
,;;J o' ) ) ·S"l 

1 P. f . lT 
0 > 7 1 

Donnons un petit mot d' ex plication 

. S"l = . S"l x 1 par conséquent : 1r : S"l "-?1 est 1 a projection canonique. 

1 est u~ objet final donc 7T0 o À = A -"--➔ O)>---➔) 1. 

Comme .le carré est un produit fibré, A et r se factorisent à travers 

respectivement 0~➔- 51 et O' )0, grâce à,-. . 

Rappelons-nous que · 1f - S"l est adjoint à gauche de7r~l 

comme -'7- = :72:( O~l) 

= 1i i ( 'r,. < ' .. 'Ir )_Jet>>

= 1r -1 ( i,"_ ~ 1 X -= l\ï / X ) 

-1 r ,._ 
= T _ Si ( 1 • " > Si) 

nous avons que _ "l,- ~ 1 l1r :> n - ~ 

Donc il existe O: Q_'._ _ _: ___ L1 ____ tel · que.. .ll'}--=....L1L0-6-. 

Par conséquent, - À=- l'l/ "'·}'--- ~ -- llr- o ~ o -fa--~ A~ 1_ 11r 

ii) Supposons que f et g soi ent 2 morphismes de A dans B, montrons que 

f = g. Pour cela, cons idérons e~f,g) : c'est un sous-objet de A; 

donc, par i) eg(f ,g) !.'!. idA, c-à-d f = g_. 
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Théorème 3.1. 

Va.M un :topo.6 G, l' ob j e:t O e.1.:,:t in,,i,;tlal. 

Démonstration : 

A cause du lemme, il suffit de prouver que si X E: 1'8. /, il existe un morphisme 

o-~)X. 

Con sidérons la projection _1fo--:_Ô_Y...X _ __ Q. __ 

Comme O n'a pas de sous-objets propres _,du théorème de factorisation 7.3., il 

r és lte que "ffo est un épimorphi sme. 

~ est aussi un monomorphisme, en effet 

si 
). 

-A ---~> 0 x X , si 
p. 

alors nous avons un morphisme A ----)0 et par le point ii) du lemme, 

nous obtenons >.. = }J-. 

Donc , par la prop. 1.1. du chap . r;r0 est un isomorphisme. Par conséquent, 

i l existe un morphisme f : o--➔ O x X tel que T 0 a f = id0 et 

f O iro = i d,o x x 

La composition de ce monomorphisme f avec 7Tx est un morphisme 

0 f OxX "lx , X 

cqfd. 

Déf in it i on 3 . 2 . 

Soli ê une c.a.:tégo.tue. Un obje:t X de'& e.1.:,t un obje:t ,i_n,l;U__o,_,l 1.i;tJUc.:t. 1.ii X e.1.:,t un 

obje:t ,i_n,,i,;tlal e:t 1.ii tout moll..phJ.J.ime A--➔) X de ê, e.1.:,:t un il.iomoll..phJ.J.ime. 

Proposition 3 .1. 

Va.M un :topo.6 ê, , 0 e.1.:,:t un obje:t ,i_n,,i,;tlal 1.i;tJUc.:t. 
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En effet, soit A ( )O. 0 é ant un objet initial, Ô est un épimorphisme. 

1 est aussi un monomorphisme : 

ca-r si o ➔ 0 tel que - t - 0-

eg(.,\ ,f-) est un sous-objet de B qui, par 1 e lerrme, ne peut être que id8, 

donc 'A = jJ- . 

Donc, d est un isomorphisme. 

Nous en déduisons le corollaire 3.1. 

Van-6 u.n ;topM 'e , poUJt ;tou.;t X E l '8 1, 
0 

(P (X) poM ède. u.n p.R.u..6 pe;ta Uéme.n;t, a -6avo)A O > X · ). X 

S,i, 6 : Y---, X e.-6;t u.n mOl!.phJ..-6me. de. 'e, { 1 pll.é/2eJtve. te. plu.-6 pe;ta é.lé.me.n;t, c.-à.-d 

{
1 

(oxl = oy 

. 0 
Rem rquons tout d I abord que O )-~X est un monomorphisme : si f est g sont 

d h • d - t d b t f t d 1 a 2ème t • eux morp 1smes e meme source e e u o, = g en ver u e par ,e 

du l emme. 

Il est évident que oX est le pl us petit élément de(P(X) 

pour ·tout d.: A >----)X de O'(X), oX = c:i(. 0 0A 

-1 
f (ox) = Oy car le carré suivant est un produit fibré 

T,~ 

' ' ~ ~ 
.s Ü=====Û 

0, l P-f, l°x 
Y------+X 

f-
a) l e carré est évidemment commutatif. 

b) soit set t 2 morphismes tels que f O s = oX O t 

Montrons que s = oy O t: mai s commet: T~O 
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et que set Oy ~ t sont 2 morphismes de source Tet de même but, il en 

résulte par le lemme que s = Oy O t. 

Nous avons maintenant tous les éléments pour définir la valeur 11 faux". 

Rappelas-nous que dans Ens, n est une paire : 

n = {Ü,l } où O est appel é le "faux" et 1, le "vrai"; 

ou encore ces 2 valeurs peuvent être considérées comme 2 constantes, c-à-d 2 

appl ica t ions de source 1 et de but n : 

la première associe à O la valeur "faux", 

la deuxième associe à O la .valeur "vrai". 

Notons faux et .1.r ces deux applications . 

faux et 1r étant des applications de but n sont aussi des morphismes caractéristiques 

faux = ID 
r 0>>--➔>1 

(\j = lD 
1 1-,--➔, 1 

ces nota t ions sont généralisées dans un topos quelconque. 

Définiti on 3.3. 

6aux = 'fo~ 1 
Faux u.t la oOllmu..le. ( oaux = ,v-J 

faux est un morphisme 1---) n et Faux est une formule de'll . a'(Faux) = <f;". 

Nota tion . 
faux 

Notons fauxX, le morph isme : X--➔> 1 ----➔ r. 

Dans Ens , ce morphisme vaut partout O et donc est le morphisme caractéristique du 
ox 

sous-obj et O) >X. 



Il est clair qu'en général 

puisque dans le diagramme suivant, l es 2 carrés sont des produits fibrés 

0 === 0 }>----) 1 

l I H · 11\r P.f . 

faux 
x---➔ 1 > a 

Donc , ét ant donné l'ordre défini surf (X,O), 

Remarque : 

Si x1 ... xn est une suite de variables distinctes de types x1 ... Xn 

-........ 

Dans Ens par exemple, aucun n-couple de x1x ... xXn ne satisfera jamais cette formule. 

Proposition 3.2. 

Soli§ une 00.1t.mu.le e:t :t. un :t.eJt.me de. j:_ype. a de J ~ . AloM 

,i,) ~ Faux-» f 
( c-à-d ~ Faux ~ t = 'lr) 

Définiti on 3.4. 

So,i,en:t. X e- /t l e:t A > a.. > X e (]>{X l 

PM c.oM éque.n:t. c(. ➔ OX v.,:t. au.Mi un 1.> ou..6-obje:t de X. 

Nou..6 .te no:t.on.-6 : 7 ~ 

.o 'il n 'y a pa...~ de c.on6u..6,i,on, nou..o le no:t.Vton.-6 1 A ou enc.o.tte A . ➔ 0. 
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Remarque 3 .1. 

Comment interpréter ce nouveau sous- bjet de X? Rappelons-nous que pour A, B, Y 

E 0:, ( X) nous avons : 

A/\ Y "-B 4=:) YkA ➔ B 

Donc A -;} B est le pl:us grand sous-objet de X tel que son intersection avec 

A so i t B. 

Par con séquent 

lA s 'appelle le pseudo-complément de A dans X. A juste titre d'ailleurs puisque 

dans En s , 7 A =-g·X A, c-à-d le compl émentaire de A dans X. 

--
Nou s déduisons de cette remarque la pr oposition 3.3. 

Saaxe l~) u A,BE:. cY(X).AloM 

.{.j A 1::. B ~> AI\ B = 0 

li ) A ~ 77 A 

Nou s avons défini une transformation naturelle 7. : (P~f définie par la famille 

d' app li cations _ (_7_X--)-x-E rt•ï •• 
où ·7 X : @(X) ) t?(X) qui à tou t sous-objet .al, associe le sous-objet 7Q(.. 

Elle es t naturelle car pour tout X, Y E=/t/ et f: X---4)Y, le diagramme suivant 

es t commutatif : 

~x) 7 x ~(X) 

~~r rf-, 

fr( Y)1-------...i.) (j> ( t) 
7 1 

En effet , quelque soit f3 : B)---> Y,\ 7 0-7 
{f>) 

Comme l e foncteur a> est représentab l E: et isomorphe du foncteur t .( - ,.ri ) , nous 

pouvons transporter 1 'opération 1 sur ~ (-,n) et définir une nouvel le transformation 
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nature 11 e 7 : t ( -, Q) --) C, ( - , n) · 

Elle se ra définie par (7x) x·e:l~I oùlx :t(X,Q) >~ (X,Q) qui à chaque 

morphisme caractéristique 'Pi , associ e le morphisme caractéristique 7~d.. tel que 

7 ~d, = lf7cJ. 

= f d.. ~ 6auxx car1ol..= rA. ~ OX 

Cette t r ansformation étant naturelle nous en conluons 

pour tout X, Y E.l~j et f: X )Y 

1 , 1 <f o1, o o i = 1 tf d,. o o l 

La proposition 3.3. peut aussi être t ranscrite danst (X,n) et devient 

So ient .. lfof.. , lff-> E t (X, n) 

lfcÂ, k._'f7~ ~ 'f «.I\~ = 6auxx 

- f~ I\ 7 ~,;;.. = 6auxx 

tp<I\ ~ 71 lf' d... 

Comme toujours, chaque fois que nous définissons une opération sur (P(X), nous 

aimons l a représenter par l 'opératio correspondante sur Q. 

Il y a pl usieurs manières d'agir, éq ivalentes : 

1) a première est d'appliquer le lemme de Yonoda à la transformation natu

elle 7 :t(-, n) ----,l (-, Q) ; ce lemme nous fournira un morph i sme de n 

dans n représentant cette opération. 

2) a deuxième, la plus intéressante ici car elle construit ce morphisme 

en su i vant pas à pas notre i ntuition ensembliste. 

Consi dérons cette deuxième façon . 

Soit un sous-ensemble A de X : il lu i correspond intuitivement un énoncé a à une 
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varia ble libre dans X et A serait 1 'ensemble des 

éléments de X satisfaisant cet énoncé. 

Le sous -ensemble 7 A de X est alors as socié à l'énoncé 7 a qui est vrai ssi a est 

faux . 

Il est alors logique de représenter l'opération (A~1A) par l'application de Q 

dans Q qui 

à la valeur "vrai" associe la valeur "faux", 

à la valeur "faux 11 associe la valeur 11 vrai". 

c-à-d s i on note cette application par 7 , 7 est définie par le schéma suivant 

7 {0,1}--- {0 ,1 } 

0 1 

1 0 

Donc7 est le morphisme caractéristi que du singleton {O } S. { 0,1} 

c-à-d 7 = lf' {o} 
= 

If l ~1} 

= 'f, l 1 ~ .ri ) 

Dans un t opos G quelconque, cette opération 7 sera aussi représentée par le 

morphisme de .Q dans Q : 

7 = idri _ ➔ Qau.xQ _, 

remarquas que ce morphisme jouit d' un e propriété intéressante puisque 

pouJt :tou.;t lf"' : X--➔) .Q 

1 7 lf ~ = 7 0 ~ d. l 
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c-à-d dans Ens si~ est associé à n énoncé a, puisque~~ donne la valeur de vé

rité de a sur X, 

la prop. f,d\ = 7 'o ~~ veut dire : donner la valeur de vérité de 

1 'énoncé a, c'est ier celle de a, résultat qui avait été annoncé 

et qui nous avait permis de définir le morphisme 7. 

Pémontrons ce résultat dans le cas général : 

puisque : 7 = idQ + fauxQ nous en déduisons que 7 = 7 i~Q 

où idQ est un morphisme caractéristi que de~ (X, ~). 

Par con sfquent, soit 'f' E ~ (X , S"G ) montrons que· : 
CL • 

7 i dQ a y> a = 7 tp CL 

or l 'opération 7 est naturelle. 

Donc : 7 i dQ a t.p a = 7 ( i dQ a lp a ) 

= 7 If a 

Proposi t ion 3.4. 

-l) 7 oa.u.x = 'V' 

li ) 7"1" = 6aux 

,lli ) i = lf oa.u.x 

Fa isons d'abord une remarque à propos de faux et-v: 

Nous savons que faux = 'f O > >l 

1.r = If 1)---)1 

donc fa ux et'tr peuvent être considérés, soit comme sous-objets de S"G , soit comme 

morphismes caractéristiques. 

Voyons que dans ces 2 cas, les propriétés i) et ii) sont satisfaites. 

Considérons d'abord le cas où f aux et,.,,- sont des morphismes caractéristiques. 



II. 28. 

fax = 1o)---?l et est donc associé à un énoncé à une variable dans 1 qui 

n' est jamais satisfait. 

L' énoncé associé à 7 faux le se a toujours et donc :[7 faux 

Le raisonnement inverse aboutit au résultatj4 'lr = fauxl • 

Si tt.rest un sous-objet de- n,nous aurons aussi :["1 'Ir= faux\, 

c- à-d : si i = 0>),--~).rl , al ors r.r ➔ i = faux . 

Il suffit al ors de prouver : eg ('f O ~ n, i dn ) = If Or--; 1 

=f ' d , 1 

c-à-d si x--f-> n égalise idn. et ip O ~ n , il faut que f se factorise 

à t ravers 'f O ~ l. 

Ce pendant, nous avons les équivalences successives suivantes 

f égalise id
12 

='fo>----?1 o C o~ c est l'unique morphisme de X dans 1, 

cqf d. 

Nous avons alors directement le résultat iii) : 

en effet puisque l '11" = faux , <f faux = 7 <f,v

= 7 id12 

= 7 

Il nous reste encore à vo i r que si faux est un sous-objet de n, alors 

l l faux = 1.r 1 • 
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Dans Ens,ceci est ilTITiédiat puisque faux ~ { 0} et 1re=:! {l} . Ils sont donc 

complémentaires. 

Vér ifions dans le cas général : 

dans <P( r;2.), 7 faux = faux ➔ 0 ~ Q 

= eg ( lf faux /\ Q ~ Q , If faux) 

= eo ('f.O>-➔ r2 ,lffaux) 

= eg ( 'fo>-~r2 , 1 ) 

pour que 7 faux = 'If, il · faut que tout morphisme égalisant 'f.o ~ Q et 7 se 

fac t orise à travers itr. 

0 
Don 0) X >X = ai, ~ Ox· Nous t irons alors la conclusion suivante 

Eta t donné la caractérisation de l I objet cJ... ~ Ox ) 

( pour tout -f:L-G.._ d_)_l X ) _ _ : - ~ --- !:.:...- r;;.__-}--Q k - ~ --d... "f, = 0x ) 
~ est tel que le seul sous-obje t de CF>(X) ayant une intersection vide avec 

ci(. est OX. 

Donc : d.. = i dx • 

Par conséquent , t.p d-. -= X.--, 1 ~ r2 • c-·à-d que \f o(. se facto ri se à travers 'lr. 

Cec i achève la démonstration de l a proposition 3.4. 

Défi niti on 3 . 6. 

Soit if une formule de L ! . 
Nous voudrions nier cette formule, c- à-d exprimer que 11 nonJ II est toujours satis

fai t e sauf quand i 1 'est. 

Dans Ens , si { a1 ... an } = a-(_ f), il f audrait alors que I non li = A1x . . . xAn -
al. ... an 
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c-à-d I ont/a a 
1 .. • n 

= If! al •.. an 

= lt ➔ Fauxj 

Nous all ons alors poser cette nouvel l e fonnule 

non. f =.~-,Faux 

non. i -6 eJta. no :tê. : 7 f 

Remarque . 
' ' 

( 7 ·½ j S - l l f / 5 où S e..6:t une. -6uUe. de. vaJUable..6 c.o n.:te.n.an.:t cr ( i ) 

Propositi on 3.5. 

Si I' e..6:t une. o otunule. e.:t :t e..6:t un. :tvune. de. :type. n de. èl "!, , aloM 

,i_) - 1= _ val -=i f ---=- _:,_ ( val _{_ ) 

,{,V) - F 7 { f "- 1 f ) 

puisque la va leur de vérité de la formule1f est la 

né g a t i on de ce 11 e de f . 

puisque la conjonction d'Ùne affinnat1on et d'une négation 

donne comme valeur de vérité le "faux". 

dans Ens)nous aurions 1 'égalité. Ne nous satisfaisons 

donc pas de 'ce cas particulier pour comprendre la proprié

té et démon trons-là. 

Vé ri fi on s que __e_~~1-~ lt.ï 

c-à-d que /t·I '- J J LI::_,__ __ 

Résultat annoncé dans la proposition 3.3. 

c-à-d ! " l f n'est jamais satisfaite. 



car J_f_ 1 ~_ ll Lfï_ 

Signalons une série de propriétés li an t la négation et 1 'implication. 

Proposition 3.6. 

Soie.ru: f u. 'f 2 6oJunule..6 de. i t . Alon.1.:, : 

il F - l -4'--~ --1-{_)_ __ 1:;-?- _7.._(_l,_l\__'f'_) __ _ 

., ) f 
.u ___ ~ _ t;.-1-r_____,.__1-L)__~--\-f- ~n-Y- )----
•• ') J:. 

.{,,(/4 --1=-(-- ~ - ""?"-l¾J}- ~l-1 If- ~ -1 ~) -

ivl - F- i.:1 - l i" 4') ~ l ,,_ i- "71 lfl)

vl -F 7 f-- ~ --- 7 _7_7 I 

Défi ni ti on 3.7. 

II.31. 

Sail 'e, un. .:topo-0. On appeU.e. .:topo.log,le. -0U/l. 'E un mo1t.pfu.6me. j :n ---"?· Q .:te..l que. 

-<.) j O "'"' = 1\/'" 

ü) j O j : j 

,lli) /\ o ( j X j) = j o /\ 

Constatons que dans Ens, j ne peut être que 1 'identité. 

Propositi on 3.7. 

Van.!.) un .:topo-0 t , .le. mo1t.pfu.6me. 71 :_ n7 rl.e..6.:t une. .:topo.log,le. . 

pui sque : 7_7 /Ir__:..._ 11.r ____ ___ _ 

t=,. _7 7 _ <,E --~ - L7.U..-i

- F--,._7-_(_f _ f\-_1y_\ -~ - 7 .7 i " 11 4' 



Introdui sons le faux et la négation dans ±l 

Dans ~l, l 'o bj e:t irutio.1. 0 est 1 1 app 1 i cati on vide : </,---, 'P 

Considérons cette application comme n sous-objet de]: 

Nous avo s donc le carré : 

© 

II. 32. 

Ce sous-objet, je peux 11 associer à un énoncé à une variable (qui peut prendre une 

seule va leur), qui n1 est jamais sati sfait. 

Qu.el. e..6 .t .6 on mo11.ph,l.6me. c.aJta.c;têlrÂ,6,t,lq u.e. : 

Puisque 1 1 énoncé associé à Q)r--)J n 1 est jamais satisfait, sa valeur de vérité 

sera t ou j ours le 11 faux 11
, c-à-d que l e carré 

_ ...... l 1_0..;....>_>_._1)..;....~ --➔ {0,1,27 

lw 
----- -~ { o, 1} 

( If o ~ 1d 2 

sera t el que f<f 
0

~ .
11 

); - ( o) -= o , ; ::. 1, 2.. 

Ce carré est le morphisme que 1 10n note 0a.u.x. 

A ce morphisme qui est d 1 ailleurs une constante, on associe une nouvelle formule 

lfaux = rv-Jque l Ion note Fa.u.x. 

Faux n1ét ant jamais satisfaite, quelq e soit la suite de variables a1 ... a , par . n 

rapport à laquelle on l 1 interprète, il est évident que jFa.u.xj- = O~A1X ... XA • 
a.1' '.a.n Vl 

Inbtodu.,0.,o n.6 ma.,ln.te.na.n.t l a. néga..t,lon. 

Soit A r-..__4)'/t un sous-objet de 'i, 

soi t a 1 1 énoncé associé, 
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Nous all ons définir le sous-objet , !A et voir ce que devient l 1énoncé "non a" 
associé à , /A. 

Conme dans Ens, nous voulons que "no a" soit vrai, ssi a est 11 faux 11 et vice-versa. 

Par conséquent, (71\) 1 (qui par défi ition est {se X1 ls satisfait "non a11 et x(s) 

satisfait aussi 11 non a"}) 

sera : -~ x,r---A-1--11.__CIP _ _i,_g_X-l - A 2.) 

c-à-d : -~ x1- ~ ~ Ç--A.l.) J-- __ 
et : _µ) 

2 
- g__X-l-· 82 ___ _ 

En outre , si 11énoncé a est possible , (c-à-d faux dans Xl mais vrai dans X2), 

11 non a11 ssocié sera faux (puisque vra i dans Xl mais devenant faux après la trans

formation liée à x). 

Une rema rque concernant la double néga tion. 

Dans Ens , tout ensemble A était égal à sa doubl€ négation 

Dans ~L ,il n'en est pas ainsi, en général 

/A ~ 71 /A sans que /A -== 71 #\ 

Nous l e comprendrons plus facilement sur le diagramme suivant 
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7A\ est l 1application : X1- ( A1 V 8 ) ---- Xl- Al 

d'où :11 /A est l 1application : BU A1 ) At 

A partir de ce diagramme,observons aussi que 

pou r tout s E: X1- lA1UB):ssati sfait 11 non a11 ssi x(s) le satisfait encore, 

pou tout r ~ A1 u a:r rend 11 non a11 faux ssi x(r) le rend encore ·faux. 

PM c.oM é.que.rit, un é.nonc.é. "non a." ne. J.i eJta. jama.,u, po-01.ii b.te.. 

No M e.n d é.dU,<.J.i o Yl..6 ma.,<.n,te,nan,t .te. mo.1t.ph:M me. c.a.Jt.a.c;té.Jt.M tique. 

(~lA\ ) l sera 1 'application Xl 

s 

(lfl /A) 2 sera l 1application X2 

r 

{0~1,2 } 

1 si ~ E. X 1 - x-1 (Al) 

0 si S E x -i {AL) 

{0,1 } • 

1 si r E:.. X2.-A2. 

0 si r i: AL 

NoM noM ,Ûna.ginon..6 .ta. 1t.e.p1té.1.ie.rita.tion de. .ta. né.ga.tion da.Yl..6 JL ·. 

Ce sera l e carré : {0,1,2 } · {0,1,2 } 

wl 
{0,1 } {0,1 } 

OÙ 71 associe à 0 la valeur 1, 

à 1 la valeur 0, 

à 2 la valeur O. 



et où 1 2 associe à O la valeur 1, 

à 1 la valeur O. 

NoM a.vo Yl..6 a.M-6i dé.oùu. la. 6 M.mul.e. 7 f 

II. 35. 

qui prend le même sens que 1 'énoncé 11 non a" associé à un sous-objet A de X. 

Par conséquent, si a1 ... an est une suite de variables distinctes, telles que 

(J""( !) ~A1x ... xAn 

1, f 1 ·---~ -.7 .1 ! J. 
a1···an a1···an 

comme an oncé dans le cas général. 

Vé. 6in.,l,t,i.on d'une. ~apologie.. 

Comme topologie dans ~l, nous aurons deux possibilités 

la première j = (jl ,j2) = ( i n 1 ' idn2) 

la euxième j = (jl ,j2) tel que j2 = idn2 

et jl = nr~ nl 

0 

0 0 

o~o 

1 t-+l 

2~1 



4. UNIONS FINIES DE FORMULES OU DE SOUS-OBJETS. 

NON V LIDITE DU TIERS-EXCLUS. 

STRUCTURE LOGIQUE DE L'OBJET n. 

AMORC DES TOPOS BOOLEENS. 

EXIST NCE DE SOMMES FINIES. 

Dans tou t ce paragraphe, t désignera un topos. 

II. 36. 

Nous voul ons introduire le symbole V (qui est 1 'équivalent du 11ou11 non exclusif de 

Ens) dan s la construction des tennes , des fonnules et des sous-objets. 

Rappelon s-nous la table de vérité du 11ou 11 dans Ens 

0 

1 

0 1 

0 

1 

1 

1 

c.!. à-d qu ' elle définit l 'Opérati-ony sur n 

V 
-----'---------"'> { 0, 1 } 

t----------- 0 

{O, l } X {O, l } 

(0,0) 

(0,1) 

(1,0) 

(1,1) 

i----------➔ l 

Si nous nous souvenons de 1 'ordre b (à savoir Ob 1) sur n, nous constat6ns que 

V associ e à chaque couple de n x n , 1 'élément max. correspondant. 

Tradui sons cette table de vérité dansie , c-à-d définissons un nouveau terme 

t v w où t, w sont deux tennes de type n de el. g . 

Posons : 

µ;v_\V _ _ :,_ val _ 'If~_ ( {_1::._f:...A_ t:-_ W~ x )_----':t-x, __ ;::_ /U:' ·). -l--
o C - X-- E.__)/__ n , _ L ~a:_(_!:)_v_c(_w) 



Nous voyons par exempl-e dans Ens : 

si t et w valent 0, x ne vaut pas 1 dès que x ? 0 

donc la formule _1f.,,,__( ( _ t,_1=,_x._!.1.__ 'W_!:.._x__ )- --r-><--:: . Ar 

est fausse dans ce cas. 

c-à-d t v w vaut O. 

II. 37. 

Mai s dès quel 1 un des 2 termes (t ou w) vaut 1, la formule est satisfaite, 

et l e terme t y w prend alors l a valeur 1. 

On a don c (ê~!:.._v_.w'_ )_ : _ (i.'.'._( !:.)_ ll_ cr:_(_w )- _ 

J:_(_!:._v...W.)_ :._ O 

Nous acceptons sans peine la remarque 4.1. 

S,l t , t' , w, w' .6ont du -teJunu de, t ype, o tw qu.e, ,= t = t' e,;t.p,w = w', ai.01u) 

F t v w = t' v w' . 

Proposit i on 4.1. 

Su.ppoMn-6 qu.e_ -t1, -t2, .t:
3 

.60-le.nt du -tVtmu de, type,. o de, i< -e, . AloM 

,l) -l=---1:..j - b.-t:1--V-.t.z.-- paU!t j = 1, 2 

li) l;:.. ( é1 ~ l:2.) /\. ( C-2. f:... l:=3) ~ ( t:1 V 1:2. ~ C:3) 

Cett e proposition traduit dans l t que t 1 v t 2 est le maximum(pour 1 'ordre ~ 

déf i ni sur o) de t 1 et de t 2; ré su ltat annoncé pour introduire la définition 

de 1 'union de 2 termes. 

Venons-en à 1 'union de deux formules i et~~ 

Dans Ens , la table de vérité de "ou" servira à donner la valeur de la formule Jv~, 
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c-à-d fv <y sera satisfaite dès que 1 'une des 2 fonnules 1 'est. 

Nous déf inissons donc, à juste titre, la formule ivo/ de cette façon: 

Déf init i on 4.2. 

Soien:t f e;t 'f , 2 noJunule.-6 dei. t . Po-6oYL6 : 

l f V y '=.- Val. _f ____ y_ val. r --=- /ll::_ 1----

Nous obtenons le résultat suivant, é ant donné la prop.6.1. 

- FVàl li"-~) - ~ - val _L __ v_ val -r------- - -

-- 1=-- f V o/ -~ _ 1'-'x. (( val ._L ~ - X. . " -·- val --'t'- ~ -X )~X..=-t\.r7 

---OÜ X . q:... 0- l f) V ~ ( ir) --· -----·-------

c-à-d J v \f est satisfaite ssi l'une des 2 est satisfaite, ou encore si la valeur 

maximum de! et der est le 11 vrai 11
• 

Remarque 4.2. 

Si I, I ' , 'I' , lf' ' -6 o n:t du 6 oJunule.-6 de. if.. :t.ellu q u.e F f H $' e;t F 4' 1:--, If! 1 

al.oM : F' ( f V 4' ) ~ t f I 
V If 1) • 

Corollai re 4.1. 

So,i.e,n:t ! , l( e:t. 0 :tlto-<--4 noJunule.-6 de i t . Af..oM : 

,i_) - p;_ f _ ~ --_{ 'f__Y.~,___ _ _ e_f --~ t -~- V- tµ ) -

il ) ) -r::-\i:---~ 6 __ V_ \- lf'- ~S-)- ~(__I_v t' _ ➔-~)_ 

Ce orollaire résulte de la pro. 4.1., et du fait que 

__ j;;;:_ \~ ~ t9_)--t:+ val êf '- va 1 _ e_ _ ___ _ 

De ce co ollaire, nous déduisons 1 'une des deux lois de Morgan 

-- - 1 ~ - 1-~ - ~- l -4'-- r >---- ·L( ~ y_ 4')-11------ -



Il reste à définir l'union de 2 sous -objets. 

Déf inition 4.3. 
. A cl...., Soient : 1 )>----> A 

<J\'l_ et A2.. )>---=--"""') A 2 sous-objets de A. 

Dans Ens, le sous-objet A" v Ai.>"'"v~A sera le sous-ensemble A,., vA, 

Dans le cas général, posons 

[ J..1_v.A,_ __ > "'--""~ } A ~- 1- (a .. E. A-1-) V (a. E.A2.)la- l 

où a E: VA. 

II. 39. 

L1union de 2 fonnules est compatible avec l'union de 2 sous-objets, puisque 

Proposition 4.2. 

Corollaire 4.2. 

S).. A E: { t 1 , a.1.oM V v.i:t u.ne. o pêAa..ti..o n de. -6 u.p1te.mum -6 u.Jt l' e.n-6 e.mb.le. 01tdo nné O' (A) • 

Pfu-6 p1téwé.me.n:t 1.,).. A{ >--->Â, pou.Jt).. = 1, 2, 3, a.1.oJt-6 : 

~ _v_ Az_- =-A>_ ~ --- (- A1-_};:,_ h3- e.:t -Â1_--'=- A1) 

En palttic.u.üe.Jt, pou.Jt :tou;t X.) ) A E. <? (A) , X v O -::. X. 

cela grâce à la propriété suivante 

L'opération V sur ~(A) où A elt) nous permet de définir une transformation natu

relle V entre les foncteurs IPx:lPet CP . Elle est définie par la famille d'applica

tions : 



te l le que VA: @ ( A) ,. ~ l A) ___ ____,,_ 

\ X. ' Y) 

Cette t r ansfonnation est naturel le car pour tout A, B E::- 1 't l 
pour tout f: A--- B 

le diagramme suivant est commutatif 

Ol(A)x 6'(A) ___ v_A ___ __,, 

r:r· 1 
o>( 8) x r?( B) ______ _,_ 

V8 

c-à-d pour tout X>---) B et Y >-----> B : 

[. 6-l IX V YI = 6-l IX} v 6- 1 IYI 

II. 40. 

en effet, f-l est adjoint à gauche de 1/'f et en conséquence f-l conserve les 

limites à droite et en particulier l es supremum (qui sont les sommes dans O'(A)). 

Coro 11 ai r e 4. 3. 

pour : . i = 1, 2, 3. 

Puisque - /\ A3 est adjoint à gauche de A3 ➔ - dans G'(A), nous déduisons 

comme ce qui précède que 

Corollai e 4.4. 
. 

Soient f , ~ et ~ 3 fonnul es de .f ,a 

Alors 

Comme le foncteur lP est isomorphe à t_ ( - , n}, l'opération V sur (l'(A) se transporte 



II. 41. 

sur t (A,.n) en posant: 

pour : "'-,~ E:. @(A) 

cette opération indui.t une transformation nature1leVde l(-,Q) x'ê,(-, n) dans 

t (-,.n.). En effet, quelque soit f : A~ B 

\. ( tf.,1_ V lf ~ ) of : \ lf d, cf ) V ( !f t, 0 f) 
pour ot., f-:. E. !? (B) 

Le lemme de Yonoda fournit une repré sentation de cette transformation naturelle, 

c-à-d un morphisme 

" 
pour tout x E I t 1 

pour tout g( ,~ 6 IP(X) 

Mais essayons de construire nous-mêmes ce morphisme. 

Soit 

dans Ens , soit a (resp.b) un énoncé à une variable dans X, associé à A (resp. à B) . 

. ~~~~ est dans Ens le morphisme ca ractéristique associé au sous-ensemble Au B. · 

c-à-d que <f J..v~ 

Par conséquent, 

c-à-d 

fournit 

lf ri.. V f.:. 

'l,J...v~ 

la valeur de vérité de 1 'énoncé 11 a ou b" sur x. 

vaut 1 quand ua ou b" est vrai, 

vaut 0 quand "a ou b" est faux. 

vaut 1 dè s que 1 '.un des deux énoncés (a ou b) est 

Comme annoncé, nou·s constatons que l ' opérat:ion v· sur Appl (X,n) 

vrai. 

peut être représentée par la table de vérité du 11 ou non exclusif" décrit au début 

de ce pa agraphe. 

Celle-ci peut être considérée comme une application de n x n dans n , c-à-d 

comme 1 e morphisme caractéristique du sous-objet de . ·Q: 
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Nous prouvons que dans ce cas généra l , cette définition est aussi valable. 

C'est 1 'objet de la proposition 4.4. 

Le. mo1tph..wme. V -= 'f(id x """) v ( \,'°' x id,., . ) n . , ~, 
1te.p1tv.ie.n-te. l' opé.Jta..tion ".w.p1te.mwn" dano le. -6e.YL6 où. poWt tou.:t A~ X 

e.;t B ::> ~ > x_ dano • : (J> (.~ ) : 

1../Q., \J l..f f.:. = y O < '/'ti,, J 'f13> 

en effet : r-, =- t.p~- 1 (/\ï) par défi nition du classificateur des monomorphismes /lr, 

-1 _, 
comme : l/~ :. 11'1. o 1... 'fol. , lf(f) > ) A = 1... '-P~, <if..> 7T.z. ( ttr) 

De même : d... -:: <_ 'f r:J.. 1 'f h) -1 .,,. ,, -
1 

/ .v) 

Par conséquent: ,,L.v~ = <.'f"- 1 '-ff.i- 1
) 7r"-

1
(11r)v<-~al.,'ff..>-'-,,-1.-1 (tl.ï) 

= ('f-.,lf~ ) -I (1r_,- 1(ru-) V 71"
1

_1 (l\r)) 

Mais pui sque : 71'" J.. : ..n.,. .J'L ~ .JL 
1 

7r
4 

_, t l\r) ::: id_h_ x. 1\7" : .A. x 1 >--7 A x ..n. 

tandis q e : Tr,, _,. ! ttr) ::: /\r ~ i d..n.. \ -1. K .Jl. ':> ) _n_x_n_ 

Donc: ~ v~-::. <l.fd.,,'f~)-
1 

(,t,-xici..11.. v id.J'l..x11r-) 

et par conséquent: if -:::. lf '.J ·..1 o ( 'fj,'f,?_) 
d,.\Jf\ llr'tt 1..,_n_ \/ l~X l\r "' ~ 

C-à-d : 'frl..Vf.> -: V 0 < '-frJ,. 1 'ffo,) 

Proposit i on 4.5. 

Soil A E:: IG \ 1) A,i_ > )A E: G>(A) poWt ,i_ = 1,2, e.:t A--"-->B . AloM 

-;f ô ( A" v A2.) ::: ~J
0 

A,,_) v {~n Ai) 

Cec i est inmédiat car 3" f est ad.ioint à gauche de f- 1. 

Cal culons que si R '>--7A 

-:tf R = 
et que dans Ens 

Im 

Nous con si dérons inmédiatement le corollaire suivant 



Soie.nt ?i e,:t y 2 6 Oltmui.e.-6 de. J.~ e,:t a. u.ne. vcvua.b.le., a..loM 

F ~o... ~f V~) Hl1c~ f) V {~QI. 't') 
car : l l'a I j al .•• an 

et quel -A est adjoint à 

=- :X -A I fi a al ... a 
-1 n ~ 

gauche deT Aix· .. xAn (ou7rA
1
x ... xA~ est 

canonique de Ax A1x ... xAn sur A_ x ... xAn)· 

Nous arrivons à une des conclusions i mportantes de ce travail 

Le. :Üe.M e.xc..lu. n' e/2.t pM va..la.b.le. da.YL6 u.n .topo.6 

II. 43. 

la projection 

c-à-d la formule i'fli n'est en général pas vraie dans un topos. En effet, si B 

est un sous-objet de A dans un topos , ce n I est pas toujours vrai que B v 1 B = A 

Nous en verrons un exemple dans ~l . 

Définition 4.4. 

Nous avons déjà donné la définition d' une' pré-algèbre de _Heyting, complétons là. 

Un obje.:t A de. t e.-6.t u.ne. a..lgè.b1t.e. de. He.y:üng .6.6Â.. il e.w.te. u.n J.iow.i-obje..t 

j : R ~ A x A .te.t qu.e. (A, j) .6 od u.n o b j e,:t oit.donné. J 

J:R. e.w.te. u.ne. opé.Jt.a.:üon J..n6,unum A pait Jt.a.ppolt..t à (A,j), 

u.ne. opé.Jt.a.:üon hnplic.a.:üon :-> pa.Jt. 1t.a.pp0Jt..t à (A, j), 

u.ne. opé.Jt.a.:üon .6u.pttému.m v pait. 1ta.pp0Jt..t à (A,j), 

il e.w.te. u.n .6u.ptté.mum ~ pa.1t. 1ta.ppolt..t à. (A, j); 

A po.6.6è.de. u.n p.lu..6 pe.:td é..léme.n:t. 

On observe que pour tout objet A du t opos ! (@(A),~) est une algèbre de heyting 

de Ens. 

Remarquons qu'une définition équival ente d'une opération suprémum Vest la suivante. 

Si (A,j) est un objet ordonné 

L'opération v: A xA ~A est une opération suprémum, ssi les axiomes suivants 

sont vérifiés : 



'F-xvy=yvx 

t= (x V y) V z = X V (y V z) 

l==-(XAy)vy = y 

t=, X /\ (y V X) = X 

où x, y, z E; V A te 11 es que x 'f' y ~ z r x 

II. 44. 

L'existence d'un plus petit élément dans (A,j) est équivalente à 1 'existence d'une 

con stan t e O : 1 ~A telle que : 

l=-OAx = 0 OÙ )( E- V A • 

En concl usion : 

Puisque~ est un foncteur repré sentable, isomorphe à~ (- ,5"2 ) et que~ se 

factorise à travers la catégori e des ensembles ordonnés qui sont des algèbres 

de heyting, fit est une algèbre de heyting dans'& . 

Nou s avo ns déjà vu que (.Q. ,~,A, ~,,,,..) était une pré-algèbre de heyting. 

Nous avons aussi défi ni l I opération suprémum v sur n . 

Par le lemme de Yonoda, trouvons une constante qui représente le plus petit élément 

de <J' (X) quelque soit X E Jll . 

ColllTie O >--> X est le plus petit élément de <P(X) et que X~l---➔ n est 
faux 

'f O )>----+) X' nous nous doutons que f aux ( =f0 ~ 1) sera cette constante. 

Vérifions , soit X E J 1:/ • 

Déterm iner O >---?X ouro~x, c' es t définir une .application 

~ (X,1) --> t (X ,rl ) 

qui au seul morphisme X---'71, associ e le morphisme caractéristiquelfo~x · 

Cette application est naturelle en X. Elle induit donc une transformation naturelle 

de t ( - , 1) dans G. ( - ,Q ) . 

Par Yonoda, elle est représentée par un morphisme 1--~) n . , qui est tf o ~ 
1 



Notre conclusion est alors : 

(S"i , ±, I\, 4 , l\r,V, 6au.x ) u.:t une. ai.gèb1te. de. he.tjting. 

Rappelas la définition d'une algèbre de Boole. 

Un e.Memb.te. 01tdonné. (X,~) u.:t une. ai.gèb1te. de. Boa.te. . 

(X, ) u.:t une. a1.9èb1te. de. he.yting e..:t 

'<f x. e X : x v 7 x = 1 où 1 e/2.:t .te. p.lU/2 91ta.n.d é..téme.n.:t de. X, 

e..:t OÙ. 1 X :; X ➔ 0 

Remarquons que X v, X = 1 équivaut à x =77 X -

Montrons la CN X V7 X = 1 ~ X = 77 X 

c-à-d X v7 X = 1 =9 '7' ac=. X ' . . a 6X~a A 7 x = 0 

II. 45 . 

c-à-d X V l X = 1 -===;> 'V a ~ X a Al X = Ü ~ a L.. X 

soit donc a €:: X te 1 que a /\ 7 x = 0 

Comme x Vl x = 1, prenon s son intersection avec a et nous obtenons 

c-à-d : a b. x . 

Mo ntrons la CS : 

ce l a revient à trouver F fv ,i , où j est une fonnule de ./~ • 

Pa r hypothèse l= 77 ( f v 7 E ) H flv :i i 

Or , I= 77 ( i. v 7 f } H 1 ( 1 ti li 7 "1 ~ J vu 1 e cor. 4 .1. 

et F 1 , 1 i " 77 f) 

Par conséquent, puisque != 77 !fv 7 ~ ), nous avons aussi 

t= iv 1 i 

Par con séquent, si X est un ensemble , ~(X) est une algèbre de Boole. 



II. 46. 

Déf initi on 4.5. 

Un -topa.o v.i-t boolée.n .~J.i,[ 7 1 = id çi 

Par conséquent si ci-. : A > ) X est dans d"(X), 7 7 A = A, c-à-d 

AVl A =X. 

Donc si ê, est un topos bodéen, i v ·11 est toujours valide, quelque soit la 

formule i delt. Là alors, nous pouvons admettre le tiers exclu. 

Donnons quelques propriétés valables exclusivement dans un topos bodéen. 

c-à-d si A,B sont des sous-objet s de S 

A ➔ B =-ÏAVB 

c-à-d quelque soit X sous-objet de S 

X ~ ( 1 A v B ) (-) X /'\ A ~ 8 

Montrons la CN : 

Nous avons les implications suivantes : 

X f: (7 AV B) =} X A A f:. (7 A V B) /-. A 

X /\ A f;.(7 A /\ A)V(B " A) 

XA.A ~ B/\A!::B 

X/\A '- B 

Dans un topos quelconque, nous avons donc toujours : j 7 A V B !:. A ~ B 1 

Mont rons la CS : 

A \/ 7 A = S donc : X = X /\ (A V 7 A) c-à-d 

x = (.x A A) v (x A 7 A) 

Or : X /\ A f: B et 

Donc X '- B Y l A 

X/\lA-!:::lA 



c-à-d si A, B sont des sous-objets de X : (A ➔ B) ➔ B = A V B 

Dans un topos quelconque, nous avons seulement que 

(A ➔ B) ~ B ~ A V B 

En particulier (A -> 0) ➔ 0 ? A puisque (A ➔ 0) ➔ 0 = 77 A 

Vé r ifions le cas gênêral et mon t rons que : 

et 

c-à-d 

et 

ce qui est 

(A ➔ B) ➔ B ? A 

(A ➔ B) ➔ B 4 B 

A/\ (A ~ B) ~ B 

B /\ (A ➔ B) 5::- B 

imnêdiat puisque A /\ 

et B /\ 

(A ➔ B) = A " B 

(A ➔ B) = B 

Il .47. 

Montrons maintenant (A ➔ _B) ➔ B = A V B dans un topos t:)oôl~en. 

Or nous avons 1 es :éga 1 i tés successives suivantes . . 
(A ➔ B) ➔ B = (7 A V B) ~ B 

=7(7A V B) v B 

= (17 A /\ l B) V B 

= (77A V B) A l7 B V B) 

puisque A ➔ B = 7 A V B 

= 11 A V B 

= AVB 

car l B V B = X 

car llA = A 

En effet 1=- 7 l ~ A o/') ~ \ f ~ 7 'r' J 
1=- \ ~ ➔ l\t') é:-? t ·1 I Y l~) 

La deuxième loi de Morgan est donc satisfaite aussi. 



II. 48. 

La suite de ce travail consiste à montrer l'existence des limites à droite dans 

un topos t. Nous avons déjà déterminé l'objet initial O. 

Nous allons maintenant définir la sonvne de 2 objets et les coégalisateurs 

de 2 morphismes. 

Nous avons besoin du lemme 4.1. 

Le.o u.ru.on-6 d,l,ojoJ..n;t.e.o -6on;t. le.o -6omme.o , c.-à-d, -oJ.. A. ~A E: a'(A), 
A.. 

poWt J.. = 1, 'Z, A ~ lt / e;t, -oJ.. A1 /J A2 = O, al.oM le. cüa.g1tamme. 

e.o;t u.ne. -6 omme.. 

La démonstration du lemme 4.1. est une application du théorème 7.4., 

ell e est faite dans l'annexe 8. 

Théorème 4. 1. 

SoJ..e.n;t, A1, A2 e:- 1 'f I où ! e.ot u.n topo-6 . 

AloM, la. -oomme. A1 + A2 e.wte. da.n-6 ~ . 

La démonstration est faite dans l'annexe 9. 



II .49. 

Particularisons quelques résultats i mportants dans 1L 

So i ent t et w, 2 tennes de type.il dans I. ~L • 

Nous avons défini un nouveau tenne, à savoir : t v w de type.Pl lui aussi. 

Comment l'interpréter par rapport à l a suite a1 ... an telle que 

O"' ( t) u o- ( w) ç,._ { a·
1 
... an } ? 

\t V w I sera détenniné grâce au carré commutatif suivant 
al ••• an 

Al 1 
X A1 ltvw! 1 { 0,1,2 } 

x A2 X ... 1 n 

j @) w 
a1x ... xan 

2 2 2 
Al x A2 x ... X A; 

1tvw 12 
{O, 1 } n 

où / t V w1i vaut : 1 dès que lt\ 1 ou lwl 1 vaut 1, 

2 dès que ltl 1 ou lwli vaut 2, 

0 dès que ltl 1 et 11/Jj_ 1 valent O. 

OÙ 1 t v wj 2 vaut 1 dès que ltl 2 ou lwl2 vaut 1, 

0 dès que ltl 2 ou \wiz vaut O. 

Comme annoncé dans la prop. 4.1., nous retrouvons ce résultat, puisque [t v w\ 1 

es t le maximum de ltl 1 et \w/ 1 pour l 'ordre .f:._, défini sur { 0,1,2 ,} (où- O b.,2 b.,l). 

De même, lt v wl 2 est le maximum de I tl 2 et lwL2 pour l'ordre ~
2 

défini sur 

{ 0, 1 } ( OÙ O !::2. 1) . 

Définiti on 4.2. 

Soient 4> P-t 1/J 2 formules de i. ~l 

<P v q.r est une nouvelle formule : i v i = val - ! v val 4' = l\ï 

Pa r c onséquent <P v 1/J sera satisfaite dès que l'une des 2 formules le sera. 



II. 50. 

Donc, 

Définiti on 4.3. 

Soient IA1 et A2, 2 sous-objets de /A. 

L'union de IA1 et de IA2 sera un nouve au sous-objet de /A , /fl.1 V /A 2 défini par le 

carré suivant 

© 

A1 

W' 
Al. 

Détenninons maintenant le morphisme v :.9'l.1,Jl.-4..Pl. représentant cette opération 

suprémum . 

Imagi non s -nous plutôt ce que serait une représentation idéale 

Scient le t 'f 2_ sous-objets de A. 

Soient~' e t y des énoncés à 1 variable sur /A pouvant être associés à ces 2 sous

objets. 

à .X ~ Y correspondra l I énoncé II x ou y11
. : 

sur A 1,il sera satisfait si so i t x soit y 1 'est, puisque (X vY) 1 = Xl u Yl 

don c :. V" {(1,0)(1,1)(1,2)(0,1 )( 2,1)} = 1. 

Il sera possible si ni x ni y n'est vrai sur Al, mais si par contre, après 

la t ransformation associée à 1 'application , soit x soit y est satisfait 

sur ~2, 

don c V 1 { (2,0)(0,2)(2,2) } = 2, 

Dan s le cas oQ ni i ni y n'est satisfait sur Al, même pas après avoir été 

transformé, l 1énoncé x ou y sera considéré comme faux, c-à-d V 1 { (O,O)} = O. 



Su r A2 , on retrouve 1 e résultat annoncé dans Ens, à savoir 

V 2 { (1,0)(0,1)(1,1) } = 1 

V
2

{ (0,0) } = 0 

II.51. 

Nous pouvons retrouver facilement les 2 applications qui définissent V grâce aux 

2 tables de vérité suivantes 

Remarque. 

0 

2 

1 

0 2 1 

0 2 1 

2 2 1 

1 1 1 

0 1 

0 0 1 
et 

1 1 1 

Dans ~l le tiers exclu n'est pas val able; en effet si test un sous-objet de 

/A, nous n I obtenons pas nécessairement : '$.. v l '1.. -=- /A . 

Prenons par exemple, le sous-objet, défini par le schéma suivant 

a. 

OÙ B = . { .X E: A1 a(x) é:. X2 } 



nous remarquons que : 

\)K vl~)-1 = X1 V (A1 BUX1) 

= Al\ B 

ci y lJXh = A2 

II. 52. 

Nous savons que pour aue le tiers exclu soit valide dans un topos, il faut que 

ce derni er soit boléen, c-à-d que 7 ·1 = idn 

Nous aurions donc du nous en douter puisque : 

7~ 71 ( o) = 0 

7 "l-1 ( 1) = 1 

mais l"' l" (2) = 1 

ar contre 72l2=id {O ,l } 

La valeu r de vérité qui fait donc di ff iculté est le possible, qui ne s'obtient 

jamais d' une négation. 

C'est d' ailleurs cette valeur, intermédiaire entre le vrai et le faux qui diffé

rencie é-l de Ens x Ens, où là, le t i ers exclu est validecomms dans Ens. 

-
Somme de 2 objets A\1 et IA2 de ~ 

. /Al /A2 
Injectons d I abord ii\1 et dl.2 dans IL x ..Pl de la manière suivante 

tel que 

Ai ------_,_: 1 ___ ➔ ~l ~ l'l'l) x }l UA2,!2) 

i 1 

J \J/1 X W,:2 
'Y A~ 

X n2 

i." l ~) = ( { 5 1 ' ~ o ~ IA ~ ) . 

où {s } et 1o"r--">/A sont singleton et 
2 

caractér istique définis dans il . 

morphisme 



II. 53. 

-- A? A2 

t1(~) est l'injection dans Ens de Af dans St / x ri 2 
2 

au sen s ensembliste. 

/Al /A2 
L' i nject ion de IA2 dans .A. x..f>... se définit de manière similaire. 

La somme de IA1 et /A2 , soit IA1 + IA2 est alors l'union de ces 2 sous-objets. 

0 

0 0 



5. EXISTENCE DES COEGALISATEURS 

THEOREME D~ MIKKELSON 

Théorème de Mikkelson 

T ou-t top0.6 adme,,t dv., c.o.li.mâv., &-lvu.v.i 

II. 54. 

Nous avons déjà montré l 1 existence d1 un objet initial, 0, et de la somme de 2 

objets . 

Pour prouver ce théorème, il nous reste à démontrer l 1existence des coégalisateurs, 

en vertu du théorème sutvant 

11 Si 1 catégorie C a 1 objet ini t ial, des coégalisateurs de toutes les pai'res 

de flèches et les sommes de toutes les paires d 1 objets, alors toutes les 

l imites à droite finies existent dansG' 11 • 

(ref. : 11 Categories for thf~workingmathematician, Mac Lane 11
). 

Rappelons la preuve dans Ens. 

f 
So ient A~B, 2 applications, alo rs le coégalisateur de f et g s'obtient ainsi 

3 
1) on forme une relation R sur B en posant 

(bl'bz) E: R ~) 3' a- ( fla)=- b-1 " ~l,a) ~.62.) 

c-à-d : R ~lm 1... f ,9) 

2) On considère la plus petite relation d1 équivalence R0 sur B, telle que 

R S: R0. 

3) On forme le quotient B/R0. Le coégalisateur de f et g est le morphisme 

canonique B ~ B/R0. 



II. 55. 

Pour que cette preuve marche dans un topos, il faudrait pouvoir effectuer les 

étapes 2) et 3). 

Nous al l ons prouver que ceci est possible pour un topos élémentaire quelconque. 

Proposi t i on 5.1. 

Comment définirions-nous Ra dans Ens? 

R0 sera i t l'intersection de toutes les relations d'équivalence R' sur B, 

contenant R0. 

C-à-d : (x,y) E:. Ra ~ pour toute relation R' 

si R' est une relation d'équivalence sur B, alors 

(x,y) é R' . 

Cec i nos permet d'écrire correcteme t cette relation R0 dans oit: 

PoUJt tou.,te 1te.1,,a,,ûon R >--> B x B, il ewte u.ne plu.6 pe:tUe 1tela.üon d' éqLU.va.lenc.e 

Ra 1.>Wt B c.ontena.nt R. 

Ra = 111 R1 

P ll1.6 p1téw ément : 

l'i'~~x,~)e:R')/ 

où X, IJ E-Va J R. 1 
é: V.JLaxs 

x,~ 

et i = R' e: équi,v. • 8 /\ 'lfo. '/Fb ((o..,h) €: R ~ (o..,h) E: R.1) 

où a, b <:-V8, a+b. 

La démonstration de cette proposition comprend 3 parties; on montre que 

. i) R0 est une relation d'équivalence sur B. 

i i) R S:. Ra 

ii i) si R ~ K et K est une rel ation d'équivalence sur B, alors 



II. 56. 

Il reste à s'assurer qu'on peut effectuer la construction du point 3) dans un 

topos. 

dans Ens , B/R0 = Im (B---..➔ a>(B ) ) 

telle que à b, cett e application fait correspondre 

{ b' \ ( b' , b) E: Ro } 

Dans un topos, on va donc poser 

B 
B/R0 = .Im (B ·---> ~ 

Gr 
RQ _. 

Etant donné le corollaire 7.6. Ch. I , on a un épimorphisme canonique B~B/R0 
et on doit prouver que e = coeg (f,g ) 

f e 
A ----~ a --"'---- BI Ro 

j 

cela fo rme le contenu du corollaire 5.3. 

Considé rons d'abord la notion de noyau-paire d'un morphisme. 

Définiti on 5.1. 

Un YLOtjau.-paJ.Jr.e. B ~ C e..6.:t U.Yl c.ou.pfe. de. mol!.pY1.,{,6me..6 N ~ B, .:tw que. le. d.h1gttamme. 
fJ 

.ôUÂ.van.:t .ôoil u.n ptr.odu.il 6ib1te.. 

Remarquons que dans Ens 

J, -----41 C 
f 

N = { \ b" 1 bi_ ) E; B x 8 / f ( b ~) -: f ( b2. ) J 

fo = 1f1 / N 

(À = Tz. I l'i 



II. 57. 

où 1r1, ir 2 sont l es 2 projections canoniques de B x B sur B. 

c-à-d que N = eg (f O Tl' f O tr2), 

ce résultat se généralise dans 'e. et nous obtenons que 

l e. noyau.- paJ.lte. de. 6 v.i.:t l e. c.ou.ple. : 

où N = /t(b...) =f {b1.)lb h 
"1 'l. 

c.-à...- d N = e.g ( 6 o 1T 1; 6 o 1T 2) 

Pour l e vrai, il suffit de remarquer que le carré suivant est un produit fibré. 

Notons : eg =- eg(f 0 71"1' f a 7r2 ) ' ___ ...._ ___ .__ - - -t -~ 

s 

' eg 

,:r---➔-7' B x B ----'--➔B 

J f 

B ~ B 

1 2 

f 

Le carré est par construction commutatif. 

Soi ent s et t 2 morphismes tels que f 6 s = f O t. 

C-à-d: foll''\o (S,~) :fo 7T o (.S,I::) 

Par ·conséquent (s,t) se factorise à travers eg de m~nière uni~ue, d 1 où 

s et t se factorisent aussi de manière unique à travers ~ 2 ° eg et 

r 1 o eg respectivement. 



II. 58. 

Par conséquent, on obtient facilement la preuve de la proposition suivante 

Proposition 5.2. 
71"'~ f-

Le. noyau-pahte. N ~ B x B --/ B d'un mo11.ph-u.ime. B > C e/2.:t une. 11.e.1.a.tion 
11=, 

d'équivai..e.nc.e.. 

Rappelons-nous en effet que 

Proposition 5.3. 

Soli R ~ B x B une. 11.el.a.;U_on d' équival.e.nc.e. -6M B. 

~ B 
Af..oM R ~ B x B ~ B e/2.t le. no yau-pahte. du mo11.ph-u.ime. B m;-\ > .JL. 

V~ ~R 

La démoftstration se t rouve dans 1 'annexe 10. 

Caro 11 aire 5. 1. 

Soli R )>---➔ B x B une. 11.el.a.;U_on d ' équivai..e.nc.e. -6M B. 

~ 
AloM R '>>---➔ B x B ~ B e/2.t le. noyau.::pahte. de. l' ép,urro11.ph-u.ime. c.anoiuque. 

11"2. 

B __ e._ ... > BIR' où. BIR = Im ~ 

Rappelons la décomposition du morphisme1'fR1
, définie de cette façon, par 

application du théorème 7.3: 



II. 59 

Par la proposition 5.3., le ca r ré suivant est un produit fibré 

R > ,._ B X B 
,r 1 

➔ B 

I t 
B X B v R 

·~ L j 

B/R ) n.e 
j > e 

et par conséquent, celui-ci es t aussi un produit fibré 

R) > B x B ,r 1 =:, B 

J e 

B x B 

·1 
B e > 8/R 

ce qui achève la preuve de c.e coro 11 aire. 

Proposi t ion 5.4 . 

~ e 
Soli N ~ B le no yau.-paJJr.e d' u.n é.p,é,mo1tpwme B > C. AloM 

(3 

e = c.oeg {d..,f,). 

La démontration est laissée de côté étant donné qu'elle se fait de la même 

fa çon que celle réalisée pour démontrer le lemme 4.1. du chapitre II . 

Une con séquence immédiate de cette proposition et du corollaire 5.1. est le 

corolla i re 5. 2. 
e. 

Si R >>-----4) B x B e.o;t une 1tela;t,i,on d ' é.qu.,i,valenc.e .ou.Jt B, aloM B ---) B/ R e.o;t 

11; 
le c.oé.gal,i,.é,a;teu.Jt de R )r---➔) B x B _ __ ~ B. 

,rl. 



Et enfi n le corollaire tant attendu , objet de ce paragraphe. 

Cora 11 ai re 5. 3. 

So.i.e.n-t A ~ ) B, R = 1 ;l'a. (f I dl = b " 9 l o.) ~ b, ) \ b, b, 

u R0 .la. plU-6 pe.tUe. 1te.i..a.,;t,i_on d' éqU,tva,fe.nc.e. -6Wt B c.on.te.na.nt R. 

AloM : 

c.oe.g ( 6, g) = B __ e._--'),) B/Rô 

La démonstration se trouve dans 1 'annexe 11. 

II.60 



I I.61 

Définissons maintenant le coégalisa t eur de 2 morphismes de ~L. 

Soient <r' et T 2 carrés commutatifs cr J ::,;a. 

A:1 

81 
tl 

tb 
cr 2 

A2 82 
"'C2 

On forme une re 1 ati on IR sur 18 en posant : 

R i = { ( b" 1 b2. ) E. B i x Bi J 3 s E: A 1 °i ( s) "' b.., et ri ( s ) -= J, i J 

pour i = 1,2 . 

On cons i dère la plus petite relatio d'équivalence IR0 sur 18 telle que IR S.IR0. 

C-à-d : IR0 est une relation sur 18 t elle que R6 est dans Ens, la plus petite rel a-. 

tion d'équivalence sur Bi t elle que Rif:... R6, i = 1,2. 

• On forme alors le quotient 18AR0 c ' est un sous-objet de B tel que 

(18/lRo); = Bi/R6 dans Ens. 

Le coég alisateur de f et g sera le morphisme canonique IB---,) IB;1R0, 

c-à-d l e carré : Bl 

b 

B2 

-----r(B/R )1 
0 

où Bi ) (1B;1R0) i est la projec t i on de Bi sur son quotient. 

0 

0 0 



II .61. 

En guise de conclusion, j'aimerais faire quelques remarques concernant les prolon
gements possibles de mon mémoire , auxquels je désirerais m'attarder prochainement 

- 1 ' i nfluence de la négation, pu isqu'elle joue un rôle important dans la validité 
du tiers exclu. 
Jé me suis rendue compte que da ns ~l, la valeur de vérité 11 possible 11 faisa i t 
souvent difficulté et qu'un énoncé 11 non <I>

11 ne prend jamais la valeur possible. 
Ceci pourrait faire le lien avec la propriété suivante : 11 si dans un théorème 
de la logique classique, on remp lace chaque variable propositionnelle <I> par sa 
négation 11 non <I>

11
, on obtient un théorème de la logique intuitioniste 11

• 

- les topologies. 
Il faudrait étudier le lien entre la définition que Scklomiuk en donne et les 
topologies de Grotkendieck . 

0 

Q 0 
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1 ANNEXE 1 

Démonst ation de la proposition 4.2 . 

Calculons 1 (s)(t /a) 1 s' 

(s) = (x1 . .. a ... xn)· Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer pour 

la démonstration que (s) = (x1 ... xn a). 
-+ Par con séquent: (s) (t/a) . = (x1 . . . x· ,t) =t (x,t) n no 

DI où : _Ll5LLI:_/ a1L .s ,___:_ ( - l~L.s ' -r lel-sL) - ~ { l:.r / 1:/ 5 L > ----

s' où 7f: X ---- x1 x ... x Xn est la projection canonique et où ~(xi) = Xi 

Supposons que w soit une variable : w' = w(t/a) -= t si a= w 

= w si a =t= w 

d..) a. = "'' 

donc : lw'\ s' = ltls' 

Montrons que !w/s o /(s)(t/a)/s' = lt)s' 

Or l\•1l s è }(s) (t/a)Js' = lais o(lr,ltl s') 

Cependant I a( s est la projection de Xs sur A si -r (a) = A 

Pa r conséquent I aj s o ~71"", {t/ 5 ,)= 1 tl s, 

Schématisons cette explication: 
s 

X \x ••• xXnxA 

xl X ••• xxn 

-----------A 

X s' 



A.2. 

1 

Donc I w'\ s, = 1 wl s, = Xs ---xi, qui est une projection. 

Corrnne ~(w)~ set que w=ra, w est un des xi' d'où lwls est Xs_r_)Xi 

Par conséquent : 1 wj ~ ~ (11'", \ tl s ,) : 

est aussi une projection . 

s' X --~x. 
l 

Supposes que w = f (v) où la proposi tion est vraie pour v 

\ W 
11 S , = \ f ( V ( t/ a)) 1 S , 

= f o IV ( t/ a) 1 S 1 

= f o l vl s o j(s)(t/a)j s' 

= / f ( v) 1 s o J ( s) ( t/ a) I 5 , 

= 1 w I s o / ( s) ( t/ a) 1 s, 

Supposons que w = (w1 ... wn) où la proposition est vraie pour les termes 

wl . .. wn .. 

l(wl • .- . wn)'I s' = f(w1' ... w~) fs • 

= < 1 w1 '/ s 11 
.. • ' 1 wn ~/ s 1 > 

=(\w1j s o /(s)( t/a)/s'~ ... , jwnls o !(s)(t/a)j s') 

=<lw1ls' ... ' [wnls> 0 /(s)(t/a)/ s' 

= l ( w 1 .. • w n ) \ s O { ( s ) ( t / a) 1 s ' 



A.3. 

Supposons que w soit une constante 1 1:, :) B 

w' = w (t/a) = b = w 

, s' b 
lw\s' = \b\s' = X --1---B 

Tandis que \wls O {(s)(t/a)/s' = l '-''l s O (lT',ltl s'> 

c-à-d l e morphisme suivant : 

X .s' ('Ir, 1 t-/ 51) X .s ---➔ 1 -----'l> 13 

S ' b c-à-d : X --~1 >B 

Par con séquent lbl s' = lb\s O \{ s) {t/a)l s' 

0 

0 0 



ANNEXE 2 I 

I 
Démons t ration du corollaire 5.4. 

ss i eg ( 1 (!:1 ---l::l'l)I ➔, l(W'"- - -Wn)I~) 
a a 

=_eg l Il:.,\ ➔, lw..,1-">) -- - /\ eg (/1::hJ~, Jwrd-..) 
a a . ~ a- a 

s si eg ( ( 1 c., \ ➔- - - - J t ni~ > , ( l W,d ~ - - - 1 w h I ➔ ) ) 
a a- a - a, 

= eg ( 11:.,11) 1w"1 r) /\ - - - /\ eg l l!:hl""t l lwnl ~) 

~ ) supposons n = 2 

A.4. 

eg ( ( \t1\, 1 t 21) ,(1 w11, \ w2\) ~ eg ( 1 t 11 , 1 w11) A. eg ( l t 2\ , 1 w2I ) 

Prenons les notations suivantes kl =.eg ( lt1l, lw1\) 

k2 :: eg ( 1 t 2 \ , \ \'12 \ ) 

k = k1 A k2 

• Vérifions que k égalise (lt11 , lt21) et (Jw11 , \ w2\> 
or k ~ ki d I où : 1 til o k = l wi I o k, i = 1,2 

Donc ( lt11 , 1t21) o k =(lw1J , 1 w2\). o k 

• Soit t qui égalise (lt1) , !"t2\) et( I w1 \ , \w2~).Montrons que t se factorise à 

travers k. 

d'où t se factorise à travers k1 et k2 

Par conséquent, t se factorise à travers k. 



~ ) Supposons que le corollaire est démontré pour n = m, 

c-à-d : F (t1 ... tm) = (w1 ... wm H (t1 = w1 /\ 

( ) Démontrons le corollaire pour n = m + 1 

A.5. 

Or par le corollaire 5.4. 1: (t1 .. . tm + 1) =(( t 1 ... tm), tm+l) et de même 

pour w. Par conséquent : 

en se servant de d..) . 

En se servant maintenant de~), le corollaire est démontré. 

0 

0 0 



1 ANNEXE 3 1 

Démons t ration de la proposition 6 .8. 

= 'V ) (t/b) a 

= .,,,.. 
a 

'Y'a_~i ( 1:: / b)) _ va 1 ( f ( t/b)) a = ~ 

Donc il suffit de prouver : I= (val f )a (t/b) = val (f (t/b)a 

Or p=. (val i)a (t/b) = (val I) ( t / b) a 

Supposons a1 . .. b .. . an est 1 'o r dre naturel deO""(J). 

A.6. 

Sans prendre de généralité, no us pouvons le prendre a1 ... anb pour la démons

t r ation et nous le notons1 b.1 1 désignera la suite1qa1 

val f =lfj~\~. (1,b) 
a,·b. 

(vali)a = l'flflâ b (a, b) ·-r 

a a ' b 

= 'f\11 J bo 1 (à, b-)la a' b ($ ' ,b) 

(val ii)a(t/b) =' 'f I il a bo I Vâ , b •/ a â' b I ca· ,t) 

( val ! ) ( t/b) = f I <f> I a b (a, t ) 

( va 1 I ) ( t / b) a = 
1 

1 'V 1 <f> I â bl( â , t \ x • (;) 

où x est la suite des variables 1v ~t~} \ {a~ 
1 . r 

(va l!) (t/b)a = 'fl<f>l â b ol (a t ) ! a x· (x ) 

= 
f l 

\.fl<f> I ➔ o ! (a'. ,t)ix 
a a ' b 



➔ 

= 1P 1 <I>I aâ I b 1 ( a 'a 
1 

't) 1 a , x , 

= IPl<I>(t/b)I ➔ 
a ,x 

= 1P 1 <I>( t/b) l ➔ 
a ,x 

I l suffit donc de prouver :l=(val<I> ) (t/b)a = val ( <I>(t/b))a 

Ceci résulte du corollaire 6.2., et du fait que 

J= (val <I>) (t/b) = val ( <I> ( t/b)) 

val , ( <I>(t/b)) = IPl<I> (t/b ) I ➔ (x) 
X 

1 val ( <I>(t/b)ll\=; =IPl<I>(t/b )I ➔ 
X 

Q 

C 0 

A.7. 



ANNEXE 41 

où test un tenne de type n 

V t = va 1 ( 'b' ( ('V' t ~ x) ➔ x=-.rj ) 
a x a 

où X ~ V..n..... 

X 4: (ï ( 1:) V { a 1 
soit x1 ... xn = <r(ë) \ {a} 

x.; de type X; 

Par conséquent : 1 va bj =I va 1 'V' ( ('V' t ~ x) ➔ X='lr) 1 . • 
X1 ••. xn x ·a x, ... xn 

c-à::-d : IV atlx, ... x = '{Jnr (('f. t ~xr➔x=·ir))I 1 ' 

n x a Xt ... xn 

Or : I 1/a tbx}xxi.,.x = { (t,t1 ••• tn )En xX1~ •• xXnl 
n 

\J~E A: (S,t ,. t i- .. ; tn) E 

1 t ~ xi } 
axx1 ... xn 

Donc: l 'lf a t b.x/xxi ... xn={(o,t1 ••• tn )EnxX1 ••• xXnl 

Vs E A : 1 tl axx1, .. xn (s ,o·~t 1:, •• tn) = 0 

u {1} xX~ x ... x}!Jn } 

Par con séquent : 1Yat ~ x ➔ x='à'i 
xx1 . .. xn 

=- {l }xX1x ... xxn U{(o,t1 ... tn)E rl XX1x ... xXnl 

'3s EA : 1 tl axxi ... x (s,o,t1 •• • tn)=l} 
n 

A.8. 

={1 } xX1x ••• xXnu{(o,t1 ••• tn)E n xX1x •.. xXnl3sEA I tl a,xi ... xn (s,t1 ... tn)=l} 

Par con séquent : 

l'Vx( nr t ~ x) ➔ x='lr'I 
\Ta , 1 xx1 1~1~xn 

=- { (t1 ... tn)E / X1 x ... xXn j 3 sE A ~ 1 tl . (s, t 1 ... tn) = 1} 
ax1 .•. xn 



A. 9. 

En conclusion 

n-{o,l} 

1 si J s e A : 1 tl x x ( s t1 ... tn) = 1 a 1- ••• n 

o sinon 

0 

0 0 



1 ANNEXE s j 

Démonstration du corollaire 7.1. 

i ) Montrons donc F== V t: ~ w 
a -

Soit 

Montrons donc : 

c-à-d I= V_ t: a -

1:' t O"' (t-) u 0-(w)) - f ltJ 

= ( <r ( t) - { a -} ) u cr ( w) 

= (cr(ê} u (j(w}) - {a J 

'F V t b=.W 

c-à-d t== ?fa -( c 5=.w) vu 1a proposition 7 .2, car a 4 cr (w) 

c-à -d F t ~ w vu 1 e c o ro 11 ai re 6. 8 . 
ax1 ... x 
. n 

On a pa hypothèse 

donc cqf d. 

i i) Mon t rons : 'FV t:- ~ V 'w , c-à -d ·a -a 

par l a proposition 7.2. 

Vu l e corollaire 6.8., montrons ~ 
ax1 ... xn 

~ x1 . .. xn ~ = o-- ( t- ~ \. w ) - ( a } • 

Mon t ron s donc t = nr ➔ V w:11r 
a 

c-à-d par la proposition 6.10 

a 

A.10. 



c-à-d 

Or c-à-d I==- ~ = tfr ➔ w :: ltr 

Uu{A} 

So i t alors a,-; une suite de variabl es et telle que 1:(a,'x) = UvtA~ . 

Nous obtenons donc 

1 1:- = "'I -+ f:. / w =- 11.r 1 -+ 
a x a· x 

~ 

et donc: lt ="l xaxA lia w~ xlxax ~ l w =iY 1 xax" IDa W{;. xlxax 

Montrons alors : lw=i\rl -+Arlf w t.xl-+ ~ 1 X =tr i -+ xax a .., xax xax 

ou encore I=- w : 11.ï A(\favJ ~ x) -. X = tr 

X a x' 

c-à-d I==-> 1f Vv ~ X ~ ( 'N -= l\r ➔ X= t1r) 
X a X { a} 

c-à-d I= ➔ 4f w ~X. ➔ (.W ~X) 
X a X a 

ce qui est vrai par la proposition 6.12. 

A.11. 



[ ANNEXE 6 

Lemme 1 Soit 1 e carré __ f __ ➔ B 

} 
---9- ~> (. 

Ce diagramme est un produit fibré 

$ 
f g ( a-)- = h ( b ) ~ 1 a , .( j ( a ' ) = a /\ f ( a ' ) = b ) 

où : a E V A, b_E V B, a 'E. V A , et a ~ b t al =f. a 

Démons tration du leIT111e 1. 

Nous avons la suite d'équivalences suivantes 

F= 9 • ( a) = h ( b) ~ 1a , (j(a') = a Af (a') = b) 

<-==.> jg(a) =î h(b)J ab ='\J a' (j(a1) = a "f(a') = b(ab 

~ eg (g O 7T'l' h "d ?r 2 ) =:,_A,(.\ j (a') = aJa'ab" \f(a') 

~ eg (g o ?rl, h o r2) 

~ eg (g 011'"1~ h 01f'2) 

OÙ 

= J -A, ( eg ( j o P 1 , P 2) f\ eg ( f o 

= Im () 

et 

eg{j,;,P1 ,P2 ) 

" eg (joP1 ,P3) 

> A' X A X B 

A' xAXB 

~renons les notations suivantes 

eg _ eg ( g o 7r 1 , h o 7r 2) 

k - eg ( j o P 1, P 2) /\ eg ( f o P 1' P 3) 

Démontrons tout d'abord la condition nécessaire du lemme 

= bla'ab 

P1,P3) 
îï 

A.12. 

j A x B) 



Construisons le diagramme que voici 

K , 

l eg ( f,, Pi , n E1 

Faisons quelques constatations : 

a) eg ( g o rl' h o ,r2) = ~ j , t) 

E2 I •g(j.p, • 

A1 xAxB 

A.13. 

Pd 

- ( j ,f) égalise go v1 eth o v2, puisque g· o j = h f par hypothèse 

soit e qui _égalise g oil"1 et h ~ 2, 

donc : g. o (7r1 .o e) = h o (v2 o e) 

puisque le carré est un produi t fibré, 

3 ! m te 1 que 1T 1 ° e = j a m et .,,-2 ,;, e = f c m 

donc e = (j O m, f ,cm) = (j , f) cm 

donc e se factorise à travers < j, f > 



A.14. 

b) 7r O k égalise g O r1 eth 0 1r2 

en effet : go 1T" 1 o -n- o k = g o P 2 o k 

= g o j o P1 o k car k égalise j e P1 et P2 

= ho f o P1 o k par hypothèse 

= ho P3 o k car k égalise P3 et f o P1 

= h o 7r2 o 7r o k car P3 = 7r2 o k 

donc 1f" 0 k se factorise à travers eg ( g o 1T 1, h o r2) , 

c- à-d :3 ! n tel que 7f' o k = E!Q o n. 

= ( j, f) o n 

pour que eg soit Im (1f" 0 k) , il nous reste à prouver que n est un épimorphisme. 

a) k = E1 /\ E2 

= 1 j ( a ' ) • = a I a , , a , b A \f ( a ' ) = b la , , a , b 

= \j (a' ) = a i\. f (a' ) = b \a, a, b 

Par conséquent : 

b) Tr ~k= (j,f) 0 P1 ° k 

car : ,r
1 

o rr o k = 7r., 0 (j , f- ) · o P 1 o k 

et : 'i'i 2 -0 1\ 0 

c)k = Im~ 

= j - o - P1 o k 

= P2- o k 

k =1'2 o <j,f) o P1 o k 

= f o P1 o k ; 
= P 3 o k d one.: n = P"' o l't 

Par conséquent t= (a' ~a,b) e ~ ~;lx (k(x) = (a' ,a,b)) 

vu le corollaire 7.5. 

Donc: /==(a'-,j(a'),f(a'))6K~"3x (k(x) = (a',j(a'),f(a')) 

0 r : 1=- ( a ' , j ( a 1 ) , f ( a ' )) E K v a ) 



A.15. 

Donc F- ~ x ( k ( x ) = ( a ' , j ( a ' ) , f ( a ' ) ) ) 

Donc F ;lx_ (P1 o k(x) = a' ) 

Donc J=-Va,;fx(h(x)=a') 

en se servant de la proposition 7.3. 

vu le corollaire 6.8. 

Donc h est un épimorphisme, cqfd. 

La démonstration de la condition suffisante suivant un même type de raisonnement 

n'a as été reprise dans la rédaction du mémoire . 

Lemme 2 t(a) _ =W (a )) H t-W 

oü a est une nota t ion pour a1 ... an 

telles que ai ~ rr (e) u cr'(w) et' r (ai)-::.. A~ 

et A est une notat ion pour A1x .. . xAn • 

t et w sont deux t ermes de type rfl. . 

Démonstration du lemme 2. 

ev(a,w) ) c- à-d F va ev(a,t) = 

c-à-d F {a] eY (a , t) = 

Posons x::. (f"(è-)V <rlW) 

eV (a,w) =\Y a 

Nous devons alors mcntrer 

eg ( \ { a \ e v ( a , b) = e v ( a , w) J \ a, x 

Or• ~ 
a 

1 __.,,,_ A ·- l---, 
c----7 n :: f 'C". 1 a 

t = w 

➔ t = w 

1

kJ-!~ A 
et : l't~\ : A x X - --~ 1 - - ----~ Q a a,x 

.. / { a I e·11( a, t) = e Y (a, w) 1 a,x 
=\ va l (e·v(a,t) = ev(a,w) \ 

a a,x 

=\ \val (at(a,t) = ev(a,w)\ (x)\ a,x a,x 



- - ~1T 
- v, 1 e.v (a, t) =ev (a, w) 1. . 2 

. _a,x 

Notons k; eg(I {a l e.v(a,t)=ev(a,w)}l ,l'\r 1 . ) a,x a a,x 

et r:- • - ' 
v, - v, 1 ev (a, t) =ev (a, w) 1 a ,x 

Donc , nous avons - le schéma suivant 

Par conséquent 

Par conséquent, A x (~ o k) éga l i se 1 et ~A xX' c-à-d 

A x ( 7r 2 o k) ~ eg v, ;1l"Ax x) 

A.16. 



A.17. 

ou encore : Ax(rr2ok) ~ 1 ev(a,t)=ev (a,w)I a,x 

Or I ev(a,t)=ev(a,w)I a,x = eg(ev o< rr1 ,1 tl a,x >, ev 0 <n1 ,lwl >) a,x 

= eg ( 1 tl , 1 wl ) 
~ i..-2i 

cett e dernière égalité s'obtient en observant le diagramme ------
- -1,;;jx - - - , 
~ =- Ai1,i~l1. , 

L ~'JT'~, _!_""~,X) - - - \ ev A , 
------- A t. B E-------- A X X. 

<.-r.,, Jt:la,~) 
B 

suivant 

AxlT°i,otf ,__ ______ A d~ 

=Al( 11:1~ 

Puisque : A (rr2-ok) ~ eg(I tl , 1 wl ) , Ax(rr20 k) 
.___b 1-2.i 

éga 1 i se it:j)(. et jw l ,i< par con séquent jw/ x. o 1r2, o >"t - Ji:/ .x O 1T'i_ 0 Ir 

ou encore : /w/ à-, ir. o I'\' -::. 1 c-1 1 ~ ~ rf 

c-à-d : k ~ eg(lwl , 1 tl ) a,x a,x 

cqfd. 

Montrons maintenant: 1 t= t:.-::..W ~ 1f {t(a) -:::.W (a)) 

Par le corollaire 6.1. , F t = w --? 1: (a).::. W (a) 

c-à-d : t=- c:~w ➔ f::{a)::..W 



A.18. 

Puisque a'ï €/; o-(1:) v <r(w) e;t: q\.Jé - X-:.. ~(Id V 1j(w) et! par la prop. 6.10. ': 

I= c::. w ➔ 'Î ~ (!:-/ (a') = w ( a)) 

Par conséquent, le lemme 2 est démontré. 

Lemme 3. F= 1::-:.w ~ '}f é"'-- (âi E:. 1:- ~ a é: w) 

où a = a .. ... a ~ o-(b-) v o-(w) 
1 n 

où t, w sont 2 termes de type _gf__ 

et où A= 1:' ( a) 

Démo stration du lemme 3. 

Rappelons que t (a)=. ev (a,t) et w (a)=. ev (a,w) 

Donc : F t(a) = w(a) # ev(a,t) = ev(a,w) 

F ev (a, w) = ev (a, t) # ( ev (a, w) =1r # ev (a, t) =-tr} 

par le corollaire 5.7. 

}=ev(a,b) = ev(a,w) # (a'E t # a E w) 

Par le lemme 2, nous obtenons al ors directement 

f t = w # Y (a E t # a E w) a 

Lemme 4. Soient<I>, Vl 2 formules de!& , 

soient a1, a2 2 variables telles que a1Eaa(<I>)\a(V1) 

et a2 E tr ( VI ) \ a ( <I>) 

a 1 ors 'F= ) d1 <I> /\ r a2 VI ➔ f. a1 ::; a2 <I> 1\ VI 

en effet F .:l'a,l <I> Aj iJ!-➔ J <I> " <I> /\ f t/J /\ t/J a2 a1 a2 

car i= lac!> -~ <I> ' par la proposition 7 .6. 

~ 3 <I> A<I> a1 "?a2 t/J /\ t/J #f <I>/\ if; /\1 
a1 a2 

i/1 I\ <I> 



) A. 19. 

soit en effet : X:= cr-- ( .f) u <r ( 'f) \ { a1 } 

1;r f"4'1 x> 
ai-

' 

= l ;¾"_A I il ai ~ ) A l lfl/ 1 
= _ Im ( l ! 1 ai , --; ':> ) A l( X 

et = ~-A ( lfla1 ,K /\ llf/a1,~) 

Nous pouvons alors construire le diagramme suivant 

A 1/11 ai ➔X )"------➔). 1 1/11 ➔ 
êlt X , 

' ' \ 
\ 

C.aJtJt.é. 1 

',, ~~f,~ 
~----~> AxX 

\ 

' 
C.aJtJté. 

Comme le carré 4 est un pro uit fibré, il existe une factorisation unique h 

Le rectangle (1,2) est un produit fibré et est égal au rectangle (3,4). 

(3,4) est donc un produit f i bré, le carré 3 en est donc un aussi. 

Or, e est·. un épimorphisme, donc h est aussi un épimorphisme. 



A.20 : 

Donc : F ;!~ i" 4' A 1 o/ " 9? ~ ~ (f'Alf') /\ ia2 lfA\/) 
a1 a2 a1 ... 

Corrme : p. ;fâ
1 

l ~"IV) ➔ la
1 

.ia
1
• tf "''4') par le corollaire 7 .3, 

nous déduisons I= 3Ia
1 

lf/\'f/) A ifa
2

, (i 11 1+1)-=> ~
1 

~a
2
(!Ao/') 

ce qui achève la démonstration du lemme 4. 

Démonstration du théorème 1.1. 

Obse rvons que A' f B est un produit fibré ssi 

j nB 

__, 
A fi' ~s 

le gr and rectangle suivant est u produit fibré 

A' f B B 

j nB p.f. { } 

..J 

A f' ➔ B n 

c.:..à..;d ssi A' f B est un produit fibré, 

j { } 

A g 
nB 

' et OÙ g = Ï O f 1 
1 

Par conséquent, i 1 existe un morph isme et un seul f' A --~)B tel que le premier 
B carré soit un produit fibré ssi il existe un morphisme et un seul g : A---. n 

N B 
tel que g se factorise à travers B ) . n _, et tel que le troisième diagramme 

soi t un produit fibré. 

j étant un monomorphisme, le diagramme est un produit fibréÉ;=-"> 



A. 21. 

i) J=-g(a) = {b}# la,(j(a '. )=aAf (a~)=b) 

où a€: V A, a' é V A,, b t:: V 8 et a + b ""' a' =t=- a ( par 1 e 1 emme 1). 

La C. S. de cette fonnule exprime que le diagramme est commutatif, et la C.N., 

qu'i l joutt de la propriété universelle des produits fibrés. 

1\1 

g se factorise à travers B > 
i i ) )=:. b E g(a) # _g(a) = {b} 

OÙ a~VA, bé:.V8 , a -=t= b 

En effet, nous avons les éq ui valences suivantes 

g se factorise à travers B > i 7 _ ~B 

~ F g(a) E:: l'V'x(x E cr # cr={x} I cr 

~ ~~(x E g(a) # g(a) = {x}} 
~ p-x E g(a) # g(a) = {x}. 

-

A../ 
par définition de B 

L'ex i stence et ·1 'unicité ,~~un morp~isme g· tel ~~e (i) et (ii) é~uivaut à 1 'existence 

d' un unique g : A ) a 8 tel que (ii) et 

i i i ) I=, b E g (a) # J a, ( j (a' ) =a "f (a' ) =b) 

mais par le corollaire 6.7.,(iii ) 1;,=.> ~g(a)={bl;! ,(j(a')=a/\f(a')=b}, a -· .. 
ce qui nous donne la définition et 1 'unicité de g, c~à-d : 

g =l {bl? ,(j(a 1 )=a/\f(a 1 )=b)}I a . a 
.. 

Il reste à prouver (ii) 

Montrons d'abord f= g(a)= {b} ➔ b E g(a) 

ceci est vrai car F (b-E {b} g(a) = {b} ➔ (b E g(a)) 

Par le corollaire 5.6. et ~ b e: ~o~ 

Montrons F- b E g(a) ➔ g(a) = {b . 

0 r , par 1 e 1 emme 3 , I=- g ( a ) = { b} # Yb 1 ( b ' E g ( a ) # b ' E { b} ) 

Comme I=- b1 E fb} # b'=b, il suffi t de prouver 



où 1 1 (: v a ~ b ~ b 1 ~ b. 
~ B I 

Ceci revient à prouver, vu la remarque 6.4. 

p b E g(a) ➔ (b' E g(a) # b' = b). 

Il est clair que : F b E g(a) ➔ (b'=b ➔ b'Eg(a)). 

Il r este à prouver : l=-b E g(a) -➔ (b' E g(a) ➔ b-'=b) 

c-à-d : }= (bEg(a),-t b' E g(a ) ) ➔ b'=b 

c-à-d: FJ (j(a1)=at\f(a1 )=b)11fa (j(a2)=a/1f(a2)=b I ) ➔ b'=b a1 2 

Or , par le lemme 4 : 

f' ;{ ai ( j ( a1 ) = a I\ f ( a1 ) =b) /\ .Ja2 ( j ( a2 ) =a "f ( a2 ) =b 1 ) 

➔Ja1 la2 (j(a1 )=a A f(a1 )=b II j( a2 )=a/\ f(a2 )=b') 

et : J=fa1 "J a:2 (j (a1 )=a A f(a1 )=bl1j (a2 )=al\f(a2 )=b') 

➔ fa1 i a2 d a1 =a2 A f(a1 )=b Af(a2 )=b') 

car j est un monomorphisme, 

et : P/a la (a1 =a2i\f(a1 )=b /\ f( a2 )=b') ➔> ::r (b=b') 
1 2 ? a1 I"' a2 

et : l== l'_ f b=b' ➔ b=b' 
a1 a2 

Le t héorème 1.1. est donc ainsi démontré. 

0 

0 C) 

P. .. 22. 
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1 ANNEXE 71 

Démonstration de la proposition 2.2. 

f* étant un adjoint à droite, conserve les limites. Il en résulte que f* conserve 

l I objet _n_ et le morphisme 1T. 

Montrons alors que f* conserve les exponentielles. 

Rappelons la définition de f* : si f: A~B, 

f* : t / a ---------➔ 1/ A 

X 
X---B 

Il suffit de voir que 

est un topos et B ~ lbl 
X B î 

A 

dl 

C 

(obse vons que si 6 :=: ?;8, alors 

--+-----X 

x P.f. lx 
~ ~------'~ B A* f 7 

préserve l 1exponentielle, 

Z /B 

)A x B Pr 

\· X B 

C X B 
Pr _____ . ...,.. B-

f*:, X f) . 

B(A) 
Compa ons alors i ;8 (-, x B(CA) et i;8 (-, x B(c/ ) 

Noton s : E 8 : i / 8 ---~ Z, le foncteur d I oubli. 

Proposition : r 8 est l 1adjoint à gauche de xB 

En effet : 



Cette bijection est définie de la manière suivante 
X A----X 

Cette bijection est naturelle en ri-. et en 

soient A ci B et 

·lY, 
A' .. 

Le carré suivant est alors commutatif : 

~ (A,X) ""'.J i
18

(A 

so- ca Î · 
'b (A 1 ,X 1

) ~/B (A_' 

E effet, quelque soit le morphisme x' 

X' car 

X 

Î5 
X' 

~ 

a ' 

Montrons que : sxB o <x 1 ,a'> o a = < s., x 'o a, a > 

or : sx8° < x' ,a'>•a = sxBo < x'o a, a' o a> 

= sxB O < x I o a, a > 

< :so x'o a,a >, 

B,XxB 

î 
B,X'xB 

A.24. 

P2 B) 

P1 · )B) 



Puisque nous avons le dia9ramme suivant 

sxB 
XxB ... ('---- X'x:,~ n > 

====~8( a A 

~ 
x------x·~ X

1

o a 
s 

Par conséquent 

i;B(D--) B, xB(CA)) !::!. Z( Es (D-+-B), CA) 

~t(D, CA ) 

o:! ~(DxA,C) 

· i;8(D--;>8, xB(C)xB·(A)) ~ i ;8(~B;~xB(A), xB(C)) 

!::!. i (E8 (D-B x-x B(A)) ,C) 
·, 

Il suffit donc de montrer : 

0 D~B x xB(A) est : 

0 h 
' 

"' Axd ~ 
< P10 b.,., .,,.f > AxD ) AxB 

if, l p.f. }, 
:::JO B 

a 

Donc P = A x D 

Donc Es (D- B X xB(A)) = AxD 

Ce qu i achève la démonstration de l a proposition 2.2. 

0 

0 0 

A.25 . 

.. 
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1 ANNEXE 81 

Démonstration du lemme 4.1. 

La démonstration du lelTITie est une application du théorème 7.4. Faisons-là dans 

1 es détails. 

Construisons un diagramme où f. : A---->B 
1 1 

i = 1,2 

m1, m2 sont les morphismes rendant commutatifs les 

triangles. 

soit l a somme de A1 et A2, il fau prouver qu'il existe un et un seul morphisme 

A,_ v A2. f )8 telque f omi=fi;i=l,2. 

Pour définir f, on va appliquer l Ei théorème 7.4. (Ch.I), à une relation fonction

ne l le f . Laquelle? Pour construi re! explicitement, pensons comment tjéfinir f dans 

Ens. 

donc f coïncide avec fi sur Ai . 

ssi a 6 A. 
1 

i = 1,2 

Et colTITie A1 n A2 = 1, f est définie de cette façon, de manière unique. 

Par conséquent, nous avons l' équivalence suivante : 

ou 



A.27. 

C'es t le membre gauche de cette équivalence qui va nous permettre de définir i 
dans le cas général. 

Posons pour i = 1, 2. 

~- =~ (m.(a . ) =a" f. a.) = b) , r'ai . , , , , où a. E: VA 1 . , 

a E:. VA A 
1 V 2 

Posons : i ~ f-" v i2_ 

On va prouver que f est une relati on fonctionnelle, c-à-d 

( ) t=: ~ - lb ! 

((3) t==- ~ " ~ ( b 1 
/ b) -.:, b = b 1 où b I E:. V B 

b 1 =f' b 

Preuve de (ol--). 

Puisque a(:; .<r ()b!), il suffi t de prouver ;îh ! 

c-à-d I= ;{ h f _, " Jb ~2..' 

Vu le corollaire 7.3, on a: f= !j ➔ lb -fi 

c-à-d: ~-21a; (m;(ai) = a A fi( ai ) = b ·-> 'jb~i 

Donc : f j ai (mi(ai) = a 

Comme : r f . ( a . ) = f ( a . ) , , , , 
/\ f . ( a . ) = f . ( a . ) -:;> db ~ • , , , , , 

On obt ient :ta. m.(a.) = a -~ '::1b ~ -1 , , , , 

Par conséquent~c.la
1 

m
1

(a
1

) = a v 'c>a
2 

m
2

(a
2

) = a 

-i 
';:Jb \ V ":Jb \ 



Montr ons que :f'"3a1 m1(a 1) =a v ·ëla2 m2(a2) =a 

c-à-d : \ èJ a1 m
1

(a1) =a, a v \~a2 m2(a2) =a\ a 
Il 

A1 v A2 
Or, par le corollaire 7. 5. : \ ·:3 a. m. (a.) = a \ = Im m. 

l l l a l 

De pl us, Ai et_Im mi sont isomor hes. 

Donc : \ ·75 a1 m1 (a 1) = a k vl~ a2 m2(a2) = aia = Im m1 .J Im m2 

= A1 v A2 

Par conséquent, on déduit j=. ;:fbf,., v J.h~<.. 

Preuve de (~) . 

On doit prouver :~(9 1v92) A (9
1
l 1 /b) v 9

2 
(b 1 /b)) -+ b · = b 1 

A.28. 

c-à-d, .vu le corollaire 4.4. du Ch .II : F- '1'
1

" ~2 v '1'
3 

v '1' 4 -+ b = b 1 

OÙ : ~ 1 = 91 /\ 91(b/b 1
) 

V 2 = 91 /\ 92(b/b 1
) 

Y3 = 92 /\ 91(b/b 1) 

Y4 = 92 
1 

A 92(b/b 1
) 

On a : F 'I' i -:;> a é. A1 /\ a é.. A2 OÙ i = 2,3 

a!:: VA 

E effet : F 9 . ~ 
l 

( '::J a. m. (a.) = aJ\f.(a.) = b) 
l l l l l 

et : r ·dai·(m;,(ai) = a " f . ( a . ) = bl.-:,>::, a . m . ( a . ) = a 
l l Ï r1 l l 

vu la proposition 7.3. 

et =rd ai mi(ai) = aL;;-~ a E Im mi 

or, : Im mi = Ai où A; est pris comme un sous-objet de A1 Y A2 

Par hypothèse : A1 A A2 = 0 



Donc : p=. a _é. Im m1 /\ a €. Im m2 J:-.-,-> Faux 

et : I=- 'l'j ~ Faux pour i = 2, 3 

Donc : 1- ~., v 4'1.. v 4\ v ~ ½ é-4 't'.., v Y4 

DI au t re part : F IJ/,.· ~ h -=- h' pour i = 1, 4 

Par conséquent : F ~.., v l.f' l.f ~ b ""' b
1 

(~) est donc démontré puisqu'on peut conclure 

p=. 'f,IA v If<. v ~ ~ v ~) 4 ~ b =- .b
1 

A.29. 

i étant une relation fonctionnel l e, par le théorème 7.4, Ch.I, il exsite une 

f onct ion et une seule f : A1 v A2 --__::,,,,, B telle que F f(a) = b ~ ! 

On doit prouver: f 0 m. = f. ou bien 
7 7 

\=. f ( m 7• ( x 7• ) ) = f . ( x. ) où x . E::: VA . 
7 7 7 7 

x. :\::- a. 
7 7 

c-à-d Ï=: $-fm-.-(x . )/a, f. (x .)/b ) 
1 7 1 1 1 

c-à-d rj¾ __ (m1_(a1) = m; (~;) "f l (a1_) = f; (xi)) 

- m - i 

ce qui est immédiat, étant donné l e lemme suivant : 

soit f : A -~> B un morphisme de ~ 

Remarquons d I abord que A A ~ eg-(-f-o- TTi , f- o 7T
2

) 

où 1r1, 7r 2 sont les pro.iections canoniques de A x A dans A. 

En effet, ~A éga1ise f O 1r1 et f 07r2, ouisque ¾ = ( idA, ic\) 

Par conséquent : ~À~ ~A eg ( f o lTl , f o 11' 2) 

Or =~-A ti~m( A ti A '7 A X A ir2 ~ A) 

c-à-d : ~ -A tiA = Im( i dA) 

Donc : ~ -A- tiA = A 



A.30. 

Par consé~uent : .f j al (ml (al) = ml (xl) A fl (al) = f 1 (x1)) 

Il reste à prouver que ce f est l e seul morphisme vérifiant 1 a propriété 
' 

f o m. = f . , i ,= 1, 2. 
1 1 

fi 
Pour ce faire, supposons que : A_ v A2 --~ B soit tel que f 1 0 mi = fi 

i: = 1,2 et considérons E = eg (f ,f 1
). 

Nous obtenons alors le diagrar.me suivant 

f 

fi 

A 

pui sque f 1 
0 m. = f O m., m. se f actorise à travers E et donc A

1
. L- E (si E est 

1 1 1 

pris comme sous-objet de A). 

Par conséquent, A1 v A2 ~ E. 

D' au t re part, E f:. A1 v A2, 

donc : E :. A1 v A2 et f = f 1 

cq fd . 

0 

0 0 
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1 ANNEXE 91 

Démonstration du théorème 4.1 . 

En vertu du lemme 4.1., il suffi t de pouvoir considérer A , A comme sous-objets 

disjoints d'un objet x de t. 

Dans Ens, il nous vient tout de suite à l ,'esprit de prendre X= 6>(4 1)" x ô' (A 2) : 

à chaque élément a1 de Al' on peut lui associer le couple ( { ai}, 1') et à chaque 

élément a2 de A2;1 e couple (,P, { a2} ). Ces 2 correspondances déf i nissent des in

j ecti ons de Ai dans ~(A1) x O'(A2) . Conrne 6' (A) est isomorphe à Appl (A, Q), c-à-d 

A A A 
à 1"2 , quelque soit l 'ensemble'A, r availlons plutôt avec X = Q 1 x Q 2 

A chaque élément a1 de A1, on lu i associe alors le couple ( { a1 } , "' 0 >--.:,A
2
) 

( où {a i } est maintenant la fonct "ion singleton qui vaut toujours O sauf en a1 où 

ell e vaut l)j et à chaque élémen t a2 de A2, on lui associe le couple (;p 0~A
1

, 

{ a 1 i} • 

Génér alisons ce résultat dans(,: 

pren ons X = J ,1 x 

Il nous faut des monomorphismes 

A,) 91 , QA1 X QA2 I: 92 t.:,, A2 

soi t oi = 1 "'o~A; ) rf.i pour 

soit tl = A1 1 Û2 r-/12 

soi t t 2. = A2 1 01 rf-1 

i=l,2 

Po sons 91 = ( { } ' t1 > et 92 : <.. t2 , { 1
} > 

comme { } est un monomorphisme, 91 et 92 sont aussi des monomorphismes. 

I l r este à prouver que A,i · A ~ = O. 

➔ 



Mais F ( u1 , u2 ) E A1 /\ A2 ~ ;f ( U1 = { a1 } /\ U2 =(h ) 
a1 

/\ J a
2 

( U1 =01 A U2 = { a2 } ) 

car : J= (u1 ,u2) E A1 A A2 ~(u1 ~Lll )E A1 A (u1 ,Lll) E A2 

corrme : A1 = Imgt, }=(u1 ,l.'2) EA1 ·~lat (g(at )=(Ut ,u2)) 

A.32. 

vu le corollaire 7 .5. 

or :l==Ja
1 

g(at )=(u1 ,Lll) ~Ja
1 

Ut = {a1 }/\u2=t1 (a1) 

vu le corollaire 5.4' 

comme :/=-t1 (a1 )=02 nous obtenons finalement 
1 

I= ( U1 , U2 )E A1 ~ J at ( U1 = { a1 } /\ u2 = Oz ) 

En résonant de même sur t+u., on obtient la propriété annoncée. 

On a aussi : t=:fo
1 

( U1 = { a1 } /\ UiJ::. 02 )➔ ~ 01 U1 = { a1 } I'\ u2 =Oz 

car : l=~a (u1 ={a1} I'\ Ll2 =02-- )➔ Ya u1 = {a1 };,.J Ll2 =02 ~;1 1 a1 

et 

Ana 1 oguement, ; pour a 2 ; /= J'"a
2 

( U1 =01 /\U2 ={ a2 } ) 

➔ ? a U2 : { a2 } /\ U1 ~Ot 
2 . 

en vertu de la proposition 7.3. 

en vertu . de la proposition 7.6. 

Parc nséquent : /::='(u1 ,l.'2 )E At A Az ~J'.. u1 ~{a1} /\Ja U2 = {a2} A U1 =01 A l'2 =02 a1 2 

D'aut e part :f=,/a1 (u1={a1 }) /\ U1=01 ➔Ja1 a1E 01 

c r : /:=:- ;[ ai ( u1 = { a1 } ) /\ U1 ~01 ➔ ;Iai 01 ~ { a1 } 

vu le corollaire 5.6. 

en vertu de la ·proposition 1.1., Ch.!., on déduit 

J:= 01 :::; • { a1 } ➔ a1 E 01 

par conséquent :J=Ja1 01 ={a1 } ➔ '=if·~
1 

a1 E 01 

vu la proposition 7.3. 



d 'où le résultat annoncé. 

➔ Faux De pl us, F :laï_a1 E 01 

c-à-d : F a1 e?.::01 ➔ Faux , vu la remarque 7.3. 

ou encore : I=- ev(a1 ,01 )=1r 
.. 
➔ Faux 

A.33. 

61 A1 V-Montrons donc : eg(ev O <idA
1 

,Ai. ~1 ___ _. n >, A1--->l--- n ) 

Or, nous avons le diagramme suivant 

i dA1 ~ 01 
A1 xr/1 --- --- A1 

n 
y 

01 1 

A1 A1 

On déduit de ce diagramme que 

idA1 x 01 = < idA1 ,A1 )1 01 

donc ev o <i dA
1 

,A1 ~1 o. 

) nA1> 

A1>= 'd n - evo, A1 x 01 

= "'a >--➔)A1 

puisque : 01 =lip 01 >►--) A11 

11 suffit donc de se rappeler (par la proposition 1.1., Ch.I) que 
"v 

eg ( cp 
O 
)>----.)A1 ,A1 ~ l __ __.,, n) = o) ) A1 

Par conséquent : r ;{ (u1 ,,; { a1 } ) /\ U1 =01 ➔ Faux 
- a1 

Ana l oguement : F J ( lh ={ a2 } )/\ U2 =Oz ➔ Faux 
a2 

On obtient finalement : F (u1 ~u2 ) E A1 /\ A2 ➔ Faux 

cqfd. 

0 

0 0 
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Démonstration de la proposition 5.3. 

Montons donc que R = lipR(b1 )' = ipR(bz )1 bi ,bz 

c-à-d que: F(b1 ,bz)ER #~(b1 ) =~(bz) 

or , dans Ens : / ipR(b1) = {b 1 (b,b1) ER} 

Mont ons que cela est encore vra i dans t , c-à-d que 

I l suffit alors de montrer que : 1 {bf(-b,b1)E Rlb
1
=~ 

or : 1 { bl (b,b1 )E RI bi = 1 (val {b,b1) E R)bl bi 

= 1
1
1 val (b,b1 ERI b,bi 'i. (b1 )1 bi 

= 
1 

1 va 1 ( b, b1 )E RI b, bi ' 

Comme I val (b,b1 )ERI b,bi = <P] (b,bi )ERj b,bi 

= <PR 

On r etrouve que : 1 {bl (b,b1 )E RI bi =~ 

La proposition se simplifie donc et revient à dire : 

/= (b1 ,b2) ER# {b 1 (b,b1) ER} = {b 1 (b,b:i.) ER} 

Or.Rest une relation d'équivalence, donc on a : 

p- 1/'b ( ( b; b1 )ER # ( b, b4 )E R) # ( b1 b2 )E R 

1) F Yb ( ( b, b1 ) e R # ( b, b2 ) E R) ➔ ( b1 , bz )E R 

car :J:=. '\f'b((b,b1) ER# ( b ,bz)E · R) ➔((b1 ,bi )ER# (b1 ,bz )ER) 

A.34 . 

vu le corollaire 6.10. 

comme : ~ ( b1 , b1 )E R car Rest réflexif1 

on a : I=- Yb ( ( b, b1 ) ER # b, bz ) E R) ➔ ( b1 , b2 ) E R 



2 ) t=,. ( b , b1 ) E R ➔ ~ ( ( b , b1 ) E R # ( b , b2 ) E R) 

cià-d, vu la proposition 6.10. 

b t , bz ( b1 , bz ) E R ➔ ( ( b , b1 ) E R # ( b , b2 ) E R) 

c-à-d : 

b ~ , bz ( b1 , bz )E R ➔ ( ( b , b1 )E R ➔ ( b , b2 ) E R) 

et : 
b ,Ir:, bz ( b1 , bz )E R ➔ ( ( b , b2 ) E R ➔ ( b, b1 ) E R) 

Il nous suffit donc de voir que : 

b, t, bz ( b1 , b2 )E R -+{{ b, b1 ) E R ➔ ( b, b2 ) E R) 

ou encore : 
b, ~ bz ( b1 , bz ) E R 1\( b, b1 )E R ➔ ( b, b2 ) E R 

ce qui est immédiat, car Rest transitive 

Etant donné le corollaire 6.6., nous avons aussi que 

f= (b1 ,bz )E R #-v;(bE {bl (b,b1) ER}# b,E {bl (b,b2) ER }) 

Il ne nous reste plus qu'à vérifier que : 

t=="'t,(bE {bl (b,b1 }E R}-bE{bl (b,b2 ) ER}) #{bl (b,b1 ) ER} 

~ {bl (b,bz) ER} 

ce qui est satisfait étant donné l e lemme 3 démontré dans 1 'annexe 6. 

0 

0 0 

A .. 35. 



1 ANNEXE 11 \ 

Démonstration du corollaire 5.3 . 

Soit le diagramme suivant que j' expli~uerai par après 

A f ., B -----=---7 B/ Ra 

A. 

Expl icitons d 1 abord le triangle supérieur 

successivement, nous 
f 

construison s les schémas suivants 
f . 

A\ __ a_ f ,B~-~ 1r l 
\ - 7T~ "! puis ? 

. .· :< B X B 

lmf x Iffig / 
~ 

i\ 
R 

c-à-d 

A.36 . 

Enfi n R et R0 sont 2 relations su r B et Rest plus petite que Ra , donc R se 

fa ctor i se à t ravers Ra. 

Les 2 morphismes ri.. et~ sont Ra )>----> B x B 



Venons-en maintenant à la démon stration du corollaire 

i 1 suffit de prouver que ).of =}.c g ~ Àool. = >. o,, 

A.37. 

puisque . e = coeg (~,~), vu le corollaire précédent et donc À se factorise alors 

à travers e. 

Supposons donc ).of = Àog. Alors : >.o<1-
1 

=>- 0 / 1 car A--➔~ Rest un épimorphisme . 

Soit alors N~ B le noyau-pai re de}.. N est une relation d'équivalence sur B, 

contenant R. En effet : N = 1 À (b1) = >. (b2) \ 

et par conséquent nous obtenons que 

\= da (f(a) = b1 /\ g(a) = b2) -+ 

c-à-d 

-+ 

ou en core : 

étant donné la remarque 7.3. 

Ff(a ) = b1 A g(a) = b2 -/\ >. 
0 

f (a)= >. o g(a) -+ >. (b1) = >. (b2) 

ca r : À o f = À o g par hypothèse. 

Puisque N conti ent R, N contient aussi Ra et nous obtenons le diagramme suivant 

~ s ~ 
Ra}---- :, N )>----==-=,*~ B x B ~ -B I ~, 

P.f. 
B x B 

·l 
B 

en conc lus i on ~ o ri.._ = t- o f3 

cqfd . 

0 

0 0 
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Pou r plus de détails, le lecteur pourra consulter le livre 

11 Categories for the working mathematician" - Mac Lane -

C a,t ê. g o IU.e. 

Une catégorie e est aussi notée ( fgl, 0 ) où I~/ est la classe d'obj ets et 0 

la loi de composition des mo rphismes de~. 0 jouit des mêmes propr i étés que 

la loi de composition des applications. 

Ca-tê.golU.e. du.a.te. 

La catégorie duale de g est e0P ( }€1 ,k) où f * g = g o f 

Co1te. f t e.,t 

Notion duale de reflet. 

E g a..l.</2 a-te.Wt 

h f C ___ __,, A ____ ,.._ B 
g 

L1 égalisateur de deux morph ismes f et g est un morphisme 

h tel que f o· h = g o h, et pour tout morphisme 

1 tel que f O' l = g o l , i 1 existe un seul morphisme 

1 1 tel que 1 = h o l 1 
• 

est noté eg (f,g) 

Ephno1tprt,<,..6me. 

est un morphisme simplifiabl e à droite. Notation f A 



F o nc..:te.UJt 

Un foncteur est un monomorphisme de catégories. 

F o nc..:te.wt c..o nbr..a.v cvu.a.n.:t de. (;( da.no (3 . 

est un foncteur de a,:>P dans (8. 

Mo nomo1r..phl6me. 

est un morphisme simplifiable à gauche. Notation 

Ob j et oina.l de. ~ 

I. 2. 

est un objet 1 de .g tel que pour tout objet A de~ , il existe un et un seul 

morphisme f A---1. 

Obje.t inilia.l de. e 
est un objet O de e tel que pour tout objet M de~, il existe un et un seul 

morphisme g : 0 • ---) M 

P1r..odc,u,,t 

Le produit de 2 objets A et B est un objet A xB, muni de 2 morphismes 

TrA 11B 
A x B ---~A et A x B ---- B, appelés les projections canoniques. 

_f __ > A et X __ ___.g..___➔) B , j ! h: X ---~ A x B 

t el que f = 7rA o h et 9 :. 11"8 o h • 

est noté < f , 13) • 

Si X f > A et Y~ B , al ors f x g : X x Y --) A x B 

est le seul morphisme tel que f o 1T""X = TA o f x g et g o Try = 7ï8 o f x g • 



I.3. 

Re.él e-t 

Soit IF : dl~ fJ... un fonc t eur et A un objet de a.. On appe 11 e IF - reflet de 

A, le couple (L,l) . où Lest un objet de d et 1 : A • IF L, un morphisme 

de(Q,.telque ~ME. \..ft,\, 'va:A~FM Ea, 

:l~â' :L ) M r:J'% 
tel que a = IF(a) o 1 , 

ce qui se résume par le schéma suivant : 

cPl F (;L 

L 

A L FL 

j( ·"' 
a·. 

·'efa 

M'. k. 
FM 

Sormi e. 

Notion duale de produit. 

Sou..o - obj e.,t 

Un sous-objet de X 1:l'I es t une classe de monomorphismes de but X, qui sont 

isomorphes. 

Dans ce mémoire, nous ne di stinguerons pas 2 monomorphismes isomorphismes. 

T Jta.YL.6 6 011.ma.tio n na.tuJt eU.e. 

Soient a. et eJl, 2 catégories et F, G : CL~ eJl, deux foncteurs. 

Une transformation naturell e lf : F==--=~) Gest un triplet ( I~\ , G, F) où 

llfl est une famille ('fA) de morphismes dee.4,fA: F(A)---)G(A), 
A E: / &/ 



I.4. 

qui pour tout a A > A'' morphisme de Cl, rendent le diagramme suivant 

commutatif : 

, ,, 

F(A) A G(A) 

F(a) 

1 
G(a) 

"V 

F (A 1
) G(A 1

) 

'f A' 

0 

0 0 
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