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0 .1. 

I NTRODUCTION 

"S'il e/2t v11.a,i, qu. e. pou.fi. bta.va.J..1.!,.. eJt a.v e.c. 6/tUJ.;t, e.n 

ma.théma;U,qu.e/2, il 6a.u.t po.6.6é.deJt u.ne. c.eJt.ta.J.,ne. 

"intu.,,U:,i,on de. l 'a. b.6t'1.aÂ::t", le. .6e.u.l moye.n c.onnu. de. 

l ' a.c.q u. éJuA e..6 ;t d e. .6 ' a.-6 t'1. u nd 11. e. à. u. ne. tu..g o u.11. e.u..6 e. 

fuupün e. logi que. e.n .6e. 11.e.6u..6a.nt à a.c.c.e.pteJt quoi 

qu.e. c.e. .6oU .6 a.n.6 p11. e.u.ve., mêm e. loMque. l' "é.vide.nc. e 

gé.omé;t'1.,i_que." e.n u t ave.ugla.nte.." 

J e.a.n Vie.u.do nné. 

Qu'est la stéréologie? Selon l'étymol ogie de ce mot, le stéréologie 
est l'explication (À o y os ) du solide (a -r E 0 E os). Plus précisément, elle 

ourrait être définie comme la science traitant de 1 'inférence de la structure 

éométrique spatia l e d'un objet, sur base d'une information partielle, souvent 

de dimension inférieure. Ces données partielles sont obtenues le plus fréquemment 

par une section (p l ane ou li néaire) ou par une projection (sur des plans ou des 
droites) de la structure qui nous intéresse. La stéréologie de base, traitée dans 

on mémoire, a pour objet 1 ' es timation de carac t éristiques géométriques élémen
aires, comme le volume ou l a surface -d'une corps inclus dans un domaine opaque. 

Voici quelques exemples. Le biologiste veut obtenir .de 1 'information 
t ridimensionnelle, à partir d' une représentation bidimensionnelle des tissus. Ces 

images planes de cellules sa t formées par la projection dans un microscope élec

t ronique d'une mince tranche de matière. Les méthodes d'extrapolation relèvent 
alors de la stéréologie. Le mé tallographie quantitative repose, elle aussi, sur 
des méthodes stéréologiques. Un exemple des problèmes qui se posent dans cette 
discipline est cel ui de l'es t imation du volume d'impuretés dans un acier. L_'infor
mation est obtenue en isolant une mince lamelle d'acier, qui sera ensuite polie 

et traitée chimiqu ement afin 1 1.11 ·un analyseur d'i ma ges puisse y mesurer la surface 
de section des impuretés. 

Les probabilités et statistiques jouent divers rôles en stéréologie, 
.... 

j usqu'à présent partiellement remplis. Elles .décrivent des schémas d 1 éc'hantillon-

ages et ~valuent les biais ainsi que les risqu es quadratiques moyens des estima
t eurs. 
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0.2. 

Nous avons, dans ce mémoire, étudié un article de R.E. Miles et Pamela 

Davy, qui traite des conditi ons de validité des formules fondamentales en stéréo

l ogie . Les auteur s analysent ce problème en étudi ant l'une de ces formules et 
nous exhortent à entreprendre des démarches parallèles pour les autres. Au cha
pitre I, nous avo ns r epris l eu r exemple en modif iant cependant la présentation l à 
où, entre autre, no us pouvio s montrer que cer ta ines contraintes au niveau de 

l 'échantillonnage n'a ient en fa it que des propriétés d'un schéma classique. 

Dans le second cha i tre, nous avons développé une théorie tout à fait 

générale concerna nt l es problèmes d'esti~a tion en stéréologie, quelle que soit la 

imension del 'es pace . Nous avons dû, dans cette partie, écrire ou aménager cer

t aines démonstrat ions . 

Au chapitre III, nou s avons exposé quatre conjectures, accompagnées de 

certains commenta ires , que l es auteurs del 'ar t icle avaient faites au niveau de 

l a qualité des di ffér ents es timateurs possibles. 

Tout cec i devait nous permettre d'env isager au chapitre IV deux cas fon 

amentaux en stéréolog ie,comme des cas particu liers du chapitre II, et de montrer, 
u moyen d'exempl es précis, qu 'aucune des conj ec tures n'était exacte. 

Dans un der nier chap itre, nous utili sons deux théorèmes importants du 
chapitre II pour déterminer des méthodes prati ques de génération des différentes . 
variétés linéaires al éatoires envisagées aux cha pitres précédents. 

0 

0 0 
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ESTIMATION DE LA SURFACE D'UN CORPS INCLUS DANS UN DOMAINE DE 

DIMENSION 3 
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CHAPITRE I 

EST IMATION_DE_ LA _SURFACE _D'UN_CO RPS_I NCL US_DANS_UN_DOMAINE_DE 

DIMENSION 3 -----------

I. 0. INTRODUCTIO N 

I.1. 

Commen çons cet ex posé par un cas particulier souvent rencontré en 

stéréologie. Il nous permet de bien percevoir les raisonnements de R.E. Miles 

et de Pamela Davy, ainsi que le noeud du probl ème d'estimation de certaines ca
ractéristiques d' un corps inclus dans un autre. 

Nous allons être confronté à la sél ec tion du meilleur estimateur de 
la surface d'un corps intéri eu r à un corps X. R. E. Miles et Pamela Davy ont 
énoncé des conjectures à ce propos. Les deu x premières sont re prises dans ce 

chapitre et appli quées à un ex emple. Cependant, il s'avère que leur intention 

n'est pas fondée (voi rI. 4) . 
Remarquons que nous prenons un des exemples (deux s·phères concentriques) des 

plus favorables aux hypothèses (d'homogénéité ) 

I.l. FORMULATION MAT HEMATIQUE DU PROBLEME 

a. Prél imi na ires 

Nous trava illons dans l'espace eu clidien de dimension trois, noté E3 . 

Considérons dans cet espace E3 un domaine tri dimensionnel opaque arbitraire X, 

et nous supposons qu I il est compact. 

Soit un sous-domaine Y de X. X et Y so nt de surface lisse (c'est-à-dir e 
nous supposons qu'il existe un plan tangent en tou t point de la surface de X et 

de Y, variant continuement qua nd le point se déplace sur les frontières respecti 
ves oX et ëY). 

Soit T un plan qu i coupe X (voir fi gure 1). Test entièrement 
caractérisé par l es trois coordonnées (8 , ~. p) définies comme suit, à partir d' un 
repère orthonormal fixé dans E3 : 

(8 , ~) sont les coordonriées sphér iques de la normale Nau plan T, passant par 
Il l'origine o, où o < 8 < 2 , o < ~ < 211 , 

P est la di stance entre l'o r igine O et l e plan T, mesurée sur la normale N 
où - oo < p < oo , 
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Figure 1 

T( 0 ,~,p) 
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X 

1 
' • 1 

' 1 
' ~ 

1' 

N 

y 

Illust rat ion de l a section de X pa r un plan T dans 1 'espace E3 

I. 2. 
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I.3. 

Désignons par (XnT) la région plane commune à Tet à X. Projetons 

tous les points de X perpend i culairement sur l a normale N. Cette projection sur l a 

droite N sera notée x1 (0,0) et L(X 1(e ,0)) est l a mesure de Lebesgue de cet ensem
ble linéaire, c'est-à-dire l a longueur de x1 (e ,0). 

b. La densité sur D(X ) 

Soit D(X ) l'ensemble des triplets (0,0,P) définis de la manière suivan·· 

te 

IT D(X) ~ [ o,2 ] x [ o, 2rr [ x ]- oo , + oo [ t el que 

(0,0,P) E D(X) ~ T(0,0,P) t X, 

où t signifie "cou pe",c'est- à-dire tout point de D(X) correspond à un plan dans 

E3 coupant X. Nou s voulons i ntroduire la noti on de plans aléatoires. Il faut donc 
mettre une mesure sur l'ensem ble D(X). La mesur e sur l'ensemble des plans dans 
E3 , invariante par rotation et translation est donnée par Kendall et Moran [ 1 ], 

p. 20, par Stoka [10 ], p. 41 et par Deltheil [ 8 ]. 

L'élément de mesu re est : 

· dJ =sin e de d~ dp. 

La densité associ ée à dJ ser a donc : 

f( e ,~, p) = c sin e telle que fffrt x c sin e de d~ dp = 1, 

où c est une cons ta nte à déterminer. 

Nous intégrons dp seulement sur x1(e ,0) car pour les autres valeurs de p, le plan 
T ne coupe pas X. 

Nous obtenons dès lors : 

fJ L(Xl (e ,~)) sin e de d0 ( I. 1) 

Définissons 

(I.2) 





I.4. 

où H(X) est appel é la. pMje,ilion L i.n~we. (c'est-à-dire sur la droite N) moyenne, 

de, X. 

a densité .ainsi dé terminée par la mesure inva riante par rotation et translation 

est : 

f( 0,0, p) ~- sin 0 

= l ~TI H(X) 
si (8 ,~,p) E D(X) 

sinon. 
( I. 3) 

c. Propriétés de la densité f (8 ,~,p) 

De (I. 3), nous pouvons immédiatement déduire la relation suivante 

D'où 

f( 0,~) = J f( 0. ~,P) dp. 
TtX 

L(X 1 (0 ,0)) sin 8 

2II H(X) ( L4) 

où f( 8 ,~) est une dens ité po ndérée par L(X 1 (8 ,~)), c'est-à-dire plus la projectio1, 
de X sur la normal e N d'orienta tion (8 ,~) est grande ,plus il lui est attaché 

d 'importance. La densité corr espondant~ non po ndérée , i.e. si;rr0 pour (o < 8 < ~ 
et o < ~ < 2II) coï nc ide avec la mesure invari ante par rotation sur la demi-sphère 

(voir Mardi a [ 3 ], p. 227). 

Un plan aléatoire pas sant par un point quelconque x, ayant cette distribution 

uniforme d'orientation est appelé un plan a.léa;to,{}Le, ,<../20,t,ibpe. passant par x. 

D'autre part, par la définition de l a densité conditionnelle et en 

combinant (I.3) et (I.4), nous trouvons : 

( I. 5) 

d. Définition 

Un plan aléatoire T = T( 8,~,p) ayant une densité (I.3) est appelé un 

plan a.lé.a.to-Ute, ,{.,60tfto pe, uru601Ur1e. c.oupa.n;t X. 





I. 5. 

En ang lais , ce pl an est appelé : II an isotropie uniform random plane 

• . through X11 
; de 1 à , la notat i on : un plan IUR coupant X. 

En conclus ion, nous pouvons donc di re qu Iun plan IUR est un plan aléa 

toire avec une orientation ayant une distribution isotrope pondérée par L(X 1(0 ,~) ) 

et avec, conditi onnellement _à (O,~),- une local i sa ti-on uniformément distribué.e sur 

l 1ensemble des po si t ions de sect ion possible. 

e . Probabilité qu Iun plan al éatoire à travers X, coupe aussi Y 

1 La probabilité co nditionnelle que T(0 ,v1,p) coupe Y, étant donné l Iorien 

j tation (e ,~) est : 

P(TtY j (e ,~)) 
L( Y1 (e ,~)) 
=~~-~ 

L( X1(e,~)) ( I. 6) 

Dè s lors 

P(TtY) f( e .~) de d~ . 

DIoù, par (I.4), nous obtenons 

1 
P(TtY) = 2IT H(X) f f L(Yl( e .~)) sin 0 de d~. 

D1où 

• P(TtY) = ~ ~~~ • ( I. 7) 

Suite à ( I.3) et Œ. 7), nous dédui sons directement la densité sur l I en

semble des plans aléa toires coupant Y. 

f(e,~, p!Tt Y) = f( e .~,P) 
P(Tf Y) 

Ce qui implique 

f( e ,~, pjTt Y) si n e 
= --:--,2 IT,_...,.,...,H (..,.,.,Y ) . ( 1.8) 
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I. 6. 

Èn conclu sion, nous avons les deu x propriétés suivantes, respectivement 
l es conséquences de (I. 8) et de (I.7). 

Propriété 1 : 

Si un pla n IUR qu i coupe X, coupe un corps Y contenu dans X, alors ce 

plan est aussi un pl an IUR à t r avers Y. 

Propriété 2 : 

Pour t ou s les corps Y contenus dan s X, la probabilité que T c0upe Y 
est indépendante de la local isation et del 'or ientation de Y dans X. 

Les propriétés 1 et 2, pourraient nou s faire croire que, comme un pla n 

IUR coupe tout endroit de X de manière équipro bable, il donne la section stéréo

logique idéale. Or, la conjecture de Miles et Da vy [4] nous affirme le contraire. 

I.2. ESTIMATION DE CE RTAINES CARACTERISTIQUES NUM ERIQUES D' UN DO~A INE Y INCLUS 

DANS UN DO MAI NE X DE E3 

a . Espérance de l 'a ire de la surface de (XnT) 

Si 
si 

T = T( e ,~,p) es t un plan IUR coupant X et, 
Ax dénote l'aire al éatoire de (XnT) , 

alors la valeur moyenne de Ax sera 

Or, pour chaque or i entation (e ,~) : 

f Ax d p = V ( X ) , 

où V(X) est le volume de X. D'où 

( I. 9) 





I. 7. 

b. Espérance de la longueur de la courbe ( oYnT) 

Soient deux corps, X et Y, avec les hypothèses données au début du 

paragraphe I.1.a. 

Notons par S(Y) l'aire de la surface de Y. By désigne la longueur aléatoire de 

( oYnT). By = o si T ne coupe pas Y. 

Soit dS l'élément infinitésimal de sur face de Y et soit BdS la longu eu1 

aléatoire du segment de droi t e (dSnT) (égale à o, si T ne coupe pas dS). Nous 

obtenons : 

(I.10) 

Calculons E(By), à l'aide de quelques propriétés fondamentales d€5probabilités: 

= f [E(Bds! Tt ds.) P(TtdS) + E( Bd slTYdS) P(TYdS) 1 
y 

où 1 signifie 11 ne coupe pa s" . Suite à (I.7), nous trouvons 

(I.11) 

Comme dS est plane, T coupe dS selon une droite !UR (par analogie au cas en di

mension 2 - voir chapitre III). En se basant sur la relation (IV.31) où X= dS, 

nous avons : 

(I.12) 

où A(dS) est l'a ire (nécessairement à deux dimensions) de dS et F(dS) est la pro

jection linéaire moyenne de dS dans le plan. 

G ~ - lt t - -t • ~ TI ·1 d - 1 d l t· -race au resu a geome r,que FfcfST = 4 , , ecou e es re a ions pre-

cédentes (I.11) et (!.12) qu e : 

= f ll ~dS 4 H X ' y 





Ce qui implique 

II H_'r'.l 
E(By) = 4 H(XY 

1.3. ESTIMATION DE L'AIRE DE LA SURFACE DU CORPS Y INTERIEUR A X 

I.8. 

(1.13) 

Nous dés irons con naître la surface ex térieure de Y, soit S(Y ), en sup

posant connusou mesurabl~ (par déplacement de fluides par exemples) les éléments 

suivants _: By et V (X). Nous cherchons un "bon" estimateur de S(Y). 

Notons : 

et le rapport de la longueur de (oYnT) sur l'aire de (XnT) 

qui sont des sym bo l es coura ntes en stéréologie. 

Remarquons que BA est un rapport aléatoire, tandis que SV n'en est pas un. 

a. Lorsque B0 est mesuré sur un plan !UR, cette quantité est un est,mateur biaisé ,, 
de ~ Sv 

En effet, la décomposition de la covariance en termes d'espérances ma- · 

thématiques , nous donne 

No us obtenons par (1.9) et (1.13) : 

cov (AX, BA) - II ~ -~ E(BA). - 4 H(X) HfXT ( I.14) 

Dès 1 ors 

(I.15) 
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I. 9. 

L1 expression (1.1 5), nous di t que pour une section de X par un plan IUR, BA est un 

estimateur biaisé de~ Sv de biais égal à : 

fü!l vrx.1- cov (1.16) 

Le biais sera positif ou négatif selon la distribution géométrique de la surface 

de Y dans X. Pour ex pliquer ceci, R.E. Miles et Pamela Davy partent de deux situ 

ations extrêmes pou r énoncer l eur première conjecture : 

- fa c..ov (AX' BA) v.i:t. po-6-0Üve. qu.a.nd Y v.i:t. c.. e.n;t!i.af. da.n-0 X, c.. e. qui donne. un b..lcu,6 

néga.,ü.6 (voà 6ig . 2). 

Figure 2. : cas central 

la. c..ov (Ax, BA) v.i :t. néga.:t.,i.ve., e:t. donc.. le. bia.i-6 de. -0igne. po-6-0Ün, -0i Y v.i:t. 1té

pa.1tti .6uJt la. péluphélue. d e. X ( voà niguJte. 3) . 

-------.:---.......__ 
. ~ X 

,,~~ 
. ' 

' 

\ .. ~, ,.·, 
~ ...... , ... .. ' 

'-,:..._/:-- /" 
'<-1... ;,;-::- . 

"-/..!.. ~--- / -~ 
• _,_~l ~C\\\c~ '~ 

Figure 3. cas périphérique 

Or, dans le parag r aphe 1.4, nous parvenons à montrer que dans le cas particulier 

de deux sphères concentriques X et Y (donc dan s le cas central ) , la covariance 
change de signe et devient négative pour un r ayon de la petite sphère Y suffi
samment grand. 
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b. Si nous pondérons 1 a 1 oi des pl ans de section par .l\X~ est un estima
TI teur non biaisé de ~V 

I.10. 

Pour trouver un estimateur non biai sé de SV' nous pondérons la distri

bution sur les pl ans IUR T par la valeu r Ax. Cec i nous donne la densité de proba
bilité pondérée : 

si (e ,~,p) E D(X) 
(I.17) 

sinon 

où l'indice inférieur A indi qu e la pondération de la densité par AX. (Si nous 

omettons l'indice A, c'est que nous parlons de sections IUR). L'espérance de BA 

par rapport à cette densité pondérée fA est 

By sin e de d~ dp 
= Jff ~----

fff Ax sin e de d~ dp 

ce qui implique : 

Et donc par (I.9) et (I.13), nous avons l'expres sion 

Une section de X par un plan aléatoire T de distribution ron-
rr dérée par AX' nou s fournit un estimateur BA no n biaisé de 4 SV. 

(I.18) 

(I.19) 

( I. 20) 

Or, en se restreignant à un estimateur non biai sé , nous n'obtenons pas nécessaire

ment le meilleur estimateur. Le critère de sél ec tion utilisé est celui de risque 
quadratique moyen minimal . 

Notons le risque quadratique moyen par MSE (cfr. anglais "mean square errer") . 

c. La différence entre MSEA~) et MSE (BAl 

Ecrivons ces deux MSE 





1 

l 

I.11. 

Et la différence donne : 

= cov 

Or, comme SV n1 es t pas un ra pport aléatoire, 

(1.21) 

Donc un ( I. 9) : 

(I.22) 

OÙ 

( I. 23) 

Conclus ion 

Le. .6igne. de. c.ov (Ax,Tl dUeJunine. l e. me.ille.u.Jt Mü.ma.te.Ull.. La. va.le.u.Jt de. 

la. c.ova.Ju'..a.nc.e. de.pe.nd de. la. fuvu bution .6pctU_a.le. de. Y da.n.6 X cu..n.6i qu.e. de. la. 

60.1tme. de. X. 

La. .6e.c.onde. c.onj e.etu.Jc..e. de. R.E. /vt,ii.e..6 et Pamel.a. Davy e.x.ptu.me. qu.e. c.ov(AX' ' 

a. de. 6on,t,e..6 c.ha.nc. e..6 d' Wr.e. néga.t,i_ve. . Ce.u .6ig ni Me. qu.e. BA e..6:t u.n me.ille.u.Jc.. Mü.ma.

.te.u.Jc.. de. ¾ SV pa.11. lla.ppon,t, a.u.x .6e.c..t,i_on.6 pondé!Le. e..6 pM AX qu.e. pM tta.ppon,t, a.u.x .6e.c.

tion.6 IUR. Ill., fu e.n:t a.u..6.6i qu.' e.n génélla.l, a.u. plu..6 l 'cu..Jc.. e. Ax v.i:t g1c..a.nde., a.u. plu..6 

la. fuvubu.tio n de. ( YnT) e..6{. homo gène. da.n.6 (XnT) , au. plU/2 BA .t.e.ll.a. pila c.he. de. la. 

va.le.uJr. ~ Sv, donc. a.u. plu..6 pe.,We. e..6:t la va.l e.u.Jc.. de. T , et dè..6 loJc...6 



., '"l •·· - 1 

1 1 
1 

' 1 

·I 1 

1 .1 

1 

1 

1 

1 

,1 
1 ., 
1 

,: 

Il 

1 

1 

i ! 

!1 l 
1 

i 1 1 
1 

,, 

! 

1 

il 1 

1 1 

' ,1 

!j 

Il 
1 

Il 
,, 
1, 

, 1 ~ l 1 

Il 

li 

i 1 
,, 

li 

,, 
I• 

li' ,, 1
• Il 

::, 1· 

il 

'I 1 
,, 

,: il1 

Il 
11 

!· 

1 

' 

,, 1 
;1 ' il 
•I 

,1 
Il 

:1 .. 1 



I.12. 

IRA c.o ncl.u.e.nt qu.e. poU!l. d e.1.i dü:tJubu.tio YlJ.i 1.iu.6 6ùa.mme.nt homo gè.ne.J.i ( e,t 

pe.u.t-ê..vz.e. poU!l. TOUTES le..o d,W:tlubu.tioYIJ.i) de. Y dan.o X , le. MSE d e. BA e.1.it moindlte. 

poU!l. d e.J.i 1.i e.ilio YlJ.i po n.déJz.ée.J.i pait A X qu. e. pouJt de.1.i 1.i e.ilio YlJ.i IUR. 

Le parag raphe sui va nt donne un contre -exemple à ce qui est annoncé 

ci-dessus : Si X et Y sont deux sphêres concentr iques et si Y est incluse dans X, 

lors pour un pet it rayon de Y, l'estimateur don ne un meilleur résultat quand 

l es sections sont pondérées pa r Ax. 

I.4. EXEMPLE : DE UX SPHERES CO NCENTRIQUES X ET Y 

. Introduction 

Appliquons les ré su ltats dégagés da ns les pages précédentes dans un 

cas particulier. 
Soient deux sphêres concentr i ques, centrées en 1 1 origine 0 

- X de rayon R ; 
- Y incluse dans X, de rayon r (r ~ R). 
Pour faciliter le s calculs, prenons R = 1. 

Soit T le plan al éatoire qui coupe la grande sphêre X. Les sections 

(XnT) et (YnT) so nt deux cercl es concentriques de rayon respectif RT et rT (voir 

figure~). Les coordonnées de T( e ,~,p) sont définies comme au début de ce cha
pitre. Ces deux sect ions circulaires ont leur centre OT à une distance p del 10-

rigine. Remarquon s que les deux sections ne dé pendent que de cette coordonnée p 
et sont indépendantes de l 1or ientation (0 ,~), grâ ce à la symétrie des corps X et 
Y. 
En regardant la figure 4, nous distinguons deu x triangles rectangles ayant le 

segment DOT en commun . Ces deux triangles défin is par leurs sommets so nt : 

Comme il s'agit de triangles rectangles, nous obtenons les égalités 

. RT = /2 - p2 ( I. 24) 
et 

/r2 - 2 
rT = p ( I. 25) 
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Figure 4 : Illustrati on gel a section par un pl an aléatoire T, des deux sphères 
X et Y dan s E . 
~représent XnT 

~ repré sent vnr 





I.14. 

b. Quelques résultats élémenta ires 

Exploitons les pa r ticularités géométriques de cet exemple, exprimées 

au paragraphe a., pour écrire les formules suivantes. 

• les aires des sections circulaires (XnT) et (YnT) valent respectivement 

Ax = n(l - p2). 

I 2 2 
Ay = t~r - p ) 

• la longueur du cercle (ôYn) 

= r 2n Jr2 By 
2 - p 

l0 

vaut 

si p,;;;; r 

sinon. 

si p ,;;;; r 

sinon. 

• (I.26) et (I.28) donnent l 1expression du rapport BA 

B = {2/r2 - p2 
A l p2 

0 

si p ,;;;; r 

sinon. 

(I.26) 

( I. 27) 

( I. 28) 

(1.29) 

• la projection de X sur. la dro ite N, étant donné l 1orienttation (e ,~·l) du plqn T, 

égale à deux fois le rayon de la sphère X, et donc 

( I. 30) 

La définition (I.2) implique 

H (X) = 2 . . (1.31) 

• l 1espérance mathématique de Ax, donnée par (I.9) est, sachant que V(X ) =½TI 

( I.32) 
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I.15. 

c . Estîmation de l'aire de l a surface de Y 

c .1. AQQlication -de_ l a_Qremière_conjecture_:_analyse_du_signe_de_cov_fAx,BA} 

Pourquo i cette in t uition de R.E. Miles et de Pamela Davy? Essayons de 
l 'expliquer dans l e cas , cent ral, de deux sphères concentriques X et Y. De maniè re 

• schématique, nous pouvons dire que la cov (U,V ) est positive si les deux variabl es 

léatoires évoluent de la même façon, c'est-à-d i re : 

à -de grandes (pet i tes) valeurs de U correspondent de grandes 

(petites) valeur e V. 

Comme Y est central dans X, i l faut étudier la cov (AX, BA) dans deux sous-domai

nes : dans le cas où le plan T 
a)coupe aussi Y, 

b)ne coupe pas Y. 

Dans l a situation a), quand AX augmente, By croît aussi et il nous 

faut dès lors étudier le com portement de BA. 

Dans l a situation b), nous pressentons déjà que nous aurons des dif
ficultés (dont R.E. Miles et Pamela Davy n'ont probablement pas tenu compte). En 

effet : à une var iation de Ax ne correspond aucun changement de BA (By = o si T ne 
coupe pas Y). Il suffira donc d'intégrer By et BA au [o,r] et non sur l'intervali ( 
[ o,1] tout entier. 

Dès lo rs : 

devient, avec cette dernière remarque : 

r r r 
cov = f 

0 
By dp - f AX dp f 

0 0 

Po sons 

Œl 
r r r 

= f By dp - f AX dp f BA dp. 
0 0 0 

m = -f 
1 r 

AX dp J BA dp. 
r 0 

1 
BA dp - f 

r 

r 
AX dp f 

0 





1 

--- ----- -----,;---;--,------ - ------,,------ -

I.16. 

Nous pouvons nous attendre à ce que ŒJ soit positive si A et BA sont 
des fonctions déc roi ssantes de p. Ceci implique probablement la conjecture, mais 

ne justifie en ri en le signe de la covariance car , par la présence du tenne !] , 
il faut toujours ajouter des quantités négativ es . 

X est bien une fonct ion déc ro issante de p : en effet 

dAx · 
dp =- 2Tip ¾ o Vp. 

ependant BA n'es t pas une fonction décroissante pour toutes les valeurs de p 

BA est décroissant e pour les valeurs suivantes , pour un rayon r fixé 

2 2 p ;;;. 2r - 1. 

Nous constatons donc que pour r ¾ 0,7071067, BA est une fonction décroissante 

de p sur tout l' intervalle [ o, r].Cepend ant,si r devient grand,BA n'est décroissan t 
qu e sur un intervalle très petit et crqissante partout ailleurs . C'est donc dans 

cette région de var iation der que nous nous attendons à trouver des contre-exem
pl es à la conjecture . Ceci se vérifie dans l 1exem ple suivant. 

Calcul ons les différents termes de la relation 

( I. 33) 

• Nous savons que s i jpj_ > r, le plan T ne cou pe pas Y, ce qui entraîne que By = 

Donc p ne vari e qu 'entre - r et r. 

Dès lors : 

211 •. TI 

f !2 
o ·o 

2 /r2 _ p2 

1 2 - p 
s in e de d(ll dp, 

Le développement des calculs est donné à la fin du paragraphe c.1. 

(I.34) 





I.17. 

• Comme S(Y) = 4nr 2 la relat ion (1.13) devient 

(I.3 5) 

L'express ion (1.3 3) avec les résultats (1.32), (1.34) et (1.35) s' écrit 

( I .36) 

Cherchons la vari at ion de signe de cov (AX ,BA). Les zéros del 'équa

ion cov (AX ,BA) =o se situ ent aux points : 

Conclusion 

r = o 

2 /"Z r = - 3- ~ 0.943 . 

L (A B ) + : +: ..- ..- 2 12 a c.ov X' A u ,.__ po1.i,.__,.__,.__ve. pou.Jt o ""' 11. ""' - 3-
2 12 • 

négaLi.ve. - 3- <, 11. <, 1. 

Ave.c. c.e.,t. e.xemple. de. deux 1.>phèl!..u c.onc.e.n:tluquu X e.,t. Y, noU-6 -60mme.1.> 

da.ni.> le. c.a.1.> c.e.nt.Ji.al . Le. ôa..d.. que. la c.ovCVUA.nc.e. 1.>od négative. poWt Jt 1.>upélue.Wt à 
2 {2 c.on.tJie.dd la c.onje.c.;tu.Jr_ e. de. R. E. Mile...6 e.;t Pamel.a Vavy (e.xptumée. dan-6 la 

1.>e.c..tion 1. 3. a.). 

Détail de calcul de (1.34) 

f
r Jr2 _ p2 

= __ ---,,.. dp 
-r 1 - p2 

2 1r2 _ p2 
sin e de d~ dp, 

1 - p2 

Cette intégrale est symétri que par rapport à r. Faisons le chang.ement de varia
bles : p = r cos a . 





Nous obtenons : 

rr 
= 2 /2 

0 

2 . 2 r sin et 

1-r2 cos 2 a 
da . 

Appliquons les fo rmule s 2 1 co s a = 2 
si 2 1 a= 2 

(cos 2 a + 1). 

( 1 - COS 2 a ) . 

r2 r2 1 - 2 - 2 cos 2 a 

1 - cos 2 a da . 

Posons 2a = x 

ŒJ 
rr dx 

ù = f 2 2 
0 1 r r - 2 - Z COS X 

[TI 
rr cos x dx 

= f 2 
0 1 r r 

- - - - COS X 
2 2 

Les tables de Dwi gh t [ 2) nou s donnent les résul tats 

[TI= _2_ 

/2 - r2 

tn ~ TT · 1 ~ 2 • 
tg [ ~~] 0 

/2 - r2 

r:-1 2x TI 2 - r 2 TI dx 
2 2 

comme r 2 < 1. 

1~ = [ - -;:z 1 o + r 2 i 
1 - .!::_ - !:__ COS X 

2 2 

L'expression de E(BA ) devient : 

r2 rr (2 - r 2)rr + rr - ~------
2 /2 - r 2 

I .18. 
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I.19. 

c .2. Différence_d es_ risgues_guadratigues_molens 

Exprimon s la différence MSEA (BA) - MS E (BA) dans ce cas particulier-
ci 

MSEA(BA) - MSE(BA ) 1 TI TI . 
= E(Ax) E(By(BA - z SV)) - E(BA(BA - 2 SV)) 

1 
B2 

1 TI 
B2 

E(~) E(By) 
y 

= - ITJÇY 2 sv - E(-) E(AX) 
==~~= 

A2 
===~= 

(1.37) 

Les deux termes soulignés va l ent (détail : voir fin du paragraphe c.2) 

B2 r 2TI TI 
4112 {r2 - ~2} • E(~) = 1.. J f Jz sin e de d~ dp . 

Ax 4TI TI (l - p2) -r 0 0 

( I. 38) 

( I .39) 

(I.37) avec les résultats (I.32), (I.38), (I.3 5) , (1.39), (1.34) s'écrit 

(I.40) 

Pour les détails de calculs, voir en fin de paragraphe. 

La seconde conjecture de R.E. Miles et Pamela Davy exprime que cette 

différence MSEA( BA) - MSE(BA ) es t négative (voir section I.3.c). Or, en prenant 

quelques valeurs pour le rayon r de la sphère Y, nous obtenons .les résultats : 





- - --·-~----=----- - ----,--- - ---

I. 20. 

r MSEA(BA) - MSE(BA) signe 

0.1 0. 9628 E - 03 + · 

0.2 4. 7761 E - 03 + 

0.3 6. 7052 E - 03 + 

0.4 - 4. 5493 E - 03 -
0.5 •. 0. 0432 -
0.9 - 0 .3281 -

Conclusion 

PoUJt. dv.i peü;tv.i vaie.uJu., du. 11..a.yo·n de. Y, la c.onj e.c:tUJt.e. n' v.it pM vru-

6,i..,ée., c.' v.,;t-à-CÜAe. dan-6 l e. c.a.6 l e. moin-6 homogène. . Ce.c.i -0igni6ie. qu.e. da.n-6 le. c.a.6 

de. deux -0phè.11..v.i c.onc. e.nbuqu.v.i dont la. -0phè.11..e. J._n;té.Jr..J._e.UJt.e. Y v.,;t de. 11..a.yon O. 1, pait 

e.x e.mple. , ex. la. -0 phè.11..e. X de. 11..a. yon 1, BA v.,;t u.n mulle.Wt. v.itima.te.Wt. de. i SV û _ la. 

de.Mile. v.it non po ndé.Jr..ée. ! 

Détails de calcul de (1.38), de (I.39) et de (I.40) 

B2 2TI ~ 2 2 2 
E(_y_) = J_ fr J f 2 4n (r - P ) sin e de d0 dp. 

AX 4n -r o o TI (l - p2) 

= 2IT [ r 2 [TI - [Il] 

OÙ [I] = J 
r dp 

-:-2 - r 1-p 

IT] 
r 4. = J 

- r 1-p 

Les tables de Dwi gh t [ 2] don nent les résultat s de ces deux intégrales 

r 
.'27 = [- P + l.2 ln ll+p l ] L=J 1-p -r 





Dès lors 

B2 
2 l+r E( y) =2n (r-1) 1 n i 1 - r J + 4 ITY • 7Ç 

i!=.~~l : 
B2 r 2n TI 

n2 2 2 1 j2 E(_J'_) = ·411 f 4 {r - e} sin e de d~ dp, 
i -r 0 0 Jf (1 - p2/ 
X 

2- ~ 
= 2 [r LU l1l 1 

Œ] 
r 

de où = J (1 _ p2 )2 ' - r 

Œ] 
r p2 dp 

= f 
(1 - p2 / - r 

es deux intégral es sont résolues dans les tabl es de Dwight [2] 

r::I 1 1 r iJJ = [ P + 4 1 n j---.:!:E. i ] 
2( 1 - p2) l-p -r 

1 - 4 1 n 

Et nous trouvons 

l l:B.1 ] 1-p 

B2 
E ( y) = - 2r + ( r 2 ~ 1) 1 n j 1 +r 1 ï{l 1-r • 

Œl 
[il 

X 

= - 2. n2 r4 
8 

= 2r - (r 2+1) ln l_l+r I 
1-r 

W = ½ n2 
r 2 (1 - /i - r 2) 

r 

-r 

et MSEA(BA) - (MS E(BA) = ITJ + [~j + w + 0. 

I. 21. 
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I I.O. 

C H A P I T R E I I 

PROBLEMES D'ESTIMATION ET PROPRIETES D'UN CORPS INTERIEU~ DANS 

L'ESPACE EN 





II. 1. 

CHAP IT RE II 

PRO BLEME S. D' EST IMA TI ON_ET_P ROPRI ETES_ D' UN _CO RP§_ I~I~~! ~~~-Q~~§ 

L' ES PACE En 

I I.O. INT RODUCT ION 

La rai son l a plus importante pour l aqu elle nous travaillons en dimen

sion n, est que ce l a donne la possibilité de construire une théorie compacte, 

r ésumant un grand nom b~e de cas différents. 

Dans un premier t em ps, nous donnons qu elques notions propres à la 

stéréologie (comme les éléments de mesure, la r- projection moyenne, ... ), qui 

permettent de dé fin ir des var i étés IUR et pondérées. Ensuite, nous énonçons et 

démontrons t rois propriétés fondamentales : l a première carac t éri se les él ément s 

de pr obabilité des r -vari ét és linéaires , la suiva nte donne le moyen de générer l e 
variétés linéai res pondérées, l a derni ère do nne des estimateurs non biaisés, 
de certa ines ca r ac tér i s ti ques du corps intéri eur de X. 

II.l. VARIETES LINEAIRES ET SOUS-ESPACES VECTORIELS 

a. Section aléatoire d'un corps 

notations 
Plaço ns-nous dans 1 'espace euclidi en de dime nsion n En. Soient les 

.in= l 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension r dans En, r 
passant par 1 'origine, notés Ln ; 

. r 

'J~ = l 1en semble des var.iétés linéai res de dimension r dans En, notées 

Fn c'est-à-dire des translatés de Ln. r, r 

Pour introduire la notion de section aléatoire d'un corps, il faut mettre une 

mesure sur les ensembles .f~ et J~. Soient dl ~ et dF~ les éléments de mesure 
uniques (à une cons tante multiplicative près ) tels que 

dl~ = élément de mesure de .f~ invar iante par rotation 

. 
dFn = él ément de esu r e de )n invari ante par rotation et translation. r r 





II. 2. 

dl~ et dF~ jouent le rôle at tribué par la me sure de Lebesgue dans la théorie 

des variables r éell es. 
Nous nous intéresserons aux mesures s ' écrivan t sous la forme 

dFn = dl n . dV r r n-r , (II. 1) 

avec O < r < n 

où dV n-r = élément de volume dans L~-r ' sou~-espace vectoriel de En 
orthogonal à Fn r· 

La relation (II. 1) exprime, en gros, l I indépenda nce de l'orientation et de la 

localisation. 

Exemp 1 e _ 1 

Reprenons le cas t raité au chapitre I et vérifions que 1 'élément de 
mesure sur l'en semble des pl ans aléatoires sati sfasse la relation (II.1). 

Nous avons ici 

n = 3 et r = 2. 

Ce qui nous donne 

dL3 
2 = sin e de d0 , 

où TI o :o.;; e :o.;; 2 
o :o.;; 0 < 2IT. 

dV 1 = dh, 

OÙ - oo < h < + 00 . 

Par la relation (II .1) nou s obtenons 

dF3 = si n e de d0 dh. 2 

(qui est défini à une cons tante multiplicati ve près !) 





II.3. 

. 3 . 
Or, nous avons vu au premier chapitre que la mes ure dF 2 sur l 1ensemble de plans 

aléatoires était invariante par rotation et t ran slation et que la mesure dl~ 
sur l 1ensemble des orientations sur la demi- sphère est invariante par rotation. 
Ceci correspond bi en à ce qui est annoncé dan s cette section-ci. 

Exem~l e_2 

Cet ex emple-ci fait référence au chap itre N. 2. 

Considérons les sections de corps. à deux dimens ions par une droite. Nous sommes 
donc dans le cas où : 

n = 2 et r = 1 ' 

dL 2 
1 = d0 

dV l = dp - oo < p < + oo . 

Ce qui implique par (II.1) 

dF 2 
1 = d8 dp. 

dlî et dFi sont res pectivement invariant par rotati on, et par rotation et trans
lation .(cfr. Santal o [ 7 ], p. 10 et Kendall et Moran [ 1 ], p. 16.) 

Remarques 

1) Les variétés linéaires et les sous-espaces vectoriels, de dimension r, sont 
appelés respectivement des r-variétés linéai res et des r-sous-espaces. 

2) Une extension commode et naturelle est de défi nir une o-variété l i néaire com 
me un point de En . La re l ation (II.1) devi en t alors : 

dFn = dV 
o n 

dx 
n 

ce qui . est 1 ' él ément de mesure de Lebesgu e en dimension n. 

b. Restriction des mesures précédentes 

Consi dérons les r estrictions des él éments de mesure dl~ et dF~ aux 

éléments de mesu re dL~(q) et F; (q ) respectiveme nt, où 





I I.4. 

L~(q) = r-sous-es pace vectoriel L~, contenant un q-sous-espace vecto
rel fixé 

Fn = r- variété li néaire Fn contenant une q-variété linéaire fixée. r(q) r' 

• La formule 

n n 
= dF . dF ( ) q r q 

O~q < r < n 

est donnée par Santalo [ 6 ], 

où 

Fn = q-var iété li néaire contenue dans Fn. q r 

De (II.2) découl e la formul e suivante 

= 

en effet: par ( II.2 ) 

f dl~ • f dl~ 

f dl n 
q 

dF n.dF r dFn dFn = • ( ) • r q q r q 

l ~ q < r< n. 

(II.2) 

(II.3) 

n n Appliquons (II.l ) aux deux membres et en sachant que dFr(q) = dlr(q) (car les 
contraintes impo sées sont t el les qu'il n'y a pas d'~lément de volume qui inter
V i_ent). 

n r dl .dV .dl .dV r n-r q r -q 
n n 

=dl .dV .dl ( )' q n-q r q 

Comme dV = dV .dV , nous trouvons bien la relation (II.3). cqfd. n-q n-r r-q 

II.2. VARIETES LINEAIRES COUPANT UN ENSEMBLE COM PACT 

a. r-Projection moyenne de X sur Ln 

Soit 





II. 5. 

X = un ensembl e compact de En 

j; (X) = 

)f (X) = 

~~(X) = 

l'ensemble des r-variétés linaires coupant X, c'est-à-dire 
Fn E jn(X) ~ (Fn n X)!~. r r r 

ensemble des points de X dan s E3 , 

ensemble des sécantes de X dans E3 

ensemble des sections planes de X dans E3. 

Définition 

La r-projection moyenne de X~ notée M~(X), est la moyenne de .la mesure de 
Lebesgue en dime ns ion r de l a projection orthogonale de X sur un sous-espace 

vectoriel aléato ire isotrope L~ 

(II.4) 

1 ..;;; r < n, 

où 

X(L~) = la projec ti on orthogonale de X sur L~ ; 

\ .. •Ir = la mesure de Lebesgue dans un espace de dimension r. 

Exempl e_l 

La pro jec tion moyenne sur une droite pas.sant par l 1origine, d'un 

corps X à trois dimensions est, d'après (II. 4) 

= J IX(LÎ)l1· dLÎ 

fdLi 

qui correspond au H(X) du chapitre I. 
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II. 6. 

Projet tons un cor ps X à deux dimensi ons sur une droite passant par 

l'origine. Par ( II.4 ), nou s obtenons 

2 JI X(L!) l1·dlf 
Ml (X) = 2 ' 

J dL 1 

1 
= 11 JL( X1 (0)) d0 , 

où 

Mi(X) sera noté F(X ) au chapitre IV . 

Cas particuli~rs : 
Une extension naturelle et commode est la suivante. Posons 

M~(X) = 1 pour tout corps X, compact et non vide 

M~ (X) = 1 X 1 , n 

Mn(~) = r 0 pour tout r tel que O ~ r < n. 

b. Variété linéai r e non pondérée 

• Eleme.n:t d e. pti.o babildé. non po ndélté. , .6 UA ':1~ (X ) • 

Notons 

Ln = le complement orthogonal de Ln . n-r r 

En intégrant la fo rmule (II . l) nous obtenons 

=Mn (X).fdln . . n- r n-r 

Ce qui nous don ne 



J 



II. 7. 

dFn = Mn (X ) .fdlrn r n-r (II.5) 

où nous avons em ployé la rel ation intuitive : dl n =. dln (en effet, ces deux n-r r 
espaces se déterminent biun ivoquement par orthogo nalité). 

Si M~_ r(X) > o, ce qui est le cas quand X est no n vide, nous pouvons, _ 

par la relation (II.5 ) déterminer la mesure de probabilité sur 'j~(X), en norma
lisant la mesure invariante donnée par (I .1). 
L'élément de pro bab ilité sur )~(X) correspondant est 

Exemgl e_l 

(II.6) 

Vérif ions que (I I .6 ) corresponde à la mesure sur Jn(X) définie au r 
chapitre précéda nt pour n = 3 et r = 2. Il f aut donc justifier l'égalité sui-
vante 

en effet 

Exemgl e_ 2 

= si ne de d~ dp 
2TI H(X) 

dF~ = s in e de d0 dp, 

Mi(X) = H(X), 
TI 

fdL~ = J2
IT J7 si ne de d0 = 2TI . 

0 0 

Appli quons (II.6) à un corps de di mens ion 2, coupé par une droite 

aléatoire. Par (II. 6), nous t rouvons 

dF 2 
1 • f( e ,p ) de dp 

Or, 
2 dF 1 = de dp, 

Mi(X) = F(X), 
2 TI 

fdL 1 = f de = TI. 

(cfr. no tation au chapitre IV ) 





II.8. 

Et nous obtenons 

f( e ,p) de dp 1 
= TIF( X) _de dp. 

Propriété 1 : 

(i) La probabil ité qu'une r-variété linéaire aléatoire d'élément de probabilité 

(II.6), cou pe un sous- ensemble fermé Y de X est : 

Mn ( Y) 
n-r 

Mn (X) 
n-r 

(II.7) 

invariante pou r un mou vement euclidien de Y dans X. 

(ii) Si la r-var iété linéai r e aléatoire coupe Y, son élément de probabilité con

ditionnelle es t donné pa r : 

(II.8) 

Démonstration : 

( i ) 

Par (II.4) , no us trouvo ns 

Mn ( Y) 
n n-r P[ F t Y ] = --- • 
r Mn (X) 

n-r 

(ii) L'élément de probabili t é conditionnelle sur )~(Y) est l'élément de probabi

lité sur 3~ (X) divisé par la probabilité que cette r-variété linéaire coupe 

·Y, parce que l'événement Tt Y est inclus dans l'événement TtX. 

Nous obtenons donc : 
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II. 9. 

1 

par (II. 7). 

Définition 

Une r- var i été lin éa ire ayant ( I I.6 ) comme élément de probabilité est 

appelée une tt-va.JL,i.é;té Lén.éa,iJie. IUR à :ttta.v eJt.6 X , c'est-à-dire une r-variété l iné

aire aléatoire i so t rope et un iforme (en angl ais : Isotropie Uniform Random 
r -flat). 

Nous verro ns que sectionner par des IU R r-variétés linéaires est un 

instrument fondamen t al pour estimer la structure interne du corps X. Plusieurs 

facteurs de pondéra t ion peu vent être employées, pour échantillonner X. 
Par exemple : Si une sectio plane est pondérée par 1 'aire de cette section 

(comme au chapi t re I ), au plu s cette aire est gra nde, au plus nous attacherons 

d'importance à ce plan. 

c. Va r iété linéaire pondérée 

• Eté.me.nt d e. ptto babil.dé pon.dé.ttée. .6U.Jt ] ~ (X ) 

Remarquons tou t d ' abord que nous avons les deux relations suivantes : 

1) (II.9) 

en appliquan t (I I. 5). • 

2) Comme 

nous trouvon s 

J n n 
n dF . dF ( ) = F t x Fn J Fn q r q 
q ' r (q) q 

(II.10 ) 





ILlO. 

en appliquant ( II .5). 

Ces deux éga lités nous permettent de trouver différentes lo i s de pro

babilité pondérées sur 'J~(X). En effet 

par (II. 9) , 

par ( 1 I. 2) , 

pa r ( I I. 10 ) . 

Et à nouveau par ( I I . 2) : 

(II.11 ) 

0 ¾ q ¾ r < n. 

(II.11) général i se l a rela t ion (II.5). 

De (I I.11 ), nous déduisons: 

Si Mn (X) > o, n-q 

alors 

(II.12) 

est une loi de probabilité pondér~sur ~~(X), c· est~à-dire 1 'élément correspon

dant à une r-variété linéai r e F~ IUR, cou~ant X et pondéré par la valeur 
Mr ( xnFn) . 
. r-q r 

Posons p ~ r - q, et appelons p la dimension du facteur de pondération. 

Définition 

Si Mn (X )> o et n-r+p 



ir- 1· 
·- , ·~ . Î - , 

1 Jr 

1 Il 
li 

1 
1 
1 1 1 

1, 

Il li 1 

1 
11 li Il 

Il Il 
1, 

1 u 
11 : j! 

,, 

Il ; 
11 li li 1, 1, 

i 
1 

;1 

Il 
Il 

l i ~ 
li 

11 

1: 

'I :, 
1 

1, 
, 11 

l i Il 
1 
1, 

i 

1: 

11~ 
1 

Il 
1 

1 
,, 

'i l 111 , 

!i 
l i 

Il Il 

Il !1 
1, 

1 

li 1 

;1 



II.11. 

Si 

pour presque tou t F~ coupant X, nous dirons que ce plan F~ est une. Jt-vcuu..U.é 

ünéa.AAe. p-pondéJLé?.e. , c.ouy:unt. X. 

Remarque : 

Une variété IU R est une var iét é linéaire o-pondér ée (donc une vari été linéaire 

non pondérée). 

~~~~l~ : (illus trant (II.1 2) ) 

Plaçons-nous dans l e cas où 

n = 3 r = 2 q = o. 

(11.12) devient alor s 

A(XnF~) . 
= V(X)-Jjsin e de d~ · sin e de d~ dp' 

A(XnF~).sin e de d~ dp 
=------------ - --

f ff A(XnF~)· sin e de d~ dp 

ce qui corr espond à ce que no us avons étab l i au chapitre I ! 

II.3. PROPRIETES DE BASE PE VARIETES LINEAIRE S PONDEREES 

Cons idéro ns toutes les variétés li néa ires dont la différence entre l a 
dimension r et l e fa cteur de poids p est une constante. La propriét é suivante 
donne le lien qu 'i l y a entre ces variétés li néa ires. 

Propriété 2 : 

Soit 

o .;;; t .;;; q < r < n. 

(i) Les q-variétés li néaires obtenues 
a) en prenant un e r-variété linéaire (r- t)-pondérée coupant X 





b) puis en prenant une q-variété linéaire (q- t) pondérée , 
coupant l a r -variété l inéaire du point a) ; 

sont des q-variétés linéaires (q-t)-pondérées, coupant X. 

(ii) Les r-variétés li néaires obtenues 
a') en prena nt une q-var iét é linéaire (q- t) po ndérée, coupant X 

b') pu i s en généra nt une .r -vari été linéa ire al éatoi re 

II.12. 

contenant cette q-variété linéai r e et aya nt une orientation isotrope, 

sont des r-variétés linéai res (r-t) pondérées, coupant X. 

De plus, les démarches décrites en (i) et (ii) so nt stochastiquesement équivalen
t es. 

Soient 

n = 3 r = 2 q = 1 t = o. 

Notons A= l' aire de la sec tion (X n plan) (correspond à: p = 2); 

L = la longueur de la section (X n dro ite) (correspond à : p = 1). 

La proposition 2 s'é nonce dè s lors 

(i) Une droite L- po ndérée, à travers un plan A-pondéré coupant un corps X à troi s 

dimensions, est équivalent à une droite L- po ndérée coupant X. 

(ii) Un plan d'or ien tation i so trope et contena nt une droite L-pondérée coupant X 
est équivalent à un pla n A-pondéré. 

Démonstration : 

Dans l es parties (i) et (ii) de la pro priété, nous construisons deux 

sections aléatoi r es du corps X, l'une de dimen sion r et l'autre de dïmension q. 

A1. Ces deux déma rches proba bilistes, décrites en (i) et (ii), qui nous servent 

à générer res pec tivement des q-variétés li néa ires (q-t)-pondérées et des 

r-variétés li néa ires(r-t )-pondérées, sont stochastiquement équivalentes. Pou r 
le démontrer, nou s devon s vo ir que les densités jointes de ces deux quantités 
aléatoires so nt les mêmes, dans les deux cas . 





Dans la démarc he (i), nous nous donnons : 

a) la loi de l a section de dimension r : 

par (II. 2) , 

II.13. 

b) la loi de l a sec tion de dimension q, étant donné la section de dimension r 

par ( II. 12) . 

Nous obtenons donc la loi jointe de ces deu x quant ités, en effectuant le pro

duit de la margina le a) pa r la loi conditionnelle b), ce qui nous donne : 

Dans la seconde démarche, nous nous donnons 

a') la loi de la section de dimension q : 

pa r ( I I. 12 ) , 

b') la loi de la section de dimension r, étan t donné la section de dimension 

q, qui est IUR : 

Par une nouvel le factorisat ion, cette fois de a') et de b'), nous obtenons la 

bi jointe de ces deux sec t ions aléatoires qui vaut : 

et nous voyon s immédiatement que ces deux l ois jointes sont égales, par les 
rel\ations (II. 2) et (II.3 ) . cgfd. 

---------- --- --------- - - -
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II.14 . 

B1 Démontrons l a partie rode la propriété. 

2 

Pou r montrer que la q- section obtenue est une q-variété linéaire (q-t)-pond é

rée coupant X, i l faut trouver la loi de cet te variable aléatoire, alors 

que nous nou s sommes do nnés une loi conditi onnelle. Pour ce faire, il nous 

faudrait en pr inc i pe ca lculer sa loi ma rg i nale, par intégration de la loi 
joint e de cette quantité et de l a sect ion de dimension r : 

Employons 1 ' équ ivalence démontrée ci-des su s . 

Nous obtenons , dès lors , directement la vers ion désirée de la loi jointe ; à 

savoi~ sa décom position en le produit de l a loi marginale de la section de 
dimension q , par la loi conditionnelle de la section de dimension r, étant 

donné la sec ti on de dim ension q : 

f n n 
F F r(q ) :) q 

n n • 
• dF • dF ( ) • q r q 

Cette loi margina le est donc bien, en foncti on du point a') de la propriété , 

celle d'une q-var iété l i néaire (q-t) pond érée coupant X. cqfd . 

Par un raisonneme nt ident ique, nous mont rons que la loi de la section de di

mension r, obtenue dans la seconde parti e de la propriété, est bien celle 
que nous pro po se le poi nt ·a) de l a premi ère affirmation. Il s'agit, en effet, 

d'ure r~vari êté 1 inéaire (r-t)-pondérée. 

n n 
• dF • dF ) q r ( q , 

et par 1 'équi va lence nous obtenons ce qu'il faut 





II.15. 

qui est égale à , par (II.11) 

Mr (XGF~ ) r-t dFn · 
Mn (X). f dl~ 

r cg_!i• n-t 

I L4. ESTIMATEURS NON BIAISES DE CARACTERISTI QUES D'U:~ CORPS INTERIEUR A X 

Adapto ns le point de vue stéréologi que suivant : 

- La frontière oX du corps opaque X est connue et est directement observable. 

Supposons que Y soit un sous-ensemble de X. Con struisons la section (XnF~) de X, 
qui sera supposée ob servable. Ajoutons aussi l' hypothèse que cette section con

t ient une informatio n mesurabl e de (YnF~). 

Nous cherchons de bons estimateurs de certaines caractéristiques de Y, 

basés sur les don née s contenues dans les sectio ns observables de (XnF~). 
Cet estimateur sera un estimat eur non biaisé, do nné par la proposition sutvante 

Proposition 3 : 

Soit Fn une r-var iété linéaire p-po nd érée, coupant X, contenant une r 
section du sous-ensemble Y de X. 
lors : 

(II.13) 

est un estimateur non biaisé de. M~-r+s (Y). 

n 
n-,r+s 

Remarq uo ns que les quantités M sont observables,sauf, par hypothèse, 

( Y) . ! 

Notons Ep l ' espérance p-pondérée, c' est-à-dire calculée par rapport à 

l 'élément de probabilité p-pondéré. 

Démonstration : 

Calcul ons, en tenant compte de (II.1 2) 





II.16. 

Par la relation ( II. 11) nous obtenons : 

Mr (YnFn) Mn (Y) 
E ( s r ) n-r+s = p Mr (XnFn) Mn (X) p r n-r+p 

Et comme Mn (X) est une qu antité non aléatoire,nous pouvons écrire n-r+p 

(y). (II. 14) 

emarques : 

1) L1 ~timateur E, est une réelle fraction dans tou s les cas, sauf quand p = o. 

En effet, si p = o, (II.3 ) devient 

E, =Mn (X). ~{s (YnFrn) , n-r 

car M~ (XnF~) = 1. (cfr. ca s particulier dan s II.2.a) 

2) C'est une habi tude en stér éologie de changer Mn (X) de membre dans (II.14) , n-r-p 
de façon à avo ir une seco nd e fraction. 

~~ ~~el~: qui ill ustre (IV.5 ) 

Soient (n, r, p, s ) = (3, 2, 2, 2 ). La propriété 3 nous donne le ré
sultat suivant 

M3 2 3 

E2 ( 3 
(X).M 2 (YnF 2) 

- M3 (Y) , 
M~ (XnF~) ) 

- 3 

ce qui donne : 

EA (AA ) = VV , 

si AA est le rapport aléatoi r e de l 'aire de (YnT) sur l'aire de (XnT). 

0 

o . 0 
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CHAPITRE III 

LES CONJECTUR ES DE R,E, MIL ES ET PAMELA DAVY 





CHAPITRE I I I 

LES CONJE CTU RES DE R.E. MILES ET PAME LA DAVY 

III. 0. INTRODUCTI ON 

Dans ce cha pitre, no us énumérons le s qua tre conjectures de R.E. Miles 

et Pamela Davy, expr imées da ns l'article [4 ]. Nous les formulerons dans un cadre 
général, et nous les explic iterons ensuite dan s les chapitres suivants dans des 

cas souvent renco ntré s en pratique : des secti ons planes dans E3 et des sections 

linéaires dans E2. 

Ces qua tre conjectures sont faites dans l'esprit d'une recherche de 

eilleurs estimateurs de cert aines caractéristi qu es numériques d'un corps Y 
contenu dans un domai ne X, sui vant le critère du risque quadratique moyen mini
al. Dans le chapitre IV, nous montrerons qu'a ucune des conjectures n'est véri

fiée. 

III.1. CONJECTURE 1 SIGNE OU BIAIS DE L'ESTI MA TEUR a 8, POUR DES SECTIONS IUR 

Au chap itre I, nou s avons estimé lsv par BA. Pour des sections IUR, cet 
estimateur était bia isé, de biais 

De façon analogue , nous pouvon s obtenir un cer ta in nombre d'expressions de la 
forme : 

(III.1) 

où, la notation a6, fréquent e en stéréologie, es t utilisée pour désigner le rap

port aléatoire 9e ay sur ~• qui sont des caractér istiques numériques des sectio n· 
aléatoires (YnFn ) et (XnFn). r r 
Nous pouvons dès lors calcul er les valeurs de E(ay) et de E( Bx). Notons 

" y 
(III.2 ) 

et 





III.2. 

(III.3 ) 

Le premier terme du second 

r apport (non aléa to ire) de 

s implement del 'expr ession 

m~n bre de la relatio n (III.1), À est simplement le 
µ 

E(ay) sur E(Sx). La relation (III.1) résulte alors 
de la covariance en t ermes d'espérances mathématiques. 

La conjec ture 1 co cerne le signe du biais -E(~ ) cov (SX' as ) del 'es 
timateur as de la quantité À . Selon l'article [ 4] de R.E~ Miles et de Pamela 
avy, 

c.ov ( Sx, a.S ) ~ o -6 -<- Y rv.,:t, c.e.nt.Jta.l da.M X, 
(III.4 ) 

c.o V ( Bx ' a s ) ,,;; 0 ,6,<, y rv.,:t, péJuphéJuqu. e. da.M X. 

III.2. CONJECTURE 2 ESTIMATEUR NON BIAISE, BASE SUR DES SECTIONS IUR 

Nous ve no ns de voi r quel 'estimateu r as de la quantité À était biaisé. ) µ 
Il est très coura nt , surtout en statistiques appliquées, de vou l oir se restreind r , 

aux estimateurs non biaisés. Dans le cas qui nou s concerne, celui del 'estimatio n 
du rapport À , il ex iste un estimateur non biai sé trivial de cette quantité. En 

µ a.y 
effet, la définit ion même de Àµ implique que t: = E( Sx) répond parfaitement à ce 
critère. 

Signalo ns que la quantité qui nous i ntéresse réellement est À , pour . µ 
laquelle nous dis posons bien sûr d'un estimateur sans biais, à savoir a.y. Or, la 

pratique en stéréo logie n'es t pas de retenir cet estimateur immédiat de la quan
tité désirée, mai s del 'estimer au travers du rapport À et ce au moyen du rappo r t 

µ 
aléatoire a s . Rem arquons que a. 6 n'est même pa s un estimateur sans biais de Àµ. 
De plus, ce type d 'estimation implique quel 'on fasse deux mesures (parfois coû

teuses) au lieu d'un e, pour chaque section. Il faut donc de bonnes raisons à ce 

choix et il faut les découvr"ir au ntveau del ' erreur quadratique moyenne, qui a 

été retenue comme critère de qual~té des estimateurs. 

C'est cette justification (empirique) qui fait l'objet de la deuxième 

conjecture. Pour que les procédures soient comparables, il faut envisager, soit 

a. y et µX. a s comme es timateurs de Ày,soit t: et as comme estimateurs de Àµ. C'est 
cette dernière compa raison qui a été retenue. Le raisonnement proposé est le sui 
vant : 
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III.3. 

11 La MSE de E, E( (E - À )
2) qui vaut, puisque E est un estimateur sans biais de À 

µ µ 

va r (a. y) 

E2 ( Bx) 
var (E) = (III.5 ) 

est bien trop gra nde pour qu e E soit un estimateur acceptable. En effet, la vari a

tion de a. y est du e en grande partie à la vari atio n de Bx et c'est pour réduire 

ette source de var iation su pplémentaire que l es stéréologistes utilisent des 

es timateurs du type a.B . En fait, si Y est distribué de fa çon homogène dans X, 

a.y et Bx seront propor tionnel s et la division de a. y par Bx devrait permettre 
d 'éliminer substa ntiellement la variabilité de l 'estimateur. En conclusion, la 
conjecture peut s'éno ncer comme suit: 

s;_ Y e./2 ,t d-<,6.:tJubué. de.. 6aç.o n -W66-<,6amment homogène.. da.Yl!.> X, (III.6 ) 
MS E ( a B) - MS E ( E) < o . 11 

Ce raisonnement emp irique po se un certain nombre de questions dont la moindre 

n'est pas de savo ir ce qu'es t un corps Y homo gène dans un domaine X. Sans qu'il 
ne soit pas clai r ement quest ion d'une définiti on, il semble se dégager du texte 
quel 'homogénéité de Y dans X devrait correspondre au fait que, pour toutes les 
sections par Fn, le rap port entre des mesures de Lebesgue (en dimension r) de 
(YnFn ) et (XnFh) soi t le mêm e. A part le domai ne X lui-même, un tel corps Y r r 
semble difficilement conceva ble. Dans ce cas hypothétique cependant, la diminu-

tion de variabil ité rar divi s ion par Bx, serait effec tivement substantielle 
si a. y et Bx sont les deux me sures de Lebesgue envisagées ci-dessus, puisque 
var (a.

13
) ; o. Pou rta nt, rien ne permet d'affirmer qu'il en sera toujours ainsi 

lorsque les a. y et Bx seront d 'autres mesures que celles-l à . 

II I.3. CONJECTURE 3 : LES ESTIMATEURS a.B , BAS ES SUR DES SECTIONS PONDEREES 

Lorsqu e nous somme s passés de l 'estimateur non biaisé imméd iat à un 

estimateur du type a.
13

, nous avons dû constater qu e cela introduisait un biais. 

Nous allons cette fo is envisager de retrouver cette propriété des estimateurs, 

en modifiant la dens ité des sections aléatoires Fn. r 
Théoriquement ce tte opératio n est très simple. En · effet, il suffit de pondérer 

la densit€ des sectio ns IUR du corps X, par l a caractéristique numérique Bx qui 
est précisément celle qui apparaît au dénominateu r du rapport aléatoire a. 8. Ce 
faisant, nous obtenon s effec t ivement : 
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III.4. 

1
0Ù 

1 E 8 ( a 8) = À\J 1 (III.7) 

ù le suffixe S i ndi que que l 1es pérance mathémat ique est calculée par rapport 

à la densité des va riétés linéaires F~ pondérées par Bx-

Cette propriété (le côté non biaisé) n1est cependa nt pas gage d1une meilleure 
est imation, ce qui ne peut se vérifier qu'en comparant les risques quadratiques 
oyens. C'est cet te comparai son qui fait l'obj et de la troisième conj ec ture. 

Plus précisément , ell e prévo i t que 

(III.8 ) 

1.iÛJteme.nt poWr. Y 1.iu6 6-L6 amrne.n,t homogène. dan.1.i X ( e;t pe.u.t we. même. poWr. .toute/2 fe6 

fuW.butio n.1.i de. Y dan.1.i X) . 

Le rai sonn ement qui a conduit R.E. Miles et Pamela Davy à la conclusion 

(III.8) est le suivan t : 

Il (III.9 ) 

Le sig ne de la covariance détermine donc le meilleur des deux estima
teurs. Ce signe dépe nd de la forme géométrique de X et de la distribution de Y 
dans X. Ils expli qu ent, qu 1en général, au plu s la section Bx est grande, au plus 
la distribution de (YnFn) es-t homogène dans (XnF n), au plus a 0 sera proche de r r µ 

À . Il résulte al ors, d'une étude élémentaire de la fonction n, que cette fonc-
\J 

tion prendra ses plu s petites valeurs dans ce ca s-là (décrit ci-dessus) . Puis-

que net Bx vari ent en sens contraire , ils concl uent que la différence des er
reurs quadratiqu es moyennes, qui n1est rien d'autre que la covariance de ces 

deux quantités, à une constante près, a de fortes chances d1être négative. 11 

Nous ne ferons pa s nôtre cette argum entation. En effet, considérons 

l 'estimati on de ~ Sv par BA (voir chapitre I) da ns le cas où X est une sphère de 





III.5. 

r ayon 1 et Y le corps X lui-même ·(peut-on imag iner un corps Y plus homogène dans 

X ?). Un simple calcu l nous montre que la valeur de BA n'est pas forcéme~t plus 

proche de ¾sv pou r de grandes sections, que pour des sections plus petites. 

En effet : 

IT 3TI 
4sV = 4 = 2,3562 

et pour la secti on de surface rr (c'est-à-dire si p = o), le rapport BA vaut 2, 

tandis que pour l a section de surface rr (1 - (o.5 )2) (c'est-à-dire si p = o.5), 

le rapport BA va ut 2,3094. 

III.4. CONJ ECTURE 4 LE MEI LL EUR FACTEUR DE POND ERATION 

Dans la sec tion précédante, nous avons envisagé la pondération de la 

l oi des sections IUR par un fa cteur Bx, dont l a valeur n'avait pas dû être pré
cisée. Cela condu isa it déj à , s i l 1on en croit les conjectures 2 et 3, à une 

meilleure estimation de Ày, qu e celle obtenue par a y, et ce , quel que soit le 
choix de Bx· L'o bjet de cette conjecture 4 est de déterminer le meilleur facteur 

de pondération en fo nction de la quantité Ày à es timer et du ay qui servira de 
base à cette est imat ion . 
Il nous faut pou r cel a connaî tre les erreurs quad ratiques moyennes des différent s 

estimateurs qui peu vent être proposés. 

Pour un simple est imateur non fracti on naire et non biaisé, nous obte
nons (voir III.2) 

E(Mn (X) .ay) = Ày · n-r 

Dès lors 

car (Mn (X). ay) est un estima teur non biaisé. La MSE vaut dont n-r 

• MSE (Mn (X). ay) = (Mn • (X)) 2. E(a 2y) - Ày2 
n-r n-r 

(III.10 ) 

(III.11 ) 



1 ' 



III.6. 

Pour un estimateu r frac tionnaire, non biaisé et B-pondéré, nous déduisons 

E( µx .a y)-

E ( Bx) 

D I où, par (III. 2) et par (II I. 3) 

/ E '"x·"sl = Ày • (III.1 21 

a MSE 6-pondérée vaut 

comme µX.as est un est imateur non biaisé. En considérant (III.12), nous avons 

2 2 
µX a y 2 

MSE B (µX .a s ) = E( Bx) E( Bx) - Ày • 

Remplaçons (III. 3), nous pou vons encore écrire cette MSE pondérée de la manière 
suivante : 

(III.13 . 

La différence de ces deux MS E est donnée par l a rela tion suivante 

2 
2 ay 

= ( Mn ( X ) ) CO V ( Bx , ï:>) n-r µ X 
(III.1 4 . 

Des co nsi dérat ions heuristiques sur l es dimensions de longueurs (voir 

chapitre 1ncondu isent les auteurs del 'articl e [ 4] à penser que le meilleur 

choix du facteur de pondération doit se faire d'a près le critère suivant : 

"S..i. noM voul..on.6 v.itime.JL u.ne. qu.antdé. Ày, e.n noU/2 bMant -6Wl. ay, le. 

me.ille.Wt 6acte.Wt de. pondéJz.a-t..i.on -6e.JLa c.e.lu qu_..i_ 1te.nd1ta é.aglv.i lv.i di
a2 

me.n-6..i.O n.6 de. longu. e.Wt-6 . de. Bx e,;t de. ~- ,, 
Bx 

Nous ne retiendrons que les conc l usions pour l es cas pratiques qui sont dévelop
pés dans ce mémo ire 





emarque 

• Si no u..6 vou.lon.-6 e.1.>.:t.i.JneJt Sy, à pcvc.;t.,ui_ de By, le mulle.wz. 

0 a.c.,t eUJr. de po nd é.1ia.t,i_o n .6 eM A X ; 

• Si nou1.> vou.lon.-6 e.1.>WneJt V Y' à pcvc.;t.,ui_ de Ay, le mulle.wz. 

oadeWr. de pond é.Jta..t..,i,o n 1.>e1ta. Ax. 

·III.7. 

(III.1 5) 

Il est cependant possible de pondére r par d'autres facteurs (exemple : 

8~, 8~, log Bx, e - ~, ... ). Le choix du facteur de pondération dépend del 'in
formation reçue sur la struc tu re de Y. S'il n' y a que peu d'information anté

rieure, les facteurs S, cons id érés dans (III.1 5), semblent donner de bons résul
tats. Bien entendu, il est concevable qu'il y a, outre a 8, d'autres estimateurs 
se rapportant à des sections pondérées et qui pos sèdent aussi les propriétés 

désirées. 
Pourtant, ceci semble improbable selon R.E. Miles et Pamela Davy, comme la théori , 

IUR présentée, est as sez naturelle, unique et val able pour tout corps X et tout 
corps Y. 

III.5. CONCLUSIO N 

Les tro is dernière s conjectures sont ex primées par 

La première conjecture donne le signe de la covar iance 

cov ( SX,as) ;;;. 0 si y est central da ns X. ; 

cov ( Sx ,aB) ¾ 0 si y est périphér ique dans X; 

0 

0 0 
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C H A P I T R E I V 

APPLICATION EST IMATION DE VOLUME DAN S E3 ET DE SURFACE DAN~ E2 
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IV .1. 

CHAPITRE IV 

~~~~lÇ~IIQN_~_E STIMAT!ON _DE _VOLUME_DAN S_E3 _ET_DE_SURFACE_DANS_E 2 

IV.O. INTRODUCTION 

Au chapi tre I, nous avons introduit l e problème d'estimation en stéréo

logie au moy~n du cas particu l ier traité dans 1 1articl e [ 4 l. Dans ce chapitr.e,nou.s 
dé taillons nous-même les développements théori ques du chapitre II, dans quelques 
cas concrets. Des exemples numériques montrent qu'aucune des quatre conjectures 

'est vérifiée; l es sections IV.1 et IV.2 cont iennent des contre-exemples des 
conjectures 1 et 2, la sectio n suivante contredit la seconde conjecture et la par

t ie IV, la dernière conjecture. Nous terminons le chapitre, en énonçant à partir 

des trois dernière s conjectures, une nouvelle conjecture plus faible, qui n'est 

pas non plus sati sfai te ! 

IV.1. DANS L'ESPACE E3 ESTIMATION DU VOLUME DE Y, INCLUS DANS X 

· a . Formulation ma thématique du problème 

Comme au chapitre I, considérons deux corps X et Y dans l 1espace E3 , 

oü Y est inclus dan s X et anal ysons des section s aléatoires planes à travers X. 

Soient AA' le rap por t aléatoïre del 1aire de (YnT) sur l 1aire de (XnT) , 

VV' le rap port (non aléatoire!) du volume de Y sur le volume de X. 

emarquons que le s quantités Ax, Ay et V(X) sont supporées mesurables. 

ous disposons dé jà du résul ta t 

(IV.l) 

qu i est la .relati on exprimée en (I.9). De plus, nous pouvons obtenir 

( IV . 2) 





IV. 2. 

par un calcul ana logu e a cel ui de E(AX) ou en appliquant la propriété 3 du chapi 

t re II : en effet , ( II.13) devient: (n = 3, r = 2, p = o, s = 2). 

3 • 2 3 3 
Or, Ml(X) = H(X), M2 (YnF2) = Ax et M3(Y) = V(Y ) . 
De plus, d1après l 1ex tension de (II.4), M~(XnF~) = 1. 

. b. Estimation du vo lume de Y 

Nous choi ssons des estimqteurs de l a forme a
8

, en raison des conjec
t ures exprimées au chapitre I II. Nous allons t rouver un premier estimateur de 

V(Y) par le même ra isonnement qu 1au chapitre I . 

. 1. Si_la_densité_des_elans _est_non eondérée 

ous obtenons, pa r ( IV.l) et (IV.2) : 

cov 

D 1où 

Cette relation expr ime que AA est un estimateu r biaisé de VV' de biais 

} ~ cov (AX' AA) . 

( IV . 3) 

(IV.4) 

D1aprè s la prem,er e conjecture de R.E. Miles et de Pamela Davy [4), 

cette covariance es t positive quand Y a une position centrale dans X et elle est 

de signe négatif si la distr i bution de Y est périphérique dans X. Un exemple 

contre-disant cec i sera vu au paragraphe c. 

b.2. Si_la_densité_des_elans _est _eondérée_ear_AX 

Si nou s appliquons la propriété 3 du chapitre II au cas où n = 3, 

r = 2, p = 2, s = 2, nous arr ivo ns a la conclu si on : AA est un estimateur non 





IV .3. 

biaisé de VV' lorsque la dens i té des plans est pondérée par Ax. En effet - (II.13) 

s 'exprime dans ce ca s par : 

ce qui donne, en cha ngeant M~ (X) de membre 

(IV. 5) 

b.3. La_différence_des_risgues_guadratigues_moyens 

Nous calculons cette différence pou r cohnaitre le meilleur des deux 
estimateurs précédents. Nous allons ainsi pouvoir appliquer la troisième conjec

t ure. Ecrivons ces deux MSE : 

2 
E [ AX ( A A - V V ) ] 

E( Ax) 

Leur différence vaud ra 

MSEA (AA) - MSE (AA ) = cov 
AX 

( E ( AX) ' 
2 

(AA -VV)). 

omme VV n'est pa s une quant i té aléatoire, nou s pouvons écrire 

(IV . 6) 

ous obtenons, pa r UV ,l) 

(IV. 7) 

où 

(IV.8) 





IV .4. 

La tro isième conj ec ture appliquée ici, ncius dit que cette différence 

est négative, c 1est-à -dire que l 1 estimateur AA par rapport aux sections pondérées 

est meilleur que l 'autre. Nous verrons au paragraph e d. que, dans l'exemple d'une 

sphère contenant un anneau sphériqu~ la différ ence est positive dans certains 

ca s (c'est-à-dire pour de petites valeurs du petit rayon del 'anneau sphérique). 

c. Exemple 1 : deux sphères co ncentriques 

Analysons le signe de la covariance do nnée par (IV.3) 

( IV .3 ) 

Le calcul des termes du membre de droite nous don ne les résultats suivants (pour 

plus de détails voir en fin de paragraphe). 

2 2 r - p 
2 dp. 

1 - p 

1 2 
1
1+r 

E(AA) = 2 (r - 1) ln l-rl + r (IV.9) 

• • Comme Y et X sont des sphè re s de rayon r et 1 r esponctivement, les volumes 

valent : 

V (Y) = i nr3 
3 et 4 V(X) = J TI. 

Dès lors (I~3) s 1écr it 

Comme, 

et 

(A A ) - 2TI [ r3 ...: r 1 (r2 - 1) ln ll+rl] cov X' A - 3 + 2 1-r 

r3 .;;; r, 
2 r .;;; 1, 

l n 1 1 +r 1 ;,, o 
1-r 

pour toutes les valeurs der dan s l 1intervalle [0 ,1], nous constatons que 

(IV.10) 

cov (Ax , AA) est tou jours néga ti ve~ Cet exempl e de deux sphères concentriques qu i 

illustre le cas cent ral, con tr ed i t donc la première conjecture. 
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Remarque 

Da ns ce cas, et comme prévu pa r la conjecture 3, 

r este négative pour toutes l es valeurs der. 

d. Exemple 2 : un anneau sphér ique, inclus dan s une sphère 

d. l. Description _de_ l a_situa ti on 

Prenons dan s E3, une sphère X de centre 1 'origine O et de rayon 1. 

L'anneau sphérique Y es t le com plément dans l a sphèr e X d ' une sphère X', de même 
centre O et de rayon r . (o ¾ r ¾ 1). 

Par l a géométrie de Y, le plan aléa toi re T à travers X, coupe toujour s 
Y. La section du corps Y par T est une couronne, si T coupe X' et est un cercle 
inon. (voir figu re 7). Si nou s adoptons les mêmes notation s qu'au chapitre I, 
ous retrouvons l es ex pressi on~ (I.24) et (1 .25) : 

'aire de la sec tion circula ire (XnT) vaut dès lo rs 

2 
AX = II (1 ~ p ). 

e volume de Y est égal à la différence desvol umes de X et de X' 

V(Y) = t II (1 - r3) . 

Envisageons deu x cas selon l a position de T 

( IV .11 ) 

Pour ces valeu rs de p, (YnT) est une couronne de ce.ntre OT' de rayon extérieur 
R1 et de rayon intérieur r . L'aire de cette couronne est la différence entre . • 
l'aire de (XnT) et l'aire de (X'nT) 
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IV. 6. 

z 

N 

/ 
R=l / 

/ 
/ 

; · 
e / / 

/ 
r 

0 y 

X 

Figure 7 I11us t ra ti on de l a section par un plan T, d'une sphère X contenant un 
anneau sphérique V, dans E3 

1 ' 

Si . T coupe 1a sphère X (de rayon r ) 
-~ r eprésente (XnT) 

~ r eprés ente ( vnr) 

Si T ne coupe pas X' 

= représente (XnT) et aussi (YnT). 





(Remarquons que dans ce cas -ci, Ay n'est pas une quantité aléatoire ! ) 

Le rapport des aires est : 

2 
A = 1 
A 1 

- r 
p2 

• Si ___ r_¾_lpl_¾_l : 

IV. 7. 

( IV .12) 

( IV .13) 

(YnT) est un cercle de centre □1 et de rayon R
1

. L'aire de (YnT) est donc égal e 

à l'aire de (XnT): 

(IV.14 ) 

et le rapport des aires vaut 

(IV.15) 

L'espérance mathémati que de Ax est donnée par (I.32) 

(IV.16 ) 

d.2 . Différence_d es_r isgues_ uadratigues_mo~en s 

Exprimons MSEA(AA )- MSE(AA) et analyson s l'application de la seconde 
conjecture dans ce cas -ci. L' espression (I.21) nous permet d'écrire 

Les quatre termes soulignés valent (voir détail en fin de paragraphe) 

2rr 3 
= 3 (1- r ). 

1 2 l+r 
= 

2 

( 1 - r ) l n 1 
1 

-r 1 + ( 1 - r) • 

· ( IV .17) 

( IV .18) 

(IV.19 ) 

(IV. 20) 

(IV. 21 ) 





IV .8. 

Pa r (IV.18), (IV. 19) , (IV.20 ) , (IV.21), (IV.1 6), la relation ' (IV.17) s 1 écrit, 
suite au développement à la f in du paragraphe d.2. 

2 1 +r 3 1 2 3 
= ( 1 - r ) ln I l-r j [ 2 - 2 r - r ] 

(IV.22) 
- 3r + 3r3 

+ 2r4 - 2r6 

Cet _exemple ne vérif ie pas l a seconde conjecture . En effet, regardons le tableau 

r MSEA(AA) - MSE (AA) signe 

0.1 0.017 E - 04 + 

0.2 0.428 E - 04 + 

0.3 1.708 E - 04 + 

0.4 1.140 E - 04 + 

0.5 - 0. 0013 -
0.8 - 0.0407 -
0.9 - 0.0589 -

Les ré su ltats contredisent la conjecture des MSE. Pour des rayons r 

ssez grands (r = 0. 5, 0.8, 0.9), c'est-à-dire da ns la situation où Y est le 
• moins homogène da ns X, nous trouvons le signe dés iré. Cependant, pour de plus 

petits rayons r, AA est un mei lleur estimateur de VV si les sections ne sont pas 
pondérées par A_. 

emargue 

Comme prévu par l a prem ière co njecture, 

r este négative da ns cet exem le qui illustre le cas · périphérique. 

Détail des formul es (IV.18) à (IV.22) 





E 

r 2TI 1! 
= 2 f f f2 TI (l - r2) sin e de d~ dp + 

2TI.2 
0 0 0 

1 1 
= TI ( l - r 2) . i +TI f dp - TI f 2 

p dp' 
r r 

3 1 r3 
= rr( r - r) + TI (l - r) - rr (3 - 3 ), 

r 2TI 
TI 2 /2 1 sin e 

(AA) = f f - r de d~ dp, 
2 2TI 

0 0 0 1 - p 

1 2TI 
+ J f 

r 0 

r 
= ( 1 - r 2) J d P 

2 
+ ( 1 - r) , 

o l - p 

TI 
/2 
0 

sin e 
2TI 

ou, par les résul tats dans les tables de Dwig ht [ 2], 

l~:.~Ql 

A2 r 2IT TI 
TI 2(1 _ r2}2 

E (_y_) = f f 12· si ne de d~ dp 
Ax 2 2TI 

0 0 0 n (l - p ) 

1 2TI Il rr2P_e2}2 
+f f f2 

r 0 0 TI (l-p2) 

IV. 9. 

de d~ dp, 

sin e de d~ dp, 2TI 





1 2II l!_ 

+f f f2 

r o o 

sin e 
2rr-

de d~ dp, 

2 2 1 1 r 
= ( 1 - r ) [ P + -

4 

ln l _±2-1] + ( 1 - r) , 
2(1 _ p2) 1-p o 

A2 2 2 2 

E(A2
y) = .c_U-__-2_r_'J_ + (1 -4r) ln ll+rl (1 ) r=-r + - r 
X 

ll~.:.~~l les qua t re termes de (IV . 17) sont : 

1,I 3 II 2 
1
1 +r I 3 2II 3 3 rrr 3 

L_!_j = 2II • 2 ( l - r ) ln 1-r + 2TI • 3 - 2II • Ilr + 2TI • ·-3 . 

Œ] = -~/ . (1 - r3). 23II (1 - r3). 

2 2 1 r r~ [lJ = - ( 1 -4 r ) l n 1 1 ~~ 1 - 1 + 2 + 2 . 

~ = 2 (1 - r
3

) ½ (1 - r
2

) ln li~~I + 2 (1 - r
3

) (1 - r). 

IV .10 .-





IV .11. 

Regroupons les ln et les différentes puissances der 

[2J + \21 + (] + \~ = ( 1 - r
2

) ln li~~ I [¾ (1 - r
2

) - (l 4 r
2

) + {l - r
3

)] 

3 1 + 1 - 1 - 2 + 2 + (- 2 + 2 - 2) r 

1 1 3 4 6 + (2 + 2 + 2 + 2 - 2) r + 2r - 2r , 

MSEA( AA) - MSE(AA) = · (l - r
2

) ln · IÎ~~I [½- ½ r 2 
- r

3
] - 3r + 3r

3 

+ 2r
4 

- 2r6 

I V.2. DANS L'ESPACE E2 : ESTIMATION DE L'AIRE DE Y, INCLUS DANS X 

a . Introduction du problème da ns l'espace E2 

2 
Dans 1 'espa ce E , nous considérons un corps compact arbitra ire X. Ce 

corps contient un cor ps Y. 
Soit T une droite coupa nt X et repéré par 1 es coordonnée s {0 , p) où e est 1 1 angle 

polaire de la normale Nau pla n T et p la distanc e de l'origine O au plan T, 

mesurée sur N. (o ~ e < TI et - 00 < p < 00 ) (voi r f igure 8). 

N 
·, 

y T( 8 ,p )· 

,._ 

0 X 

Figure 8 Jllustrat ion de l a sec tion de X par une droite T, dans l'espace E2 





1 
1 ' 

IV.12. 

La projection orthogo nale de X sur la normale N est notée X1(e ) et L(X 1 (8)) est 

sa mesu r e de Lebesgue (c 1 est-à -dire la longueu r de X1(8)). 

Soit D(X) l 1 ensembl e des couples (8,p ) tel que T( 8 ,p) coupe X. Ici 
ous vou lons int rodu ire des droites aléatoires, suivant une démarche analogue à 

celle utilisée po ur l es pl ans aléatoires au chap itre I. Soit D(X) l 1 ensemble des 

t riplets (8,p), t els que (8 ,~) corresponde à une droite T(8 ,p) qui coupe X. Il 

es t donc nécessa ire de déf in i r une mesure sur l 1 ens emble des droites coupant X 
ans E2, qui soit invariante pour les mouvements euclidiens de E2. L1 élément de 

mesure sera donc : 

dJ = de dp . 

{voir chapitre I I, section 1.a . exemple 2). 

La densité de probab ilité as sociée à dJ sera 

• f( e ,p) = c telle qu e J c de 6p = 1. 
TtX 

ous déterminons la constante c, en sachant que la coordonnée p ne varie que dans 

x1 (e) : 

• Défi ni ssons 

1 JL(X 1 (8)) de= c 

F(X) = # f L(X1 (8) ) de 

(IV. 23 ) 

( IV. 24 ) 

t .F(X) est appel é la )Yloje.c..ü.on ünéa,<Jr.e. mo ye.nne. de. X sur une droite isotrope 
dans le plan. 
La densité f( e ,p) , i nvariante par rotation et tra nslation, peut s 1 écrire de la 

manière suivante, par (IV.24 ) 

si (8 ,p ) E D(X). 
(IV.25 ) 

sinon. 





Propriété de la dens ité f( e , p) 

• Nous avons la dens ité marg inale 

f ( e) = 

obtenue par l'égalité f( El ) = f f( e ,p) dp et par (IV.25). 
Tt X 

• Par la définiti on de la dens ité conditionnell e, nous obtenons 

f (p l, 0 ) 

Probabilité fondamenta le d'u ne droite aléatoire coupant Y 

Progriété_l 

p(Tt Y) = ~ 
H (X) 

en effet, il suffit d'appliquer (II.7) au cas où n = 2 et r = 1. 

Progriété_2 : 

IV .13. 

( IV . 26) 

( IV . 27 ) 

(IV. 28 ) 

Conditionnellement au fait qu' une droite à trav ers X coupe Y, cette droite est 
ne sectiori !UR de Y. 

En effet : 

f( 0 ,p I Tt Y) = f( 0,p). 
P( Tt Y) 

D'où 

1 
f ( 0 ' p I Tt y ) = . TI F (X ) • (IV.29 ) 

otons que c'est auss i un ca s particulier de ( II.8 ) si n = 3 et r = 1. 





IV .14. 

b. Estimation de l' aire de Y 

b.l. Une_formule_ ~our_des_sections_linéaires_al éatoires 

Bien que la struc t ure des corps planes soit souvent entièrement visibl ( 

les formule~ suivantes perme t tent de trouver des estimateurs rapides et faciles 

de certaines de l eu~ caractér istiques. Nous utiliserons les notations suivantes 

A(Y) = l'aire de Y, 

Lx [ Ly ] = la longueur du segment de droite (XnT), [ (YnT) ], 

LL = l e rapport Ly sur Lx, 

AA = l e rapport A(Y) sur A(X). 

Prenons (n, r, p, s ) = (2, 1, 0, 1) dans la pro priété 3 du chapitre II (ou bien 

suivons le même rais onnement qu'au chapitre I. 2) . Nous obtenons : 

2 2 2 M1 (X ).M1 (YnF1) 2 
E ( 2 2 ) = M2 (Y)' 
o M

0 
(XnF l) 

ce qui implique : 

(IV.30) 

Notons que, puisque E(LX) est un ca s particulier de (IV.30), où Y est 

l e sous-ensemble X de X, nou s avons : 

(IV.31 ) 

b.2. Estimateurs_fr actionnai res_de_A{Yl 

Pour l es raisons données au chapitr e III, cherchons des estimateurs 

de la forme a
6

. Envisageons d 'abord le cas de sections aléatoires non pondérées 

· oès lors, par (IV .30 ) et (IV.31) 

(IV.32) 





IV.15. 

Par conséquent, LL est un es t imateur biaisé de AA de biais 

où le signe de l a covariance devrait être donnée par la conjecture 1 (voir contre

exemple au paragraphe d). 

Nous vou lo ns un estimateur non bi ai sé de AA. C'est pourquoi nous pon

dérons la densité f (e ,p) (vo ir conjecture 2). Si nous appliquons (II.12), avec 

(n, ·r, q) = (2, 1 , 0), l'élément de probabilité pondéré sur D(X) est: 

LX 
A(X) rr de dp = 

LX dB dp 

ff Lx dB dp 

a densité de pro bab ilité po dérée par Lx vaut do nc 

(IV. 33 ) 

Si (n, r, p, s) = (2 , 1, 1, 1) , la relation (I I. 13) donne un estimateur non bi- • 

isé de AA par ra pport aux sec tions pondérées par Lx : 

(IV.34 ) 

c . Différence des MS E des dè x estimateurs de An 
h 

Faisons la différence de ces MSE 

Par (IV.31), nous ob tenons : 





IV.16. 

(IV.35) 

OÙ 

(IV.36) 

d. Exemple : deu x cercles co ncentriques X et Y 

d.l. Descrietion_de _l 'exemel e 

Soient deux cercl es concentriques X et Y de rayon respectif 1 et r, 
2 ans l'espace E (o,.;;; r ,.;;; 1) T est une droite à travers X. Les sections (X"T) 

et (YnT) sont des cordes res pectivement du cerc l e X et Y. La droite Tet la nor
male N forment deux triangles rectangles ABO et BCO (voir figure 9). Le segment 
(XnT) et la somme de AB et de BC. En faisant appel à des propriétés géométriques 
nous déterminons 

et 

si p ,.;;; r 

sinon. 

Les relations (IV .3 1) et (IV .30) donnent l'espérance de Lx et de Ly 

rr 
- 2 ' 

rrr 2 
= -2-. 

Remarque 

(IV.37) 

(IV.38 ) 

( IV .39) 

( IV . 40 ) 

La première conjecture, qui prévoit que la cov (Lx, LL) est de signe positif, 
puisque Y est centra l dans X, est vérifiée dans ce cas-ci. 





IV .17. 

y l 
I 

T 

X 

Figure 9 Illustrat ion de l I exemple de deux cercl es concentriques, coupés par 

une droite T. 

d. 2. h~_Qiff~~~Q~ ~-~~~-~~~-Q ~_ hL 

La rel atio n (IV.3 5) devient dans ce ca s particulier : 

Calculons les tro is termes sou lignés (détail de calcul voir en fin de para-

graphe). 

L2 
y 

• E(- ) = . 
LX 

r fn 4 ( r2 - p2) 1 f __,___ _ __,__, 
2 

TI d 8 d p . 
-r o 2 ~2 

L2 
E(-y) -- (2r 2 -· 1) 1 2 arcsin r + r ✓1 - r 

Lx 
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r TI 2 2 
= f f 4(r - ~ ) 

-r o 4(1 - p ) 

1 
2I1 de dp. 

1 2 l+r
1 = 2 (r - l )lnll-r +r 

f
r Jn 2 /r 2 _ P2 1 = --::..-=-.-:...-::_- 2I1 de d p. 

-r o 2 /2 _ p2 

= TI{ 3 4 5 6 525 r8 + } 
64 r + 128 r + 2 • • • • 

( 128) 

En remplaçant les ex pressions ti-dessus dans ( IV .41), la différence vaut 

MSEL (L L) - MSE(LL) = ft (2r 2 - 1) arcs in r + 2; /2 - r 2 

+ TI r6 {i4 + 1~8 r2 + ,:::)2 r4 + •••• } ( IV . 4 2) 

- r 
4 

- r - ½ ( r 2 
- 1) l n I i ~~ 1 

Pour les différen tes valeuis der, nous trouvons le tableau suivant 

r MS EL(LL) - MSE(LL) signe 

0.1 0.818 E - 04 + 
0.2 - 1. 489 E - 04 -
0.5 - 0.039 -
0.9 - 0. 418 -

La troisième conj ec ture n'es t donc pas vérifiée pour de très petits rayons pour 

deux cercles concentr iques. 





Détails de calcul 

L2 r TI 2 2 1 E(_y_) = 2 J I 4 (r - P) 
2TI 

de dp 
LX 0 0 2 /2 - p2 

= 2 [ r
2
. \lJ - m ] 

OÙ r 
[û = J 

0 

dp . 
/ 2 

/ 1 - p 

r 2 
w = f p dp . 

o /2 l 

vec les résultats da ns la t able de Dwight [ 2] nous obtenons 

ès lors 

où 

[TI 

127 

= arcs in r . 

(2r 2 - 1) arcsin r + r ✓î 2 
- r 

2 Jr JTI (r 2 - p2) 1 d d 
2 2TI e p 

0 O (1 - p ) 

2 - 101 
=r .l!J- L3_J 

ŒJ = J 
r 

dp 

1 - p 
2 

0 

w = J 
r 2 ' 

p dp 

1 - p 2 
0 

IV .19. 





IV.20. 

es tables de Dwi ght [ 2] don nent les résultats de j 1 J et de [Il 

one 

L2 
E (_J_) 1 ( 2 l ) l 

1
1 +r j L 2 = 2 r - n 1-r + r. 

X 

r 
= 2 f 

0 

II /r 2 _ p2 l 
f - ~---_~_- 2II de d p 
o / 1 _ p2 

= { / r2 - p~ dp, 
0 1 - p 

ou, par les tables de Dwight [ 2 ]: 

où II 
II f2 d (6 F(2 ,r) = 

0 /2 2 • 2 (ô - r sin 

II 
II = !2 /2 2 sin2 (6 d(.:S. E(2,r) - r 

0 

Dès lors, en cherchant les val eurs de F(i,r) et de E(i,r), aussi dans les tables 

de Dwigh½ nous ob teno ns : 

{ 3 4 5 6 5 2 5 r 8 + - } 
= II 64 r + 128 r + 2 • • • · • 

( 128) 





IV. 21. 

où 

ITI 2 2 arcsin r + ~ /Î 2 
= n (2r - 1) - r . 

TI 

lJJ 2 nr 2 Tir 2 
= - n ·rr·-2- • 

w 1 2 l l+r \ = - 2 (r - 1) ln 1-r - r . 

w rrr 2 3 4 5 6 525 8 . 
- rr . TI {64 r + 128 r + 

( 128) 2 r + .... }· 

IV.3. DANS L'E~PAC E E3 : ESTIMATIONS DU VOLUME DE Y INCLUS DANS X, A L'AIDE 
D'ESTIMATEU RS NON PONDERES 

a . Description de la situation 

Repreno ns le cas pa r ticulier décrit dan s la première section de ce 

chapitre: soient dans l'espace E3, deux corps X et Y, où Y est inclus dans X et 

considérons des sections aléatoires planes à travers X. 

Nous avons montré que AA était, pour des sections non pondérées, un es

t imateur du rapport des volumes de Y et de X, dont le biais était donné par (IV.4 ) 

(IV.43) 

où l 'estimateur AA es t le rap port l'aire de (YnT) sur l'aire de (XnT). 

Cherchon s un estimateur non biaisé de VV' basé sur des sections IUR. Nou s 

l e trouvons immédi atement par (IV.43). 
En effet: (IV.43) implique, si nous décomposons la covariance en espérances ma

t hématiques : 

Posons 

~ 
~-

(IV.44) 





IV.22 . 

b. Comparaisons ~es MSE des estimateurs non pondérés AA et E 

Analyson s la seconde conjecture, dan s ce cas particulier. Elle s'exprime 

pa r l'inégalité : 

ce qui signifie que l ' est ima teur AA est meilleur que E . 

Explicitons la re l ation (IV. 45 ) : les deux MSE sont 

et 

A2 

MSE (AA ) = E(A1) - 2 Vv E(AA) + (Vv)
2 

X 

MSE ( E) 

pu isque E est u·n estima teur no n biaisé. La pro priété fondamentale 

E(X 2) - E
2

(X), nous donne 

2 
E(Ay) E(Ay) 2 

MSE (E) = "2(¾) - [ E(AX)]. 

(IV.45) 

(IV.46) 

var (X)= 

(IV.47 ) 

Si nous remplaçons (IV .46) et (IV.47) dans l'expression (IV.45), nous déduisons 

qu e la différence des MSE est 

car 

et 

A 
M SE ( AA ) - M S E ( E ) = E ( ~) 

A2 
X 

MB E(Ay) = ) par ( IV . 2) , 

E (AX) = ~ par ( IV .1). 

(IV.48 ) 





IV. 23 . 

c . Application : un anneau sphérique Y inclu s dans une sphère X 

Soit l' exem ple déc ri t au paragraphe IV. 1.d .. Nous avions obtenu les 

résultats suivants (voir IV. 1.d.2.) 

(1 - r2)2 1 r r3 
- - l n l~ I + 1 4 1- r - 2 - 2 ' (IV.49) 

(IV.50) 

et au pa ragraphe IV. ld .l. 

2TI 
E (AX) = 3 ' (IV.51) 

V V = ( 1 - r
3

) . (IV.52) 

La jus t if i ca tion de l ' égal i té 

2 2 2 r3 • r5 
E(Ay) = 4TI ( ) TT - 3 + 5 (IV.53) 

se trouve à la fi n de ce para graphe. 

Remplaçons les expressiorsci-dessu s dans (IV.48), nous obtenons : 

MSE (AA ) - MSE (E) =- { + ½ r + ½ r3 2r4 - -f r 5 
+ 2r6 

+ ln li~~I 

3 1 2 3 r4 5 [ - 4 + 2 r + r + 4 - r ]· (IV.54) 

(détails : voir en fi n de pa ragraphe.) 

Conclusion : 

Suite au ta bleau sui vant : 

r MS E (AA) - MSE (E) signe 

0 .1 - 0. 199 
0. 2 - 0 . 192 
0.2 - 0 . 176 
0.4 0 . 146 





0.5 

0.8 

0.9 

- 0 .104 

0.056 

0.077 

+ 

+ 

IV. 24. 

ous voyons que l a seconde co njecture est contred ite, car la différence des MSE 

est positive pour de grandes valeurs de r. Dan s ce cas-ci, l 'estimateur non biai

sé s est donc meil leur que AA. 

Détail de calcul 

E(A~) 
r 2 2 2 1 

rr2 2 2 
= J rr (1-r) dp + J (1 .-p ) dp, 

0 r 

n2 2 2 2 2 3 5 1 • 
= (1-r)r+ rr [P-y + p ] 

5 r' 

n2 ( r - 2r3 + 5 8 2 3 5 r 
= r + - - r + - r - 5)' 15 3 

2 8 4 3 4 5 
= TI (15 - 3 r + 5 r ) • 

où 

j 1 (1-r2)2 1 3 1 = ~..,,_....... __ ln !_.:!:.Cl + 1· r r 
4 1-r - 2 - 2 ' 

[I} = - (1 - r
3

) (1 - r2) ln li~~I - 2 (1 - r3 ) (1 - r), 

1 'J 1 2 r3 r5 L2J = - 9 (15 - 3 + 5 ) ' 

G = 2 (1 - r3)2. 

la somme de ces qu atre termes donne 

18 r r3 3 3 
= 1 - 2 - 15 + 2 - 2 + 2r - 2 + 2r + 3r - 4r3 - 2r ' 

9 5 6 1 1 r 2 r4 
• + 2r ' + ln l_.:!:.C I [-- -+--- s· r 1-r 4 2 4 1 + r 2 + r3 

5 r ] . 





IV. 25. 

IV.4. DANS L'ESPACE E3 : ESTI MATION DE LA SURFACE DE Y INCLUS DANS X, A L'AIDE 

D'ESTIMATEU RS NON BIAIS ES ET PONDERES 

a . Description du probl ème et expresiion de la conjecture 4 

Plaçons-nous dans l e même cadre qu'au chap itre I. Nous considérons donc , 

dans l'espace E3 un corps Y incl us dans le domaine X .. Nous envisageons, à nouveau , 

des sections aléa toires planes T à travers X. 

Cherchons deux · estimateurs non biaisés de S(Y) pour des sections IUR. 
Remarquons qu'afi n de rendre les comparaisons poss ibl es, nous n'estimons plus le 

rapport aléatoire SV ou VV' mais bien S(Y). La re lation (I.2O) nous donne immédia 
t ement un premier est imateur sans biais de S(Y) : 

(IV.55) 

Un second estimateur de S(Y) non biaisé et pondéré est S(X).B8 , où B8 est le rap

ort des longueur s des deux cou rbes ( oYnT) et ( cSXnT), cS Y et cS X étant respectivemen 

l es frontières de Y et de X. En effet, nous avons par (1.13) 

J1 gn. E(By) = 4 H(XT • (IV.56) 

otons que, puisqu e E(Bx ) est un cas particulier de (IV.56), où Y est l e sous

ensemble X de X, nous avons 

(IV.57) 

s8 sera un estima teur non bia i sé de SS' si nou s po ndérons la densité par Bx : 

(IV. 58) 

En effet 

(IV.59) 

(IV.6O) 





IV.26. 

et donc 
(IV.61) 

Quel est le meilleur de ces deux es t ima teurs (IV.55) et (IV.61), si 

nous admettons toujou r s la MSE minimale comme critère de sélection. La quatrième 

conjecture prévoi r que la mei l leure pondération es t obtenue par AX. Autrement dit , 

l a différence 

(IV.62) 

devrait être néga tive ! Analysons cette différence dans le cas particu l ier d'un 

anneau sphérique Y inc lus da ns une sphère X. (cet exemple a déjà été traité dans 

l a section IV .1. ) 

Explic itons (IV.6 2) : 

4 
= varA (IT V(X). BA) -

(IV. 63) 
var 8 (S(X).B8) 

car ces deux esti mateurs sont non biaisés. 
Par la décompositi on de la var iance en espérances mathématiques, nous obtenons 

B2 
E(__y_) 

4 4 2 AX . 2 
var A (TT V(X ) .BA) = [TT V(X)] . E(AX) - S (Y), 

B2 
E[ _y_] 

2 8x 2 
varB _(S (X) . BB ) = [ S(X)] . E(Bx) - s (Y) . 

La différenci dev ient dès lors 

(IV. 64 ) 

b. Exemple : un annea u sphéri que Y inclus dans une sphère X 

Si X es t une sphère de rayon 1, nous av ons vu dans ce qui précède 





4 V(X) = 3 rr , 

E(A ) = zrr 
• X 3 ' 

S(X) = 411 . 

La relation (IV.57) implique 

IV. 27. 

( IV . 6-5) 

par (IV.16) ., (IV .6q) 

( IV . 67) 

(IV .68) 

Pour toutes les expressions oü intervient By, il faut envisager deux cas, ·selon 

l a position de T. (vo ir figur e 7 dans la sectto n IV.1.d,.) Si la coordonnée p est 

t elle que o ¾ p ¾ r, T coupe la sphère intérieure X'. Dès lors, la courbe (oYnT) 

est formée de deux cercles concentriques de centr e OT et de rayon rT et RT. Si 
r ¾ p ~ 1, T ne coupe pas X' et (oYnT) ne repr ése nte plus qu'un cercle de centre 

OT et de rayon RT' La longueu r de ( oYnT) sera donc : 

By = {2n (li - p
2 

+ /r 2 
- p

2
) si o ¾ JpJ ¾ r 

2IT /2 p2 si r ¾ ! P l¾ 1 
(IV.69) 

Le détai l du calcul des deux expressi on s suivantes est à la fin de ce 
paragraphe. 

B2 
E(A:) = 4TI (l+r) + 2IT (r 2-1) ln J Î~~ \ + 8IT2 (;4 r4 + 1~8 r 6 + 

(IV. 70) • 
525 8 2 r + ... ) . 

( 128) 

(IV.71) 

Grâce aux relatio ns ci-dessus (IV.64) peut s'écr ire de la manière suivante (dé
t ail en fin de pa r agr aphe) : 
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~3 (r2 - 1) ln \ll+r\ + 332I1(634 r4 + 1528 r6 + 525 2 r8 + ... ) 
+r (128) 

2 1 2 1 2 2 - rr (2 + r ) - rr r ✓1 - r - (2r - 1) rr arcsin r. 

(IV.72) 

Dans le ta bleau suivant, nous voyons que la quatrième conjecture n'est 

pa~ vérifiée pour de petites valeurs der, dans ce cas-ci. 

r 4 
MSEA .(-ITV(X).BA - MSE 8(S(X).B8) signe 

0.01 10.711 + 
0.1 9.597 + 

0.2 0.044 + 
0.3 - 15.755 -

0.5 - 114. 993 -

0.9 - 140.236 -

Déta il des calculs 

r 
2 J / rr J~ 4rr 2(/i7 + lr7)

2 

o o IT (l - p2) 
sin e de d~ dp 

4IT . 
0 

1 
. + 2 f 

r 

2rr .!.!_ 2 Z 
f f2 4IT (1 .- ~) 
o o IT(l - p) 

sin e 
4n de d~ dp, 

r 2 2 ; · 2 2 1 
= 4IT f (l + r - pz+ Z r - pz) dp + f 4IT dp, 

o 1 - p 1 - p r 

= 4TI r + ~ + l_z 1 + 4IT (1 - r). 

1 
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Le calcul de (I.38) au premier chapitre donne le résultat suivant 

r:7 2 
1
1+r l tJ_j = 2TI (r - 1) l n l-r + 4rrr, 

et le calcu l (IV. 44) de la sec tion IV.2.d., l' expression 

121 = 8TI2 (i4 r4 + 1~8 r6 + 5252 r 8 + ... ). 
( 128) 

Et nous obtenons 

B2 
E(-1.) = 4TI (1 + r). + 2TI (r 2 - 1) ln ll+r l 

Ax 1-r 

+ 8n2 (l__ r 4 5 6 525 r8 + ) 
64 + 128 r + 2 • • • • 

( 128) 

B2 n r 2TI {2 4rr 2 { /2 _ ~2 + /r 2 ~2}2 sine E(-1) = 2 f f de d~ dp 
BX 4IT 

0 0 0 
2IT li - p2 

1 2n n 
4IT2 {1 - ~2) 

+ 2nf f !2 sine de dç6 dp, 
4II 

0 0 0 2n /2 - p2 

Dans les tables de Dwight, no s trouvons le r ésultat de j 1 j et ŒJ 

Œ] /2- •2 1 1 
= 2TI [ P 

2 
P + 2 arc sin p] 

0 

d 'où 

et 

1

~3 p 1r2 _ p2 
_::'.J = 4TI [ -

2 
-

r2 r 
+ 2 arcsin ~]

0 

1~ = n2 r2 . 



• 1 



Pa r le calcul de (IV .42) dans la section IV.2. d. , nous obtenons que 

(] = (2r 2 - 1) TI arcsin r + nr /2 - r 2 . 

La somme de ~I , \_3_j et j 3 j donne bien la rel ation (IV.71). 

n~:zg2 : 

~~ 1
; n

2 
i n . 4TI (1 + r) + 

8
3~

6 
2TI (r

2 
- 1) ln lî~~ I 

+ 83~6 8TI2 (i4 r4 + 1~8 r6 + 525 2 r8 + . . . ) 
( 128) 

IV .30. 

/_ 2 
3 2Tir ✓ 1 - r 32 (2r2 - 1) TI arcsin r. 

Si nous simplifio ns la r elati on et si nous mettons 32 en évidence, nous obtenons 
i mm éd i a t em en t ( IV . 7 2 ) . 

IV.5. DANS L'ESPACE E3 

TEURS NON BIAIS ES 

ESTI MATION DU VOLUME Y INCLUS DANS X, AU MOYEN D'ESTIMA-

a . Lien entre les co njectures 2, 3 et 4 

Replaço ns -nous dans la situation déc r i t e dans la section IV. 1, a savoir 

que, dans E3 , nou s co nsidérons un corps Y incl us dans un domaine X. Cherchons, 

d 'après les conjectu res 2, 3 et 4, le meilleur es timateur. Dans la situation en-

isagée ,c,, ces trois conjectures nous condui sent, del 'estimateur sans biais · 

immédiat E: = Et/x) a l'estimateur AA' le rapport des surfaces, qui doit être .pris 
par rapport aux secti ons pondérées par Ax· Pui squ e ces conjectures prévoient 
t rois amélioratio ns successives, la différenc e en tre les risques quadratiques 

moyens du dernier es timateur et de E: devrait êt re négative. Cependant, il nous 
faut noter que ceci r este pos s i ble même si l'u ne des conjectures intermédiaires 
n'est pas vérifiée. Il peut donc en résulter une nouvelle conjecture pl us faible 

que la sorm,e des tro is précédentes, qui expri me rait simplement que 

Mous verrons dans l 'exemple s ivant que même cette inégalité n'est pas toujours 
vérifiée. 
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b. Exemple : un anneau sphérique Y inclus dans X, dans 1 'espace E3 

Repreno ns les tableaux des sections : IV.l.d. et IV.3.c. En addition

nant les valeurs des différences MSEA (AA) - MS E (AA) et MSE (AA) - MSE (E), nous 
obtenons le tableau suivant : 

r MSEA(AA) - MSE( E) signe 

0 .1 - 0.199 -

0.2 - 0 .192 -
0.3 - 0.175 ·-
0.4 - 0.146 -
0.5 - 0.105 -

0.7 - 0.014 -

0.8 0.016 + 

0.9 0.018 + 

L'inégalité (IV.73) n'est do nc pas vérifiée pou r les grandes valeurs der. 

0 

0 0 
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V .1. 

CHAPITRE V 

GE NERATION_ET_ PROPR IETES _DES_SECTIONS_AL EA TOIRES_DANS_LES_ESPACES 

E3 ET E2 

V.O. INTRODUCTION 

C1 est l a génération en pratique des var iétés linéaires, pondérées ou 

non, ainsi que les relations entre elles qui intéressent particulièrement les 

stéréologistes. 
ous -allons dédui re de la propriété 2 (ii) du cha pitre II une méthode de généra

t ion de sections aléato ires pondérées. Il faudra lui apporter quelques modifica
t ions pour qu 1 ell e dev ienne réellement utilisabl e en pratique. Ensuite, nous 

verrons qu 1 il découle de la propriété 2 (i) du second chapitre, certaines rela

t ions liant des variétés de dimensions différentes. 

Nous envisageons uniquement trois cas particuliers, so~vent rencontrés 

dans la réalité : des sections planes et linéai res dans E3 et des sections lfné

aires dans E2. Nou s expliquerons successivement la construction des variétés !UR 
et celle des vari étés pondérées (bien qu'une section !UR soit une section o-pon-
d - - ') eree .. 

. 1. GENERATION DE SECTIONS IUR 

Considérons des var i étés linéaires IU R coupant un domaine à trois 

[deux] dimensions X dans E3 [ E2 ]. Les différentes variêtés à envisager dans E3 

sont des points, des droites et des plans IUR, et 
t es IUR. 

2 . 
dans E des points et des droi-

La construction de points IUR dans E3 et dans E2 se fait très facilement. D'autre 

part, la construc tion de dro ites et de plans IUR se fait théoriquement à l'aide 

de projections su r des variétés aprropriées : dans E2 et E3 , le corps X a une 

projection linéai re de mesure de Lebesgue respect ivement L(X1(e)) et L(X1 (8, ~)) 

(cfr. chapitre IV et I). Dans E3 , le corps X a une projection plane de mesure de 

Lebesgue A(X 2(e, ~)) . 

Théoriquem ent, ces différentes variétés linéaires, énumérées ci-dessu s , 

sont obtenues par les contrstruct ions suivantes : 
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• un_eoint_al éatoi re _uniforme_dans_E3J dans_E 2 
J : 

1. déterminer d' abord les po i nts d1une grille tridimensionnelle [ bidimensionnel

le] suffisammen t fine, qui recouvre entièr em ent X. 

2. choisir ensu ite , au hasard (tel que tous l es points soient équiprobables) un 
des points de la grille, à l 1aide de nomb res aléatoires. 

3 2 
• ~~~-g-cq}!~-!~B-~~ ~~-E _ _[ dan s_E_] : 

1. mesurer la pro jection pl ane x2 [linéaire x1 ] de X dans un assez grand nombre 

de direction s. 

2. sélectionner une directi on aléatoire ayant une distribution isotro~e, pondé

rée par A(X 2) [ par L (X 1) l. 

3. prendre ensu ite une droi t e aléatoire avec cette orientation et avec une lo
calisation dist ribuée uni formément sur l' ens emble des positions tels que la 
droite coupe X. 

• un_elan_IUR_dan s_E~ 

1. mesurer la pro jection linéaire· X, dans un as sez grand nombre d1orientations. 

2. choisir une ori entation aléatoire ayant une distribution isotrope, pondérée 

par L(X 1). 

3. prendre un pl an aléatoire ayant cette ori entation et de localisation unifor
mément distr ibuée sur l 1ensemble de toutes les positions telles que le plan 
coupe X. 

La génération des droites et des plans semble beaucoup plus difficile que celles 

des points. En effet, au lieu du simple test 11 appartient ou n1appartient pas 11
, 

nécessaire pour l es points, i l faut ici examiner soigneusement la géométrie de 6X, 
et ce au moyen de procédures d1estimations suppl émentaires. 

• • 3 2 
Plaçons le corps X de l 1espace E [E J dans une sphère [un cercle] fic-

tiveQ(r), de rayo n r , le plus petit possible. 

Comme Q(r) est un e sphère [un cercle] sa projection sur une droite ou un plan, 

selon le cas, est to ujours la même pour toutes les orientations, vu la symétrie 

de Q(r). 

• La_construct i on_de_elans_IUR_à _travers_X_dans_E3 se fait dès lors, comme suit 

(( 0, ~. p) sont le s coordonnées du plan, défi nies au chapitre I). 
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1. Plonger X dan s Q(r), une sphère fictive.Le centre de Q(r) est pris comme 

origine du re père. 

2. Rendre une di rect ion aléatoire (0,~) de l a ma nière suivante 

~ est uniforme sur [o, 2TI ]. 
TI 8 a une dens ité si n 0 sur [o, 2 1, 

0 et~ peuvent êtr e choi sis par des nombres aléatoires. 

3. Choisir p un iformément sur [-r, r ]. 

4. Le pl an T (0 , 0, p)coupeQ(r). SI il coure X, il est accepté. 

5. Si T( 0, ~' p) ne coupe pas . X, il faut r épéter les opérations 

jusqu'à ce qu e le pl an engendré coupe X. 

de 1 à 4, 

Ce plan, constru it ains i, est un plan IUR à travers Q(r) et par conséquent auss i 

un plan IUR à travers X (par la propriété 1 (ii) du chapitre II pour (X, Y, n, r 
= (Q(r), X, 3, 2)) . 

• La_génération_de_droites_IUR _à_travers_X_dans_ E3 _[ E2 ] 

Soient (0, ~. ç, n) les coor données de la droi t e T dans E3 , oü (0, ~) donnent 

l 1orientation de Tet ( ç , n) sont les coordonnées cartésiennes du point d'inter 

section de T av ec le plan U, orthogonal à T et passant par l 1origine O (cfr. 

article [4] de R.E. Miles et Pamela Davy, p. 222 ). 

Soient (0, p) l es coordonnées de la droite T da ns E2 (cfr. définition d1une 

droite aléatoire au chapitre IV, section IV. 2.a .). 
La construction des droites IUR se fait comme suit 

1. Plonger X da ns un e sphère [un cercle] Q(r) . Le centre de Q(r) est pris comme 
origine du r epère . 

2. Prendre une direct ion al éatoire (0 , ~) dans E3 [ une droite d1orientation 0 , 

passant par l 1or igine da ns E2 ]. 

3. Choisir un point uniformém ent sur la proj ect ion de Q(r) sur le plan lJ, :ortho
gonaT à la di rec tion (0, ~) [ un point à di stance p de l'origine sur la droi te 

d1orientation 0 , définie au 2 dans E2 ]. 

4. Si la droite perpendicul aire au plan [droi te ] défini au numéro 2, ne coupe 

pas X, répéter de 1 à 4, jusqu'à ce que le plan engendré coupe X. 

Cette droite engendrée ci-dessus est IUR à trav ers Q(r) et donc IUR à travers 

X, par la propr iété 1 du chapitre II pour (X, Y, n, r) = (Q(r), X, 3, 1) dans 

E3 et pour (X, Y, n, r) = (Q(r ) , X, 2, 1) dan s E2. 
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V.2. GENERATION DE SECTIONS PONDEREES 

Considérons dans les espaces E3 et E2, l es sections aléatoires de la 

forme (XnF~). 
Toutes les sectio ns tra itées da ns ce paragraphe sont des cas particuliers du sché
ma multidimensionnel , décrit au chapitre II. Nous pondérons ces sections par des 

(r - t) - project ions moyennes de (XnF~), notées M~_t(XnF~). Ces facteurs de pon
dération se disti nguent par l eur dimen sion de l ong ueur (r - t), où r est la di

mension de la var i étê linéaire . Nous en~isageon s les ca s suivants : 

• dans E3 ; des plans A-pondérés (c'est-à-dire que (n, r, t) = (3, 2, 0)). Le fac 

teur de pondéra tion sera do nc 

(voir chapitre I) . 

• dans E3 ; des pl ans F-pond érés ((n,r,t) = (3, 2, 1)). Dès lors 

où Fest la pro jecti on linéaire moyenne d'un en semble plare (XnT) sur une droite 
aléatoire isotrope dans le plan (voir chapitre IV, section 2). 

• dans E3 des droi tes L-pondérées ((n,r,t) = (3 ,1,0)) : 

où Lest la longueur du segment de droite (XnT) . 

• dans E2 ; des droites L-pondérées ((n,r,t) = (2 ,1,0)) 

Donnons quelques propriétés de plans IUR,A et F-pondérés et de droite 
!UR et L-pondérées, coupant un domaine spatial X ainsi que de droites !UR et L

pondérées coupant un domaine pla ne X. En utili sa nt les constructions de la section 
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précédente V.1 et en appliquant la propriété 2 du second chapitre, nou s pouvons 

démontrer que tou tes les secti ons aléatoires énumérées ci-dessus peuvent, en prin
cipe, être générées sans tro p de difficultés. Vo ici la construction (théorique) 

de diverses secti ons pondérées , donnée sou? fo rme de théorèmes. Ces théorèmes met
t ent en évidence l'intérêt pra tique de la propriété 2 de II respectivement dans 

l es cas suivants : (n ,r,q,t) = (3,2,0,0) ; (3, 2,1 ,1) ; (3,1,0 ,0) ; (2,1,0,0) : 

• Théorème 1 : 

Un plan aléatoi re A- pondéré coupant X dans E3 est équivalent à un plan aléatoire 

isotrope contenant un point aléatoire uniforme du corps X. 

• Théorème 2 : 

Un plan aléatoi re F-pondéré coupant X dans E3 est équivalent à un plan aléatoire 

isotrope contenant une droi t e IUR qui coupe le domaine X. 

• Théorème 3 

Une droite aléa toire L-pondérée coupant X da ns E3 est équivalente à une droite 
aléatoire isotrope contena nt un point aléato ire uniforme du domaine X. 

• Théorème 4 

3 Une droite aléa to i r e L-pondérée coupant X dans E est équivalente à une droite 
aléatoire isotrope contena nt un point aléatoi re uniforme de X. 

Il nous res te à savoir comment utili ser ces théorèmes pour générer les 
sections aléatoires en prati qu e. Explicitons l a construction dans un cas particu
l ier. Envisageons des sections aléatoires planes A-pondérées d'un corps X dans E3. 
C'est la situation relative au théorème 1. 

La génération de ce plan A-po ndéré se fait comme suit : 

1. Placer le corps X dans un parallélipipède rectangle R de côtés a, b, c. Prendre 

les axes 0XYZ para llèlement aux faces: 

2. Générer un poi nt uniforme (x, y, z) dans R, pa r des nombres aléatoires. 

3. Accepter ce po int s'il tombe dans X. Sinon, re prendre 2 jusqu'à ce que le point 
aléatoire appart i enne à X. 

4. Construire, pa ssa nt par ce point, un plan en prenant (8 , ~), comme dans la cons 

truction de pl ans IUR coupant X dans E3, au pa ragraphe V.1. 

Ce plan est alors un plan po nd éré par A à travers X. 
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Remarquo ns qu'au chapitre IV, dans la section 4, nous avons pondéré la 
sec ti-on par B, la lo ngueur de la courbe (XnT). Cependant, nous pouvons démontrer 

que, quand (XnT ) est un convexe (au chapitre IV, nous avions un cercle ) lapon
dération par Bou pa r F revie nt au même, à un facteur multiplicatif près. En 

effet, nous avons 

Si X est un ensembl e convexe dans E2, F(X ) = B~X) 

oü Fest l a projection linéaire moyenne d'u n ensemble plane X sur une 
droite aléatoire isotrope dans le pl an, 

Best l a longueur d 'une courbe dans le plan . 

Démonstration : 

Soit 

Prenons un corps convexe X dans E2. Nou s avons, d'après (IV. 24) 

1 TI 
F(X) = - f L (X1 (G)) de . 

TI o 

dT( e ,p) = élément de mesure invariante par rotation et trans l ation, sur 
l 'ensembl e des droites dan s E2. 

Cette mesure est uniqu e, à -un facteur constant mu ltiplicatif près. 

Utilisons la propriété , donnée par Santalo dans [ 7], p. 13, (2.13) 

2B = Jn d T 

oü n est le nombre de points d 'intersection de la droite T avec le corps X. 

(n = o, si T ne coupe pas X). 
Puisque le corps X est convexe , nous avons n = 2 pour toutes les droites T qui 

coupent X, sauf pour les positions de contact, qu i sont de mesure nulle. Dès lors , 
nous obtenons 

Or dT( e ,p) = dp de ; - 00 < p < 00 et o ~ e < TI (voir section IV.2.a). D'oü 
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B = J dp de , 
F 'lXN 

11 
= J L(X 1 (8)) de, 

0 

- IT F( X), 
cgfd . 

V.3. RELATION ENTRE LE $ SECTIONS PONDEREES 

La propriété 2 du c ha pitre II montre aus si les liens qu'il y a entre 
des sections pond érées de di men sions différent es et de facteurs de pondérations 
différents. Appli quons cette propriété 2 aux tro ·is cas suivants : (n,r,q,t) = 

(3 ,2,1, G) ; (3,2, 1,1) et (3, 2,0 ,0). 

Théorème 5 

Une droite L-pondérée coupa nt X dans E3 est équ ivalente à une. droite L-pondérée 

dans un plan A- pondér é du domaine X. 

Théorème 6 

Une droite IUR cou pant X dan s E3 équivaut à une droite !UR dans un pl an F- pon
déré à travers X. 

Théorème 7 : 

Un point !UR de X, dans E3 es t équivalent à un point !UR dans un plan A-pondéré 

à travers X. 

L'impor tance de ces résultats r éside d' abord dans la nature des variété 

qu'ils permettent de construire. En effet, les caractéristiques de Y sont les 
plus faciles à me sure r sur des points ou des droites aléatoires que sur des sec
t ions planes. Cependa nt, l'i ntérêt fondamental de ces. théorèmes est de permettre 

l a génération pra tique de ces variétés de dime ns ions o ou l ; Si nous considérons 
par exemple, le t héorème 7, nous concevons ais ément que nous pouvons facilement 

construire une sect ion plane A-pondérée (voir section V.2) et ensuite prendre, 
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dans la section r ésu ltante un point IUR. Par co ntre, nous imaginons mal comment 
pratiquement, nou s pourrions isoler directement ce point IUR, sans passer par la 
section plane intermédiaire. 

0 

0 0 
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