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PREFACE

Depuis plusieurs années, des méthodes d'intégration numérique
d pas multiples, telles les méthodes d'Adams, sont utilisées pour la résolution
de problémes différentiels a valeurs initiales. Cependant, ces méthodes posent
des problemes de stabilité numérique pour 1'intégration de systémes particuliers :
les systémes Stiff. En effet, si nous sélectionnons parmi ces méthodes, celles
qui sont A-stables et conviennent ainsi @ 1'intégration de tels systémes,
1'ordre d'erreur se réduit a 2 [11] , alors que de maniére générale, il dépend
linéairement du nombre de pas.
IT y a, par conséquent, incompatibilité entre la A-stabilité et la précision.

Deux fagons d'augmenter la précision, tout en gardant la A-stabilité,
ont été proposées : 1'utilisation des méthodes composites [37 ] et celle des
méthodes @ pas et derivées multiples. C'est 3 ces derniéres que nous nous
intéresserons dans ce mémoire. En effet, méme si les évaluations des dérivées
successives sont coliteuses au point de vue calcul, ces méthodes ont 1'avantage
d'offrir un ordre d'erreur maximum proportionnel a 1'ordre des dérivées et ce,
en gardant la forte hypothése de A-stabilité.

Outre 1'avantage d'allier la précision a la stabilité, 1'étude des
méthodes a pas et dérivées multiples constitue un préliminaire & celle des

méthodes composites, car elle fournit pour ces derniéres une borne supérieure de
1'ordre d'erreur.

L'étude des méthodes & pas et dérivées multiples, réalisée dans ce
mémoire, se scinde en deux parties.
La premiére, plus générale, introduit les définitions relatives & ces méthodes
(chapitre I), et recherche 1'ordre de consistance maximum qu'elles peuvent
atteindre (chapitre II).
Dans le troisiéme chapitre, nous introduisons la stabilité asymptotique et nous
€tudions 1'ordre d'erreur maximum.

La seconde partie s'intéresse d& la A-stabilité qui apporte une solution au probléme
posé par'1essystémes Stiff, introduits au chapitre IV.

Une caractérisation algébrique de cette A-stabilité est proposée au chapitre V
alors que le sixiéme chapitre &tudie 1'ordre d'erreur maximum des méthodes
A-stables et convergentes.



Les notes de Jeltsch [25] sont & 1'origine de notre travail.
Nous devons aussi mentionner le rapport de Rubin [37] qui nous fut utile pour
]fétude algébrique de la A-stabilité.

Les chapitres I et IV sont le fruit d'un travail commun tandis que

les chapitres II et VI ont été rédigés par Myriam Debleser et les chapitres
IIT et V par Frangoise Crowet.
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CHAPITRE 1

- GENERALITES SUR LES METHODES D' INTEGRATION NUMERIQUE
A PAS ET DERIVEES MULTIPLES




1.1. DEFINITION

Considérons 1'équation différentielle

y' = f(x.y) (1.1)
ot ' désigne la derivée par rapport a la variable x considérée
dans 1'intervalle [a,b], - <a <b < + =,

satisfaisant a la condition initiale.

y(a) = n | (1.2)

Nous savons que si fixy) est continue sur [a,b] x R et Lipschitzienne en
la seconde variable, alors 1'équation différentielle (1.1) admet une et une
seule solution. |

Une méthode d'intégration numérique cherche a approcher la solu-

tion exacte y(x), en les points x. =a + n h, ol ne N, x, € [ab] et

n
he m;. par y, déterminés par la récurrence suivante :
: k| % (-1)
S 8,0 2P Wo. {1, (1.3)
g W fel if "ned

BE0,3 20444

Cette formule (1.3) met en jeu les €léments suivants :
- k : le nombre de pas, qui est entier

- zi : 1'ordre maximum de la dérivée de la solution exacte en

” 4
1'abscisse

T Ay Bij : constantes reelles
Nous supposerons toujours ay # 0, ce qui définit une méthode a

itération directe.
& f(jfl) = f(j'l)

n+i (X Ynad)
Gl 1 O olsossok
j=1,.‘.,21'

Ces fonctions sont définies par les relations :

£(9) (x,y) = fley)

4 i " . 1
) = 35 9 Wy + feon) Iy FU N ge)
pour j = 1,..., 2-1 ol 1'on définit ¢ comme étant
maX {2:1‘ : i = Oglgo-o,k}-




Nous dirons que (1.3) définit une méthode (k,£).

: |
Si | 8,
g1 W

Dans le cas contraire, elle est implicite.
Voyons sous quelles conditions la relation (1.3) admet une et une

| = 0, la méthode est dite explicite.

seule solution.

s e e

Supposons que 5(j)lx,y) exdstent pour §=0,1,...,2-1 et satisfassent
d La condition de Lipéchitz
Alons on peut tnouven un K > 0 tel que, quels que sodent Les néels n, s
cees Mg et helo, h.] AL existe une et une seule suite {y,} sofution de
(1.3) avee :
genll Lo, 00

La démonstration utilise le théoréme du point fixe et ne présente aucun inté-
rét particulier dans le cadre de ce mémoire.

1.2. POLYNOMES CARACTERISTIQUES - ORDRES DE CONSISTANCE ET D'ERREUR

Notons dio =°(1. pour 1 = O,kscevs K
0'\13 = -?1\] pour J = 1,24 '.’Q'i
i=0,1, % K
0 pour j = £ +1,£1+2, ’

La relation (1 3) peut alors s'écrire :

L (3-1)
Z 2 Ay b i = 0 (1.4)
=0 j=1 n+i
Dans la suite, nous utiliserons Les polynomes caractéristiques qui sont dé-

finis de 1a maniére suivante :
k .
i e
DJ(g) » 150 G1j'§ J“Ool’---’ L
(1.5)




Rappel
L'opérateur de déplacement E est défini par la relation :
E Yp = Y1

tandis que la formule

d
D y(x) ® gz ¥(x)
definit 1'opérateur de dérivation D.
Deés lors, (1.4) prend la forme

2 A 2
J i3 .

=

ou encore X i
t W o (E) DMy = 0 (1.6)
jeo I i

Cette derniére relation définit un nouvel opérateur

hd o 5(E) DI ) y(x)

H ™M

L [Y(x):h ] = ( 5
J

0
qui par (1.5) s'écrit encore :
. il
L [y(x)sh] = £ 1 aghd y3)(xein) (1.7)
i=0  j=0
Définitions
1° Une méthode (k,2) a <2'ordre de consistance q si et seulement si pour
tout y e‘ﬁg*l, on a : :

L [y(x)sh ] = Cyy h (T (0 4 0 (n¥2) (1.8)

a

ol (‘,q+1 est une constante non nulle.
Une méthode (k,2) est consistante si et seulement si q > 1.

2° i €= 1 est racine de multiplicité m du polyndme po(%), nous definirons
L'ondne d'erreur p de la méthode comme étant :

p=q - mtl (1.9)
Sim=1, C
cp+1 = E;%{% est appelé La constante (1.10)

d'evreun.




Remarque

Sim=1, alors 1'ordre d'erreur et 1'ordre de consistance
coincident.

1.3. METHODES ASYMPTOTIQUEMENT STABLES

Soient £ les racines de pO(E).
Une méthode (k,2) est asymptotiquement stable si et seulement si

g5l < 1 (1.11)

et si |g;| =1, alors la multiplicité de cette racine vaut 1.

Note : souvent nous employerons le mot "stable" & la place "asymptotiquement
stable".

1.4, CONVERGENCE DES METHODES A PAS ET DERIVEES MULTIPLES

Definition
Une méthode (k,2) est convergente si , pour toute équation diffé-
rentielle du type (1.1), (1.2) ol y(x) est la solution exacte et ol f(j)(x,y),
pour j = 0,1,...,%1, satisfait & 1a condition de Lipschitz en 1a seconde
variable, on a
Vw3, = y(x)
h-+0
nh=x-a pour tout x ¢ [a,b }.
En outre, i1 faut que toutes les solutions {yn} de 1'équation aux différen-
ces (1.3), avec les conditions initiales y; = ny(h), i=0,1,...,k-1, satis-
fassent aux conditions suivantes :

lim n.(h) = . pour i=0,1,...,k-1
e et he [o,h

Théoréme 1.2

Une condition nécessaine et sugfisante pour qu'une méthode (k-£)
s04it convergente est qu'elle s04it consistante et asymptotiquement stable.




1.5. DIAGRAMME DE PUISEUX

Définition
Soit une méthode (k,2) donnée par (1.4).
Considérons 1'ensemble P = {(i,]) | o4 # 0},
On appelle diagramme de Puiseux de la méthode, le graphe de P dans R2.

Exemple

Soit la méthode d'Adams-Bashforth donnée pay la relation :

h
Yos1 "I " 1 (23 f, - 16 fn_1 + 5 fn-Z)'

Le diagramme de Puiseux de cette méthode a la forme suivante :

£

~ ¥
w X
:

1.6. GENERALISATION

Des problémes physiques demandent parfois d'imtégrer sur un inter-
valle [a,b], une équation différentielle d'ordre r :

y(") = fxy) ol re N (1.12)
satisfaisant a r conditions initiales :

y(s)(a) e pour s = 0,1,.,.3r-1

La méthode (k,2) que nous utiliserons pour résoudre un tel probléme sera
fournie par 1'opérateur suivant :

k T .
. -1 (n+4-1)
Llylx),h] = £ &, ylxrih) + K* = = W&,y 1.13)
PR fo0 jol Lf 7 (x+4Lh) (




La stabilité asymptotique d'une méthode (k,z) définie en (1.13) se généralise
de la maniére suivante :

soient §; les racines de o (%)

181 <1 (1.14)

et si |§i| =1, alors la multiplicité de cette racine est au
plus r.

Notons qu'en posant r=1, (1.13) se raméne a (1.1) et (1.14) a (1.11).




CHAPITRE 11

ORDRE DE CONSISTANCE MAXIMUM D'UNE METHODE
A PAS ET DERIVEES MULTIPLES




2.1. INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré & 1'étude de 1'ordre de consistance maxi-
mum des méthodes a pas et dérivées multiples et & 1'étude des méthodes attei-
gnant cet ordre, sans tenir compte des contraintes de stabilité.

Soit J = {(i,j) | 0<i<K et O0<j<r-l}.

On se donne une méthode contenant au plus r coefficients non nuls, %35 ol
(i,j) € I, un ensemble de couples ordonnés, inclus dans J, et on recherche

1'ordre de consistance maximum que peut atteindre une telle méthode.

Le lien entre ce probléme et le probléme d'interpolation H-B, si-
gnalé a la section 2.2, est exploité & la section 2.3, afin de déterminer
les conditions sous lesquelles on peut effectivement trouver 1'ordre maximum.

Dans la section 2 .4, nous chercherons des critéres d'existence
et d'unicité d'une méthode atteignant 1'ordre de consistance maximum.

Enfin, la section 2 .5 comporte 1'étude des méthodes dites d'in-
terpolation d'Hermite.

2.2. POSITION DU PROBLEME

Considérons 1'opérateur
L [y(x)s h] = = as by (x & in) (2.0)
CI LT

od I est 1fensemb]e de couples ordonnés fixé et
ol y(x) est de classe C™*

En développant y(j)(x + ih) au voisinage de x, il prend la forme suivante :
Liv(x), h1 = £ " y(Me ¢ (2.1)
me IN

M=

et G.= ¥ i L
m (i,5)e1 19 (m=3)1




10.

Par definition, 1a méthode a pas et dérivées multiples associée a cet opéra-
teur, a 1'ordre de consistance p si et seulement si
.m=j

o s LS. 2 o

L'ordre p peut étre atteint si ce systéme homogéne admet une solution non
triviale.

L'ordre de consistance maximum sera donc déterminé par les conditions d'exis-
tence d'une solution non triviale.

Les équations (2.2) peuvent s'écrire :

aij-—ﬂ-—-im-‘]=0 ¥me p
(is)el (m=3)!
Considérons le systéme. transpose.
Celui-ci s'ecrit :

P m! m-J

e — i =0 ¥ £9s3)e )

& L )L

ou encore .

a3y =0 ¥(ig) et (2.3)
p

ol q(x) = I &, x"
m=0

Le probleme se situe donc dans la recherche d!un polynéme q(x)
non nul, de degré au plus p, vérifiant les égalités (2.3). Ce probléme a
eété étudié par Karlin-Karon [ 26 ], Ferguson [17 ], Atkinson-Sharma [2 ] et
Lorentz [ 30 ].
11 s'agit de 1'interpolation d'Hermite-Birkhoff.
Notre interét se situant dans la recherche d'une solution non triviale, la

section 2.3 contient quelques résultats qui nous méneront a un critére d'exis-

tence et d'unicité d'une méthode d'ordre p.

(¢) B = {0.0:8:s¢s+40)-




3l

2.3. RECHERCHE DE L'ORDRE DE CONSISTANCE MAXIMUM

Le probléme d'interpolation d'Hermite-Birkhoff s'énonce de manié-
re générale, de la fagon suivante.
On se donne {x. i=§ € R, tel que X) € eee <Xy

A
et n nombres £{3) on (i,§) e T ((i,3) | 1<i<k et0<j<n1)

Sous quelle(s) condition(s) existe-t-i1 un polynbme unique p(x) e o1 (+)
satisfaisant aux conditions :

P x) = ¢l v (1,9) e 1. (2.4)

Le polynéme d'interpolation est unique ssi seul, le pq]ynﬁme
trivial appartenant a -1 satisfait aux équations (2.4) avec ng) = 0,
¥ ($sd) ¢ 3
On peut caractériser cette unicité, en introduisant une matrice associée au
probléme.
A I, on peut faire correspondre une et une seule matrice

E = (eg4) K -l (2.4bis)
i=1,j=0

1 s (1,j)1e]

0 st (1.]) ¢ 1

Remarquons que cette matrice a exactement n colonnes et n éléments non nuls.

ol e..
e1J

On 1'appelle une matrice n-incidente.

Définition
La matrice E est dite "order poised" si seul le polyndme trivial p(x) =0
dans -1 satisfait a {2.4) avec ng) = 0 pour tout (i,j)e I et cela

k
pour tout { x;} c MteliguE X3 <Xo <€ wuel €XL
. .1 1-= — y 1 2 k

1

Reprenons le probléme d'interpolation de la section précédente
(2.3). Nous pouvons lui associer une matrice r-incidente : A & K+1 lignes
(car 0 < i < k) et r colonnes.

(+) -1 €St 1'ensemble des polyndmes a coefficients réels, de degré au plus

n-1.




12,

I1 est évident que si la matrice A est order poised, alors 1'ordre p = r-1
ne pourra étre atteint car seul’le polyndme trivial sera solution du problé-
me d'interpolation (2.3) et, par suite, seule la méthode triviale sera solu-
tion du systéme homogéne de départ.

IT semble donc naturel de rechercher 1'ordre maximum d'une méthdde, I étant
fixé, en caractérisant la matrice incidente associée a I.

Le ~théoréme suivant se déduit facilement des remarques précédentes.

- - - -

Soient k et n deux entierns positi4s
I un ensemble de n+2 couples orndonnés
ol 0< 4<n
0<4Li<k
S4 La matrnice (n+?)-incdidente P associle a L'ensemble 1 est une matrnice orden
poised, alons L& n'existe pas de méthodes a pas et dérnivées multiples de La
forme (2.1) non trhiviales avec un ordre de consistance q > .

En effet, supposons qu'il existe une telle méthode.
S1 q > r+l, alors

Co = Cl 8 (.00 = Cr+1 = 0.

Le systéme comporte donc r+2 équations & (r+2) inconnues :
LI ol (i,J) e 1.

En le transposant, le probléme d'interpolation H-B obtenu s'écrit :
d@y=0 (g et

ol q(x) est un polynbme de degré au plus r+l.

La matrice (r+2)-incidente associée a I étant order poised, seul le polyndme

trivial répond & ce probléme d'interpolation et donc seule la méthode tri-

viale peut atteindre 1'ordre r+l. _

Le critére d'"order poised" tel qu'il a été défini pracédemment
est relativement lourd & mettre en oeuvre. Cependant, d'autres critéres,
plus si mples & utiliser, ont é€té trouvés par les auteurs déja cités préala-
blement.

I1s nécessitent 1'introduction de quelques définitions.




13.

Définition d'un bloc supporté[ 25] ,[ 30)

Soit E une matrice n-incidente.
Un bloc de E est une suite maximale de 1 dans une ligne de E, ne commengant

pas en j = 0.

Exemple : e =0, €;. i

i,3-1 R T Sl T 1 B
Si 7 est impair, on dira que le bloc est impair.
Si 1 est pair, on dira que le bloc est pair.

i

Un bloc est supporté si

3 (iy537)» (iz,jz) tels que i,< i< i,
‘jl <J
32 <J
et e; = e, =1
19 1232
Exemples
Si E4 = 1 @ 0
0 1 0
Ao O A0

£y a un bloc impair supporté. Il est formé du seul élément e

a. Si

- S T - < S o S IR
00D e B LD D
O O = O = = O
O O = 0O = O O
D O O O O O O
(o> B = S == S = SR <= S o (R ==
o S - TR > SRR o= N = TR <= U o
(= SRR = Y o . - R+ S > N

E, a deux blocs pairs. L'un est supporté (& la 3éme ligne); 1'autre pas.
E, a un seul bloc impair non supporteé.

Définition des constantes de Polya [26 ]

k n-1

Soit E une matrice n-incidente : (e;.)
3%4=1,j=0

Posons

=

i
il x

™

20 ®14




14.

On a que
L J
.2 T m
J jmo V'
Mj (J = 0y ..., n=1) sont les constantes de Polya.
signification

Si p(x) est un polyndme vérifiant les relations (2.4)
- my est le nombre de conditions requises sur la i€ dérivee du polynbme
- Mj est le nombre de conditions requises sur les (j+1)es premiéres dérivées
du polyndme.

Définition des conditions de Polya [ 26 ]

Une matrice n-incidente E vérifie

- les conditions faibles de Polya si Mj > j+1 $ull,1,... =2
- les conditions fortes de Polya si Mj > j+2 50,15, .::0-2
Exemples

1. Reprenons les deux exemples précédents :
E1 et E2 vérifient les conditions de Polya.

2. Soit y als 1
Esfe o) 1

¢ oo 0

6 oo o

o oo o

E ne vérifie pas les conditions de Polya.

Le théoréme suivant est une condition suffisante d'"order poised" :

Une matrnice n-incidente E satisfaisant aux condifions faibles de
Polya est "ondern poised" s4 elle ne contient pas de blocs supportis impains.

Soit E une matrice n-incidente satisgaisant aux conditions fontes
de Polya.




Y

15.

S{ une Ligne de E contient exactement un bloc supporté impair,

alons E n'est pas "order poised".

Remargues

10

=

Si on ajoute ou si on retire une ligne de zéros a une matrice incidente E,
on ne change pas le probléme d'interpolation.

La matrice obtenue est équivalente & E. [17 ]

Remarquons que les conditions de caractérisation d'"order poised" ne sont
affectées d'aucun changement si 1'on retire ou non une ligne de zéros a

la matrice incidente.

2. Dans le théoréme 2.1, on considére 0 < j < r.
Par contre, la matrice (r+2)-incidente associée & I, a exactement r+2 co-
lonnes. La derniére colonne de cette matrice est donc composée uniquement
de zéros et une colonne au moins de cette matrice comportera deux 1.
La méthode d'ordre de consistance maximum, associée a I, aura donc bien
au minimum un pas.
D'autre part, si on admettait une dérivée (r+1)e dans la formule de récur-
rence, le coefficient oyl sy ¥ correspondant ne contribuerait en aucune
fagcon a atteindre 1'ordre r,
car L{y(x),h] = 5 a; hd y(3)(x + i)
(i,3)e INGE ' yre1)) 1Y
r+l (r+l) s
(LTI h y (x + i'h)
+1  (r+l r+2
= €y W7 (M (%) 4+ 0(h "
Si le systéme homogéne
Co?C3 *oeo®f, =0
admettait une solution non triviale, celle-ci ne serait donc pas unique
(car seul un coefficient peut étre normalisé).
Applications :
1. Supposons que la méthode ait le diagramme de Puiseux représenté a la fi-

gure 2.1
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La matrice P associée 3 cette méthode est

5 o+ 8 86 o0 0
¥ 18 8.8 o 0
i i 4 68 o @
ol &% o B

Le théoréme 2 .2 permet d'affirmer que P est "order poised”.
Par le théoréme 2.1, on sait donc que 1'ordre de consistance maximal d'une
méthode ayant ce diagramme de Puiseux est 5.
Si on résout le systéme
e * C1 IR C5 =0
en fixant, par exemple, a3y = 1, on obtient 1a méthode suivante :
Yne3t 18 yn+2- 9 In+1” 10 In~ h(g fn+2+ 18 fn+1+ 3 fn) o

Remarquons que si on pose 036 = A # 0, on obtient une méthode identique.

. I1 se peut qu'un couple (i,j) figure dans 1'ensemble I et que le coeffi-

cient o3 correspondant a ce couple, s'annule.
Le cas se présente dans 1'exemple suivant.
Considérons la matrice incidente

g 1m0 8 8B 0

. 2@ 8 & 0

. 3o 0% 0

©
"

Cette matrice étant "order poised", 1'ordre de consistance de la méthode
associée a P, ne peut pas dépasser 4.
On construit la méthode, en résolvant le systéme

en fixant %oy = 1.

On peut remarquer alors que a0 = 0 et que 1a méthode obtenue est celle de
Milne :

1
- yn=3» h(f

y th e T )

n+2 n+2
Si par contre, nous avions considéré
5 T 0 0 ®

P' = g 150 O 0

IR o OREE  BEE
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cette matrice n'étant pas order poised, le théoréme 2 .1 n'est pas appli-
cable.

Rien ne dit que 1'ordre de consistance de la méthode associée a P' ne dé-
passe pas 3. En effet, 1a résolution ci-dessus nous indique que 1'ordre
de cette méthode vaut 4.

3. Pour la méme raison que celle évoquée dans 1'exemple précédent, il se
peut que si t = max {j | (i,i) ¢ I}
L = max {j!| aj; # 0
ol oy sont les coefficients de la méthode d'ordre de consistance maximal,
on ait t # 2.
Soit

La matrice P est order poised [29] .

L'ordre de consistance maximum est donc 4.

La résolution du systéme indique qu'il s'agit également de la méthode de
Milne.

Le coefficient a1g = 0 et donc 2 # t

En conclusion, si I et k sont fixés et si la matrice incidente
associée a I est order poised, le théoréme 2 .1 nous donne la borne maximale
de 1'ordre de consistance que 1'on peut atteindre. La question qui se pose
immédiatement est de savoir sous quelle(s) condition(s), il existe une et
une seule méthode atteignant cet ordre maximum.

Ce probleme est abordé dans la section 2 .4. R

2.4, EXISTENCE ET UNICITE D'UNE METHODE D'ORDRE DE CONSISTANCE MAXIMUM

Notation : Soit I un ensemble de r+2 couples ordonnés.

Si P est la matrice (r+2)-incidente associée & I, on note plusv)

la matrice (r+l)-incidente associée a IN{(u,v)}.
Remarquons que la derniére colonne de p(hav) ne sera pas nécessai-
rement une colonne de zéros.
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Par un raisonnement analogue & celui du paragraphe 2.3, nous
pouvons démontrer le critére d'existence et d'unicite.

- e - -

Sodent k et n deux entiens positifs
1 un ensemble de (n+2) pairnes ondonnées (4,{)
ot 0 €K L <k
0<j<n

On suppose que pliav) o4t onder poised, ot (u,v) € 1
alons (L) 4L existe une et une seule méthode non trhiviale avee q = 1 et
a #0
o py o : & - uv
(£4) 84 P'P?70 08t onder podsed, (u,v) € 1, alors O 0
(44L) 84 P est ondern poised, alons iL existe une et line seule méthode

non tuivdiale avee q = x.

Démonstration

(i) Si on impose un ordre de consistance supérieur ou égal & r, les rela-

tions suivantes sont vérifiées

s * B~ ' ® K, =0 (2.5)
D'autre part, si on fixe a. & 1, le systéme (2.5) s'écrit
u?r'j ™=V
o TR ol (2.6)
(I.J)el\{(Uﬂ))}

ol teF.

Ce systéme non homogéne admet une et une seule so]utﬁon si son déetermi-
nant est non nul ou de maniére équivalente, si le déterminant du systé-
me homogéne transposé est non nul.

Ce dernier s'écrit :

q(j)(i) =0 ¥ (i,d) e N {(u,v)} o0 g(x)e m. (2.7)

La matrice incidente correspondant a ce probléme d'interpolation, plusv)
est order poised.

Donc, seul le polyndme trivial est solution de (2.7) et le déterminant
du systéme est non nul, ce qui démontre 1'assertion (i).




{ (iii) Cette assertion découle immédiatement du théoréme 2.1 et de 1'assertion
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(i1) Si on note par c("V), 1a matrice des coefficients de az; (1:3) # (nsv)
u, le vecteur formé des o3 (1,d) # (u,v)

et d, Te vecteur formé des coefficients de L. changés
de signe,
le systéme (2.6) peut s'écrire sous la forme plus compacte
ct) g =d (2.8)

Nous avons démontré précedemment que si P(“’“) est order poised, alors

dét(C("“)) est non nul.  __ .
I1 en est de méme du dét(C(“v) si P(”“) est order poised.

La régle de (ramer appliquée & (2.8) permet de trouver a__.
HV

o L
B = gat(ciMev))

Ces déterminants étant non nuls, il en est de méme de ass .

(1).

Corollaire

- -

Soient k et n deux entiens positifs
1 un ensemble de (n+2) paires ordonnées (4,7)
ol 0< A<k \
0< < !
Une condition suffisante pour qu'il existe une et une seule méthode non tni-
viale, d'ondne de consdistance maximum est que
1° P s04it onder poised, ot P est La matrnice (n+?)-incidente as-
socide al
2° 3 (u,v) zet que PV soit onden poised.

Ce corollaire découle immédiatement du théoréme précédent.

Sous les conditions décrites ci-dessus, 1'existence et 1'unicité
d'une méthade atteignant 1'ordre maximum r, sont assurées. L'opérateur as-
socié a cette méthode aura donc la forme :
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LIy(x), hT = ¢, "0 (M) ) 4 o(n™*2) (2.9)

¥ y(x) e ﬁr+1
ou Cr+l est une constante.
I1 est parfois utile de connaitre la constante d'erreur d'une méthode (1.10),
si on désire comparer deux méthodes, par exemple. Pour cette raison, nous

allons rechercher 1'expression de la constante C ., dans (2.9).
Auparavant, introduisons un nouvel élément du probléme d'interpo-
lation H-B, qui simplifiera 1'expression de cette constante.

Considérons le probléme d'interpolation H-B :

P (x) =0 v (i.g)e (2.10)
n=1
oll p(x) = = ay X"
m=0

Soit E, 1a matrice n-incidente associée a I.

Les conditions d'interpolation (2.10) peuvent s'écrire :
n-1 xn-d

i X T
mzo am -(m—_j-yr = 0 ¥ ('l,J)E !

soit

D(E) .a = 0

" s  §
ou a=f[a; a; ... a 4]
et ol la ligne de D(E) correspondant au couple (i,j) de I est donnée
par x? xrix-l-j
(0...0 1 Xi ?r... -(—-_-I—v-’-r]
N gt H n=i=312%

j fois

Les lignes de D(E) sont rangées suivant 1'ordre lexicographique : la ligne cor-
respondant a (i1,j) précéde celle correspondant & (i',j') si

$« ¥

ou

T=1'Het <3
Si on note par K(E), le déterminant de la matrice D(E), on a le théoréme
suivant :




21,
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Soit E une matnice incidente, satispaisant Les conditions faibles
de Polya.
On suppose que E n'a pas de blocs impains dans ses Lignes Lintérnieures.
Sodent jo'jl""’ik’ Les indices pour Lesquels lai = 1.

L
Alons Iodiye s

K(E) (=110 > 0

L'expression de la constante Cr+1 dans (2.9) est donnée par le théoréme
suivant.

Solent k et n deux entiens pos<tifs.
T un ensemble de (n+2) pairnes ordonnées (4, )
ol 0< /<1
0 <4<k,
On suppose que P, matrice .incidente associée a 1, et P(“’“) sont ondern podsed
ol (uyv) €73

Alons, L'opérateur assocdé a La méthode unique d'ordre de consdistance x,
condtuite sun 1, 8'éenit :

Liglad b = ¢y KT g™ ) 4 0t v ylx) e €'

x s 1 K(P)
ou C’L*’ & ( ” ‘(,14”! K(P(u’\’))_

1 est Le nombre de couples dans 1, strnictement supérieuns
Lexicographiquement a (u,v).

Démonstration

Par (2.1), on a
> .r+l-j

Crs1 * (f,jH“u G

n r+¢l)l, . .r+l-j
(r+1)t €,y (173)61 aijr%r:}ﬂ—x (2.11)

PDonc




22.

Normalisons le coefficient L oo 1
(2.11) s'écrit alors

(r+l)!  orelej
(‘i j)e;\:{(u \))} a'ij r+l-=j)! 1 Cr+1(r+1)!

u r+l1)! ur+1-v
I+ 1=VJs

On ajoute cette équation au systéme (2.8), avec Cr+1 comme inconnue.
Matriciellement, on obtient le systéme :

C(Uu\)) ? u:'l ?1
] ] 1]
0 Yrel sl
e € ... €.y 1 // =(r+1)! Cril dr+2

. * r+l)!  .r+l-j B
ou es = Tr-_j‘;l—_-j;-!‘ 1 (.l ’J) # (U:V)
o . o1t r+l-v
dr+2' r+l-v v

On recherche ensuite C par la régle de Cramer.

r+l ql
C(Usv) ;
dét r+l
o WAL SR €rs1 %42
- (r+1)t C = -
r+1 dét ( C(u SV) )
soit -d1
C(“i“) E
det -dr+1
1 ot TRALES er+l| 42

C =
1 .
e IY‘#I’I dét ( rc(u ’\)) )

Si on permute la derniére colonne de la matrice apparaissant au numérateur

avec les t colonnes qui la précédent, la matrice obtenue transposée sera

celle du probléme d'interpolation H-B.
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a3 )

0 ¥ (i,d) e I
ol q(x) € T+l
La matrice incidente associée a ce probléme est P.

Le déterminant apparaissant au numérateur sera donc
K(P) (-1)°

x
Celui du dénominateur sera K(P(“’V) ) car ¢("*¥) est 1a matrice du probléme
d'interpolation H-B correspondant a p(isv)

On obtient donc 1'expression de Cr+1 -

1 r K(P
Cre1 = TryT (1) ‘,Z(é?a_‘ﬁ

Remargue

On a posé . " |
Si ce n'est pas le cas, on obtient alors

R
r+l r+l)! K(P UV ) * %uv

En effet, le facteur L intervient également dans le vecteur d.

Applications

Reprenons les exemples cités & la section 2.3..

1. Soit 0 - 0

0
P = 0
0

2O 0 O
= S = B = R = |

1
1
1
0

b Pub Pk e ¢

0
0
0

= S o S = |

0

P et P(o,o) étant order poised, le corollaire du théoréme 2 .4 affirme 1'e-
xistence et 1'unicité d'une méthode d'ordre de consistance q = 5.

2. Soit i Y§go0 0 8 0O
P = 2. 2.B0 B 0 O
3 - 3@g0o° "0 ¢ O
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P et p(2,0) sont order poised. I1 n'existe donc qu'une seule méthode non
triviale d'ordre de consistance maximum :
q = 4.
Le théoréme 2.4 assure la non-nullité de %oy
Remarquons que P(l’o) n'est pas order poised.
On ne peut donc rien conclure quant a %10°

3. Considérons la matrice S-incidente

gl 08 0 0 0 @
P 18 0.0 0 0 00
P = 33w 0. 8 00 09D
I 3R 0.0 D0 0@
13 % 6.0 00 00

P est order poised.
D'autre part, P(”'v) est order poised ¥ (uev) € I\ {(1,1),(3,0)}.
Par le théoréme € .4, on a donc

ayy 0¥ (uv) e TV ((1,1),(3,0))

et 1'ordre de consistance de 1a méthode est 7.

Le diagramme de Puiseux associé a cette méthode unique aura donc la forme,
représentée a la figure 2.2.

il

7

X
3

tay

figure 2.2

Par ailleurs, le théoréme 2 .6 nous assure que

g | K(P
Cg = (1)" g7 ;(‘P'Hb')_) + %

v prend ici la valeur 1.
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En appliquant le theoréme 2 .5, on deduit que

sign (
Bty

Nous pouvons donc conclure que

sign C8 = - sign %

2.5. METHODES D'INTERPOLATICN D'HERMITE

Pans cette section, nous considérerons un ensemble de couples

particulier :

I=((i,j) |0<i<k et 0<j<y, ¥iek)}

oU les 2; sont des entiers non necatifs ¥ i k.
Soit ¢ = max {25 | ie k}

La formule de recurrence associée a ces méthodes a la forme générale définie

au chapitre 1. (1-3).

2.5.1. Definition
Le theoreme 2 .1 nous permet d'affirmer inmédiatement :

Théoreéme 2 .7

La méthode (k,L) de La fomme
k B L

Y ,
1 (§-1) .
e g T W s 4§ il (2.12)
P TR R LT R A {

ntd

f

a un ordre de consdistance ¢ < I £, ¢+ k-1
FE - K

En effet, 1'ensemble I correspondant a cette méthode contient ( : ¥i+k+1)
couples et la matrice incidente associee a cet ensemble I est ord@r poised.

Remarque
Si by = 1 ¥iek, il s'agit alors de methodes a k pas et une

dérivée. L'ordre de consistance maximum pouvant étre atteint est 2 k [21].
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Le theoréme 2 .7 affirme également que 1'ordre de consistance maximum est
£Ri+k-1=2k.
i=0
Definition
La méthode (k,£) de la forme (2.12) est appelee interpolation d'Fermite si

son ordre de consistance est exactement I i 4 k-1.
i=0
Si les g; sont donnés (¥ i e k), une telle methode existe et est

unique, comme le prouve le théoreéme suivant :

Sodient hk un entiern posLtis

Ko, 2,, g ., Zzh des entiens positifs, tels que

max (£, | {e kY = 2> 1.
Alons (£) 42 existe une et une seule méthode (k,2) d'intenpolation d'Hermd-
te avec Les L; donnes
£ :
= (-1)kR 44gn %

5
<

(L) s4gn Cq+l

Demonstration

(1) Soit P, 1a matrice incidente associée a 1'ensemble I.

Le theoréme 2 .2 de la section 2 .3, nous assure que P et P(k’o)
sont order poised. Par le corollaire du theoréme 2 .4, ces conditions
sont suffisantes pour assurer 1'existence et 1'unicité d'une méthode

non triviale d'ordre de consistance maximum.

(i) Le theoréme 2.6 affirme que

: K(P 1
Coapi = LK K(p(l(nc)f) @7 %k,

On en deduit que
: Lk ’ K(P :
sign C_. = (1)K sion ( _—-&l—r) sign a (2.13)
q+l K(P 50 ) ko

Or, par le théoréme 2 .5, on a que
K(P) > 0

k(p(ks0)y g
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L'égalité (2.13) s'écrit alors
 §

= (-1) * sign a,

sign C =
g+l 6

| 4
La methode optimale peut s'exprimer sous une forme particuliére,
appelée multigradient car elle généralise la notion de bigradient et trigra-
dient [6 ]. Cette idée est developpée a 1'appendice A.

2.5.2. Proprietée des coefficients

Utilisant les resultats précedents, il est possible de determiner,
sans les calculer, quels sont les coefficients non nuls d'une méthode d'inter-
polation d'Hermite, ainsi que leurs signes en fonction de celui de uk
Le theoréme 2 .9 rassemble ces propriéetes.

Soient i 0S4 €k Les coelbicients d'une méthode

L
d'interpolation d'Heanite.
Ona (4) i > je 2
%0 ' o [K. (+) sont nen nubs.
0,1 -
&2-2@3 . RS ¥
= 1,0..,k-1
(44) 8
AL) 64 V; = £ (2. +)
A s=it]

alons s4gn o (-1)7 s4gn L i€ Zk

v +]
(-1) ¢ sdan @ 5 f €

A4gn o 0

0f
\>L+ 1 f’L‘
s4gn ai"{’ = (-1) T s4gn apoyt 0,1,000 | 5=

iz Tonions o=

(+) [a ] est le plus drand entier inferieur ou egal a a.
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Démonstration

Soit P, la matrice incidente associée a la méthode; P est order
poised.
Recherchons les couples (u,v) pour lesquels la matrice plusv) reste order

poised.
(05v)

- st u» g, P est order poised pour v = 0,1,...,20.
-siypys=k, P(k’“) est order poised pour v = 0,1,...,2k.

-sipu=1et0<1i<k, pour certains j (0< j < zi), la matrice P(i’j) con-
tient un bloc supporté impair et n'est donc pas order poised (par le théoré-
me 2.3).

Cela se produira pour j = zi-l, 21-3, S L %5 est pair
3 RIS - (5 ¥ est impair.
Donc, P(1’3) ne sera order poised que si :
2]

L
j=242t o0l t=0,1,2,...

L'assertion (i) découle alors immédiatement de ces résultats et du théoréme
2.4,
(ii) Par le théoréme 2.6, nous savons que si P(“’“) est order poised, alors

& g-1gT K(P)
Cr‘+1 T (r+I)1 K(P TIRY, ) ®v (2.14)

ot T est le nombre de couples (i,j) strictement supérieurs lexicographique-
ment & (u,v) dans I.

Comme P(k’o) est order poised, on a

lk .
-1 K(P
oot * TRRTT TRATS 1
r+l r+l)1 K(P 0 ) ko

Le quotient de (2.15) et (2.14) donne 1'expression de N

On a donc

y ( l)lk-'-r . K P(u s\)) 2 (2 16)
sign a._ = (- sign __i?"_"T' sign o :




Le théoréme 2.5 nous

K(p(u ’V))

[}
car T (
$=0
Par contre, si u =0
2
$=0
On obtient donc
K(P(o’v))

Dés lors,
-siu=k et ve 2

sign
g auv

assure que
>0 pour u =k ,ve Ek
& O<u=<k,vs lu - 2t
00 t = Oglg'o-

%
Jgms) I (s=s) = 0.
$=0
et ve 2, E
v-1° o 1
35°8) i & (s-8) + T (s+l) -5
$=0 S=v
= 10 .
(10" >0
k lk-r

ol t = 2k =8

I1 en résulte donc que

sign oy = (-1)Y sign %o

-si0D<p<k et v

z 2k-T
sign uuv = ('1)

Il.en résulte que

=8 =gt
~ u lu
ou t = 0,1,00-[‘2'_]

Sign Gko

ol v =ip =-v+ I (2.4])
S=u+]

2t + (zs+1)
s=p+1

sign
g v

pu+l ]
= (-1) sign ay,

g

29.
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-siu=0 et vc—:io.
) zk-r lo-v ¢
sign ay = (-1) (-1) sign ap,
. k
ol v =2, -v+ szl (zs+1)
I1 en résulte que
. Yo't .
sign a, = (-1) sign ay .
@
Remarques ;
1.50 0% 3090, v; ne dépend que de i et est indépendant de 1'indice de la
colonne.

Tous les coefficients que 1'on sait non nuls, correspondant a une méme
ligne, sont donc tous du méme signe, sauf pour i=k.

2. Les coefficients correspondant & 1'avant-derniére ligne (i = k-1) et que

1'on sait non nuls, seront du signe contraire de %o ar v _¢= 0.

0
3. Les coefficients de l1a derniére ligne, que 1'on sait non nuls, ont des si-
gnes alternes.

Exemple 30w 0 f, 9 @ ¥
Si P = 3 ‘B Q0.0 0 Qi@ , la matrice des
EDEE R Ea TR SR
g i 0 0 0 0 9
coefficients se présentera comme suit :
« =il 0
T «y 0
T =8 0
+ 0§ O

La méthode s'avére étre
Yn+3+ 18 Tass” 9 Yo 10 ¥~ h(9 fn+2+ 18 fn+1+ 3 fn) =0

(cf. application 1, section 2.3).
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2.5.3. Définition de méthodes particuliéres

Méthodes de Brown [251, [9]

Les méthodes de Brown sont des méthodes du type interpolation
] : =4 & -~ =
d'Hermite, avec R TR L TR 0 et L = L.
L'ordre de consistance d'une telle méthode est donc 2 + k-1.
Par le théoréme 2.8, on a

. RPN
sign Cq+1 = (-1)" sign %o

et par le théoréme 2.9, on peut connaitre le signe des coefficients de la
méthode, par rapport au signe de %o

sign ay s = (-1)7 sign q,
sign ag, = (-1)¥7 sign a
900 'R 6
- N P00 5 ® © , 1a matrice des signes des coefficients
o8 0 '8P @0
R B B
aura la forme
| - 0
+ 0
= 0
£ =8 %+ 0

Le diagramme de Puiseux d'une telle méthode est représenté a la figure 2.3.
1

Ll »® Lad

fiqure 2.3

Une méthode (k,2) de la forme




3¢

kA
foaani ooy B £ d (j-1) -
n+k n+k 1 130 j=1 }’) a.ij f (xn_'_.' ’.yn+-i) ™ 0
. k
est appelée méthode du type Adams si son ordre d'erreur p est au moins I Ly
i=0

Remargues

1. Pour une telle méthode, P(£) = Ek = g
£€= 1 est donc une racine simple de P (£) et dés lors, 1'ordre de consistance
et 1'ordre d'erreur sont identiques.

k-1

2. On sait que 1'ordre de consistance d'une méthode (k,%) ne peut pas dépasser
k :

T 2, + k-1,

j=o |

Une méthode est donc de type Adams si elle vérifie les deux conditions

(1) P(g) = €% - k1
k k
(1) Ta,<q< I 2, +k-Il
i=0 i=0
3. Dans le cas particulier ol Ri = 1 pour 0 < i < k, on obtient les formules
classiques de Adams-Bashforth et Adams-Moulton [211].
Les méthodes d'Adams-Bashforth s'écrivent de fagon générale :

5.3
Ynel " Yp = jio Gt 4
ol Yj sont des constantes.
K+1
Cette méethode a k+1 pas est d'ordre de consistance K+1 = RANEF
Les méthodes d'Adams-Moulton s'écrivent Lo
k ;
= & J
Y Yot hjiov o Y
ol Yj sont des constantes.
k
Cette méthode a k pas est d'ordre de consistance k+l = R li.
i=0

Soient Lo, £,, JaR Zk des entiens positifs donnés

et £ shax L. >0
; 7
i=0,...R

Alons (&) 48 existe une et une seule méthode de type Adams avec Les £; donnds
k

(u)p:q: % 2.,
is0 *




xR

k
En effet, si P est 1a matrice ( = 1i+2)-incidente, associée a une telle mé-
i=0
thode, le théoréme 2 .2 affirme qu'elle est order poised. PaE le théoréme
2.1, il n'existe donc pas de méthode non triviale avec q > I &.

Pttt
Par ailleurs, P(k’o) étant également order poised, le théoreme’ 2 .4 nous as-

L0

sure qu'il existe une et une seule méthode non triviale avec q = ;

i

I X

0
Remarquons qu'on ne peut pas prouver que

L
: K
sign Cq+1 = (-1) " sign oy .

En effet, il se pourrait que P et P(k’o) aient des blocs impairs dans leurs

lignes intérieures; le théoréme 2 .5 ne serait pas applicable.

.. - . . - - - -

SL o ol § = 184...., L, et L =0, ..., k sont Les coeffdicients
d'une méthode de type Adams, alons Les coefiicients sulvants sont non nuls :

ahj- ’ j =1,...,£k

"L,z&.-u . 2 080,10, s 7

La démonstration est similaire a celle du théoréme 2 .9.

Méthodes d'Enright [25 1, [ 16 ]

Une méthode d'Enright est une méthode du type.Adams avec
8o * 8y = st s =1 et B =2
L'ordre d'erreur, identique a 1'ordre de consistance, prend la valeur k+2.

Un exemple du diagramme de Puiseux de telles méthodes, est donné a la figure
2.4.

i

v

~d o

figure 2.4
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2.6. CONCLUSION

Nous nous sommes efforcés, tout au long de ce chapitre, de trou-
ver une borne supérieure pour 1'ordre de consistance d'une méthode a pas et
dérivées multiples, et de discerner les conditions suffisantes pour attein-
dre cette borne. Nous n'avons imposé aucune condition de stabilité pour
construire ces méthodes.

Les chapitres suivants poursuivent le méme but, mais avec des contraintes
de stabilitée de plus en plus exigeantes.




5.

CHAPITRE IT11

ORDRE D’'ERREUR MAXIMUM D’'UNE METHODE (K-L)
ASYMPTOT IQUEMENT STABLE
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3.1. INTRODUCTION

=

Pour des méthodes d pas multiples et & une ou deux dérivées,
Dahlquist a obtenu 1'ordre maximum que pouvait atteindre une méthode asymptotiquement
stable [11].

Dans ce chapitre, nous étudierons la généralisation de ces résultats
au cas des méthodes & nombre de dérivées arbitraires.

Le cas particulier de 1'intégration de 1'équation (1-12) od i1 faut
distinguer entre ordre de consistance et ordre d'erreur est également abordé.

Le chapitre se terminera par 1'étude des méthodes "offstep" ot le
coefficient oy  de (1-13) n'‘est plus différent de zéro.

Nous énongons d'abord quelques propriétés relatives aux polyndmes,
qui seront utilisées dans les démonstrations qui suivent.

3.2. RESULTATS UTILES CONCERNANT LES POLYNOMES

3.2.1. Définitions

]

N, si P(a)

]
il

Uy = (P | P €, degré

UB {p|lp € m,, degré

0 alors |a| < 1}

n, si p(a)

0 alors |a| < 1}

3.2.2. Opération % sur un polyndme

Soit u e T
On dafinit v™ e By de la fagon suivante :
W(s) = s" u(s™h) (3.1)

3.2.34 Opérateur D

Nous définirons un opérateur D :

Cet opérateur jouit des propriétés suivantes :
a) DsV=vy s’ (3-2)
b) pIs¥ = sV (3-3)

ou DI indique que 1'on applique j fois 1'opérateur.
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n
c) siu(s) = 2 a, sV
v=0
m
v(s) = I bv 8
v=0
k Y
fis) = “E 58
v=0 V
alors on a que :
n
f(D) u(s) = I a_ s’ f(u) (3-4)
v=0 V
i V
f(D) (uv)= X a s f(v#D) v(s) (3-5)
v=0 v

[f(D) uff = f(n-D) u®

d) si f =vmodw (c'est-a-dire f(s)-v(s) peut étre mis sous une forme ol w(s)

apparait en facteur)

avec w(s) = s(s-1) ... (s-k) (3-6 bis)
alors f(D) u = v(D) u

e) [(D) (s-1)*1  =[a (s
k=1 s=0

ol A est 1'opérateur de différence progressive
af(s) = f(s+1)-f(s) (3-7)

3.3. NOUVELLE CARACTERISATION POUR LA STABILITE ASYMPTOTIQUE - L'ORDRE D'ERREUR
ET L'ORDRE DE CONSISTANCE D'UNE METHODE A PAS ET DERIVEES MULTIPLES

Nous cherchons a résoudre 1'équation (1-1, 1-2)

3.3.1. La stabilité asymptotique

Rappelons qu'une méthode (k-{) est asymptotiquement stable ssi elle
vérifie la condition suivante :
les racines du polyndme pO(S) sont & 1'intérieur du cercle unité et s'il y en a
sur la frontiére, elles sont de multiplicité 1.

Théoréme de Lucas [ 31, p. 21}

Ce théoréme décrit la position relative des racines et des points

critiques d'un polyndme & variables complexes.
Les points critiques sont les racines de la dérivée premiére du polyndme.
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Lucas assure que :
Tous Les points crnitiques d'un polynome p non constant, se thouvent dans
£'enveloppe convexe H de L£'ensemble des racines de p.
Sé Les nacines de p ne sont pas colindaires, aucun des points critiques ne
se trouve surn La grontierne de H @ moins que ce ne 504t une racine multiple
de p.

Caractérisation de la stabilité symptotique

En vertu du théoréme de Lucas, nous déduisons immédiatement qu'une
méthode (k-{) est asymptotiquement stable ssi :

p.(s) e'Uk
et pl(s) € U1

3.3.2. Théoréme 3 -1 sur 1'ordre de consistance [25)

L'opérateun L dégini en (1-7), ou La méthode qui Lui est associle,

ajﬁ'ondne de consistance q 434 :
(2 4y potan o
4=0 J |A=1 0 = (3'3)
# pour un y o]
Démonstration

Pas 1 - Lemme

- -

Une méthode a un ordre de consistance g ssi :

L{x',h]=0 pour j=0,1,...,q

g+l

Lx%* h= (qr1)n%* ¢

q+l
ol Cq+1 est une constante non nulle.

Démonstration du lemme

Supposons que la méthode ait 1'ordre de consistance q.
La définition (1-8) assure alors que :

L Ly(x), b = Co g L (@) () 4 0 (n9*2)
et ceci quel que soit y(x) € gt

En particulier, prenons y(x) = x> oll s L q
Dés lors, y(q+1)(x) =0etl [xs,htp= 0 (hq+2)
Par ailleurs B y{3) (xain) = pd - (x5)

d xJ | x+ih

et donc L [xs,h] est un polyndme en h de degré au plus s (s < q).
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Par conséquent L[x*,h] = 0(hq+2) =0 g+ 0,1,::+59

q+1, nous avons que L[XQ+1,h] est un polyndme en h de

D'autre part, si y(x) = x
degré au plus g+l.
Dés lors, nous pouvons écrire que :

+1
xSt h o= c (x3*)

Oou encore

Lix%*ny = ¢ . n9* (ge1) |

q+l
La nécessité du lemme est ainsi prouvée.
Montrons la suffisance.

Nous introduisons un nouvel opérateur:

RIY(x)h1 = LIy(x),h1 = Copp ¥y (040) ()

R[y(x),h] ainsi défini est visiblement une fonction Tinéaire qui s'annule pour
tout y(x) e 1T'Q+1.

En appliquant alors le théoréme de Peano [14]

on a que :

Rly(x),h] =20 (hq+2) pour tout y(x) TTQ+1

Ceci assure que 1'ordre de consistance de L est g.

Notons que, puisque 1'opérateur L est linéaire, 1'énoncé du lemme
peut prendre la forme suivante :

Une méthode (k-Q) associée a 1'opérateur L défini en (1-7)
a un ordre de consistance q ssi :

Liy(x),h] =0 pour tout y € m

#0 pour un y € nq+1

Pas 2 - Démonstration du théoréme 3-1

Soient : z(x) un polyndme quelconque a coefficients réels
y(i) = z(h 1)
1(y) =L [z(x+ih),h) = L{z(ih),h]
|x=0
En utilisant la définition (1-7), nous écrirons que :

Le@nn = K% o . hd 20) (4n)
i=0 j=0 "
Or : y(i) = z(hi) R
et donc : y(J)(i) = 20 (h1)
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Par conséquent, nous trouvons que :
k

L{z(ih),h] = Z Z %t y(J) (1)
i=0 j=0
k et { étant des entiers finis, les signes de sommation peuvent étre intervertis
et nous avons :

g % o
Liz(ih),nl = = 2w ()t y0) g4
§=0 i=0f "
ce qui, par (3-4) donne :
L) g0 s)
Liz(ih) hy1=1(y) = [ =y (D) p.*%)) (3-9)
Jj=0 J |s=1

Nous pouvons donc affirmer que :
1(y) =0 < Liz(ih),h] = 0.

Le lemme assure alors que 1'opérateur L a un ordre de consistance q ssi :

L{z(ih),h} =0 pour tout z(ih) = y(i) € q

#0 pour un y(ih) = y(i) € T+l

Etant donné la forme (3-9) de 1(y), i1 est alors bien &vident que 1'opérateur
L[y(x),h] a 1'ordre de consistance q ssi :

¢ 3 Aty
= yi(D) p;(s) =0 Vyen
o s=1 q
#0 pour un y € nQ+1
]
3.3.3. Théoréme 3.2
Siq >0, ators pyl1) = 0.
Démonstration
Prenons_g=0
La formule (3-8) assure alors
1 (J)
|s=1 c'est-a-dire ¥ y = constante notée a.
Siy=a, alors y(3)=0 ¥ j#0 et par conséquent la somme ci-dessus se raméne &
a eo(s) = 0 Y a
s=1

U
o

et par conséquent : eo(l) =
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Lfopérateur de l1a formule (3-8) doit alors s'annuler pour tout y € ﬂq
c'est-d-dire pour tout polyndme de degré plus petit ou égal a q.
En particulier, i1 doit donc sfannu]er Yye Ty ce qui nous permet de nous ramener
au cas précédent et de conclure : Eb(l) = 0. 3
3.3.4. Lien entre les ordres d'erreur et de consistance pour des méthodes
asymptotiquement stables.

L'ordre de consistance &gant non négatif, le théoréme précédent
nous permet de dire que s=1 est racine de eb(s).
La stabilité asymptotique impose alors que s=1 soit de multiplicité 1 et par
conséquent p=q c'est-d-dire que 1'ordre d'erreur est €gal & 1'ordre de consistance.
Par conséquent, dans le cas des méthodes stables, les théorémes . 3-1 et 3-2
peuvent s'énoncer en remplagant q par p.

3.3.5. Généralisation dans le cas d'intéqration d'une équation différentielle d'un
ordre r > 1.

A présent, nous cherchons a résoudre (1-12).

a) Rappelons que dans ce cas, la méthode (k-{) utilisée est celle définie par
1'opérateur (1-13).
Cette méthode est asymptotiquement stable si et seulement si elle satisfait a
1'exigence (1-14).
En utilisant le théoréme de Lucas, cette condition se raméne & :

eii)(s) e LR S S

et p{)(s) e .

b) L'opérateur L défini par (1-13), ou la méthode qui lui est associée, a 1'ordre
d'erreur p ssi :

(P+ri-1

[¥(D) pyls) + jil y )(p) Bish | =0 Vysm.

|s=

( 3.1\0)

# 0 pour un y € “p+r

c) A partir de (3-10) on peut alors montrer [ 36 ] que :
si p> 0, alors py(1) = Py(1) = -..... = §"(1) = 0
(3-11)
d) Un ordre d'erreur non négatif impose donc que s=1 soit une racine de multiplicité
au moins r, du polyndme eo(s).
Si nous imposons la condition de stabilité asymptotique, la multiplicité de s=1
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ne peut dépasser r et donc, si p > 0, alors s=1 est de multiplicité égale a r.
Nous constatons par conséquent que méme dans 1'hypothése de la stabilité
asymptotique, les ordres d'erreur et de convergence sont distincts. Ils sont
1iés par la relation : p = g-r+l.

3.4. BORNES DE L'ORDRE D'ERREUR DES METHODES ASYMPTOTIQUEMENT STABLES

Nous allons considérer des méthodes du type (1-13).
Nous donnerons des théorémes tout a fait généraux (r et-g quelconques)
concernant les bornes d'erreur p, dans le cas ol 1'on impose la stabilité
asymptotique. Les résultats de Dahlquist en seront une déduction immédiate.

Remarque préliminaire

11 est immédiat qu'un opérateur L[y(x),h] du type (1-13)
est d'ordre > 0 ssi
l1<r<k

et Py(s) = (s-1)" ¢(s) oi v(s) € M- (3.12)

r

Ceci découle de (3-11) et puisque, par sa définition, 90 est un polyndme de
degré < k, il est logique que ¢(s) € M- et que 1 <r <k,

Si nous imposons en outre, la condition de stabilité asymptotique, nous
pouvons en plus préciser que ¢(1) # 0.

3.4.1. Théoréme .3-3 [34]

Pour tout PO(A) vinigiant Les nelations (3-12), il existe un et un
seul Lly(x),h] du type (1-13) avec p > L(k+1).

Note : la démonstration pour un r quelconque n'entrainant pas de complications
trop grandes, nous établirons le théoréme dans ce cadre général .

Démonstration

{ :
Notons : = Ly(D 2 Y™ ) gyisn
otons : v(y) ¥(D) pols) + o y (D) g5(s) vt

Si nous appliquons (3—10)'pour amener p au niveau'g(k+1) il faut et i1 suffit
que : viy) =0 Yy € O (k+1)4r-1
Cela revient a dire que v doit s'annuler sur toutes les fonctions de base qui
engendrent les polyndmes de degré <'€(k+1)+r—1.
Nous allons construire cette base comme une extension d'une base de il
par exemple {l,x,...,xr'l}
Pour cela, nous définirons un ensemble d'indices :
F={(i,j) | LLjeN, 0<i<k,0<j<L1}




ler cas soitvy(x) € {1,x,.:s,
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Pour un couple (i,j) quelconque de F, nous pouvons alors définir un polyndme

qij vérifiant les 3 conditions suivantes :

B 945 € "(k+1)4(r-1)

r+y) _ 0 st (vyu) # (8,]) et (vsu) €F
a qu Wi (vsp) = (i,J) g

A) Lk
€. qu) cz) = 0 pour A = 0,1,...,r-1

On peut montrer qu'avec la base {l,x,...,xr'l} de M1 les polynOmes qij

qui sont au nombre de f(k+1) forment une base de "Q(k+1)+r-1
v doit s'annuler sur tous ces éléments de base.

"

v(y) se restreint alors a :

- D ]
v) = 10 gols

Par hypothése (3-12) est vérifiée
Par conséquent eo(l) = 96(1) = ... =0
Dés lors :
viy) = (D3 Eo(s)%. o0 $uB,.... -1
s

{rl1y = o

L'annulationde v est donc assurée sur cette premiére partie de
la base de ne(k+1)+r-1

2éme cas considérons un élément € {qv ul(v,u) € F}

I1 faut que : _€ ( ;. 1) 5
5 r+J- 2. f
ey ) =18, ) gols) + 2 oL D) eJ-(s)]Is: =0 ¥(vu)€EF
Par (3-4), ﬁn a ) :
. d P y
W) =[i§0 q,, (1) ag; - jfi ( 1§o QSZIJ )(4) a5 s‘)]$:1

or par (3-13) qgﬁjj-l)(i)

0 st (19\]_1) ; (\),U)
1 si (i,j=1) = (v,u)
Pour tout (v,u) fixé, il n'y a qu'un seul couple (i,j-1) = (v,u).

Par conséquent, nous avons :

)= [ : (1) a, s +a sV)
Vi i=0 qv11 o1 V,u +1

z
: (1)
z q i) a
=04 ¥ ¥

v(q

E .+
v(qv ) 0i T MNusn
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Nous déduisons donc que v s'annulera pour tout (vyu) € F ssi

k
Soptl T 7 ?Eb .Na, Vower

%i &tant connus pour tout i, 0 < i < k, puisque eo(s) est donné,
la relation ci-dessus permet de déterminer de maniére unique, tous les
a, ey 0<v<k, 0<v <‘f—1, c'est-a-dire tous les coefficients
de Lly(x),h] qui, par la construction, aura un ordre p >'€(k+1).

]

3.4.2. Théoréme 3 -4 sur 1'ordre d'erreur maximal des méthodes asymptotiquement
‘stables [36]

Si £'une des trods conditions suivantes est vérnifiiée :

s

. =] ou n=2

. L est pain

. L est impain et £ > Llk,n) c'est-a-dine £ est minond par une quantite
dépendant du k et du x.

h O

Alons ¢ p < R(k+1)+] 84 L est dmpain et k pain i
a3

L(k+1) sdnon
En outne (3-14) est vorifite dans £'egalite ssi @) = (-1)" ¢,

Démonstration

Nous nous limiterons ici & démontrer le cas ol r=1, les autres cas nécessitant
de longs développements de calcul qui peuvent étre obtenus dans Reimer [ 36]

Pas 1 - Lemmes et définitions utiles

® Définition 1

Posons w(x) = x(x-1) (x-2) ...(x-k).
Ce polyndme est 1ié & la fonction béta par la relation
w(x) = o B(x+1l,k+l-x) sinmx
ol a est une constante.
L'obtention de cette forme est décrite dans Reimer [35)
Nous noterons B(x+1 6k+l-x) = A(x)
et la définition de la fonction béta donne :

1
A(x) = J £ (1-t)K X gt -1 < % < k¢l

Nous écrirons donc :
w(x) = A(x) sin 7 x -1 < x < k+l (3-15a)
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Rappelons qu'une fonction B est 1iée & la fonction I par la relation :

B(x,y) = L)

r(x+y)

et par conséquent :
A(x) = A(k-x) (3-15b)

Définition 2

Nous serons amenés & considérer les fonctions suivantes :

A;nj(x) = (x- %7 AMx) 3 <0x < k+1  (3-15¢)
R

La relation (3-15b) permet alors d'écrire :
A L e aaJER (N y
ALY (k=x) = (1T A ) = 0.1,

oll (1) indique que 1'on dérive X fois.

Lemme 1
Soient j et A €N
Supposons 0 < j < )
A =Jmod 2 (c'est-a-dire A-j est multiple de 2)
Alors : Aﬁ?(x) >0 pour -1 < x < k+1
Lemme 2

Soit H une fonction réelle en x qui est (k-r) fois continuement
différentiable dans [ 0,k-r ]
Supposons que :
H(k-r-x) = (-1)¥ H(x)
A (x) >0 pour 0 < x < k-r
0<X<k-r
A =ymod 2
vy €N
Soit G un polyndme t.q
G(v) = (-l)uivH(v) pour v = 0,1, ...,k=r
uEN
Supposons enfin que U soit un polyndme réel de degré exactement k-r, n'ayant
pas de racine hors du cercle unité.
Alors :

(6(0) U(s)} _ =0 ssi W = (-q)Hlkr)tvl
S:
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- - - - G e W W - . - - . - - -

Le théoréme 3 -3 nous donne une borne inférieure pour 1'ordre
d'erreur : p >~Q(k+1).
Iéi, nous supprserons que p = f(k+1)+d ol d = 0.
Notre probléme est donc de voir quelles valeurs peuvent étre attribuées a d.
Rappelons que nous nous limitons au cas r=1.
Dans la démonstration du théoréme = 3 -3, nous avons obtenu une base pour

"P(k+1).

Nous allons procéder a une extension de cette base.

Pour cela, choisissons des polyndmes 93 de degré-{(k+1)+1+j ol § =0,1,...,8,
Nous obtiendrons ainsi une base de "{(k+1)+d.

Puisque p = {(k+1)+d, par (3-8) ol p=q, nous pouvons écrire que :

v(g:) = 0 pour j = 0,1, ...,d-1
J . (3-16)

v(g;) # 0 pgﬁf j=d

ou viy) =1 = y®)o) | (s)

k=0 |s=1

Ceci donne une caractérisation du d.

Les gj peuvent étre choisis de fagonsdifférentes mais nous les définirons comme

suflt :

a. gj(x) = c(x--%)J w{(x) ol ¢ est une constante arbitraire non nulle

(3-16bis)

b. gj(é) qui est la valeur initiale est arbitraire.

Justifions le choix de tels 9j°

On peut montrer que ceux-ci vérifient :
g§*) = Omodw  pour B=1,....40 (3-17)

Ceci va nous permettre d'écrire v(gj) sous une nouvelle forme.
Nous avons':

v(g5) = [g4(D) pyls) + = g§m)(D) Em(s)llS=1

qui, par (3-17) et (3-6bis) se restreint & :
v(g;) = [g;(D) go(s)

| s=
Le nombre p étant positif et la méthode étant stable, (3-12) nous permet d'écrire :
Bp(s) = (s-1) ¢(s)

k
ol ¢v(s) € Me=1> #(s) = vio a, s

Vv

et ¢(1) # 0.

Par conséquent : v(gj) = [gj(D) (s-1) ¢(s)ﬂ X
S=
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k-1 A
- ) = 3 R -1
et par (3-5), on a v(gJ) [\)= a s gJ(D+v) (s )ﬂs=1
ce qui en vertu de (3-7) donne :
' k-1
v(g.):[EaAo(\))Sﬁ
J v=0 s=0

| En appliquant (3-4), nous obtenons finalement que :

v(g;) = [ 94(0) ¢(s)] (3-18)
s=1

Notons : Gj(x) = A gj(x) (3-18bis)
Par le théoréme de Peano [141], on a alors :

6:(x) = |1 g'(xet) dt

J ) 0

J
ce qui par (3-16bis) devient £z
5l kyJ 4

| G.(x) = c(t+x- ?) wr(x+t) dt

J )
| ou encore, par (3-15a)

Gj(x) = Jl c(t+x- { A{ s1n m(x+t) dt {3-19)

’ €

ol o~ étant une constante, entre dans c.
Par ailleurs, en normalisant, on peut obtenir c=1.
Etant donné les restrictions sur A(x), la formule (3-19) est valable pour
1 € % < k&)
et donc a fortiori pour -1 < x < k.
Gréce & (3-15¢), (3-19) s'écrit :
Gj(x) = jl A]j(x+t) sin{ m(x+t) dt “1<x<k (3-20)
0
Définissons enfin, en vue d'appliquer 1e lemme 3, la fonction :
Hy(x) = Jl Ay 5(x+t) bint e dt 41 xSk (321)
0
Les propriétés du sinus et de Amu(x) permettent alors d'obtenir les
relations qui suivent entre H (x) et G,(x) :

65(v) = (- 1)vt

L % j
Hi(k-1-x) = (-1)7

j
V= 0yl eakel (3-22)

j(X) (3-23)
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- - ——— " -l o - . - - - - -

Montrons que, dans ce cas, (3-21) vérifie les hypothéses du
Temme 3.
Nous avons que 0<t<1
et donc sin"nt#> 0
Par ailleurs, le lemme 1, assure cue :

A.(lx) (x+t) > 0 pour 1) 0 < x+t < k-1
J ce qui revient a
-1<x<kcar0<t<l1

2) A = j mod 2.
L'intégrant de (3-21) étant donc une fonction non nécative et non constamment
nulle, nous pouvons alors dire que :

Hgk) (x)> 0 polr -1<x< k
A= Jmod 2.
Grace aux relations (3-22) et (3-23), nous constatons alors que les hypothéses
du Temme 2 sont vérifiées par Hj et Gj et le role du polyndéme U sera tenu par
e(s).
Nous évons, par conséquent, que : :
[6,(D) w(s)] =0ssi v*-= (-1)€(k'9+3+1 ¢

s=1
ou encore par (3-18) et (3-18bis)
v(gs) = 0 ssi ¥ = EILCHER (3-24)

ler cas : si { est pair
(3-24) s'écrit alors : ;
v(g;) = 0 ssig” - (=139 o
et en particulier :
v(go) =0 ssiv¢=-9
I1 est évident que w*(l) =¢ (1)
et par conséquent ¢*= -¢ ssi w*(l) =¢(1l) =0
ce qui ne se peut par la condition de stabiliteé.
Donc v(go) # 0. Dés lors, par (3-16) et puisque d > 0, nous pouvons
conclure que d = 0.
Par conséquent, si r=1, et-e est pair, p =-{(k+1) dans le cas d'une
méthode stable.
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2eme cas : si 4 est impair

(3-24) se raméne alors a : ;
v(gg) = 0 ssi = ()M (3-25)

Par conséquent, si k est pair, la condition (3-25) devient :
¢ =y si§=0
= -p si j=1

si k est impair, elle devient :
*
¢ -9 si j=0
*

¢ =¢ si j=1

u

]
o

Pour obtenir en méme temps =y et ¢ =-p, il faudrait que ¢(s)
¥ s et donc que ¢(1) = 0, ce qui est contraire a la stabilite.
Par conséquent, 90 et gy ne peuvent annuler v en méme temps et donc si v(go) = 0,
alors v(gl) # 0.
Par (3-16), nous concluons donc d & 1.
Supposons maintenant que d=1.
Alors par (3-16) et (3-25) :

v(gg) = 0 ssi ¥ = (1)K

v(gy) #0 ssi ¥4 (-1t
Si_k_est_impair : v(gy) = O ssi ¢* = -p ce qui est impossible & cause de 1'hypo-

thése de stabilité.
Par conséquent, si k est impair, nous aurons d <1 et donc p <'¥(k+1)+1
ou p <-{(k+l)
puisque p € NN.

Si_k_est_pair : v(gO) =0 ssi v =¢, relation qui est réalisable de plusieurs
facons. 4
Si k est pair, nous avons donc bien d <1 et 1'égalité se produit ssi o = ¢
Par conséquent p <'Q(k+1)+1 4linmair et k pair
et p =-f(k+1)+1 ssi ¢ = ¢

S"I (_l._
Par ailleurs w*(s) _— % 0’s par (3-1)
E ‘1
1 X

i
—
"-1
w
~
e
o
—
w0
~
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Nous aurons donc que : »
00(5) OO(S)

I ;
¢(s) =v7(s) ssi —— =5

Ce qui revient a écrire :

p(s) = w*(s) ssi po(s) -dg(s).

Remarque
si =1 et r=1, le théoréme précédent nous permet de retrouver les résultats
établis par Dahlquist puisque p < k+2
et p = k+2 si k est pair et bg = =P
Dahlquist avait formulé la deuxiéme partie du résultat de facon un peu
différente en disant :

p = k+2 si k est pair et si py(s) = 1 alors ls] = 1

Montrons que bg » - entraine la condition que :
si pg(s) = 0 alors [s| =1
Nous savons que la stabilité conduit & la propriété suivante :
si pO(S) = 0 alors |s| <1

Par (3-1) gg(s) = s* py(s )

Si s est racine de Po> puisque bg = = pps NOUS avons :

oa(s) = pp(s 1) = 0 (3-26)
Dés lors, si |s| < 1, alors |s'1| >1 ce qui est impossible par la stabilité
car (3-26) assure que s™! est racine de Pg-

Par conséquent, nous avons que Isl = 1.

3.5. METHODES OFFSTEP

Jusqu'ici, nous avons considéré des méthodes pour-1esque1]es % 0 #0
Si nous n'imposons pas cette condition, nous obtiendrons une méthode "offstep"
qui est donnée par un opérateur de la forme :
k-2 k L . g
. n §-1 (§+n-1)
Liylx),h] = 2 o, ybhk#h)l+ h™ =T 2wl y :
ey T i=0 =1 Y [x+4h]

# 0 et % o #0

(3-2%)
oL oy _ys g
L'utilisation de telles méthodes permet d'accroitre 1'ordre d'erreur comme nous
allons le voir dans les théorémes qui suivent.

Nous nous limiterons au cas ol r=f=1.
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3.5.1. Théoréme . 3.-5 [25]

Sodient L=r=1
Une méthode du type (3-27) a un orndre
pS2k-%-4

Ceci est une borne assez grossiére mais qui se comprend par le raisonnement
suivant :
p est 1'ordre d'erreur et dés lors 1'ordre de consistance s'exprime :

q = p+m-1 o0 m est 1la multiplicité de s=1 racine de go(s).

La matrice d'incidence (2-4bis) associée & une méthode du type (3-27)
oi r=f=1 aura 1a/forme suivante :

ligne 0 A 0 )
: 1 0
ligne (s-1) | O
ligne s 1
ligne (k-t) | 1
0
T RS G R 0

Cette matrice comporte (k-t-s+1)+(k+l) é]émé:ts non nuls et est order poised
(Chapitre II - section 3).
Par conséquent, le théoréme 2Z-1 assure que

q < (2 k-t-s+2 )-2
c'est-d-dire

q < 2k-t-s
Etant donné le lien entre 1'ordre d'erreur et 1'ordre de consistance, nous
avons dés lors que : |

p+m1l<2k-t-s
Puisque nous considérons toujours des ordres non négatifs, m sera plus grand
ou égal @ 1 et donc :

p <2k-t-s

Nous affinerons ce résultat dans le théoréme suivant :

3.5.2. Théoréme 3-6 [25]

Soit une méthode du type (3-27) asymptotiquement stable, ol r=L=1

Soit R(z) =(1/2)b(z—7)k-t (z+1)_6po (%;%)
Abors p< 21k/2 1+ 2 80 t=s
et R est un polynome impain
(k-1) + max{t—5,0}+2 sLnon.
ol [al est Le plus grand entiern n'excédant pas a.
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Posons v = t-s.
Ce théoréme montre que pour augmenter 1'ordre d'erreur d'une
méthode offstep stable, i1 faut choisir v > 0.
Par ailleurs, comme nous cherchons toujours des ordregw;égatifs, le théoréme 3.-2
nous assure que po(l) = 0 et par conséquent,pO se factorise comme suit :
po(s) = (s-1) ¢(s) ol ¢(s) est un polyndme.
IT est donc bien évident que po(s) doit étre de degré =1
Or le polyndme caractéristique po(s) 1ié a (3-27) est de degré : k-t-s.
Nous devons donc vérifier la relation suivante :
k-t-s 71
ce qui revient & écrire :
y < k-2s-1
Nous avons donc obtenu des bornes sur le v :
0<vy<k-2s-1

3.5.3. Théoréme 3-7[25]

Soit £=1, n=1
et > &

Alons pour 0 < v < k-1-28, 4L existe une méthode stable (3-27)
avec p = kt?

S{ v = k-1-28, alons p < k+1
D'od vient cette limitation du p quand v a sa valeur maximale permise ?
Si v = k-1-2s, la matrice d'incidence 1iée & Ta méthode possédera k+3 éléments
non nuls et sera order poised.
Le méme raisonnement que pour le théoréme 3-5, nous conduira & la conclusion
Que : p < k+l.
IT n'y a donc pas intérét & prendre v le plus grand possibfe comme le
suggérait le théoréme 3-6, puisque si v a sa valeur maximale, 1'ordre d'erreur
admet une borne supérieure qui n'offre pas d'avantages par rapport & celle
donnée au théoréme 3 -4.

3.6. CONCLUSIONS

Nous retiendrons de ce chapitre les faits suivants :

1. Lors de 1'intégration d'une équation différentielle du premier ordre, une
méthode a k pas et dériveées multiples, stable, fournit un ordre d'erreur
maximal valant :

—€(k+1)+1 si{f est impair et k pair
et Qg = -eo
{(k+1)  sinon.
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2. Cet ordre peut &tre augmenté par 1'utilisation de  méthodes offstep.
Notons cependant que ces méthodes présentent aussi certains inconvénients :
- les méthodes offstep ne sont pas @ itérations directes puisque %0 #0

- par ailleurs, les méthodes offstep intéressantes c'est-a-dire celles pour
lesquelles 0 < v < k-1-2s ne sont pas A stables.
En effet, nous verrons au chapitre VI que 1'ordre maximum d'une méthode
(k-1), A.stable vaut 2 (Dahlquist [12]).
Par conséquent, puisque le théoréme 3 -7 fournit, pour une méthode offstep
(k=1) une borne inférieure de 1'ordre d'erreur p, qui vaut au moins 3, nous
concluons immédiatement que la méthode n'est pas A.stable.
Dés lors, les méthodes offstep présentent peu d'intérét pour 1'intégration
des systémes Stiff que nous introduirons au chapitre IV.
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CHAPITRE TV

PROBLEME DE STABILITE DES SYSTEMES STIFF
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4.1. NOTATIONS

Nous définirons les demi-plans suivants, que nous utiliserons
dans la suite.

R= {geC : Retg>0}
Ls {Ee€C : ReE<O)
Gs (£e€C : ImE>0)
He {(ge€ : ImEg<0)

Nous noterons R, respectivement [, G, H, 12 fermeture deR , respectivement
£:.6G 5 H .

4.2. INTRODUCTION

Jusqu'ici, nous avons envisagé la convergence des méthodes (k,{)
c'est-a-dire que, en une abscisse x fixée, la solution numérique vérifie :

lim y, = y(x)
h->0
nh = x-a

A présent, nous allons considérer un h fixé. 1I1 se peut alors
que la solution numérique ne tende pas toujours vers la solution théorique
lorsque x tend vers 1'infini. Ce phénoméne est appelé stabilité faible.
Nous allons tdcher de trouver des conditions pour que

1im ydi* y(x) (4.0)

n><
x=a+nh

h fixé

4.3. STABILITE FAIBLE. REGION DE STABILITE ABSOLUE

Intégrons 1'équation différentielle
y' =2y (4.1)
ol y(0) = letare €
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Nous justifierons dans la suite le choix d'une telle équation différentielle
scalaire avec un A complexe.

Si nous utilisons la méthode (k,) définie par 1'opérateur (1.7), nous obte-
nons la récurrence :

A : B
2 I a;s Aty
i=0 j=o

Notons "1(“) =
Jj=0
Ceci nous permet d'écrire (4.2) comme suit :
k. _
ng (h A) Youi # 0 0,1, .. (4.4)
=0

i
Dans ce qui suit, nous utiliserons 1'abréviation :

u = h.

Pour exprimer les conditions que nous cherchons, il est nécessai-
re d'exprimer 1a solution numérique de (4.1) par la méthode (k,2) (4.4).
Si k valeurs initiales sont fournies, cette relation définit de fagon unique

une suite Yatn=0,1,...0 @ condition que ny(u) soit non nul.

Dans une premiére étape, nous fixerons un p tel que “k(”) soit
non nul.
Dans une seconde étape, nous laisserons varier u dans le plan complexe

~afin de déterminer ceux qui permettent de vérifier la relation (4.0).

Un probléme se pose si un des u est racine de ”k(“)'
Dans ce cas, la récurrence (4.4) devient :

k-1
T nalp) youu *9 1 1) R
tan n+i
et fournira, avec k-1 valeurs initiales, une suite'{yn}n=0 1 unique a

condi tion que ”kel(”) soit non nul.

Si ”k-l(“) est nul, on applique le méme raisonnement.

Ainsi donc, nous pourrons obtenir une suite {yn}n=0,1,... unique, pour autant
que u ne soit pas racine de “i(”) teD,3,...x &,
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C'est pourquoi nous ferons 1'hypothése, dans tout ce qui suit, que “i(“)
i=0,1,...,k n'ont pas de facteur commun non constant.

Premiére étape : résolution de 1'équation (4.4) avec ¥ fixé

La relation (4.4) détermine dans ce cas une récurrence linéaire
d'ordre k, a coefficients constants.
La forme générale de la solution s'écrira alors [ 25 ]
m

s i ¢
J=1 .n
Y.* % Tt C.an 4
Wil gey ™ .

ol Ty i=1l,... s sont les racines distinctes de multipliciteé my de 1'équation
() = I ny(w) e’ = 0 (4.5)

et C" 131.2,.-.’3

]J j=1,2’.-o,mi

sont des constantes.

Ce méme raisonnement peut étre mené quel que soit le u fixe,
pourvu que nk(u) soit différent de 0.
Par conséquent, la formule (4.5) s'écrira :

k . £ .
ole,u) = 2 oaglu) tC = = o k) ud =0 (4.6)
L=0 f=0 I

Dans la litterature, 1'équation (4.6) porte le nom d'Gquation caracténisti-
que d'une méthode (k,2).

Il est clair que ¢(z,u) est un polyndme en deux variables, de degré k en

r et 2 en pu. Nous le nommerons polynome de caracténisation.

Deuxiéme étape : p variant dans le plan complexe

Remarque : nous ferons pour la suite 1'hypothése que ¢(z,u) ne peut pas se
factoriser sous la forme :

8(zsu) = P(n) R(zsm)

ol P(u) est un polyndme en p de degré au plus 2.
Dés lors, il n'existera pas de p tel que “i(“) =0 i=0,1,...,k.
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La résolution de 1'équation (4.6) permet de trouver les racines
%; » i=1,2,...,5 (s < k) en fonction de u. Ces z;(u) sont des branches
de la fonction algébrique définie par

8(z(u)su) = 0 pour tout p complexe.

Supposons que nous travaillons avec une méthode convergente.
Si h est nul, il en est de méme pour u, et z;(0) est racine de p,(z).
On déduit alors de la stabilité asymptotique (théoréme 1.2) que :

ICi(O)l <1

si |g;(0)] =1 alors my= 1, ot m; est la multiplicite.

Par ailleurs, la consistance (théoréme 1.2).assure qu'une racine de po(;)
vaut 1.
Nous la noterons :

Cl(o) =1

Puisque my = 1, cl(u) détermine une branche de la fonction algébrique z(u),
analytique dans un voisinage de 0 et prenant la valeur 1 en 0.

Cette branche cl(u) est appelée racine principale.

De maniére analogue, on définit les racines essentielles ci(u) pour i=1,2,
evs t (t<s) comme étant les branches de z(u) telles que |z;(0)] = 1.
Avec ces nouvelles notions, la solution numérique de (4.1) par la méthode
(ks2) (4.4) s'écrit comme suit :

Yo = C1q g? (u) racine principale \
n
+c21 €2 (u)
+C31 gg (u) }  contribution des racines essen-
tielles
¥ b
+Ct1 Eg (u) . J 5
. ) " o) " Myl n ) cgntr;bu-
+C E p) + C ng W)t coe + n £ u tion des
t+1,1 *t+l t+1,2 " t+l t+1,mt+1 t+1 rachuas
¥ ¥bs non essen-
m tielles
n n S .n
+Cs,1 ke (n) + Cs,2" gs(u) : S e Cs,msn gs(u)
(4.7)

Par ailleurs, la solution théorique de (4.1) est :

y(x) = s
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Cherchons & présent les u tels que (4.0) soit vraie.

Pour cela, fixons un h. Voyons a quelles conditions nous avons que

lim Yy ® lim **

o X~

I1 est clair que

Tim e)‘x =0

X

ssi 3e L
D'autre part, si nous notonsét 1'ensemble suivant :

A = (et tiq. o ()] < 1, d21,2,..00k0 (4.8)
nous pouvons dire que

limy =0 ssi m=ped
N

& est appelée La négion de stabilité absolue.

Nous comparons dans le tableau suivant les limites des solutions
numérique et théorique, selon les zones dans lesquelles se trouvent A et yu.

A u 112 |eAx' ;'IILT Iyn|
e L e & 0 0
e B ¢ & 0 # 0, souvent o
¢ L| & # 0, souvent o 0
: (Re X # 0)
Cf ¢ ot # 0, souvent e # 0, souvent ®
(Re x £ 0)

Nous voyons que le comportement des solutions numériques pose
des problémes dans les deuxiéme et troisiéme cas. Ceci est le phénoméne
de stabilité faible. Pour éviter cela, i1 est donc naturel de rechercher
des méthodes pour lesquelles b = L.

(+) T est le plan complexe augmenté des points & 1'infini.
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De telles méthodes offrent un intérét tout particulier car elles
conviennent @ 1'intégration des systémes stiff, comme nous allons le voir
dans la section qui suit.

4.4, SYSTEMES STIFF

4.4.1. Intégration d'un systéme d'équations différentielles ordinaires

Considérons le systéme différentiel

Y' =AY (4.9)
satisfaisant @ la condition initiale
Y(o) = ¥,

Y
ol Y est le vecteur (y(l)(x), y(z)(x), - yon)(x))
et A, une matrice réelle de dimension m x m.

Utilisons pour résoudre ce systéme, la méthode (k,z) définie par 1'opérateur

(1.7).

Nous obtenons dés lors la récurrence
£t i
z X (s B h A Y : = 0 n=0,1,... (4.10)
i=0 j=o 'Y s

La relation (4.10) s'écrit en vertu de (4.3)

k-1
n(hA) ¥ ., = - I ng(hA) Y, . - (4.11)

Remarquons que
nk(o)  Gpo qui a été supposé non nul au chapitre I.
Sans perdre de généralité, posons -le égal a 1.

Par conséquent,

1 L
mey <1

et nous pouvons conclure que la série
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est convergente dans un disque ouvert de centre 0 et de rayon r

L
Si p(A) est le rayon spectral(+) de 1a matrice A, les séries

8

1 .
"k(m;) i
v

convergent uniformément pour tout h dans [o, 5 2 [
=1et (4.12) s'écrit :

¢ (ha)’? (4.12)

™

0

Puisque n (o) = 1, on a que ¢

1 g

oi I est 1a matrice unité m x m

0

et G(hA) est une matrice dont tous les éléments sont bornés uniformément pour

- tout h dans r
[0, =g [.
piM
De la relation (4.11), nous déduisons que
k-1
Y s W Y .. (4.13)
n+k tae i n+i
4 (hA)
ou B1 = nk-m)— 1=0,19 ,k"].
Soit
i T N
Zn bt (Yn‘"k"l’ Yn+k-2’ e ooy Yn) £ ‘R
od N = k.m
Dés lors, nous pouvons écrire de fagcon matricielle :
Zner = COy(h) 2,
oi Cy(h) = [-Byoy By B %
014 e
0 I ' '
0 0 b e

(+) Le rayon spectral d'une matrice est la plus grande de ses valeurs propres
en module.
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De proche en proche, on a donc que

z, = Cy(h) Z, (4.14)
puisque CN(h) est indépéndant de n.
Le comportement de Zn dépend donc du rayon spectral de la matrice CN(h).
On peut montrer [ 25 ] que

¥ est une valeur propre de CN(h) 84 et seulement 54 N est une
valeuwr propre de A et que

k :
Z on () £ ¢ B (4.15)
A=0

Notons que, méme si A est réelle, )\ peut étre complexe.

Remarque
Observons que 1'équation (4.15) s'identifie a la relation (4.6).

Dés lors, pour étudier les solutions d'un systéme du type (4.9), i1 est suf-
fisant de considérer des équations tests scalaires du type (4.1) ol X est
une valeur propre de A, » € C.

4.4.2. Définition d'un systéme Stiff

Considérons le systéme différentiel (4.9).
Soient Al’ AZ’ cees A les valeurs propres de la matrice A.
Le systéme est appelé systeme Stif4 si
Red, SRed, ,<....... <Red, <Re A,
e,tRe)‘,L << Re A

<90
I

Remargue

Si le systéme est non linéaire, le rdle de la matrice A est joué
par le jacobien du systéme.
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4.4.3. Probléme stiff

Nous intégrons un systéme différentiel stiff du type (4.9) par
une méthode dont la région de stabilité absolue a la configuration représen-
tée a la figure 4.1. |

&

/

//,,,
S

//’ /,,
o

rd /

P

\\\

figure 4.1

Rappelons que la solution théorique générale du systéme (4.9) a la forme :

r AiX
Y(x) = 1 k; e V; (4.16)
i=1
ed \Z est le vecteur propre associé a la valeur propre Aj 121,2,..09P
et ki est une constante t $2).2,. .00

Si le systéme est stiff, la forme (4.16) assure que la solution théorique
tend vers 0 pour x tendant vers 1'infini.

Par ailleurs, dans cette solution, le terme dominant est celui qui correspond
YR tandis que la valeur propre Ay fournit un terme négligeable. C'est
pourtant cette derniére qui posera des problémes pour 1'intégration des sys-
témes stiff.

Posons h=1. Par conséquent, au vu de la figure (4.1), My n'appar-
tient pas a £ . Dés lors, la matrice CN(h) a une valeur propre de_modu]e
strictement supérieur & 1 et donc, par (4.14), la solution numérique Z  ex-
plose & 1'infini.
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Pour que cette situation ne se présente pas, il faut choisir h
tel que M, =, soit dans & .

Ceci améne souvent des restrictions trés sévéres sur le pas,
comme nous allons le constater dans 1'exemple qui suit.

Exemgle [ 28]
Soit
-21 19 -20
A = 19 -21 20
40 =40 40

la matrice du systéme (4.0), avec les conditions initiales

1
Y(0) =Y, =] O
-3
Les valeurs propres de A sont :
X1="2
A2=-40+i4.0

A3=-40-140

I1 est clair que nous avons affaire a un systéme stiff.
La solution théorique de ce systéme s'exprime comme suit :

yq(x) 172 e 4 172 e-40x(cos 40 x + sin 40 x)
Y(x) = Yo(x) = 12l - 172 e'40x(cos 40 x + sin 40 x)
¥3(x) -e740% (cos 40 x - sin 40 x)

Cette solution est représentée a la figure 4.2.

Supposons a présent que 1'on veuille intégrer ce systéme par la
méthode d'Euler directe, dont 1a relation de récurrence s'écrit :

Y . AP h A Yn

n+l
c'est-a-dire Yn+1 =[]+ hA] Yn

Par conséquent, nous pouvons exprimer la sQlutionmumérique de l1a fagon sui-
vante :
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y,(x)
B
'Y, (%)
-usu-t_ -
| '} 4 4 1 | i 1 1 ] )
1 g L] gl ¥ ] v il i1

FIGURE 4.2,

: n
Yn =[1 + hA] Y0

La convergence de cette solution numérique vers O aépend du rayon spectral
de I + hA, qui lui-méme est gouverné par la plus grande des valeurs propres en

module de A.
En effet, Y, tend vers 0 lorsque n tend vers 1'infini ssi

11+ h( -40 + i40)]% < 1
c'est-a-dire
(1 - h 40)% + (40 h)% < 1

De 14, on déduit que

h gl (4.17)

m .
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Si nous intégrons le systéme entre 0 et 100, un pas aussi petit ameéne des cal-

-culs longs et coliteux.

Notons que 1'écart entre les parties réelles de M et A, est souvent beaucoup
plus prononcé (par exemple, Re A\ = -1 etRe A, = -106). Les restrictions sur
le pas sont alors beaucoup plus sévéres.

Si nous examinons la figure 4.2, la restriction (4.17) semble aceep-
table. au voisinage de 1'origine, car la variation des solutions théoriques
est brutale. Par contre, lorsque 1'on s'éloigne de 1'abscisse 0.1, cette va-
riation est de moins eh moins marquée et on serait tenté d'augmenter le pas.
Or, cela n'est pas permis car hxr serait alors hors de <& et la solution numé-
rique du systéme exploserait a 1'infini.

En conclusion, pour intégrer des systémes stiff, il est souhaita-
ble d'utiliser des méthodes dont le domaine de stabilité absolue contient L.,
car alors tout pas est permis.
Les méthodes qui vérifient une telle propriété sont appelées les méthodes
A-stables.

En vertu de la remarque de la section (4.4.1), la A-stabilite

d'une méthode sera étudiée.par le biais des équations tests de type (4.1) et
par le polynome de caractérisation ¢(z,u) (4.6) associé.

4.5. METHODES A-STABLES

Une méthode numérique est A-stable, 84 appliquée a L'équation
y' = Ay avec Re A < 0, elle engendre des valeunrs Y, telles que

Lim y =0 pour tout h > 0.
oo
Par la formule (4.7), cela revient & dire que pour tout M de partie réelle stric-

tement négative, on a
Ic'i(u)l < 1 i=1, cesy S

od ;(u) sont les racines du polyndme @(z,u) (4.6).
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CHAPITRE V

CARACTERISATION ALGEBRIQUE DE LA A-STABILITE
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5.1. INTRODUCTION

La A-stabilité, telle que nous 1'avons définie au chapitre IV
nécessite le traitement de polyndmes en 2 variables.
Dans ce chapitre, nous nous efforcerons d'abord de créer un lien entre la
A-stabilité et les propriétés de tels polyndmes.
Ensuite, nous nous poserons la question de savoir s'il j.a moyen de vérifier
la propriété de A-stabilité en un nombre fini d'opérations arithmétiques.

5.2. POLYNOME CANONIQUE D'UNE METHODE 1g)§b

5.2.1. Changement de variable

Considérons 1'équation caractéristique :
k ; :
$E,M) = Z m() E = = opE)ul =0 (5-1)
i=0 Jj=0

Pour caractériser la A-stabilité de la méthode @ laquelle est
associée (5-1), il est utile de considérer le changement de variable suivant :

zs 2
g & Ei%
Z-

Ceci a pour effet de transformer 1'intérieur du disque unité du plan des £ en
le demi-plan gauche:L et le cercle unité en 1'axe imaginaire. En particulier,
1'image de& = 1 vaut 1'infini.

Lorsque 1'on travaille avec la variable z , on utilise & la place des polyndmes
caractéristiques pj(E), les polyndmes rj(z) qui vérifient :

(flo, &b j-0l..4 (53

rj(z) j

]
M x
)
N

&ls
j=0 W

On introduit aussi des polyndmes ei(u) i=0,1,..., k, qui sont tels que

L

ei(m) = T a.. n ie0,1,....k (5-4)
j=0 W '

Par ailleurs, la transformation (5-2) nous conduit & utiliser, @ la place de
(8,1), Te polyndme H(z,u) défini par la relation suivante :
z+1
Hzw) = (z-1)% od ) (5-5)

qui, par (5-1) peut encore s'écrire

L k j
H(z,u) = jio (z-1)" p; (%%) " (5-6)
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Afin de pouvoir rattacher la A-stabilité a des propriétés de
polynomes, il nous est utile d'introduire des polynomes Rj(z) :

P :
Ry(2) = (1)Jr~J(z) - ‘z( a, (-1)9 z2' = = As 2l j=0,1,....4 (5-7

j=0 1 i=0
Nous 1ntrodu1sonﬁgfes polyndomes dans (5-6) de la maniére suivante :
k +1
Hzw) = = (-1 (1) oy &P (0
J:

Par (5-3), cela revient & noter

Hzow) = = (1) ry(2) ()
j=0

]

Si nous posons g = -u , nous obtenons par (5-7) que

H(z,q) = 2 Ry(2) ¢’
j=0
Le polyndme H(z,q) peut aussi s'écrire en faisant apparaitre les
puissances successives de z.
En effet, si nous portons (5-7) dans (5-8) nous avons que

£ -
H(z,q) = = 2 Aoz g
J=0 i=0
R | .
=3 I A, qf2
ifo J=0 L
& 3 &
Posons Ei(q) .8 Aij q i=0,...,k
J=0
Dés lors, nous obtenons que
k
H(z,q) = X E, (Q) 2!
i=0

Notons le Tien entre les polyndmes E; et e;.
IT est clair que
E;(q) = e;(n)
c'est-a- d1re, pu1sque q=-
Ei('“) i ei(“)

Au chapitre IV, nous avions fait 1'hypothése que &(&,u) ne pouvait
pas étre factorisé selon la forme :

o(&sn) = P(u) R(E&,n)
ol P(u) est un polyndme en n de degré au p]us«g.
Aprés le changement de variable (5-2), cette hypothése se traduit de la maniére
suivante :
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H(z,q) ne peut se factoriser selon la forme

H(z,q) = v(q) K (z,q) (5-9bis)
ol v(q) est un polyndme en q de degré au p]us-l.

5.2.2. Définitions

a. H(z,q) défini par les égalités (5-8) et (5-9) est appelé Le polynome canonique
de 1a methode (k,{) (1-3).
H(z,q) est donc un polyndme en 2 variables, a coefficients réels, de degré
k en z et de degré~£.en q.

b. La fonction algérgique z(q) obtenue en résolvant

H(z(q).q))= 0
est appelée la z-fonction canonique de la méthode(k-f).

c. De maniére analogue, nous appellerons g-4onction canonique, la fonction
algébrique qui vérifie :
H(z,q(z)) = 0.

5.2.3. Pdles d'un polyndme en 2 variables [37]

Soit P(x,y) un polyndme en deux variables x et y.
Les pbles du polyndme P(x,y) sont les x € € tels que :

P(X,oo) = 0.

Si nous écrivons P(x,y) en faisant apparaitre les puissances successives de y,

cela signifie que les pdles de P(x,y) sont les racines du polyndme en X,
qui est le coefficient du terme en y de plus haut degré.

Notons que cette notion de péle peut aussi étre définie en
considérant les y € C tels que :
P(=,y) = 0.

5.3. CARACTERISATION DE LA A-STABILITE

Rappellons qu'une (k-i) méthode est A-stable ssi les racines de &(&,y)
sont @ 1'intérieur du disque unité, pour tout y t.q. Re p <O0.
En termes du polyndme canonique, cela revient & dire que les racines de H(z,q)
doivent se trouver dans L. pour tout q tel que Re q > 0.
Nous traduirons cela dans la formule suivante :
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Une (k-() méthode est A-stable

ssi
H(z,q), son polyndme canonique, est tel que

Re g >0 = Re z(q) <0 (5-10)
pour q et z(q) vérifiant H(z,q(z)) =0
La formule (5-10) est logiquement équivalente a
Re z >0 = Re q(z) <0 (5-11)

5.3.1. Théoréme 5-1 [19]

Solent z et qlz) vénifiant
Hlz,qlz)) = 0.
La condition [5-11) est Equivalente &
Re z >0 = Reqlz) <0 (5-12)
ou encore @
Re z>0 = Reqlz) <0
Re z =0 = Reqlz) <0

(5-13)

Démonstration

- - - . . - . - - -

L'impTication [ (5-11) = (5-12)] est triviale.
Pour montrer [(5-12) = (5-11)]1, i1 nous suffit de voir que (5-12) entraine :
Re z = 0 = Re q(z) <0 (5-14)

Si z est un pdle de H(z,q), alors q vaut 1'infini et le signe de sa partie réelle
est donc indéterminé. Par conséquent la relation (5-14) sera toujours vérifiée
dans ce cas.
Sans perdre de généralité, nous pouvons donc considérer que z n'est pas un pdle.
Supposons alors, par 1'absurde, que (5-14) ne soit pas vraie, c'est-a-dire
qu'il existe une paire (zo, q(zo)) telle que

H(zy , alzg)) = O

avec Re zg = 0 et Re q(zo)>: 0.

Puisque z n'est pas un pdle, nous pouvons affirmer que les racines du polyndme
H(z,q(z)) sont des fonctions continues des coefficients {31].
Par conséquent q(z) est une fonction continue de z.
Nous pourrons donc trouver une paire (Zl’ q(zl)) telle que
H(le Q(Zl)) *0
avec Re Zy > 0 et Re q(zl) >0 (5-15)




Cette relation (5-15) contredit (5-12).
Notre hypothése de 1'absurde est donc fausse et nous concluons que (5-14) est
vraie. e

Considérons les relations (5-13). I1 est immédiat que celles-ci entrainent
(5-11).

IT nous reste donc & prouver que [ (5-11) = (5-13) ]

Grice a 1'équivalence entre (5-11) et (5-12), pour obtenir que

[Re z>0=Re q(z) < 0], il nous suffit de montrer que

Re z>0=Req(z) # 0 (5-16)
ce qui est logiquement équivalent a
Re q = 0= Re z(q) <0 (5-17)

Si q est un pdle de H(z(q),q), z devient 1'infini et (5-17) est vérifiée.
Plagons nous donc dans le cas ol q n'est pas un pdle et, par 1'absurde, supposons
que (5-17) ne soit pas vraie c'est-d-dire qu'il existe une paire (z(q;ﬁqo)
telle que :

H(Z(QO) ’qO) =0

avec Re q; = 0 et Re z(qo) >0
La continuité des racines de H(z(q),q) par rapport aux coefficients, nous permet
alors de trouver une paire (z(qlqu) telle que

H(z (ql)’ql) =9

avec Re 9 > 0 et Re z(ql)A> 0 (5-18)
Cette derniére relation (5-18) contredit (5-10)qui est logiquement équivalente
a (5-11).
Par conséquent, notre hypothése de 1'absurde est fausse et nous avons (5-17).
La derniére chose que nous devons voir est que (5-11) ou (5-12) qui lui eskt
équivalent, conduit a

[Re z=0 = Re q < 0 ]
Ceci a été démontré dans la preuve de 1'implication [ (5-12) = (5-11)]

Remarque

L'argument de continuité des racines q du polyndme H(z,q) par rapport & ses
coefficients est valable pour autant que H(z,q) ne puisse pas se factoriser
sous la forme

H(z,q) = V(q) H¥(z,q)
L'hypothése (5-9bis) que nous avons faite sur le polyndme canonique dans la
section 5-2 permet donc 1'emploi de cet argument.
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5.3.2. Définition

| f(z) est appelée fonction positive si et seulement si
Re z>0=Re f(z) 20 (5-19)
Si, en outre, les coefficients de f(z) sont réels, alors f(z) est une fonction
| positive réelle.
Ces définitions restent valables dans le cas ol f(z) a 1a forme d'une fraction :

o) - 4
oll n(z) et d(z) sont des polyndmes et d(z) non constamment nul.

5.3.3. Théoréme 5-2 [ 19]

| Une méthode (k,L) est A-stable s4 et seulement 54 L'opposé de

‘ sa q-fonction canonique, ou £'opposé de sa z-fonction canonique, esi une
gonction algébrique pcsitive.
Ce théoréme est évident si 1'on interpréte (5-11) et (5-13) au vu de (5-19).

5.3.4. Définitions

Un polyndéme p(z), non nul, est Hurwitzien s'ilw’a pas de racines
dans R. I1 est strictement Hurwitzien si toutes ses racines sont dans L.

Ansell [1] a généralisé cette notion d'Hurwitzité pour un polyndme
d deux variables, de la maniére suivante :

H(z,q(z)), polyndmeréel non nul, & deux variables est Hurwitzien
au sens strict, si et seulement si il n'a pas de racines

ni dans Re z > 0, Re q(z) > 0 (5-20a)
ni dans Re z > 0, Re q(z) = 0 (5-20b)
ni dans Re z = 0, Re q{z) > 0 (5-20c)

5.3.5. Théoréme 5-3 [19]

Une méthode(k,L) est A-stable 54 et seulement s4 son polynome
canonique H(z qlz)) est un polynome en 2 variables, Hwuwitzien au sens sirict.

Démonstration

L'Hurwitzité d'un polyndme peut encore s'exprimer de la fagon

suivante :
Soit (z,q(z)) tel que H(z,q(z)) = 0
Les relations (5-20a) et(5-20b) sont équivalentes a

Re z>0 = Req(z) <O
et (5-20c) est équivalente &

Re z = 0 =Re q(z) <0
Par conséquent, en interprétant les relations (5-13) nous obtenons immédiatement
le théoréme 5-3.
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Notre probléme de A-stabilité s'est ainsi ramené a la vérification
de 1'Hurwitzité stricte d'un polyndme en deux variables. Il est donc naturel
de rechercher un critére d'Hurwitzité stricte.

5.3.6. Théoreme S-4 (1]

Soit Hlz,q) un polynome réel, non constamment nul.
Hlz,q) est un polyndme en 2 variables, Huwuwitzien au sens stnicksd et seulement
AL :
(4)  Le polynome néel en z, Hlz,1) est strnictement Hwuwitzien.
(£8) pourn tout w ndek, gini, Le polynome complexe en q, H(iw,q) est Hwuwitzien.
(iil) Hlz,q) n'a pas de gfacteur (q-q,) avec Re g, = 0.

Démonstration

1. Montrons la nécessité

Soit (z,q) tel que H(z,q) = 0
L'Hurwitzité stricte de H(z,q) nous permet de dire, par (5-20a) et
(5-20c) que si Re q > 0 alors Re z < 0. ’
Par conséquent H(z,1) a toutes ses racines dans LL et est donc strictement
Hurwitzien.
D'autre part, par (5-20c) nous avons aussi que si Re z = 0 alors Re q <0
ce qui assure 1'Hurwitzité de H(iw,q).
L'Hurwitzité conduit également & (iii). En effet, supposons qu'il existe un
facteur (q-qo) avec Re q; =0
Dés lors, on peut écrire
H(z,q) = (q-qp) H'(z.q)
ce qui assure que
H(z,qo) =0 pour tout ze C .
Par conséquent, on pourrait avoir des racines de H(z,q,) telles que
Re z < 0 et Re qo(z) =0
Ce qui serait contraire & 1'Hurwitzité stricte (5-20b).

2. Montrons la suffisance

Si H(z,q) est constant, comme par hypothése H(z,q) est non nul,
T"Hurwitzité stricte est immédiate.
Supposons donc H(z,q) non constant.
Dans ce cas, H(z,q) peut se décomposer selon un produit de polyndmes
irréductibles (c'est-d-dire de polyndmes qui ne peuvent plus étre exprimés
comme produit de polyndmes non constants).
Dans cette factorisation, nous noterons:
h(z) le produit des polyndmes irréductibles qui sont indépendants de q.
h(q) le produit des polyndmes irréductibles qui sont indépendants de z.
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Le produit de tous les autres polyndmes irréductibles s'&crira comme

le produit de Hs(z,q) et Hr(z,q) ol Hr(z,q) regroupe seulement les polyndmes
qui sont, @ une constante multiplicative prés, égaux a certains facteurs

de Hs(z,q). Par conséquent, les polynomes de Hs(z,q) ne sont pas multiples
constants les uns des autres.

Nous écrirons donc H(z,q) sous la forme

H(z,q) = h(z) h(q) H (zq) K (zq) (5-21)

La condition i) assure h(z) n'a pas de racine dans R.

D'autre part ii) et iii) permettent de dire qu'il n'existe pas de racine de
h(q) telle que Re q > 0.

Par conséquent, étant donné (5-21) et grdce aux définitions de Hs(z,q) et
Hr(z,q), nous aurons établi 1'Hurwitzité au sens trict de H(z,q) si nous

=

parvenons & montrer que Hs(z,q) est Hurwitzien au sens strict.

La résolutiende 1'équation HS(Z’Q) = 0 nous permet d'obtenir q
comme fonction algébrique de z : q(z)
Considérons alors la transformation bilinéaire :

1 5-22
S s %;T ( )

En portant 1'expression de q(z) dans (5-22), on obtient S, fonction
algébrique de z. Nous la noterons S(z).

La condition ii) assure que q(iw) sera tel que
Re q(iw) < 0
Par conséquent, nous aurons que
Re (q(iw)+1)| <1Re (q(iw)-1)]
et donc |S(z)| < 1 pour Re z=0 (5-23)
La fonction S(z) étant ainsi bornée sur 1'axe imaginaire, elle ne peut y
avoir de pdles.
Ceci nous permet d'affirmer que S(z) n'a pas de pbles & 1'infini. (5-2Y%)

Par ailleurs, de i) nous tirons que Hs(z,l) a toutes ses racines dans L
Remarquons que les racines de Hs(z,l) sont les pdles de S(z).

En tenant compte de (5-24) nous concluons donc que tous les pdles de S(z) sont
finis et situés dans L .

La fonction algébrique S(z) détermine une surface de Riemann, comportant un
nombre fini de régions ou feuilles [81] . Si nous considérons la surface de
Riemann correspondant a i; nous aurons plusieurs feuilles Fi pour i = 1,...,n
chacune contenant 1'axe imaginaire, endroit ol elles se joignent.
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Par la définition des feuilles d'une surface de Riemann et puisque S(z) n'a pas
de poles sur 1'axe imaginaire, nous pouvons dire que sur chaque feuille F., IS(z)|
est injective et continue a 1fintérieur et sur la frontiére de Fi'

Par conséquent, sur chaque Fi,IS(z)| admet une valeur m%ximum et puisque les

U F,.
j=1 !
Par ailleurs, choisissons arbitrairement z0 dans 1'intérieur de R.

F, sont en nombre fini, |S(z)| posséde un maximum sur

Les valeurs de S(z), pour z dans un voisinage de Zps peuvent étre données de
fagon paramétrique par plusieurs fonctions :

si(tj) : |+ R
chacune étant analytique dans le voisinage considéré (ceci par le pas 1).
Les tj sont donc des puissances fractionnelles positives de (z-zo).
Par la factorisation (5-21) nous avons &liminé de S(z) les branches constantes.
Dés lors, le théoréme du maximum du module assure que chacune des fonctions
Si(t‘) i=1, ...,n atteint son module maximum sur 1'axe imaginaire. Par
conséquent |S(z)| atteint aussi son maximum sur 1'axe imaginaire.
Par la relation (5-23) nous avons dés lors que

|S(z)| <1 pour tout z tel que Re z > 0 (5-25)
Etant donné la forme (5-22) nous constatons que
- si Re q(z) > 0 alors |[S(z)| > 1 pour tout z et donc en particulier pour z

tel que Re z 2 0

- si Re q(z) = 0 alors |S(z)| = 1 pour tout z et donc en particulier pour z
tel que Re z > 0.
En conséquence, (5-25) sera vérifiée si et seulement si
H (p,q) n'a de racines

ni dans Re z > 0 et Re g > 0
ni dans Re z = 0 et Re g > 0
ni dans Re z > 0 et Re g = 0
ce qui est une traduction de 1'Hurwitzité stricte du polyndme Hs(p,q).

Remarques

1. Si nous prenons en considération 1'hypothése (5-9bis), la condition iii) du
théoréme 5-4 est immédiatement vérifiée et il n'y a pas lieu de la prendre en
considération dans 1'énoncé.

2. La propriété de A-stabilité est symétrique en les variables z et g du
polyndme canonique H(z,q). Par conséquent, le théoréme 5-4 peut s'énoncer
en permutant les rdles de z et de q.
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5.3.7. Théoréme §-5 [19 ]

Avant de clore cette section énongant les théorémes fondamentaux
de la caractérisation algébrique de la A-stabilité, novs énongons une derniére
condition nécessaire, qui nous sera utile dans la suite pour établir 1'ordre
maximum que peut atteindre une méthode A-stable.

Soit une méthode (k-£) et son polynome canonique H(z,q)
vérnigiant L' hypothese (5-9bis).
S{ La méthode est A-stable, alons :
A) tous Les polynomes Rj{z) §50,1,.04,L ;
Eilq) £=1,.00,k, SOt n2els, non nuls et Huwwwitziens.

LRt E)
515 v -1 :
AL) Les fonctions ﬁiT—T— el yseesd
j Z
E:.le)
A=1 L
d. -E'HE,— &-1,2,.--,&

sont des fonctions positives néelles.
L) Zous Les coefgicients Aij ont Le meme sdigne.

Nous omettons la démonstration de ce théoréme car elle utilise
un lemme énoncé par Jeltsch [25] et dont la démonstration offre peu" d'intérét
dans le cadre de ce chapitre.

5.4. VERIFICATION DE LA A-STABILITE EN UN NOMBRE FINI D'ETAPES

5.4.1. Introduction

=

Le probléme que nous nous posons & présent est comment vérifier
la A-stabilité en un nombre fini d'opérations arithmétiques ?
Le théoréme 5-4 suggére qu'il y a moyen de résoudre ce probléme en utilisant
1'algorithme de Routh-Hurwitz [18 ] pour vérifier i). La condition ii) revient
d dénombrer les racines d'un polyndme & coefficients complexes dans un demi-plan.
Ce probléme peut &tre résolu grice au formalisme de Bézout [ 23]
C'est cette idée qu'a suivie Ansell [1] dans son théoréme II.
Ansell considére un polyndme particulier, vérifiant 1'hypothése (5-9bis) ol V(q)
serait de la forme (q-d*) avec Re d* =0

Sans utiliser le vocabulaire de 1'Hurwitzité, Rubin [37] a, de son
coté écrit un algorithme semblable.
Son mérite est cependant d'avoir considéré des polyndmes quelconques, sans émettre
1'hypothése (5-9bis) concernant la factorisation.
La technique est donc applicable @ la vérification de la A-stabilité pour des
méthodes d'intégration, dont le polyndme de caractérisation n'a pas une forme
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simple, telles les méthodes composites.

Par ailleurs, Rubin a su tirer profit de certaines propriétés des mineurs
principaux emboités de la matrice de Bézout, de fagon a obtenir un critére
moins colteux du point de vue calcul et dont 1'@noncé montre que la A-stabilité

peut étre vérifiée en un nombre fini d'opérations.

Puisqu'il parait de portée plus générale, nous adopterons le
procédé employé par Rubin [ 37 ], méme si souvent nous poserons une hypothése
simplificatrice.

5.4.2. Utilisation de la matrice de Bézout pour la localisation des racines

d'un polyndéme dans un demi-plan

Le but de cette section est de justifier le procédé employé par
Rubin [37] . Nous ne ferons donc aucune démonstration. Celles-ci peuvent
étre obtenues dans Househdlder [23] et Gantmacher [18]

Soit le polyndme
L 2 n
f(z) = ag + @4z +a,z" + ... Az
ol a, € C pour i8¢ 0,1,...,0.

Nous nous proposons de compter le nombre derxacines de ce polyndme dans un demi-plan.
Notons qu'il est toujours possible de passer d'un demi-plan & un autre, ou d'un
demi-plan @ un disque unité, par une transformation fractionnelle linéaire
Sans perdre de généralité, nous pouvons donc considérer un demi-plan quelconque.
Tout comme Hermite (+) 1'a fait, nous compterons le nombre de racines d'un
polyndme au-dessus de 1'axe réel.

Premiére étape

Construisons la matrice B(f,f) qui est la matrice de Bézout associée

=

a f(z) et ?(z) ou ?(z) est le polyndme f(z) dans lequel les coefficients ont été
conjugués [23]

lag 331  13g 3| eenennnn. lag a,
B(f,f) = - - e & A
(f.f) lag 35| [ag 33| *+ [a; @yf....lag @ 4] + [a; & |
laga,l  lagapgl +laga ] cooeeeiininiiiin,

(+) C. HERMITE - Sur le nombre des racines d'une équation algébrique comprises
entre des limites données.
J. Reine Angew. Math. 52 (1856), pp. 39-51.
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. les coefficients d'indice supérieur a n sont nuls.

Définissons alors une nouvelle matrice
A(f) = i B(f,f) (5-26)
Comme B(f,f), A(f) est symétrique, carrée, de dimension n.
Notons que, puisque f(z) est un polyndme a coefficients complexes, il peut se mettre
sous la forme suivante :
f(z) = fR(z) + i fI(z)
ol fR(z) et fI(Z) sont des polyndmes réels correspondant respecti-
vement aux parties réelle et imaginaire de f(z).
En développant les éléments de A(f), on voit alors trés facilement que
A(f) = 2 B(fR,fI) (5-27)

C'est cette forme de A(f) que nous utiliserons par la suite comme Rubin[37] le fait.

Deuxiéme étape: théoréme d'Hermite [ 23 ]

La signatune de Al§) est égale a La différnence entrne Le nombre de
nacines de §(z) se situant strnictement au-dessus de L'axk rnéel et sirnictement
en-dessous de £'axe néel.

Troisiéme étape

Le théoréme d'Hermite nécessite la détermination de T1a signature de
la matrice A(f). Ceci peut se faire par la méthode de Jacobi.
Pour définir la signature de A(f), nous considérons la forme quadratique qui lui est
associée :

Q(x,x) = x A(f) x*

ol x est un vecteur ligne @ n éléments.
La signature de A(f), notée o est, par définition, la différence entre le nombre =
de carrés positifs et le nombre v de carrés négatifs dans la forme quadratique Q(x,x).
Nous avons donc ;

O e B
et nous savons que le rang r de A(f) est tel que

P gt
Le théoréme de Jacobi nous permet alors de déterminer la signature de A(f) de
la maniére suivante [18)

S&L poun La gorme quadratique

n
Qlx,x) =L I};} A X X
de nang n, L'inégalité
TE .8 k
V.= A 0 our kR =1, 2, ... n [+)
k (1 o | lz) : 3

S B IR W B _
.1 .2 .k est une notation pour le déterminant de la sous-matrice
Jl’ J2’ LI \]k

(kxk) de A, formée des lignes 11, 12, g ik et des colonnes jl’ jz, - jk
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est satisfaite, Le nombre m de carrnds positifs et Le nombre v de carrnés
négatifs de Q(x,x), coincident respectivement avec Le nombre P de
permanences de signe et Le nombre V de varniations de signe dans

La swite :

¥, Vl’ VZ’ e ! Vn

La signature de A &st alons
g=n-~-2YV
Par conséquent, si tous les Vs (qui sont aussi appelés mineurs principaux emboités)
sont strictement positifs, nous aurons que
c=r
et donc, par le théoréme d'Hermite, toutes les racines de f(z) seront situées
strictement au-dessus de 1'axe réel.

Remarques

1. L'application du théoréme de Jacobi nécessite que les Vk soient non nuls pour
k =1, 2 sovn 85
I1 se pose donc un probléme pour le nombre de variations de signe dans la suite

(1, V45 «..s V) si certains de ses €léments sont nuls.
Gantmacher [ 18, p. 248!] a résolu ce probléme en disant que
si Y #0
Vie1 * P *Vp * 0
V1+p+1 $ o
alors, le nombre de variations de signe de la suite (1, Vl, 4 Vr) vaut
si p est impair: E%l
. P/2 Y
si p est pair : BH"€ ope= (-1) signe_l%.p—il

1

Par cette derniére formule, i1 est clair que Ta nullité d'un terme dans
la suite (1, Vis =ees Vr) entraine au moins un changement de signe.

2. La matrice de Bézout associée a deux polyndmes & coefficients réels a un autre
usage que celui de compter les racines dans un demi-plan.
En effet, ce formalisme permet de dire si deux polyndmes & coefficients réels
admettent un diviseur commun ou pas.
Househdlder [ 23 ] démontre que deux polyndmes réels de degré n, f(z) et g(z) ont un
diviseur commun si et seulement si le déterminant de la matrice de Bézout qui
leur est associée est nul.
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5.4.3. Définitions du polynbme transformé et de la A-stabilité transformée

Considérons de maniére générale

skl s 3 Boy, ! W (5-28)
i=0 j=0
un polyndme réel en deux variables, qui est le pd]ynéme de caractérisation d'une
méthode d'intégration.
Ce polyndme est de degré m en £ et nous ne faisons aucune hypothése quant @ son
irréductibilité ou ses factorisations possibles.
Nous effectuons alors deux transformations successives :

- la premiére change le disque unité du plan des £ en le demi-plan gauche L des y
(5-2)
On considére ainsi le nouveau polyndme

POoLY) = (v-1)" o(u, L) (5-29)

- la seconde opére une rotation de w/2, dans le sens anti-horlogique, sur la variable
M de P, et une rotation de m/2, dans le sens horlogique, sur la variable y de P.
On définit dés lors
P(w,z) = P(iw, =-iz) (5-30)

En combinant (5-29)et (5-30), et en négligeant un facteur (i)'m, on peut écrire
P'(w,z), appelé polyndme transformé associé a ®(u,Z) de la fagon suivante :

Z+4
)

P'(w,z) = (z=i)" o(iw,>=

(5-31)
Définition
Soit P'(w,z) un polyndme complexe.
P'(w,z) satisfait le critére de A-stabilité transformée si et seulement si, pour

tout w dans le demi-plan supérieur G , les racines de P'(w,.) sont situées dans le
demi-plan inférieur H .

Théoréme 5-6 [37]
| Soit Q(Q,E) un polynome néel de degné m en
et P'(w,z) son polynome transformé, de degré m' en z.
olu,g) satisgait La A-stabilite s4i et seulement 54
L) m' = m
L) P satispait La A-stabilité trhansformée.

Démonstration

Pas 1 - Temme

- -

Soient &(u,£) comme donné en (5-28) et P'(w,z) comme en (5-31)
Supposons que ®(u,£) soit factorisé de la fagon suivante :

o(u,8) = o(u) ¥(E) &(un,E) (5-32)
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ol ¢(u) est le P.G.C.D. des coefficients des puissances
successives de £ dans &(u,&) et ¥(&) le P.G.C.D. des
coefficients des puissances de u .

La multiplicité de 1 comme racine de ¥ et m-m'.

En particulier m = m' si et seulement si ¥(1) # O.

Démonstration du lemme

Faisons subir a (5-32) la transformation (5-31)
Nous obtenons :

P_.(W,Z) = ,pf(w) ‘}'_'(Z) P'(w,2) (5-33)
ol ¢' (W) = v(iw) i .

v'(z2) = (z-1)F ¥(ES (5-34)
z-i

ol a est le degré de ¥
P(wsz) = (z-1)"? F(iw,ont (5-35)°

Notons j Ta multiplicité de 1 comme racine de ¥(&);¥(£) peut dés lors se
factoriser : .

¥(g) = (6-1)7 V(&)

ol Y(£) est de degré a-j.
La formule (5-34) nous donne 1'effet de la transformation (5-31) sur ¥(£).
Nous pouvons dé&s lors écrire :

Vi) = (2-1)? & - v
Ou encore ) ) ;
¥'(2) = (2 §) (z-9)%7 T

z-1
Par conséquent ' est de degré a-j.
La relation (5-32) assure par ailleurs que &(u,£) est de degré.m-a en &.
Le facteur ¥(Z) &tant un P.G.C.D., ®(u,&) ne peut plus se factoriser avec un terme
ne dépendant que de £ . Par conséquent, P'(w,z) défini par (5-35) sera de degré
m-a en z.
La forme (5-33) nous permet alors de conclure que m', le degré en z de P'(w,z)
vérifie :

m' = a-j+m-a
Nous avons donc que j, la multiplicité de 1, comme racine de ¥(£) est m-m'.
De 1&, nous déduisons immédiatement que si m=m', cela entraine et réciproquement
que ¥(1) # 0.
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Supposons que &(u,£) soit A-stable et par 1'absurde, posons m # m.
Le lemme nous assure alors que ¥(1) = 0 et donc &(u,1) = O pour tout u € C.
Ceci contredit 1'hypothése de la A-stabilité de ®(u,£). Dés lors, notre hypothése
de 1'absurde est fausse.
La condition : m = m' est donc une condition nécessaire.
Par ailleurs, si m = m', Ta transformation (5-31) a un inverse qui peut s'écrire :

; .14 . E+1
o(n8) = (&-1)" P'(-iu, i E) (5-36)
Par conséquent, si -in €G, -u € R et doncpuel.
D'autre part, si i %tl EMH, 5;% € L et donc f appartient @ 1'intérieur du disque

unité.
I1 est donc bien clair que si m=m', Ta condition ii) du théoréme
5-6 est équivalente @ la condition de A-stabilité.

Théoréme 5-7 [ 37 ]

Soit P'(w,z) un polynome complexe.
P' (w, z) satisgait La A-stabilite trhansfornmée s4 et seulement 34 :
&) toutes Les nacines de P'(.,4) sont dans W
AL) P'(.,z) n'est pas La fonction constante nulle, pourn tout z € R.
L) Poun tout w €ER, 84 P'(w,.) n'est pas La fonction constante nulle, toutes

Les nacines de P'(w,.) sont dans H

La démonstration de ces assertions se base sur un théoréme de
caractérisation analytique de la A-stabilité que Rubin énonce dans son rapport [37]
et qu'il s'agit de transformer pour pouvoir 1'utiliser.
Ces transformations sont de peu d'intérét dans 1'optique que nous avons choisie
et nous accepterons le théoréme 5-7 sans démonstration.

5.4.4. Application du formalisme de Bézout pour la vérification de la A-stabilité
transformée .

Le théoréme 5-6 raméne le probléme de la A-stabilité a celui de 1la
- A-stabilité transformée. Ce concept est utile dans la mesure ol nous voulons utiliser
Te théoréme d'Hermite.

Considérons le polyndme transformé P'(w,z) qui est complexe, de

degré m' en z. Il peut, par conséquent s'écrire sous la forme
TR

Pr(w,z) = [1 i1 t(w) Il z 20 ... 2" (5-37)
ol t(w) est une matrice 2x(m'+1l) dont les é€léments sont des
polyndmes réels en w ou la fonction constante nulle.
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Si P'(w,z) est de degré n en w, les &léments de o(w)

sont de degré au plus n.
Nous définissons alors la matrice symétrigue T, de dimension m'xm' dont les &léments
ont la forme suigante ;

a2 e & i
e maé(ha) 3 1 (5-38) (+)
1J S=max(0,m'+1 -i-j) 2 m'+l-i-j-s, s

peur 1,3 = 1,2, ....,m".
La matrice T ainsi formée est, & deux permutations de lignes et de colonnes preés,
la matrice de Bézout B(P,, B;) précédée du signe moins.
Puisque deux permutations ne changent pas la signature d'une matrice, nous pouvons
utiliser la matrice T dans la formule (5-27) et lui appliquer le théoréme d'Hermite
pour déterminer, lorsque w réel est fixé, ol se situent les racines de Pkw,.)

Nous aurons donc besoin des mineurs principaux emboités
v; (w) ='I'<1, B s i)pour 181, 8 ...8
3s B i
avec Vg(w) = 1 pour tout w.
Ces mineurs sont des polyndmes réels en w de degré au plus égal a 2ni1.

(5.39)

Remarque

Rubin utilise le formalisme de Bézout de maniére détournée.
Ceci Tui est utile lorsqu'il recherche des formules explicites de factorisation du
polyndme P'(w,z) sous la forme :

P'(w,z) = D(w,z) P'(w,z)

ol D(w,z) est le plus grand diviseur réel au sens ol il le définit [37]
Househtlder [23 ]1a indiqué que 1'on pouvait obtenir une telle factorisation par la
matrice de Bézout mais il ne donnait pas de telles formules explicites.

Théoréme 5-8 [37]

Soit P'(w,z) un polyndome complexe de degné m' en z.
Soient T, T, V'L’ L=0,1,...,m" déginis nespectivement en (5-37)
(5-38), (5-39).
Soient w € R, w §4x¢ et supposons que v wl #0
Alons P'(w,.) n'a pas de racines néelles.
En outrne, P'(w,.) a toutes ses nacines dans H s4 et seulement 34
Yz(w) >0 poun ii» 1,2,...,m.

m'+1-i-j-5 S
dans le théoréme de Jacobi.

(+) la notation T(;l Zj> a la méme signification que celle des 7\
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Démonstration

Si V&.(w) # 0, la remarque 2 de la section 5.4.2. permet de conclure que les
parties réelle et imaginaire P
commun.

é et Pi du polyndme P'(w,.) n'ont pas de diviseur

I Or toute racine réelle de P'(w,.) annule simultanément Pé(w,.) et P{(w,.)

Par conséquent P&(w,.) et Pi(w,.) n'ont pas de racines réelles, et il en est de méme
pour P'(w,.).

Par la section 5.4.2, nous savons que le nombre de racines dans

un demi-plan est déterminé par le nombre de changements de sighe de la suite

V;(w) {=0,1,8., '
S'i1 existe des indices i tels que V%(w) = 0, la remarque 1de la section 5.4.2.
assure que 1'on aura au moins un changement de signe.
Par conséquent, puisque nous avons poséV6(w) = 1, la suite (l,Vi(w),Vi(w) ...,V&.(w))
ne présentera pas de changements de sighe si et seulement si

Vg(w) >80 1=01,....,n (5-40)
Si (5-40) est vérifiée, cela entraine et réciproquement, par le théoréme de Jacobi
que

o(T) =-m' puisque T peut étre considérée comme la matrice de

Bézout affectée d'un signe -

Par le théoréme d'Hermite, nous concluons alors que toutes les racines de P'(w,.)
sont strictement sous 1'axe réel c'est-d-dire dans H .

|

Les théorémes 5-7 et 5-8 vont & présent nous permettre d'énoncer
un critére de A-stabilité transformée.

|

|

Théoréme 5-9 [ 37 ]
Soit P' (w,z) un polynome complexe de degré m' en z.
Soient T, T,vi, 4= 0,1,...,m" déginis nespectivement en (5-37),
(5-38), (5-39).
Supposons que V., ne s0it pas La fonction constanke nulle.
Alons P'(.,z) n'est pas La fonction constante nulle pour tout z € R.
En outrne, P'(w,z) satisfait Le crniténe de A-stabilité trhansfonmée
A4 et seulement A4 :
£)  toutes Les nacines de P'(.,i) sont dans H
AL) Vi n'est pas La fonction constante nulle pour £ = 1, 2, ..., m'-1
iii)Vi(w) >0 pour £ =1, 2, &, m
et pour tout w € R.
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Démonstration

L'idée centrale de cette démonstration est d'appliquer le théoréme
5-8 pour toutes les valeurs réelles de w.

- - - - - - -

Si Vﬁ' n'est pas la fonction constante nulle, c'est un polyndme en la variable w.
Par conséquent, il existe un w réel tel que
Ve (w) # 0
Le théoréme 5-8 assure alors que P'(w,z) # 0 pour tout z € R.
Nous avons ainsi prouvé la premiére conclusion.

Pas 2 - Lien entre les théorémes 5-7 et 5-9

Les conditions i) sont identiques dans 1'un et 1'autre.

L'assertion ii) du théoréme 5-7 est immédiatement vérifiéegrdce au pas 1.

Par conséquent, la démonstration du théoréme 5-9 revient a &tablir 1'équivalence
entre la condition iii) du théoréme 5-7 et les conditions ii) et iii) du théoréme
5-9.

Soit w un réel.

Supposons que P'(w,.) soit la fonction constante nulle.

Alors (5-37) montre que t(w) = 0 et par conséquent T(w) = 0 et donc Vé.(w) = 0.
Ceci montre que si wE€ Y, ol Y = {w € R;V&.(w) # 0}

alors P'(w,.) n'est pas la fonction constante nulle (5-41).

Or, par hypothése v&, n'est pas constamment nulle.

Par conséquent Y est 1'axe réel & 1'exception peut étre d'un nombre fini de points
qui seraient des racines éventuelles de V&..

- - - - — - - -

Soit w fixé dans Y.
L'affirmation (5-41) et iii) du théoréme 5-7 assurent alors que P'(w,.) a toutes
ses racines dans H
Par ailleurs, puisque w € Y, P'(w,.) n'a pas de racines réelles par le théoréme 5-8.
Par conséquent, toutes les racines de P'(w,.) sont dans H .
De nouveau, par le théoréme 5-8, pour le w choisi, nous avons que V%(w) >0
pour i =1, 2, ...,m"' et donc 1'assertion ii) du théoréme 5-9 est vérifiée.
En outre, les V% étant des polyndmes sont des fonctions continues et nous pouvons
aussi remarquer que la fermeture de Y est .
Dés Tors, nous pouvons conclure que
V%(w) >0 pour tout w dansiRet i =1, 2, ..., m'-1

ce qui est la condition iii) du théoréme 5-9.
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Désignons par 9 ={weR: V%(w) #O0pouri=1,2, ..., m'}

La condition i1i) du théoréme 5-9 assure que § est 1'axe réel & 1'exception d'un

nombre fini de points.

R sera donc la fermeture de ¥.

Si nous prenons w dans'?, par iii) du théoréme 5-9, nous avons que v%(w) >0

POUr 1i= 3, &5 vusuline

Dés tors, en vertu du théoréme 5-8, P'(w,.) a toutes ses racines dans W quel que soit

w dans ¥ . (5-42)

Considérons a présent w dans R, la fermeture de §.

Si w est un pdle de P'(w,z), z est infini et sa partie imaginaire n'ayant dés lors

pas de signe déterminé, nous pouvons affirmer que P'(w,.) a ses racines dans H .
(5-43)

Supposons @ présent que w ne soit pas un pdle. Les racines de P'(w,.) sont alors

des fonctions continues des coefficients et donc de w.

Dés lors, s'il existait un w dans R tel que Im z > 0 ol z est une racine de P'(w,.),

nous aurions dans ?, un w tel que Im z> 0; ce qui contredit 1'affirmation (5-42).

Par conséquent, nous concluons en considérant 1'affirmation (5-43) que P'(w,.) a

toutes ses racines dans H quel que soit Te w réel. L'assertion iii) du théoréme 5-7

est ainsi vérifiée.

Remargues

1. L'argument de continuité des racines z du polyndéme P'(w,z) par rapport & ses
coefficients est valable pour autant que P'(w,z) ne puisse se factoriser sous
la forme

P'(w,z) = ¥'(z) P'(w,2)
Cette condition est assurée par le fait que véﬂ ne soit pas une fonction
constamment nulle car dans ce cas P'(w,z) admet une factorisation triviale au
sens ol Rubin le définit[37, proposition 3.6].
Cette hypothése simplifie notre raisonnement mais il est & noter que Rubin
établit aussi un critére de A-stabilité sans cette hypothése [37 - théoréme 3-16].

2. C'est ce théoréme 5-9 qui peut étre comparé a celui de Ansell [1 - théoréme II].
La condition que m'sm (voir théoréme 5-6) est immédiatement vérifiée car Ansell
considére au départ un polyndome qui correspond a celui défini en (5-29) et la
seule transformation qu'il opére est celle répondant & (5-30).

Par conséquent, ce que Ansell vérifie est, en fait, ce que Rubin appelle la
A-stabilité transformée.

Par ailleurs, la forme du polynéme utilisé par Ansell assure que les parties
réelle et imaginaire n'ont pas de facteur commun. La remarque 2 de la section
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5.4.2. nous assure dés lors que Vﬁ' ne soit pas constamment nul.

Tout ceci étant noté, le critére de A-stabilité différe pourtant 1égérement
d'un auteur a 1'autre.

Ansell renforce'i) en disant que toutes les racines de P'(.,i) sont dans H,
Par ailleurs, i1 ne mentionne pas la condition i1i)

A ce stade, i1 resterait donc a établir quel est le lien éntre les résultats
des 2 auteurs.

5.4.5. Propriété des v:. Nouveau critére de A-stabilité transformée

Théoréme 5-10 [37 ]

Soit P'(w,z) Le polynome complexe transformé de degré m' en z
associé au polynome réel @(yu,&)
Sodient T, T et Vk pour £

0,1,2, ...,m' donnés en (5-37), (5-3§),
(5-39).

Alons Vk st painpour L = 0, 1, 2, ..o m'.

Démonstration

Cette preuve repose sur un lemme qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un polyndéme complexe P'(w,z) soit le polyndme associé
a un polyndme réel par le biais de la formule (5-31)

Pas 1 - lemme

P'(w,z), polyndme complexe, est le polyndme transformé associé au polyndme réel
®(u,8) si et seulement si
PRy = PR
P' =-p' A
IM I
ou Pﬁ(w,z) = P'(-w,-2) pour tout w,z € C
et les Tettres R et I indiquent respectivement les parties réelle et imaginaire
des polyndmes considérés.

Démonstration du Temme

=

Le polyndme transformé associé a ®(p;£) résultait des deux
transformations successives (5-29) et (5-30).%(u,£) est réel.
Dés lors P(u;y) obtenu par (5-29) est également réel.
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Puisque Pé et P; sont des polyndmes réels, cela revient encore a
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Par conséquent :
[P(iw,-iz)]*'= P(-iw,iz) pour tout w et z dans R.
ol % indique le polyndme conjugué (5-44)

Nous allons développer chacun des membres de cette égalité.
La relation (5-30) nous permet d'écrire
[P(iw,=iz)1™ = [P' (w,z)1™

= Pp(w,2z) + i Pi(w,z)]*

I

[P(iw,-iz)1* = Pa(w,z) = i P

Par ailleurs (5-30) donne au second membre de (5-44) la forme suivante :

(w,z) pour tout w et z dans R.

P(=iw,iz) = P'(-w,-2)

Pﬁ(w,z)

PéM(w,z) + i PiM(w,z) pour tout w et z dans R.
La relation (5-44) peut donc s'écrire

Pé(w,z) -1 Pi(w,z) = PéM(w,z) + 1 Pry(w,z) - (5-49)
pour tout w et z dans R.

Nous concluons dés lors que (5-45) est vérifiée si et seulement si

Pa(w,2)

et -Pi(w,z)

PéM(w,z)

PiM(w,z)

Notons m’ 3
Py(w,z) = T O.(w) z
R 5=0 .
P'(w,z) étant par hypothése un polyndme transformé, nous avons, grace au lemme, que
Pem = PR
c'est-a-dire
m' R m' o
2os(-w) (-1)? 20 = T o5(w) 2
J=0 J=0

Par conséquent, si j est pair, on a :
0.(- =0,
~ O5(-w) = 0y(w)
et si j est impair
O0.(-w) = -0 (w
5(-W) = <05(w)
c'est-d-dire que les coefficients des puissances paires (respectivement impaires)

de z dans Pp sont des polyndmes pairs (respectivement impairs) en w.
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Par contre, puisque nous avons aussi que

P = P
le méme raisonnement nous méne & la conclusion que les coefficients des puissances
paires (respectivement impaires) de z dans P; sont des polyndmes impairs
(respectivementpairs) en w.
Les coefficients de Pé et Pi étant les éléments respectivement de la premiére et
de la second ligne de t(w) dans (5-37), les éléments de cette derniére matrice

forment un damier de polyndmes pairs et impairs de la fagon suivante :

Pair Impair P - aasekaes
Impair  Pair Impair

Dés lors, les éléments de T (5-38) forment aussi un damier de ce genre.
En effet :

1. t,4 est pair car par (5-38), nous avons
tyq = tf1 2
m’ m-1
qui est un polyndme péir par la structure de T(w) que nous venons de mettre
en évidence.

2. Supposons que i+j soit pair
Si s est pair: 2m'+l-i-j-s = 2m'+1-(i+j+s)
est impair et tij sera une somme de déterminants de matrices du type
[Impair Pair
| Pair Impair
Si s est impair : 2m'+1l-i-j-s est pair et t;; sommera les déterminants

J
de matrices du genre

Pair Impaif
 Impair Pair
Puisque le produit de 2 polyndmes pairs ou de 2 polyndmes impairs est un

polyndme pair et que la somme des 2 polyndmes pairs est un polyndme pair, nous
concluons que tij est pair si i+j est pair.

3. Supposons que i+j soit impair

=

Un raisonnement analogue & celui mené ci-dessus conduit a la conclusion que tij

est impair si i+j 1'est aussi.
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Pas_3_-_V;_est_pair pour i = 0,1,2,...,0'

V% est un déterminant d'ordre 1.

Le développement de Laplace (+) permet donc de 1'exprimer comme une somme
algébrique (avec les signes appropriés) de i! termes de la forme suivante :
i
mt
s=1 5%

0l rys Pps g wnn g est une permutation de 1, 2, .., i

Le pas 2 nous permet de dire que t est impair si et seulement si s + re est

S,Y‘

impair. ; ’
Par conséquent, i1 est clair que Tr tS s est pair si et seulement si
i s=] “i's
Z s+ r_estpair.
. s=1 RS
i i i
Mais Z s + . 2 % X e
s=1 s=1 s=1
et puisque 1'addition est commutative dans IR, nous pouvons aussi écrire que
i i i i
. .5% e ® Z $4% % s»32 T s
s=1 s=1 s=1 s=1
i
Donc TF t est pair, pour toute permutation r,, r,, ..., r..
S=1 S,I"s 1 2 1

Puisque V% est une somme de tels termes, nous concluons quevq est pair

pour i & 0.3,2, ..o4l

(+) A.C. Aitken, Determinants and Matrnices”, Edinburgh, London, Oliver and Boyd (1967).
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Transformation des v%

Le théoréme 5-10 suggére d'utiliser le changement de variable suivant
Q=W

Dés Tors, on définit les fonctionS'%"(Q) dans la formule (5-46)

.

vi(e) = vi( a'/%) (5-46)

pour i = 0,1, ...,m

Notons que Vg(ﬂ) est, ou 1a fonction constante nulle, ou un polyndme réel de
degré plus petit ou égal a n i.
IT est clair que si V% est constamment nul, il en est de méme pour Vg.

Appelons ki la multiplicité de O comme racine de V; pour 1 = 0,1,....,m".
Si V? est la fonction constante nulle, posons ki = Q,

Nous définissons alors de nouvelles fonctions Vi(Q) de la facgon suivante :

k.
Vi(9) = Vi(Q)/ AT 1 =0, 1,...., 0 (5-47)

Cette derniére formule nous permet de dire que, si V?(Q) est la fonction constante
nulle, il en est de méme de Vi(Q); sinon, Vi(Q) est un polyndme réel de degré ni- ki‘

Notons en outre que la forme (5-47) assure que
Vi(O) #0 t=0.1,....n (5-48)

Grdce a ces nouveaux polyndmes Vi(Q)’ nous allons pouvoir formuler
un nouveau critére de A-stabilité.
L'avantage des Vi(Q) est qu'ils sont de degré nettement moins élevé que les V%.
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Théoréme 5-11 [37])

Soit ®lu,&) un polynome néel de degrhé m en &

Soit P'(w,z) Le polynome complexe qui Lui est assocdl, de
deghé m' en z.

Soit v (@) 4 =0,1,...,m" definis en (5-39).
Supposons que Vm,(Q) n'est pas La fonction constante nulle.
: Alons, ®(1,E) satisgait La proprniété de A-stabilité si et seulement 44
A4)  tous Les poles de ¥(u,E) sont dans R

AL) m'

LLL)VL(O) >0 pour tout £ = 1,2,...,m'

=m

V) v, n'a pas de racines ntelles positives de multiplicité impaire
pour £ = F 8.0l
Démonstration

Par le théoréme 5-6, i1 nous suffit de démontrer que les conditions i) iii) et iV)
sont équivalentes & la A-stabilité transformée du polyndome complexe P' (w,z).
Nous utiliserons, pour cela, le théoréme 5-9.

- - - - -

Cette équivalence devient évidente lorsque 1'on considére la transformation (5-31).
Si z =1, £ vaut 1'infini et donc examiner les racines de P'(.,i) revient a
examiner les pdles de ®(u,&).

Or (5-31) multiplie la premiére variable par i.

Nous avons donc : iy = w

et inversément : - = iw ou encore j =-iw (5-49).

La transformation (5-49) envoie R dans W

Par conséquent ®(u,&) a tous ses pdles dans R si et seulement si P'(.,i) a toutes
ses racines dans H

Notons que si ii) du théoréme 5-9 n'est pas vérifiée, la
condition iii) du théoréme 5-11 tombe en défaut puisque Vi et V% vérifient la relation

v al/2
v.(0) = T
009=w2

et donc si V% est la fonction nulle, i1 en est de méme pour Vi.
I1 est donc suffisant de voir que, si on a ii) du théoréme 5-9, alors il y a

équivalence entre les conditions iii) du théoréme 5-9 et iii) et iV) du théoréme
S-11.




94.

Par (5-46) et le théoréme 5-10, nous avons que
V;( W2) = Vi(W) = V%(-w) pour tout w € R

La condition iii) du théoréme 5-9 revient donc a :

vi(2) >0 pour i =1,2,...,m'

etQeRet Q>0 (car Q = w2

)
k

Par ailleurs Q L pour tout © > 0
La formule (5-47) assure que Vi(Q) est continue en 2= 0 et donc nous pouvons
écrire la condition iii) du théoréme 5-9 sous la forme équivalente suivante :

V{(Q) >0 pour i = 1,2,...,m'

et QER, @ >0 (5-50).

- - - - - - - - - -

Nous utilisons le lemme suivant [39 ]
Soit g(u) un polyndme réel .
Alors : g(u) > O pour tout u > 0 réel
si et seulement si
a. lorsque g(u) est une fonction constante
g(u) & 9 ol 9g > 0 et réel

b. lorsque g(u) n'est pas une fonction constante
e g(u) n'a pas de racines réelles, positives de multiplicité impaire
e il existe un u > 0 réel tel que g(%) >0

Démonstration du lemme

Supposons d'abord g(u) = 0 pour tout u > 0, réel.
Si g(u) est la fonction constante, la condition a) est immédiate.
Si g(u) n'est pas constante, elle n'est pas nulle partout, et donc, i1 existe Uy réel
et Uy > 0, tel que

g(ul) >0,
Par ailleurs, nous savons qu'une fonction d'une variable réelle change de signe
lorsqu'elle a une racine de multiplicité impaire.
Par conséquent, puisque, par ijpdmése, g est de signe constant sur tout 1'axe
réel positif, g(u) n'a pas de racines réelles, positives de multiplicité impaire.
La nécessité du lemme est ainsi prouvée. '
La suffisance est aussi &vidente en utilisant T1a méme propriété du changement de signe

d'une fonction & variable réelle.
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Appliquons ce lemme pour obtenir la thése du théoréme 5-11.

Au pas 2, nous avons fait 1'hypothése que V% n'est pas constamment nulle
pogr § = 1wl

Par (5-47), i1 en est de méme pour Vi(Q) i%E el

Nous savons aussi de Vi(O) dyOR 1 =1, ..., o par (5-48).
Dés lors, grace au lemme, la condition iii) du théoréme 5-9, formulée d'une
nouvelle facon en (5-50) est réalisée si et seulement si :

e v:(Q) n'a pas de racines réelles positives de multiplicité impaire
pour 1 mod, 8¢ coip W

° Vi(O) >0 pourd el 2, ..& m.

5.4.6. Conclusions

La premiére condition du théoréme 5-11 peut se formuler d'une
facon un peu différente. En effet, nous savons que les pdles &(u,£) sont les
racines du polyndme, coefficient du terme en & du plus haut degré.

Par conséquent, i) revient a dire que les racines de :
n

J
Z a H . a : _
j=0 M doivent étre dans R et que g soit non nul.

Supposons en effet que T soit nul. Dé&s lors, ®(p,&) aurait un pdle infini
qui ne serait donc pas forcément situé dans R.

Cette nouvelle formulation nous montre que la condition i) du théoréme 5-11
peut étre vérifée par 1'algorithme de Routh-Hurwitz.

-

La seconde condition est triviale @ contrdler.
IT en est de méme de iii) puisque Vi(O) est la valeur du terme indépendant de
ce polyndme.

Le dernier point peut étre vérifié par 1'utilisation d'un
algorithme basé sur les suites de Sturm[4] .
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CHAPITRE VI

ETuDE DE L'ORDRE D'ERREUR MAXIMUM DES METHODES
A PAS ET DERIVEES MULTIPLES., CONVERGENTES ET A-STABLES




. J 4

Ce chapitre rassemble les différents résultats obtenus dans la
recherche de 1'ordre d'erreur maximum des méthodes (k,£) convergentes et
A-stables.

Aprés avoir caractérisé une méthode A-stable en fonction des parties
paire et impaire de son polynome canonique (section 6-1), nous démontrerons
une propriété intéressante de ces polyndmes, a la section 6-2.

La section 6-3 contient plusieurs caractérisations de 1'ordre d'erreur
d'une méthode convergente, que nous utiliserons pour démontrer les théorémes
généraux de la section 6-4.

Enfin, les conjectures de Daniel-Moore sont énongées a la section
6-5 et démontrées dans certains cas particuliers, notamment dans le cas important
ol k vaut 1 et { est quelconque.
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6.1. CARACTERISATION D'UNE METHODE A-STABLE, EN FONCTION DES PARTIES PAIRE ET
IMPAIRE DE SON POLYNOME CANONIQUE

Soit H(z,q) le polyndme canonique d'une méthode A-stable.
Définissons sa partie paire :
1
Ho(2z,9) = % [H(z,q) + H(-2,-q) ]
et sa partie impaire
1
Ho(ZsQ) ® 0w [H(z,q) - H(-z,-q) ]
Supposons que :
He(z,q) Z0 et Ho(z,q) 20

Posons He(z,q)

Z(z,q) = Hy(Za)
On vérifie immédiatement que Z(z,q) est une fonction rélle impaire.
La caractérisation que nous nous proposons d'établir, portera non pas sur le
polyndme canonique lui-méme (cfr. chapitre V), mais sur la fonction réelle Z(z,q)
ainsi définie.
La démonstration de cette caractérisation nécessite 1'introduction de deux lemmes,
que nous allons examiner préalablement.

-

Supposons que La fonction rationnelle a deux variables, Slp,q), s0it
analytique dans Le domaine Re p =0
Re g > 0.
Supposons egatement que pour tout p, de partie rielle nutle, Slpy»q) s04it une
gonction nationnelle de q telle que

|S(p0,q)| <1 pour tout q tel que Re q = 0
Alons, on peut affirmen que :
|S(p,q)| <1 dans Le domaine Re p > 0
Req >0
Démonstration

Cette démonstration comprend deux parties, au courant desquelles
nous appliquerons le théoréme du maximum du module.

Fixons Po tel que sa partie rélle soit nulle, et considérons S(po,q)
fonction rationnelle en la variable q.
On sait que cette fonction rationnelle est analytique dans le domaine Re q» 0.
D'autre part, par hypothése, nous pouvons affirmer que :

|S(Pg,q)|< +1 si Re q = 0.
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Donc, S(po,q) est analytique dans tout le demi-plan de droite (Re q = 0).
Par le théoréme du maximum du module ,le module de S(po,q) atteint son maximum
en un point de 1'axe Re q = 0.
Donc
|S(p0,q)| < +1 pour tout q tel que Re q = 0.

Fixons, par ailleurs, 9 de partie réelle strictement positive
et considérons S(p,qo).
Par hypothése, S(p,qo) est analytique dans le demi-plan droit (Re p = 0).
Le maximum du module de S(p,qo) est donc atteint en un point Po de partie réelle
nulle.
Pour tout p de partie réelle strictement positive, on a donc
IS(P:QO)I < ls(po:ﬂo)l
Or, dans la premiére partie, nous avons montré que
1S(pg>gg) | < +1
On en déduit que
IS(p,qo)l < +1 pour tout p tel que Re p > 0.
La thése résulte du fait que ce raisonnement est valable quel que soit 9 de

partie réelle strictement positive. .

Une gonction positive non nulle §(A) n'a pas de poLe dans Re A> 0.
Si elle a un pole fini sur Re A = 0, ce pole est simple et & nésidu néel et
POSLLLS .
Démonstration

L'inverse d'une fonction positive est une fonction positive car

¥ Re f(A
Re 71y = r‘—‘?l

f() |
Prouver la thése revient donc & prouver qu'une fonction positive n'a pas de zéro
dans Re A> 0 et que si elle a un zéro fini sur Re A = 0, alors ce zéro est simple
et la dérivée en ce point est réelle et positive.

Soit AO’ un zéro d'ordre k de f(1), tel que Re A\, > 0.

0
On a alors que K ,
1 d k
e g AL ey

dx [12=2g
Posons

A-A- i
et

k .
L o8 L] =Ael? uAa>0

1
k! k
dy D=AO
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On a alors
Re f(A) = Ap cos (kO+v)
Pour que la fonction soit positive, il faut que pour tout O tel que
-t<@<m , onait
Re f(A) = 0
Or, quel que soit ¢ , il existe des valeurs de © pour lesquelles on a que
Re f(1) < 0.
I1 faut donc que k=0, autrement dit f()) n'a pas de zéro dans Re A >0.
D'autre part, si Re >‘0 = 0, une condition nécessaire pour que la fonction
f()A) soit positive, est que pour tout O tel que
-g%esy

k

Re f(A) =0
Cela est possible en imposant k = 1 et ¢= 0.
Donc, AO est un zéro imaginaire simple de f()) et la dérivée en ce point est

un nombre réel positif.
[

Théoréme 6.1. [1]

Soient N(z,q) et Dlz,q), deux polynomes en Les variables z et q et
a coefplcients néels tels que,

404t une fraction rationnelle impaire.
Supposons que N(z,q) et D(z,q) n'ont pas de facteur commun non constant.
Alons, Les deux assentions suivantes sont Equivalentes :
(4) S& Re z' 50 alons Diz,q) + 0
Re ¢ >0 Re Z(z,q) > 0

(i4) Le polLynome
H(z,q) = Nlz,q) + D(z,q)
est un polyndme & deux variables, Huwweitz au sens strict.
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Démonstyation
1. Démontrons_gue_la_condition est_nécessaire
Considérons la transformation suivante :
S(z,q) = Lzs@)l . Mz:q)-D(z.0) 511

Z(z,q)+1 N(z,q)+D(z,q)
Par hypothése, on peut affirmer que
| S(z,q)| <1 dans le domaine Re z >0
Re g >0
Par continuité, on a que
IS(z,q)| <1 dans le domaine Re z =0 et Rez >0 (6.2.)
Re g >0 Re q =0

Pour simplifier les écritures, désignons ce domaine par D.

Or, par hypothése, N(z,q) et D(z,q) n'ont pas de facteur commun non constant.
Donc, ces deux polyndmes ne peuvent s'annuler simultanément qu'en un nombre
fini de paires de points isolés. En ces points, S(z,q) est indéterminé.
Outre ces cas litigieux, 1'inégalité (6.2) nous permet d'affirmer que

N(z,q) + D(z,q) est non nul dans le domaine D. Autrement dit, H(z,q) est

un polyndme & deux variables Hurwitz au sens strict.

Traitons les cas particuliers ol N(z,q) et D(z,q) s'annulent simultanément.
Supposons que H(z,q) = R(z).V(q).U(z,q)-

On a que
R(z) #0 si Rez 20,

car sinon N(z,q) et D(z,q) s'annuleraient simultanément en une infinité de paires

de points.

De méme
V(q) # 0 si Re q > 0.
Supposons que U(z,q) = 0, dans le domaine D.
On peut alors exprimer z comme fonction algébrique de q et par continuité
de 1a fonction algébrique, i1 existe une infinité de (z,q) dans le domaine
D tels que H(z,q) s'annule, ce qui contredit le fait que N(z,q) et D(z,q)
ne s'annulent simultanément qu'en un nombre fini de paires de points isolées.
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Considérons la transformation (6.1)
Si Rez =0=Re q, on a que
|S(z,9)| < 1.
D'autre part, H(z,q) ne s'annule pas si Re z > 0
Re q > 0.
Donc, S(z,q) est analytique dans ce domaine.
On peut donc appliquer le lemme 6.1. :
IS(z,q)| <1 dans le domaine Re z > 0

Re q > 0.
Désignons ce domaine par R.
On a donc que
Re Z(z,q) =2 0 dans R. (6.3.)
I1 reste a prouver que
si Re Z(z,q) 2 0 dans R

alors D(z,q) # O
et Re Z(z,q) >0 dans R

c'est-a-dire que Z(z,g) n'a pas de pdle dans R et qu'elle ne prend pas de valeurs
purement imaginaires dans R.

a. Montrons que 7(z,q) n'a pas de pdle dans R

I1 y a lieu de distinguer trois cas :

e ler cas : Z(a,q) = @ pour tout q et ol Re a > C.
Considérons alors d tel que Re d > 0 et la fonction a une variable
L(z,0)%:
Si Re z > 0, alors Re Z(z,d) = 0.
Cette fonction est donc positive en la variable z.
Par le lemme 6.2., elle ne peut donc pas avoir de pdle dans Re z > 0.

e 2éme cas : Z(z,b) = » pour tout z et od Re b > 0.

La démonstration est semblable & celle du premier cas.

e 3éme cas : Z(a,b) == ot Re a>0 et Re b>0.
Fixons a et considérons Z(a,q) comme fonction de q. Cette
fonction est positive en q. Elle n'a donc pas de pdle dans Re q > O.
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b. Montrons que Z(z,q) ne prend pas de valeurs purement imaginaires dans R

Supposons qu'il existe (a,b) dans R, tel que Z(a,b) soit purement
imaginaire.

Considérons la fraction rationnelle
% 1
P(2,9) = 71779)-215F)

Si Re Z(z,q) = 0 dans R, i1 en est de méme pour Re Z(p,q). On démontre de la
méme fagon que précédemment que P(z,q) n'a pas de péle dans R, ce qui contredit
1"existence de (a,b).

6.2. PROPRIETE DES PARTIES PAIRE ET IMPAIRE DU POLYNOME CANONIQUE D'UNE
METHODE A-STABLE

Supposons que He(z,q) et Ho(z,q), les parties paire, respectivement
impaire, de H(z,q), n'ont pas de facteur commun non constant. Dés lors, les
hypothéses du théoréme 6.1. étant satisfaites, la méthode de polynbéme canonique
H(z,q) est A-stable si et seulement si Ho(z,q) est non nul et Ta partie réelle
de Z(z,q) est strictement positive, lorsque z et q sont & parties réelles
strictement positives.

Ce critére est le point de départ de la propriété suivante.

Théoréme 6.2. [ 19]

Considérons une méthode a pas et dénivées multiples A-stable, de
polynome canonique H(z,q).
Supposons que He(z,q) ¥o, Holz,q) ¥ 0 et que ces deux polyndmes n'ont pas
de facteur commun non constant. ;
Alons He(z,q) et Ho(z,q) ont eventuellement des zeros imaginaires simples,
indépendants de L'autre variable et sont Hwweitziens au sens strnict Lornsqu'on
Leurn a extrhait ces zéros Eventuels.

Démonstration

Etudions, tout dfabord, les zéros imaginaires éventuels de He(z,q).
L'étude de ceux de Ho(z,q) sera tout-a-fait similaire.
Nous envisagerons dans un premier cas, un zéro imaginaire de He(z,q), indépendant
de la variable z et dans un second cas, de maniére similaire, un zéro imaginaire
de H,(z,q), indépendant de la variable q.
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ler cas : supposons que He(i*,q*) =0 od Re z¥> 0, et Re q* =0

I1 est bien évident que Ho(i*,q*) est non nul car sinon le.polyndme
H(z,q) ne serait pas strictement Hurwitzien.
D'autre part, 1'hypothése de A-stabilité nous permet d'affirmer, par le
théoréme 6.1, que

si
Rez>0

Re q>0

alors
Re Z(z,q) > 0.

Par continuité, on a immédiatement que

si
Re z>0

alors o
Re Z(z,q") = 0,

ce qui signifie que Z(z,d*) est une fonction positive en la variable.z.
Le lemme 6.2. démontre qu'une telle fonction ne peut avoir de pdles dans R.
I1 est donc évident que Z(z,q*) est analytique dans R.
Par ailleurs,

Re 2(z¥,q%) = 0 ol Re Z* > 0.
La partie réelle de la fonction Z(z,d*) atteint donc son minimum dans R.
Appliquons alors le théoréme suivant [ 32 ]

si la partie réelle d'une fonction analytique dans un contour R, atteint
sa valeur minimale en un point intérieur de R, alors cette fonction est
constante.
On en déduit que
' 2(z,q%) = cste = 2(2¥,q%)
quel que soit z de partie réelle strictement positive
ou encore
He(z,q*) =0 pour tout z dans R.
Nous venons de prouver que He(z,q) peut avoir un zéro imaginaire, indépendant
de la variable z : q=q*.
Montrons ensuite que la multiplicité de cette racine vaut 1.
Considérons, pour cela, la fonction Z(z,q) ol z est fixé de partie réelle
strictement positive.
On a que
Re Z(z,q) = 0 pour tout q dans R.
La fonction Z(z,q) est donc positive en la variable q. Par conséquent,
elle ne peut avoir qu'un zéro simple sur 1'axe imaginaire.
La fonction He(z,q) posséde donc éventuellement un zéro simple imaginaire,
indépendant de la variable z.
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28me cas : supposons que He(%,a) =0 oll Re Z = 0 et Re a >0

On applique le méme raisonnement que dans le premier cas, en
intervertissant les rdoles de z et de q.

La fonction He(z,q) admet donc éventuellement un zéro simple imaginaire,
indépendant de q.

En conclusion, si on extrait tous ces zéros imaginaires de He(z,q),
ce polyndme prend 1a forme :

S t
H.(2,9) = ©m (9-q4) (z-z;) H, .(2,9)
e j=1 N\ L i’ Te,r
N r(Z’Q) ne s'annule ni dans Re z > 0
Re q>0
ni dans Re z = 0
Re q >0
ni dans Re z > 0
Re q =0
et ol Re qy = 0 Yjes
Re z. =D ¥iet

i
Le polynbme He r(z,q) est donc bien un polyndme a deux variables, Hurwitz au

]

*
od H
,

sens strict.

4 L : 1
On peut traiter Ho(z,q) de la méme facon, en raisonnant avec 7(Z.9)
au lieu de Z(z,q), qui vérifie également les hypothéses du théoréme 6.1.
Le critére de A-stabilité est alors le suivant :

st Re z >0
Re g >0
alors
He(z,q) #0
Re Zﬁl-a)— >0
Le polyndme Ho(z,q) peut alors s'écrire sous la forme :
s' ,) R '
Hyo(z,q9) = = (9-q.) = (z-z;) H, .(z.q)
0 4l ( 3" 41 0,y

ol H0 r(z,q) est un polyndme a deux variables, Hurwitz au sens strict
et Re q5 = 0 yjes'
Re z;

s 0 Y¥iet
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Abordons ‘maintenantles caractérisations de 1'ordre d'erreur de
méthodes convergentes, que nous appliquerons ensuite aux méthodes A-stables.

6.3. CARACTETISATIONS DE L'ORDRE D'ERREUR D'UNE METHODE CONVERGENTE

Remarquons tout d'abord que puisque les méthodes envisagées sont
convergentes et que nous n'intégrons que des équations différentielles du
premier ordre, 1'ordre d'erreur et 1'ordre de consistance sont identiques.
I1 suit donc de la définition de 1'ordre de consistance qu'une méthode (k,{)
a 1'ordre d'erreur p ssi

LEe™hy = ¢y (h )P M s ogin )P (6.4)
avec Cp+1 #0
et pour tout X € C.

En se rappelant la définition du polyndme de caractérisation et de
1'opérateur L [y(x),h], on prouve aisément que

) (eAh,u) = L[eAx,h] e AX (6.5.)

On déduit de (6.4) et (6.5) que la méthode a 1'ordre d'erreur p

$Si

o (eh,u) = C P oP*) sia+0 (6.6

p+1 W
En effectuant le changement de variable
E=e",
1'égalité (6.6) devient
o (E.10g €) = C (£ -1) P+ 0((g -1)P*D)
si g1 (6.7)

Nous avons donc obtenu une condition nécessaire ;t suffisante pour
que la méthode soit d'ordre p, en fonction de son polyndme de caractérisation,
comme fonction de £(6.7) et comme fonction de yu (6.6).

Nous souhaitons maintenant trouver 1'é@quivalent de ces conditions en fonction
du polyndme canonique.

Le théoréme 6.3 donne la caractérisation équivalente en fonction de 1la variable
z, tandis que le thé&oréme 6.4 la donne en fonction de q.

Théoréme 6.3 [19 ]

Une méthode a pas et dérnivies multiples, convergente a L'ondre
d'erneun p 884

1
1 H(z, -£og 2*]), Z.p+ ;
. g ETT” C (%) 84 2 + o (6.8)

z p
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Démonstration

Par la transformation (5.2), on obtient que

Bl % '—r
et
£-1= £4+0(z7%) sizoo (6.9)

Ces égalités, ainsi que (5.5) nous assurent que
z+1 2 <k
5=y * oY)

g-
En vertu de (6.7) et (6.9), on obtient que

H(z, -log ®(&, log £&).

z+1 +1 -p-1+k -p-2+k g
H(z, —log-——I) = 2P Cp+1 g™ + 0(z P ) S1 Z =
De 1a .
i z+1 2,p+l ; -
;k H(z, -log Z—T) p+1 (EJ siz =

Théoréme 6.4. [19 ]

Une méthode a pas et dérnivies multiples, convergente a L'orndnre
d'ervteun p 884

9% H(- coth §, q) = (-1]P*T R ¢

: + 0("Y)  (6.10)

1 @

Demonstration

Ce théoréme se déduit directement du précédent, en considérant

z+1 2 -2

q=- 1og-——I -=+0(z ") sji z » o

Exprimons z en fonction de q :

q
2 s« thiy . coth-%
_ ed-1
On déduit de ces &galités et du théoréme précédent que
kK .k 1 + o
(-1 a* W (- coth 3 9) = cpy (-1)P L Pl siq-o.
ou encore k |

+1-k _p+l :
(3) H( -coth 3 Q)= Cor1 (-1)P "t siq 0.
I
Nous possédons maintenant les outils nécessaires pour aborder 1'é&tude

de 1'ordre d'erreur maximal de méthodes (k,%) A-stables.
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6.4. THEOREMES GENERAUX CONCERNANT L'ORDRE D'ERREUR MAXIMAL D'UNE METHODE
A PAS ET DERIVEES MULTIPLES A-STABLE ET CONVERGENTE

Une méthode convergente est telle que Pb(g) a une racine simple
en £ = 1. Or, le changement de variable (5.2) transforme £ = 1 en z = =,
Dés lors, si la méthode (k,£) est convergente , le polyndme Ro(z) est exactement
de degré k-1.
I1 suit donc que
M-20?®
et

Par ajlleurs, une condition nécessafre de convergence est que
1'ordre de consistance de la méthode soit au moins égal & 1.
En remplagant p par 1 dans (6.8), on obtient la condition nécessaire et
suffisante suivante :
la méthode est consistance ssi Ak,0 =0

et Ao
Une condition nécessaire de convergence est donc que
A #0
K3
ot (6.11)
A-1,0 # 0.

Théoréme 6.5. [19 1, [25 ]

Poun trhouvern Le plus grand orndre d'erreur possible des méthodes
(k,£) convergentes et A-stables, i est sufgisant de considérnern Les méthodes
(R',2') A-stables et convergentes, avec un polynome canonique
pain 84 k est Ampain
impain 84 kR est pain
etod 'S R'<hetl<l <t

Démonstration

Soit une méthode (k,R) convergente, A-stable et d'ordre d'erreur p.
Distinguons deux cas, suivant la parité de k.
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ler cas : k est pair.

I1 est évident que le polyndme Ho(z,q) est non identiquement nul
(car Ak-l,O est non nul).
La méthode est d'ordre d'erreur p si et seulement si 1'@galité (6.8) est
vérifiée. Scindons cette égalité en deux parties, en développant en série au
voisinage de z = o, :

R TR T A (6.12)
S=t 2s+2

™ Wy (2, -log B = 2 ¥ % (6.13)
s=u 2s+l

Si p est pair, on a que

u= .E
2
et
t = P2
2

Si p est impair, on a que
u = BtL
2

et
- ptl
2

Considérons la méthode de polyndme canonique

H(z,q) = Ho(Z’Q)
et d'ordre d'erreur B ?
Remarquons que la condition nécessaire de convergence (6.11) est encore
satisfaite. Par contre, elle ne le serait plus, si on considérait :
(z,q) = ( »q) -
Voyons ce que dev1ent 1'ordre d'erreur p ce cette méthode.
Si p est pair, la formule (6.13) s'écrit :

S TS S| SRR Y
p+l zP zP

Dans ce cas, ﬁ = p.
Par contre, si p est impair, (6.13) s'écrit

n,
’ H(z,q)

i+ 0 (i)
p+2. zP 2P

v
L'ordre d'erreur p est dans ce cas, p+1+2v , oivest un entier positif ou nul.
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2éme cas : k est impair.

Le polyndme He(z,q) est non identiquement nul.
On peut également scinder (6.8) en deux parties :

-k z+1 - g -2s-1
Z " H(z, =logs—7) = 2 z (6.14)
* z-T s=t 2s+l
-k z+1 3 -2s
z Ho(z, -log 37) = siu jgs z (6.15)
Si p est pair, on a
t=P
2
et
Si p est impair, on a
t:.E_-tl
2
et
u:.&l.
2
Considérons la méthode de polyndme canonique
v

H(z,q) = Hy(z,q)

et d'ordre d'erreur 3.

Cette méthode satisfait encore & la condition nécessaire de convergence (6.11).
Examinons son ordre d'erreur.

Si p est pair, (6.14)s'écrit :

-k 1 1
z " Hiz,q) = X il + 0 e
p+l 2P (Zp+ ;

"On en déduit que 3 = p.

Par contre, si p est impair, (6.14) devient :
-k Wy 1 1
z (z,q) = ¥ ~—=Toll + 0 ( _——Z)'
p+2 P Pt
Dans ce cas, B vaut p+1+2v , ol v est un nombre entier positif ou nul.

L]
= ny
Rassemblons les résultats obtenus concernant 1'ordre d'erreur p.

Si k est pair, B = p sip est pair
p+1+2v si p est impair.

Si k est impair, E = p sip est pair

p+1+2v si p est impair.
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Par conséquent, si p est impair, on peut trouver une méthode (k,X)
avec un ordre d'erreur plus &levé, en négligeant soit He(z,q) (si k est pair),
soit Ho(z,q) (si k est impair) et cet ordre d'erreur plus €levé est pair.

Par contre, si p est pair, en négligeant He(z,q) ou Ho(z,q), on ne peut
augmenter 1'ordre d'erreur.

On déduit aisément le corollaire suivant :

Corollaire 6.1. [19], [25]

Le plus grand orndre d'erreur possible d'une méthode (k,L) A-stable
et convergente est pain.

6.5. LES CONJECTURES DE DANIEL-MOORE [13] : ORDRE D'ERREUR MAXIMUM ET
METHODES OPTIMALES

En 1970, Daniel-Moore a abordé les méthodes a pas et dérivées
multiples et a &mis une hypothése assez intéressante @ Teur sujet : 1'ordre
d'erreur d'une méthode (k,&) A-stable et convergente, ne peut pas dépasser 2A.

I1 a également supposé que parmi toutes les méthodes A-stables et
convergentes, d'ordre 2], celles qui ont la plus petite constante d'erreur

sont les méthodes de la forme :
-1 . d v
Visp =¥+ h 2 ag (7,14 (1)) g (3N,
J=0
Ces conjectures ontpu étre démontrées dans plusieurs cas.
Toutefois, i1 n'existe pas encore de démonstration dans le cas tout & fait
général.

=

La premiére conjecture nous incite & porter plus d'attention aux
méthodes d un pas et @ dérivées multiples.
En effet, si on augmente le nombre de pas, 1'ordre d'erreur maximum restera
inchangé, si le nombre de dérivées,x , reste inchangé.

6.5.1. Etude du cas : k=1, | qeq

On a alors X
H(z,q) = = Ao; ¢ +z 3 AL ¢’ =0
J=% j=0

De 1a 4 AO' J
o . d=0 "%

- z(q) = X A

> A qJ
P

.
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6.5.1.1. Ordre d'erreur maximum

Avant d'aborder la question de 1'ordre d'erreur maximum de ces
méthodes, démontrons un résultat qui sera utile dans la suite.

Lemme 6.3.[5]

Soit une fraction rationnelle admettant La neprisentation en graction
continue

§lz) = b (zei ) |+ R

1 by lz+4 w,) 2 + SIS -
by lz+4 g3 + ...
oil a; € {-1,0,+1)
w, €R

A{a. =0, Reb.>210
4 L

A4 a; = -3 bL est néel et positif.

alons 4(z) est une gonction positive.
Inversément, s4 §lz) est une fonction positive, alorns elle admet Le développe-
ment en graction continue cd-dessus.

Démonstration

Considérons f(z), une fonction positive et i W, un des points
ol Re f(z) atteint son minimum, noté Ry
Soit
' f(i LuO) = RO + i X0 = ZO‘
La fonction f(z) - ZO est encore positive a condition que XO soit fini,
autrement dit que i i ne soit pas un pdle de f(z).

I1 est bien évident que f(z) - Z0 s'annule en z = i W

Donc, la fonction i a un pdle en z = i W
On extait ce pdle :
1 h0 1
) =1, " #1u, ' () (6,18)

ou h0 est le résidu au pdle i Wy (ho> 0).

La fraction Zl(z) est encore positive et est d'un degré inférieur a celui de
fiz).
L'égalité (6.16) s'écrit encore

Or,
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Donc,

f(z) = Ry + i Xq + . 1

0
z-13 Lﬁa » 21125

On procéde de Ta méme facon pour la fonction Zl(z) et ainsi de suite.

Dans le cas ol X0 est infini, on extrait tout d'abord ce pdle infini de f(z)
et on applique ensuite le procédé ci-dessus au reste.

L'ordre d'errnewr maximum d'une méthode (1,£) A-stable et convergente
et 2L,
De plus La méthode optimale est unique.

Démonstration

Par le théoréme 6.4. et 1'égalité suivante :

H(-coth %, q) =

I Mo

An . qj - goth & T A, qj,
0 0j 4 5=0 1]

Y RS PR e
() lJ : Agj G - coth 5 . j‘:O Ay @

J
on a que

™ >

- 7.44p+1-k p+1
- ( 1) Cp+1 q it

En divisant les deux menbres de 1'égalité par X A, . q7,

on obtient :

k
2
-Z(a) = eoth 8 (5
(q) 3+ (3

_yxp¥l-k
(-1) Cp+1

Or

kK= 19et Are= 0

10
Donc 2 ¢
-2(q) = coth § + (-1)P P P14 o(gPy.
An
La méthode ne peut étre A-stable que si -z(q) est une fonction positive
(théoréme 5.2).
Considérons le développement de coth % en fraction continue autour de g=0 :
coth $uiky 3 : Vi 1
9 6/q+ 10/q+ 14/q+ 2(2n-1)/q +

2
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Les hypothéses du lemme 6.3. &tant satisfaites , on peut en déduire que
coth % est une fonction positive.
Des lors, 1'ordre d'erreur maximum sera 1'ordre de consistance maximum que

peut atteindre une méthode (1,f) convergente, a savoir (cfr. chapitre 2)

1
2 4.0 4 51 = il
fs0

Pour un { fixé, on obtient donc la méthode optimale en tronquant 1'expansion
en fraction continue de coth 32, apres 2 termes.
La fonction caractéristique de cette méthode s'écrit donc :

2 1
2 3”1 I ,
e dlh (€.17)
1 10 " 1
q PR
2(#-1)
q

Le polyndme caractéristique de la méthode optimale prend une forme
bien particuliére, que nous allons étudier maintenant.

RAPPEL : Les approximants de Padé

Définition

Soit une fonction A(x)

On note 1'approximant de padé L,M de A(s) par
P (x)
L

Qy(x)

ol PL(X) est un polyndme de degré au plus L

[L/M] =

et QM(x) est un polynome de degré au plus M.

On détermine les coefficients de PL(x) et QM(x) grace au développement en série

de 3
A(x)z 3. & X9
j=0
et a 1'équation
P (x)
A(x) - L = 0(xL+M+1).
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Théoréme [3 ]

Lonsqu' il existe, L'approximant de Padé [L/M) d'une série en
puissancesde x, A(x), est unique.

La table de Pade

On peut dresser la table de Padé de A(x) de la fagon suivante :
{o/01l0/1110/2110/31 ...
SYLERGVABER T & F ¥k S
[2/0102/1112/2112/31 ...

La premiére colonne est donc formée des sommes partielles de la série
de Taylor de A(x).

Lien entre le développement en fraction continue de A(x) et ses approximants
de Padé :

Théoréme [3]

Soit Le développement en tractioncontinue de A(x) :

a, X
Alx) = aO adX
¥ 3
T+a2 X a5 "
I+a, x - ax
I+a6x -
ol @ps Qgs Ggy ooe € R.

Les troncaturnes successives de ce développement donnent La suite
[o/01, [1/1),12/2], ... de La table de Padé de A(x).

Reprenons la caractérisation de 1'ordre d'erreur d'une méthode
convergente, en fonction de son polyndme de caractérisation (6.6).
Une méthode (1,{) convergente est d'ordre d'erreur p ssi

b's . b 4 ;
3 Y J p+l p+2
Z op: 0" +€ 2 0,0 =C Wil )
j=0 0j j=0 1j p+l
si u-~>0.
Or, &(u) est défini par (5.1.).
Donc, A v “j
Mo ng(u)
L L. | 0
E(u) = - 5 ; .- —
SR n (u)

.
j=0 1j I
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La méthode est donc d'ordre p ssi

- E) my(w) + e ny(u) = €y WP e 0P

ou encore C
E(u) = e - al'll WP 4o (up+2)-
10
Chaque fois qu'on donne une approximation rationnelle de e’ , avec p=>1,
on donne une méthode (1,£) et inversément.

Or, donner une approximation 'rationnelle de el, c'est donner un approximant de

Padé de e} -
iL/M]l = E
noté

On vient donc de démontrer le théoréme suivant :

Ll

Théoréme 6-7 [7 1, [20] , [25]

A chaque approximant de Padé de &, connespond une et une seule
méthode (1,£) convergente.

u

A 1'approximant de Padé EL M de e” , correspond une méthode

d'ordre L+M, car

Le théoréme 6.7 nous suggére de dresser la table des méthodes
(1,%) convergentes (voir fig. 6.1.).

L'observation de la table de Fadé nous porte a croire que pour un

A

S fixé, la méthode d'ordre d'erreur maximum est celle basée sur ?Q
C'est ce que nous allons prouver & présent. 1

La méthode (1,R%) optimale est donnée par la relation (6.17)
ou encore par

- up(q)
vp(q)

- 2(q) =

ol HQ(Q) et YQ(Q) vérifient les relations de récurrence suivantes [19)

up(a) = (2A-1) up_j(a) + g 0% up,(a)
1 2 st d>2
vpla) = (28-1) vp ,(a) + 3 " vp_,(q)
initialisées par
UI(Q) =1
Vl(Q) ='g’




FIGURE 6.1. : TABLE DE PADE DE eV

Légende :
S ! méthodes d'ordre d'erreur < 2 £

——.— : méthodes (1,8) od £ est fixé

// . méthodes d'ordre 2 4
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] .2
et uy(q) =3 uy(q) + 79
| vo(q) = 3 vq4(q).
On applique la transformation inverse de (5.2), & savoir
_ v
5
et § = -y
Donc, &
S B
ql+ Vo mp(u)

| Ces polyndmes QQ(“) et qp(u) obéissent aux relations de récurrence :

w (281 + 1,2
‘ n‘?(l—l) ( )nf"'l(U) 7 M nx_z(u) g
[ mg(u) = (28-1)my_;(w) + 7 47 my_p(w)
| initialiséespar
n(w) =1-3%
my(u) = 14 y (6.19)
et 1 2
no(u) =3 ny(p) +7 w (6.19)
’ my(u) = 3 my(u) +7 o
‘ On a immédiatement que
nx('ll) ® m"e(l-l)
t dés 1
et dés lors Wﬂ(-u) (6.20)

Sopt = W’(uj
Si on considére 1'ensemble des approximants de Padé de € ,

EL M tels que L+M = ZI.,on va montrer que E a la forme (6.20).

2.4

On aura prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 6.8 [ 20 ]

La méthode (1,£) convergente et A-stable, d'orndre d'erreuwr maximum
est celle baste sur £'entrde diagonale de La table de Fadé de e ot est telle
que 2 J ;

nglul = 2 AEELL (G Sy oy

j=0 (2g)r
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Considérons le développement enzfraction continue de eV :

2 H _uz

eu= 1+ 2 H
Z-u+ v TI0F U W2+ 7

Les troncatures successives de cette expression donnent la suite

Eo,00 E1,1° E2,20 -
de la table de Padé de eV (cfr. rappel).
Donc
» ue 2 2
LAty AR R T B (6.21)
. 2-u+ b+ 10+ 4f-2
u, (1)
On vérifie aisément que ces troncatures, soit £ vérifient les
VI(U)

relations de récurrence :

up() = (88-2) up_; (1) + 1 up_,(3) o
vg(u) = (48-2) vp_1(3) + 3 wp_,(1) |
initialisées par
UO(H) W) (6.23)
voly) = 1
et
Eo: b Ly (6.23)
vi(w) =2 - p

o

qui s'identifient & (6.48) et (6.19).

La méthode optimale, pour un R fixé, est donc bien la méthode basée sur E

IT reste @ montrer que E! P} s'identifie avec b
2 (28-j)! :
§ L
q 0 = 0 _(24)!
X & (240! A ]
z (3) (-n)
j=0 (2
- Po(n)
Pg(-1)
ol Po(u) = Z —igg:ill n
j=0 jt(#-3j)!

On peut montrer par récurrence que Rg(u) vérifie la relation (6.22), initialisée
par (6.23), [20] , ce qui ‘termine la démonstration du théoréme 6.8.
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Remarques

1. Enle [73 ]a démontré que pour tout n > 0, les approximants de Padé
En,n+1 et En,n+2 de e correspondent & des méthodes A-stables.

2. Pour un { fixé, Genin [74] a démontré que la constante d'erreur de la
méthode (1,{) convergente et A-stable optimale est
£ xR
(2£+1)! (2!
Remarquons que si £ augmente, la constante d'erreur en valeur absolue

(-1)

Colsl =

diminue.

3. Le plus grand ordre d'erreur des méthodes (1,f) convergentes et A-stables
est pair. Ce résultat concorde bien avec la corollaire 6.1.
Par ailleurs, K &tant impair, on montre que les polyndmes canoniques
correspondant aux méthodes optimales sont pairs.
En effet,
o H(z,q) = ug(q) + 2 vy (q)
uﬂ(q) et Ye(q) vérifient (6.22) et (6.23).
On voit immédiatement que ux(q) est pair pour tout £ > 1
Y?(q) est impair pour tout £ > 1.

IT suit que ql(q) +z Y?(q) est pair pour tout £ > 1.

Abordons maintenant un second cas particulier : les méthodes

=

d pas multiples, mais @ une seule dérivée.

6.5.2. Etude du cas : h qcq, £ =1

En 1963, Dahlquist a déja étudié longuement ces méthodes, ainsi
que leur ordre d'erreur. I1 a ainsi prouvé des résultats connus tels que :
“L'ordre d'erreur maximum des méthodes & pas multiples, convergentes et
A—stab]és est 27,

Néanmoins, Genin [747) a publié une démonstration analogue 3 celle
du premier cas étudié.
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Théoréme 6.9. [12], [19]

L'ondne d'erreun d'une méthode (k,1) convergente et A-stable,
ne peut pas dépassen 2.

Démonstration
On a que k-1 K '
H(zsq) = = A 2z +q = Ay z2' =0 (6.24)
=0 i=0
k-1 .
et donc P AiO o
g e (6.25)
k 1
. N2
j=0 11

Par le théoréme 5.2, la méthode est A-stable si et seulement si -q(z)
est une fonction positive.
D'autre part, par (6.24) et le théoréme 6.3, on sait que la méthode est
d'ordre d'erreur p ssi
k-1 ; k : ptl ..
1 i z+1 ¥ 2 & - -p-2

i B N ey ¥ Mg R ) sl i3 40z T )

z i=0 i=0
ou encore, en divisant par g Ail z',

i=0

C p+1
1 +1 2
-q(z) = log F1+

k1l
Sans perdre de généralité, posons
Akl = 1.
Supposons que p vaut 3.
On a alors 4
z+1 2 -5
-q(z) = log 571 + Cp+1 (3) + 0(z ")
Or, »
log ;;% =;§ + -g—gg + 0(z 5)
z
1 -5
'—"Z———T— +0(Z )
T

Comme —%’< 0, le lemme 6.3. nous permet d'affirmer que -q(z) n'est pas une
fonction positive.

En conclusion, 1'ordre d'erreur 3 ne peut donc pas étre atteint.

Si p vaut 2, alors on a 1'égalité suivante :
3
2 2 2 -4
“siflis = g Cs GGl 00T
z
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Or, par (6.25), on a
i i-k
z AiO z
_i=0
“HE My :
1+ X Ay 217k
i=0
Donc, si on pose
e
d°'§+8C3,
on obtient 1'égalité : kgl g Vb
ool o 0(2'4) . I8 .
z 23 k-1 Sk
1+ Z Ail z
i=0
ou encore
3 i 4,8 1 1 1
9 + d ;3 +0(z ") = (Ak-l,o F + Ak-2,0 -;2 - Ak~3,0 ;3 . AP
1 1 1 2
L PR - (Ak-l,l E i Ak_2 1o ¥ vow) ¥ (Ak_1 {5+ L) o+
Z s
S i 1 1
Egalons les coefficients de 5 ) ;?-et ;3
bedip ®%
MA-2,0 =2 A
- - 2 -
d=Me30* 20-Mg * Ayt - Meez,0 M1

Mes 020
On obtient dés lors, la fonction caractéristique suivante :
-1 2 . k-3

2 t2A 117 (d+2 Ak-Z,l) ik AP
e k k-1 k-2
i Ak—l.l z + Ak-2,1 z ¥ sne
ou encore
1
—q(z) = .Z-T—T——
0 o

ol Q(z) est une fraction rationnelle positive de degré au maximum k-2 et
od --% est strictement positif, pour que -q(z) soit positive.

IT faut donc que d < 0 pour que la méthode soit A-stable.

L'ordre d'erreur 2 peut donc étre atteint.
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Dahlquist a également recherché 1a méthode (k,1) A-stable et
convergente, d'ordre 2, possédant la plus petite constante d'erreur en
valeur absolue. I1 s'agit de 1a régle trapézoidale, donnée par la
relation suivante :

Yp " ¥p-1 7 % [fn T fn—IJ

de constante d'erreur, - %é.

En effet, puisque

Wil
d""3'*'8C3,
on a que o
C, = : 3
3% —
8
D'autre part, c
o 3
€y * =
91(1)
et
LAk ki % Sl
On a donc 4.2
Or, pour que la méthode soit A-stable, i1 faut que
d<0
c'est-a-dire
1
Sy

Le théoréme suivant est alors immédiat.

Théoréme 6.10 [121], [19]

Parmi toutes Les méthodes (k,1) convergentes et A-stables,
d'ondrne 2, La negle trapézoidale est celle qui a La plus petite constante
d'ereun .en valeun absolue.

6.5.3. Etude du cas général : k > 1, 2>

L'étude de 1'ordre maximum des méthodes a plusieurs pas et plusieurs
dérivées, a été abordé par Genin(49).Toutefois, ce dernier n'a démontré la
conjecture de Daniel-Moore que dans certains cas particuliers : k=2 et
L= 2,3 ou 4, k=3 et £=2,

Nous examinerons de plus prés deux de ces cas particuliers dans le théoréme
suivant .
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Théoréme 6.11 [19]

Le plus grand ondre d'errewrn des méthodes (2,2) nespectivement
(2,3), (2,4), (3,2), convergentes et A-stables est 4, nespectivement
6,48,4.

Démonstration

Les preuves de ces différentes assertions présentant le méme
type d'arguments, nous nous limiterons aux cas k=2, 2=2 et k=2, X=3.

 ler cas : k=2, 8=2

Le théoréme 3.4. du chapitre III nous indique que 1'ordre d'erreur
de ces méthodes ne peut pas dépasser 6.
Par ailleurs, le polyndme canonique d'une méthode (2,2) d'ordre de consistance
6, s'écrit de maniére générale [19] :

H(z,q) =[30z + (15 2°-1) q + 2z ¢° 1Ay,

2

+[48 + 182 q - (3 z° - 5) q2] Ago

Or, une condition nécessaire de A-stabilité est que tous les
coefficients de H(z,q) aient le méme signe (théoréme 5.5). Il n'existe
donc pas de méthode (2,2) A-stable d'ordre de consistance 6.

Si 1'ordre de consistance ne dépasse pas 5, le polyndme s'écrit alors :
A
H(2,q) = Ayp (2 + 2 Q)% + =2 (30 + (15 2°-1) q + 2 z q°)

2
+ A02 {(12+62q+7").

Les méthodes correspondant @ ce polyndéme canonique ne peuvent étre A-stables
que si A12 = 0. Le polyndme se réduit alors a :

H(2,0) = Ay (2 +2 Q)% + Ay, (12462 g+ q°) (6.26).

On peut vérifier, en utilisant le théoréme 5.4, que ce polyndme est Hurwitz
au sens. strict pour toutes valeurs positives de A22 et A02'

Nous venons donc de prouver que 1'ordre de consistance maximum d'une
méthode (2,2) A-stable est 5 et que la forme la plus générale de son polyndme
canonique est donnée par (6.26).

Or, 1'ordre d'erreur d'une telle méthode vaut 4.

En effet, si on applique la transformation inverse de (5.2), on remarque

que 1 est une racine double du polyndme po(g).

Remarquons, par ailleurs, que la méthode basée sur 1'approximant de Padé E2 2
de eq, atteint cet ordre d'erreur, ce qui prouve la premiére assertion du j
théoréme.
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2eme cas : k=2, §=3

Supposons que 1'ordre de consistance de la méthode soit 8.
La forme générale de son polyndme canonique s'écrit alors [19 ]:

H(z,q) = He(ZsQ) + Ho(z’q)

A
2 2 . iy
Hy(z,q) =1[384 + 174 z q - (9 2" - 39) q" + 23 q°] —~
et A
2 2 e % 23
Ho(z,q) =[1050 z + (525 2"-3) q + 102 z q~ + 8 z" q} .
A
#1630 2+ (3156 2% +75) g+ 90 2> + 8 q° ] -

{6.27),
Si le polyndme H(z,q) est un polyndme & deux variables,Hurwitz au sens strict,
en vertu du théoréme 6.2, ses parties paire et impaire sont des polyn6mes
Hurwitz.
Pour que la méthode soit A-stable, il faut donc que
My *®
et
75 A03 -3 A23 >0

A03 et A23 sont des réels positifs.

On peut montrer par des calculs élémentaires mais relativement Tlongs que
sous ces contraintes, le minimum de la partie réelle de -z(q) est négatif sur
1'axe Re q = 0.

La fonction -z(q) n'est donc pas positive et i1 n'existe pas de méthode (2,3)
A-stable atte jygnant 1'ordre de consistance 8. i

Par contre, si.1'ordre de consistance vaut 7, le polyndéme canonique s'écrit

A
H(z,q) = [48 + 18 2 q + (-3 2 + 5) q° | -£2
2:9 % "y
+[(24 + 84 zq+362z"q +52zq] -

A
+ 11050 z + (525 2° - 3) q + 102 z ¢° + 8 z° ¢°l _éi

| A
+1630 2+ (3152° +75) q+ 902 q° + 8¢ ] 3
(6.28)

La partie impaire de (6.28) s'identifie avec (6.27). Par un raisonnement
similaire au précédent, nous pouvons conclure que la condition nécessaire
pour avoir la A-stabilité est la suivante :

Ao = Ao = 0.

3 03
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Dés lors, le polyndme canonique peut s'écrire sous la forme
H(z,q) = x; (2+24q) (12+62zq+ qz)

+ x, (120 + 60 z q + 12 e + 2z q) (6.29)
o1 x; = (12 Ay~ Agy) / 10
et x, = (A02 - 2 A13) / 10

Le réel X1 est positif pour que tous les coefficients du polyndme soient

non négatifs, tandis que le réel X, est non négatif pour que le minimum de

la partie réelle de -z(q) soit positif ou nul sur 1'axe Re q = 0.

Avec ces conditions et en appliquant le théoréme 5.4., on montre que H(z,q)
est unvpolyname a deux variables Hurwitz au sens strict.

L'ordre de consistance 7 peut donc étre atteint par des méthodes (2,3)
A;stables).

La thése résulte du fait que 1'ordre d'erreur des méthodes décrites par un
polyndme canonique de la forme (6.29) vaut 6 et que la méthode basée sur E3’3
atteint cet ordre d'erreur.

L'étude de 1'ordre d'erreur des méthodes a pas et dérivées multiples
est encore 1'objet d'une recherche intensive aujourd'hui. En effet, les

conjectures de Daniel-Moore restent encore des hypothé&ses non démontrées

de maniére générale. Bien qu'elles semblent se vérifier dans plusieurs cas
particuliers, aucune généralisation n'a pu étre dégagée des démonstrations
existantes.

6.6. CONCLUSION

=

Nous nous sommes bornés, dans ce chapitre, a étudier 1'ordre d'erreur
des méthodes (k,f) A-stables. L'hypothése de convergence des méthodes
est nécessaire dans ce cas, afin de pouvoir considérer les égalités (6.8) et
(6.10) comme caractérisations de 1'ordre d'erreur.

Une étude simulaire a été réalisée par Genin [19 ], concernant 1'ordre
de consistance des méthodes (k,®) A-stables.
L'hypothése de convergence des méthodes n'a alors plus de raison d'étre imposée.
Remarquons que les méthodes d'ordre de consistance maximum, obtenues par Genin,
ne sont pas toujours convergentes mais que leur ordre d'erreur prend la valeur
2l .

I1 est donc bien évident que les méthodes (k,f) A-stables d'ordre
d'erreur maximum ne sont pas nécessairement convergentes.

o]



A.1.
APPENDICE A

EXPRESSION GENERALE DU POLYNOME CANONIQUE
! DE METHODES (k,R) D'ORDRE DE CONSISTANCE MAXIMUM

Nous avons vu au chapitre II que 1'ordre de consistance maximum d'une
méthode (k,£) vaut

(k+1) (@+1) - 2
et que la méthode optimg]e est unique pour un k et un R fixés.

Posons
= (k+1) (R+1) - 2.

Notre but est de rechercher 1'expression générale du polyndme
canonique de la méthode (k,X) d'ordre de consistance v.

Considérons 1'égalité (6.8) ol H(z,q) est le polyndme canonique
de la méthode optimale. Cette éga]ité peut également s'écrire :
) v+l
1 z+1 2
¥ L K is -—T) €13 (A.1.)

i
Développons (log %;%) au voisinage de z = *®
bt ) L : _i-2 () et
(Tog ——TJ = cg1) g % CSl% P c1£;) sl O
ou les coefficients cg]) satisfont aux relations suivantes :

L2

0 8 2
% ) . g1 J € 1
=2" of =i
c; sij=i1
c§1) =0 si i+j est impair.
Les coefficients ciiéa sont repris dans la table (A.1)

; TABLE (A.1)

ol 0 1 2 3 4 5
0 1 0 0 0 0 0
1 2 2/3 2/5 2/7 2/9 2/11
2 4 8/3 92/45 176/105  2252/1575 13016/10395
3 8 24/3 112/15  6544/945  9152/1575 "
4 16 64/3 352/15  22976/945 - .
: 32 160/3 608/9  14624/189 - A
6 64 384/3 §4hci, . " <




A.2.

i ;
Si on tronque le polyndme (log ;;%) aprés le terme c£1) z™¥ , on obtient un

polyndme de degré v en 271,

On désignera le produit de ce polyndme par (-1)1, par ai(z).
Si on fait de méme pour tout i € J, on déduit alors de 1'égalité (A.1) que
13 (A.2)
Z R;(z) a,(z) =0 .
;F— oo 1 i
ol Ri(z), i = 0,1,...,f sont les polyndmesinconnus.

Introduisons les matrices triangulaires suivantes :

() "
i
mo= (-1) c§¥) c{?) e§h) i=0,1,...,%
e§P)
(P 1) s i)

ou ™, a (w+1) lignes et (k+1) colonnes.

Par ailleurs, les coefficients Aij du polyndme Ri(z) forment le vecteur 53 défini

par

’ T
od i=0,1,2,.... 0.
Avec cette notation, on montre aisément, en égalant les coefficients des puissances

de %-a zéro, que 1'égalité (A.2) est équivalente au systéme suivant :
2
Z nyd;=0 (A.3)
o ¥

i0

Les polyndmes Ri(z), i=0,1,...,4, de 1a méthode optimale peuvent alors s'exprimer
de la facon suivante :

------------ (A. 4)

—
!
i
i
1
!
1
1
|
i
1
1
)
1
1
i
1
)
1
1
I
1
1
1

-—-’———
————-’-—-—
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En effet, 1'égalité (A.3) peut encore s'écrire :

,,§0 Ri(z) ai(z) =0 (A.5)
1=

Notons

(122 ... %1 zk) = P.

Montrons que si on remplace Ri(z) par (A.4) dans le membre de gauche de (A.5),
alors celui-ci s'annule.
Par ce remplacement, le membre de gauche devient

TTO '”1 1T2 TT,Q
ag(z) P al(z) P a(z) P ..... q?(z) P
Ce déterminant est nul, car le systéme %
0
Tfo Trl 7T2 ..... TT‘? u
1 2 0
ao(z) P al(z) P az(z) P ke qk(z) P qé
admet une solution non triviale
u; =a, ' od i =0,1,...,4.
k]
Remargues .

1. Les déterminants de la forme (A.4) sont appelés multigradients car ils apparaissent
comme une simple généralisation des bigradients et trigradients [6].

2. Suivant la parité de k et de® , le second membre de (A.1) sera soit pair, soit
impair (si k est pair et R impair, i1 sera impair, sinon, il sera pair).

Puisque Tlog %;% est une fonction impaire, il faut donc que Ri(z) soit pair ou
impair suivant la parité de i.
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