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PRE FACE 

Depuis plusieurs années, des méthodes d'intégration numer1que 
à pas multiples, telles les mé t hodes d'Adams, sont utilisées pour la résolution 
de problèmes différentiels à valeurs initiales. Cependant, ces méthodes posent 
des problèmes de stabilité num-rique pour l'intégration de systèmes particuliers 

les systèmes Stiff. En effet, si nous sélectionnons parmi ces méthodes, celles 
qui sont A-stables et convienn nt ainsi à l'intégration de tels systèmes, 
l'ordre d'erreur se réduit à 2 [ 11 J, alors que de manière générale, il dépend 
linéairement du nombre de pas. 
Il y a, par conséquent, incomp tibilité entre la A-stabilité et la précision. 

Deux façons d'augmenter la prec1s1on, tout en gardant la A-stabilité, 
ont été proposées : l'utilisation des méthodes composites [37 Jet celle des 
méthodes à pas et dérivées multiples. C'est à ces dernières que nous nous 
intéresserons dans ce mémoire. En effet, même si les évaluations des dérivées 
successives sont coûteuses au point de vue calcul, ces méthodes ont l'avantage 
d' offrir un ordre d'erreur max imum proportionnel à l'ordre des dérivées et ce, 
en gardant la forte hypothèse de A-stabilité. 

Outre l'avantage d'allier la précision à la stabilité, l'étude des 
méthodes à pas et dérivées mul ti ples constitue un préliminaire à celle des 
méthodes composites, car elle fournit pour ces dernières une borne su périeure de 
l' ordre d'erreur. 

L'étude des méthodes à pas et dérivées multiple~, réalisée dans ce 
mémoire, se scinde en deux parti es. 
La première, plus générale, int roduit les définitions relatives à ces méthodes 
{chapitre I), et recherche l'o rdre de consistance maximum qu'elles peuvent 
atteindre (chapitre II). 
Da ns le troisième chapitre, nous introduisons la stabilité asymptotique et nous 
étudions l'ordre d'erreur maximum. 

La seconde partie s'intéresse à la A-stabilité qui apporte une solution au problème 
posé par les systèmes Stiff, in t roduits au chapitre IV. 

Une caractérisation algébrique de cette A-stabilité est proposée au chapitre V 
alors que le sixième chapitre étudie l ' ordre d'erreur maximum des méthodes 
A-stables et convergentes. 



Les notes de Jeltsc h [ 25) sont à 1 'origine de notre travail. 
Nous devons aussi mentionner le rapport de Rubin [37] qui nous fut utile pour 
l'é t ude algébrique de la A-stabi lité. 

Les chapitres I et IV sont le fruit d'un .travail commun tandis que 

les chapitres II et VI ont été rédigés par Myriam Debleser et les chapitres 
III et V par Françoise Crowet. 

0 

0 0 
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C H A P I T R E I 

• GÉNÉRALITÉS SUR LES MÉTHODES D'INTÉGRATION NUMÉRIQUE 

À PAS ET DÉRIVÉES MULTIPLES 

1. 



1 
1 . 

2 . 

.1. 1. DEFINITION 

Considérons 1 1 équation différentielle 

( 1.1) 

où I désigne la dérivée par rapport à la variable x considérée 
dans l'intervall e [ab], - 00 <a< b < + 00 , 

satisfaisant à la condition i nitiale. 

y(a) = n ( 1.2) 

Nous savons que si f(~.i.Y) est continue sur [a,b] x IR et Lipschitzienne en 
la seconde variable, alors l'équation différentielle (1.1) admet une et une 
seule solution. 

tion 
h e 

Une méthode d'in égration numérique cherche à approcher la solu­
exacte y(x), en les poi nts xn = a + n h, où n e IN, xn e ( a

1 
b ] et 

IR~, par Yn déterminés par la récurrence suivante 

k k li 
I: o< . y . = ~ }:; hj fJ . . 6 1 j ~ 11 

i:o ~ n+~ i=o j:1 ~J n+~ 
( 1. 3) 

n=0,1,2, ... 

Cette formule (1.3) met en jeu les éléments suivants : 
- k : le nombre de pas, qui est entier 
- ti : l'ordre maximum de la dérivée de la solution exacte en 

l'abscisse xn+i 

- ai, eij : cons t antes réelles 

Nous supposerons toujou~s ak ! 0, ce qui définit une mé thode à 

itération directe. 

_ f(j:1) _ (j-1)( ) 
n+1 - f xn+i' Yn+i 

où i = 0, 1, ... , k 

j = 1, .... ~ 
Ces fonctions sont dêfinies par les relations 

f ( O) ( X ,y) = f ~,Y) 

f ( j ) ( X , Y ) = : x° . f ( j - l ) ( X , y) + f (x,y) : y f ( j - l ) (><,Y ) 

pour j = 1, ... , t-1 où 1 1 0n définit t comme étant 

max { 1 i : i = 0 , 1 , ... , k} . 



[_ 

Nous dirons que (1.3) définit une. méthode. (k,l) . 

.tk 
Si ~ 1 skj 1 = O , la méthode est dite expUe,i,te. 

j=l 
Dans le cas contraire, elle est .unpûe,i,le. 

3. 

Voyons sous quell es conditions la relation (1.3) admet une et une 
seule solution. 

Théorème 1. 1 [ 25 J 

Suppo-0on.6 que 6(jl ·1x,y) e.wte.nt pouJt j=0,1, ... ,?-1 e.t -0a.fü6a.Me.nt 

à .f.a. cond-Lû.on de. Lip-0cWz. 

AioJt.6 on pe.ut btouveJr. un 1t > 0 .tel que., quw que. .6oie.nt lu JtéW n0 , n1, 

. .. , nk- J et h e [ o, J-t1 , -i.1 e.x.-i-6:te. une. e.t une. .6e.ule. .6U.Üe. { yn} 60.tu.tion de. 

( 7. 3) avec : 

Y· = n • -<. -<. 
i = 0,1, ... ,k-1. 

La démonstration utilise le théorème du point fixe et ne présente aucun inté­
rêt p~tticulier dans le cadre de ce mémoire. 

1. 2. POLYNOMES CARACTERISTIO UES - ORDR ES DE CO NSI STANCE ET D' ERREUR 

. 
Notons d.. = o(. pour i = 0, 1, ... , k 

10 1 

°' .. = -Jij pour j = 1,2, ... , ~ i 
lJ 

·ï =0 ,1, ... , k 

0 pour j = .e..+1,~+2, 
' 1 

... , l 
La relation (1.3) peut alors s'écrire : 

k i . (. l) 
L L d... · . hJ f ~ = 0 · . -1 lJ n+l 
1 =o J= 

( 1.4) 

Dans la suite, nous utiliserons lu polynôme.-6 cMactéJr.j,oüquu 

f i nis de la manière suivante : 
qui sont dé-

k . 
Pj('S) = _r a;J· ! 1 

1=0 
j=O ,1, ... , t 

( 1. 5) 



Rappel 

L'opérateur de dé place~ent E est défini par la relation 

tandis que la formule 
d 

D y(x) = ctx y(x) 

définit l'opérateur de dérivation O. 
Dès lors, (1.4) prend la forme 

~ hj p -(E) y(j) = 0 
. J n 

J=O 

ou encore ( _; ) 
L hj PJ·{E) Dj Yn = 0 

J=O 

Cette dernière relation définit un nouvel opérateur 

L ! y ( x ) , h J = ( j L hj o j ( E ) oi ) y ( x ) 

qui par (1.5) s'écrit encore : 
k 9. 

L [y(x),h] = E r 
i =o j=o 

Définitions 

4. 

( 1. 6) 

( 1. 7) 

1° Une méthode (k,.e.) a l'o1td1t.e. de. c.onû.6tanc.e. q si et seulement si pour 
tout y e -eq•l, on a 

(1.8) 

où Cq+l est une constante non nulle. 
Une méthode (k,9.) est c.oM.uitante. si et seulement si q ~ 1. 

2° Si ~= 1 est racine de mu l tiplicité m du polynôme p 0 {~ ), nous définirons 
l'o1t.d!te. d 'eJt.Jr.ewt p de la méthode comme étant: 

Si m =- 1, 

d ' eJt.Jt. e.uJt • 

L_ ___ _ __ ~ 

p = q •• m+l 

- Cp+l 
c.p+l - e'f {1) est appelé la c.o nl>tante. 

------ ---- -- --

( 1. 9) 

( 1.10) 



5. 

Remarque 

Sim= 1, alors 1 'ordre d'erreur et 1 'ordre de consistance 

coïncident. 

1.3. METHODES ASYMPTOTIQUEME 1T STABLES 

Soient ~i les raines de p
0

(~). 

Une méthode (k,i) est cu,ympto.ü.que.me.nt &..table si et seulement si 

(1.11) 

et si lçi 1 = 1 , al ors la multiplicité de cette racine vaut 1. 

Note souvent nous emplo~erons le mot "stable" à la place "asymptotiquement 
stable 11

• 

1.4. CONVERGENCE DES METHODES A PAS ET DER IVEES MULTIPLES 

Définition 
Une méthode (k,i) est c.onvettge.n...te. si , pour toute équation diffé­

rentiel le du type (1.1), (1.2) où y(x) est la solution ex~cte et où f(j)(x,y), 
pour j = 0,1, ... ,i-1, satisfait à la condition de Lipschitz en la seconde 
variable, on a 

lim Yn = y(x} 
h-+O 

nh=x-a pour tout x e [ a ,b J . 

En outre, il faut que toutes les solutions {yn} de 1 'équation aux différen­
ces (1.3), avec les conditions initiales Y; = ni(h), i=O,l, ... ,k-1, satis­
fassent aux conditions suivantes : 

lim n.(h) = "1 
h-+o 1 l 

Théorème _1. 2. 

pour i=O,l, ... ,k-1 
et h e [ o ,h*J 

Une c.orullti..on né.c.e.&-bahte et -0u6 6,i,6a.n.te. poWt qu'une. méthode. ( k.-l) 

.f, o,U c.onvettgente. e..6:t. qu' ei.le. -bo-U c.on.o-{..6..tante. et Myrnptoüque.me.nt ota.bf..e... 
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1.5. DIAGRAMME DE PUIS EUX 

Définition 
Soit une méthode k,t) donnée par (1.4). 

Co nsidérons 1 'ensemble P = {{i,j) 1 aij # O}. 
On appelle d,<.a.g1t.a.mme. de. Pt.Ul> e.u.x de la méthode, le gra phe de P dans R2• 

Exemple 
Soit la méthode d ' Adams-Bashforth donnée par la relation 

h 
Yn+l - Yn = Î2 (23 fn - 16 fn-l + 5 fn_ 2). 

Le diagramme de Puiseux de cette méthode a la forme suivante 

)( 

0 l 2 3 k 

1.6. GEN ERALISATION 

Des problèmes physiques demandent parfois d ' irrtégrer sur un inter­
valle (a, b], une équation différentielle d'ordre r 

où r € ~ (1.1 2) 

sat isfaisant à r conditions i nitiales 

pour s = 0, 1, ... ,r-1 

La mé t hod e (k, t ) que nous ut i l iserons pour résoudre un tel problème sera 
four nie par l'opérateur su i vant : 

L[y (x) , h ] 
k 

= I: 
,(,= 0 

k .e. 
«: . y (x+ih ) + h11. i: 2: hj-l « . . y(Jt+j-l) 

M ,(,J ( x+ihl 
-<.=O j= 1 

( 1.13) 



7. 

La ~ta.bili..-té Mymptotique d' une méthode (k,i) définie en (1.13) se généralise 
de la manière suivante : 

soient 1; les racines de p
0

(J) 

( 1.14) 

et si l!il = 1 , alors la multiplicité de cette racine est au 
plus r. 

Notons qu'en posant r=l, (1.13) se ramène à (1.1) et (1.14} à (1.11). 

0 

0 0 
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C H A P I T R E I I 

ÜRDRE DE CONSISTANCE MAXIMUM D'UNE MÉTHODE 

À PAS ET DÉRIVÉES MULTIPLES 

8. 
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2.1. INTRODUCTION 

Ce chapitre est consacré à 1 'étude de 1 'ordre de consistance maxi­
m·rn des méthodes à pas et dér "vées multiples et à 1 'étude des méthodes attei­
gnant cet ordre, sans tenir compte des contraintes de stabilité. 

Soit J = {(i,j) 0 ~ i < K et O < j < r-1 } . 

On se donne une méthode contenant au plus r coefficients non nuls, aij oü 
(i,j) e I, un ensemble de couples ordonnés, inclus dans J, et on recherche 
l'ordre de consistance maximum que peut atteindre une teHe méthode. 

Le lien entre ce problème et le problème d'interpolation H-B, si­
gnalé à la section 2. .2, est exploité à la section 2 .3, afin de déterminer 
les conditions sous lesquelle s on peut effectivement trouver l'ordre ma ximum. 

Dans la section 2 .4, nous chercherons des critères d'existence 
et d'unicité d'une méthode atteignant 1 'ordre de consistance maximum. 

Enfin, la section 2 .5 comporte l 1étude des méthodes dites d'in­
terpolation <l'Hermite. 

2.2. POSITION DU PROBLEME 

Considérons 1 'opéra teur 

L [ y(x), h J = 

oü I est l ~ensemble de couples ordonnés fixé et 
oü y(x) est de classe c00

• 

(2.0) 

En développant y(j)(x + ih) au voisinage de x, il prend la forme suivante 

oü 

L [y(x), h] = E hm y(m)(x) C 
ITlflN m 

2; 

(i,j)EI 
a .. 

lJ 

.m-j 
l 

(m-jJr 

(2.1) 



Par définition, la méthode à pas et dérivées multiples associée à cet opéra­
teur, a 1 'ordre de consista cep si et seulement si 

.m-j 
I: 1 = 0 

(i,j)d cxij (m-j) ! 
'v me p (+) (2.2) 

L'ordre p peut être atteint si ce système homogène admet une sol ut ion non 
t riviale. 
L'ordre de consistance maxi um sera donc détermi né par les condition s d'exis­
tence d'une solution non tr i viale. 
Les équations (2.2) peuvent s'écrire 

E 
( i ,j )d 

ml 
C1··---

1J (m-j ) ! 

.m-j 0 
1 = -'v m e p 

Considérons le système . transposé . 
Celui-ci s'écrit: 

ou encore 

p 
E 

m=o 

q(j)(i) 

où q(x) 

m! .m-j 
(m-j)! 1 = 0 'v (i,j) e I 

= 0 ( i ,j) e I 

p m = E a X m m=o 

(2.3) 

Le problème se itue donc dans la recherc he d~un polynôme q(x) 
non nul, de degré au plus p, vérifiant les égalités (2. 3). Ce probl ème a 
ét é étudié par Kar,lin-Karon [ 26 J, Ferguson [ 17 ] , Atkinson-S ha.rma [ 2 J et 
Lorentz [ 30 1 . 
Il s'agit de l'interpolatio d'Hermite-Birkhoff. 
Notre intérêt se situant dans la recherche d'une solution non triviale, la 
section 2 .3 contient quelque s résultats qui nous mèneront à un critère d' ex is­

tence et d'unicité d'une mé t hode d'ordre p. 

(+) -p = {0,1,2, ... ,p}. 



11. 

2.3 . RECHERCHE DE L' ORDRE DE CONSISTANCE MAX IMUM 

Le probl ème d'i terpo lation d'l!ermite-Birkhoff s'énonce de maniè­
re générale , de la façon suivante. 

k On se don ne {xi}i=l c ~, tel que x1 < ••• < xk 

et n nombres f{j) où (i,j) e I ç {(i,j) 1 1 ~ i ~ k et O ~ j < n-1} 

Sous quelle(s) côndition(s) existe-t-i l un po lynôme unique p(x) e nn-l (+) 

satisfaisant aux èonditions 

y ( i ,j) € I. (2.4 ) 

Le polynôme d'interpolation est unique ssi seul, le polynôme 
tri vial appartenant à nn-l' satisfait aux équations (2.4) avec f{j) = O, 

y ( i,j) € I. 

On peut caractériser cette unicité, en introduisant une matrice associée au 
problème. 
AI , on peut faire correspondre une et une seule ma trice 

n-1 E = (e;j) k 

i=l,j=o 
où e. : = 1 si (i,j) 

1J 
E I 

= 0 si (i,j) <t I 

( 2. 4bi s) 

Remarquons que cette matrice a exactement n colonnes et n éléments non nuls. 
On l'appelle une matrice n-incidente. 

Oéfinition 

la matrice E est dite 11 ordet' po,ised" si seul le polynôme trivia'l p(x:} =0 

dans n.
11

_ 1, satisfait à (2.4') a.vec f
1
(j') = O pour tout li ,j) e I et cela 

k , 
po_ur tout { ~1} . 

1 
ç, lR tel qµe x1 < x2 < .• . < xk . 

V= 

Rep renons le prob lème d ' interpolation de la section précédente 
(2.3). Nous pouvons lui associer une matricer-incidente : A à K+l li gnes 
(car O ~ i < k) et r colonnes. 

(+) nn -l es t 1 'ensemble des polynômes à coefficients réels, de degré au plus 

n-i . 
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Il est évident que si la ma rice A est order poised, alors 1 'ordre p = r-1 
ne pourra être atteint car seul 1 le polynôme trivial sera solution du problè­
me d'interpolation (2.3) et, par suite, seule la méthode triviale sera solu­
tion du système homogène de départ. 
Il semble donc naturel de rechercher 1 'ordre maxi mum d'une mé thdde, I étant 
fixé, en caractérisant la matrice incidente associée à I. 
Le · théorème suivant se déd ût t facilement des remarques précédentes. 

Théorème_ 2 . . 1 [25] 

So-i. e.nt k u h. d e.u.x e.n.û,eM, po -0ilio-0 

I un e.n-0 emble. de. h.+2 eouple.-0 oh.donné-0 

OÙ O ¾ j ¾ IL 

Ô¾.{.¾Q 

~ l a. ma.tluee. (11.+2)-inude.nte. P a.1:,1:,oué.e. à .l'e.n-0emble. I ut une. ma;tJuee. 011.dvr. 

poi1:,e.d, a,loM il n' e.wte. ptL6 de. mé.thode..6 à pa.-6 u déMvée..6 mu.llip.lu de. la 

601tme. (2. 7) non :tJuv,{.a,lu a.ve.e un olLdlte. de. eon-0i-0ta.nee. q > IL. 

En effet, supposons qu'il existe une telle méthode. 
si q > r+l, alors 

Co= cl= •••• = cr+l = o. 
Le système comporte donc ~+2 équations à (r+2) inconnues 

a .. OÙ (i,j) € I. 
lJ 

En le transposant, le probl ème d'interpolation H-8 obtenu s' écrit 

V (i,j)e! 

où q(x) est un polynôme de degré au plus r+l. 
l a matrice (r+2)-incidente associée à I étant order poised, seu l le polynôme 
trivial répond à ce problème d'interpolation et donc seule la mé thode tri­
viale peut atteindre l'ordre r+l. • 

Le critère d'"order poised11 tel qu'il a ét é défin i précédemment 
est relativement lourd à me t tre en oeuvre. Cependant, d'autres critères, 
plus si mples à utiliser, ont été trouvés par les auteurs déj à cités préal a­
blement. 
Ils nécessitent l'introducti on de quelques définitions. 
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Définition d'un bloc supporté [ 25] ,[ 30] 

Soit E une matrice n-incidente. 
- Un bloc de E est une suite ma~imale de 1 dans une ligne de E, ne commençant 

pas en j = 0. 

Exemple : ei,j-l = O , e;j = ei,j+l = .•. = ei ,j+i-l = 1. 

- Si 1 est impair, on dira que le bloc est impair. 
Si 1 est pair, on dira que le bloc est pair. 

- Un bloc est supporté si · 

3 (il 'jl)' (i2,j 2) tels que i 1 < i < i2 
jl < j 

j2 < j 

= e .. = 1 
1 2J 2 

1. 

SiEi = (~ r n 
E1 a un bloc impair suppor t é. Il est formé du seul élément e11 . 

2. Si 0 0 0 0 0 

1 l 0 0 0 

E2 = 0 1 1 0 0 

0 0 0 0 0 

1 1 1 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

E2 a deux blocs pairs. L'un est supporté 
E2 a un seul bloc impair non supporté. 

Définition des constantes de Polya [26 1 

Posons 
Soit E une matrice n-incidente 

k 
m. = r e .. 

J i=l lJ 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

(à la 3ème li gne ); l'autre 

(e .. ) k n-1 
l J • 1 . 1=· ,J=O 

pas. 



On a que 

M. (j = 0, 
J 

~igoifiç_~!iQD 

... , 

j 
M.= r m 

J u=o v·, 

n-1) sont les constantes de Polya. 

Si p(x) est un polynôme v~r ifiant les relations (2.4) 

14. 

- m. est le nombre de condit ions requises sur la je dérivée du polynôme 
J 

- M. est le nombre de conditions requises sur les (j+l)es premières dérivées 
J 

du polynôme. 

Défi ni tion des conditions de Polya [ 26 ] 

Une matrice n-incieente E vér ifi e 
- les conditions faibles de olya si Mj ~ j+l 
- les conditions fortes de P lya si Mj > j+2 

~~~12ml~? 

1. Reprenons les deux exempl s précédents 
E1 et E2 vérifient les cond itions 

2. Soit 1 0 0 1 

E = 0 0 1 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

E ne vérifie pas les condit ions de Pol ya . 

j=O,l, ... ,n-2 
j=O, L, ... ,n-2 

de Polya. 

Le théorème suiv nt est une condition suffisante d'"order poised" 

Théorème_ 2 . . 2 [ 26J , [ 2) 

Une. matJt.,i.c.e.. n-.i.n.ude..nte. E éia,:,tu.,6<Ué,a.n,t a.u.x c.on.d-<--Üon6 6a,,i.ble.éi de. 

Polya. e...6:t "oJi..deA po-lo e..d" .6-<. elle ne. c.ontie.nt pa..6 de.. bloc..6 .6u.ppoJi..:té...6 ,ÛnpCUJt..6 . 

Théorème_ 2 . 3 [ 30 ] , [ 26 ] 

So.it E une.. matJt.,i.c. e. n - .i.n.C-i..d e..n-t.e.. -0 a,:,tu., 6 <U.é, a.nt a.u.x c.o ncli...ü.o n6 6 c,.tt,te.-0 

de.. Polya. . 
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S<. une. .llgne. de E c.on:ti.e.n,t e.xa.cteme.n,t un bloc. ~uppoh..té. ).mpaÂJL, 

al.oM E n' ut pa.1> 11 olt.d eA po.i.li e.d" . 

Remarques 

1. Si on ajoute ou si on retire une ligne de zéros à une mat~ice incidente E, 
on ne change pas le problème d'interpolation. 
La matrice obtenue est équivalente à E. [ 17 ] 
Remarquons que les conditions de caractérisation d'"order poised" ne sont 
affectées d'aucun changement si l'on retire ou non une ligne de zéros à 

la matrice incidente. 

2. Dans le théorème 2 .1, on considère O ~ j < r. 
Par contre, la matrice (r+2)-incidente associée à I, a exactement r+2 co­
lonnes. La dernière colonne de cette matrice est donc composée uniquement 
de zéros et une colonne au moins de cette matrice comportera deux 1. 
La méthode d'ordre de con sistance maxi mum, associée à I, aura donc bien 
au minimum un pas. 
D'autre part, si on admettait une dérivée (r+l)e dans la formule de r écur ­
rence, le coefficient ai' ,r+l y correspondant ne contribuerait en aucune 
façon à atteindre 1 'ordre r, 
car L[y(x),hJ= r a .. hjy(j)(x+ih) 

( i ,j )e r {{i 1 
, r+ 1)} 1 J . 

+ i 'h) 

5; le système homogène 

Co= Cl= ••• = r = 0 
admettait une solution non triviale, celle-ci ne serait donc pas unique 
(car seul un coefficient eut être normalisé). 

Applications 

1. Supposons que la méthode ait le diagramme de Puiseux représenté à la fi­
gure 2.1 

j 

X X 

i 
f igure 2.1 



2. 
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La matrice P associée à cette mé t hode est 

1 1 0 0 0 0 0 

1 l 0 0 0 0 0 
p = 1 1 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 

Le théorème 2 .2 permet d' affirmer que Pest 11 order poised". 
Par le théorème 2 .1, on sait donc que 1 'ordre· de consistance maxi mal d'une 
mé thode ayant ce diagramme de Puiseux est 5. 
Si on résout le système 

Co= cl= ... = C5 = 0 

en fixant, par exemple, 0 30 = 1, on obtient la méthode suivante 

Yn+3+ 18 Yn+2- 9 Yn+l- 10 yn- h(9 fn+2+ 18 fn+l+ 3 fn) = O 

Remarquons que si on pose 0 30 = À F 0, on obtient une mé t hode ident ique. 

I l se peut qu'un couple ( i ,j) fi gure dans l'ensemble I et que l e coeffi-

cient a;j correspondant à ce couple , s ' annule. 
Le cas se présente dans 1 ' exemple suivant. 
Considérons la matrice incidente 

(: 
1 0 0 0 ~) p = 1 0 0 0 
1 0 0 0 

Cette matrice étant "order poised 11
, l'ordre de cons istance de la méthode 

associ ée à P, ne peut pas dépasser 4. 
On construit la méthode, en résolvant le système 

en fixant a 20 = 1. 

On peut remarquer alors que 0 10 = 0 et que l a mét hode obtenu e est cell e de 
Mil ne : 

Yn+ 2 - Yn=i} h(f n+2 + 4 fn +l + f n) 

Si par contre, nous av i ons considéré 

P' = 
1 

1 

1 

0 0 

0 0 

0 0 
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cette matrice n'étant pas order poised, le théorème 2 .1 n'est pas appli­
cable. 
Rien ne dit que 1 'ordre de consistance de la méthode associée à P' ne dé­
passe pas 3. En effet, la résolution ci-dessus nous indique que l'ordre 
de cette méthode vaut 4. 

3. Pour la même raison que celle évoquée dans l'exemple précédent, il se 
peut que si -r = max {j 1 (i ,j) e I} 

t = max { j 1 1 a. . F O} 
1J 

où a-. sont les coefficients de la méthode d'ordre de consistance maximal, 
1J 

on ait T-, !. 

Soit 

p = 

1 

1 

1 

0 0 0 

0 0 1 

0 0 0 

La matrice Pest order poised [291. 
L'ordre de consistance maximum est donc 4. 
La résolution du système indique qu'il s'agit également de la méthode de 
Mil ne. 
Le coefficient a14 = 0 et donc 51, 1, 

En conclusion, si I et k sont fixés et si la matrice incidente 
associée à I est order poised, le théorème 2 .1 nous donne la borne max ima le 
e 1 'ordre de consistance que 1 'on peut atteindre. La question qui se pose 

immédiatement est de savoir sous quelle(s) condition(s), il existe une et 
ne seule méthode atteignant cet ordre maximum. 

Ce problème est abordé dans la section 2 .4. 

2.4. EXISTENCE ET UNICITE D'UNE METHODE D'ORDRE DE CONSISTANCE MAXIMU~ 

Notation Soit I un ensemble de r+2 couples ordonnés . 
Si Pest la matrice (r+2)-incidente associée à I, on note p(µ,v), 

la matrice (r+l)-incidente associée à I\{(µ, v)} . 
Remarquons que la dernière colonne de p(µ,v) ne sera pas nécessai­

rement une colonne de zéros. 
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Par un raisonneme t analogue ~à ce lui du paragraphe 2 . 3, nous 
pouvons démontrer le critère d 'existence et d'unicité . 

Théorème_ 2.. 4 [ 25 ] 

Soie~t k et Je. deux eJ'l-ltVù po-0-iti..6-0 

1 un en-0emble de (Jc.+2) pabteA oJc.donnée-6 (-l,j) 

où 0 ~-<.. <. lz 

0 <. j <. /t 

On -6uppo-6e. que Phi'") Ui.t oJtd~ poi6 ed, où ( µ, v) e I 

aloM (-l) il exJ.1d .. e une. e.t une lieu.le méthode... non Wv-laf..e. avec. q ;;;:i: /t e.t 

a # 0 - - µv 
(il) -6-<.. p(µ,v) eAt oJtd~ po-<..-6e...d, (µ, ~ ) e I, alo!t-6 <X..- I 0 

µv 
(W.) -6-<. P ut ottd~ poùe...d , aloM il e...xi6.te... une e.t Ü.ne... -0eu..le méthode 

non Wv-laf..e... avec. q = Jt. 

Démons tration 

(i) Si on impose un ordre de consistance supérieur ou égal à r, les rela­
tions suivantes sont vérifiées 

D'autre part, si on fixe a à l, 
11 \/ • .. . ,-J 

I: a .....-1 """TT-r 

( i , j )e 1\ { ( µ, v)} i j { r j) I 

où '[ s F. 

l e système (2.5) s 'écrit 
,-v 

= - -r-µ--.-.... {-r-v) ! 

( 2. 5) 

( 2. 6) 

Ce système non homogèn admet une et une seule solution si son détermi­
nant est non nul ou de manière équivalente, si le déterminant du systè­
me homogène transposé st non nul. 
C e dernier s I écrit 

q ( j ) ( i ) = 0 V ( i , j ) e l\ { ( µ , v) } où q ( x) e 1r r . ( 2. 7) 

La matr ice incidente correspondant à ce problème d'interpolation, p(µ,v) 

est order poised. 
Donc, seul le polynôme trivial est solution de (2.7) et le déterminant 
du systè~e est non nul , ce qui démontre l' assertion (i). 
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(ii ) Si on note par c(µv), la matrice des coefficients de aij (i ,j)-,. (µ,v) 
1.1., le vecteur formé des aij (i ,j) -,. (µ,v) 

et d le vecteur formé des coefficients de a , changés - , µv 
de signe, 

le système (2.6) peut s'écrire sous la forme plus compacte 

c(µv). te. = d (2.8) 

Nous avons démontré précédemment que si p(µ,v) est order poised, al ors 
dét(C(µv)) est non nul. __ __ 
Il en est de même du dét(C(µv) si p(µv) est order poised. 

La règle de Cramer appliquée à (2.8) permet de trouver a . 

a;. .. 
p\l 

= + 
dét(C(~,~)) 
dét(C(µ,v)) 

Ces déterminants étant non nuls, il en est de même de a-- . 
µ \1 

(i ii) Cette assertion découle immédiatement du théorème 2. .1 et del 1assertion 
( i ) . 

Corollaire 
• 

Soie.nt k et. Jt deux e.ntieJt-6 po1.>ili6-0 

1 un e.n.ôe.mb.e.e. de. (Jt+2) pa,Ute..-0 Oll.donnéu li, j) 
où. o ,;;;; ,i ~ k 

0 ~ j ~ Jt 

Une.. c.o.ndilion -0u66,l-Oante.. pouJr.. qu'd e.x,(-0:t.e. une.. e..:t. une.. 1.>e.ul..e.. méthode.. non ru­
v-<..al..e. , d' 01tdlte.. de.. c.On.6,l-0:t.anc.e. max,imwn u:t. que.. 

1 ° P -00,i:t. 01tde1t po,(-0 e.d, où. P e.6:t. la ma.tJuc.e.. {Jt + 2) -,inude.nte. M­

.6 oué.e. à 1 

2° 3 (µ,v) :t.ei. que. P(µ,v) -00:U:.· 01tde1t po,(-Oe.d. 

Ce corollaire découle immédi atement du théorème précédent. 

Sous les conditions décrites ci-dessus, 1 'existence et 1 'unicité 
d 'une méthode atteignant l'ord re maximum r, sont assurées. L'opérateur as­
socié à cette méthode aura donc la forme : 
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L [ y(x), h] = Cr+l hr+l y(r+l) (x) + O(hr+Z) ( 2. 9) 

V y(x) E -çr+l 
où Cr+l est une constante. 

Il est parfois utile de connaitre la constante d'erreur d'une méthode (1.10), 

si on désire comparer deux méthodes, par exemple. Pour cette raison, nous 

allons rechercher l'expression de la constante Cr+l dans (2.9). 

Auparavant, introduisons un nouvel élément du problème d'interpo­
lation H-B, qui simplifiera 1 'expression de cette constante. 

Considérons le problème d I interpolation H-B : 

p(j)(x.) = 0 , \J ( i ,j) e I 

n-1 
où P (x) = i 

m=o 
am X 

m 

oit E, la matrice n-incidente associ ée à I. 
Le s conditions d'interpolation (2.10) peuvent s'écrire 

soit 

D( E) . ~ = 0 

m-j x. , 
(m-j)! = 0 

où _!=[a
0 

a1 an_ 1 ] 
"r 

V ( i , j ) e I 

(2.10) 

et où la ligne de D( E) correspondant au couple (i,j) de I est donnée 
par 

[ 0 ... 0 ---j fois 

1 x. 
l 

x? 
l 

2T 

n-1-j 
X· 

l 

(n-1-j)! 

Les lignes de D(E) sont rangées suivant l'ordre lexicographique la li gne cor­
respondant à (i,j) précède celle correspondant à (i' ,j') si 

i < ; 1 

ou 
i = i' et j < j' 

Si on note par K(E), le déterminant de la matrice D(E), on a le t héorème 
suivant : 
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Théorème_ .2. 5 [ 25 ] , [ 26 ] 

Sa U E une. ma.tluc. e. -ÜtCÂ..d. e,n.t e. , -6 a;.t,,u, 6 tUA a.nt .e. e.-6 c. o ncü:li_o no 6 eu blu 

de. Polya. 

On -6u.ppMe. que. E n'a. pa.-6 de. blocA ,i_mpa.br..-6 da.no -6U Ugnu in.tvu..e.uJt.e.-6. 

o..i.e.nt j 
O

, j 1, ... , j~ , le.-6 i..ndù.u poWt .e.uque..l-6 .t
0 

• = 1. 
j~ 

KIE) 

.e, 

r {j-6 - -6) 
l-1)-6=o > 0 

L'expression de la constante Cr+l dans {2.9) est donnée par le théorème 
uivant. 

Théorème 2 . 6 { 25 ] -------------
Soie.nt k e.:t lt. deux e.ilieM po-6ili6-6, 

I un e.rniemble. de. l1t.+2) p~u 01t.donné.u li..,j) 

où O ~ j ~ 1t. 

0 , i.. < k. 

On -6u.ppo-6e. qu.e. P, ma;Uuc.e. .i..nc.-<.de.n.te. M-6oCÂ..ée à. 1, et P(.µ,v) -6ont 01td~ poi..-6e.d 

où. ( jJ, V) E I. 

Afolt.-6 , f. 'opéJr..a..te.u.lt. M-6oCÂ..é à. la méthode. u.ni..qu.e. d'o!tdJr.e. de. c.on-6i..-6tanc.e. lt, 

c.o n-6 bttvU e. -6 u.1t I , -6 ' é. c.ltU : 

!t.+1 (!t.+1) 
L [y(x.),h] = c,,_+1 h 1J (x) + o (hlt+ 2) V y(x) e 'fil-+1 

où C ,,_ + 1 = ( -1) T ( ,,_ ! 1 ) ! 
K(P) 

T ut .le. nomb1t.e. de. c.oup.le.-6 dan-6 I, -6:tJvi.c;te.me.nt -6upéJr..i..e.u.Jt,6 

le.xic.091t.aphi..queme.nt à. ( µ, v) . 

Démons tra ti on 

Par (2.1), on a 

C 1: .r+l-j 
r+ 1 = { . . L I a i j ( rh-j) ! 

1 , J fi:. . 

Donc 
{2.11) 



--~-- -------- ------------------ --- -----~ 

Normalisons le coefficient a,.~ 
(2 .11) s'écrit alors 

a = 1 µv 

~ (r+q! ir+l-j -C (r+l)' 
( i , j )e I\ { ( µ,")} ai j ( r+ 1-J) ! r+ 1 • 

r+l = - ...--....,,...--.... r+ -v. 
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On ajoute cette équation au système (2.8), avec Cr+l comme inconnue. 
1a trici e 11 ement. on obtient 1 e système 

c(µ,v) 0 41 ~l 

0 u = 
dr+l r+l 

el e2 ... er+l 1 -(r+l)! dr+2 

où r+ ;r+l-j 
r+ -J . (i,j) # (µ ,v) 

On recherche ensuite Cr+l par la règle de Cramer. 

dét 

. el ..... er+l dr+2 
= 

dét ( c(0,v) ) 

soit -d 
c(µ,v) 1 1 

1 
1 

dét -dr+l 

1 
el • • • • • .er+l -dr+2 

(r+l)! l: c(~ ,~} dét ( ) 

Si on permute la dernière colonne de la matrice apparaissant au numérateur 
avec les T colonnes qui la p écèdent, la matrice obtenue transposée sera 
celle du problème d'interpol ation H-8. 



\J ( i ,j) e I 

où q(x) e irr+l 
La matrice incidente associée a ce problème est P. 
Le détenninant apparaissant au numérateur sera donc 

K(P) (-1) 1 
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Celui du dénominateur sera K(P(~,v) ) car ~c(µ,v) est l a matrice du problème 
d'interpolation H-B correspondant a p(µ,v). 
On obtient donc 1 'expression de Cr+l : 

Remarque 

1 
= (r+!) ! 

l: 
(-1) 

On a posé a = 1. 
).IV 

K(P) 

Si ce n'est pas le cas, on obtient alors 

1 
(r+I)! 

K(P) 

• 

• Cl 
).IV 

En effet, le facteur a intervient également dans le vecteur d. 
).IV 

Applications 

Reprenons les exemples cités a la section 2.3 . . 

l. Soit 
p = 

Pet p(o,o) 

xistence et 

2. Soit 
p = 

1 1 
1 1 
1 1 

l 0 

0 0 0 

0 0 0 
0 0 0 

0 0 0 

0 0 

0 0 
0 0 
0 0 

étant order poised, le corollaire du théorème 2 .4 affinne 
l'unicité d'une méthode d'ordre de consistance q = 5. 

(; 
1 0 0 0 ~) 1 0 0 0 

.l o · 0 0 

1 'e-
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Pet p( 2,0) sont order poised . Il n'existe donc qu'une seule méthode non 
triviale d'ordre de consi stance maxi mum: 

q = 4. 

Le théorème 2 . 4 assure 1 a non-nu 11 ité de a 20 . 
Remarquons que p(l,O) n'e st pas order poised . 

On ne peut donc rien concl ure quant à a 10 . 

3. Considérons la matrice g- i ncidente 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 l 1 0 0 0 0 0 0 
p = .l 1 0 0 0 0 0 0 0 

1 l 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 

Pest order po;sed. 
D'autre part, p(~,v) est order po;sed V (ll,") e I \ {(l,1),(3,0)}. 

Par le théorème 2 .4, on a donc 

a ~ 0 V (lJ,V) € I \ {(1,1),(3,0)} 
lJ\I 

et l'ordre de consistance de la méthode est 7. 
Le diagramme de Puiseux associé à cette méthode unique aura donc la forme, 
représentée à la figure 2. 2. 

j 

X 

X X X 

i 
fi gure 2.2 

Par ailleurs, le théorème 2 .6 nous assure que 

T prend ici la valeur J ~ 
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En appl iquant le theorème 2 . 5, on Jeduit que 

si gn ( K~P} 
K(P4,0) ) 

) = + 1. 

Nous pouvons donc conclure que 

si qn C -u - - si gn a 40· 

2. 5. ~ETHODES D'I NTERPOLATIO N □ ' HERM ITE 

Dans cette sect i on, nous considérerons un ensembl e de couples 
pa rticulier 

I = { ( i ,j) 1 0 ~ i < k et V i e k } 

où les i - sont des entiers non ne0atifs Vie k. 
1 

So it i = max { i; 1 i e k } 

La formule de recurrence associée a ces mèthodes a la form e générale définie 
au chapitre I. (1-3). 

2.5.1 . Definition 

Le théorème 2 .1 nous permet d 'affirme r i mméd iate~e nt 

Th éorème _2 . . 7 

La méthode. (k,l) de. la 
k ~ li 

E a- tJ - + E Y: -<..O n+-<.. 
-<..=o -<..=o j=l 

12 

li -1 a • • 6 ( j ~ 1 ) 
-<..J n+,<.. 

a un 011.d!te. de. c.on.oi-6.tanc.e. q ¾ E l - + 1: -1 
.{_ 

0 ( 2.1 ?. ) 

k 

En effet, l'ensemble I correspondant a cette r.1é thode contient (_ E-e ; +k+l) 

coup l es et la matrice incidente associee à cet ensemble I est o~agr poised. 

Rema rque 

Si i ; = 1 Vie k, il s'agit alors de rne thodes à k pas et une 

dérivée . L'ordre de co,1sistance maxi r,um pouvant être atteint est 2 k [ 21]. 
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Le theorême 2 .7 affirme également que 1 'ordre de con si stance max imum es t 
k 

ï:. .R . + k- 1 = 2 k. 
. l 
1=0 

Définition 

La ~éthode (k,~) de la forme (2.1 2) est appelée inter~olation d 1 ~ermite si 
k 

son ordre de consistance est exactement E t i + k-1 . 
i =o 

Si 1 es t i son t donnés ( V i E k}, une te 11 e me thode existe et est 

unique, comme le prouve l e t réorème suivant : 

Theorème _ 2 . . 8 [ 25 ] 

Alotu.:i 

Soi e,n,t lz un e.n,t,<,, Vt p o !l ili 1 
,f_o ' t ,, .. . , .e.\ de.J.i e,ntieJtl.) tJOl.)W6-6 , :tw que. 

max { R. i J i E ~} = ,f_ ~ 1 . 

( i) il e.x.,<,,J.):te. une. e,,t une. -6 e.ule. mé.,tlwd e. ( /z, .f_ ) d 'in:te.Jtpo.f.ation d ' H eJtmi­

:te. ave.c le.o li donné-6 

(ü ) 1.)-<.qn Cq+ 1 = ( -1) \ -6ign a 1, 0 

émon stration 

(i) Soit P, la matrice i ncidente ass oc1 ee à l 'ensernble I. 

Le théorème 2 . 2 de la section 2 . 3 , nou s assure que Pe t p(k ,o} 

sont order poised. Par le coro l laire du t héorème ~ .4, ces condit ion s 
sont suffisa ntes pour assurer 1 'existence et 1 'unicité d'une mé thode 

non triviale d 'ordre de con si stance · maxi mum. 

( i i) Le théorème 2 . 6 aff irme que 

C = (-1/·k q+l 
K(P) 1 

( q+ 1) ! 

0 n en dedui t que 
• ( ) 1 k s1 gn Cq+l = -1 si qn Kf P) --~-'--~-) si gn ak 

f' ( P k ,o) ) o 

Or, par le théorème 2. .5 , on a que 

K(P) > 0 

l< (P(k,o)) > 0 

( 2.13 ) 
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L1 égalité (2.13) s'écrit alors 

-\ 
sign Cq+l = (-1 ) si gn ak 

0 • 

La méthode opti male peut s 1 expri mer so us une forme particulière, 

appelée multi grad i en t car elle généralise la notion de bi gradient et tr igra­

dien t [ 6 ] . Cette idée est dével oppée à l 1 ai., µendice fi. 

2. 5.2 . Proprieté des coefficients 

Utilisant l es resultats précédents, i l est possible de determiner, 

sa ns les calculer, quels sont l es coefficients non nuls d 1 une méthode d inter-. 
polation d 1 ~ermite, ainsi que leurs si gnes en fonction de celui de ak . 

0 
Le theorème 2 . 9 ra ssembl e ces propri étés . 

Théo rèrie_ 2 . 9 [ 25 ] 

Soient a ,i_j, { 0 ¾ -i. ~ t 
-O¾j~ l -

-<-

cl ' ùi.;tvz. pol ation d ' 1/vz.,û te .. 

On a (,i_) j E l~ (lr._j > Il 

a,i_f .-2;t,l;t , ,{, 

,{, :: 1, .. . , 12- 1 

h-1 
r: 

).,::,i_+ 1 
(f + 1) 

f. e.1:, c.o e~Mc.ie.nt.6 d 'une. méthode 

;., o rr,t non nui/2. 

al o1t;., ;., .i.gn °ïzj :: ( - 7) j 6.i.gn a•/w j (: lfl :, 

V + 1 
6-i.gn a . ( - 7) 0 

6-<.g n a ko>j e: l :: 
• Oj 0 

"'· + 1 [!i] .6-<.gn a i,f.. .- 2;t== ( - 7) ..{. . t. 0 , 1, ... . u gn a 1w, :: 

,{, 

..( :: 1, ... , k -1 

(+) [ a ] est le plus grand entier inferi eu r ou eg al a a. 
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Démonstration 

Soit P, la matrice incidente associée à la méthode; Pest order 
poised. 
Recherchons les couples (µ,v) pour lesquels la matrice p(µ,v) reste order 
poised. 
- si µ = o, p(o,v) est order poised pour v = O,l, ... ,t

0
. 

- si µ = k, p(k,v) est order poised pour v = 0,1, ... ,tk. 

- siµ= i et O < i < k, pour certains j (O ~ j ~ ti), la matrice p(i,j) con-

tient un bloc supporté impa i r et n'est donc pas order poised (par le théorè­
me 2 . 3). 

Cela se produira pour j = t;-1, t;-3, 

Donc, p(i,j) ne sera order poised que 

j = t;-2t OÙ 

. .. , 1 si t; est pair 

... , 0 si ti est impair. 

s: • 0,1,2, ... [-f-] 
L'assertion (i) découle alor s immédiatement de ces résultats et du théorême 
2 .4. 

(ii) Par le théorème 2 .6, nous savons que si p(µ,v) est order poised, alors 

~ ~ 
Cr+l = FfJT K(~ 0 µv (2.14) 

où Test le nombre de couples (i,j) strictement supérieurs lexicographique-
ment à (µ,v) dans I. 

Comme p(k,o) est order poised, on a 
tk 

Cr+l = ~ 
Le quotient de (2.15) et (2.14) donne l'expression de a µv 

On a donc 
sign sign 

K(P(µ,v) 
K(P(k,o)) sign ako 

(2.15) 

(2.16) 



• 

Le théorème 2. 5 nous assure que 

K(P(µ,v)) > 0 pourµ= k 

et O < µ < k , v = t - 2t µ 

t R.o 
C at- 1: (j

5
- s) = r (s-s) = O. 

s=o s=o 

-Par contre, si µ = 0 
R, 

et \/ E R,0, R, -1 
v-1 o 

l: = 1: (s-s) + r 
S=O S=O S=v 

= t - \/ 
0 

On obtient donc 
R, -v 

Dès lors, 
- si µ = k 

K(P(o,v)) (-l} o > O. 

R, -T 

sign a = (-1) 
µ \/ sign ako· 

où T = R,k - \/ 

Il en résulte donç que 

OÙ t = 0,1, ... 

(s+l} - s 

• (-1)" • s1gn av= s1gn ako 

- si O < µ < k et v = t - 2t 
où ~ = 0 , 1 , .. . [ t- ] 

i -T 

sign aµv = {-J)k sign ako 

Il :.en résulte que 

OÙ T = R, - \) + 
µ 

k 
= 2t + r (ts+l) 

S=1"+1 

\) +1 
sign aµv = (-1)° µ sign ako 

29. 



-- si µ = 0 et v € .e.
0

, 

R. -1 R. -v 
sign a0v = {-1) k (-1) 0 sign ako 

OÙ T = R. - \/ + 
0 

Il en résulte que 

Remarques 

k 
r (.ts+l) 

s=l 

30. 

• 

1. Si O ~ i < k, v; ne dépend que dei et est indépendant de l'indice de la 
colonne. 
Tous les coefficients que 1 10n sait non nuls, correspondant à une même 
ligne, sont donc tous du même signe, sauf pour i=k. 

2. Les coefficients correspondant à l •avant-dernière ligne (i = k-1) et que 

l 1 0n sait non nuls, seront du signe contraire de ako car "k-l= O. 

3. Les coefficients de la dernière li gne, que l'on sait non nuls, on t des si­
gnes alternés. 

Exemele 
1 0 0 0 0 0 

Si p = 1 0 0 0 0 0 la matrice des 
1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

coefficients se présentera comme suit 

0 

? 0 

? 0 

+ 0 0 

La méthode s 1 avère être 

Yn+3+ 18 Yn+ 2- 9 Yn+l- 10 ~n- h(9 fn+ 2+ 18 fn+l+ 3 fn) = 0 

(cf. application 1, section 2 .3). 
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2.5.3. Définition de méthodes ·particulières 
\ 

Mé thodes de Brown [ 25 ] , [ 9 J -----------------
Les méthodes de Brown sont des méthodes du type interpolation 

d'Hermite, avec 10 = 11 = .. . = tk-l = 0 et tk = 1. 

L'ordre de consistance d'une telle méthode est donc t + k-1. 
Par le théorème 'Z . 8, on a 

i 
sign Cq+l = (-1) sign ako 

et par le théorème 2.9, on peut conna1tre le signe des coefficients de la 
méthode, par rapport au signe de ako 

sign akj = (-l}j si gn ako 

sign aio = (-l}k-i sign ako 

1 0 0 0 0 0 

Si p = 1 0 0 0 0 0 , la matrice des signes des coefficients 
1 0 0 

1 1 1 

aYl"a 1 a forme 

0 

0 

0 

+ 0 

0 

0 0 

0 0 

+ + 0 

Le diagramme de Puiseux d'une telle méthode est représentê à la figure 2.3. 

X 

X 

f igure 2.3 

~~1b2gç~_gç_tï~ç_8gêœ~ 
Une méthode (k,1 ) de la forme 
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k ~i 

Yn+k- Yn+k-1 + I: I: hj a .. f(j-l)( ) - 0 i =o j=l lJ xn+i ,Yn+i -
. k 

est appelée méthode du type Ad ams si son ordre d'erreur p est au moins I: t .. 
. 1 
1 =o 

emargues 

1. Pour une , telle méthode, P(, ) = ,k - ,k-l 

t= 1 est donc une racine simple de P{,) èt dès lors, l'ordre de consistance 
et l'ordre d'erreur sont identiques. 

2. On sait que l'ordre de co sistance d'une méthode (k,t) ne peut pas dépasser 
k 
I: t. + k-1. 

1 i=o 
Une méthode est donc de t ype Adams si elle vérifie les deux conditions 

(i) f(F,;} = ,k _ ,k -1 
k k 

(ii) r t. ~ q < I: 1. + k-1 
. 1 . 1 
1=0 1=0 

3. Dans le cas particulier où t; = 1 pour O < i ~ k, on obtient les formules 
classiques de Adams-Bashf r th et Adams-Moulton [21). 

Les méthodes d'Adams-Bashforth s'écrivent de façon générale : 

h ~- vj f y. Yn+l - Yn = j~ n J 

où y. sont des constantes. 
J 

Cette méthode à k +1 pas est d I ordre de con si stance l<+l = 

Les méthodes d'Adams-Moul ton s'écrivent 
k 

Yn - Yn-l = h r vj fn yj 
j=o 

K+l 
I: 1. 

l 
i=o 

où y. sont des constantes. 
J k 

Cette méthode â k pas est d'ordre de consistance k+l = E t i. 
i=o 

Théorème 2_ .10 ( 25] --------------
Soie.nt l

0
, l 1, . .. , l1z deA e.YLt,i,eJt.6 po.fJilio.fJ donné..t, 

e;t l = ma.x .f_. > 0 
• t. ,(_ 

-<-•O, .. . r, 

Alolf...fJ !il il e.wte. u.ne. et, une. .t,e,u..f_e, méthode. de. type. Ad~.t, a.ve.c. leA li donné..t, 

k 
!il) p • q ,: I: 
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k 
En effet, si Pest la matrice ( r ti+2)-incidente, associ ée à une telle mé-

i=o 
thode, le théorème 2 .2 affi rme qu 1elle est order poised. Pak le théorème 
2.1, il n'existe donc pas de méthode non triviale avec q > _r i ;, 

Par ailleurs, p(k,o) étant également order poised, le théorèJê0 Z .4 nous as­
k 

sure qu 1 il existe une et une seule méthode non triviale avec q = r t i. 
i=o 

Remarquons qu'on ne peut pas prouver que 
l 

sign cq+l = (-1) k sign ako' 

En effet, il se pourrait que Pet p(k,o) aient des blocs impairs dans leurs 
lignes intérieures; le théoreme 2 .5 ne serait pas applicable. 

S.i. a .. où j "' 1, ... , .t; e;t i = o, . . . , lz -0on:t. .tu c.oe.o oic.ie.n:t.-0 
-<..J "" 

d' _une. méthode de type Adam.&, a..lo,w .tu c.oe.6 6ic.ie.n,,.U, .&uivanû -6on:t. non nu..l.6 : 

Q . D 2-1- .t" 0,1,.,, 
-<-,,(. .- ,t. , 

-<.. 
-<.. = 0,1, ... , k 

a . 
OJ 

J = 7,2, ... , .i.
0 

La démonstration est similai re à cell e du théorème 2 .. 9 . 

1é thodes d I Enri ght [ 25 J , [ 16 ] 
. 

Une méthode d 1 Enrig ht est une méthode du type Adams avec 

t 0 = t 1 = ••• =tk-l = l et t k = 2. 

L1 ordre d'erreur, identique à 1 1 ordre de consistance, pre nd la va l eur k+2. 
Un exemple du diagramme de Pui seux de tel les méthodes , est donné à la fi gure 
2.4. 

j 

X 

)( X X X 

. , 
figure 2.4 
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2.6. CONCLUSION 

Nous nous sommes efforcés, tout au long de ce chapitre, de trou­
ver une borne supérieure pour 1 'ordre de consistance d'une méthode à pas et 
dérivées multiples, et de di scerner les conditions suffisantes pour attein­
dre cette borne. Nous n'avons imposé aucune condition de stabilité pour 
construire ces méthodes. 
Les qhapitres suivants poursuivent le même but, mais avec 
de st~bilité de plus en plus exigeantes. 

0 

0 0 

des contraintes 
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ÜRDRE D'ERREUR MAXIMUM D'UNE MÉTHODE (K-L) 

ASYMPTOTIQUEMENT STABLE 

35. 
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3.1. INTRODUCTION 

Pour des méthodes à pas multiples et à une ou deux dérivées, 
Dahl qu ist a obtenu l'ordre maximum que pouvait atteindre une méthode asymptotiquement 
stabl e [ 11 ]. 

' Dans ce chapitre, nous étudierons la généralisation de ces résultats 
au cas des méthodes à nombre de dérivées arbitraires. 

Le cas particulier del 'intégration de l'équation (1-12) où il faut 
dist inguer entre ordre de consistance et ordre d'erreur est également abordé. 

Le chapitre se termi nera par l'étude des méthodes 11 offstep 11 où le 
coef fic ient ak,O de (1-13) n'est pl us différent de zéro. 

Nous énonçons d'abord quelques propriétés rel atives aux polynômes, 
qui seront utilisées dans les démonstrations qui suivent. 

3. 2 . • ESULTATS UTILES CONCERNANT LES POLYNO MES 

3.2. 1. Définitions 

U = {p I p E TT n' degré = n, s i P(a ) = 0 alor s lai < 1} 

Un= {p I p E nn' degré = n, i p( a ) = 0 alo rs !al ~ 1} 

3. 2.2 . Opération* sur un polynôm 

Soit u E nn 

On dofinit u* E nn de la fa on suivante : • 

u*(s) = sn u(s- 1) l 3 . 1.) 

3. 2. 3. Opérateur D 

Nous déf j nirons un opérateur D 
d 

D = s as 

Cet opérateur jouit des propri étés suivantes 

a) D sv = v sv 

b) Dj s v = ) s v 

où Dj indique 

(3-2) 
(3-3) 

que l'on applique j fois l'opérateur. 
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c) si u(s) = ~ a s \) 

v=O \) 

m 
v(s) = ::r b sv 

V=Ü 
\) 

k 
f(s) = I C s \) 

V=O 
\) 

alors on a que 
n 

f(D) u(s) = t a sv f( v) (3-4) 
v=O \) 

n 
f(D) ( U V)= 1: a 

V=O \) 
s \) f( v+D) v(s) (3-5) 

[ f(D) u f = f(n-0) u* 

d) s i f = v mod w (c 1 est-à-dire f(s)-v(s) peut être mis sous une forme où w(s) 
appara1t en facteur) 

avec w(s) = s(s-1) ... (s-k) 

al ors f(D) u = v(D) u 
(3-6 bis) 

où 6 est l 1 opérateur de différence progressive 
-

6f(s) = f(s+l)-f{s) (3-7) 

3.3. NOUVELLE CARACTERISATION POUR LA STABILITE ASYMPTOTIQUE - L1 0RDRE D1 ERREUR 
ET L1 0RDRE DE CONSlSTANCE D1 UNE METHODE A PAS ET DERIVEES MULTIPLES 

Nous cherchons à résoudre l 1 équation (1-1, 1-2) 

3. 3 .1. La stabi 1 ité asymptoti_que 

Rappelons qu 1 une méthode (k-f) est asymptotiquement stable ssi elle 
vérifie la condition suivante: 

les racines du polynôme p0(s) sont à l 1 intérieur du cercle unité et s 1 il y en a 
sur l a frontière, elles sont de multiplicité 1. 

Théorème ·de Lucas [ 31, p. 21] 

Ce théorème décrit la position relative des racines et des points 
critiques d'un polynôme à variabl es complexes. 
Les points critiques sont les rac i nes de la dérivée première du polynôme . 
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Lucas assure que : 
T OU..6 .lv.i poin.:t.6 C.11,Ltiquv.i d' un pol ynôm e. p non c.on.6:tant, .6 e. bwuve.nt dan.6 

.l' e.nve..loppe. c.onve.xe. H de. .l' e.n.6 e.mb.le. dv.i Jtaune..6 de. p. 

Si .tu Jtaunv.i de. p ne. 1.iont pa.6 c.oünéaA..Jteti , auc.un de.1.i poin.:t.6 c.Jtj_;tj_que..6 ne. 

.6e. :tltouve, .6U/t .ta. 61tonüèJte. de. H à moin.6 que. c.e. ne. 1.ioil une. Jtaune. mu.t;t,i_p.le. 

de. p. 

Caractérisation de la stabilité symptotigue 

En vertu du théorème de Lucas, nous déduisons immédiatement qu'une 
méthode (k-t) est asymptotiquement stable ssi 

e.(s) E Uk 

et e;{s)EUk-l 

3.3. 2. Théorème 3-1 sur l'ordre de consistance [25) 

L'opélta:tewr. L déMru 

â .l ' 01tdlte. de. c.on1.>-<-.6:tanc.e. q -01.>i 

e.n (1-7), ou .la méthode. qu,i_ ,lu,i_ v.i:t M.6oûée, 

.i 
[ :E !f(j) (V) f ,(.6)] 

j= o j l-0= 1 

=0 

/0 

V y E 7î 
q 

poUJt un y E n q+ 1 

Démonstration 

Pas_ l _-_Lemme 

Une méthode a un ordre de consistance q ssi 

L [ xj , h ] = 0 • 0 1 pour J= , , . . . ,q 

L [ xq+l ,h] = (q+l) lhq+l C • q+l 

où Cq+l est une constante non nulle. 

Démo ns tration du lemme 

Supposons que la méthode ait l'ordre de consistance q. 
La dé f inition (1-8) assure alors que : 

L [y(x), hl= Cq+l hq+l y(q+l)(x) + O (hq+2) 

et ceci quel que soit y(x) Eeq+l 

En pa rticulier, prenons y(x) = xs où s ~ q 
Dès l ors, y(q+l)(x) = O et L [xs, N .= O (hq+2) 

• ( . ) . dJ 
Par ai lleurs hJ y J {x+ih) = hJ --.- (xs) 

d xJ j x+i h 

et donc L [xs,h 1 est un polynôme en h de degré au plus s (s ~ q). 
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Par conséquent L ~s,h] = O(hq+2) = 0 s = 0,1, ... ,q 

D'a utre part, si y(x) = xq+l, nous avons que L[xq+l,h] est un polynôme en h de 

degré au plus q+l. 
Dès lors, nous pouvons écrire que : 

C[xq+l,h] = C 1 hq+l dq+l q+l 
q+ dxq+l (x ) 

ou encore 

l [xq+l,h] = cq+l hq+l (q+l) ! 

La nécessité du lemme est ainsi prouvée. 
Montrons la suffisance. 
Nous introduisons un nouvel opéra t eur: 

R [y{x),h] = L[y(x),h] •· Cq+l hq+l y(q+l) (x) 

R(y( x),h] ainsi défini est visib l ement une fonction linéaire qui s'annule pour 

tou t y( x) E irq+l. 
En appliquant alors le théorème de Pea no [14] 
on a que 

pour to ut y (x) TTq+l 

Cec i assure quel ' ordre de consi tance de Lest q. 

Notons que, puisque l'opérateur Lest li néa ire , l 'énon cé du lemme 
peut prendre la forme suivante : 

Une méthode (k-Î) associée à l'opérateur L défini en (1- 7) 

a un ordre de consistance q ssi : 

L[Y(x),hJ = 0 pour tout y E nq 

! 0 pour n y E nq+l 

~~ ~- f _:_ Démonstratio!)_ du_ théorème __ ?, .-1 

Soient: z(x) un po lynôme quelconque à coefficients réels 
y(i) = z(h i) 

l(y) =L [z (x+ihJ,h] = L[z(ih),h] 
• lx=O 

En ut i lisant la définition ( 1-7) , nous écri rons que . 
L [z ( i h), h ) k -i 

hj z(j){ih) = k k a .. 
i=O j=O l J 

Or: y(i) = z(hi) 
et donc: y(j)(i) = hj z(j) (hi) 



Par conséquent, nous 

L[z ( i h), h] 
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k et .f étant des entiers finis, l es signes de sommation peuvent être intervertis 
et nous avons: 

-Î k 
L[z ( i h), h J ~ :r 

j=0 i =0 

ce qui, par (3-4) donne: 

L [Z ( i h) h ] = 1 {y) (3 - 9) 

Nous pouvons donc affirmer que : 

l(y) = 0 ~ L[z(ih),h] = O. 

Le l emme assure alors que l'opérat eur La un ordre de consistance q ssi 

L [Z ( i h) , h J = 0 

;J 0 

pour t out z(ih) = y(i) E TTq 

pour un y(ih) = y(i) E TTq+l 

Etant donné la forme (3-9) de l(y) , il est alors bien évident que l'opérateur 
L(y( x),h] a l'ordre de consistance q ssi : 

[ J y(j)(D) o .(s)l __ 
0 LJ V y E TI 

j =O ls=l q 
r O pour un y E Tiq+ l 

• 
3 . 3 .3 . Théorème 3- 2 

si q ~ o, ai..oM p0 ( 1 ) = o. 

Démons tration 

Prenons_g=O 

La formule (3-8) assure alors 
-t 

[ :r y(j)(D) f ·(s)] _ ·-o J • - o 
J- 1 s= l 

V y E 'ITO 

c'est-à-d i re V y = constante notée a . 
V j/0 et par conséquent la somme ci -dessus se ramène à 

a e0(s) = 0 V a 

1 s=l 
et par conséquent: e0(1) = O. 
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L'opérateur de la formule (3-8) doit alors s'annuler pour tout y E TT 
- q 

c'est-à-dire pour tout polynôme de degré plus petit ou égal à q. 
-

En particulier, il doit donc s:annuler V y E rr0 ce qui nous permet de nous ramener 

au cas précédent et de conclure: e0(1) = O. 
• 

3.3 . 4. lien entre les ordres d'erreur et de consistance pour des méthodes 
asymptotiquement stables. 

L'ordre de consistance égant non négatif, le théorème précédent 
nous permet de dire que s=l est racine de e0(s). 
La stabilité asymptotique impose alors que s=l soit de multiplicité 1 et par 
conséquent p=q c'est-à-dire que l'ordre d'erreur est égal à 1 'ordre de consistance. 
Par conséquent, dans le cas des méthodes stables, les théorèmes . . 3 -1 et 3 .-2 

peu ent s'énoncer en remplaçant q par p. 

3.3.5. Généralisation dans le cas d1 intéqration d'une équation différentielle d'un 
ordre r > 1. 

A présent, nous cherchons à résoudre (1-12). 

a) Rappelons que dans ce cas, la méthode (k-{) utilisée est celle définie par 
l 'opérateur (1-13). 
Cette méthode est asymptotiquement stable si et seulement si elle satisfait à 

l'exigence (1-14). 
En utilisant le théorème de Lucas, cette condition se ramène à 

e~j)(s) E 

et €br) (s) E 

1Jk • -J 

u k-r 

j =0, 1 , ... , r-1 

b) L'opérateur L défini par (1-13), ou la méthode qui lui est associée, a l'ordre 
d'erreur p ssi 

= O V y E rrp+r-l 

! 0 pour un y E rr p+r 

c) A partir de ( 3-10) on peut al ors montrer [ 36 ] que : 
si p ~ 0, alors e0(1 ) = e~(l) = ...... = e~r-l)(l) = 0 

( 3-11) 

d) Un ordre d'erreur non négatif impose donc que s=l soit une racine de multiplicité 
au moins r, du polynôme e0(s) . 

Si nous imposons la condition de stabilité asymrtotique, la multiplicité de s=l 
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ne peut dépasser r et donc, s i p ~ 0, alors s=l est de multiplicité égale à r. 
ous constatons par conséquent que m~me dans l'hypothèse de la stabilité 

asymptotique, les ordres d'erreur et de convergence sont distincts. Ils sont 
l iés par la relation : p = q- r+l. 

3.4. BORNES DE L'ORDRE D\ERREUR DES METHODES ASYMPTOTIQUEMENT STABLES 

Nous allons consi dérer des méthodes du type (1-13). 
Nous donnerons des théorèmes tout à fait généraux (r et~ quelconques ) 
concernant les bornes d'erreur p, dans le cas où l'on impose l a stabi lité 
asymptotique. Les résultats de Dahlquist en seront une déduction immédiate. 

Rèmarque préliminaire 

Il est immédiat qu'un opérateur L[y(x),h] du type (1-13) 
est d'ordre~ 0 ssi 

1 < r < k 

et f 0(s) = (s-l) r IP(s) où 1P(s) E Ti k-r 

Ceci découle de (3-11) et puisque, par sa définition, €a est un polynôme de 

degré< k, il est logique que 1P(s) E Tik-r et que 1 < r < k. 
Si nous imposons en outre, l a condition de stabilité asymptotique, nous 
pouvons en plus préciser que 11'(1) # O. 

3.4.1. Théorème :. 3 .-3 [-34] 

PouJt .:tout eo (J) vê.Ju6,<,a.n.:t fe,t, ll.e.fa..tion1.:, ! 3- 12), il e.w .:te. un e..:t un 

-0e.uf L[y!x),h} du .:type. !1- 13) ave.e p ~ f!k+1). 
. 

Note la démonstration pou r un r quelconque n'entraînant pas de complications 
trop grandes, nous ét ablirons le théorème dans ce cadre général . 

·Démonstration 

Notons: v(y) = [y(D) e0(s ) + { y(r+j-l)(D) e -(s )J 
j=l J ~= l 

Si nous appliquons (3-10),pour amener p au niveau Î (k+l) il fa ut et i l suffi t 

que : v(y) = 0 Vy E 'lf-Î(k+l)+r-1 

Cela revient à dire que v dit s'annuler sur toutes les fonctio ns de base qui 
engendrent les polynômes de degré< ~(k+l)+r-1. 
Nous allons construire cette base comme une extension d'une base de TI 1 r-1 r-
pa r exemp 1 e {1, x, ... , x } 
Pour cela, nous définirons n ensemble d'indices : 

F = {(i ,j) 1 t,j E N, 0 < i < k, 0 < j < ~-1 } 
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Pour un couple (i,j) quelconque de F, nous pouvons alors définir un polynôme 
qij vérifiant les 3 conditions suivantes : 

a. qij E nt(k+l)+(r-1) 

= 0 si (v,µ); (-i,j) et (v,µ) E F 

1 si (v,µ) = (i,j) (3-13) 

r-1 On peut montrer qu'avec la base {1,x, ... ,x } de n 1, les polynômes q .. r- 1J 

qui sont au nombre de ~(k+l) forment une base de Tif(k+l)+r-l 

v doit s'annuler sur tous ces éléments de base. 

1er cas r-1 soit y(x) E {1,x, .. . ,x } 
v(y) se restreint al ors à 

v(y) = [ y(D) e0(s )] 
ls=l 

Par hypothè~e (3-12 est vérifiée 
Par conséquent e0(1 ) = e0(1) = ... = e6r-l(l) = O 
Dès lors : 

v(y) = [ Dj e
0

(s) ] , =0 j=O, . .. ,r-1 
1 s=l 

L! anoulationde v est donc assurée sur cette première partie de 

la base de n-Î(k+l)+r-l 

2ème cas considérons un élément E {q 1 (v ,µ) E F} 
\) JJ 

Il faut que : -Î . . 
V ( q\) 11) = [ q\) 1 1 ( D) e O ( s) + 1: q ( r+ J - l ) ( D) e . ( s )] = 0 V ( V JJ ) E F • 

,... ,... j=l vµ J js:l 
Par (3-4), on a .( 

v(qvµ) =[.~ qv,, (i) ao,· si + 1: ( ~ qv(~; j-l)(i) a1.J' si)] 
1=0 '"' j=1 i=0 '"' ~=1 

o~ par (3-13) q(r+j -l)(i) = 0 si (i,j-1) ; (v,µ) 
vµ 

= 1 si ~i,j-1) = (v,µ) 
Pour tout (v,µ) fixé , il n'y a qu'un seul couple (i,j-1) = (v,µ). 
Par conséquent, ~ou s avons : 

k 
V (q\/ µ) = [ _.~; qV , , ( i) 

l=Ü '"' 
k 

v(q )= 1: q (i) 
V ll i =0 V JJ 

a . + a 
01 V]J+1 
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Nous déduisons donc que v s'annulera pour tout (v;p) E F ssi 
k 

av µ+ 1 = - t°O qv µ ( i ) a 
O 

t V (v µ) E F 

aoi étant connus pour tout i, 0 ¾ i ¾ k, puisque e0(s) est donné, 
la relation ci-dessus permet de détermtner de manière unique, tous les 
a +l , 0 ¾ v ¾ k, 0 ¾ v ¾ t - 1, c'est-à-dire tous les coefficients 
.V p 0 

de L[y(x),h] qui, par la construction, aura un ordre p ~ 1..(k+l) . 

• 
3. 4.2. Théorème 3 -4 sur l'ordre d'erreur maximal des mé thodes asvmntotiaueme11t 

· ·stables [ 36] 

Si L [Y lx), h] donné pait 11-1 3) e./2:t Mymp:totique.me.n:t .6:tabfe., e;t ak.·, of O. 

Si f ' une. du btoi.6 c.o ndition.6 -0uivan:tu e/2:t vétuniée. : 

a. /ta: ] ou tt=2 

b. f e1i:t paitt 

c. . f M :t impabz. e,t f > li k,tt) c. ' v.,:t-à-d,iJc.e. f u:t mino.tr.é pait une. quan:tlié 

dépendant du k e,t du /t . 

AfoM : p ¾ flk+J) +J 

.t lk+1) 

Démonstration 

.t>i f ut impabz. e,t k. pabz. 

.6,lnon 

Nous nous limiterons 1c1 a démontrer le cas où r=l, les autres cas nécessitant 
de longs développements de calcul qui peuvent être obtenus dans Reimer [ 36] 

Pas 1 - Lerrmes et définitions ut iles ------------------------------------
• Définition 1 

Posons w (x) = x(x-1) {x-2) .. . ('l( -k). 

Ce polynôme est lié à la fonction bêta par la relation 
w (x} = a S(x+l,k+l-x) sin n x 

où a est une constante . 
L'obtention de cette forme es t décrite dans Reimer t35) 
Nous noterons S(x+lJk+l-x) = A{x) 
et la définition de la foncti on bêta donne : 

1 
A(x} = f tx (1-t)k-x dt 

N - • d 0 ous ecr1rons one : 
-1 < x < k+l 

w (.x) = <t. A(x) sin n x -1 < x < k+l (3-15a) 
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Rappelons qu'une fonction Best liée à la fonction r par la relation 

s(.x,y) = r(x) r(yl_ 
r(x+y) 

et par conséquent 
A{x) = A(k-x) (3-15b) 

• DéH:nition 2 

Nous serons amenés à considérer les fonctions suivantes 

-1 < x < k+l (3-15c) 
j = 0,1, ... 

La relation (3-15b) permet al ors d'écrire 

• Lemme 1 

• Lemme 2 

A(".) (k-x) = (-l)j+À A(Àl'(x) j ,À = 0,1, ... 
· mJ mJ 

où (À) indique que l 1on dé ..-i ve l fois. 

Soient jet À e ~ 
Supposons O ~ j ~ À 

À = j mo 2 (c'est-à-dire À-j est mult i ple de 2) 

Alors : A(~(x) > 
ITlJ 

pour - 1 < x < k+l 

Soit Hune fonctio n réelle en x qui est (k-r) fois continuement 
différentia ble dans [ 0,k-r J 
Supposons que: 

H{k- r-x) = (- l)v H(x ) 

H(À)(x) > 0 pour O ~ x ~ k-r 
O ~ À ~ k-r 
À -= y mod 2 
y E Î'J 

Soit G un polynôme t.q 
G(v) = {-l)µ v H(v) ·pour v = 0,1, ... ,k-r 

JJ E ~ 

Supposons enfin que U soit un po lynôme réel de degré exactement k-r, n• ~yant 
pas de racine hors du cercle unité. 
Alors : 

[G(D) U(s)] =0 ssi tf = (-1)1"1(k- r)+v+l U 
ls=l 
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Pas_2_-_Idée_de_la_démonstration_-_Nouvelle_formulation_du_~roblème 

Le théorème 3.-3 nous donne une borne inférieure pour l'ordre 
d' erreur: p ~~(k+l). 
Ici, nous supprserons que p = t {k+l)+d où d ~ O. 
Notre problème est donc de voi r quelles valeurs peuvent être attribuées à d. 
Ra ppelons que nous nous limitas au cas r=l. 
Da s la démonstration du théor~me . 3.-3, nous avons obtenu une base pour 

TT-Î{k+l). 

Nos allons procéder à une extension de cette base. 
Pour cela, choisissons des pol ynômes ~j de degré {(k+l)+l+j où j = 

Nos obtiendrons ainsi une base de nt(k+l)+d. 

Pu i sque p = ~(k+l)+d, par (3-8 ) où p=q, nous pouvons écrire que 

v(gj) = 0 pour j = 0,1, ... ,d-1 

v(g.) t O pour j=d 
• J -î. 

où v(y) = [ k y(k) (D) 
k=O 

Ceci donne une caractérisation du d. 

(3-16) 

0,1, . .. ,d. 

Le s gj peuvent être choisis de façonsdifférentes mais nous les définirons comme 
su i t: 

où e est une constante arbitraire non nulle 
(3-16bis) 

b. gj({) qui est la valeur initiale est arbitraire. 

Justifions le choix de tels g .. 
J 

On peut montrer que ceux-ci vérifient 

g(À) = 0 mod w pour ~=1, ... ,( 
J 

(3-17) 

Ceci va nous permettre d'écrire v(gj) sous une nouvelle forme. 
No us avons · : Î 

v(gj) = [ gj(D) e0(s) + :r 9Jm)(D) \?m(s)] 
m=l is=l 

qu i , par (3-17) et (3-6bis) se restreint à : 

v(gj) = [ gj(D) e0(s)J 
1 S= 1 

Le nombre pétant positif et la méthode étant stable, (3-12) nous permet d~écrire 

e0(s) = (s-1) ~(s) k 

où~ (s) E nk=l ; ~ (s) = k 9_v sv 
\J=Ü 

et ~ ( 1) -; O. 

Pa r conséquent : v(gJ.) = [ gJ.(D) (s-1) ~(s)] . 
ls=l 



k-1 
et par (3-5), on a v(gJ.) = [ k a sv g.(·D+v) (s-1)] 

v=O v J ls=l 

ce qui en vertu de (3-7) donne: 
k-1 v 

V ( g . ) = ( k a\J D. g . ( \J) S ] 
J v=O J I s=O 

En appliquant (3-4), nous ob enons finalement que 

V ( gJ.) = [ D. gJ. ( D) ip ( s ] ( 3-18) 
ls=l 

Notons : Gj(x) = b. gj(x) 

Par le théorème de Peano [ 14 ), on a alors 

Gj(x) = f~ g~(x+t) dt 

ce qui par (3-16bis) devient : 

Gj(x) = f~ c(t+x- } )j wf(x+t) dt 

ou encore, par (3-15a) 

(3-18bis) 
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G.(x) = Il c(t+x- { )j ~{ A{(x) sint TT(x+t) dt (3-19) 
J 0 

où af étant une constante, entre dans c. 
Par ailleurs, en normalisant , on peut obtenir c=l. 
Etant donné les restrictions sur A(x), la formule (3-19) est valable pour 
- 1 < x < k+l 
et donc à fortiori pour -1 < x < k. 
Grâce à (3-15c), (3-19) s'écrit: 

Gj(x) = f~ A1j(x+t) sin{ TT(x+t) dt -1 < x < k 

Définissons enfin, en vue d' appliquer le lemme 3, la fonction 

H.(x) = Il A
1

.(x+t) sin.f TTt dt 
J O J 

-1 < x < k 

(3-20) 

(3-21) 

Les propriétés du sinus et d Amj(x) permettent alors d'obtenir les 
elations qui suivent entre .(x) et G.(x) : 

vÎ J J 
Gj(v) = (-1) Hj(v ) v = 0,1, ... ,k-1 

H.(k-1-x) = (-l)j H.(x) 
J J 

(3-22) 

(3-23) 
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p~~-3_-_Discussion_QrOQrement_dite_de_l 1ordre_d 1 erreur_gour_r=l 

Montrons que, dans ce cas, (3-21) vérifie les hypothèses du 
lemme 3. 
ous avons que O < t < 1 

et donc sintTTt ;i, 0 
Par ailleurs, le lemme 1, assure ~ue: 

pour 1) 0 < x+t < k-1 
ce qui revient à 

-1 < x < k car O < t < 1 

2) À = j mod 2. 
l 1 intégrant de (3-21) étant donc une fonètion non négative et non constamment 
nulle, nous pouvons alors dire que : 

pour -1 < x < k 
.\-= j mod 2. 

Grâce aux relations (3-22) et (3-23), nous constatons alors que les hypothèses 
du lemme 2 sont vérifiées par Hj et Gj et le rôle du polynôme Usera tenu par 

',O ( s) . 

Nous avons, par conséquent, que 

[ GJ. ( D ) "' ( s ) 1 = 0 s s i 
ls=l 

ou encore par (3-18) et (3-18bis) 

v(g.) = 0 ssi ip* = (-1)-Î(k-l)+j+l"' 
. J 

1er cas si -Î est pair 
(3-24) s 1 écrit alors : 

( ) 0 • * ( -1 ) j + 1 ,,, V gj = SSl 1P = .,, 

et en particulier: 
v(g0) = O ssi ip* = -ip 

Il est évident que 'l'*(l) = If (1) 

(3-24) 

et par conséquent ip*= -"' ssi ip*(l) = ip (l) = 0 

ce qui ne se peut par la condition de stabilité. 
Donc v(g0); O. Dès lors, par (3-16) et puisque d ~ 0, nous pouvons 
conclure que d = O. 
Par conséquent, si r=l, et .f est pair, p = -Î(k+l) dans le cas d1 une 
méthode stable. 
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2ème cas : si .f est impair 

ip (3-25) 

(3-24) se ramène alors à : 

v(gj) = 0 ssi ip* = (-l)k+j 

Par conséquent, si k est pair, la condition (3-25) devient 

* . <{) = 'P 

* 'P = -<{) 

* 'P = -'P 

* 'P = 'P 

si j=O 
si j=l 

si 

si j=O 
si j=l 

k es impair, elle devient 

Pour obtenir en même t emps ip* = ip et ip* = -ip, il faudrait que ip(s) = 0 
Vs et donc que ip(l) = 0, ce qui est contraire à la stabilité. 
Par conséquent, g0 et g1 ne peuvent annuler v en mê~e temps et donc si v(g0) = 0, 

a 1 ors v: ( g 1) ; O. 

Par (3-16), nous concluons donc d ~ 1. 
Supposons maintenant que d=l. 
Alors par (3-16) et (3-25) : 

( * k v g0) = o ssi ip = ( - 1) ip 

v(g1) # 0 ssi ip* t (- l)k+l'P 
Si _k_est_imQair: v(g0) = 0 ssi ip* = -ip ce qui est impossible à cause del 'hypo­

thèse de sta bilité. 
Par conséquent, si k est impai r , nous aurons d < 1 et donc p <R(k+l)+l 

ou p ~ .f.( k+ 1) 

puisque p E IN. 

* Si _k_est_pair: v(g0) = O ssi ip = ip , relation qui est réalisable de plusieurs 
façons. 

Si k est pair, nous avons donc bien d ~ 1 et l'égalité se produit ssi ip* = ip 

Par conséquent p ~ -Î(k+l)+l Î impair et k pair 
et p = ..f(k+l)+l ssi ip* = ip 

Pas_4_-_Mbtitrons_gue_,e*_=_,e_ssi_P~ =_- P0 

Nous savons que : p0(s) = (s-1) 'P(s) 

ou encore <f ( ) = Po(s) 
s-1 1 

k 1 PQ(s) 
Par ailleurs ip*(s) = s 5 1 par (3- 1) 

- -1 s 
1 * = (-r,:s) Po ( S ) 



Remarque 

Nous aurons donc que 

<P(s) = <P*(s) ssi 

Ce qui revient à écrire : 

<P(s) = <P*(s) ssi 

-s----1- = 
* Po(s) 
1-s 
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Si ~=1 et r=l, le théorème 
établis par Dahlquist puisque 

précédent nous permet de retrouver les résultats 
p < k+2 

et p = k+2 si k est pair et pt= - p0 
Da hlquist avait formulé la deux i ème partie du résultat de façon un peu 
di fférente en disant 

p = k+2 si k est pair et si p0(s) = 1 alors lsl = 1 

Montrons que pt= -p0 entraîne la condition que 

si p0(s) = O alors !si = 1 
No us savons que la stabilité conduit à la propriété suivante 

si Po ( s) = O a 1 ors I s 1 < 1 

* k -1 Pa r (3-1) p0(s) = s p0(s ) 

* Si s est racine de p0, puisque Po= 
* -1 P0(s) = p0(s ) = o 

- p0, nous avons : 
(3-26) 

Dès lors, si !si< 1, alors ls- 1
1 >1 ce qui est impossible par la stabilité 

ca r (3-26) assure que s-l est racine de Po· 
Pa r conséquent, nous avons que lsl = 1. 

3. 5. METHODES OFFSTEP 
. 

Jusqu'ici, nous avon s considéré des méthodes pour lesquelles ak,O # 0 
Si nous n'imposons pas cette condition, nous obtiendrons une méthode "offstep " 
qu i est donnée par un opérateur de la forme 

L [y ( x), h] = 

L' utilisation de telles méthodes permet d'accroitre l'ordre d'erreur comme nous 

allons le voir dans les théorèmes qui suivent. 
No us nous limiterons au cas où r=Î=l. 
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3.5.1. Théorème . 3:-5 f 2S l 

Soien,t l=Jt= 1 

Une méthode du. type (3 - 27) a. un 01tdlte 

p"'Zk-t-.6 

Ceci est une borne assez gros ière mais qui se comprend par le raisonnement 
s ivant : 
p est l'ordre d'erreur et dès lors l'ordre de consistance s'exprime : 

q = p+m-1 où m est la multiplicité de s=l racine de e0(s). 

L matrice d'incidence (2-4bi s) associée à une méthode du type (3-27) 
où r=-f=l aura la forme suivant e 

ligne O O 1 0 ......... 0 
1 0 

ligne (s-1) 0 

ligne s 1 

1 

ligne (k-t) 1 

0 

. 
0 1 0 .......... 0 

Cette matrice comporte (k-t-s+l)+(k+l) éléments non nu ls et est order poi sed 
{ hapitre II - section 3). 

P r conséquent, 1 e théorème .2. - 1 assure que 
q < (2 k-t-s+2 )-2 

c ' est-à-dire 
q < 2 k-t-s 

Et ant donné le lien entre l'o rdre d'erreur et 1 'ord re de consistance, nous 
avons dès lors que : 

p + m-1 < 2 k- t- s 

P isque nous considérons touj urs des ordres non négatifs, m sera plus grand 
o égal à 1 et donc : 

p < 2 k-t-s 
Nous affi ·h erons c résultat dans le théorème suivant 

3. 5. 2. Théorème 3. -6 f 25] 

SoU une méthode du type (3 - 21) Mympt otiqueme.n:t .6ta.ble, où Jt=l=1 

SoU R( z ) =(1/2/( z- ])k- t ( z+ 1) - .6 pO ( :~ ~ ) 

Alo/t.6 p < 2 [ k;2. ] + 2 .6-<. t=-0 

et R e.6t un polynôme impailt 

(k- J) + ma.x\t--0,0} +z -0inon . 

où [ a. 1 e-0t le pfu-0 g1ta.nd entieJt n' exc.éda.nt · pa.6 a. . 
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Posons v = t-s. 
Ce théorème montre que pour a·ugmenter l'ordre d'erreur d'une 

méthode offstep stable, il faut choisir v > O. 
l'\01'\ 

Par ailleurs, comme nous cherchons toujours des ordres négatifs, le théorème 
nous assure que p0(1) = 0 et par conséquent,p0 se factorise comme suit: 

p0 (s) = (s-1) ~(s) où ~(s) est un polynôme. 
Il est donc bien évident que p

0
(s) doit être de degré ~ 1 

Or le polynôme caractéristique p
0

(s) lié à (3-27) est de degré k-t-s. 

Nous devons donc vérifier la relation suivante: 
k-t-s q 1 

ce qui revient à écrire: 
V e;;_ k-2s-l 

Nous avons donc obtenu des bornes sur lev 
O < v e;; k-2s-1 

3. 5.3. Théorème 3 .-7 r 25 J 

Soli .t= 1 , Jt= 1 

e;tt>~ 
A.toM poull. 0 ~ v < k-1-2~, il ewte une méthode ~tab.te (3-27) 

avec. p ~ k+2 
Si v = k-1-2~, a.toM p ~ k+1 

D' où vient cette limitation du p quand va sa valeur maximale permise? 
Si v = k-1-2s, la matrice d'incidence liée à la méthode possèdera k+3 éléments 
non nuls et sera order poised. 
Le même raisonnement que pour le théorème 3 -5, nous conduira à la conclusion 
que : p < k+l. . 
Il n'y a donc pas intérêt à prendre v le plus grand possible comme le 
suggérait le théorème • ·3-6, puisque si va sa valeur maximale, l'ordre d'erreur 
admet une borne supérieure qui n'offre pas d'avantages par rapport à celle 
donnée au théorème 3·-4. 

3.6; CONCLUSIONS 

Nous rettendrons de ce chapitre les faits suivants : 
1. Lors de l'intégration d'une équation différentielle du premier ordre, une 

méthode à k pas et dérivées multiples, stable, fournit un ordre d'erreur 
maximal valant: 

~(k+l)+l 

{( k+ 1) 

si .f. est impair et k pair 

* et PO~ -f.>o 
sinon. 
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2. Cet ordre peut être augmenté par l'utilisation de , méthodes offstep. 
Notons cependant que ces m~thodes présentent aussi certains inconvénients 
- les méthodes offstep ne sont pas à itérations directes puisque akO 1 0 

- par ailleurs, les méthodes offstep intéressantes c'est-à-dire celles pour 
lesquelles O < v < k-1-2s ne sont pas A stables. 
En effet, nous verrons au chapitre VI que l I ordre maxthlum d I une méthode 
(k-1), A.stable vaut 2 (Da hlquist .(12.) ). 

Par conséquent, puisque le théorème • 3 -7 fournit, pour une méthode offstep 
(k-1) une borne inÇérieure de l'ordre d'erreur p, qui vaut au moins 3, nous 
concluons immédiatement que la méthode n'est pas A.stable. 
Dès lors, les méthodes offstep présentent peu d'intérêt pour l'intégration 
des systèmes Stiff que nous introduirons au chapitre IV. 

0 

0 0 
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C H A P I T R E I V 

PROBLÈME DE STABILITÉ DES SYSTÈMES STIFF 
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4.1. NOTATIONS 

Nous déf;nirons l es demi-plans suivants, que nous utiliserons 

ans la suite. 

R: { F; f C Re F; > 0 } 

L = { F; f t Re F; < 0 } 

G = { F; e t Im F; > 0 } 

H = { F; f t lm . ~ < 0 } 

noterons respectivem nt r. - - la fermeture deR, respectivement ous n, G, H, 

t ,G,H. 

4.2. INTRODUCTION 

Jusqu'ici, nous avons envisagé la convergence des mét hodes (k,~) 
c 'est-à-dire que, en une abscisse x fix ée, la solution numérique vérifie : 

lim Yn = y(x) 

h -+ 0 

nh = x-a 

A présent, nous allons considérer un h fixé. Il se peut alors 
que la solution numérique ne tende pas toujours vers la solution théorique 
l o~sque x tend vers l'infini. Ce phénomène est appelé ~t.à.bili,t.é 6aible. 
Nous allons tâcher de trouver des conditions pour que 

lim Yn = y(x) 
n....., 

x=a+nh 
h fixé 

4.3. STABILITE FAIBLE. REGION DE STABILITE ABSOLUE 

Intégrons l'équat ion différentielle 
y' = ).y 

où y ( 0) = 1 et >.. e C 

(4.0) 

(4.1) 
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Nous justifierons dans la suite le choix d'une telle équation différentielle 
scalaire avec 'uri). complexe. 
Si nous utilisons la méthode (k,~) définie par 1 'opérateur (1.7), nous obte­
nons la récurrence 

k .t 
hj ). j ! E Cl •• Yn+i = 0 n=O,l, . . . 

i'=o j=o lJ 

i 
µj Notons n; (µ) = E et• • 

. l J J=O 

Ceci nous permet d'écrire (4.2) comme suit : 
k . 

i:o n;{h À) Yn+i = 0 n=O, 1 , ... 

Dans ce qui suit, nous utili erons l'abréviation : 

µ = h L 

( 4. 2) 

(4.3) 

(4.4) 

Pour exprimer les conditions que nous cherchons, il est nécessai­
e d'exprimer la solution numérique de (4.1) par la méthode (k~t) (4.4). 
i k valeurs initiales sont fournies, cette relation définit de façon unique 

ne suite {yn}n=O,l, ... ' à condition que nk{µ) soit non nul. 

Dans une premièr étape, nous fixerons unµ tel que nk(µ) soit 
non nul. 

Dans une seconde étape, nous laisserons varierµ dans le plan complexe 
. fin de déterminer ceux qui e,rmettent de vérifier la relation (4.0). 

Un problème se pose si un des µ est racine de nk(µ). 
Dans ce cas, la récurrence (4.4) devient: 

k-1 
_E ni(µ) Yn+i = 0 n=O,l, •.• 
l=O • 

et fournira, avec k-1 valeur s initiales, une suite {y} uniqu e à n n=O, 1, .. . 
conditionq~ nk-:l(µ) soit non nul. 
Si nk_ 1(µ) est nul, on applique le même raisonnement. 
Ainsi donc, nous pourrons obtenir une suite {Yn}n=O,l, ... unique, pour autant 
queµ ne soit pas racine de ni (µ) i =O,l, ... , k. 
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C'est pourquoi nous ferons l'hypothèse, dans tout ce qui suit, que n;( µ) 
i =O,l, ... ,k n'ont pas de facteur commun non constant. 

remière étape: résolution de l'équation (4.4) avec~ fixé 

La relation (4.4) détermine dans ce cas une récurrence linéaire 
d'ordre k, à coefficients constants. 
La forme générale de la solution s'écrira alors [ 25 J 

s mi 
Yn = r r 

i =l j=l 

oü t;, i=l, ... s sont les racines distinctes de multiplicité mi de 1 'équation 

et C .• 
lJ 

k 
t (ç) = r ni(µ) ç1 = 0 

i=o 

i=l,2, ... ,s 
j=l,2, ... ,m; sont des constantes. 

(4 .5) 

Ce même raisonnement peut être me né quel que so it leµ f ixé , 
pourvu que nk(µ) soit différent de O. 
Par conséquent, la formule (4 .5 ) s'écr ira : 

k . l 
= l: ri • (µ ) t ,<.. = 1: p · (t ) µ j = 0 

• ,<.. • j 
,<..=O J =O 

(4.6 ) 

Da ns la littérature, l'équati on (4.6) porte . le nom d ' équation caJtad~ü­

que d'une méthode (k,t). 
I l est clair que t (ç,µ) est un polynôme en deux variables, de degré k en 
ç et t enµ. Nous le nommerons polynôme de c.aJLa.dé/r...U.ation. 

Deuxième étape : µ variant da ns le plan complexe 

Remarque nous ferons pour l a suite l'hypothèse que t (ç,µ) ne peut pa s se 
factoriser sous la forme 

où P(µ) est un pol ynôme enµ de degré au plus t . 

Dès lors, il n'exi stera pas deµ tel que n;(µ) = 0 i =O,l, ... ,k. 
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La résolution del 'équation (4.6) permet de trouver les racines 
~i , i=l,2, ... ,s (s <; k) en fonction deµ. Ces r::;(µ) sont des branches 
de la fonction algébrique déf inie par 

~(ç(µ),µ) = 0 pour toutµ complexe. 

Supposons que nous travaillons avec une méthode convergente. 
Si h est nul, il en est de même pourµ, et çi(O) est racine de p0 (ç). 

On déduit alors de la stabil i té asymptotique (théorème 1.2) que : 

lr::i(O}I <; 1 

si lçi(O}I = 1 alors mi= 1, où mi est la multiplicité. 

Par ailleurs, la consistance (théorème 1.2) .assure qu'une racine de p
0

(ç) 
vaut 1. 
Nous la noterons: 

Z:1(0) = 1 

Puisque m1 = 1, r:: 1(µ) détermi ne une branche de la fonction algébrique ç(µ), 
nalytique dans un voisinage de O et prenant la valeur 1 en O. 
ette branche r:: 1(µ) est appe l ée ~ac.ine pllÂ.nupa.le. 

De manière analogue, on définit les ~ac.ine..6 e.,,o~en:ti,ellVJ r::;(µ) pour i=l,2, 
... , t (t ~ s) comme étant l es branches de ç(µ) telles que lr::i{O)I = 1. 
vec ces nouvelles notions, l a solution numérique de (4.1) par la méthode 

(k,.t) (4.4) s'écrit co11111e suit: 

Yn = Cll E; ~ (µ) racine principale 

+C21 ( ~ (µ) 

+C31 ~ ~ (µ) contribution des 
tielles 

+ ... 

+ ... 
m 

+cs,1 t~ (µ) + cs,2n t~(µ) + ••• + cs,msn s ~~(µ) 

Par ailleurs, la solution th ~orique de (4.1) est 

y(x)=lx. 

racines essen-

contribu­
tion des 
racines 
non essen­
tielles 

(4.7) 
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Cherchons à présent lesµ tels que (4.0) soit vraie. 

Pour cela, fixons un h. · -Voyons à quelles conditions nous avons que 

1. l . ÀX 
1m Yn = 1m e 
~ x-

Il est clair que 

lime"x=O 
X-+<><> 

ssi À E L 

D'autre part, si nous notons c::t l'ensemble suivant : 

nous pouvons dire que 

limyn=0 ssi 
n+oo 

c::t est appelée .ta. !Légion de .td.a..b.ililé. a.b.tiolu.e.. 

( 4. 8) 

Nous comparons dans le tableau suivant les limites des solutions 
numérique et théorique, selon les zones dans lesquelles se trouvent~ etµ. 

/ 

À 
1 im le"xl l im lYnl µ x- n-

• 
E L E èA; 0 0 

E L t/ ~ 0 .,. 0, souvent CO 
.. . 

t/ L E c:t ; o, souvent oo 0 
(Re" t- 0) 

t/ L t/ c:t ; o, souvent - .,. 0' souvent CO 

' 
(Re À t- 0) 

Nous voyons que le comportement des solutions numériques pose 
des problèmes dans les deuxième et troisième cas. Ceci est le phénomène 
de stabilité faible. Pour éviter cela, il est donc naturel de rechercher 
des méthodes pour lesquelles ~ = L. 

(+) T est le plan complexe augmenté :·des points à 1 'infini. 
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De telles méthodes offrent un intérêt tout particulier car elles 
conviennent à 1 'intégration des systèmes stiff, comme nous allons le voir 
dans la section qui suit. 

4.4. SYSTEMES STIFF 

4.4.1. Intégration d'un systeme d'équations différentielles ordinaires 

Considérons le système différentiel 

y• = A y 

satisfaisant à la condition initiale 
Y(o) = Y

0 

où Y est le vecteur (Y(l)(x), y( 2)(x), ... , y(m)(x))~ 

et A, une matrice réelle de dimension m x m. 

(4.9) 

Utilisons pour résoudre ce système, la méthode (k, t ) définie par 1 'opérateur 
( 1. 7). 

Nous obtenons dès lors la ré urrence 
k t 
E E aij hj Aj Yn+i = 0 

i =o j =o 

La relation (4.10} s'écrit en vertu de (4.3) 
k-1 

nk(hA) Yn+k = - E n;(hA) Yn+i 
i =o 

Remarquons que 

n=0,1, ... 

nk(o) = ako qui a été supposé non nul au chapitre I. 

Sans perdre de généralité, posons -le égal à 1. 
Par conséquent, 

1 
nk(o) 

= 1 

et nous pouvons conclure que la série 

1 
. , 

t C. 1'-
i =o 1 

00 

= 

(4.10) 

(4.11) 
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est convergente dans un disq e ouvert de centre O et de rayon r
0

. 

Si p(A) est le rayon spectra l (+) de la matrice A, les séries 

; c;(hA)i 
i=o 

ro 
convergent uniformément pour tout h dans, [O, f17i.T [ . 
Puisque nk(o) = 1, on a que c

0 
=let (4.12) s 1écrit: 

1 = I + G(hA) 

où I est la matrice unité m x m 

(4.12) 

et G(hA) est une matrice don tous les éléments sont bornés uniformément pour 
• tout h dans 

De la relation (4.11), nous déduisons que 
k-1 

Yn+k = - .r 8; Yn+i 
1=0 

où B. 
1 

i =O , 1 , ... , k -1 

Soit 

)
T N 2n = ( y n+k-1' y n k-2' • • • ' y n " IR 

où N = k.m 
ês lors, nous pouvons écrire de façon matricielle 

OÙ CN(h) = -Bk-i -Bk-2 -B 
0 

I 0 0 

0 I 
1 
1 
1 

0 0 0 I 0 

(4.13) 

(+) Le rayon spectral d 1 une matrice est la plus grande de ses valeurs propres 
en module. 



62. 

De proche en proche, on a donc que 

Zn = C~(h) Z0 (4.14) 

puisque CN(h) est indépèndan den. 
Le comportement de Zn dépend donc du rayon spectral de la matrice CN(h). 
On peut montrer [ 25] que 

~ et>t une. vai.e.u.Jt p,top!t.e. de CN(h) .6-i_ e.t -6eule.men:t J.,,i., À et>t une 

val. euJt p.!to p!t. e de. A e..t que 

k . 
t T/ .(/-iÀ) ~-<. ,. 0 (4.15) 

i=o -<. 

Notons que, même si A est réelle,x peut être complexe. 

Remarque 
Observons quel ' équation (4.15) s'identifie à la relation (4.6). 

Dès lors, pour étudier les solutions d'un système du type (4.9), il est suf­
fisant de considérer des équations tests scalaires du type (4.1) où À est 
une valeur propre de A, À € a:. 

4.4.2. Définition d'un système Stiff 

Considérons le système différentiel (4.9). 
Soient À 1, À 2, ... , Àr, les valeurs propres de la matrice A. 
Le système est appelé ~y-6.tème. Sti66 si 

Re À .lt < Re. À Jt- l < ....... ~ Re >.. 2 :E:;; Re >.. 1 " 0 

et Re. À .1t < < Re À 1 

emarque 

Si le système est non linéaire, le rôle de la matrice A est joué 
par le jacobien du système. 
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4.4.3. Problème stiff 

Nous intégrons un système différentiel stiff du type (4.9) par 
une méthode dont la région de stabilité absolue a la configuration représen­
tée à la figure 4.1. 

figure 4.1 

appelons que la solution théorique générale du système (4.9) a la forme : 
r À ix 

Y ( x ) = r k; e V,· ( 4 . 16 ) 

i=l 
OÙ vi est le vecteur propre associé à la valeur propre Ài i=l,2, ... ,r 
et 1< 1 est une constante i=l,2, ... ,r. 
Si le système est stiff, la forme (4.16J assure que la solution théorique 
t end vers O pour x tendant vers l'infini. 
Pa r ailleurs, dans cette solu t ion, le terme dominant est celui qui correspond 
à À1, tandis que la valeur propre Àm fournit un terme né9ligeable. C'est 
pourtant cette dernière qui posera des problèmes pour 1 'intégration des sys­
tèmes stiff. 

Posons h=l. Par conséquent, au vu de la figure (4.1), µr n'appar­
tient pas à~. ·t)ès lors, 1,a matrice CN(h) a une valeur propre de _module 
strictement supérieur à 1 et donc, par (4.14), la solution numérique Zn ex­
plose à l'infini. 
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Pour que cette situation ne se présente pas, il faut choisir h 

tel que h>.r = iir soit dans it . 
Ceci amène souvent des restrictions très sévères sur le pas, 

comme nous allons le consta t er dans l'exemple qui suit. 

Exemple ( 28 J 

Soit 

A :: ( - ~~ 

40 

19 

-21 
-40 

-20 ) 
20 

40 

la matrice du système (4.0) , avec les conditions i nit i ale s 

Y ( o l = Y0 = (_ ~ ) 

Les valeurs propres de A sot : 

Àl = -2 

À2 = -40 + i 40 

À3 = - 40 -i 40 

11 est clair que nous avons affaire à un système stiff. 
La solution théorique de ce système s'exprime comme suit 

Y(x) = y~{x) = 1/2 e-2x - 1/2 e-4ox(cos 40 x + sin 40 
( 

y (x}) ( 1/2 e-2x + 1/2 e-4ox(cos 40 x + sin 40 

y3(x) -e-40x (cos 40 x - sin 40 x) 

Cette solution est représentée à la fi gure 4.2. 

x)) x) 

Supposons à présent quel 'on veuille i nt égrer ce système par la 
mé thode d'Euler directe, dont la relation de récurrence s 'écrit: 

yn+l - yn = h Ayn 

c'est-à-dire Y n+ l = [ I + hA 1 Y n 

Par conséquent, nous pouvons exprimer la solution numéri que de la façon sui ­
vante : 
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. , ·l .:: 

j _: 

• osa 

' ' 1 
i- , J 1 T 1 1 - 1 

' -- ._ -- . -~ -

FIGURE 4.2. 

. 
La convergence de cette solution··numérique vers 0 dépend du rayon spectral 
de I + hA, qui lui-même est gouverné par la plus grande des valeurs propres en 

module de A. 
En effet, Yn tend vers 0 lorsque n tend vers 1 'infini ssi 

Il+ h( -40 + i40)l 2 
< 1 

(1 - h 40) 2 + (40 h) 2 
< l 

De là, on déduit que 
(4.17) 
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Si nous intégrons le système en t re O et 100, un pas aussi petit amène des cal­
-~u]s longs et coOteux. 

Notons que 1 'écart ent~e les par ties réelles de 
plus prononcé (par exemple, R.e 1 = -1 etR.e Àr 
le pas sont alors beaucoup plus sévères. 

Àl et À est souvent beaucoup 
6 r 

= -10 ). Les restrictions sur 

Si nous examinons la figure 4.2, la restriction (4.17) semble aceep­
table. · au voisinage de l'origi ne, car la variation des solutions théoriques 
est brutale. Par contre, lorsque l 1on s'éloigne de l 1abs'cisse 0.1, cette va­
riation est de moins e~·moins marquée et on serait tenté d'augmenter le pas. 
Or, cela n'est pas pennis car h r serait alors hors de c:t et la solution numé­
rique du système exploserait à l 'infini. 

En conclusion, pour intégrer des systèmes stiff, il est souhaita­
ble d'utiliser des méthodes dont le domaine de stabilité absolue contient L, 
car alors tout pas est permis. 
Les méthodes qui vérifient une t elle propriété sont appelées les méthodes 
A--0:ta.blu. 

En vertu de la remarque de la section (4.4.1), la A-stabilité 
ct 'u e méthode sera étudiée . par l e biais des équations tests de type (4.1) et 
par le polynôme de caractérisati on ~(ç,µ) (4. 6) associé. 

4.5. METHODES A-STABLES 

Une méthode. nwnw.que. u:t A--0:ta.ble., .t,J.. appliquée. à l' équa.,ti.on 

y ' • >.. IJ a.ve.c. Re. >.. < 0, elle eng endlr.e. du va.leU/t-6 IJn :te.UeJ, que. 

Lim lj ., 0 
n---n 

poUJt :tout h > 0. 

Par la formule (4.7), cela revient à dire que pour tout).l de partie réelle strie-
t ement négative, on a 

i=l, ... , s 

où çi(µ) sont les racines du polynôme ~(ç,µ) (4.6). 

C) 

0 0 
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C H A P I T R E V 

CARACTÉRISATION ALGÉBRIQUE DE LA A-STABILITÉ 
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5.1. INTRODUCTION 

La A-stabilité, telle que nous l'avons définie au chapitre IV 

nécessite le traitement de polynômes en 2 variables. 
Dans ce ch.apitre, nous nous efforcerons d'abord de créer un lien entre la 
A-stabilité et les propriétés de tels polynômes. 
Ensuite, nous nous poserons la question de savoir s'il y a moyen de véri fier 
la propriété de A-stabilité en un nombre fini d'opérations arithmétiques. 

5.2. POLYNOME CANONIQUE D'UNE METHODE (k,-Î) 

5.2.1. Changement de variable 

Considérons l'équation caractéristique : 
. -t . k 

L 
i=O 

~ (l.1) ~1 
= L ·P. (~ )µJ = 0 

j=O J 
( 5-1) 

Pour caractériser la A-stabilité de la méthode à laquelle est 
associée (5-1), il est utile de considérer le changement de variable suivant 

~+l 
z = R 

~ = z+l 
z-1 

(5-2) 

Ceci a pour effet de transformer l'intérieur du disque unité du plan des~ en 
le demi-plan gauche:L et le cercle unité en l'axe imaginaire. En particulier, 
l'image de;= 1 vaut l'infini. 
Lorsque l'on travaille avec la va~iable z , 
ca ractéristiques p .(~), les polynômes r.(z) 

J J 

r.(z) = (z-l) k . (z+l) J PJ z=T 
k 

= L 
i=O 

i a . . z 
l J 

On introduit aussi des polynômes e.(µ) i = 

~ ~ 
e.(µ) = L a .. µJ 

l j =Ü 1 J 

on utilise à la place des polynômes 
qui vérifient: 

j = 0,1, ... ,t (5-3) 

0,1, ... , k, qui sont tels que 

i = 0,1, ... ,k (5-4) 

Pa r ailleurs, la t ransformation (5-2) nous conduit à utiliser, à la place de 
~(! ,µ), le ·polynôme H(z,µ) défi ni par la relation suivante: 

H(z,µ) = (z-l )k ~ (~~i ,µ) (5-5) 

qui, par (5-1) peut encore s'écrire 
.,t k 

H(z,µ) = L (z-1) p . (~~i) ) j=O J_ L. ~ 
(5-6) 
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Afin de pouvoir rattacher la A-stabilité à des propriétés de 
polynômes, il nous est utile d' introduire des polynômes R.(z) 

· k · · k J • o 
R.(z) = (-l)J r.(z) = L a .. (-l)J z1 = L A .. z1 j = 0,1, ... ,1.. (5-7) 
J J i =0 l J i =0 1 J 

Nous introduisons ces polynômes dans (5-6) de la manière suivante : 
· t j k z+l j 

H(z,µ) = L (-1) (z-1 ) p. (-::::-,-) (-µ ) 
j=0 J z-~ 

Par (5-3), cela revient à noter 
. ,t . . 

H(z,µ) = L (-l)J rJ.(z ) (-JJ)J 
j=0 

Si nous posons q = -µ, nous obtenons par (5-7) que 
t . 

H(z,q) = L R.(z) qJ 
j=0 J 

Le polynôme H(z,q peut aussi s'écrire en faisant apparaître les 
puissances successives de z. 
En effet, si nous portons (5-7 dans (5-8) nous avons que 

..[ k . . 
H { z , q ) = L L A . . z 1 qJ 

j=0 i=0 lJ 

k ,Î 
= L l: A .. 

i=0 j=O lJ 
t . = ~ A .. qJ 
.. 1J Posons Ei(q) 

j.=0 

Dè lors, nous obtenons que 
k 

H(z,q) = L E;(q) zi 
i=0 

i=0, ... ,k 

No t ons le lien entre les polynômes Ei et ei. 
Il est clair que 

Eï(q) = ei(µ) 
c' est~à-dire, puisque q = -µ 

Ei(-µ) = ei(µ) 

Au chapitre IV, nous avions fait l'hypothèse que ~(s ,µ) ne pouvait 
pa s être factorisé selon la forme 

~(s,µ) = P{µ) R(s,µ) 
où P(µ) est un polynôme en µ de degré au plus f . 

Après le changement de variable (5-2), cette hypothèse se traduit de la manière 
su i vante: 



H(z,q) ne peut se factori ser selon la forme 

H(z,q) = v(q) H* (z ,q) 
où v(q) est un polynôme e q de degré au plus .-Î. 

5.2 .2. Définitions 

70. 

(5-9bis) 

a . {z,q) défini par les égalités (5-8) et (5-9) est appelé le polynôme canonique 
de la méthode (k,t) (1-3). 

H(z,q) est donc un polynôme en 2 variables, à coefficients réels, de degré 
k en z et de degré .Î en q. 

b. La fonction algérgique z(q) obtènue en résolvant 
H(z(q),q))= 0 

est appelée la z-6onctlon canonique de la méthodelk--Î.). 

c . De manière analogue, nous appellerons q-0onctlon eanovu.que , la fonction 
algébrique qui vérifie 

H(z,q{z)) = O. 

5. 2.3. Pôles d'un polynôme en 2 variables [37) 

Soit P(x,y) un polynôme en deux variables x et y . 
Les pôles du polynôme P(x,y) sont les x E t tels que : 

P(x, oo) = O. 

Si ous écrivons P(x,y) en faisa t apparaitre les puissances successives de y, 
cel a signifie que les pôles de P(x,y) sont les racines du polynôme en x, 
qui est le coefficient du terme en y de plus haut degré. 

Notons que cette no t ion de pôle peut aussi être déf ini e en 
considérant les y E C tels que : 

p ( oc. ,;y) = 0 . 

5.3. CARACTERISATION DE LA A-STABILITE 

Rappellons qu'une (k- Î) méthode est A-stable ssi les racines de ~( ~, µ) 

son t à l'intérieur du disque uni t é, pour t out µ t.q. Re µ <0. 
En te rmes du polynôme canonique, cela revient à dire que l es raci nes de H(z ,q) 
doi vent se trouver dans L pour t out q tel .qu e Re q > O. 
Nous traduirons cela dans la formule suivante 



Une (k-l) méthode est A-stable 

ssi 
H{z,q), son polynô e canonique, est tel que 

Re q > 0 ~ Re z ( q) < 0 

pour q et z(q) vérifiant H(z,q(z)) = 0 

La formule (5-10) est logiquement équivalente à 
Re z ~ O ~ Re q(z) ~ 0 

5. 3.L Théorème 5".:.1(191 

Soie.nt z et. q(z) vé.Ju6ia.n:t 
H(z,q(z)) = O. 

La eondltion !5-7 7) ut équ.ival.e.nte. à 

Re. z > 0 ~ e. q ( z) < 0 

' ou e.neoJz.e. a. 

Démonstration 

Re.z>O ~ Re. q(z)<O 

Re. z = 0 ~ e. q ( z) < O 

Montrons_d 1 abord_l 1 éguivalence_de_f5-ll}_et_f5-12l 
. . 

L'implication [ (5-11) ~ (5-12) ] est triviale. 
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(5-10) 

( 5-11) 

(5 - 72} 

(5 - 13) 

Pour montrer [ (5-12) ~ (5-11)1, il nous suffit de voi r que (5-12) entra î ne 
Rez= 0 ~ Re q(z) < 0 (5-14) 

Si z est un pôle de H(z,q), al ors q vaut l'infini et le signe de sa partie réelle 
est donc indéterminé. Par conséquent la relation (5-14) sera toujours vérifiée 
da ns ce cas. 

I 

Sa ns perdre de généralité, nous pouvons don~ considérer que z n'est pas un pôl e. 
Supposons alors, par l'absurde , que (5-14) ne soit pas vraie, c'est-à-dire 
qu ' il existe une paire (z0, q( z0)) telle que 

H(z0 , q(z0)) = o 

avec Re z0 = O et Re q(z0)~ o. 
Pu i sque z n'est pas un pôle, nus pouvons affirmer que les racines du polynôme 
H( z ,q(z)) sont des fonctions c ntinues des coefficients f 31 ]. 
Pa r conséquent q(z) est une fo ction continue de z. 

No us pourrons donc trouver une paire (z1, q(z1)) telle que 
H(z 1, q{z1)) = 0 
avec Re z1 > 0 et Re q( z1) > 0 (5-15) 
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Cette relation (5-15) contredi t (5-12). 
Notre hypothèse de l'absurde est donc fausse et nous concluons que (5-14) est 
vraie. 
r,;ontrons _ l I égui valence_ de_f 5-llL et _f 5-13) 

Considérons les relations (5-13). Il est immédiat que celles-ci entraînent 
( 5- 11). 

11 nous reste donc à prouver q e [ (5-11) ~ (5-13) J 
Gr· ce à l'équivalence entre (5-11) et (5-12), pour obtenir que 
[ e z > 0 ~ Re q(z) < OJ, il nous suffit de montrer que 

Rez> 0 ~ Re q(z); 0 (5-16) 
ce qui est logiquement équival en t à 

Re q = 0 ~ Re z(q) ~ 0 (5-17) 
Si q est un pôle de H(z(q),q), z devient l'infini et (5-17) est vér ifiée. 
Pl açons nous donc dans le cas oü q n'est pas un pôle et, par l'absurde, supposons 
que (5-17) ne soit pas vraie c'est-à-dire qu'il existe une paire (z(qJ,q0) 
tel le que: 

H(z(q0) ,q0) = o 
avec Re q0 = 0 et Re z(q0) > O 

La continuité des racines de H( z(q),q) par rapport aux coefficients, nous permet 
alors de trouver une paire (z(q 11q1) telle que 

H(z (q 1),q1) = 0 
avec Re q1 > 0 et Re z(q1) > 0 (5-18) 

Cette dernière relation (5-18) contredit (5-lO)qui est logiquement équivalente 
à ( 5-11) . 
Pa r conséquent, .notre hypothèse del 'absurde est fausse et nous avons (5-17). 
La dernière chose que nous devons voir est que (5-11) ou (5-12) qui lui est 
équivalent, conduit à 

[ Re z =0 ~ Re q ~ 0 ] 

Ceci a été démontré dans la preuve de l'implication [ (5-12) ~ (5-11)1 

• 
Remarque 

L'argument de continuité des raci nes q du polynôme H(z,q) par rapport à ses 
coefficients est valable pour autant que H(z,q) ne puisse pas se factoriser 
sous 1 a forme 

H(z,q) = V(q) ~(z,q) 
L'hypothèse (5-9bis) que nous a ons faite sur le polynôme canonique dans la 
sec t ion $ -2 permet donc l'emploi de cet argument. 
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5.3.2. Définition 

f(z) est appelée fonction positive si et seulement si 
Rez> 0 ~ Re f (z) ~ O (5-19) 

Si, en outre, les coefficients de f(z) sont réels, alors f{z) est une fonction 
positive réelle. 
Ces définitions restent valabl es dans le cas où f(z) a la forme d'une fraction 

·_nJz) 
f{z) = afz) 

où n(z) et d(z) sont des polynômes et d(z) non constamment nul. 

5.3.3. Théorèmè s-2 [ 19 l 

Une. méthode. (k,l) eo.t A-.tJ.ta.ble. 1.:;,i e..t 1.:;e.u.le.me.n.t -0l l' oppo-0é. de. 

1.:;a q-6onw.on canon,lque., ou l'oppo1.:;é. de. 1.:;a z-6onw.on canon,lque., eo~ une. 

6onw.on algé.W.que. po.t,,l.t,ive.. 

Ce théorème est évident si l'on interprète (5-11) et (5-13) au vu de (5-19}. 

5. 3. 4~ Définitions 

Un polynôme p(z), non nul, est Hurwitzien s'il h
1o1.. pas de racines 

dans R. Il est strictement Hurwitzien si toutes ses racines sont dans L. 

Ansell [ 1 J a généralisé cette notion d'Hurwitzité pour un polynôme 
à deux variables, de la manière suivante: 

H(z,q(z)), polynô me réel non nul, à deux variables est Hurwitzien 
au sens strict, si et seulement si il n'a pas de 

ni dans Rez> 0, Re q(z) > 0 

ni. dans Rez> 0, Re q(z) = 0 

ni dans Re z = 0 , Re q(z) > O 

5. 3. 5. Théorème 5 -3 [ 19 ] 

racines 
(5-20a) 
(5-20b) 
(.5-20c) 

Une. mé.thode.(k,.t) eo.t A-1.:;.ta.ble. -0l e..t 1.:;e.ule.me.n.t 1.:;,i_ 1.:;on polynôme. 

cano n,lque. H (z 
1
q ( z) ) u~ un polynôme. e.n 2 vaJua.bleo, HUJI.W.Uzle.n au 1.:;e.n.t, .t,:tlud. 

Démonstration 

L'Hurwitzité d'un polynôme peut encore s'exprimer de la façon 
suivante: 
Soit (z,q(z)) tel que H(z,q(z)) = 0 
Les relations(5-20a) et(5-20b) sont équivalentes à 

Rez> 0 ~ Re q(z) < 0 

et {5-20c) est équivalente à 

Re z = 0 ~ Re q ( z ) < 0 
Par conséquent, en interprétant les relations (5-13) nous obtenons immédiatement 
le t héorème 5-3. 

■ 
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Notre problème de A-stabilité s 1est ainsi ramené à la vérification 

de l'Hurwitzité stricte d1 un polynôme en deux variables. Il est donc naturel 
de rechercher un critère d'Hurwitzité stricte. 

5.3.6. Théorème S-4 (1] 

Soli H(z,q) un polynôme 1téel, non eow..tammen,t nul. 

H ( z, q) v.i.:t. un polynôme e.n 2 vaJu'.,a.b.lv.i, HWl.WLtzien au .6 e.w.. .6.:t.ltict .6-<- e..:t .6 e.ul.eme.n,t 

,6,{, : 

( i l le polynôme 1téel en z, HI z, 1 ) u.:t. .ti.:t.ltideme.n,t HWWJ.i.,tzie.n. 

(U ) poU!t :tout w 1téel., Mni, le. polynôm e. complexe. e.n q, If (iw, q) v.i.:t. HWl.WLtz-L.en. 

(fü ) H(z,q) n'a pa.ti de ôadewt (q-q 0) ave.e Re. q0 = O. 

D~monstration 

1. Montrons_la_nécessité 

Soit (z,q) tel que H(z,q) = 0 
L1 Hurwitzité stri cte de H(z,q) nous permet de dire, par (5-20a) et 

(5-20c) que si Re q > 0 alor s Rez < O. 
Par conséquent H(z,1) a tout es ses racines dans Let est donc strictement 
Hurwitzien. 
D'autre part, par (5-20c) nous avons aussi que si Rez= o alors Re q ~ 0 
ce qui assure l'Hurwitzité de H(iw,q). 
L'Hurwitzité conduit également à (iii) . En effet, supposons qu'il existe un 
facteur (q-q0) avec Re q0 = 0 
Dès lors, o~ peut écrire 

H(z,q) = (q-q0) H' (z,q) 
ce qui assure que 

H(z,q0) = O pour t out z E C 

Par conséquent, on pourrait avoir des racines de H{z,q0) telles que 
Rez~ O et Re q0(z ) = O 

Ce qui serait contraire à l ' Hurwitztté stricte (5-20b). 

2. Montrons_la_suffisance 

Si H(z,q) est con t ant, comme par hypothèse H(z,q) est non nul, 
l'Hurwitzité stricte est immédiate. 
Supposons donc H{z,q) non constant. 
Dans ce cas, H(z,q) peut se décomposer selon un produit de polynômes 
irréductibles (c'est-à-dire de polynômes qui ne peuvent plus être exprimés 
comme produit de polynômes no n constants). 
Dans cette factorisation, nous noterons: 
h(z) le produit des polynômes irréductibles qui sont indépendants de q. 
h(q) le produit des polynômes irréductibles qui sont indépendants de z. 
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Le produit de tous les autres polynômes irréductibles s'écrira comme 
le produit de Hs(z,q) et Hr(z,q) où Hr(z,q) regroupe seulement les polynômes 
qui sont, à une constante multiplicative près, égaux à certains facteurs 
de Hs(z,q). Par conséquent, les polynômes de Hs(z,q) ne sont pas multiples 
constants les uns des autres. 
Nous écrirons donc H(z,q) sous la forme 

H(z,q) = h(z) h(q) Hr(z q) Hs(z q) (5-21) 

La condition i) assure h( z) n'a pas de racine dans R. 
D'autre· part ii) et iii) permettent de dire qu'il n'existe pas de racine de 
h(q) telle que Re q ~ O. 
Par conséquent, étant donné (5-21) et grâce aux définitions de Hs(z,q) et 
Hr(z,q), nous aurons établ i l'Hurwitzité au sens trict de H(z,q) si nous 
parvenons à montrer que H

5
(z,q) est Hurwitzien au sens strict. 

La résolu.ho"ide l 'équation Hs(z,q) = 0 nous permet d'obtenir q 
conme fonction algébrique de z : q(z) 
Considérons alors la tran formation bilinéaire 

s = g+_l_ 
q-T 

(5-22) 

En portant l'expression de q(z) dans (5-22), on obtient S, fonction 
algébrique de z. Nous la noterons S(z). 

~~2_!_:_~i~l-~_!Q~~-~ê~_EQlê~-~~D~J=-
La condition ii) assure que q(iw) sera tel que 

Re q(iw),;;;; 0 
Par conséquent, nous aurons que 

!Re (q(iw)+l) 1 < 1 Re (q(iw)-1) 1 
et donc IS{z)I < 1 pour Re z=O t5-23) 

La fonction S(z) étant atnsi bornée sur l'axe imaginaire, elle ne peut y 
avoir de pôles. 
Ceci nous pennet d'affinner que S(z) n'a pas de pôles à l'infini. 

Par ailleurs, dei) nous tirons que Hs(z,1) a toutes ses racines dans L 
Remarquons que les racines de Hs(z,1) sont les pôles de S(z). 
En tenant compte de (5-24) nos concluons donc que tous les pôles de S(z) sont 
f inis et situés dans L. 

p~~-f_:_8~Er~~~D!~!iQD_ÇQ~f2rm~_gg_~f~l 
La fonction algébrique S(z) détermine une surface de Riemann, comportant un 
nombre fini de régions ou feuilles (8 l. Si nous considérons la surface de -Riemann correspondant à R, nous aurons plusieurs feuilles Fi pour i = 1, ... ,n 
chacune contenant l'axe imaginaire, endroit où elles se joignent. 
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Par la définition des feuilles d'une surface de Riemann et puisque S{z) n'a pas 
de pôles sur l'axe imaginaire, nous pouvons dire que sur chaque feuille Fi, ls(z)I 
est injective et continue à l'.intérieur et sur la frontière de F;. 
Par conséquent, sur chaque F. 1s(z)I admet une valeur maximum et puisque les 

l ' n 
F. sont en nombre fini, !S(z)I possède un maximum sur U F .. 

l i=l l 

Par ailleurs, choisissons arbitrairement z0 dans l'intérieur de R. 
Les valeurs de S(z), pour z dans un voisinage de z0, peuvent être données de 
façon par~Métrique par plusieurs fonctions 

s.(t.) i=l, ... ,n 
l J 

chacune étant analytique dans le vo1s1nage considéré (ceci par le pas 1). 

Les tj sont donc des puissances fractionnelles positives de (z-z 0). 

Par la factorisation (5-21) nous avons éliminé de S(z) les branches constantes. 
Dès lors, le théorème du maximum du module assure que chacune des fonctions 
s . (t.) i = 1, .. . ,n atteint son module maximum sur 1 'axe imagina i re. Par 

l J 
conséquent !S(z)I a~teint aussi son maximum sur l'axe imaginaire. 
Par la relation (5-23) nous avons dès lors que 

1 S ( z) 1 < 1 pour tout z te 1 que Re z > 0 (5-25) 
Etant donné la forme (5-22) nous constatons que 
- si Re q(z) > 0 alors IS(z)I > 1 pour tout z et donc en particulier pour z 

t el que Rez~ 0 

- i Re q(z) = 0 alors IS(z)I = 1 pour tout z et donc en particulier pour z 
t el que Rez> O. 

En conséquence, (5-25) sera vérifiée si et seulement si 
Hs(p,q) n'a de racines 

ni dans Rez> 0 et Re q > 0 

ni dans Rez= 0 et Re q > 0 

ni dans Rez> 0 et Re q = 0 

ce qui est une traduction de l 1 Hurwitzité stricte du polynôme Hs(p,q). 
■ 

Remarques 

1. Si nous prenons en considération l'hypothèse (5-9bis), la condition iii) du 
théorème 5-4 est immédiatement vérifiée et il n'y a pas lieu de la prendre en 
considération dans l 1 énoncé. 

2. La propriété de A-stabilité est symétrique en les variables z et q du 
polynôme canonique H(z,q). Par conséquent, le théorème 5-4 peut s' énoncer 
en permutant les rôles de z et de q. 
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5.3.7. Théorème f-5 [ 19] 

Avant de clore cette section énonçant les théorèmes fondamentaux 
de la caractérisation algébrique de la A-stabilité, nous énonçons une dernière 
condition nécessaire, qui nous sera utile dans la suite pour établir l'ordre 
maximum que peut atteindre une méthode A-stable. 

SoU une mUhode (k-l) e:t .6on polynôme Qanonique H( z ,q) 

vélu6ia.n,t l' hypot.hè.6 e ( 5-9 bi-6) . 

S-l la méthode ut A-.&table, afoM : 

.&ont du 6oncûon.6 po.6ilive.& ~éet.e.e.&. 

iü) .:tou.& le.ti c.oe6Muen.t.6 A .. ont le même .&igne. 
-<..J 

Nous omettons la démonstration de ce théorème car elle utilise 
un lemme énoncé par Jeltsch [ 25 ] et dont la démonstration offre peu '; d I intérêt 
da ns le cadre de ce chapitre. 

5.4. VERIFICATION DE LA A-STABI LITE EN UN NOMBRE FINI D'ETAPES 

5.4.1. Introduètion 

Le problème que nous nous posons à présent est comment vérifier 
la -stabilité en un nombre fin i d'opérations arithmétiques 1 

Le t héorème 5-4 suggère qu'il y a moyen de résoudre ce problème en utilisant 
1 'a l gorithme de Routh-Hurwitz [18] pour vérifier i). La condition ii) revient 
à dénombrer les racines d'un polynôme à coefficients complexes dans un demi-plan. 
Ce problème peut être résolu grâce au formalisme de Bézout [23] 
C'est cette idée qu'a suivie Ansell [ 1] dans son théorème II. 
Ans e ll considère un polynôme particu·lier, vérifiant l'hypothèse (5-9bis) où V(q) 
serait de la forme (q-q*) avec Re q* = 0 

Sans utiliser le vocabulaire de l'Hurwitzité, Rubin [37] a, de son 
côté écrit un algorithme semblabl e. 
Son mérite est cependant d'avoir considéré des polynômes quelconques, sans émettre 
l 'hypothèse (5-9bis) concernant l a factorisation. 
La t echnique est donc applicable à la vérification de la A-stabilité pour des 
méthodes d'intégration, dont le polynôme de caractérisation n'a pas une forme 
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simple, telles les méthodes composites. 
Par ailleurs, Rubina su tirer profit de certaines propriétés des mineurs 
pr incipaux emboîtés de la matrice de Bézout, de façon à obtenir un critère 
moins coûteux du point de vue calcul et dont l'énoncé montre que la A-stabilité 
peut être vérifiée en un nombre fini d'opérations. 

Puisqu'il paraît de portée plus générale, nous adopterons l e 
procédé employé par Rubin [ 37 ], même si souvent nous poserons une hypothèse 
simplificatrice. 

5.4.2. Utilisation de la matri ce de Bézout pour la localisation des racines 
d'un polynôme dans un demi-plan 

Le but de cette section est de justifier le procédé employé par 
Rubin [37) . Nous ne ferons donc aucune démonstration. Celles-ci peuvent 
êt re obtenues dans Householder L23] et Gantmacher (18] 

Soit le polynôme 
f(z) = a0 + 

où a. E C pour i = 0,1, ... ,n. 
' 

Nous nous proposons de compter le nombre œracines de ce polynôme dans un demi-plan. 
Not ons qu'il est toujours poss i ble de passer d'un demi-plan à un autre, ou d'un 
demi-plan à un disque unité, par une transformation fractionnelle linéaire 
Sa ns perdre de généralité, nous pouvons donc considérer un demi-plan quelconque. 
Tout comme Hermite (+) l 1 a fait, nous compterons le nombre de racines d'un 
po lynôme au-dessus del 'axe rée l . 

Première étape 
. 

Construisons la ma t rice B(f,f) qui est la matrice de Bézout associée 
à f (z) et f(z) où f(z) est le polynôme f(z) dans lequel les coefficients ont été 
conjugués t_23] 

lao a2J • • • • • • • • • • lao an l 

B(f,f) = 
Jao a3I + Jal a2! •••• Jao an+lJ + Jal anl 

(+) C. HERMITE - Sur le nombre des racines d'une équation algébrique comprises 
entre des limi t es données. 
J. Reine Angew. Math. 52 (1856), pp. 39-51. 



OÙ • 

• 

1 aj.ak 1 = aj ak - ak aj 

les coefficients d'indice supérieur à n sont nuls . 

Définissons alors une nouvelle matrice 

A(f) = i B(f ,f) 
Comme B(f,f), A(f) est symétrique, carrée, de dimension n. 
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(5-26) 

Notons que, puisque f{z) est un polynôme à coefficients complexes, il peut se mettre 
sous la forme suivante: 

f{z) = fR(z) + i f 1(z) 
où fR(z) et f 1(z) sont des polynômes réels correspondant respecti­
vement aux parties réelle et imaginaire de f(z). 

En développant les éléments de A(f), on voit alors très facilement que 

A(f) = 2 B(fR,fl) (5-27) 

C'est cette forme de A(f) que nou s utiliserons par la suite comme Rubin [ 37] le fait. · 
- - ~ 

Deuxiè~e étape: théorème d'Hermite [ 23] 

La -0..i.gna.:Cwte. de. A ( 6) u:t égale. à .e..a. cli.,6 6 él{.e.nc.e. e.n;tl{.e. le. nombl{.e. de. 

l{.ac...i.nu de. 6 ( z) -0 e. -0,<;Cu.a.n.;t. -0;tl{...i.c.:te.me.n:t au.-duuu de. ,e_ • a.x,t l{.ée.l e,t -0;tl{...i.c;te.me.n:t 

e.n-de.MoM de. l'axe. l{.ée.l. 

Troisième étape 

Le théorème d'Hermi te nécessite la détermination de la signature de 
la ma t rice A(f). Ceci peut se faire par la méthode de Jacobi. 

Pour déf inir la signature de A(f) , nous considérons la forme quadrat ique qui lui est 
assoc iée: 

Q(x,x) = X A(f) X,:-

OÙ x est un vecteur ligne à n éléments. 
La si gnature de A(f), notée o est, par définition, la différence entre le nombre TI 

de carrés positifs et le nombre v de carrés négatifs dans la forme quadratique Q(x,x). 
Nous avons donc 

0 = TI - '\) 

et nous savons que le rang r de A( f ) est tel que 
r = TI +.v 

Le théorème de Jacobi nous permet alors de déterminer la signature de A(f) de 
la manière suivante (18) 

(+) 

\>· J1• 

( kxk) 

S..i. poUll. .ia 601Une. quadltatique. 
n 

Q(x,x) = 1: a . k x . x,__ 
..i., k= 1 ,(_ ,(_ r, 

de. Mng I{., .i'inégaii;té 

Vk = A (7 2 ••• •• k) f 0 
1 2 . . . . . k 

poUll. k = 1 , 2, . . . I{_ (+) 

i 2' ••• ' i k) . est une not ation pour le déterminant de la sous-matrice 
j2' ••• , J k 

de A, formée des lignes i 1, ;2' ... , ik et des colonnes jl' j2' ... ' jk 
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ut 1:,~owe., le. nombfl.e. TI de. c.aNté-0 po-0ilio-0 et le. nombhe. V de. caJrJté-0 

néga,ü,01:, de Q(x,x), colnclde.nt '1.Upe.wveme.nt avec le. nombfl.e P de. 

pvunane.ncu de. 1:,,i,gne. et le. nombfl.e V de. v~ono de. 1:,,i,gne da.no 

la 1:,u.,,U,e. : 

1, v,, v2, ... , vn 

La 1:,,i,gnatWte. de. A .Mit afofl.1:, 

a=fl. - 2V 

Par conséquent, si tous les vi (qu i sont aussi appelés mineurs principaux emboîtés) 
sont strictement positifs, nous au rons que 

a = r 
et donc, par le théorème d'Hermite , toutes les racines de f(z) seront situées 
strictement au-dessus de 1 'axe réel . 

Remarq es 

1. L'application du théorème de Jacobi nécessite que les Vk soient non nuls .pour 
k = 1, 2, ... , r. 

Il e pose donc un problème pour le nombre de variations de signe dans la ;suite 
(1, v1, ... , V~) si certains de ses éléments sont nuls. 
Gan tmacher ( 18, p. 248 !] a résol u ce problème en di~ant que 

si v1 t- O 

vl+l = 0 = vl+p = 0 

Vl+p+l ! 0 
alors, le nombre de variations de signe de la suite (1, v1, ... V) vaut r . 

si p est . . ~l 1mpa ir: 

p+ l - s P/2 Vl+p+l si p est pair 2 OÙ E = (-1) signe 
vl 

Par cette dernière formule, il est clair que la nullit~ d'un t erme dans 
la suite (1, v1, ... , Vr) entraine au moins un changement de signe. 

2. La ma trice de Bézout associée à deux polynômes à coeffici ents réels a un autre 
usage que celui de compter les racines dans un demi-plan. 
En effet, ce formalisme permet de dire si deux polynômes à coefficients réels 
admettent un diviseur commun ou pas. 
Householder [ 23 ]démontre que de ux polynômes réels de degré n, f(z) et g(z) ont un 
divi seur commun si et seulement si le déterminant de la matrice de Bézout qui 
leur est associée est nul. 
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5.4.3. Définitions du polynôme transformé et de la A-stabilité transformée 

Considérons de manière générale 

( , m n ci i 
t µ,s} = E E aij ½ µV (5-28) 

i=O j=O 

un polynôme réel en deux variables, qui est le polynôme de caractérisation d 1 une 
mé thode d1 intégration. 
Ce polynôme est de degré mens et nous ne faisons aucune hypothèse quant à son 
irréductibilité ou ses factorisations possibles. 
Nous effectuons alors deux transformations successives : 

- l a première change le disque unité du plan des s en le · demi-plan gauche L des y 

(5-2) 
On considère ainsi le nouveau pol nôme 

P(µ,y) = (y-l)m t(µ; ~~f) (5-29) 

- la seconde opère une rotation de /2, dans le sens anti-horlogique, sur la variable 
)-l de P, .et une rotation de TI/2, dans le sens horlogique, sur la variable y de P. 
On définit dès lors 

P(w,z) = P(iw, -iz) (5-30) 

En combinant (5-29)et (5-30), et en négligeant un facteur (i)-m, on peut écrire 

P1 (w,z), appelé polynôme transformé associé à t (µ, s ) de la façon suivante : 

(5-31) 

Défi nit ion 
Soit P1 (w,z) un pol ynôme complexe. 

P1 (w,z) satisfait le critère de A-s ta bilité transformée si et seulement si, pour 
. 

tout w dans le demi-plan supérieur G- , les racines de P1 (w,.) sont situées dans le 
demi-pl n inférieur H 

Théo rème 5-6 [37) 

Soli t (µ, s l un poly ôme ~éel de deg~é men s 
e;t P1 (w, z) -0on polynôme .tJr.an.66o~mé, de deg~é m' en z. 
t (µ,ç;) -0 a:lu,6cu.;t la A--0,tahilJ;té .6Â.. et .6eulemen-t .6i 

i) m' = m 

ü) P' -0a..tJ...66ail la. A-.6,tab,U.,U:é .vr.a.n-06o~ée. 

Démonstration 
Pas 1 - lemme 

Soient t (µ,s) comme donné en (5-28) et P1 (w,z) comme en (5-31) 
Supposons que t(µ,s) soit factorisé de la façon suivante 

t (v, s ) = ~(v) ~(s) t (µ, s) (5-32) 
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. où ip(µ) est le P.G.C.D. des coefficients des puissances 
successives de; dans <P (µ, ; ) et 'i'( ; ) le P.G.C.D. des 
coefficients des puissances deµ . 

La mu l tiplicité de 1 comme racine de 'i' et m-m 1
• 

En pa r ticulier m = m' si et seulement si ~(l) # O. 

Démonstration du lemme 

Faisons subir à (5-32) la transformation (5-31) 
Nous obtenons 

- -
on "' • ( w) = "' ( i w) 

'il·;(z) = (z-i) 3 'i'(Z+l) 
Z-: i 

où a est le degré 

(5-33) 

(5-34) 

de 'i' 

- m-a - Z+l P'. (w,z) =- (z-i) <P(iw,M) (5-35) • 

Notons j la multiplicité de 1 comme racine de 'i'(~);'i'(;) peut dès lors se 
factoriser : 

'i' ( ç ) = ( ~ - 1 ) j T( ~) 
où ~(ç) est de degré a-j. 

La formule (5-34) nous donne l'effet de la transformation (5-31) sur 'i'(ç). 
Nous pouvons dès lors écrire 

'i' 1 (z) = (z-i)a 
ou encore 

'i' 1 (z) = (2 i)j (z-i) a-j if(~~~) 

Par co séquent'i'' est de degré a-j . 
La rel tian (5-32) assure par aill eurs que~(µ, ; ) est de degré .m-a en ; . 
Le fac t eur 'i'(~) étant un P.G.C.D., i(µ, ~) ne peut plus se factoriser avec un terme 
ne dépendant que de ç. Par conséquent, P1 (w,z) défini par (5-35) sera de degré 
m-a en z. 
La forme (5-33) nous pèrr.iet alors de conclure que m', le degré en z de P' (w,z) 
vérifi e 

m' = a-j+m-a 

Nous avons donc que j, la multiplicité de 1, comme racine de 'i'(;) est m-m 1
• 

De là., nous déduisons inmédiatement que si m=m', cela entraîne et réciproquement 
que 'i'( l ) 1 O. 

• 
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Pas 2 - Démonstration du théorème 5-6 -----------------------------
Supposons que~(µ, ; } soit A-stable et par 1 'absurde, posons m # m. 

Le lemme nous assure alors que ~(1) = 0 et donc ~(µ,l) = 0 pour toutµ E C. 
Ceci contredit l'hypothèse de la A-stabilité de~(µ,;). Dès lors, notre hypothèse 

de l'absurde est fausse. 
La condition : m = m' est donc une condition nécessaire. 
Par ailleurs, si m = m', la trans formation (5-31) a un inverse qui peut s'écrire 

~(µ , ~) = (~-l)m' P_' (-i µ , i ~~ j) (5-36) 

Par conséquent, si -i-µ E G-, - -µ E R et donc µE 1.. 

D'aut re part, si i {~EH, ~~i E L et donc~ appartient à l'intér ieur du disque 
unité . 

Il est donc bien clair que si m=m', la èondition ii) du théorème 
5-6 est équivalente à la condition de A-stabilité . 

•• 
Théorème S- 7 [ 37 ] 

Sod P' (w,z) un polynôme eomplexe. 

P' (w, z ) 1.,a.,t)___f.,oa,ü_ la A--0ta.b-<-LU.é btaMoOJt.mée -0i e;t -0eulemen.,t ,t,,i, 

,[) .tou,tu le1., Ji.a.une;., de P' (. ,,[) -00n.,t da.nt. H 
«) P' (., z) n' u.t peu fu 6oncüon eoM.tan.,te nu...U.e , poWt .tou.t z E /R.. 

,[,[,[J PoWt .tou.t w E JR, -0i P' (w,.) n' u.t pa..6 la 0oncûon eoM.tan.,te nu...U.e, .tou,tu 

l u 1taunu de P' lio,.) -0on.,t dan;., H 

La démonstration de ces assertions se base sur un théorème de 
caractérisation analytique de la A-stabilité que Rubin énonce dans son rapport [37] 

et qu'il s'agit de transformer pou r pouvoir 1 'utiliser. 
- . 

Ces transformations sont de peu d1 intérêt dans l'optique que nous avons choisie 
et nous accepterons le théorème 5- 7 sans démonstration. 

5.4.4. Application du formalisme de Bézout pour la vérification de la A-stabilité 
• transformée 

Le théorème 5-6 ramène le problème de la A-stabilité à celui de la 
• A-stabilité transformée. Ce concept est utile dans la mesure où nous voulons utiliser 

le théorème <l'Hermite. 

Considérons le polynôme transformé P'(w,z ) qui est complexe, de 
degré m' en z. Il peut, par conséque nt s' écrire sous la forme 

1 m' T 
P' (w,z) :. [ 1 i ] T(W) [ 1 z z ... z ] (5 -37) 
où T(w) est une matrice 2x( m'+ l) dont les éléments sont des 
polynômes réels en w ou la fonction constante nulle. 
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Si P1(w,z) est de degré n en w, les éléments de u(w) 
sont de degré au plus n. 

Nous définissons alors la matrice symétrique~, de dimension 'Tl11Xm 1 dont les éléments 
ont l a forme sui9ante 

t .. = 
lJ 

m1-max(i,j) 
k 

S=max(O,m1+l -i- j ) 

1 ' 2 \ 

m'+l-i-j-s, sj 
(5-38) (+) 

pour i,j = 1,2, ... ,m'. 
La matrice~ ainsi formée est, à deux permutations de lignes et de colonnes près, 

la ma t rice de Bézout B(PR' P~) précédée du signe _moins. 
Puisque deux pennutations ne changent pas la signature d'une matrice, nous pouvons 
utiliser la matrice T dans la form le (5-27) et lui appliquer le théorème d'Hermite 
pour éterminer, lorsque w réel est fixé, où se situent les racines de P{w,.) 

Nous aurons donc besoin des mineurs principaux emboîtés 
vi(w) = ,- (1, 2, ... , i)pour i = 0,1, 2, ... ,m' 

'J, 2, ... , i ( 5. 39) 
1 

avec v0(w) = 1 pour tout w. 
Ces mi neurs sont des polynômes réels en w de degré au plus égal à 2hi. 

Remarque 

Rubin utilise le formalisme de Bézout de manière détournée. 
Ceci lui est utile lorsqu'il reche rche des formules explicites de factorisation du 
polynôme P'(w,z) sous la forme: 

1 ~ A, 
P (w,z) = D(w,z) P (w,z) 

où D(w,z) est le pl us grand diviseur réel au sens où il le définit [37] 
Househë lder [23] a indiqué que l 1on pouvait obtenir une telle f.actorisation par la 
matrice de Bézout mais il ne donna it pas de telles formules explicites. 

Théorème 5-8 [37] 

(+) la notation 

Soli p'• ·1 w, z) u.n pol ynôme. c.omple.xe. de. de.gJz.é m' e.n z. 

Soie.nt T, T, V'., ,i_ = 0, 1, ... ,m' dé6..[YU,,6 Jz.e..6pe.c.,ûve.m e.n:t e.n (5-37) 
' ,{, 

(5-38), (5-39). 

So.le.n:t w E /R, w oi..xé et .6u.ppo4oni, qu.e. V' 1 (w) I 0 m 
A.loM P 1 

( w, . ) n' a. pa..6 de. Jz.ac..lne..6 Jz.é e.llu . 

En outlte., P' (w,.) a .tou.:tu .6e..6 Jz.a.c..lnu da.ni, H .6.l et .6eule.me.n:t .6.l 

V'.(w) > 0 pou.Jz. .l = 1,2, ... ,m'. 
,{, 

T(:'+l-Ï -j-5 
2) a la même signification que celle des Qk 

s . 

da s le théorème de Jacobi. 
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Démonstration 

Si v~,(w) 1 0, la remarque 2 de la section 5.4 .2. permet de conclure que les 
partie réelle et imaginaire PR et P1 du polynôme P'(w,.) n'ont pas de diviseur 
conmun . 

Or tout racine réelle de P'(w,.) a nule simultanément PR(w,.) et P~(w,.) 
Par conséquent PR(w,.) et P1(w,.) n' ont pas de racines réelles, et il en est de même 
pour P' (w,.). 

Par la section 5.4 .2 , nous savons que le nombre de racines dan s 
un demi -plan est déterminé par le nombre de changements de si9he de la suite 

Vi(w) i = 0,1, ... , m' 
S'il existe des indices i tels que Vi(w) = 0, la remarque 1de la section 5.4.2. 
assure que l'on aura au moins un changement de signe. 
Par conséquent, puisque nous avons poséV0(w) = 1, la suite (l,V1(w), V{(w) ... ,v~,(w)) 
ne présentera pas de changements de sighe si et seulement si 

V~(w) > 0 i = 0,1, ... ,m' (5-40) 
l 

Si (5-40) est vérifiée, cela entraîne et réciproquement, par le théorème de Jacobi 
que 

a(T) =-m' puisque T peut être considérée comme la matrice de 
Bézout affectée d'un signe -

Pa r le théorème d1 Hermite, nous concluons alors que toutes les racines de P'(w,.) 
sont strictement sous l'axe réel c' est-à-dire dans H 

• 
Les théorèmes 5-7 et S-8 vont à présent nous permettre d'énoncer 

un critère de A-stabilité transformée. 

Théorème 5-9 [ 37 ] 

Soli P' (w, z ) un polynôme. eompie.xe. de. de.g~é m' e.n z. 
Soie.nt "t', T, V'., -<- = 0, 1, ... , m' dé6..[Yl.,(,l) IU! . .ope.cüvwe.nt e.n ( 5-3 7) , 

..{_ 

(5 _: 38), (5-39) . 

Suppo.oon.o que. V', ne. .ood pa.o la t5oncü.on eon..otanke. nulle.. 
m 

AioM P' (., z ) n' e.ot pa.o fa 6oncûon eon.otante. nulle. poM tout z E IR. 
En o~e., P' (w, z ) .oa;t,i,,,66o.,U, .te. Mdè~e. de. A-.6.tab..[.t..[té. .tltan.ot5o~é.e. 

.o-i.. et .o e.uieme.nt .o-i.. : 

-<- ) .toute.o lu Mune..o de. P' (. ,-<- ) .oon.t dan.o H 

..[..[) V'. n' e.ot pa.i, fa 6oncûon eon.otante. nui.te. poM ..[ = 1, 2, ... , m' -1 
..{_ . 

; ; l) 17 •. ( W) ;;;, 0 • J " , ~ v-<- poM-<- = , L, • •• , m 

et pOM tou;t W E fR. 
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Démon tration 

L'idée centrale de cette démonstration est d'appliquer le théorème 
5-8 pour toutes les valeurs réelles de w. 

Pas_l _-_P'f-iwl_n'est_pas_constamment_nul_pour_tout_z_E 1R 

Si v' , n'est pas la fonction constante nulle, c 'est un polynôme en la variable w. m . 
Par conséquent, il existe un w réel tel que 

V~,(w) # 0 
Le théorème s~a assure alors que P' (w,z) # 0 pour tout z E tR. 

Nous avons ainsi prouvé la première conclusion. 

Pas 2 - Lien entre les théorèmes 5-7 et 5-9 ------------------------------------------- ' 
Les conditions i) sont identiques dans l'un et l'autre. 
L'assertion ii) du théorème 5-7 est immédiatement vérifi éegrâce au pas 1. 
Par conséquent, la démonstration du théorème 5-9 revient à établir l'équivalence 
entre la condition iii) du théorème 5-7 et les conditions ii) et iii) du théorème 
5-9 . 

Soit w un réel. 
Supposons que P'(w,.) soit la fonc t ion constante nulle. 
Alors (5-37) montre que T(w) = 0 et par conséquent T(w) = 0 et donc V~ ,(w) = O. 

Ceci montre que si w E Y, où Y= {w E IR;V~,(w) f O} 
alors P'(w,.) n'est pas la fonctio n constante nulle (5-41). 
Or, par hypothèse V~, n'est pas constamment nulle. 
Par co séquent Y est l'axe réel à l 'exception peut être d'un nombre fini de points 
qui se aient des racines éventuell s de V',. m 
Pas_3_- _Prenons_eovrh1pothèse_:_ii i l_du_théorème 5 -7 

Soit w fixé dans Y. 
L'affi rmation (5-41) et iii) du théo rème S-7 assurent alors que P'(w,.) a toutes 
ses racines dans H 
Pa r ai l leurs,'puisque w·E Y, P'(w,.) n'a pas de racines réelles par le théorème 5-8. 
Par conséquent, toutes les racines de P'(w,.) sont dans H. 
De nouveau, par le théorème 5-8, pour le w choisi, nous avons que v1(w) > 0 

pour i = 1, 2, ... ,m' et donc l'assertion ii) du théorème 5-9 est vérifiée. 
En outre, les V! étant des polynômes sont des fonctions continues et nous pouvons 

1 
aussi rema rquer que la fermeture de Y estfR. 
Dès lo rs, nous pouvons conclure que 

V!(w) ~ 0 pour tout w dqns lR et i = 1, 2, ... , m'-1 
l 

ce qui est la condition iii) du théorème 5-9. 
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Pas_4_-_Prenons_~our_h~~othèse_les_conditions_ii}_et_iii}_du_théorème_S-9 

Désignons par y= {w E IR: Vi(w); 0 pour i = 1, 2, ... , m'} 

La condition ii) du théorème 5-9 assure que y est l'axe réel à l'exception d'un 
nombre fini de points. 
1R sera donc la fermeture de y. 
Si nou s prenons w dans y, par iii) du théorème 5-9, nous avons que V'.(w) > 0 

l 
pour i = 1, 2, ... , m'. 
Dès -lors-,en vertu du théorème 5-8, P'(w,.) a toutes ses racines dans\4 quel que soit 
w dans y. (5-42) 
Consid ' rons à présent w dans 1R, la fermeture de y. 
Si w est un pôle de P'(w,z), z est i nfini et s~ partie imaginaire n'ayant dès lors 
pas de s_igne déterminé, nous pouvons affirmer que P' (w,.) a ses racines dans H . 

(5-43) 
Supposons à présent que w ne soit pas un pôle. Les racines de P'(w,.) sont alors 
des fo ctions continues des coeffic ients et donc de w. 
Dès lors, s'il existait un w dans~ tel que lm z 7 0 où z est une racine de P'(w,.), 
nous aurions dans y, un w tel que lm z;:;;,, O; ce qui contredit l'affirmation (5-42). 
Par conséquent, nous concluons en con sidérant l'affirmation (5-43) que P'(w, . ) a 
toutes ses racines dans H quel que soit le w réel. L'assertion iii) du théorème 5-7 
est ai nsi vérifiée. 

• 
Remarq ue s 

1. L'argument de continuité des racines z du polynôme P'(w,z) par rapport à ses 
coefficients est valablè pour aut ant que P'(w,z) ne puisse se factoriser sous 
la forme 

P' (w,z) = If' (z) l'"' (w,z) 
Cette condition est assurée par l e fait que v~, ne soit pas une fonction 
constamment nulle car dans ce ca s P'(w,z) admet une factorisation triviale au 
sens où Rubin le définit[37, proposition 3.6]. 
Cette hypothèse simplifie notre ra isonnement mais il est à noter que Rubin 

établit aussi un critère de A-stabilité sans cette hypothèse [37 - théorème 3-16]. 

2. C'es t ce théorème 5-9 qui peut êt re comparé à celui de Ansell (1 - théorème II]. 
La condition que m' =111 (voir théorème 5-6) est immédiatement vérifiée car Ansell 
considère au départ un polynôme qui correspond à celui défini en (5-29) et la 
seul e transformation qu'il opère est celle répondant à (5-30). 
Par conséquent, ce que Ansell vé r ifie est, en fait, ce que Rubin appelle la 
A-stabilité transformée. 

Par illeurs, la forme du polynôme utilisé par Ansell assure que les parties 

réel l e et imaginaire n'ont pas d facteur corrmun. La remarque 2 de la section 
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5.4.2. nous assure dès lors que V~, ne soit pas constamment nul. 

Tout ceci étant noté, le critère de A-stabilité diffère pourtant légèrement 
d' un auteur à l'autre. 
Ansell renforce i) en disant que toutes les racines de P'(.,i) sont dans H. 
Par ailleurs, il ne mentionne pas la condition ii) 
A ce stade, il resterait donc à établir quel est le lien entre les résultats 
des 2 auteurs. 

5.4.5 . Propriété des v!. Nouveau critère de A-stabilité transformée _ _,__ _____ , ___________________ _ 

Théorème 5-10 [37] 

Sod P' (w, z ) le polynôme c.omplexe tlr.ano _601t.mé de deg11.é m' en z 

a.6-6oc.ié au polynôme 11.ée,l ~(µ,s) 

(5-39 ) . 

Démonstration 

Soien,t -r, T et V'. poull. -l = 0, 1,'2., ... ,m' don.n.é-6 en. (5 - 37), (5-38), 
..{. 

AloM V'. e6.t. pa,Ut poUIC. -l = 0, 1, '2., ... , m' . 
..{. 

Cette preuve repose sur un lemme qui donne une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme complexe P'(w,z) soit le polynôme associé 
à un polynôme réel par le biais de la formule (5-31) 

Pas 1 - le11TTie -------------
P' (w, z), polynôme complexe, est le polynôme transformé associé au polynôme réel 
~(µ, s ) si et seulement si 

P' = P' RM R 

P' =-P' 
IM I 

où PM (w,z) = P'(-w,-z) pour tout w,z E C 
et l es lettres R et I indiquent respectivement les parties réelle et imaginaire 
des polynômes considérés. 

Démon stration du lemme 

Le polynôme transformé associé à ~(µ; s ) résultait des deux 
transformations successives (5-29) et (5-30). ~(µ, s) est réel. 
Dès l ors P(µ,y) obtenu par (5-29) est également réel. 



Par conséquent : 
[P(iw,-iz)]* = P(-iw,i z) pour tout w et z danstR. 
où* indique le polynôme conjugué 

89 . 

(5-44) 

Nous allons dével opper chacun des membres de cette égalité . 
La relation (5-30) nous permet d1 écrire 

[ P(iw,-iz)J* = [ P1 (w,z )]* 

= [PR(w,z) + i P1(w,z)J* 

Puisque PR et P1 sont des polynômes réels, cela revient encore à 

[ P(iw,-iz)]* = PR(w,z) - i P1(w,z) pour tout w et z dans IR. 

Par ailleurs (5-30) donne au second membre de (5-44) la fonne suivante: 

P(~iw,iz) = P'(-w,-z) 

= PM(w,z) 

= PRM(w,z) + i P1M(w,z) pour tout w et z dans IR. 

La re l ation (S-44) peut donc s'écrire 

P8(w,z) - i P1(w,z) = PRM(w,z) + i P1M(w,z) (5-45) 
pour tout w et z dans \R. 

Nous concluons dès lors que (5-45 ) est vérifiée si et seulement si 

PR(w,z) = PRM(w,z) 

et -P1(w,z) = P1M(w,z) 

• 
Pas_2 _-_Mise_en_évidence_d 1 une_Qropriété_de_la_structure_de_T. 

No tons m' . 
PR(w,z) = k 0 .(w) zJ 

j=O J 

P' (w, z) étant par hypothèse un polynôme transformé, nous avons, grâce au lemme, que 

PRM = PR 

c 1 est-à-dire 
m' 
L·0.(-w) {-l)j zj 

j=O J 

m• 
= L 0. (w) zj 

j=O J 

Par conséquent, si j est pair, on a 

0j(-w) = 0j(w.) 
et si j est impair 

0j(-w) = -0j(w) 

c 1 est-à-dire que les coefficients des puissances paires (respectivement impaires) 

de z d ns PR sont des polynômes pa i rs (respectivement impairs) en w. 
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Par contre, puisque nous avons aussi que 

Pl - pt IM - - I 

le même raisonnement nous mène a 
paires (respettive·ment impaires) 
(respeètivementpairs) en w. 

la conclusion que les coefficients des puissances 
e z dans P~ sont des polynômes impairs 

Les coefficients de PR et P1 étant les éléments respectivement de la première et 
de la second ligne de T(w) dans (5-37), les éléments de cette dernière matrice 

forment un damier de polynômes pai rs et impairs de la façon suivante : 

--(::::ir ::::ir ::::ir ·····) 

Dès lors, les éléments de T (5-38) forment aussi un damier de ce genre. 
En effet; 

1. ~1 est pair car par (5-38),_nous avons 

tH = Tc, ~=l) 
qui est un polynôme pair par la structure de't(w) que nous venons de mettre 
en évidence. 

2. Su pp.osons que i +j soit pair 
Si s est pair: 2m 1 +l-i-j-s = 2m'+l-(i+j+s) 
est impair et t .. sera une sonme de déterminants de matrices du type 

lJ 

r
lmpair 
Pair 

Si s est i mpa i r 

Pair l 
Impai ci 

2m 1 +l-i - j-s est pair et t .. sommera les déterminants 
lJ 

de matrices du genr.e 

[
Pair Impai ~ 

_Impair Pair J 
Pui sque le produit de 2 polynôm s pairs ou de 2 polynômes impairs est un 
pol ynôme pair et que la somme d s 2 polynômes pairs est un polynôme pair, nous 
concluons que tij est pair si i+j est pair. 

3. Supposons que i+j soit impair 
Un raisonnement analogue a celu i mené ci-dessus conduit a la conclusion que t .. 

lJ 
est impair si i+j l 1 est aussi. 



Pas_3_-_v'i_est_eair_eour_i_=_Oili2i···,m' 

Vi est un déterminant d'ordre i. 

Le développement de Laplace(+) 
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permet donc de l'exprimer comme une somme 
algébrique (avec les signes appropriés) dei! termes de la forme suivante 

i 
ir t 
s=l s, t; 

où r1, r2, r3 ... ri est une permutation de 1, 2, .. , i 

Le pas 2 nous permet de dire que ts r est impair si et seulement si s + r est 
, s s 

impair. i 
Par conséquent, il est clair que TT t est pair si et seulement si 

s=l s ,t; 

i 
Mais I: 

s=l 

i 
I: s + r

5 
est pai r . 

s=l 
s + r = s 

i 
i; 

s=l 

i 
s + J; r 

s=l s 

et puisque l'addition est comnutative 
i i i i 
I: s + rs = I: s + I: s = 2 I: 

s=l s=l s=l s=l 
i 

dans 1R, nous pouvons aussi 

s 

Donc lT ts . est pair, pour t ute permutation r1, r2, ... , ri. 
s= 1 > 's 

écrire 

Puisque v'i est une somme de tels termes, nous concluons que v'i est pair 
pour i = 0,1,2, ... ,m'. 

•• 

que 

(+ ) A.C. Aitken, Ve~eJr.m-i.na.nt.6 and Ma:t!uee..6", Edinburgh, London, Oliver and Boyd (1967). 
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Transformation des vi 
Le théorème 5-10 suggère d'utiliser le changement de variable suivant 

n = w2 

Dès los, on définit les fonctions ,;;z."(n) dans la formule (5-46) 
1 

V~{n) = V!{ n112 ) (5-46) 
1 1 

pour i = 0,1, ... ,m' 

Notons que V'!(n) est, ou la foncti on constante nulle, ou un polynôme réel de 
1 

deg ré plus petit ou égal à ni. 
Il est clair que si V! est constarrunent nul, il en est de même pour V'!. 

l 1 

Appelons ki la multiplicité de O comme racine de Vi pour i = 0,1, ... ,m '. 
Si Vi es t la fonction constante nul l e, posons ki = O. 

Nous définissons alors de nouvelles fonctions Vi( n) de la façon suivante 

Cette de rnière 

k. 
v . ( n) = v 1! ( n) ; n 1 
. 1 1 

formule nous permet 

i = 0, 1, .. . , m' (5-47) 

de dire que, si v •~ (n) est la fonction constante 
1 

nu lle , il en est de même de V.( Q); sinon, V. (Q) est un polynôme réel de degré ni- k;. 
1 1 

Not ons en outre que la forme (5-47) assure que 

Vi{O) # 0 i= O,l, ... ,m' (5-48) 

Grâce à ces nouveaux polynômes V.(n), nous allons pouvoir formuler 
1 

un nou eau critère de A-stabilité. 
L'avant age des V.(r2) est qu'ils sont de degré nettement moins élevé que les V!. 

l 1 



Théorème 5-11 [ 37 ] 

Soli~(µ,~) un polynôme hé.el de de.ghé men~ 

Soli P' (w, z) .te. pol ynôme c.omp.texe. qui lui eA.t a.M:ioCÂ.é, de 

de.gtté m' e.n z. 

Soli 'ïJ. (Q) -<- = 0, , ... ,m' dé.6,i.ri,u e.n (5-39) . 
..(_ 
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Suppo.60n.6 que. V , (St) n' eA.t pM la 6oncû.on c.on.6.ta.n.te. nulle.. 
m 

A.tolt-6, ~(µ ,,) 1:,a;tu.,6a,i,;t .ta p1top1U.é.té de. A--0.ta.b.U.Ué -0-<- e..t 1:,e.u.te.me.n.t -6-<-

-<- ) .toUJ.i .leA pôf.e.-6 de. ~ (J.l , ~ ) 1:,on.t dan.6 1< 
« ) m' = m 

ili)'v . (0) > 0 poutt .tou.t-<- = 1,2, . .. ,m' 
..(_ 

iV) 'il , n I a pM de. tta.CÂ.ne..6 ttéel.te.-6 p0.6-<-ÛVe..6 de. mu.tûplic.Ué -<-mpwe. 
..(_ . 

poutt -<- = 1 ~ 2, ... ,m' . 

Démonstration 

Par le théorème 5-6, il nous suffi t de démontrer que les conditions i) iii) et iV) 
sont équivalentes à la A-stabilité transformée du polynôme complexe P1 (w,z). 
Nous ut iliserons~ pour cela, le théorème S-9. 

Pas_l_- _Les_assertions_i1_des_théorèmes_5-9_et_S-ll_sont_éguivalentes 

Cette équivalence devient évidente l orsque l 1 on considère la transformation (5-31). 
Si z = i,, vaut l'infini et donc examiner les racines de P'(.,i) revient à 

examiner les pôles de~(µ,~). 
Or (5-31) multiplie la première va riable pari. 
No us avons donc: iµ = w 
et inversément: -µ = iw ou encoreµ =-iw (5-49). 
La transformation (5-49) envoie R da ns H 

Pa r conséquent~(~,,) a tous ses pô les dans R si et seulement si P1 (.,i) a toutes 
ses racines dans H 

Pas_2_-_Nouvelle_formulation_de_ce_gu 1 il_faut_démontrer 

Notons que si ii) d théorème 5-9 n 1 est pas vérifiée, la 
condit i on iii) du théorème 5-11 tombe en défaut puisque V. et V! vérifient la relation 

l l 

V. (rl ) = 
1 

où rl: w2 

k. 
Q l 

et donc si 'vi est la fonction nulle, il en est de même pour Vi . 
Il est donc suffisant de voir que, si on a ii) du théorème 5-9, alors il y a 
équivalence entre les conditions ii i ) du théorème 5-9 et iii) et iV) du théorème 
5-11. 



Pas_3_-_Ecrivons_les_conditions_ii i l_du_théorème_S-9_d'une_nouvelle_façon 

Par (5-46) et le théorème 5-10, nous avons que 

Vi( w2) = v1(w) = Vi (-w) pour tout w Effi 

La condition iii) du théorème 5-9 re vient donc à: 

pour i = 1,2, ... ,m' 
et n Emet n > o (car n = w2) 

k. 
Par ~i l leurs n 1 > O pour tout n > 0 
La fo rmule (5-47) assure que Vi{n) est continue en n= 0 et donc nous pouvons 
écrire la condition iii) du théorème S"-9 sous la forme équivalente suivante : 

pour i = 1, 2, ... , m' 
et n E IR, n > o (5-50). 

Pas_4_- _Eguivalence_de_{5-50l_et_des_assertions_iiil_et_iVl_du_théorème_5-11 

Nous ut ilisons le lemme suivant [ 39 ] 
Soit g(u) un polynôme réel. 
Alo rs : g(u) > 0 pour tout u > o,réel 

si et seulement si 
a. lorsque g(u) est une fonction constante 

g(u) i g0 oü g0 > o et réel 

b. lorsque g(u) n'est pas une fonction constante 
• g(u) n'a pas de racines réelles, positives de multiplicité impaire 
• il existe un u

1
> 0 réel tel que g(l{) > 0 

Démons t ration du lemme 

Supposons d'abord g(u) > 0 pour. tout u > 0, réel. 
Si g(u ) est la fonction constante, l a condition a) est irrrnédiate. 
Si g(u ) n'est pas constante, elle n' est pas nulle partout, et donc, il existe u1 réel 
et u1 > 0, tel que 

g(u1) > O. 
Par ai l leurs, nous savons qu'une fo nction d'une variable réelle change de signe 
lorsqu ' elle a une racine de multipl icité impaire. 
Par conséquent, puisque, par h~po\:hèse, g est de signe constant sur tout l'axe 
réel positif, ~(u) n'a pas de racines réelles, positives de multiplicité impaire. 
La nécessité du lenme est ainsi pro vée. 
La suffisance est aussi évidente en utilisant la même propriété du changement de signe 
d' une fo nction à variable réelle. 

• 



Appliquons ce le111T1e pour obtenir la thèse du théorème 5-11. 
Au pas 2, nous avons fait l'hypothèse que vi n'est pas constamment nulle 
pour i = 1, ... , m' . . 

Pa (5-47), il en est de même pour Vi(n) i = 1, . .. ,m 1 

Nous savons aussi de Vi(O); 0 i = 1, ... , m' par (5-48). 
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Dès lors, grâce au lemme, la condition iii) du théorème 5-9, formul ée d'une 
nouvelle façon en (5-50) est réa lisée si et seulement si : 

• vi(n) n'a pas de racines réelles positives de multiplicité impaire 
pour i = 1, 2, ... , m' 

pour i = 1, 2, . . . , m' . 

•• 
5. 4.6. Conclusions 

La première condition du théorème 5-11 peut se formu ler drune 
fa çon un peu différente. En effet, nous savons que les pôles ~(µ, ç) sont les 
racines du polynôme, coefficient du terme en ç du plus haut degré. 

Par conséquent, i) revient à dire que les racines de 

~ a JJj 
j =O mj doivent être dans "R et que am,n soit non nul. · 

Supposons en effet que a soit nul. m,n 
qu i ne serait donc pas forcémen t situé 
Ce t te nouvelle formulation nous montre 

Dès lors, 1(µ,ç) aurait un pôle infini 
dans R. 
que la condition i) du théorème 5-11 

peut être vérifée par l'algorithme de Routh-Hurwitz. 

La seconde condition es t triviale à contrôlèr. 
Il en est de même de iii) puisque Vi(O) est la valeur du terme indépendant de 
ce polynôme. 

Le dernier poin t peut être vérifié par l'utilisa t ion d'un 
al gorithme basé sur les suites de Sturm [4]. 

0 

0 0 
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C H A P I T R E V I 

ETUDE DE L'ORDRE D'ERREUR MAXIMUM DES MÉTHODES 

À PAS ET DÉRIVÉES MULTIPLES, CONVERGENTES ET A-STABLES 
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Ce chapitre rassemble les différents résultats obtenus dans la 
recherche de l'ordre d'erreur maximum des méthodes (k,J) convergentes et 
A-stables. 

Après avoir caract érisé une méthode A-stable en fonction des parties 
paire et impaire de son polynôme canonique (section 6-1), nous démontrerons 

ne propriété intéressante d ces polynômes, à la section 6-2. 

La section 6-3 contient plusieurs caractérisations del 'ordre d'erreur 
d'une méthode convergente, que nous utiliserons pour démontrer les théorèmes 
généraux de la section 6-4. 

Enfin, les conjectures de Daniel-Moore sont énonçées à la section 
6-5 et démontrées dans certains cas particuliers, notamment dans le cas important 
où k vaut 1 et~ est quelconque. 
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6.1. CARACTERISATION D'UNE METHODE A-STABLE, EN FONCTION DES PARTIES PAIRE ET 
IMPAIRE DE SON POLYNOME CANONIQUE 

Soit H(z,q) le polynôme canonique d'une méthode A-stable. 
Définissons sa partie paire : 

1 He(z,q) = 1 [H(z,q) + H(-z,-q)] 

et sa partie impaire 
HO(z,q) = 

S pposons que : 

1 
2 [H(z,q) - H(-z,-q)] 

He(z,q) t O et H0(z,q) t O 

Posons H (z,q) 
Z(z,q) = H~(z,q) 

On vérifie immédiatement que Z z,q) est une fonction rélle impaire. 
La caractérisation que nous nous proposons d'établir, portera non pas sur le 
polynôme canonique lui-même {cf r. chapitre V), mais sur la fonction réelle Z(z,q) 
ainsi définie. 

La démonstration de cette caractérisation nécessite l'introduction de deux lemmes, 
que nous allons examiner préal ab lement. 

Lemme_ 6 .1.[ 1] 

Suppo-0oiu que. la. 6o nc;t,i_on ~a.tionnille. à dellX vcvuablu, S(p,q), -00-Lt. 

analytique. daiu le. doma,i.ne. Re. p ~ 0 

Re q > O. 

Su.ppo.6onf:i éga..temen:t que poWt ;tou.;t. p
0 

de pa.Jt.t,i_e 1tée,.U.e nu.lie, S (p
0

, q) .t,od une. 

6onc;t,i_on ~onne.Ue. de. q tille. que. 

!S(p
0
,q) 1 ~ 7 poWt :tou.;t. q tel que. Re. q = o 

Al oM, on peut a.6 o,UuneÂ que. 

!S(p,q)I ~1 da.nf:ile.doma,i.ne. Re.p>O 

'Re q > o 

Démonstration 

Cette démonstration comprend deux parties, au courant desquelles 
nos appliquerons le théorème du maximum du module. 

lère_eartie 
Fixons p

0 
tel que sa partie rélle soit nulle, et considérons S(p0 ,q) 

fo nction rationnelle en la vari able q. 
On sait que cette fonction rationnelle est analytique dans le domaine Re q) O. 
D'autre part, par hypothèse, no us pouvons affirmer que : 

15(Po,q)I~ +l si Re q = O. 
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Donc, S(p0,q) est analytique dans tout le demi-plan de droite (Re q ~ 0). 
Par le théorème du maximum du module, le module de S(p

0
,q) atteint son maximum 

en un point de l'axe Re q = O. 
Donc 

IS(p0,q)I.;;;; +l pour tout q tel que Re q ~ O. 

2ème_gartie 
Fixons, par ailleurs, q0 de partie réelle strictement positive 

et considérons S(p,q
0
). 

Pr hypothèse, S(p,q
0

) est analytique dans le demi~plan droit (Re p ~ 0). 

Le maximum du module de S(p,q) est donc atteint en un point p0 de partie. réelle 
nulle. 
Pour tout p de partie réelle strictement positive, on a donc 

IS(p,q0)1 ~ ls(p0 ,10) 1 

Or , dans la première partie, nous avons montré que 
ls(p0 ,q0)1.;;;; +1 

On en déduit que 
IS(p,q0)1.;;;; +l pour tout p tel que Re p > O. 

La thèse résulte du fait que ce raisonnement est valable quel que soit q0 de 
partie réelle strictement positive. • 
Lemme_ 6 . 2. [ 5 ) 

Une. 6onc.ü.on po.fiil,i,v e. non nulle. 61>,) n'a pM de. pô.te. dan.fi Re.À> O. 

Si e.ile. a u.n pô.te. 6,lni .fiUJt. Re. À = 0, c.e. pô.te. u.t -fi-<mp.te. et à Jté..fiidu. Jt é. e..t e..t 

po.fiil,i,6. 

Démonstration . 
L'inverse d'une fonction positive est une fonction positive car 

1 
Re f{"X)"= Re f(À) 

lf P..) 1
2 

Prouver la thèse revient donc à prouver qu'une fonction positive n'a pas de zéro 
dans Re À> 0 et que si elle a un zéro fini sur Re À = 0, alors ce zéro est simple 
et la dérivée en ce point est réelle et positive. 
Soit À0, un zéro d'ordre k de f (À), tel que Re ÀO > O. 

On a alor.s que 

Posons 

et 

1 
f ( À) ~ I! 

À - À =-p e i0 
0 

1 dk f (/\) 
k! k 

dÀ IÀ=~ 

= A e i I{) où A > 0 
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On a alors 
Re f (À) ~ A / cos ( k 0 + 1P) 

our que la fonction soit positive, il faut que pour tout 0 tel que 
-TI<;0~TI , onai t 
Re f().) ~ 0 

Or, quel que soit~ , il existe des valeurs de 0 pour lesquelles on a que 
Re f(À) < O. 

Il faut donc que k=O, autrement dit f(À) n1 a pas de zéro dans Re À>O. 
D'autre part, si Re ÀO = 0, une condition nécessaire pour que la fonction 
f (À) soit positive, est que pour tout 0 tel que 

7T 7T 
- "'2"..; 0 ..;7 , 

Re f(À) > 0 

Cela est possible en imposant k = 1 et 4? = O. 
Donc,. Ào est un zéro imaginai re simple de f(À) et la dérivée en ce point est 
un nombre réel positif. 

• 
T éorème 6.1. [ 1] 

Soie.nt N ( z, q) et V [ z, q) , de.u.x pol ynômu e.n lu vaJu.ablu z et q et 

à c.oe.66,lue.na Jr.éel-6 ;te.ù, que. , 

Z(z,q) = ~!~:il 
J.,i oil une. 6Jr.acû.o n Jr.at-lo nneU.e. -lmpa-l/te.. 

Suppo-0011.6 que. N(z,q) et V(z,q) n'ont pM de. -0ac.te.u.Jr. commun non c.on;.,t ant . 

Al oJt-O, lu de.u.x M.6e..lLÜOM -0tu.vantu J.iont éqtu.valentu 

{.i ) S.i Re. z > 0 a.loJt-O V(z,q) • 0 

Re. q > 0 Re. Z (z,q) > 0 

(li) Le. polynôme. 

H(z,q) = N(z,q) + V( z,q) 
. . 

ut un polynôme. à. de.u.x vaJu.ablu, Hl,l/WJ,Üz au -0e.n.6 -0tJr.-lc.t. 



Démonstration 

1. Démontrons_gue_la_condition_est_nécessaire 

Considérons la trans formation suivante 

S(z,q) = Z(z,g)-1 
Z(z,q)+l 

= N(z,g )-D(z,q) 
N(z,q )+D(z,q) 

Par hypothèse, on peut affirmer que 
1 S(z,q)I < 1 dans le domaine Re z > 0 

Re q > 0 

Par continuité, on a que 
!S(z,q) 1 ..;; 1 dans le domaine Rez;;,, 0 et Rez> 0 

Re q > 0 Re q ;;,, 0 

1Cl. 

(6.1.) 

(6.2.) 

Pour simplifier les écritures, désignons ce domaine par O. 
Or, par hypothèse, N(z,q) et D(z ,q) n'ont pas de facteur commun non constant. 
Donc, ces deux polynômes ne pe uvent s'annuler simultanément qu'en un nombre 
fini de paires de points isolés. En ces points, S(z,q) est indéterminé. 
Out re ces cas litigieux, l'iné alité (6. 2) nous permet d'affirmer que 
N(z,q) + D(z,q) est non nul da s le domaine D. Autrement dit, H(z,q) est 

un polynôme à deux variables H ~witz au sens strict. 
Tritons les cas particuliers où N(z,q) et D(z,q) s'annulent simultanément. 

Su posons que H(z,q) = R(z).V( ).U(z,q). 

On a que 
R(z); 0 si Rez> 0 , 

ca sinon N(z,q) et D(z,q) s'a nuleraient simultanément en une infinité de paires 

de points. 

De même 
~(q) ; 0 sj Re q > O. 

Supposons que U(z,q) = 0, dans le domaine D. 
On peut alors exprimer z comme fonction algébrique de q et par continuité 
de la fonction algébrique, il existe une infinité de (z,q) dans le domaine 
D tels que H(z,q) s'annule, ce qui contredit le fait que N(z,q) et D(z,q) 
ne s'annulent simultanément qu ' en un nombre fini de paires de points isolées. 



2. Mo ntrons_gue_la_condition_est_suffisante 

Considérons la tran sformation (6.1) 
Si Rez= O = Re q, on a que 

IS(z,q)i ~ 1. 

D' autre part, H(z,q) ne s'annule pas si Rez ~ 0 
Re q > O. 

Donc, S(z,q) est analytique dans ce domaine. 

On peut donc appliquer le lemme 6.1. : 

Désignons 
On a donc 

Il reste 
si 

alors 
et 

!S (z,q) 1 ~ l dans le doma ine Rez > 0 

Re q > O. 
ce domaine par R. 
que 
Re Z(z,q) ~ 0 dans R. ( 6. 3.) 

à prouver que 
Re Z(z,q) ~ 0 da ns R 

D(z,q) ~ 0 
Re Z(z,q) > 0 dans R 

102. 

c' est-à-dire que Z(z,q) n'a pa s de pôle dans R et qu'elle ne prend pas de valeurs 

pu reme nt imaginaires dans R. 

a. Montrons que Z(z,g) n'a pas de pôle dans R 

Il y a lieu de distin guer troi s cas 

• 1er cas Z(a,q) = 00 pour to ut q et où Re a > O. 

Considéro ns alors d t el que Red > 0 et la fonction à une variable 
Z(z,d). 
Si Rez > 0, alors Re Z(z,d) > O. 

Cette fonction est donc positi ve en la variable z. 
Par le l emme 6.2., el le ne peut donc pas avoir de pôle dans Rez > O. 

• 2ème cas Z(z,b ) = 00 pour t out z et où Re b > O. 
La démonstration es t semblable à celle du premier cas. 

• 3ème cas Z(a ,b) = 00 où Re a > 0 et Re b > O. 

Fixons a et consi dérons Z(a,q) comme fonction de O.· Cette 
fonct ion est posi ti ve en q. Elle n'a donc pas de pôle dans Re q > O. 

- - - - - ------------------
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b. Montrons que 'Z.(z,g) ne prend pas de valeurs purement imaginaires dans R 

Supposons qu'il exi ste (a,b) dans R, tel que Z(a,b) soit purement 
imaginaire. 
Considérons la fraction rationnelle 

1 
P(z,q) = Z(z,q)-Z (a,b) 

Si Re Z(z,q) ~ 0 dans R, il e est de même pour Re Z(p,q). On démontre de la 
même façon que précédemment q e P(z,q) n'a pas de pôle dans R, ce qui contredit 
l ' existence de (a,b). 

■ 

6.2. PROPRIETE DES PARTIES PA IRE ET IMPAIRE DU POLYNOME CANONIQUE D1 UNE 
METHODE A-STABLE 

Supposons que He(z,q) et H0(z,q), les parties paire, respectivement 
impaire, de H(z,q), n'ont pas de facteur commun non constant. Dès lors, les 
hypothèses du théorème 6.1. étant satisfaites, la méthode de polynôme canonique 
H(z,q) est A-stable si et seulement si H0(z,q) est non nul et la partie réelle 
d Z(z,q) est strictement positive, lorsque z et q sont à parties réelles 
st rictement positives. 

Ce critère est le point de départ de la propriété suivante. 

Théorème 6.2. [ 19] 

Con.6idé.Jton.6 une. méthode. à pM et druvév., mu.ltip.tv., A-~tab.te. , de. 

polynôme. eanon,lque. H(z,q). 

Suppo~on.6 que. He.(z,q) f 0, HO(z,q) f 0 et que ev., deux po.tynômv., n'ont pM 

de. 6aete.u.Jt eommun non eon.6tant . 

A.tolL6 He. ( z, q) et H0 ( z, q) ont éventuellement dv., zétto~ ,lmagi naÂJl. e.J.i ~,lmplv., , 

i ndépenda.nt.o de. .e.' au.t/te. vaJt,<,abR.e. et ~ont HUJtL!Jdzie.M au. M .. n.6 ~tlt,let .toMqu' on 

.le.u.Jt a e.xtltait ev., zé.Jto~ éventu.w. 

·Démonstration 

Etudions, tout d'abord, les zéros imaginaires éventuels de He(z,q). 
L1 étude de ceux de H0(z,q) sera tout-à-fait similaire. 
No us envisagerons dans un premi er cas, un zéro imaginaire de He(z,q), indépendant 
de la variable z et dans un second cas, de manière similaire, un zéro imaginaire 

de He(z,q), indépendant de la variable q. 
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1er cas * * * * supposons que He(z ,q) = 0 oü Rez > 0, et Re q = 0 

Il est bien évident que H0(z*,q*) est non nul car sinon le.polynôme 
H(z,q) ne serait pas strictement Hurwitzien. 
D'autre part, l'hypothèse de A-stabilité nous permet d'affirmer, par le 
t héorème 6.1, que 
s i 

Re z > 0 

Re q > 0 

alors 
Re Z(z,q) > O. 

Par continuité, on a immédiatement que 
s i 

Re z > 0 
alors 

Re Z(z,q*) ~ 0, 
ce qui s_ignifie que Z(z,q*) est une fonction positive en la variable .z. 
Le lemme 6.2. démontre qu'une telle fonction ne peut avoir de pôles dans R. 
I l est donc évident que Z(z,q* ) est analytique dans R. 
Par ailleurs, 

Re Z(z*,q*) = 0 où Rez* > O. 

La partie réelle de la foncti on Z(z,q*) atteint donc son minimum dans R. 
Appliquons alors le théorème su ivant [ 32) 

si la partie réelle d' une fonction analytique dans un contour R, atteint 
sa valeur minimale en un point intérieur de R, alors cette fonction est 
constante. 

On en déduit que 
Z(z,q*) =este= Z(z*,q*) 

quel que soit z de partie rée l le strictement positive 
ou encore 

He{z,q*) = 0 pour t out z dans R. 
Nous venons de prouver que H (z,q) peut avoir un zéro imaginaire, indépendant 

* e de la variable z : q=q . 
Montrons ensuite que la multi pl icité de cette racine vaut 1. 
Considérons, pour cela, la fo ction Z(z,q) où z est fixé de partie réelle 
st rictement positive. 
On a que 

Re Z(z,q) ~ 0 pour t out q dans R. 
La fonction Z(z,q) est donc positive en la variable q. Par conséquent, 
el l e ne peut avoir qu'un zéro simple sur l'axe imaginaire. 
La fonction He(z,q) possède don c éventuellement un zéro simple imaginaire, 
i ndépendant de la variable z. 
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2ème cas : supposons que He(} ,q) = 0 où Re~= 0 et Re q > 0 

On applique le même raisonnement que dans le premier cas, en 
i ntervertissant les rôles de z et de q. 
La fonction H (z,q) admet do c éventuellement un zéro simple imaginaire, e 
i ndépendant de q. 

En conclusion, si on extrait tous ces zéros imaginaires de He(z,q), 
ce polynôme prend la forme: 

s t 
He(z,q) = TI (q-q .) TI (z-z.) H r(z,q) 

j=l J i=l 1 e, 

oü H (z,q) ne s'annule ni dans Rez> 0 e,r 

et où Re q. 
J 

Re z. 
l 

= 0 

= 0 

Re q > 0 

ni dans Rez= 0 

Re q > 0 

ni da ns Rez> 0 

Re q = 0 

Vj Es 

Vi E Î 

Le polynôme H (z,q) e,r est donc bien un polynôme à deux variables, Hu rwitz au 

sens strict. 

On peut traiter H0(z,q) de la même façon, en raisonnant avec Z(z:q) 
a lieu de Z(z,q), qui vérifi e également les hypothèses du théorème 6.1. 
Le critère de A-stabilité est alors le suivant : 
si 

a1ors 

Re z > 0 

Re q > 0 

Le polynôme H0(z,q) peut alors s'écrire sous la forme 
s' 1 

H0(z,q) = _TI (q-qJ.) 
J=l 

t' 1 

TI (z-z
1
.) H

0 
(z,q) 

i=l ,r 

où H0 ( z ,q) est un polynôme à deux variables, Hurwitz ,r 
et Re q'. = 0 Vj E $ 1 

J 
Rez'. 

l 
= 0 Vi E î 1 

i 

au sens strict 
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Abordons maïntenant les caractérisations de l I ordre d'erreur de 
méthodes ·convergentes, que nous appliquerons ensuite aux méthodes A-stables. 

6.3. CARACTETISATIONS DE L'ORDRE D'ERREUR D'UNE METHODE CONVERGENTE 

Remarquons tout d' bord que puisque les méthodes envisagées sont 
convergentes et que nous n'i tégrons que des équations différentielles du 
premier ordre, l'ordre d'err ur et l'ordre de consistance sont identiques. 
I l suit donc de la définition del 'ordre de consistance qu 1 une méthode (k,i ) 

l'ordre d'erreur p ssi 

L[e"\hJ = C (h >.) p+l e"x + O((h >.)p+l) (6.4) p+l 

avec cp+l I O 

et pour tout>. E C. 

En se rappelant la définition du polynôme de caractéri sation et de 
l 'opérateur L [y(x),h], on prouve aisément que 

t (e"h,µ) = L[e"x,h ] e- >.x (6.5 . ) 

On déduit de (6.4) et (6.5) que la méthode al 'ordre d'erreur p 
ss i 

t (eµ,µ) · = cp+l µp+l + O( µP+2) . si µ+ o 

En effectuant le changement de variable 
' = eµ, 

l 'égalité (6.6) devient 
t ,,, 109 ') = cp+l ( ' -1) p+l + o(( , -l)P+2) 

(6 .6) 

si ~ + 1 (6.7) 

Nous avons donc obtenu une condition nécessaire et suffisante pour 
que la méthode soit d'ordre p, en fonction de son polynôme de caractér i sation, 
comme fonction de , (6.7) et comme fonction de µ (6.6). 
Nous souhaitons maintenant trouver 1 1 équivalent de ces conditions en fonction 
du polynôme canonique. 
Le théorème 6.3 donne la caractéri sation équivalente en fonction de l a variable 
z , tandis que le théorème 6.4 la donne en fonction de q. 

T éorème 6. 3 [ 19 

Une. mé.-thod e. à peui e,t dé.Juvé.u mu.Lûp.tu, c.onveAg e.nte. a .t • oJtcVte. 

d' e.M.e.Wl. p .6.6i 

.L Hl z, - log z+1 J~ c 
z'<· z- 1 p+ 1 

2 p+ 1 
(- ) .6,<, z + CX) z (6 . 8 ) 



Démonstration 

et 

Par la transformati on (5.2), on obtient que 
2 

z-1 = t-=î 

2 -2 ç -1 = - + O(z ) si z + oo z 
Ces égalités, ainsi que (5.5) nous assurent que 

z+l 2 k H(z, -log z::-r) = (~ _1) ~(~, log ç). 

En vertu de (6.7) et (6.9), on obtient que 

H(z, -log~)= 2P+l C l z-p-l+k + O(z-p-2+k) 
z-1 p+ 

De là 
1 H(z, -log ~±4-) l z-1 

:,:, C (l)p+l 
p+l z si z ➔ 00 

Théorème 6.4. [ 19 ] • 
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(6.9) 

. 
s, z ➔ 00 

Une. mé,t,hode. à. pM et dvuvê.u mul;ûplu, c.onveJtge.n.,t,e. à. l 'olr..d11. e. 

d ' eJt/f.e.WL p .t,.t,,i_ 

(!LJ k. H ( -1-h !L ) (- 7 ) p+ 1 
- k. C p+ 1 + O ( qp+ 2 ) 2 - c.o~ 2' q = p+1 q ( 6. 7 0) 

Démonstration 

Ce théorè~e se déduit directement du précédent, en considérant 
z+l 2 -2 q = - log z::-r = - 2 + O(z ) si z + oo 

Exprimons zen fonction de q: 
eq+l q z = - -- = - coth -z 
eq-1 

On déduit de ces égalités et du théorème précédent que 

(-1/ qk ~- H (- cot h _9_, q) :,:, C (-l)p+l qp+l si q + O. 
2K ~ p+l 

ou encore k 
("t) H( -coth °t' q) ~ cp+l (-l)p+l-k qp+l si q + o . 

• 
Nous possédons maintenant les outils nécessaires pour aborder l'étude 

de l'ordre d'erreur maximal de méthodes (kJ) A-stables. 
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6.4. THEOREMES GENERAUX CONCERNANT L'ORDRE D'ERREUR MAXIMAL D'UNE METHODE 
A PAS ET DERIVEES MULTI PLES A-STABLE ET CONVERGENTE 

Une méthode convergente est telle que p0 (~) a une racine simple 
en~= 1. Or, le changement de variable (5.2) transforme~= 1 en z = 00 • 

Dès lors, si la méthode (k,~) est convergente, le polynôme R0(z) est exactement 
de degré k-1. 
Il suit donc que 

Ak-1,0 -, O 
et 

Par ailleurs, une condition nécessaire de convergence est que 
l'ordre de consistance de la méthode soit au moins égal à 1. 
En remplaçant p par 1 dans (6. 8), on obtient la condition nécessaire et 
suffisante suivante: 

la méthode est consistance ssi Ak,O = 0 

Ak,l = 2 Ak- 1,0 

Une condition nécessaire de convergence est donc que 

Ak, l -, 0 
et (6 . 11) 

A k-1,0 1 O. 

Théorème 6.5. (19 ], (25] 

PoWL btou.ve1t le. p.f.t.u. 91tand 01tdlte. . d' e.Me.LUt po.6.6.i..b.f.e. de..6 mUhode..6 

lk,l) c.onve1tge.nxe..6 e,t A-1.>:table..6 , il e..6:t .6u.o6.i...6an,t de. c.on-OÂ,déJte!t le..6 mUhode..6 

lk ' , l ') •A-1.>:tabl~ e,t c.onveJtg e.n:te..6 , ave.c. un polynôme. c.anon.i..qu.e. 
pw .6 .i.. k e..6 :t .i..mpa.i..Jz. 

.i..mpa.i..Jz. .6.i.. k ut pa-iA 

e.t où r ~ k' ,e;;; k et 1 ,e;;; l' ,e;;; e. 

Démonstration 

Soit une méthode (k,~) convergente, A-stable et d'ordre d'erreur p. 
Distinguons deux cas, suivant la parité de k. 
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1er cas k est pair. 

Il est évident que le polynôme H0(z,q) est non identiquement nul 

(car Ak-l,O est non nul). 
La méthode est d1 ordre d1 erreur p si et seulement si 
vérifiée. Scindons cette égalité en deux parties, 
voisinage de z = oo, 

z-k H -log z+l 
00 

(z, = k y; z e z=r S=t 2s+2 

-k 
00 

(z, z+l ) 1: 't z Ha -log z-1 = z 
s=u 2s+l 

Si p est pair, on a que 

u = .P. 
2 

et 
t ~ p+2 

2 

Si p est impair, on a que 

u = E2:! 
2 

et 
t = E2:! 

2 

Considérons la méthode de polynôme canonique 
"\., 

H(z,q) = H0(z,q) 
'v et d'ordre d1 erreur p. 

-2s 

-2s-1 

en 
l 1 é9alité (6.8) est 
développant en série 

(6.12) 

(6.13) 

Remarquons que la condition nécessaire de convergence (6.11) est encore 
satisfaite. 

'v 
Par contre, elle ne le serait plus, si on considérait 

H(z,q) = He(z,q). 
1\, 

Voyons ce que devient l'ordre d'erreur p ce cette méthode. 
Si p est pair, la formule (6.13) s'écrit 

-k'\, 1 1 
z H ( z , q ) = '( p+ l + 0 ( ~ - ) • 

p+l z z 

impair, (6.13) s'écrit 

Dans ce cas, p = p. 

Par contre, si p est 
-k 1\, 

z H(z,q) = "t 1 
zP+2 + 0 ( 

1 
p+4 ) • 

z p+2. 
'l, 

au 

L' ordre d'erreur p est dans ce cas, p+1+2v, où'\lest un entier positif ou nul . 



2ème cas : k est impair. 

Le polynôme He(z,q ) est non identiquement nul . 
On peut également scinder (6 .8) en deux parties 

z-k He(z, z+l 
- log z::J) 

-k z+l 
z H0(z, -log z=r) 

Si p est pair, on a 

t = .e. 
2 

et 

Si p est ir:ipair, on a 

t =~ 
2 

et 
u =~. 

2 

00 -2s-1 
= I: r z 

s=t 2s+l 
00 

'( -2s !: = 2s z 
s=u 

Considérons la méthode de polynôme canonique 
'\., 

H(z,q) = He(z,q) 
'\., et d'ordre d'erreur p. 

(6.14) 

(6 .15) 
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Cette méthode satisfait encore à la condition nécessaire de convergence (6.11). 
Examinons son ordre d'erreur. 
Si p est pair, (6.14)s'écrit : 

-k '\., 1 1 
z H(z,q) = 't 75TI + 0 (~) 

p+l z z 
On en déduit que p = p. 
Par contre, si p est impair, (6.14) dev ient 

z- k f( ( z, q) = 't p!2 + 0 ( p~4) . 
p+2 z z 

Dans ce cas, p vaut p+l+2v, où v est un nombre entier positif ou nul. 

Si k est 

Si k est 

■ 
'\., 

Rassemblons les rés ltats obtenus concernant l'ordre d'erreur p. 

pair, 
'\., 

si est pair p = p p 
p+1+2v si p est impair. 

impair, 
'\., 

si p est pair p = p 
p+l+2v si p est impair. 
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Par conséquent, si p est impair, on peut trouver une méthode (k,~) 
avec un ordre d'erreur plus él evé, en négligeant soit H (z,q) (si k est pair), e . 
soit H0(z,q) (si k est impair) et cet ordre d'erreur plus élevé est pair. 

Par contre, si p est pair, en négligeant He(z,q) ou H0(z,q), on ne peut 
augmenter l'ordre d'erreur. 

On déduit aisément l e corollaire suivant 

Corollaire 6.1. [ 19 ], [ 25] 

Le. plu6 911.a.nd 01tdlr.e. d 'eM.e.wc. po.Mi b.le. d'une. méthode. (k, .l ) A- .t,,tab.le. 

e.,t C.0 n Ve/tg e.nte. el, ,t. paM. 

6 .. LES CONJECTURES DE DANIEL-MOORE [13] 

METHODES .OPTI~ALES 
ORDRE D'ERREUR MAXIMUM ET 

En 1970, Daniel-Moore a abordé les méthodes à pas et dérivées 
mu l tiples et a émis une hypothèse assez intéressante à leur suj et : l'ordre 
d' erreur d'une méthode (k,~) A-stable et convergente, ne peut pas dépasser 2f. 

Il a également supposé que parmi toutes les méthodes A-stables et 
convergentes, d'ordre 2i, celles qui ont la plus petite constan te d'erreur 

sont les méthodes de laJorme : 
-1 

y. l =y.+ h L et • (f.(j) + (-l)j f. l(j)). 
l+ 1 • 0 J 1 1+ J= 

Ces conjectures ontpu être démontrées dans plusieurs cas. 
To tefois, il n'existe pas encore de démonstration dans le cas tout à fait 
gé éral. 

La prem1ere conjecture nous incite à porter plus d'attention aux 
mé t hodes à un pas et à dérivées multiples. 
En effet, si on augmente le nombre de pas, l'ordre d'erreur maximum restera 
inchangé, si le nombre de dérivées,j, reste inchangé. 

6. 5.1. Etude du cas : k=l, J gcq 

On a alors . 
H(z ,q) = 

j 
_L A1J. q = O. 

J=Ü 

De là 

- z(q) = 
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6. 5.1.1. Ordre_d'erreur_maximum 

Avant d'è.border la question de 1 'ordre d'erreur maximum de ces 
mé thodes, démontrons un résul t at qui sera utile dans la suite. 

Lemme 6 . 3 . [ 5] 

Sail une. 61t.a.cûon 1tati.onnel.le. a.dme;ttan;t la. 1te.p1téoe.ntlttion e.n 61ta.c;ûon 

c.ontJ..nue. 

b2 ( z+,[ Ulz) a 2 + --------
b3 ( z+,[ w 3)a3 + ... 

OÙ a. E {-1,0,+J} 
,.(, 

w. ETR 
,.(, 

1.,).. a . = 0, Re. b. ;;.;, O 
,.(, ,.(, 

.t,,l a . = ± 1, b . e/2.:t II.éd et po.6,i;t,l6, 
,.(, ,.(, 

a.!oM 6 ( z ) e/2.:t une. 6oncûon po.6,i;t,lve.. 

InveJUé.me.n.:t, ;.,,i_ 6 (z) e/2.:t une. 6oncûon p0.6A..tive., a.!oM e.Lte. admet le. de.ve.!oppe.­

me.n.:t e.n 61t.a.W.on c.on.:tA..nue. u-de..6.6M. 

Démonstration 

Considérons f(z), une fonction positive et i w 0 , un des points 
o· Re f(z) atteint son minimum, noté R0. 
Soit 

f(i w0 ) = R0 +; x0 = z0. 

L fonction f(z) - z0 est enc re positive à condition que x0 soit fini, 
autrement dit que i w 0 ne soit pas un pôle de f(z). 
Il est bien évident que f(z) z0 s'annule en z = i w0. 

Donc, la fonction 1 pôle en z = i u.io. a un 
f(z) - ZO 

On extait ce pôle 
1 ho 1 

f(z) - z0 
= + z1(z) (6.16 ) z-, UJ O 

où ho est le résidu au pôle i u.r0 (ho> O). 

La fraction z1(z) est encore positive et est d'un degré inférieur à celui de 
f{z). 
L'égalité (6.16) s'écrit encore 

Or, 
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Donc, 
1 

h0 1 
z- i w 0 + z

1 
(z) 

On procède de la même façon pour la fonction z1(z) et ainsi de suite. 

Da ns le cas où x0 est infini, on extrait tout d'abord ce pôle infini de f(z) 

et on applique ensuite le procédé ci-dessus au reste . 

• 
Théorème 6. 6. [ 7 ] 

L '011.d,u!_ d ' eJULe.UJL mcuumwn d ' une mé;thod e ( 1 , ,e_) A- .o.table. et c.o nv e11.g en.te 

e6:t '2.R.. 

V/J p-W-6 .ea méthode. optimal. e. e.o:t uv,,i_qu e. . 

Démo nstrat ion 

Par le théorème 6.4 . et , 
H(-coth ~' q) = L A0J. 

j=O 

l'égalité suivante : 
- e 

qJ - coth "j ~ A1. 
j =O J 

o a que t J 
(1)k fL AoJ· qj - coth 1 L A. qjl 

j=O j=O iJ 

= (-l)p+l-k C p+l O( p+2) p+l q + q • 
1 

En divisant les deux menbres de l' égalité par L A . qj, 
j =O 1J 

on obtient: 

Or 

Donc 

-z(q) 
k p+l 

= coth ~ + (I) (-l)p+l-k c ........ q __ 
L q p+l 

k = 1 et A10 = 0 

- z(q ) = coth 1 + (-l)P 

t, Al. qj 
j=O J 

2 Cp+l 1 qP- +O(qP). 

A11 

p+2 - I<; 

-t o( 'I ) . 

La méthode ne peut être A-stable que si -z(q) est une fonction positive 

(théorème 5.2). 

Cons idérons le développement de coth 1 en fraction continue autour de q=O 

coth ~ = I + 1 1 1 1 
2 q 6/9 + 10/q + 14/ + 2(2 n-1)/q + 
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Les hypothèses du lemme 6.3. étant satisfai t , on peut en déduire que 

coth % est une fonction posit i ve . 
Dès lors, l'ordre d'erreur ma ximum sera l'ordre de consistance maximum que 

eut atteindre une méthode (1 ,J ) convergente, à savoir (cfr. chapitre 2) 

1 
J.: ,Î . + k-1 = 2 J 

i ::: Ü l 

Pour un ~ fixé, on obtient do nc la méthode optimale en tronquant l'expansion 

en fraction continue de coth t• après ~ termes. 
La fonction caractéristique de cette méthode s'écrit donc : 

- z ( q) = i + ~6 ____ 1----.-____ _ 
+----------q 1 

( 6 . :17) 

q 

• 

Le polynôme caractéris tique de l a méthode optimale prend une forme 

bien particulière, que nous al lons étudier maintenant. 

6.5. 1.2. Méthode s_ ogtimal es 

RAPPEL : Les approximants de Pa dé 

Définition 

Soit une fonction A(x) 
On note 1 'approximant de Padé L,M de A(s) par 

PL(x ) 
1 L/M] = 

QM(x) 

o' PL(x) est un polynôme de degré u plus L 

et QM(x) est un polynôme de degré u plus M. 

0 détermine les coefficients de PL(x) et QM (x) grâce au développement en série 
de 

00 

A( x)= J.: 
j=O 

et à 1 ' équation 
PL ( x) L M 1 

A(x) - -- = O(x + + ) . 
QM(x) 
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Théorème [ 3 1 

LoMqu',U e.xilte., .l'appll.oxhnant de. Padé [L/M1 d'une. 1.>vu.e. e.n 

pu.i.ô.6 anc.~ de. x, A (x)) etit wu.que.. 

' La tablé de Padé 

On peut dresser l a table de Padé de A(x) de la façon suivante 

{ 0/0 1 [ 0/11 [ 0/21 [ 0/31 

[ 1/0 J l 1/11 l 1/2 l [ 1/3 J 

[ 2/0] [ 2/1] [ 2/2] [ 2/3 J 

La première .colonne es1t donc formée des sommes partielles de la série 
de Taylor de A(x). 

Lien entre le développement en fraction continue de A(x) et ses approximants 
de Padé : 

Théorème [3] 

SoU .le. déve..loppe.me.nt e.n -1,Jl,a.W.o n c.onti..nue. de. A! x) 
a1 X 

-
Let> .:tJwnc.at.wtu 1.>uc.c.u.oiveti de. c.e. déve..loppe.m~nt donne.nt .la .ouUe. 

[ 0/0 ], [ 7/7] , [ 'l./'l. ], . . . de. .la tab.le. de. fadé de. Aix). 

Reprenons la caracté risation del 'ordre d'erreur d'une méthode 
convergeote, en fonction de son polynôme de caractérisation (6.6) . . 

Une méthode (l,~) convergente est d'ordre d' erreur p ssi 

~ j µ J j p+ 1 p+2 
k a.O . µ + e k a

1 
. µ = C µ + 0 ( µ ) 

j=O J j =O J p+l 

s i µ -+ 0. 

Or, qµ) est défini par (5.1. ) . 

Donc, 
j 

µj L a.0. 
no(µ) s ( µ) 

j=O J = l = 
µj n (µ) 

~ al . 1 j=O J 
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La méthode est donc d'ordre p ssi 

- f; (µ) n1 (µ) + eJJ n1 (µ) = cp+l µp+l + O( l-1 p+2) 

ou encore 

Chaque fois qu'on donne une approximation r'ationnelle de el-1 , avec p ~ 1, 

on donne une méthode (1,~) et inversément. 
Or, donner une approximation ·rationnelle de el-1, c'est donner un approximant de 
Padé de eJ..l • 

• [ L/M l = EL M • 
noté ' 

On vient donc de démontrer l e théorème suivant 

Théorème 6-7 [ 7 J , [ 20 J , [ 25 J 

A c.haque. appll.oumant de. Padé. de. e.µ , e,01uuu,pond une. e;t une. -0e.ule. 

méthode. (1,l) e,onveJtge.nte.. 

A l'approximant de Padé EL,M de eJJ , correspond une méthode 
d'ordre L+M, car 

._PL_(µ_) = O( J.l L+M+l). 

QM(v) 

Le théorème 6.7 nous suggère de dresser la table des méthodes 
(l,~) convergentes (voir fig . 6.1.). 

L'observation de l a table de Padé nous porte à croire que pour un 
~ fixé, la méthode d'ordre d'erreur maximum est celle basée sur E~ ,J · 
C' est ce que nous allons prouver à présent. 

La méthode (l,~) optimale est donnée par la relation (6.17) 
ou encore par 

. u; ( q) 
z(q) = -­

Y,f ( q) 

où u~(q) et v,e (q) vérifient l es relations de récurrence suivantes [ 19) 

ui ( q) = 

V) ( q) = 

initialisées par 
u1(q) = 1 

vl(q) = °t 

si )> 2 
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FIGURE 6.1. TABLE DE PADE DE eµ 

Légende : 

méthodes d'ordre d'erreur~ 2 i 

méthodes (l, _e ) où ~ est fixé 

ij méthodes d I ordre 2; 



et u2(q) = 3 u1(q) + { q2 

v2(q) = 3 v1(q). 

On applique la transformation inverse de (5.2), à savoir 

ç = ~=i 
et µ = -q 

Donc, 
ç ~ u..f - v1 = h,e ( µ) 

~ + V~ m,.p( l-1 

Ces polynômes n,e(µ) et m;{µ) obéissent aux relations de récurrence 

J 1 2 
n_;e{µ) = (2 -1) n, _1{µ) + -zr>-- nR_2(µ) 

I 1 2 ffi,f(µ) = (2 -1)~-l (µ) + 4 µ mJ -2(µ) 

in itial i sée.spar 

nl(µ) = 1 - t 
ml( µ) = 1 + µ -z 

et 
n2(µ) = 3 n1(µ) 

m2(µ) = 3 m1 (µ) 

On a immédiatement que 

et dès lors 

n~ ( - µ) = m,;e ( µ) 

mi(-:µ) 

~opt = m; (JJ ) 

+ 1 2 
4 µ 

+ 1 2 
4 µ 

(6 . 18) 

(6 .19) 

(6 . 19) 

(6. 20) 
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Si on considère l'ensemble des approximants de f adé de e~ , 

EL,M tels que L+M = 21 "on va montrer que ~ ,; a l a forme (6.20). 
On aura prouvé le t_héorème sui vant : 

Théorème 6. 8 [ 20 ] 

La mU hode. ( 7 , l ) c.on eJtge.nte. e;t. A-1>:table. , d' 011.d.Jte. d ' eltll.e.u/1. maumum 

e.J.>.t c.eU.e. bMée. -0 Wt .t' e.n:tlté e., diagonale., de., .ta .table. de., Fh.dé de., e.,1-1 e.,.:t, e.J.>.t .teU.e., 

que., 



Démonstration 

Considérons le développement en fraction continue de eµ: 
µ 2l1 2 2 2 

e 1+ . µ µ µ 
;:: 2-µ+ o+ 7U+ • • • iliiï='Z+ ••• 

Les tronca~ures successives de cette expression donnent la suite 

E0,0' El,l' E2,2' ••• 

de la table de Padé de eµ {cfr. rappel). 
Donc, 

On vérifie aisément que ces 

relations de récurrence: 

initialisées par 

uo{µ) = 1 

v0{µ) = 1 
et 

u1 ( JJ) = 2 + µ 

v1 (i.1) = 2 - µ 

10+ 

µ2 

4/-2 
un { µ) 

roncatures, soit "" ---

qui s'identifient à (6.18) et (6.19). 

(6.21) 

vérifient 1 es 

(6.22) 

(6.23) 

(6.23) 
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La méthode optimale, pour uni fixé, est donc bien la méthode basée sur E
0 

• 
"'I: , , 

Il reste à montrer que E~., s'identifie avec 

i _(2_~--j)_! (~) }lj 

= j=O (2R)! J 
~(14) ! (2-Î- j )! g . 

,<J - - ( • ) (-µ)J 
j=O ( 2-f) ! J 

= PJ (}.l) 

i 
P.f (-JJ) 

{21-j) ! }lj où P.Q (µ ) = l; 

j=O j ! (t-j) ! 

On peut montrer par récurrence que P;(µ) vérifie la relation (6.22), initialisée 
par (6.23), [20], ce qui ·. te rmine la démonstration du théorème 6.8. 
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Remarques 

1. Ehle [ 73 ]a démontré que pour tout n > 0, les approximants de Padé 
E +let E +2 de eµ co rrespondent à des méthodes A-stables . n,n n,n 

2. Pour un~ fixé, Genin [74] a 
méthode (1,~) convergente et 

C2J+l = (-1 / 

démontré que la constante 
A-stable optimale est 

J ! ~! 

d' erreur de la 

Remarquons que si J augmente, la constante d'erreur en valeu r absolue : 
diminue. 

3. Le plus grand ordre d'errer des méthodes (l,R) convergentes et A-s t ables 
est pair. Ce résultat concorde bien avec la corolla i re 6.1. 

Par ailleurs, K étant impa ir, on montre que les polynômes canoniques 
correspondant aux méthodes optimales sont pairs. 
En effet, 

OÙ 
u,e(q) 

On voit 

H(z,q) = u1 (q) + z. v1 (q) 
et v~(q) vérifient (6.22) et (6.23). 

immédiatement que uj(q) est pair 
v,(q) est impair 

pour tout J > 1 

pour tout J > 1. 

Il suit que u..f(q) + z v1{q) est pair pour tout ,R ~ 1. 

Abordons maintenan un second cas particulier les méthodes 
à pas multiples, mais à une seule dérivée. 

6.5 . 2. Etude du cas : h CJC:q, R =l 

En 1963, Dahlquist a déjà étudié longuement ces méthodes, ainsi 
que leur ordre d'erreur. Il a ainsi prouvé des résultats connus tels que 
''L'ordre d'erreur maximum des méthodes à pa s multip l es , convergentes et 
A-stables est 211

• 

Néanmoins, Genin [ 741 a publié une démonstra t ion analogue à cell e 
du premier cas étudié. 
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Théorème 6.9. [ 12], [ 19] 

L'ondJr..e d'~eJ.,Ut d'une mUhode (k,1) eonve1t9ente e;t A--0table, 

ne peut pa..6 dépa..6.6 eJt 2 . 

Démonstration 

On a que 
H(z,q) = 

et donc 

k-1 
2: 

i=O 
k-1 ·i 

-q(z) 
2: A. 0 z 

• Q l = 1= 

k 
~ A z1 
... ·1 • 0 1 1= 

(6.24) 

(6.25) 

Par le théorème 5.2, la méthode est A-stable si et seulement si -q(z) 
est une fonction positive. 
D1 autre part, par (6.24) et le théorème 6.3, on sait que la méthode est 
d1 ordre d1 erreur p ssi 

ou encore, d• • t k A i en 1v1san par i~O il z , 

z+l ~C +l 2 p+l -p-2 -q(z) = log -=:, + (-) + O(z ) 
Z-i kl z 

Sans perdre de généralité, posons 

Akl = 1. 

Supposons que p vaut 3. 
On a al ors · 

z+l + 2 
4 

-5 

Or, 

-q(z) = log z-T Cp+l (2) + O(z ) 

log 2~j = ~ + ~ + O(z- 5) 
z z 3 z.) 

= z 1 1 + O(z-s). 
"2" - 6z 

1 Comme -b < 0, le lemme 6.3. nous permet d'affirmer- que -q(z) n1 es t pas une 

fonction positive. 

En conclusion, l 1ordre d1 erreur 3 ne peut donc pas être atteint. 
Si p vaut 2, alors on a l'égalité suivante 

2 2 2 3 -4 -q(z) = - +-,, + c3 (-) + O(z ) 
z 3 z.) z 



Or, par (6.25), on a 
k-1 . 
~ A. z1-k 

i=O ,o 
-q ( z) = ---.-----k-1 . 

l+ ~ A. z1-k 
• Q l 1 l= 

Donc, si on pose 
2 d = J + 8 c3, 

on obtient l'égalité: k-1 . 
~ A. z1-k 

• 0 10 
.?_ + d l + O(z-4 = 
z 7 

1= 
k-1 . 

1 + 1: A. z l-k 
i =0 1 l 

ou encore 

1 1 
· [ l - (Ak-1 1 z + Ak-2 1 -2 + 

' ' z 
1 1 1 Egalons les coefficients de 2 , 2 et J 

z z 

Ak-1,0 = 2 

Ak-2,0 = 2 Ak-1,1 

2 
d = Ak-3,0 + 2(-Ak-2,1 + Ak-1,1) - Ak-2,0 Ak-1,1 

= Ak-3,o- 2 Ak-2,1. 

Oh obtient dès lors, la fonction caractéristique suivante 

k-1 k-2 k-3 
2z + 2 Ak~ l ,l z + (d+2 Ak-Z,l) z + 

-q(z) = ---------------
, k k-1 k-2 

z + Ak-1,1 z + Ak-2,1 2 + 

ou encore 
1 = 

z + 1 
"2" -~z+ Q(z ) 

-q(z) 

122. 

où Q(z) est une fraction rat ionnelle positive de degré au maximum k-2 et 
où - ~ e~t strictement posit i f, pour que -q(z) soit positive. 
Il faut donc que d < 0 pour que la méthode sott A-stable. 
L'ordre d'erreur 2 peut donc être atteint. 

■ 

. . . ] . 
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Dahlquist a également recherché la méthode (k,1) A-stabl e et 
convergente, d'ordre 2, possédant la plus petite constante d'erreur en 
valeur absolue. Il s'agit de la règle trapézoïdale, donnée par la 
relation suivante : 

Yn - Yn-1 = ~ [fn + fn-1] 

de constante d'erreur, -b, 
En effet, 

o a que 

puisque 
2 d = 3 + 8 c3 , 

2 
d - "3" 

C3 = 
8 

D' autre part, 
C3 

<:3 = -
P1(l) 

et 

P1(l) = - Ak,l 

On a donc d 2 
- 3 

C3 = 
8 

= -1 

Or, pour que la méthode soit A-stable, il faut que 
d ~ 0 

c'est-à-dire 
1 

c;3 ~ - 12 

Le théorème suivant est alors immédiat. 

Théorème 6 .10 [ 12 ], [ 19 ] 

Pa!Ùni .tou:t.M leô mé..thode,t, ( k, 1) c.on.ve1tg eru:e6 e.t A-.6.ta.bleô , 

d' 01tc/Jte 2, la. 1tèg.te .tll..a.pé.zoidaJ!.e M.t c.el.te. qu,l a. la. pl u.J.i pe,ü,te c.on.6-tan:te 

d' eJUteUJt .en valeu.Jt ab.6ofue.. 

6.5 .3: Etude du cas général : k > 1, ~ > 1 

L'étude del 'ordre maximum des méthodes a plusieurs pas et plusieurs 
dér ivées, a été abordé par Gen i nC-1.~].Toutefois, ce dernier n'a démontré la 
conjecture de Daniel-Moore que dans certains cas particuliers : k=2 et 
.R = 2,3 ou 4, k=3 et ~=2. 

No us examinerons de plus près deux de ces cas particuliers dans le théorème 
su i vant; 
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Théorème 6 .11 [ 19] 

Le. p.lu.6 91t.and 01tdlte. d' e.MeLUL du mé:thodu ( 2, 2 l JtU pe.cüv e.me.n-t 

( 2, 3), ( 2, 4), ( 3, 2 J, c.onve/lge.n.:tu e,t A-.6ta.b.lu u:t 4, JtUpe.cüve.me.n.:t 

6,8,4. 

• Démonstration 

Les preuves de ces différentes assertions présentant le même 
type d I arguments, nous nous limiterons aux cas k=2, ~ =2 et k=2, .R =3. 

ler ·éas · : ·k=2~ ~=2 

Le théorème 3.4. du chapitre III nous indique que 1 'ordre d'erreur 
de ces méthodes ne peut pas dépasser 6. 
Par ailleurs, le polynôme· canonique d'une méthode (2,2) d'ordre de consistance 
6, s'écrit de manière générale [19]: 

H(z,q) = ( 30z + (1 5 z2-1) q + 2z l1 A12 
2 2 

+ [48 + 18z q - (3 z - 5) q J A02 
Or, une condition nécess~ire de A-stabilité est que tous les 

coefficients de H(z,q) aient le même signe (théorème 5.5) . Il n'existe 
donc pas de méthode (2,2) A- stable d'ordre de consistance 6. 
i l'ordre de consistance ne dépasse pas 5, le polynôme s'écrit alors 

2 A12 2 2 
H(z,q) = A22 (2 + z q) + T (30 + (15 z -1) q + 2 z q) 

+ A02 (12 + 6 z q + q2). 

Les méthodes correspondant à ce polynôme canonique ne peuvent être A-stables 
que si A12 = O. Le polynôme se réduit alors à : 

• 2 2 H(z,q) = A22 (2 + z q) + Ao2 (12 + 6 z q + q) (6.26). 

On peut vérifier, en utilisant le théorème 5.4, que ce polynôme est Hurwitz 
au sens . strict pour toutes va leurs positives de A22 et A02 . 

Nous venons donc de prouver que 1 'ordre de consistance maximum d'une 
méthode (2,2) A-stable est 5 et que la forme la plus générale de son polynôme 
canonique est donnée par (6.26). 
Or, l'ordre d'erreur d'une tel le méthode vaut 4. 
En effet, si on applique la t ransformation inverse de (5.2), on remarque 
que 1 est une racine double du polynôme p0(~). 
Remarquons, par ailleurs, que la méthode basée sur 1 'approximan t ae Padé E2,2 
de eq, atteint cet ordre d'erreur, ce qui prouve la première assertion du 
t éorème. 
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2ème cas : k=2, j =3 

Supposons que l 1 ordre de consistance de la méthode soit 8. 
La forme générale de son polynôme canonique s'écrit alors [ 19]: 

où 

et 

2 2 3 Al3 
He(z,q) = [384 + 174 z q - (9 z - 39) q + 23 q] -z 

A 
H0(z,q) = [ 1050 z + (525 z2-3) q + 102 z q2 + 8 z2 q3] f 

A 
+ [ 630 z + (315 z2 + 75) q + 90 z q2 + 8 q3 ] ~ 

(6.27). 
Si le polynôme H(z,q) est un polynôme à deux variables,Hurwitz au sens strict, 
e vertu du théorème 6.2, ses part ies paire et impaire sont des polynômes 
Hurwitz. 
Pour que la méthode soit A-sta ble, il faut donc que 

A13 = 0 
et 

A03 et A23 sont des rée l s positifs. 

On peut montrer pa~ des calcul s élémentaires mai s rel ativement longs que 
sous ces contraintes, le minimum de la partie réelle de -z(q) est négatif sur 
l'axe Re q = O. 
La fonction -z(q) n'est donc pas positive et il n'existe pas de méthode (2,3) 
A-stable atteignant l'ordre de consistance 8. 
Pa r contre, si . l'ordre de cons i stance vaut 7, le polynôme canonique s ' écrit 

A 
H(z,q) = [48 + 18 z q + (-3 z2 + 5) q2 ] -~ 

2 2 3 Al3 + [ 24 _+ 84 z q + 36 z q + 5 z q l T 

+ [ 1050 z + ( 525 z2 - 3) q + 102 z 

+ [ 630 z + (315 z2 
+ 75) q + 90 z 

A 2 + 8 2 31 23 
q z q - 8. 

A 
q2 + 8 Q3 ] ~ 

(6.28) 

La partie impaire de (6.28) s'i d~ntifie avec (6.27). Par un raisonnement 

si milaire au précédent, nous po uvons conclure que la condition nécessaire 
pour avoir la A-stabilité est l a suivante: 

A23 = A03 = O. 



Dès lors, le polynôme canonique peut s'écrire sous la forme 
H(z,q) = x1 (2 + z q) (12 + 6 z q + q2) 

+ x2 (120 + 60 z q + 12 q2 + z q3 ) 

OÙ xl = (12 A13- Ao2) / 10 

et x2 = (A02 - 2 A13 ) / 10 

126. 

(6.29) 

Le réel x1 est positif pour que tous les coefficients du polynôme soient 
non négatifs, tandis que le réel x2 est non négatif pour que le minimum de 
la partie réelle de -z(q) so i t positif ou nul sur l'axe Re q = O . 

. Avec ces conditions et en appliquant le théorème 5.4., on montre que H(z,q) 
est un polynôme à deux variables Hurwitz au sens strict. 
L'ordre de consistance 7 peut donc être atteint par des méthodes (2,3) 
A-stables). 
a thèse résulte du fait que l'ordre d'erreur des méthodes décrites par un 

polynôme canonique de la forme (6.29) vaut 6 et que la méthode basée sur E3,3 
tteint cet ordre d1erreur. 

• 
L1étude del 1ordre d1erreur des méthodes à pas et dérivées multiples 

est encore l'objet d1une recherche intensive aujourd 1hui. En effet, les 
conjectures de Daniel-Moore restent encore des hypothèses non démontrées 
de manière générale. Bien qu 1elles semblent se vérifier dans plusieurs cas 
particuliers, aucune généralisation n1a pu être dégagée des démonstrations 
existantes. 

6.6. CONCLUSION 

Nous nous sommes bornés, dans ce chapitre, à étudier l 1ordre d1erreur 
des méthodes (k,Î) A-stables. L1hypothèse de convergence des méthodes 
est nécessaire dans ce cas, afin de pouvoir considérer les égalités (6.8) et 
(6.10) éomme caractérisations de 11ordre d1erreur. 

Une étude simula ire a été réalisée par Genin [ 19 ], concernant l 1ordre 
de consistance des ~éthodes (k,~) A-stables. 
L'hypothèse de convergence des méthodes n1a alors plus de raison d1être imposée . 
Remarquons que les méthodes d' ordre de consistance maximum, obtenues par Genin, 

ne sont pas toujours convergentes mais que leur ordre d'erreur prend l a valeur 
2J . 

Il est donc bien év i dent que les méthodes (k,~) A-stables d1ordre 
d1erreur maximum ne sont pas nécessairement convergentes. 

0 

0 0 



A.l. 
A P P E N D I C E A 

EXPRESSION GENERALE DU POLYNOME CANONIQUE 

DE METHODES (k,.U D'ORDRE DE CONSISTANCE MAXIMUM 

Nous avons vu au chapitre II quel 'ordre de consistance maximum d'une 

méthode (k,~) vaut 
(k+l) Çi+l) - 2 

et que la méthode optimale est unique pour un k et un l fixés. 
Posons 

v = (k+l) (R+l) - 2. 

Notre but est de rechercher l'expression générale du polynôme 
canon ique de la méthode (k,l) d'ordre de consistance v. 

Considérons l'égal i té (6.8) où H(z,q) est le polynôme canonique 
de la méthode optimale. Cette éga l ité peut également s'écrire 

1 1 z+l i 2 v+l 

T L R.(z) (-1 og z=-r) "'C 1 (-) ( A. 1.) 
• Q l ~+ z 
l= 

z+l i 
Développons (log z=-r) au voisinage de z = 00 

(lo z+l) 
i = c\i) -i + ( i) -i-2 + c.(i) -i-4 z z z + ... g z=-r l ci+2 1+4 

OÙ les coefficients ( i ) 
C . 

J 
satisfont aux relations suivantes 

( i ) 
C . 
J 

= 0 si j < i 
c(i) = 2; 

J 
si j = ; 

( i ) = 0 si i+j est impair. c. 
J 

Les coefficients ( i ) 
ci+2k sont repris dans la table (A .1) 

TABLE (A . 1) 

. ~ 
0 1 2 3 4 5 

0 1 0 0 0 0 0 

1 2 2/3 2/5 2/7 2/9 2/11 

2 4 8/3 92/45 176/105 2252/1575 13016/10395 

3 8 24/3 112/15 6544/945 9152/1575 -

4 16 64/3 352/15 22976/945 - -
5 32 160/3 608/9 14624/189 - -
6 64 384/3 - - - -



A.2. 

z+ 1 i ( ·) -v 
Si on trohque le polynôme (log z=r) après le terme cv1 z , on obtient un 

polynôme de degré v en z-1. 

On désignera le produit de ce polynôme par (-l)i, par a.(z). 
l 

Si on fait de même pour tout i E I , on déduit alors de 1 'égalité (A.l) que 

1 ~ 
-..- L R.(z) a

1
.(z) = 0 (A.2) 

z"' i=O 1 

où Ri( z), i = 0,1, ... ,1 sont les po lynômesinconnus. 

Introduisons les matrices triangul aires suivantes 

( i ) 
CO 0 

( i) c(i) cl 0 
Tf • = (-l)i C ( i) c(i) , 2 1 

i = 0,1, ... ,..e 

où~- a (-v+l) lignes et (k+l) colonnes. 
1 

Par ai l leurs, les coefficients A;j du polynôme Ri(z) forment le vecteur ai défini 
par 

T 
ai = (A;o A;1 Ai2 ••• Aik) 

où i = 0, 1, 2, ... ,.R . 
Avec cette notation, on montre aisément, en égalant les coefficients des puissances 
del à zéro, que l 1 égalité (A.2) est équivalente au système suivant z ,e 

1: Tf• a.= o 
. 0 1 1 1= 

(A.3) 

Les polynômes R;(z), i = 0,1, ... ,i, de la méthode optimale peuvent alors s 1 exprimer 
de la façon suivante 

Tro _____ TT 1 __ ••• __ TTi-l ___ i ________ ni ___________ i_TTi+l_'··_~t 
1 1 
, 2 k-1 k 1 

0 0 ... 0 : 1 z z ... z z : 0 ... 0 
1 1 

R.(z ) = 
1 (A.4) 

où i = 0,1, ... ,..e 



A.3. 

En ef fet, l'égalité (A.3) peut encore s'écrire 

~ 
l: R.(z) a.(z) = 0 . . O 1 1 l= 

(A. 5) 

Notons 
2 k-1 k (1 z z ... z z) = P. 

Montrons que si on remplace Ri(z) par (A.4) dans le membre de gauche de (A . 5), 
alors celui-ci s'annule. 
Par ce remplacement, le membre de gauche devient 

Tio 7T1 7T2 7T ~ 

a0(z) p a1(z) p a2(z p aR (z) p 

Ce déterminant est nul, car le système 
uo 

7To 7î l 7T 2 TIR ul 
= 0 

a0(z) p a1(z) p a2(z ) p a~ (z) p 
u.e 

admet une solution non ·triviale 

u. = a. 
l 1 

où i = 0, 1, .. . , ] . 

• 
_Remarques 

1. Les déterminants de la forme (A. 4) sont appelés multigradients car ils apparaissent 
comme une simple généralisation des bi9radients et trigradients [ 6]. 

2. Su i vant la parité de k et de~ , le second membre de (A .1) sera soit pair, soit 
impa ir (si k est_ pair et:-' impai r, il sera impair, sinon, il sera pair). 

z+l Pu i sque log z-1' est une fonction impaire , il faut donc que Ri(z) soit pair ou 
impa ir suivant la parité dei. 

0 

0 0 
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