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I N T R n D U C T I O N 

Les programmations linéaire et quadratique, la 

théorie des jeux bimatriciels, et bien d'autres applica

tions math ématiques , amènent à consi d é rer des problèmes 

de complémentarité . La recherche d'une méthode effica ce 

de résolution de ces problèmes s'impos e donc. 

Lemke, un des premiers, a mi s au point une mé 

thode de résolution systématique de ces problèmes. Aussi, 

dans le premier chapitre de ce mémoire, après avoir défini 

les notions indispensables~ notre étude, nous analyserons 

son algorithme comme technique de r ésol ution [151. 
~'autres, comme Cottle et Dantzig, proposent une 

méthode de p ivota~e orincipal dont nous exposerons briè ve

ment la " ph ilosoohie" [ 51 , ( 6] . 
Procédant du même esprit, v iennent ensuite les 

méthodes "directes" qui utilisent les données même du pro

blème sans introduire de variables artificielles, et dont 

les règles d'exécution sont directes, concises et simples 

à aonliquer. 

Dans le ch ap itre II, nous introduisons une pro~ 

priété (la plus fructueuse sans doute dans ce mémoire) des 

solutions des problèmes de comp l émentarité liés à certaines 

fonctions non-liné a ires (une sous-clas se des P-fonctions) 

la propri é t é du "trou du pigeon" des points complément a ire s . 

r~t te nroo r i6t é entraine non seulement une nouvelle carac

térisation des P-matrices, mais elle engendre une nouvelle 

f~mill e d'al~ori t hmes pour les probl ~mes de complé mentarité: 

les alvorithmes di rec ts. 



Deux classes de fonctions vé rifient la propriété 

du "trou du pigeon" : les fonctions différentiables possédant 

une matrice jacobienne born~e positivement et les P-fonctions 

uniformes sur IR~. Dans le cas des fonctions affines, les 

points complémentaires vérifient cette proprié té si, et 

seulement si, tous les mineurs principaux de la matrice 

des coéfficients sont positifs. 

Nous illustrerons, au chapitre III, cette classe 

d'algorithmes nar deux exemples : l'al~orithme de Bard et 

celui de ~urtv (20]. La prn~rammation de ces algorithmes 

nous~ per~is de constater que l'alporithrne de Rard est le 

nlus efficace en temps d'exécution. 

Enfin, nous étudierons plus narticuli~rement un 

troisi~rne ~l~orithme de cette classe dont nous prouverons 

la convergence : l' alp;orithme de Kostreva C 12] . Et, sur 

la base d'un test statistique : le test du signe, au chapitre 

IV, nous le comoarerons aux deux orf cédents. 



4 . 

L r. x r 0 u r 

Outre les notation s hahit11e ll es e n t h 6orie ri es rn.=i.trjccs , 

nou s utilisons dans le pr0 s e nt m0. moir1c lc_,s notat-ions e t r1 6 fini t ;on s 

s u i v, rn t e s 

Base compl~mentaire t1n ensembl e coJ11pl ,<:: m0.ntaire cle colonnes 

dont la matrice associ~e est invers ible. 

Cône compl6mentaire : l e cône ~6n ~ r ~ po s itivement p~r chaque 

e nsemble compl 6 me ntaire d e colonne s . 

3° 'e (M) : la classe des cônes compl é ment a ires assoc:i 0 s zl la 

mn trice t'\ . 

• 
4° Solution de base d 6 g0 n C' rC'e : une solutio n de base dont la va-

leur d'une ou de plusieurs cles va.riah.les est nulle. 

r.n semhle complC'mentair _ de colonnes un ensemble de n 

soit vecteurs colonnes \ A"~ \ 1 ea N ~ 

'viéN 

tel oue 

6° LCP : un probl~me lin6a ire de compl 6 rnentarit6. 

t1 une matrice r6olle n x n. 

I t • ,., •1 t d,, ,,. ,,. ,,. • b 1 
J c.1 ma ~:r :Lce carrc e 1· es • non- c r:c~n,.'r r. e : si tout enscrn e co mp]/ -

mcntaire de colonnes est un e base compl ~mentaire . 

Remarquons que le d 6 terminant d'une telle matrice est 6Ral 

au ' d6terminant de la sous-ma trice principale de r1 carres-

pondante. Don c M est un e matrice~d~ f6n6r6e si, et seule-

ment si, tous les d6ter~inants des sous -matrices principa

les sont non-nuls . 



10° 

11° 

12° 

13° 

16° 

5. 

N A { 1 , ? , ... , n } 
= 

tJLCP un probl~me non-lin~ai r c de complf~entArit~ . 

Orthant : • ' lRl'Y\ ..... ..... ,,, le cône r e ctanr;ulc1J.r0 d e l espace ! '., .:· n • r c· p.ir 

les vecte urs co l onnes de lc1 matrice un it<~ . 

nomhre de 2n. 

Tl ~; sont au 

Orthant non-né gatif 

Paire de varL1.ble s c o mplémen ta i r· es : une ra ire de var i ,:i. b 1 es 

(wL,z~ v ~rifian t l a condi tio n de co mp l ~mentarit ~ : 

w. Z • -:::: 0 ,.. J-

un e classe d e fonctions qui poss?:~cl ent 1mc-\ mntrice 

jacobienne Xsc~') 
3 ~E: 1R., oc::. à<. ,1.. 

principaux 

bornée positive me nt, c'est-~ -di rc 

tel qu e Y pc 6 TR"" tous les min e urs 

soient compris entre [ et g-1- . 

r - foncti o n : 

propriété 

une c lasse de fonctions qu i v Grifient la 

3;. >O 

P - fo nct ion uniforme : une classe de fonctions oui v6ri -

fi .cnt la proprif t ~ : 

Pi vo tar;e 

('f"\o..X 

;..é N 

: une sui te d'opérations 6l f mentaires qui r e mpla-

~ent un syst~me par un autre é qu i valent (c' est - A-dire 

ayant même ensemble de solution~ dans leq uel on a 

6chanp; P- les rôl e s d'une variable ind~penclante et d 'une 

variable de base . 



6. 

un Pivotacc princ i pal con s i ste~ ( c h a n po r 10s r ô l es de 

~ variables de base W;.~> .. . , ~.A.,f avec J f!S f va ri ab le s 

hors base 

Attention, il n'est pas di t ouc succe s s i v e me nt, c h a ~ue 

w. est rcmplac ( par l e 
1-1 

c o r rr~sponcl a n t . 

r-matrice : une mat r i ce oui a to u s s0, s min e ur s prJ.nc1 pa u x 

stric t eme nt positifs. 

?0° ~ : un vec te ur colon ne r ~el clP dime nsion_ n. 

2 1 ° Sous-matrice princina le de M, une sou s -mr1 ·tr ice form (> e e n ret i -

rant de la mat r i ce Mun c ~r t ain nombre de li~nes e t de 

colonnes. Chaq ue colonne H.t r e tir( e impJ. ique 0ue l a 

lir;ne M1" soit l r,al e ment re t::i.rP-e . 

2 2° Variables d e bas e : variable s associ r'.;e s aux ve cteurs d e la 

base complémenta ire. 

Variables hors-base : variables ne corresponctant pas aux 

vecteurs de la base compl ~mentair e. 

2 4° Le vecteur q est non-d6g6n6r~ par rapport 5 M s'il ne se 

trouve pas dans chaque sous-espace enrendr6 par au moins 

(n - 1) vecteurs colonnes de l'ensemble 

\-:r:.~ , :c.. t , •• • tr ... f"', - -""· '1.. , • • • , - t-\. ~ 1 





7. 

C Il /\ p T T r~ r: T 

t!OTTONS rnrm/\Mr.t!T/\Lf.S 

L' 6t udc , par exe P1pl e , d 'un prnrramme l in,,-; airc nu d 'un 

pror,rammc quaclr,1 t i.que nous af!1c,nr~ .'i cnnr, i .d 1,-; rcr lr, rroh l 0 rn(~ 

suivant: : 
,, • ' 10"'~"' Et rmt clonn t' S une mat r ice t1 appartenant i-1 '" e 1· 1m vecte ur-

' fD /'f'\)(~ colonne, apparte nant~ '" 

Trouver, s' ils existe nt, des v ect0,urs W et 'Z. de 1 ' cspnce ~('I\ 

qui satisfont, l ' é c,ua tion \JJ == C\ + Mz. 

(i)} (o) 
( ii ) 

et le ::; conditio n s 

W,-z. =O 

Un tel problème est appel f probl ème linfair'P. de complé

mentarit( et noto LC P . 

La condition (ii) du prohl ème est appel é e condition cle 

1
,, . ,, 

comp .cmentarit r. . 

Elle peut s' ~crire, en raison de la n o n-n6~ativit { des 

vecteurs W et z.. : W ., = 0 
j.. '""' 

pour chaque ;.. = ~, . • • , fl\.. 

Ce problème es t notamment abordé dans d' a utre s bra nch es 

n,1 t l iérnu.ti c, ues , par e: xernple la 1 ritorie des jeux himatricicls , 

011 le problème a trouv é sa source. [ 3 J ,[ If J ,[ :i J ,[11+ J,[23] 

nans cc (jtlÏ suit, nous nous born e rons i'i expli(] 11 er com

ment un pro1~rammc l j n •~aj rr. ou q uadra ti.(l 1ie· se tru ns form() en u n 

probl~rne lin~a ire de c ompl6 mentarit 6 . 





8. 

forme symé trique pr imalc-clur1.J c [21]. 

Procramme primal 

f1i nirniser' la fonct i on 

v~rifiant les cond i tions 

-- ..._ -(1:>(\'\ pour ,_ apr.:1.r ·t c n ,1nt i i '" et 

(1) 

Propramme dual 

Maximiser la fonct j on -;_-= 1 b 
v6rifiant les conditions : 

po11r i anpartenan t 
('f\ 

.1 1R e t 

Le théor~me de dua1 ité en pror;rn.mma t :ion lin( aire [7 J nous 

permet d'affirmer auc 

min ~ = max -z. 

lorsque les deux pro~rammes poss~dent des solutions r6ali

sables optimales. 

C'est pourquoi, comme pour toute s o lution r6alisable du 

prorramme primal e t pour toute solution r6alisahle du 

pror;ramme dual 

on cherche une sol u tion tel10 nue 

( 3 ) 



9 . 

Cependant , on p c 11t transforme r J l 'S r. 0ntr>,'-l i n t r. s cl ' j JH-r .,::11 i t f 

des pro ,r-rammcs pr'Î mal e t: dual e n un s ,_,r.;t:'·n r f• ci1Liv,:1J. e nt 

d ',Sciuati o ns comros f- (~S cl o v,-1ri,ab]r,:; non-n ,--;r_,c1t i v cG f) clY' élrlj o n c 

ti on de v a ri.ablct, cl I é ccJ.rt . 

Les syst r. mc~; (1) et (2) ~, ont d0n c ( c11 1ivalcn1.s ë1 11 syst ?- me 

f-\' 1 + JJ.- :: C. > 

Le problème de pro rrr ë1mmr1tion lin i''. a.lre rcvicrd: ,1lors ,1 

trouver l e s v ecteu r s fA-, ,s-1 pe, i t e ls (] li e 

(;) ~ ( _\ î + \: -:T )(; J 
) 

et, pa r ( 3 ) 

=O 

Si l'on pose 

W=~\ ) 1=t),l 

~ = (: - ~) J L=(;] 
On obtient a lors l e probl~me ( 0) . 



10. 

b) Le probl0mE~ de p:ror.rammat :ion 011i1dr,1tjCluc ~, ' ( nonc f~ de J .:-1 

mani ère s uivan te : 

- T "1 '°'{"\, Minimis er la fîonct i on z = C.. ft= + T P:.. .-.v ~ 

nant 2i fRN\ e t vf;ri f ic1nt l es conditions 

A r:c 

trous pouvons supposer ciue l a. nc1tric e "D est s•,,mftriCluc>.. 

,.... ff t • c'"' n' est l e cc1s, on r emn l ac0. D n_ ,1 r IT"\. +D')/o 1 ,n e ... e · , s J ,~ ~ .(. 

c c qu i laisse la fo nction z inchc1n r (e . 

Lorsque la fo nct j on .... min i mi sr't' est un e fonct.ion convexe i1 en 

,:t:. ( c 'est-à-dire si la mAtri ce .D est semi - d( fi n ic~ po s itive ), 

le probl ème ( 5 ) est un Ero b J. ~rnf! cle pro r-ra mrnët t ion Olla<lrc1ti -

que convexe. 

Pour ce probl ~me , d6finissons ~et~ par 

.,.. 
p..= "Dpe - A iTc. 

J /\>= (}..~ - b 

Dans ce s conditions,le 

s'il existe un vecteur 

par ( 6) pour (lC =- tx- 0 

::. 0 , 

( G ) 

0 vect e ur f;1:... minimise la fonction~ 
0 

'} e t des v ecteurs 
O O ,,,. •. 

A , ('I" rl efJ.nis 

satisfaisant 

Ces condi t ions n6cessaires , caract 6risant le minimum du 

pr~blème de prop.:ramT!lation ciuc1draticrne ( 1), sont des co ns ( 

quences directes du th6or~me cle Kuhn et Tucker (13). 

Ce sont les conditions de Kuhn-Tucker_ ciui, on le sait, sont 

s11f fis ante s dans le cas cte proprammation quadratique conve
xe. 





11. 

Le probJ rrnc <le nr0pré1mmat:i on n 11 ,1 ,lrc1.tj n 11 0. revi~nt ,!one ,1 

r([;oudrc le s _vs tî'·me : 

,-
- A 'd- + C 

h 

On obtient l e probl~me (0). 

rt=, ~ o 1 i~o 

µ..~o) rr~ 0 

=- 0 

D~finissons , en illustrant cl ' un exeJ11ple, lrs conc f"'nts 

importants du probl~me . 

Soie n t N\ -::. 'l 

"" ::: (

- 'L 

- "i -:1 
~ = l~î 

Dans ce cas, le proh l ~rne s ' ~crit 

( 1. 1) 

et (ii ) 



1 2 . 

l'our• chc1.(l11P. ,,oJ.ut :i o n <' ,1.l i.r,r<1i '.,an t ( 1 . ~ ), c1 11 J1 1oj n: ; 11 nc' cles 

v a ri.-1h] e;; de c11 rrnw, p.1 ·ir0 lw-:....,z") 1 l\Ùt., Z2..) 0st n ull ~ . 

rcs paire s (w - z.. s0 11 t ,1 np c-~ J (c::c; p ,1 i)•c : :·; rlc v ë1 1'.Ï. c'1 1'>l0s cnr"! -
~) "-

pl ( mP.ntai res dont . a d (fin it inn cx;1 c t0 0.st : im r. n.-1i re de~ 

v c1 ri,1h l e~, luJ"-,"Z.I'-) v 8 r .i fidn t· L, co 1!, l i.1· i o n d0 comr, 1:'inc nt·,1-

compl 0 ment a ire s . 

lln e pr,~riirre an p 1'0ch c p ou r r ,<so•: 1re cr. i ,r o hli'P,<' est cic 

nren drc une v ariab l e clan s c ll,·1nue na .i r e c ornplf- rn en ta ire et 

de fixer Sil v al 0. u r .1 z é, r o dans ( J . 7 ) . 

Nous obtenons alors un e n scri1h] e comn l f mc n t,1 1 r0. cl c co l o nn es 

C , c ' est-;, -clirc un ensc 1'llil 0 cJe n v ec teurs co l onne:s 

<l UP. 

~ i l a m ë1 Lrice formt'· e ,1 r>:1Fti r d0. ce l. e n sr. r'!f'll e est :i nv c r s.i.

hle , nou s parlonr, clc hase r.n~:::l (l'1cntc1jrc . nr. . 

[xemple Pour ]a matr:ir::e t1 cons id trtc c:i - deë.SU',, n o us 

pourrion s a vo ir 

Les vari ilhlcs n 0. cor r<' spon l lant p,1s ,'1 l ti J,<1se cornp ]/ me 11 ·1a i.re 

sont a nnul ~es et Appelfes v c1ri.ab l C' s hors - br1se , par onno -

sition aux autr<~s , appelre s vilric1.b]es e n -hase . 

Apr~ s ~liminat ion de s Vdri ahles null C' s rla ns (1. ? ) et si 1 ~ 

sy s t~me pos s ~ rl e t1n e solution dnnt l es v ariahles e n-base s on t 

non n f rati v es , le prohl~me J.in(a ire rie cnmpl ,-;men tarit 6 sera 

r f. solu. 





13. 

Choisi.s~ons pr1r exer.q, le, \JJ~ et WL co mmr:- v,:iri .-1! ,l c~; ;-, tlr1n 11J 0r 

clan s (1. ? ). Le systl'me (1. 1) clon1 l r.s v r1r i é1 l1lP.s en - base 

sont ·z."" et zt. de v ient a 1 o :r s : 

z,. , ! , + 2 t. ( ~) = \ ~) = l ~J = ï 

On constate que 1 1 -f <7untion ( l .l!) nossè-de un e solution si 

le vecteur ~ peut s'exprimP:r comme cnmh inaison li.nfai re non 

n0r;ative des v ecteurs (t,Y)' et: t~,o)T. · 
D'autre part, l'ensemhle de to 11t es l es comhi.n ~isons lin(

aires non n6p.;atives de lt.,4)T et de (-1.,0)' est un cône 

dans l' e space é:f~ , 9i.. (fir, . 1) . 

D0 s lor s , le LCP poss è ciera un e solution c.lon t les vnrjahles 

en - bc1se sont Z", 22.: seuleme n t si l e v e cteur I f. ral :-1 (LJ3)T 

se trouve dans ce cône. 

On observe facil ement (]Ue l e point (\, ~)T appartien t élu 

cône et que la so l ution d1: (1. 11) est ,l-z-",z.t.)= \ 3 ~,"\2.). 
La solution du probl0me lin f: aire d e comr>lrmentarjt0 (1.1) 

est donc 

Cette solution por te le nom de solution de base co~nl~men

taire, c'est-~-dir e: solution du LC P qui v f r ifie les con

ditions de non-nr pa tivit6 et de compl~mentnritf . 

trous dirons, de plus , qu'une solut ion cle b a se corripl f. nentaire 

est dép;é n 6 r6e si la valeur d'une 011 plusieurs de vari able s 

de base est nulle. 

Dzrns no tre exemple, l a solution est clc base compl f mentai:re 

- non-dégé n (> r ée . Ces notions sont r epri ses dans 1~ l exinue. 



- ----- - - - -~~ -



14. 

Le cône de J.a fi ,fT ure 1 e s t un cô n e c nmpl 1<; mP. n -r.i j r e d c;so c :i (> 

a11 LCP ( 1 . 1) . 

trous consacrerons le pnraprü ph e su i vant Zl l ' é t11rl.e d e l ' e xis

tence de solutions utilisant J.a notion de cône compl 6 mentai
re. 





2 . TNTr:Pr'Rf.T/\TT(ltJ Gf.()MfT RJ()llf. nrs r:0rir:;, rcit1r r.n1n1Tt-n:r:. =====-------------------------- -~ --- --------------== 

Le probl0m0. 1 i n (~a irc rie c<w1pl r rncntarl h-; s ' 0 cri t s011i] 

forme mé1tricicllc de lr1 m,1nirrc :; uiv ,:rnt0. 

1 z. > 0 

15. 

Consirl f rons l 'Rnsernb].e cornpl (~Pntairc rie colonnes associ6 

il la matrice M. C'cst-i'i-dire 1111 ensemble de vcctc~11rs colonnes 

pour chaque } = t\., • • • J (Y\ 

tel (lue A.~ 

Ils sont 211 

est s0.i.t I . i soi1- -l"\.} 
n norr1hr0. de ?. . 

Hotre prohlèmo. fonc'lam0. n té1l ( 0 ) possi':clf."! une sol.utinn si le 

vecteur s'exprime co . me combini1i c.0n 1 i n6ë1.ire non-n,-; pati vc c'lc~s 

vcctet1rs colonn0.s de l 'en semble coP1pl(rnentaire rie colonnes. 

Invers0ment, si ) A:! \ t :: 1..,. J ~ \ est un ensemble 

complémentaire de co lonnes, et si i E:: po s ) ~ -~ \ 1 = ~, ... J il\.\ 

c'est-à-dire ,~ :-.._ Ï-'i A.1, ..'._ Ï-'i"- o pour chaque1, alors 

n~us obtenons la solution du LCP en r;r,alant 2i ~1s pour 

1 :: O., ... 1 ~ les variables associées ~ lë1 colonne A. i et en 

nnnulant toutes les a u t:res vari ables cie l uJ 
1 

2.) 

Le cônr. p/nf.rC pos j t i vemcn t ])il r chac, uc e n[; er1blc comp]/ -

mentaire de colonnes est appel~ cône comnl~mentaire . 

donc au nombre de 2n. 

Ils sont 

L' un.i.on de tous ces côn<:s fnrrr1e 1 'cn~-;emhlc cle tous les 

v ecte~rs i pour l esouels le problr•rne fon damen tal ( 0) a une 

solut1.on. 





16. 

C ' er,t pour0uo :1 to us l e s r• ~'., IJJ t ..--lt :; r (~l a t:i_f ::; ,1u n n r 11)1'r. de• 

solutj ons di E,tincto.s cl ' un probl t mc cl c c 0rnpl <' 1'.l1' n ·t aFi L,.,, nc~ uve n t: 

êt r'e interpr1: t ( s e t cl( vclopp é- s ,, n t e r me s de propri (s t- ,.,, :; c1e cô r: r:: ~; 

compl8 me n tairc s et v i c e-ve rs a . 
l' l '°(NI.) ] rl c-· ].,J.~~ ..... ~ rJ.~c,, c ôrw~~ c nr'.'\T) l. : 1:•c:n-nn notera , Ci ( ' S _ors

1 
l. ,-, -- " ' ' , 

t: .:d r c r; a ssoc i f.s ~ 1 .-1 m,-ttri cc tl. 

t-low, illustrerons cette: fH)f:i o n d e c~ ônc'~~ c omp l t- nc~nr.--1-irc•r; n;n· 

trois cxc~r11pl c~s 

f.xemple 1 

soj e n t ('n.= 1.. et M : 1\. ~t. 

Dans ce cas, la clas s e i (:c) est 
. L 
l a c l asse clcë. orth,,nt s rie 1R 

(voir lexique). 

r:n p;é,né ral, pour chaq11e f(\, e \"1:) est l a clas::; e cl E: s ortha nts 
~ de ~ . 

:Cxemple 2 

Soient 

et 





17. 

rxc~mplc :1 

Soie nt M=l. et =\~~) 
On observe que \::t . 'l. >- l>i.2._ \ 1:-~s t un 

cl C: pcndant et ciu e 1' in t r rieur d11 cône 

cnsem~l~ lin( a5rcmrnt 

bo c. f -r- - t.A t.) est vi d0 . r ..a \ .L . 'l,.. , ,-, . 

I.z. 

R~soudre un LCP revient donc~ trouver le cône coMpl ~

mentaire dans t(M) Cl_ i contient le point ~ • 

ChaC]_ue solution d 'un LCP correspon<l donc 71 la repré sent a 

tion de~ comme combinaison linéa ire non -n6p.ati ve de 

l A. f,L, ••• , A. M) . 
Dès lors , un LCf' nossrdc un e solutjon si, et s e ul ement 

si,~ se trouve dans l 'union des 2n cônes compl f mentaires. 

La soltitio~ est '.mique si ~ se trouve exactement rlans un seul 

cône c0Mpl rme nta1re. 

Cette approche , via les cônes comp l f. mentaires, a ( t é fort 

utile clans 1 1 0.turle de s probl è me s d ' existence et c'l'unicit f d es 

solutions. 

C'est pourquoi nous allons, dans le para~raphe suivant, 

6noncer que lq,1es th ~o r~mes importants d 'existence et .d'unicit~ 

des solutions. 
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TITf.OREMT'.S D'EXISTf.N Cf ET D' UNT CTTf. [ 8 J ' [ '.l ] 
---------- --------- -- -------------

Lemke [1 6 J a mo ntré que le~ nombre de solutions clc base 

r ~alisables compléme nta ire s est fini lorscp1e l e vecteur 9 est 

non-d 6 ~é n 6 r f par rapport il la matric0 M ( ct ~ fin i tion : voir 

lexique ). 

Ici , nous nous l imiterons~ é noncer les con rl.itions n~ces

saires et s uffisant e s sous les()uel l es l e nombre de so l utions 

du problème fo nd amen tal ( 0 ) e s t fini riue l Cl_ ll e s o it 9, é l é ment 

de {RN\, 1 

Thé orè me 1 

Le nomhre de solutio ns de base r :al i s ables compl~mcntai res es t 

fini pour t out ~ appartenant i'l tif' si, et seuleï.lent si, M est 

une matrice non- d é p:6 n6r6e ( d 6 finition : voir l cxioue ) . 

Corollaire 

Définition 

J:xr~mple 

si M es t d ép:é n r- r r e , l ' en sembl e rl.e tous les 9 pou rl 

l esq u e ls (0) pos s~de un nombre infini de solu- , 

tians est un sou s - e ns emb le de l 'un ion d e tous 

l es c ô nes compl( rnentaires qu i ont un intf rieur 

vi de . 

La ma t rice M est un P- t1a trice, e ·t on no te ra 

t-\EP, si M a to u s ses mine urs principau x stric 

t eme n t positifs . 

c,)l
0 

M r~ s t ,.1éf· J0.r11· e poc J· t -- ve alorc u r,c,t e ,-, . u . . ., . ..1 . , ., 1·1 ,~o un 

P- Matricc . 

trioue . 

On a l ' é ()u i valence si M es t symé -





Th é orPme 2 

Le svst~me (0) po s s ~de une solution unique pour cha a ue 

~E. rR"" s i , et seul ement si, t'-1\ est une P-~-1atrice. 

Corolla i re 

Th P- orè me 3 

L'ensemble des c6nes c ornp l érnènt a ires f orme 

une oartit i on de~"' si , et seulement s i, M 

e st une P- ~atrice. 

Si~ est non- d~g~ n é r é e, alors le nombre de solution s de 

h a se r é a lis ables c omplénent a ires a la même parité o our 

tout C\ E 'l'R"' oui es t non-ct é i:; é né r é pa r rapport à t'\. 

Pour les d é~on s tra tions de ces th éo r è mes voir [19 ] . 

19. 
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QUELQVE5_6LGQEITH~ES _DISPONTBLES --- -- ------- - l1J , [15 ] , [20] 

Al~orith~e de Lemke 

Lemke est un des premiers~ avoir mis au point une 

m~thode oour résou dre de manière systématiq~e le problème de 

comolémentnrit é ( 0) . 

Pour dénarrer son alRorithme, on adjoint au nrobl ème 

un vecteur colonne . 

Souven t on o:rend Jl. : ( I\ f\ ~ )ï 
Le choix de ce vecteu~ est cenendant essentiel pour la 

terminaison rie l'a lr,orithme [15] . 

L ' algorithme de Lemke est int éressant~ analyser comme 

techninue de r ~s olution . C'est oourauoi nous y consacrerons 

l ' essentiel de cette partie de notre étude, a v ant d'aborder 

des al~orithmes d ' un type différent : les algor ithmes directs . 

Données soit le problème de compl émentarité à résoudre 

W-: '\ + I"-'\ 2. 

IJJT z. = 0 

\IJ70 2.. ~0 
- 1 

Descrintion _~~-l ~~lgorithme 

P-:ts 1 - Si l 7- o , la solution suivante convient 

1w =, 
\ z. =o 

nn a ainsi obtenu une solution de base réalisable et 

on s ' arrête. 

Si ~ est non-positif, l ' annulation des variables du 

second mernhre ne conduit pas~ une so l ution réalisa

hle . Dnns c e cas, on va au pa s 2 . 
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JJas ·> - On acl:joint au prohJ. .:--• me u11 0 va riali l2 arti fï c i , ·t le '2.
0 

On del joint cii:1 a le111e ni: U!l Vc?Cteur .L>o ( prH' exerq ) ] e 

.Q.= (~ 1. • .1, )T po11r olJt<2 11 i.r le proul è:- me Au rrnentc·: 

a ve c 

I\ + A. z. 

i. = \ zJ -z.o ).,

A - (M) '--) 

Pas 3 - Partant de la solution d e b,1se correspondante, 
croître z 0 jusqu'à la v a 1 e ur ~::o (- ~2) 

on fait 

Supposons que ce minimum aj_t lieu pour A= k.. ; on 

effectue alors une opération cl e pivota~e. On ~chanee 

les rôles de 2.0 et de~~ (voir la rlescription précise 

ci-dessou s ). La variabl e ¾ v a donc ent rer en base 

et la variab l e w~ va e n sortir. 

Dès lors, dans la nouvelle forme de base, 

- les variabl es de base, toutes positives, sont 

- les variables hors base sont 

2.-1. ) -z."" ~~ 

et donc 
1). 

( \)JI). ) • ' '2..0 ) • . ,'"(1\.)' = <\~ \)J ::: 

2.~ (z~, >zM.> wl\.) ,- = o 
, 

est 1;:i no11velle ~r1lut-i0n ~e ~a se ré-alisah]e. 

Notons que gén é ralement UJ_i. désir:nera l'ensemble des 

variables de base à l'ité ration i, 

-z.,.._ d é~ si r;nera l'ensemble des 

variable s hors base à l'it ~ratio n i, 

,.,_;... / . . 
n des J /~ nera la matrice des 

coefficients du sysl ~me d' ~g uat ions ~ l'it6ration i. 





2 2. 

Pas 11 - A pët rLir de cette nouvell e s o l ut ion d e !Ja s e , o n au pme n 

te la valeur1 de J. ;::i variable liors ba se zrt.., c orriplc; men

taire de la variable w~ dist i n~u~e en pas J . 

Pas 5 - Si la valeur de la variable 2~ peut ê t re aupme nt ~e 

ind f finiment sans qu'aucune d es ' variahles d e ba se ne 

s'annulle (c'est le cas si l e vecteùr colonne cîe la 

matrice A~ correspondant a l a variable Z~ est positive 

ou nulle), l'alrorithme s'arrête dans l'ind~c i sion. 

Pas G - Si l 'auc,r:1entation de la valeur de la v.J.riable Zlt. est 

bloqu~e par l'annulation d'une des variables de base 

soit ·W:, deux possibilit é s se pré sentent 

~ 
- ou bien \IJA :"Z..

0 
, et le pror:ramme se termine avec, 

comme solution de base r é alisable, la solution 

l w!. 

) "l..'t.. = 0 

- 01.1 bien ! 'l z~ et on recommence au pas 3, en 

faisant croître zt. L'indice A est dGterminé de la 

manière suivante : c'est l'indice qui conduit ci la 

premi~re annulation d'une variable de base. 

C'est donc 1 'indice i, pour lequel ('mi~ ~"' 

est atteint. 

Descri2tion_du_Eivotage 

Soient lo-."'-~) et l~J respectivement la matrice et le vecteur 

ind 6 pendant obtenus~ l'une des it 6rations. 

Soient A l'indice d e la colonne correspondant ~ la variable 

qui va passer au pr emier membre et~ l'indice de ligne de 

celle qui va passer au second ~embre. 
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Le pivotage va do nc s'effectuer sur l' é l é ment a <Ju tablea r s 

Le pivotage cons i ste à effectuer les op6rations s u i vantes 

- le pivot est i n vers é a _ 1 /a rs rs 

les é l é ments d e la ligne du p ivo t ( a utres que celui - ci) 

sont divisé s par l'oppos .;;; du pivot a -~-a ./a r J r J rs 

- les ~l éments de la colonne du pivot(autres .que c e lui-ci) 

sont divis é s par le piv0 t a. ~a. / a 
lS lS rs 

- les autres él éments se tran sforment selon la formule 

aiJ.--¼ a .. - (a .. a. )/a 
l _l r1 lS rs 

Les deux exemples présenté s ci-de s sous ont é t é choisis 

parce que le premier poss è de une termina ison normale et que 

le second s'arrêt e dans l'ind écis i on. Ils ont é t é trait é s 

par le pro gramme "Lemke " qui a é t é r éalis é au cours de 

l'année acadé miqu e 77-7 8 par un v,roupe d' é tudia nts compos é 

de Bou i llon André - Marie, Malher be Anne-Marie , et Haquet 

Anne. 

Le tableau initia l est 

W01 

W02 

W03 

W04 

Z01 Z02 Z0 3 Z04 

3.00 -2.00 - 2 . 00 2 . 00 

0.00 2.00 1.00 - 5 . 00 

2.00 -1 .00 0.00 0.00 

-2.00 5.00 0.00 0. 00 

0 .00 

0.00 

0.00 

0.00 

Q 

-1. 00 

6 .00 

- 2 .00 

4.00 
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Le tableau augmenté e s t 

Z01 Z02 Z03 Z04 Z . 00 Q 

W01 3 . 00 -2 . 00 - 2 . 00 2.00 1 . 00 - 1.00 

W02 0 . 00 2 . 00 1.00 - 5.00 1.00 6 . 00 

W03 2.00 -1. 00 0 . 00 0.00 1 . 00 -2 . 00 

WO Lr - 2 . 00 5 . 00 0 . 00 0.00 1.00 4 . 00 

La colonne du pivot l' ité ration 1 est 5 ( sa recherche 1 pour 

est i mmédiate ). La l igne du pivot pou r l ' i t é r at ion 1 est 3 . J 

Le tableau de l 'itér ation 1 es t 

Z01 Z02 Z03 ZOL~ W03 

W01 1.00 -1 . 00 - 2 . 00 2 . 00 1 . 00 

W02 - 2 . 00 3 . 00 1.00 - 5 . 00 1 . 00 

zoo - 2 . 00 1. 00 0 . 00 0 . 00 1 . 00 

W04 -4. 00 6 .00 0 . 00 0 . 00 1. 00 

La colonne d u pivo t pour l' itér ation 2 est 3 . 

La ligne du p ivot pour l'it é r a tion 2 es t 1. 

Le tableau de l' itéra t i on 2 est 

Z01 Z02 W01 Z04 W03 

Z03 0 . 50 -0 . 50 - 0 . 50 1. 00 0 . 50 

W02 -1. 50 2 . 50 - 0 . 50 - 4 . 00 1. 50 

zoo - 2 . 00 1 . 00 0 . 00 0 . 00 1 . 00 

W04 -4 . 00 G. 00 0 . 00 0 . 00 1.00 

La colonne du pivot pour l' it é ration 3 est 1 . 

La li r;n e d u p ivot pou r l ' it f: rat i on 3 est 3 . 

1 

Q 

1.00 

8 . 00 

2 . 00 

6 . 00 

Q 

0 . 50 

8 . 50 

2 . 00 

G. 00 
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Le tableau de l ' i t é ration 3 e st : 

zoo Z02 W01 Z04 W03 Q 

Z03 - 0 . 25 -0 . 25 - 0 . 50 1.00 0 . 75 1.00 

W02 0.7 5 1. 75 -0. 50 -4. 00 0 . 75 7.00 

Z01 - 0 . 50 0 . 50 0 . 00 0 . 00 0 . 50 1.00 

W0 1+ 2 . 00 1+ , 00 0 .00 0 . 0 0 -1. 00 2 . 00 

La va riable ZOO est r epas s é e au s econd membre , la terminai

son .est normale . Ce tableau est donc le tableau final d e 

l'al r;orithme. 

Les solutions sont 

w 'l 

0 . 0 0 1.00 

7 . 00 0 . 00 

0 . 00 1.00 

2 . 00 0.00 



• 



1'1 

1101 , .no 

~02 3.5() 

1103 4.51"1 

1104 -12.sn 

wo~ -1 .75 

110 6 7. sn 

,0 1 , . sn 

vne '·" 
11 09 ,.s o 

11 10 _, _25 

11 11 l . s, 

W12 , • 5n 

11 13 1,25 

,,, 
1101 1. ,n 

woz 1. sn 

1103 4.411'1 

1104 -12.10 

wos • ].7\ 

110, l, •n 

wo, s.,n 

1101 ]. 15 

wo, 4,SO 

1110 -l . ?5 

1111 ].Sn 

lf,Z !. SI) 

111) 1 , 25 

2 6 . 

~~~12.!I?!~- ~ 

Le tableau initial est 

1a7. '~, n4 M S zoo 107 n• ZJ ~ II J 111 112 11! • 

-2 -~" , • SV -6.7~ - •. sn - 2. so -3.50 -l,7S -4. SC l. 21 -3.)0 - 3.SC - 1. ~5 c.or z. 5(1 

-6 . 50 -1 .o~ 1CJ.~O -~.ln - 9. 25 4.50 6. ?5 o.ou s. ~o 2; 25 2 .00 ... 5. 7!: c.~o -! .1, 

-3.7 5 - s.ou , i .50 -4 . 5n - '! . CO 5 ,25 s .no o. 21 o. ca O. JO , .ne !.CC c.cc 12.00 
_,. llii rt o. uc, O.O t, ••. 5n G.oo • • OJ 4.50 5. 75 1: 25 -9.00 10.2 ! •r.co c.oc -3.!0 

-, . '" u.uo •.nL , . sn 4 . 75 7 .oo 4 •• , LOO 5. 71 •7 ,71 • •. se s.no o.rc - ! .l'O 
., . sn ... :, • ~· :t ·•. 71 -1 n. 1n ~ . ) y •1.uO ~-) 5 •4 .M ·S . .> l. Uu -~. !'H' _, :- .oo r.r1• ~. 4 \ 

· 4 • 111 ... ~ ... :, - ; , l: L •! .NI l.OC !J,00 o,n1 u. uù n.1 , 11 11. (, 1, D .,w r.110 0. 111 1 .. , ;i, .• o 

. ~ ..... -·, .U li •4, 511 ·4, 1\ .. " · t! ~ o.uu 0.'11'.1 u.uu 0.11 0 u. t) J U.Ul' o.on o.cc -1 .2, 

o. no -u.~ ~ - ~. 7~ - 5, M 4 .o~ O.O J 11.00 o.oo C. uO o.oo o.oc o.~r c.ro 3. 75 

-5 . nn o. c, u -1 -~1 - s.n l . 21 o.oo O.Ot) o.uu o. oo o.uo o.oo o.o~ c . rc - 12. ! 0 

•2.25 o.c,~ 9. 0L 7.15 - s. oc, O.Jt, o.oo .. . c.o o. uc o.co o.or c.co c.or 4,5C 

-2 . r o -, .cc · 1 "· 25 -, . s,, : . 00 o.oo t),M o.oo o.o ti o.oo o.oo ci.C('I c.rr -!.45 

S. 75 -5 . uo -1 :i .oo -5 . o~ 12 . 00 O,JO o.no u.uo o. oo o.ou o. oc c.co c.co ~•.7' 

Le tableau aug~ent6 est 

1n1 %0) ZL4 MS l J i 101 201 109 z,o n1 zn l'!! z~D • 
•1.n" •.50 -o.75 •• .sn -> . 50 -l.50 •1.7S -•. 50 3; 2S -1.50 -l.SO -, .25 ,.co z. so 

--..sr, -5.0L 1u.:u •6.sn . , . zs 4.50 ,.n J.Ot, s.oo z.zs z.oo -s.n ,.oc - ?.75 

-1.n -s.o~ 12.50 -,.sn - 1. 00 s.zs s.oo o. zs o.ou o.oo 1.00 s -~J 1.t'O ,:.ro 

-• .so o.oc, c..oo .,.5n o. oo a.oo 4 .so s. 75 1.zs -,.oo 10.zs ~0.00 ,.oo -,.sr 

-,.sn o.c,u 4 ,l,(i 1.sn •. rs 7.0C, 4. 15 S.LO S.71 - 1.n ,.sn 5. r, , _,.r -5.l't' 

.,. ~n •).2:, -•.15 •1LS0 l . ~O •l.CO o.n _, .ou -3.B ! .1,1:, -,.ou -12.00 ,.oo ! .,5 

-• .10 -s.,s -e.DL •7.00 , .oo o.oo o.oa n.oo D.GU O.OD, O.JO O.OJ ~ .rc -11.!C 

-~.Z\ -s.oo -• .so -• . 1S .,.u o.oo Ci.DO 0.00 o.oo 0.00 o.oo c.cc 1. cc -2,15 

n.oo -o. , s -S.75 -s.ro •• oo o.oo 0.30 o.ou o.oc, 0.30 o.oo o.oc ~-00 ! . .,, 

-• ,ne f\. CO -,.zs -s.•5 , . zs o.uo c.oo O.Jt 11,C.C o.oo o. oo o.oc ,.oo -12.so 

-?.ZS o.oc 9.0G 7 .75 -s . oo o.,o ,.,, J,CO 0.03 0. 03 o.oo O.C<' 1.co 4,5l' 

-2.nn _, ·"' -1 L.~5 -"·'" , . o~ O,IIQ 0,00 ~.OL t.oc 0.JO O,OJ o.cc ,.ro -? .,s 

s.n -5.0C, -1 (1 ,00 -~ .0(1 12 . 00 o.oo D. '3 "J.Q,~ u. or t. O~ 0.00 ('.OC '!.,00 ~4. ?5 

La colonne du p ivot pour l' i t é rat ion 1 est 1lJ ( s a 

recher c he est i mmé diate ). 

La liene du p i vo t pour l'it [ rat i on 1 est 7 . 
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Le tableau de l'it6rat ion 1 est 

? n1 !02 101 104 1115 ,o. 1'7 109 109 ltO ?11 112 11? •07 • 
.0, •Z .S'I z.so •.7S 1.z~ ; . sn •S.)C •l.50 •l.75 .,.so l.2S ·l.Sl •3 .so -1.25 1.t'O 15.('0 

IIOZ 0.00 -1.no o.zs 1t.SO o.sn -n.2s 4.SD 6.25 0.00 s.o, z .25 z.oo -s. 75 ,.ro •• 75 

w03 ,_,,, 11.1s ll.H 20.50 6. sn •6.00 s.u s.oo O.H 0.00 0.00 ,.00 S.Ol ,.oo z•.so 

wo• •1t1.'ID o.nn 5 .zs t.oo 2 . S'I .,.oo 1.00 ,.so S. 75 1.25 •9.00 10.H ,c.oo 1.c0 ,.co 

wos •7.H 11.00 5.Z~ 12.01, 14 .11'1 ,. 75 7.0l ,.n ,.co 5.7~ -7.75 ,.so s.11r. 1.ro 7. 50 

•06 -1. "0 1.11r n.ou ~-=\ -3 . 111 11.)0 .,.oo ,.n ••.OC -3.2) J.00 ·J.00 -1?.!') 1. DO ,s.,1 

lUO -! . Sl1 4.5n s.2!- i..oo 7. •00 •l. Dl 0.00 u.on o.oc. 0.0u 0.00 o.oo r.ce 1.('(' ,z.so 

•Dl o . ?s .,.n o.H l.:0 2.IS -•. zs o.ou 11.o~ o.c. .. o.ol u.oo 0.00 o.co 1.00 1t'.Z5 

W09 1. nn •• 50 5.ou :.:s , .AO ,.,o o.oo o.,n o.ou o.oc O.Ol o.oo O.t'O ,.~ 16.25 

.,o -•. ,s -n.so 5.a ,.H , .1s "· :s c.00 u.oo o.oo o.co o.oo o.oo e.ec , .('(' 0.(1(' 

.,, o.no "•l" 5 .,~ 17.00 , •• ,s ., .cc 1,.oc c..oo o.c.o o.oc c..oo 0.00 C.t?, '! .co 17.t'O 

W1Z O.M ?.sn •.l~ -; . .:~ '.111 r,.cu C,.)0 c.o, O.lO o.oo 0.00 0.00 t'.00 ,.ro •.t'S 

WIJ •2.H ,,.25 o.;:) -~ .uo &.'ln 9.00 c.oo c.,o o.oo o.~c. c.oo o.oo O.Ct' 1.NI 27.Z~ 

La colonne du pivot pour l'ité ration 2 est 7 . 

La 1 ir~n-:'! du pivot pour l 'ité ration 2 est 1. 

Le tableau de l'it é ration 2 e st 

:11 ?'Il l al 104 J ns IOo wo, zn• 109 l1~ ,,, 112 11:! 11~7 
101 -0.•1 n.11 2.7~ ~-3• ~ -11 •1.H •O.lt -, .01 -1.29 C.93 •1 • OJ -1.00 -0.!6 r.z, •.29 
•OZ -3.?1 1. 21 12.79 .ti.11 J. 11 -, •• 32 -1.z• 1.43 -s.1, ,. ,. -2.zs -2.so -7.36 2.29 Zr .c, 
WOJ -Z.•< ,.sn 14 .e7 ~~.S7 o.l< -u.zs -1.~o -11.0. -•.so 4.t7 -s.zs ••.25 ?. t! Z.5J '7.CO .,. •11. 11 5.71 27. s, lt.l~ t .21 -, ~. sr -Z.H -,.,1 -4.54 l.oli •17.00 2.25 

7 ·" 
!.lt 4!.Z9 

•OS -12.?'i 'i .on 24. 7~ , •• 10 H.Sn -" ... s -z.o~ ..... ,, -,.u, 12.ZS •14. 75 -2. so z.sc ! .('O !7. 50 
lo06 1.,. _,. ,. -e.3' z.11 - s _, . s.z, o ... 

·-·~ 
•fl.14 •6.04 ,.ao o.oo •1t'.'3 r. ,. !.r, 

zoo • 3. <n •.<n 5.2) ,.110 7 . l)n •J.oo o.oo o.oo o.ou o.oo o.:io o.oo c.oo 1 .('0 11.<(' 
loOI o. ?~ -, . 7S .,.:?:. l. 5~ .: .. >~ -~-~s 0.0l 11.00 0.0~ o.u~ o.oo o.,o o.co 1. Cti !C.25 
wo• 1. ,o •. ~n S. OU 2 .:~ z.n n <.oc o.oc. u.ou ù.t ~ o. 011 o.o, c.oo c.co ,.co H.25 .,o -c. 7S .n.sn 5.H c..7S ,.zs n.z5 o.oo o.oo o.oo O.wO o.oo o.oo o.cc ,.cc c.oo 
W11 o.~o l.H s. ~~ n.co H.7S -•.~o o.;o t.'3 o.:o c.,c c.oo o.oo c.cc !.l'O '7.0C 
•12 0.01 !. sri ' • .?) -~ -~ s i .'in 0.1.0 o.~o c.oo 9.Dw ~.oc o.~o o.oo o.co 1.0(' ,.es 
•13 -2.zs ,,.zs . n.;;s -;.uo ;; ,. pn •.110 0.011 11.00 o.~11 c.co li.CO o.oo o.or , . cc 27.25 

La colonne du pivot pour 1' itt~ration 3 est 1. 

La ligne du p ivot pour l 'itération 3 e st 10 . 





w,~ 

Z07 0.11 

W02 o.•a 

W03 0 .41 

vo• 3.H 

W05 1 _,, 

W06 •0.17 

zoo O.H 

woa -o .n, 

W09 •O. IS 

101 -o.,s 

W11 o.no 

W12 o.~o 

wu o.n 

wto 

101 o.o~ 

woz 0.?Z 

WOJ O.H 

W04 2.07 

W05 1.47 

110 -o.~, 

roo O.H 

woa -o.n, 

wo, ·0.15 

l01 -o.n 

W11 o.~o 

•U 0.00 

WIS o.n 

Le tableau de l' i t é r ation 3 e s t 

l02 l ;,3 Z0 4 105 lJ6 Wll 10~ l 09 Z 10 Z 11 ZH 11, WC7 

~.11 2. ~; ·0.3o o . 58 -1.60 -0.29 -1.07 -1 • 29 o. 93 -1 .00 .,.oo •C.!f c.,e 

1 .• 5 1'1. 29 1 •• 39 3 . 11 •1•.u •1.Z9 ,.u •S.79 ,.11 •2 .25 •2.50 •7.36 1.'1 

•. 70 12.1, ,~.oz ~ • 14 •1.4.l5 • 1 .50 •O.H -o.so 4.87 •5 .25 •4 .25 3.13 z.r, 

7.ll 10.,s ·10.H• "·'' •H.H - ~.H -4.07 ·•. 54 b.6b •17. 00 2.25 7.,. r. n1 

~. 91 H.2, ~. 4~ 11.n -•. 70 -2.00 ·2.75 ·• .oo 12. 2 5 •14. 7~ .z.so z. sr 1.H 

•1.H ·7.47 3 .~~ -~ .,, s.2, 0.16 9.46 •0.14 •6.04 6.00 o.oo -,o. 93 ('.31 

•.76 2. 53 •• su 6. H • l.U o.oo O.OJ 0.00 0.00 o.oo o.oo o.or r.,e 

•1.77 0.44 3.n , .,n ·•.24 0.00 o.oo o.o~ o.oo c.oo 0.00 o.co , .o• 

4. 4 3 5. 7! ~ .;: s 2 . 1 '1 1 .04 o.oo 0.00 o.cc o.oo 0.00 o.on c.co 1.15 

-n.r.1 0.7t 1 .oo ~.,. '1.04 o.oo c.oo o.oo 0.1,0 0.00 o.oo o.r, 0.15 

2. 2~ ~ .,~ 17 .oo 14. 75 •6.G0 o.oo 0.00 o.~o o.oo o.oo o.oo r. oc ,. cc 

2.sn . '-. 25 -~-~~ 2 . \ 'I '1.1,0 G.00 0.00 o.ou o.oo o.o:> o.oo C.00 ,.oc 

,,.q -1. so •4 .::~ ,. se l.9Z 0.00 0.00 o.G~ 0.00 o.oo 0.00 o.c0 l'.H 

La colonne d u p ivot pour l 'itération 4 est 10 . 

La lir;n e d u pivot pour l' it é rat i on 4 es t 6 . 

Le tab l eau d e l'itéra tion 4 est 

Z02 I Ol 10, l 05 106 wn 10a 109 .. :., 111 112 Z1 l 

'l.511 1.0\J L.H -o. zs - " .. 19 -0.15 0.31 ·1.]1 ·G.15 -o.os -1 .oo • 2 .o, 

-~.41 -1 . 01 ._ ~ .. 94 •S.14 •11 . ,s 0.02 15 . ~2 ·6.00 • 1.5Z 6.17 -2.50 ·23.te 

, •. 71 6. 70 2 •• ~, .1. H ., ,. , , -0.11 1.n • 6.62 - o.a1 -o.•o •4.25 ·5.70 

5.56 •11.0Y •6.0ij •3. 6) ·•.u .,.os 9 . S4 ·•.1" - 1 .44 -e.n 2.25 ·t.51 

l.•2 o.oo 8.99 6- 1 1 n.97 -o.z, 16.46 ·• .29 · 2. 0] •2.57 -z.so •19.H 

-11.20 ·1.l4 0.S) •U. tft n.17 0.14 1.57 -0.02 - 0.11 O.t9 o.oo ., .. , 
4.76 2.5] 4.50 '·" . , .n o.oo o.oo o.oo o.oo 0.00 o.oo 0.00 

.,.11 n.44 l.n Z. 'Ul -•.2• 0.00 0 . 00 o.oc 0.00 0.0G o.oo c.oo .. ., S. 71 l.2S 2.' " ,.o, o.oo o.oo o.oo o.oo 0.00 o . oo 0.00 

•'l.{'11 O.H 1.00 o., , ~.D• 0.00 Q.JO n.oo 0.00 0.00 0.00 o.oo 

2 .1~ 5 .25 17.00 14. H -6.00 o.o~ o . oo 0.00 o . oo 0.0:1 O.J0 c.ro 

2 . sn ,.2s -~.~s ~. ,,, o.~o 0.00 c.on o.,r 0.00 0.00 c.oo o.co 
tn.42 ., .se; •••d ,.,, 1.92 o.oo c..oo Il.DO G.l0 o.oo 0.00 o.,o 

L,o c olonne du pivo t pour l 'it é ration 5 est 6 . 

Lél li p,n e d u p ivot pour 1 1 i t é r a tion 5 est 8 . 

Vr7 

c.z, 

2 .u 

2.!4 

('.,Z 

1.H 

c.os 

c.u 
,.o• 

1.15 

0.15 

,.or 

,.oc 

0. ,1 

2 8 . 

4.29 

?l.N 

4 7.CO 

4!.29 

H.!O 

J.r9 

,z.~o 

10. Z5 

16 .?5 

r.or 
11 .rc 

,.es 

27. 25 

•• 76 

32. 74 

o.,o 

47.73 

0.78 

c. 51 

1Z.!O 

,c. 2, 

16.25 

o.oo 

11.~o 

,.r, 

27.25 





••" 
107 o.n~ 

woz o.'?tt 

WOJ O.H 

W04 s.n1 

W05 1.41 

110 ·O .01 

100 o.n 

106 -o.oo 

W09 •O.H 

101 ·O.H 

W11 0.•n 

•1Z o.nf) 

wu 0.10 

2 9 . 

Le tableau de l'it6ration 5 e st 

MZ 10! 104 zns wa w)1 l 09 109 W06 111 112 11! . wc7 

n. 11 1. 04 •C.17 •U. 41 n.o9 •0.1) o. ,~ •1 _,, •0.15 •0.08 -1.oa ·l .04 c.1, s.n 

,. 78 • , .,i 11.so •7.0 1.2, 0.02 15.82 •6.00 •1.52 6.87 •l ,50 •ZS,91 1.00 zc.o, 

1.65 6.Z. 11.ê 1 •1.16 1.C9 •0.81 1.02 •6.62 •0.81 •0.40 ·•.ZS .,.10 1 .21 !e.z, 
1.zs -n.sz .,.o, •S. 1 "· 9~ •1 .os 9.14 .,. 74 -1 ... •8,H z. 21 •f .~7 -~ . 47 !7.95 

,.21 n. 11 9.lo ' .. , -n.1u -o.:, . 16.46 -4. ~9 -2.0~ •2.57 -z.5n •19. 6f 1 .9S u.es 
•'l,l7 ·1.20 0.9U -c.. •• .n.~t 0.14 1.S1 •a.oz •Il. 17 0.99 o.oo •1 .11 0.15 1.48 

1.16 Z.l! l. Zl 5. 57 "·l4 o.oo O.JJ o.uo o.oo o.oil o.oo o.co 0.1! ,.ns 

•0,19 o.~s c.•1 o. H -n. 11 o.oo u . oo o.ou 0.00 o.oo o.oo c.co c. 11 1. ,, 

• .ll 1. b3 3.67 z. u ·"· 11 0.30 u.DJ o.oo o.oo 0.00 o.oo 0.0c 1 .26 11.,0 

-n.os o.n 1 .L~ (. ,. -n.oo o.ao o.,o n.oo O.wO 0.00 o.oo 0.oc C .15 0.0• 

J.,n 4.9b 14.57 t:. ?6 n.o5 1).30 o.on 'l.oo · o.oo o.co o.oo C'. CO c.!! ,c. !, 

z.5n "-~~ -;: .;?~ ;:.~n o.uo o.oo o.no 'l,CO 0.00 o.oo 0.00 c.oo ~ .oo ,.rs 
•• 71 . •1.07 •c.ol J,. •n -n.t6 o.oo o.oo '1.00 c..oc o.to o.oo o.co 1.H !7.14 

La s co□po santes d u vecteurior sont toutes positives 

Lë1 terminaison est anormale et le programme s'arrête 

dans l'indéc ision. 

Remaro ues 

- La df mons t ration de la converrnnce 1e l'al ~orithrne rie 

Lemke est basée sur des arpumcnts de t yne combinatoire . 

[ 1:, J 

- Les cla.:-;ses rie rnntrices nour lr.souell es l ' existence de s 

solutions a c< t r 6 tablic ouancl A._=-(~~ ••• Il..) T sont 

f>(.9) J S':)1"\ (.l\.~1, ScM[l)..~J) -z.ptt.J, ?O 

c'lont les clffinitions de s class e s son t c'!onn f es c i - rle ssous 

- L' al~orithme de Lcmke pr~scnt e un inconv~nient l ' arrê 

po ss ible d a ns l ' ind f cision . Lemke a. cepenc'!ant montr6 

<7ue pour certaines classes de matrices, l'arrêt dans 

l ' inrtfcision si~nifie qt1 ' il n' v anas de solution r 6ali-

s a b le au prob l~me . 

cc-positives n lus 

est 

I l en est ainsi no u r lP.s matrices 

( notation c +), dont l a d~finition 

z.~o ~Z.'t-\z.~o 

b) \Jz. 
l. co - ~\:1\.-v-'.. cf) 

'Z-~0 1. --r 
z."ïM "Z.. = 0 j ~ \M+ M ) "Z. = o 
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F,xemples 

a ) Les matrices semi-d6 finies positives (notation 

PSD) 
z. 

b) Les matrices définies positives (notatio n PO) 

On DP Ut f noncer la propo s ition s u i vante : si M est 

d é finie positive , alors tous l ·es mineurs princi-

paux de M s ont strictement positifs. On a la pro-

pos it ion 6auivalen t e si M est sym~trique. 

c) Toute c mbinaison linéaire i'! coefficients non

n rp.;atifs de c+-matrices e st une c+. 

d ) ;,i M1 e t n2 sont c+ et s1 A est aue]connue, alors 

est: c.+ 

DÉ-fi n itions 

1) La matr i ce i1 est strictement conositive (notation SCP) 

Sl 
\J z. 

7 ) La matri ce M es t un e PO -matrice (nota t ion ro ) S l M 

a tous s e s mineurs nrincipaux positifs . 

3 ) La matrice M est une Z-mat r i c c (notation : Z) si Ma 

ses é l é ment s n ép:atifs ou nuls, exc entl1, é vent uel leme nt, 

ceux de la diaponal e princinale. 
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4 ) La matrice M est une Zr -matri c e (no tat i on 

~ la f ois un e 7 - matric~ et un e P-matrice . 
7. P ) si H e s · 

Exemples l~ -;J ME P \ \ ?\) u-z..î\ M -:. ::: "), -

tJ\ - (: -: î 9 ~~Zf\f>D = 

M - l~ -~) 'l t-1\ E. 'Z. \ \2.P\l Pn\ 

5) La matrice~ est semi-monotone (notat ion : SM) si 

L.::i matrice~ est 

SSM) si V nc-~o 

f)C:\- 0 

strictement s emi-monotone (no tation 

6 ) La matrice î1 est un Q-matrice si l e T. CP (<1, M) a une sol 
• h ' n n tion pour c a que q appartenant~ ~ . 

Les d i ffé r entes classes de matrices q u i viennent d ' être 

d 6 finies peuvent être pr6 sent6es sous forme d 'un tahleau

r 6 sum6 . Les plus petites d ' entre èlles se situen t ~ la 

hase de ce tab l e au . 

SM 

SSt'\ 
P. • 
0 

se.\> 
p 

2 

fSD 
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Alv,orithme <le Cottle et Dantzir 

Pl utôt que rte ct6crire l'alporithme de Cottle et 

Dantzi~ dans tous ses détails, nous nous attacherons ici 

à sa "philosophie" . 

La mfthode de Cottle et Dant4ir, [s]; [6] est une 

m6thode de pivotaRe principal (d 6 finitio~ voir lexi<1ue). 

F.lle a pour but, apr's chaaue pivota~e principal, de ren~ 

dre positive une des composantes du vecteur q . 

Toute fo is, tout au lonr; des ité rations, toutes l es 

variables de base positives sont maintenues positives . 

Le cheminement s'effectue donc ici de solutions compl émen 

taires en solutions compl é mentaires, ce qui d ' ffère forte

ment du chemine ment de l ' alr;orithme de Lemke où les pas 

successifs se font de solutions augment é es positives en 

solutions aup:mentées positives . 

La conver~ence de l'alr,orithrne en un nombre fini 

d' ftapes , pour les problèmes non-dég~n é r és , r6sulte des 

conditions suivantes : 

1) le nombre de cycles est fini; 

2) si, au d~but d ' un cycle, la matrice M poss~de des 

mineurs principaux positifs, le nombre, d' i ti':rations 

À l ' inté rieur du cvcle est fi ni; 

3) ~ chaque début de cycle la matric e t? poss è de des 

mineurs principaux positifs s i la matrice initiale M 

possédait, elle aussi, des mineurs principaux positifs 

Eu é~ard ~ ces conditions, on v6rifie facilement aue 

l'alporithme de Cottle et Dantzi~ est v6rifi~ pour la 

classe des matrices PSD . 
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C J1 API T R r: II 

CARACTERISATION DC LA CLAS Sr: P 

HJTRODlJCTION ----------- •• 

Ce chapitre est consacr8 pricipalement ~ la nropri é té 

du "trou du pipeon". La notion de noints comnl6mentaires 

v érifiant cette propri é t é est nrobàblement, dans ce m(,moire, 

celle nui est l a plus fructueuse. Flle entraine non seule

ment une nouvelle caract6risation des P-matrices, mais el l e 

enr:enclre une nouvelle famille d'al,r-orithmes pour les prohl r.mes 

de complémentarité (voir chap. III). 

Nous l ' é voq u e rons donc cl ans chacun des cas linéaire 

et non-liné aire, ce qt1i nous permettra de formuler les condi

tions sous lesnuelles les alporithmes directs poss~dent une 

solution uninue. 
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1. Dr.FHITTTONS n1rORT/\JlTF'.S ----------------------------------------------
Afin rie clarif ier l.=t prf: sentat i on et cl 'unj f :ir:~r l es 

no t a t ions, nous p r f: cisons en ce rl~ bu t ctu ch an i t rc nt1i nous 

am,:-; ne au coeur ctu n r ohl 0me, - n 11<, lnu e r; rl1~ fin it ions inn o r t a nte s . 

nt:f:inition 2.1. 

So:it une fonc t ion con1in11 e 

on définit un nrobl 0 me <le comnl f mentarit~ as soci~ ~ ln Fonc

!..~~~ (<1ue l'on no t era par~) comme suit 

"' chercher un vecteur :x. de Il\ tel nue, pour chanue indice .,_ 

appartenant~ l'ens . mble N, on a:it : (1) 

(2) to•\>,o 

( 3 ) .,., . , . t,X. ) ::. 0 
.. b .. 

La condition (3) du cpf est similaire 2l la condition cte 

complé mentarité. 

Définition 2.2. 

Si 'ël: g (,X.) . , a lors le cpf est non-d é r: r. nf.ré si, nour 

chaaue ·" de 1 'espace W.'" sol ut ion de cpf, il v a au pl us n, 

des 2n variables <1,• ), qui s'annulent simultan~ment. 

Définition 2.3. 

" 1 t t t ' r,.."' - ✓ • f • 1 ,',upposons ciue e vec eur .., appa r ·enan :1 _ v <:r i _ J_e a 

conctit:ion de complP mentarité (3) du cpf. On d é finit alors le · 

point compl Pmentaire 11
-')" associ A au vecteur z par lé'! fornule 

-i•Z.+ ~tz.) 

Cette d(, finit i on nous montre donc oue, si le 11rob l 0me 

consid0ri~ est non-d ~r;énrré, le vecteur . ...-\ ne contient auctrnc 

composante nulle. 
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Nous suppo r; ons oans l e1. s ui t e de c.e rn é rrio i r e (]u o. J es 

probl ~me s traitf s sont non- d ~~~ n~r ( s . 
Dans cett e oartie, nous porterons un int é rêt tout 

particulier à la condition de comnlémentarité; nous lais

serons momentané me nt de côté les conditions (1) et (2) du 

cpf. 

D~finition 2. 4 . 

On notera p a r ~ l' ensemb l e de s entiers nosi t ifs d e 

1 à n. N~~A 1t.,3, . .. ,N\-h,1"4\.\ 

D~finition 2 . S . 

On notera par ?(. 1 ' ens e mble ries points complé n e ntn.irc s 

du probl ~me de complérnentarit f associ é ~ la fonction f . 

Donc, 

Définition 2 . 6 . 

On notera pn r @ l'ensemble des orthants ( d{ finition 

voir lexioue ) de ~-

Lemme 2 . 1. 

Si le c pf e s t non d é r:é n é r ~ ,a lors X a une intersection 

vi d e avec la fronti~re de n ' importe (lUel o r thant . La d é mons-

tration e st 6 v idente en raison d e l a non -dé ~f n 6rcscence d u 

cpf ciui entraîne : ('l ~ X. ce oui en t raîne c,u ' aucune compo

sante de A n ' e s t n ulle . 
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?. ro;;ITI ON =n u= PROnLnn-: 

No tre but E~st d ' arriver l\ l a " oronri ,-; t ( clu trou rlu 

pip;eon " <7ue nous é noncerons comme suit 
l {"(\ • ] • l_,,, ChaCJue orthan t cie 1~ contie nt un et un scu _ noint co ri n r, -

mentaire. Pour cela, nous mont r erons n ur~ so us certr.1-i nes 

conditions, il existe 

1) 2n points cnmnl f mentaires; 

2 ) au moins u n p oint compl f rrtentairE: pa.r orthélnt . 

D0s lors , comme il y a ?n orthantr; cln. ns l ' esrince f'R~ le nrin 

cipe du " trou du p :i.r-eo n ", <: none (, ci -rie s:;ous , exi .r e ou ' il v 

ait un et un seul point comp l f rnenta ire nnr orthant . 

Pr incine d u " trou d u pipeon " 

Si m pi p;eon s doivent nic·her cl,7 ns m trous et <1u e 1 ' on 

ne peut nlacer au ' un rn r,:eon au rnêl ximun pr1r trou , to u s J es 

trous seront occ uné s chacun n2r un e t un seul nip:eon . 

Ce riri nc ipe du " trou clu nir;eon "constitue une interpré> tation 

irnapée cin r f sultat s u i vant 

Soient deux e ns embles A et R, finis, distincts, rie même 

carctinalit é . -
So i t r une correspondance entre ces de ux ensenbl es 

';(' : /\ ~ B ; :\\= f\ =' it 4n }(tl.i.. 

Si cette correspond ance P, est fonctio nnel le , 

parto ut d f finie et 

s urj 0ctivc , 

a l ors elle est inj ective et donc h i1 cct ive . 

La premi è re ass e rt ion : "X poss~de ') n 6 1 (, rnents" se montrera 

par l' ~tab lissement cl ' une bii Pction S . 

En ~tab lissant d ' autre part l e caract~re s urjecti f d ' une 

application : i : X. ---, @ 

nous montrerons le secon d point . 
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3 DF'.FINI'J' ION =rT = DD10t-JSTPATION = rn r = CARAC Tï. P.f = RTcTf.rTJ[ _ D[_ ;: 

A D6finition de la correspon rl ance S 

Soit S un e correspondance e ntre les ens e mbl e s .P(N) 
et X. S: §> N) -,..x_ 

df finie de la man i~re suivant e 

Etant donn6 I E~(N) Jon a ssocie ~ Iles points comnl~

mentaires ~ventue l s corres ponda nt a ux s olutions , s i elle s 

existent , du problème 

1) Soient N= \-",l,!i\ 
~ : TR 3 ----:"'~ (R~ 

( rt"AJ «t.1 pC~) ~ ~ ~ ~0:1\- ~t..) > ~ C,:h.+IJ='t, ) ÎP\ t,:'~' 

'I. = \..\.\ 

d6terminons, ~ partir des formules (a), le s yst~me ~ r ~soudre 

A é I 

t. 4 !. 
.3 lr I 

Il s'écrit donc 

if'\ (~~ - ~2.\ = 0 

~,._= 0 

Le point complf mentairc A a ssoci6 ~ l'ensemble d ' ind e xation 
I est 



L_ _ 

2 ) Soien t N = )A,i.,?>,~, 

t =~~ ----~~ ~ L 

\ rl'.,..l ~t.i'j;?. I (S:.'\) ~ \ '5" p::~ l J1:'1.. ) 

D6terrninons l e sys t ~rne ~ r f s oudre 

~~r pC.l\=O rt='~=o 

i. E I 
~ 

~t. l r,: )'=• o 
~~ 

~ ::O 

?, ~::c r.c~ = 0 r1:~ = 0 

li t J: ~ 1\ l,.:"\;: o 4:: O 

Ce syst~rne est impossible~ r 6soudre . 

3 8. 

Nous ne pouvon s donc pas associer ~ Ides points conpl6men

taires . Si l ' on fait une analopie a vec la terminoloPie rte 

nro p;rammation lin<' aire , on remar<1ue <1ue l e vecteur A est 

d é crit comme u n vecteur de bas e . En effet, il contie nt les 

variables 

et les variables t 2~ 

vecteur ~ s ' annulent 

'v j.. E :t :z. 

\J J. E. N \ I-z.. 

!~ l'?.)) oui n ' appartiennent pas à ce 

( variable s hors-base) . 

B Le caract~re surjectif de S : 

Le caract ~re surjectif de S s'obtient~ nartir de 

la définit ion même du po int compl émentaire . F.n effet , par 

( 3 ), i l existe un ensemb l e d ' indexation r,.. inclus dans H 

tel que 



On a do nc : l ~;. 
~-,.. 
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\/;.. éI...h 

'V ;.. E. N \ IA 

La r é solution d u systè me ( 2 . 1) é tabl it le caractère sur:iectif 

de la correspondance S . 

C La correspondance S 

et foncti onnelle . 

_ ___..,.~ X e st partout d P- f inie 

Montrer le caract è r e " partout d P.fini" de la correspon

dance S re v iendra à démontrer , dans l e th6or0me ?.2 , 

l ' existence d ' un po int cornpl 0. mentaire pour chaoue ens emble 

d ' indexation . D6montr er l ' unicit f de ce poin t cnmpl ~mentaire 

associé à un ensemb le d ' indexation nermettra alors de d 0. duire 

le caractPre fonctionnel . 

un e application . 

D6 finition 2.7. 

La corre s pond ance S sera donc 

Si f est une .. f onction contin ue de 1 ' espace iR"' sur 

lui-même, alors el l e est une P- fonction sur l ' ensemble 

Te ~"'si pour tout rs.: , ~ diffé:rent a ppartenant Zî T, il existe 

un indic e 1 tel oue 

\(S:,._ - 1 ,:.) ~ Î~ l~\ - t li)) 7 o 

Une classe i rrportante de P-fonctio ns est d é crite 

par le thé o r P. me su i van t . 

Th éor 2' me 2 . 1 . 

Supposons n ue la fonction f soit d.:i.ff8.rentiahle sur 

nf'. Si 31;, <l'lC) ~ la matric e jacobienne pour f( rx.) , est une 

P- matrice sur îR"', a J ors f (/'t'..) est un e P-fonction s ur tR~ 

Pour la d ~mon stration , voir ~~ . 
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D(f inition 2.8. 

f . .c m"" <Dr,.. ' ,.:i • • ,.._ • Un e . onction J : If' ~ ,n. poss e ue un e ma.tricc l é-lCOJ Jlen -

ne J~ v:,c) horn C: e pos i tivemP.nt ( notat ion : ~ E. rn,TM ) si il 

existe un nombre & compris entre O et 1 tel c,ue nour 
(1\ 

chaque pc. de \R , t ous les min e urs principau x dr. :rl lnè') s '.:,nt 

compri s entre b et ~-: 

Exem2le Soient t: tRt .,... ffi!. 

t:~\ ltJ \

~ff'- is:~ t t 1'1=~1 
~ = 

~fi>.. ~ tx:'t.. 

~ = "'\~ 
Cette fonction appartient ~ la clas se PBJM. rn effet , sa 

natrice jacobie nne Jt (ne) est born0e positivement. 

Lemme 2 . 2. 

Soit f 

supposons que 

~__,,...~ une fonction diffé rentiable; 

alors f est surjective. 

Dé monstration e lle se fa i t par l'absurde . 

La fonction f es t continue et str i ctement croissante, donc 

o~ I est un intervalle de fR. 
Montrer que la f onc tion f est surjective revient~ montre r 

c,ue I = t'R. .. 

1 ) Sup no sons 

a vec M fi ni; 

alors,nous avon s 

'tj ~ ~ o ~ - ~lo\ ~ lld:) - ~(o) ::. ~ t ( 9 rc) L ~ S 
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none, en choisissant~ suffis arnMent grand, on a l'absurdit~ 

suivante 

2) Suoposons 

\J ~ E. ffi. a vec M fini; 

nlors, nous avons 

'v~>O M-\{o) ~~(r,;)-~(o) = ~tte~~ ~ ~~ 

Donc, en choisissant M suffisamment petit, on a l'absurdit é 

suivante 

Ainsi donc, I es t un intervalle non borné . 

Thé orè me 2.2. 

Supposons q e la fonction f appartienne ~ PBJM et 

que le c pf correspondant soit non - dé~éné r é . 

Alors, à chaque en semble d'indexation I 0 , on associe un et 

un seul point complémentaire,/.,. 

Démonstration 

1) Existence du po i nt compl6mentaire ~

Considé rons l'en se~ble d 'indexation I 0 

Io = \ ;.~ i ~1., • • • ' ;. "' \ 

l 'ensemble des é quations 

le point compl émentaire h correspondant 





Nous allons f changer les rôles des variahles M 
~~-1.. 

Par hypothè se, nous avons : 

ce qu i e ntraîne 

4 2 . 

1 ~ ~ rR h& Of-~ ( J~~~I ~ r-:~i..\ ~~) ~ ~ -,o \J~ E IB. 

on définit 

La d ~rivé e première f tant positive, cet t e application est 

strictement croissante , donc injective. 

Et comme sa dérivé e est strictement positive, elle e st 

surjective , donc bijective (l emm e 2 . 2 .). 

Dès lors, cette appl i cation admet un e a pplication r ~c iproque . 

telle que 

i Ï-~ ( ts=-,._ \ - •• l 11=_,:I). l •• • l f'X('\) : ~~~ 

Ceci nous permet de d6finir la f onction J~ 
ti'l 
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On o btient alors un nouvel ens embl e d ' équations 

,: - ~; ~~~) ~o 

avec 

-\ - . 
" 

Si on é change seulement la dépenda n c e des rôles de ~,:~ 

et de oc;.. et , comme la conditio n ( 3 ) de cpf est s ymé tri-,.,_ 

que en rs:;. et (tiqpour tout indice i de N, 1 1 ensemble des points 

complémentaires de la f onction ~l< contient les points complé 

mentaires de la fonction f . 

Cottle [5] a prouvé que 

posit ivement, alors f* 

si fa un e matrice jacobienne borné e 

appartient ~ealement ~ PDJM. 

Si nous appliquons le même raisonnement en sens inverse, en 

é changeant la dé pen dance des rôles de ~il\. et de ~:~ ) 

nous pouvons conclure que l'ensemble des points compl 6mentai

re s de f contient les points complémentaires de f •. 

Donc, f et f ,ic poss èdent les mêmes points compl émentaires . 

Si la fonction f - appartient à PBJM, on peut effectuer un 
w: 

autre chanBement : échan ger l es rôles de l~= ~~Let de 

~,.: -= rc~ . C'est pourquoi , si l'ensemble d'indexation I 0 

poss ède n éléments , on peut d~composer l'échange des varia

bles correspondantes à I 0 en n é changes simples sur des 

f onctions PBJM. 

Le point complémentaire 

f . 1 p_ • ., ... ~ 
ina e \ 

9• • .. . 11 
/\ = 1 

A s'obtient par la transformation 

C'est pourquoi 

2 ) Unicit é du point compl émentaire h 

Supposons qu'il existe deux points complémentaires de f 

pour l 'ensemble d 'indexation I 0
• 

Soient ~ = ,,c. + f (~)etc= i + f (2), ces deux points . 

Pour tout indice i de N, considé rons la quant ité 

{t.. t.) 
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On a donc : 

~ fC· :0: z. ,.. ,._ 

De pl us, comme f E. PBJM entraîne q u e 'lg (c.e) est une P-matrice ce 

q ui entraîne que f e st une P-fonction, les relations (2.2) et 

( 2. 3) contredisent l e théorème 2 .1, puisq ue mçix c. n'est pas 
.,.._ A 

strictement positif. On a do nc /) = \: et il y a au p l us 

un point compl ' ment aire assoc ié à l'ensemble d'indexation I 0 • 

Cet exemple montre l'importanc e da n s le th&or~me 2 . 2 du 

nombre strictement positif i n te r venant da ns la pro pr i& t ~ 

PBJ /1 . 

La matrice jacob ien ne associ~e à c e syst~me es t 

Ces mineurs principaux sont tous po s itifs . 

Soit I =- ; , oio>\bi 

Soit 

En annulant les compo santes rs:2. et ~~ on obtient 

l
~~ = - oO 

"" - 0 6'- -
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Ce s " solutions" son t é tonnantes , mais on peut s ' y attendre, 

pu isqu'une hypoth0 se du th~or~me n ' es t pas v6rifi6e . En effet 

or1 n ' a pas d e véri t ab l e r éc iproque puisqu ' il n ' existe pas de 

nombre o <. b < 1.. t el que les mineurs principaux de la matri -

ce j aco bienne soient tou s compris entre ~ et ~-~ 

Conc lus i on : 

On pe ut , à pré sent, affirmer que l a correspondance S : ~~N)-.X 

es t une application surj ective . 

D Le caract ère in j e ctif de l' application s = 9(,V) ---"> 7L 

Ce c arac tère inj e ctif découle du thé or ème s uivant 

Thé orème 2 . 3 . 

Si la fo nct i on f est un e P-fo~~t~on s ur {Rm et si 

le c pf est non-dégéné r é , a lors deux ensenbles d ' indexation 

dist i ncts n e peuve n t donner lieu aux même s points complé

ment aires. 

Démonstration elle se fait par contraposition . 

Considérons deu x points comp l émentaires ~ e t c éga ux . 

fX. + ! li-.:) :: ~ = t = ~ t & \ ~) 

Par hypothè se , on a 

Inc: ~ "I.'l 

Donc , pour c}1aque indice i de N, on a la condition de compli 

mentarit é 

~"'; - t--l q. t ..-) - ~. \'\ \) : "'~ ~" \-=) - J;::;. il 1) - 'J.c ~..\"'" \ -1-1,,~.t 1 \ 
1 

= - (C;. ~,. \1\ - 1~~ (oc') 

~ 0 
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La dernière iné galit é provient du fait que les points fa et é 
é tant égaux, appart iennent au même orthant @ 

Ce fait contredit l 'hypothè se :" f e s t un e P-fonction sur 

excepté si rc. et i sont égaux . 

D'autre part la non-dégénérescence du c p f i~plique les rela

tions suivantes 

~;. ::. () " ;.. € N \ I,s:; 

($:.~' 0 
\J;.. E:. Tee 

~'-
:. 0 \f;.. ~ N \ 1:., 

~ \ t) 
\;) j. e. Ti 

Comme (f:. = 1, on a 

:r:(C :=. 1:i 
ce qui contredit l'hypothèse. 

E Conclusions 

Les points A, B, C, D de ce paragraphe nous permettent 

de conclure que 1 ' appl ication S : ~ (r-a).....,. X est une bij ec

tion. 

De plus, comne les sous-ensemble s de N sont au nombre 

de 2n , nous pouvons déduire que X, 1 'ensemble des points corn~ 

.plé mentaires, poss ~de aussi 2n é l éments. 
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4 DEFINITION ET DEMONSTRATION nu CARACTERE SURJECTIF DE === ======== ================ == =========== == ============-

A Définition de l ' application g 

Soit e la corres pondance entre l es en s embles X et ® 

définie de la maniere s u ivante 

Tout point c omplémentaire d ' un c pf non-dé~énér é , poss ède un e 

c e rtaine configurat ion de sie nes à laquelle nous pouvons 

associer un c ertain orthant . Ainsi donc , à chaque point 

compl émentaire correspond un orthant de tR~ Ce fait nous 

permet alors de conclure que la correspondance ~ est partout 

dé finie et f onctionnelle . 

Nou s sommes donc e présence d'une applicat ion e : X.._.,.@ 

B Le caractère surjectif de l ' app l icat ion e 

Le caractè re surjectif se démontre facilement à l'aide 

du théorème suivant 

Thé or è me 2 . 4 

Si la fonction f es t une P- fonc t ion sur ~M. alors, pour chaque 1 

orthant @ inclus dans ut', il existe au mo ins un point complé1 
mentaire de f 

' A appartenant à l'orthant. 

Dé mo nstration : Pr e nons dans l ' orthant @ 
mentaires distincts h et t 

~ = ~ -t- ~~"-=} 

\: = '6 ~ \ l~) 

deu x points compl f -
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Pour chaque indice i de N, vu la condition de compl é men

tarit é ( 3 ), on a : 

(~;. - 1À.) (~~ l~') - ~~ t1)) ~ ~t-~À(~ -~~~~1\- ~~{À vc) "1,._\f- {~) 

= o -(i:;..\~\.\\ - ~,:_~,._\.rs:-) ~o 

La dernière iné gal i t é provient du f a it qu e les points ~ et~ 

appartiennent au mê me orthant ® 
Cette même derniè r e inégalit é contredit l'hypothè s e : f est 

une P-fonction sur îRir\ tout entier. 

Ainsi donc, il exi s te au moins un point compl émentaire de f 

appartenant à l 'ort hant @ . 
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5 RESULTAT FO NDAMENTAL ----------- - ------------------- - --------

Nous venons donc de montrer que si l'application f 

est PBJM, il exist e 2n points compl émentaires (2. 3 ) e t au 

moins un point compl é mentaire par o r thant (2.4). 
n n Dès lors, comme il y a 2 orthants dans l'espace R, le 

principe du" trou du pigeon", pré c é demment é nonc é , exir,e 

qu'il y ait un et un seul point comp l émentaire par orthant. 

En effet, dans notr e cas, considé rons les ensemb l e s X.. et@ 

Nous venons de voir que 

1) Il existe au plus une solution par orthant ( g est 

fonctionnelle) 

2) Toute solution possède une certaine configuration de 

signe)(correspondant à un certain orthant) ( g est partout 

défini); 

3) Il existe au moins une solution par orthant Ci est 

surjective). 

Dès lors, l'applica tion g considéré e est bijective ce qui 

signifie: chaque or thant contient un et un seul point complé 

mentaire. Nous pouvons encore exprimer ceci sous la forme 

suivante 

Théorè me 2.5. 

Supposons que la fonction f considé r é e soit PBJM et 

que le cpf soit non dégénéré; alors, l'ensemble des points 

complé mentaires vérifie la proprié t é du "trou du pigeon". 





Résultat fondamental 

Si les Aoolications Set R sont PBJM , l ' application 

.r:0 S :<P(N) ~@ est une bijection . 

Ce résultat est fondamental c a r c ' est une des conditions 

sous-lesauelles l es al~orithmes directs présentés au 

chapitre suivant poss~dent une solution uniq u e . 

50. 
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6 LA PROPRIETE DU ''TROU DU PIGI:Otr " POUR Lr. S P-FONCT ION S 
UNIFORMI:S ------------ - ---------------------------- - ----------------------- - ---------- - -- - --------------------------

La propriGté du "trou du piri;eon " est v é rifié e , no us 

venons de le montrer, pour une fonctio n don t la matrice jaco

bienne est bornée positivement. Nou s al lons montre r qu'ell e 

est éealement vérif ié e pour un e sous-classe des P-fonct i ons : 

les P-fonctions uni f ormes. 

Dé finition 2 . 9 

On appelle c ô ne rectan ~ulaire tout cône du type 

A. ,.. 

Définition 2.10 

La fonction Î ·. fi\~ 
~ 

-----:ii~~~ est une P-fonction uni-

forme sur un ensemble T si pour chaque paire d' é l~ments 

distincts rc, ~ de T , on a : 

fff\O.OC \~~ -1,..) \~~ (ne) - ~,;. \~\) ~ C 

>-'=- N 

Théorème 2.6 

• tal'A rom. • • Supposons que la fonction f de •~ dans ,n soit conti-

nue sur le cône rec t angulaire Kr et que cette fonction f soit 

une P-fonction unifo rme sur K ; r 
alors, il existe un unique vecteur fi:. 

appartenant à K: ( le cône conjugué ) , 

de K , avec Q (~) 
r T 01 

tel que p. .'\(r,:") = o 
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Démonstration : La d émonstration est f t abl ie [ 17 ] pour un 

probl è me de compl émentar ité non linéa ire r,é n f ralis é qu e l ' on 

dé finit comme suit : 

Soient f une fonction continue de l ' espace tR~ dans lui-même 
~ K un cône e t K son c6ne conj u ~u é . 

Trouver , s'il existe , un vecteur ~ de ~ vérifiant les 

proprié t és suivantes : 

~) \/ ~ e. K ~(AC) e: ~ ~ :::: \ ~ \ i T p.: ~ o V pe e K \ 

Remarque 

Chaque orthant ® de tR"" est un cône rectan p;ulaire dont 

le cône conjugué est @ lui-même . 

Théorème 2 .7 

Supposons que l e cpf considé r é soit non-dép;éné r é . 

Si f (~) est un e P- fonction sur l ' ensemble tR~, alors 

l 'ensemble des point s compl émentaires, X., v é rifie la proprié t é 

du " trou du pigeon ". 

Dé monst ration 
-------------

"" de IR ; 
On applique le thé o r~ne 2 . 6 . ~ chaque orthant 

Cet exemple nous montre l'importance de 

e s t une P-fonction uniforme . 
----'!'!,, .. ~ 

Contre -exemple 

l ' hypothèse : f 

Soit 1 .. ~ 
~ ,..,---"I,...,.. g t~) ::. - ,=- pc - l 

Cette fo nction est d i ffé r entielle et s a d é rivé e est strictement 

positive pour tout élément ~ de ~-

D' autre part , coITlI'.le f (fX.) est strictement n ér,ative pour tout 

é lement F de ~, l'ensemble des points compl émentaires ne v&ri-



fie pas la proprié t é du "trou du p i r;eon". Le seul point 

compl émentaire provient de JX. = 0 . 

5 3. 

La fonction n'est effectivement pas une P- fonction un iforme . 

Cependant, c ' est un e P-fonction sur~ . En effet , par le 

thé orème de la valeur moyenne , nous avons 

pout tout 
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7 LA PROPRIETE DU" TROU DU PIGEOTJ " DANS LI: CAS LiîI T:A I RE 

Le cas liné aire é t a nt un cas particul ier du c a s non 

linéaire , nous adapterons d ' a bord l e t hé orè me 2 . 5 e t 2 . 7 a ux 

fo nc t ions affines. No u s montreron s en s u ite qu e , d~ns l e cas 

d 'un LCP , la pro prié t é de " trou du p i r,eon " est une caracté 

ristique des P- matric es . 

A Lien avec l e s P-ma trices 

Théorème 2 . 8 

Soit A une matr i c e n x n . Le s deux assertions 

suivantes sont é quiva lentes 

de A sont po sitifs; 

1) Tou s les mineurs principaux 

non nul , on a 1 = A rr:. 
que rJ:.;.. 'i,-. ~ o 

Pou r la œ mon stration 

Thé orèmE 2 . 9 

2 ) Si pour chaque vec t e ur ~ 

alors , il existe un iï dice i t El 

voir [1 8] . 

S 1 f t • f d ~l'n ...:1 '°t't\. • uppos on s que a .~one ion . . . e '" ,.1ans "' s oi t une 

fonction affine , c ' e s t- à - dire ~ (o:::) = M ~ 1"' °\ 
Si f appartien t A PRJM ou si f es t une P- fonction uni f orme 

sur ~' alors l a matrice M e s t une P-matrice . 

Dé monstrut i on 1 ) Consid~rons f apnartena n t A PRJM. 

Trivia l eme n t , comme f poss0de un e matrice 

jacobienne M consta nte , tous ses mineurs principaux sont 

strict eme nt positifs puisau e bor n' s par , et ~~ , le nombre 

~ 6tant stricteme n t positif. Donc l a matrice M est une 

P-matrice . 



N\ 
fo rme s ur 1" 
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2 ) Supposons ci uC: . f soit un e r - matri c e u n i -

Si J.>... =\, o a lors , r)a r dé f ini t:i.on , d 'un e 

P- fo nction uniforme J l""-o..p,c:: P..;...,.-;. ~ c. \\ ,-i,..\\'t. ~ o 
.,:. E. N 

Donc , par l e th fo r ~mc ? . B ; M e s t une 

P- matrice . 

B Carac t é risation d es e n sembl e s AM e t \.l"" 

Ces e n semhl es At-\ ct "M nous p e rme tt ron t , clans l e 

parap:r aph e s u i van t , <ie v Pr if i er la propr _" f tr ct u " trou d u 

pigeon " pour ctes P- Mat r ices . 

Dé fini tian 2 . 1 1 . 

Af"\ = ~C\E.°'"' \ '\ est no n - d 0p;én0 r 6 pa r ra p nor t :--. M 

( d é fi n ition : voir l ex i q u e ) \ · 

\-\t-1\ = \C\ E: Al"\ \ Le LC:P poss è <i e des points conp l f me n

t aires CJ Ul v é ri fie n t: la propri é t é du "trou du pig e o n " \. 

Th é o r è me 2 . 10 . 

Si M e st un e P-ma t ric e , alors At/\ es t é p;a l .3 l-\1"\ . . 

Dé monstration Pa r d é fini tion, on a \-\t-\ ~ ~l"'\ 

De p l us , comme Ma s e s mineurs principau x 

pos i t i fs et c onstan t s , par le 'thé orr me 2 .ffl. , o n a ~~ '=- \-\1"\ 

Donc, /!\t-\ :. \-\ t"\ s 1 M est une P- natrice . 
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Lemme ?. . 3. 

Si ~ ~ AM alors, la carclinali té de l ' ensem1,le ;(. est 

inf6rieure ou 6Rale Zi ?.n . On obtient l ' éralit~ lorsnue M 

est une matrice non-dé~6 n é,r6e (rlé f in ition : voir lexioue ). 

Démonstration : L ' e nsemble 

est l'ensemble des solutions du syst~me 

' k -- 1 2 2n ou ' ' • •• ' 
o~ k d é nombre le s points complémentaires et les matrices 

de base compl ~mentaire cnrresnondan t es . 

Ch aoue colonne de '° (1.) . -D est soit I.. i Sl 

soit -M.i si 

(l.) ]-~ n I autre part, si c haque l. ~ e xiste , la J11r1trice 

est non-dégén é r Ce . Il existe donc e xacteme nt une solution 

P. l"-) pour J.....:: 4
1
t > . .. , l..rr,. Cependant , s ' il existe un indice 

~Il. pour lequel $ ~"-~ est sinp;uli?-re , la. matrice M est 

une J11atrice d 6 gé n 6r 6e . Deux possibilités peuvent alors se 

pr0.senter. 

Ou bien il n ' exist e pas de solution, ou bien il en existe une 

infinité . Cette der ni~re possibilit~ est trivialement en 

contradiction avec le lemme ?. . 1 . Dans le cas o~ la r(solution 

du syst?>me 1) li.A) _h l'-;i = '\ ne fo urnit auc u ne sol ut ion , la cardi 

nal i t P de 1 1 ensembl e X est évirlemment i n f érie ure ou ér:ale Zi 
2n. 

Thé o r è me 2 . 11 

Si M est une matrice non - d6 ~6 n é r (,e , alors le nombre 

de solutions d ' un LCP lin éaire à la même parité nour tout 

9 de AM. 
Pour la démon stration voir [19) . 
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Th é or0 me 7 . 17 

Si M est t1 ne matric e non_cJ (,,rr_é: n t r i'-;e , i:11.ors l e nombre d e 

so lutions d ' un GC.P li.n,--:a ire a l a m8.mP p ë1r:itr: pour tou t i ci e 

P-.t'\. On définit un GCP l in(,di_re pn r l e nrobl <' rne su:ivë1nt 

C • d _,, c• 1 1 - 1. ~ C 1'R"" o n s1 0. r o n. , o rt .,1ant ~ -
0\ 

Trouver l e v~ cte tH' pc cle ~ tel (l ll C , ~l 

a lors , ~ anpar•tient :'i @ 

et ~•~=o . 

1-l. • ' , (1 êl T)f),1rt 1ent ;1 

~=- l"\~ +~ 
@* = @ 

flP rrinnstrat:i.on : Consid é ron s l ' hom é omnrphisme da ns fRl:1\ qui 

envoie , en parti cu l i e r, l ' orth a nt ® s ur !R: e t tel q u e , 

~lix:'\-= .D(S: où D es t une rnatr:i c e d iap;onale; 

D:: d icl,P.: ( d 1 , d 2 , ... , d n) 

oli d i = s.r;n ( rs:.i.) pour to ut ;c appart e n a n t à @ 

0 
-1\ T 

n a donc D = t) = ~ 

Su pposons (lue X == 1) ~ ,X 

Ainsi, ~T X =- (l)))' Drx: = 
Soit f't{\ ::: 0 r--\ C)-~ == CM b 

y= 1) 1 
~'t't)'t)ff- == ~TÇC 

On a donc que f'n\ e st une matric e n o n - rl(,pf n f r ( e si t 1 est non -

d ér;é n éré e . 
• /\ ,,, 1 ,,, A rJ .D " So 1.t ~ est un r~ c men t de Met , = C\. 

Con sidé rons d ·\autre p a rt, l e LCP ordina ire rapport ( ;'i cq>/lltl). 
Supposons q u e q = y- /n\X e t ClU ' il v a a n max i mum ( n-1 ) variables 

de ( y, X) non null es . 
~ 1)-~ Multiplions ~ = i - Ol\X 

On a D-~ ~ = \Yl). 1 - D-~ (m )(. 

" 9 = ~ - o-~ l t> MD) D rs: 

=~- M ~ 

On a clone tou:i ours a u ma xir.111 m ( n - 1) , cles 2n' variah l es , non 

nulles ce qui contr ed it l e ~ait qu e ~ est un é l f men t de A .. 
C ' est po urquoi, i l e s t impossible cl ' exnrime r q c o mme combi - 1"\ 
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na1son lin6aire d ' au maximum ( n - 1) colonnes de l ' ensenhle 

\ "I. 'l.. ) • • • ) ::i:."" ) - fO'\.~ ) • • • J - (n\_ ('f\ \ 

en ayant , en même t e mps ~ apparten .:rnt ~ A('«\. 

ne plus, rs:. appart ient À ® si , et s eulerr,.P.nt si , on a 

X ~o J i e. @tt = @ 

c ' est - ~- dire si, et s eulement si 

On peut donc dire nue les solutions du GCP linfaire sur @ 

sont en bijection avec les solutions du LCP rapporté~ ~(oc). 

Par le th~or~me 2 .1!11 et en applinuant au LCP l ' application 

réciprooue ~-~ ~~) ) la thPse e s t d~mon-t-r6e . 

Théorc\me 2 . 13 . 

Si le nombre de solutions d ' un LCP est constant ~our 

tout , appartenan t ~ AM, alors cet te constante est 6 ~aJe 

~ l'unit6 et l'ensemb le des cônes comnl ~mentaires d ' int6rieur 

non vide forme une partition cie nf'. 
Pour la d6monstration voir [19]. 

Théorome 2 . 14 . 

Soit M une matric e non - d ég~ n 8r ~e . L ' e nsemble des côneE 
l'i\ . 

compl é me ntaires forme une parti tian de ~ si , et seulement si , 

la matrice M est une P- matrice. 

Po ur la d ~monstratio n : voir [ 22] . 

Théor~me 2 .1 5 . 

Si M n ' e st pas une r-matric e , alops l ' ensern.ble \-\tl'\ 
e st l ' ensemble vide . 



Dé'.monr;tration 

Supposons (lue 

é: l é: ments . 

59. 

( Pa:r contra~ositinn ) . 

e st non vide et c,un °I est un d e s<~s 

Alors , p,:i_r le l e mr.1e '.) . 3 . , la. nël.tri..c c t1 est non - c1f.pf n r. r 0 c . 

Supposons ens u i te ci u ' il existe un é J. 0 ment °'it/1.. de At'\ qu i 

n ' anpartient pas ll \\M Il existe donc u n orthant @ inclus 

dans (RIV\, tel aue X ,_ ait une inte rs ection vide avec ~ . 
<\ 

'X.C\~ est l ' ensemb l e des points cornn l fa:ie ni•ai re s rlu T.C P rapnor-

té: Zi \ °\. / ~ \ . 
Ce fait contredit l e th é orr•me ?. . 1 7 pui soue le nombr e de solu

tions du GCP sur ® n'est pa.s de m~me na rit~. 

On peut donc dire aue ~t'\ est (,_rra l ,1 A~ et nu ' il " a un nombre 

constrlnt de solutions au Ler nour tnut 9 appartena n t :: AM. 
Les thé or r mes 2 . 1~ et 2 . 1 jf nous n~rrri r: ttcn alors cle conclure 

que M est une P-matrice . 

C Une caractf:ri s ation des P- mat:riccs 

" trou du pip-eon" 

Le thé orème 2 .9 nous certif:ie nue si f E. PB"S\Y\ ou f 

est une P-fonction ni.forme , alors î1 est une P-matr:i.c e . 

D ' autre part , le th ' orè me 2 . 16 ci.- ctessous affirme aue si H 

est une P-matrice , a lors le LCP assoc:i.~ ~ M poss~de des points 

compl~mentaires oui vérifient la p ronri 6 t ~ du " trou du pir,eon" . 

Ainsi d o nc, nous avons é tabli , pour le cas lin (> aire , la condi

tion sous laouelle une fonction affine v é r :ifie la nronri~t~ 

du '' trou ctu pip:eon " . 

Th ~o:r r me 2 . 16 . 

Pour une ma trice M, nxn, les a ssertions suivantes sont 

é <1uivalentcs : 
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C ' est - A- dire M es t une r -mat-rice ; 

2 ) """ :\ ~ 
C'est - A- dire -3 ~~ AM tel ciue le T. CP cor:rcsnonclant 

poss~de des points co mnl 6 mentai:res 0111 v ~rif ie n t l a nropr i ft ~ 

d u '·' trou du pir;eon " ; 

3 ) 1-\ "" = I'.\ "" 
C ' e st- A- dire tou s l es vec teurs ~ nou:r l es<1 u e ls 1 0. LCP 

correspondant poss~de ries poin t s cornp l ~mentai:res nui v0rifient 

l a proprié t é du "tro u rl u pi p-co n" son t non - rl f:pf nf.r(,s na:r rannor t 

:1 la matrice M. 

D~~2~ê!~~!!~~ Le th(or~mc 2 . 10 d0montre nu 0 1 ) irnn lioue 

3 ). A est tou :i o ur s un ensemt)le non vide . f'. n effet , s on 1-\ . 
cornplômen tair e est fe rmf> et d e d:imens ion rr-ale nu pl u s ii 

( n-1 ). C ' est pourn uoi 3 ) i nn l i nu e ? ). 

tt en p r e nant l a cont rapos ition rl u t h~or~me 2 .1 S , o n sait 

que 2 ) implique 1). 
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C l-1 /\PIT R r. III 

L[S ALGORITHMrs DIRECTS 

INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous allons d~finir les notions de 

base et d6crire une classe d'alporithrnes : les alporithrnes 

directs. 

Nous exposerons brièvement deux exer.mles tvpiniH: S 

d 'al porithmes appartenant à cette classe : 

- l'algorithme de Bard 

- l'alr.orithrne de Murtv. 

Nous étudierons ensuite, plus en détail, un autre 

al~orithme direct : l'alrorithrne de Kost reva (1 ? ]. Nous en 

montrerons la conver~ence et nous le comparerons aux deux 

précédents . 

Cette comparaison sera illustr6e en d6tail au chapitre 

IV où l'on trouvera une étude statistioue sur la rapiditÉ' de 

converr,ence de ces trois alr,orithrnes dans l e cas linéaire. 
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1 Lf.S ALG OR ITJ!MfS DIRf.CTS ----------- - ----------------------------------

A DPfinitions 

Rappelons (lu e l e problrme ri e comnlé'JT1entaritf: relatif 

~ l a fo nc tion f ( notation : cpf ) est le suivant 
• "' ,ro<Y\ f • • Soit f : 11' ~ "~ une . onctJ.on continue . 

' • 1 • ,, 1 ,, d ""'(T\ • ,, • f' • 1 Trouve r, s 1 existe, un ~.ement ~ e ~ au1 v 0r1 .·1e es 

conditions : 

Un al~orithme direc t po~r cnf est un al~orithme nui p0ncre 

une sui te fi nie ) J:. l'k) ,;: ~d' e n sembles cl' j ndexat ions de 

1 ' ensemb l e de pr1rties de N = \ 1\. 1 t. 1 ... , I"-. \ afin de trouver 

l'unique solution posit ive du cpf. 

Remar0ue l e cpf dffini c i-dessus , ne poss~de pas t oujours 

une solution sous la seule h ypoth~se 

cont i nue . 

f est une fo nction 

Nous nous l i mi terons, dans ce prfsent travail, au cnf 

oui pos s ôrle une so l ution un i<7_ue , c'e s t-~-dire (comme nous 

venons de le montre r au chapitre pr fc6 dent) ouc si f est 

PBJt1, alors, il existe un, et un seul, point compl6mentaire 

par orthant. Nous ne cnnsid6rerons que l es cpf non d~~6n~r6s 

associ6s ~ une fonction dont l a matrice jacobienne est bornfe 

po sitivement . 
,.., ' • ..,.~ • .= • 1 . . G est pourauo1 , si ,- sat1s i a1t es conditions 1), 2), 3 ) 

alors il existe au noins un ensemble d ' i n dexation ~•~ N 
tel aue 
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a utr e ment di t 

Ce p e n dan t , d' apr~s l es rfsultats ranpel~s ci - ctessu s , 

nou s pouvo n s ~palemnnt r ~s oudrc , 

probl è me s u i vëln t 

et rie lA nê~c mani~r e , le 

Soit f : îRM ---!i>"~·ne' u ne f onct i o n PB,TM . 

Trouver , s ' i l exis t e , l e vecteur ~ de fR.f'f\ <1ui v é rifie les 

conrlitio n s 

\/;.. E: "' 

2 ) la con fiPuration d e si~ne du poin t c o rnpl ~rne n t aire 

é tan t fi xé e . 
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B Or~anigram . e général d'un al gorithme direct 

Initialisation : 

JO:~ 

ho= 0 + i (o) 

~=O 

Confi~uration de si~ne du 
• 1,,. • ~ ooint comp ementaire ~ 

t ~~ est la solution du 
O"' l ~ .>---'!r~~ prohl ème correspondant r {sto}2) 

à l' orthant wt' 
+ 

Choix de l'ensemble 

d'indexation :c."---+I).. 

w 

Résolùtion du système : 

j = !<~) 
tc.'-":t~= 0 

~~l"-C:~) = o 

Calcul du point complémentaire 
,.'--+h. = pc-~ +~ + ~ lP: \.+~) 





C Remaro u e 

Cet al,r:ori th f'1.e porte un int0 rêt particulier i'1 la 

confi guration de sirne d u poin t conpl ~me n ta ire . 

6 5 . 

Dès lors , po u r être s uffisamment nr (. c ise , la solut ion ries 

syst 0. me s 
t V;..~ Il 

1 

~;.. : 0 

~i-(/j;t.\ = 0 
V;..E:.I-'--

devra poss é der la mê me con f i r,uration fle si ,r: ne~ n u e ce] l e rie 

l'orthant impos 6 . 

Dans cet alr,orithme, on ch e mine ri e solution comnl ( me ntaire 

en solution compl ~mentaire . 

n Les diff~rents tvnes d'al r:orithmes directs 

1 ) lin alr:orithme ci irect <1u i pf: nère 

d I indexntion , 011. I. l "--+..,_,, diff è> re d e 

t é math 6. mati<1ue 

un e suite d ' ensembles 

I. (l) par la nropri é -

011. i est un inciice ou i s ' aioute dans l' ensem
a 

h le d ' indexation, et 

011. id es t un inciice oui se retire de] ' ensemhJ.e 

ci ' :i. nrlexation , es·t appe l ,-:-; " alp:orithme d ire ct rl.e p ivot uninue" . 

2 ) Un alr,o r ithme direct ciui pé n è r e une suite rl ' ensemble 

d ' indexation , Olt r_\""+~) diff~re de :I:~ par p lu s d 'un 

indice , est appel é " a l r,orithme direct d.e pivot hloc ". 

Dans ce cas , la propriété mathé matinue devient 
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' I~~, 
indioue l ' ensemble d es indices <1uitt e nt 

Ili) 
O ll ci (lUl 

,7 :rtl..) e t "!:.."-"°' indique l' ensemble des incHces Cl UJ. s ' a7out0.nt 
Q,. 
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DF.lJX rXEMPLF:s n ' /\LGORI T!lt1r:~; üTRf.CT S nr: PTVOT l l:f1 0\Jr ----------- - -------------------------------------------------------------------------- -- -- - -----------

A Al~orithme de Bard ( 20) 

Description 

Pas 1 

Pas 2 

Pas 3 

Pas 4-

Initialisation Io = ~ 
rx:o = 0 

,..o :: () + i\OJ 

i=o 

all e r a u pas 2 . 

Les composant e s nu point compl ômentaire ~\. 

sont-elles toutes non - n ~patives? 

Si o ui, ce point compl6me ntaire },• ... 

tion du nrobl ~me . 

est lc=t solu-

Sa confivur ation de sirne~corresoon~ ~ l ' orthant 

1R; . 
+ 

Si non, aller au nas 3 . 

Recherche de la nl us netite composante n~pative 

du po int compl ômenta ire, c ' est - ~- dirc 

Aller au pas 4. 

~ 
~- e s t - e lle ùn e composante du vecteur pc ? ,._ 

Si o ui , l'ensemble rt'indexation suivant est : 

L~+,..,_ = I~ \ ~ i--ô. 1 
Si non, l'ensemhle d'i.nd e xation suivant est 

°I:_\_~~ :: :r:"'- \) \ ;. ... \ 
All e r a u pas S . 



Pa. s 5 

Pas 6 

Pas 7 
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Rrsolution du sv s t ~mP 

.l+~ l""~ ~' l-t'l.} 
Calcul du poin t compl r me nta:i.re fa ;; ri: t d \fk" 

Aller au pas 7. 

On vient d 'accomnlir un e it6ratio n c o mpl ~t e . 

On nass e À 1' ité rat ion suivante : .,l.:: i.-t-~ 
/\ ll e r au pas 2 . 
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Or r:ani r;ra mme 

Initialisation 
0 

/J: = 0 

p° = o+~lo) 
~ = 0 

oui 
~ ~ est l a solution ou .,__ ____ (s to~ 

probl è Me 

non 

non 

Rés olutioA du s ystème : 





Remarques 

a vec : 
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1 ) On observe facileme nt nue l ' alpnrithrn0 de 

Rard es t un a l porithrne rlircct è.c tvre pivot 

uninue . Le pivot est chojsi comme l ' ~l ~ment 

correspondant~ la c o mpo sante la plus n6pative 

du point compl f mentaire . 

2 ) A no tre connaissance , la d~monstration de J.a 

conver~ence de cet al~or ithme n' es t touj our s 

pas acciuisc . 

Dans cet exemple , nous noserons 

--~~~ mt 

D~s l ors , le syst~me ~ r ~soudre es t 

~'l. = 0 

~,._ =o 

11\ = - ?> + t. (X"" - P:-z. 

La s olution imm0diate est: ~b= \-~,-t.) 
L ' e nsemble d ' indexation suivant est donc 

t) "l::~ = \'>--~ 
n~s lors , le svs t~me ~ r ~s oudre est 

'd.11. =- 0 

P:2. = 0 

>\ 1\ = - ~ -+ 'l ~" - ~ t. 

1L : - 'l. -\ :. ~ /\ + r.,::-~ 
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Ce qui conduit i'i un é chan r;e des var:i ahles ~ et ,4 e t clone, 
~ 0~ 

' • J '~l~ t ~ un pivota~e sur . e ~men . 2 . 

1 X1 x2 
• - - - -·-- · -- -

Y1 - 3 0 - 1 

y? - 2 3 1 

1 Y1 

3/2 1 1/ 2 

5 /2 3/2 5 / 2 

La solution est : ft,.. = ( 31,._, 5"/t) 
Elle est positive : donc la so l ution du oroh] ~me est 

(t'Co\..J ~L, 1,"-, ~1.) = ( ?>lt, 0 J O , ~},.) 

~~~~21~ : proeramm~ d e <limensinn 5 dans le cas liné:aire 

Le prop;ramme se tro11ve au chapitr e IV nu mr;moi re . 

Il faut cependant r emarnuer nue la proprammation es t r f alis(c 

pour un e dimension maximale de 10 et nue 

- le noint cornpl6.rnenta ire est not r 9i ' 
- le vect e ur ~ est notP z, 

- J. e vecteur 1 = lt(J:") est not é W. 
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La matrice de don n~es est un e ma t r ic e ~~ n ~r~ e al ~atcJ i reme nt . 

Ell e est ens u ite t ransform~e e n une ma trice ~ diapona l e 

fortement dominante afin qu e l e probl ~me c o nsid fr~ po s s~ de 

une s olution uninue, la matr i c e 6t a nt une P- rna tric e . 

LE TABLE AU DE L'TT ER~TION ~ EST : 

z ;J i Z ·}2 Z 0 3 z ;j / f Z iJ S Q 

w ll 1 14. 21J - f . . 5 i 5.69 -7. 25 ~- \ 7 
j • · - .) -2. 82 

wc, 2 -4. 36 'l 'i ...,?.l ·1 08 7 - {) o4 8 9 0 2 5 -o O 15 

WC3 -4. f 7 - "3 . 66 2 l . 3 7 6.4 3 -1 • 7 1] -8 • 0 5 

w 04 7. ,: 0 - 5 .4 ~i 4. US 2a.:rn 5.3 U -9. 9 1 

wOS - 9 0 1.10 -4.7 ) - ? • 7 '.5 -3. 2 B 3 4 . (:, 9 8.85 

LE POINT DE CO~P LFMf NTA HITE EST : 

- ft . 15 -9. 91 ) 

LA CON FI Ci llR ATJû~I iH S i f,Nf S OU POI IH Dt COt,'. PL EM ENTAf<•JTE EST : 

{ + ) 

POU R L'IT ERATIO N SU IVA NTE,L 'F NSE~ 6LE D'IN DEX ATION NUfERO 0 ES T : 

< 4 > 

L' I NDICE 4 S'lTA NT AJOUT E 





L E T A '.~ L 1: ./\ U O f L ' l T E 1,' A T I 0 N 1 F S T 

z r 1 Z ·)?. W 1..4 

W0 1 1s.9g - 7 . ~ i 6., 72 - 11 . 26 

Wd2 -4.74 1G.1 ."! ·, . 94 - rJ • (, 2 

W : ) 3 - 5 0 76 - ? "4? 19 ,,.46 u 02 ~$ 

2 0 4 -o. 25 ] .1 ,) -
1

) .. 14 u . C4 

W )5 - 8 .1 9 - ~ . • 4 ?.. - 7 .. 26 - fl .1 2 

Lt POINT DE Cü MPLE ·'. flHAIH T[ EST: 

{ - 5 .3 5 - ,_! . 32 

Z .. C'. 
u.) 

6 .7 3 

9. 34 

- 2 . 95 

- l,- .19 

3'.:i .::5 2 

îJ . 35 

7 3. 

-5. 35 

- J. 3;~ 

-5. [.î 

Q.3 5 

7. 7 i , 

7.7 n ) 

L CONFIGURATIO ~ DE SIGNf5 DU POihT DE CO ~P LLMENTARlTE EST : 

( + ) 

POUR l'ITE::R ATIO f.J SUIV AN Tf ,L'FNSEl"HLf 1 EST : 

< 4 > 

L ' I N D I C f. 3 S ' E 'T .A. ~J T .<\ J O UT E 
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LE TA !3 LE AU lJ [ L ' I f EH A. T ION 2 EST : 

Z:J l 2 J2 WU3 WU4 Z 
,,,. 
'.):.> Q 

w O 1 3 7. '';i? -7. ~.; .. ,. J .35 - "J . :n 7.75 -3 034 

1,JO ? -4.46 4 (1 7. ••• 
1 ) • .. ) J . •)5 -o . . n 9.49 - r; . 1., 4 

Z U3 
·1 ,. • . 

J c • _ ; _l j . p •J. 0 5 _ ,.J . () 1 :j . 15 u . 3ù 

Z':1 4 - U o, '.9 \.1 01 }'. - ) 0 J-1 .) ., J 4 - '.) . 2 2 ,) • j 1 

wcs - IIJ . 3 4 - o . . 5 •.'. - ) • 37 - • ~J :!1 3 4 . 2 2 s .s 4 

L E. POI N T DE co r~ PL E tv f: rJ TA RlTE ES T : 

( - • 04 iJ .3 J ll . 3 1 5.54 ) 

LA CONFI GURATI ON DE SIGN E S DU POINT ur COMPL[M[NTARITE EST 

( + + + ) 

POUR L'IH. Rf-T!O N SdlV AN TF,L 'ENSEl"' El LF D 'INDEXATION NlJ M[kO 2 EST : 

< 4 1 > 

L'INDICE 1 S ' E TANT A J OUTE 
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lF. TA '"-l l [ . .'.IU Dl· L. 'I rE.RATIC•N J FS T 

? ,.' 2 wo ) Zü5 Q 

z (1 1 'J u ~j3 ~ l O 1 ç• - t: o ' } 1 ,) " ' ) 1 - (i u2 l : 0 Q; (; (,1 

Wil2 - u .1 2 ·rn. 4 ? ·..i . J 9 - u . r; 7 1 ~ .4 C - Cl .4 :, 

z 1.13 (: • t' P, ·, l c: } . .l:> - 0 . fJ l G. f,9 (J . 3.:: . ·. 
Zù 4 - :J. ~)1 ' ' . î 2 - J. ~ 'n (j . '.l3 - u .1 6 u.2 8 

WJS - :J .? 7 - ~\ • ~~ 5 - 1) 0 28 - Oo1 2 :~6 ., 33 4 o6~'i 

LE POINT Df CO~FLE ~ENTARI TE ES T : 

( ( ' n (l9 d c32 4 063 ) 

LA CON FIGUR ATIO~ Dt SIGNFS DU POINT DE COMPLEMENTARITE EST : 

( + + ) 

POUR L'ITl RATlON SUIVA TE,L'iNSE~UL[ D'INDEXATION ~UM[PO 3 ~ST : 

< 4 3 1 2 > 

l'INDJC~ 2 S ' ETANT AJOUTE 
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LI: TA RLE .W ur L 'I fEf-1 TICN 4 E.ST 

WC1 W-J 3 WU4 ZC5 

2 0 1 fl . ,-~3 .·, 
l ·1 - l . J 1 o. J 1 - u .31 J . 1:j<; l _I • 

2 0 2 i:) 0 r: i 1 ,., ,l'i - 1 o '] rJ Ü a Ud - .J 056 J aL2 

ZU3 ( . 'i 1 ' • ·J 1! J . U5 - ,) . tj 1 - ù . 01 i l . 3 :~ 

2 0 4 - (.) . ;) 1 ., 1 - ) • ,) 1 l • l l 3 - -,) .2 2 :) • 2 ~; ., • !i 

W0 5 - J . :s2 - 1 • 4 ':> -1. ?._4 - 1. 1 5 id .9 8 4 .43 

LE POINT [; f= CUMF' LE"lE ,T AR I TE: ES T : 

( Q . · )2 L.l . 33 0 . 23 4.43 ) 

LA CONFIGUP ftTION DE SI GN ES DU POINT CE CO~PLfMENTAM1TE EST : 

( + ♦ + + + ) 

LE PT. lH:: COMPL.,S 0 LIITION DU PRO P: Lf."1[ t:ST : 

( l.i . J2 o. :n () . 28 4 .4 3 ) 
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B Alrorithme de Murty 

La descri pt ion et l ' or~an i ~~a mrne de c~t alP0~ithne 

sont tout - il - fai t a nalo .r;ues .1 ce u x de Bar d . 

ment se s.i tue a u niveau de l a r-2c l 1<:èrch e d'un " cor~p0sante 

n 6pativ e d u point cornn l ~mentai:'e . 

Pour l ' aJrro ri thme d e Bard, nou s r echerchions lct c0nrorante 

la pl u s n( ,P.at ive du vecteur. 

ci e Hur tv , nous rechercherons la nrern.i :- re coP1posc-~nt•~ ni'-rra t j ve 

du noint comp J ~rne ntai r e . nous remnlace:>ons donc , dr:ns 

l ' or~anirrramme , l' a ssert ion 

Il 

L ' al_ç,o~jthmP de t1urty est cionc , lu i 2 u ssi , u n ,,l1TC' ::'~thne 

d ire ct de pivo t un i~ ue . 

Ex e~o l e _num~rinue Dans cet exemr:ile , nous poserons ~= E(,x-) 

D~s lors , le s y stPme à r é soudre est 

La sol u t i on imm6. dia t e est ~~ . \ ~, - "-) 

L ' e n semble d ' indexation s uivant est do nc :~:c\>\l\'l\-=-\1~. 
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D~s lor s , l e svst~rne ~ r ~so udre es~ 

Ce nui conduit ~ un · 6chan pe cie vari ab l e s x 2 et y 2 et do nc 

~ un pivo t ape sur l ' ~l (> rnent 1 . 

1 X J x 2 

V1 
'J 3 2 ._; 

Y2 - 2 3 1 

1 x1 Y2 

V - 1 7 - 3 7 

X 2 2 - 2 1 

La so lu t ion est: ~-1..= (:f,2..) 
~ l l e es t nositive ; do nc l a s olu~ion du nroh l 0me e st 

~~~~E!~ proErammf de d i me nsio n 4 da ns le c a s l i n 6ai~e 

Il convient d e faire l e s mêmes remarnues nu~ nour 

l'exemple prop-ramm8. de l ' alp-orithme de Bard . 
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1·~ F TH ü i) 1: 0 t:: M U R T Y 

LE TABLE AU D~ L'ITE~\TI0N • t ST : 

z )'l Z d t. Z ·" -~ , .., z o,. u 

Wd 1 10 .0 3 -7. 2 7 t. . 2 9 - .) . 32 -5.59 

W0 2 - 6., 14 1 (; "79 - 3a6 4 -3 0 S lt - 3 a5 1 

w:13 :J • . r.: .J 1. 3 7 ·} • . :S s -6. 12 - 6 . C9 

W0 4 -1.4 1 ( . t. 9 - 9 . 5 5 2.5.46 3 . i.i à 

L E P O I N T D E C ù i'' P L F r.! E ; , f A i? IT E 1: S T : 

( - f; .5 1 ) 

L~ CONFIGURATION DE SIGN~S DU POINT DL CO~PLE ME NTAhITE EST : 

( ) 

p Ou R l. 1 I T [: h ;._ T 10 !,I s u I '.JAN TF , l. 1 
[ N s E ~ [: L F D I I I-,! DE X AT I (l N r, IJ r·i F.: R C O E: s T : 

< > 

L ' 1 N C, l C E 1 S ' f T A -~ T ; J ü lJ T E 
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LF TA ll LF.AU DE L'ITE i< ATION 1 ES T 

w <j i 7. 12 z t ) .S Z tA Q 

ZC1 ') . -:1 5 • ,; f: - d • f ?. ., •• ' J 0 · ., ~ .: ~- 0 2 j 

WU2 - C. 31 ·17 . S5 - 2 . 93 -3 .79 - ' j I; . 23 

Wt1 3 j . : /4 ! • 66 ~. 24 -6. ': 9 - '.) • ~~ 6 

W 1) 4 - J o .._,7 ~: n 7 ·~ -Q. ~6 ?.3.4 C 2 . 6 8 

LE POINT l~F C(IMPU.MF 'Ht.RJT E FS T 

( - 5 . P. 6 2.t 8 ) 

LA CO NF ILU RATJO~ D~ SIGNES DU POINT ~E corPLEMENTtRITE EST : 

( ♦ ) 

PO UR L ' I T f: R A T 10 r, S 1 ; t V -~ ~ T E' , L ' E N S u• E- L F. ù ' I N D E X A T I O ,., N U M F.. R O 1 E S T : 

< 1 ., > 

L'INDICE 2 S ' ETANT AJ OU TE 
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L l T A11 Lf .!ILJ L,[ L ' l l" [ii ATl 0N :; ES T 

W'..1 1 w ? 1 .. Z(; 3 ? () 4 (~ 

Z d1 ,J. !'• 6 :· ) 
' • 1J • . - ,) . -.,;, .1 ~ •J . '1.2 l.1.4 9 

Z ( i 2 (ï . il 2 \.I . ) t .: . ·17 :J . 22 1; . 5 b 

w •) ( j u J 7 l o · l q 9 0 5 2 - 5 0 7 !, ' ,· Q -4., () , 

Wi':4 J . ,}3 .i • -, ..,, - k .4 ·;,. 24 C
, r, • . ., 6 . !. J 5 

LE POI NT DE COMPLf~E ~TA RlT E ES T : 

( -4 . d 9 6.J5 ) 

LA CONFIGUP ATIO N DE SIGNES DU POI~T Dl COMPLEMENTARITE ~ST : 

( .. + + ) 

PO UR L•IT ERAT I ON SU I VANTE , L ' FNSEMllf D'IND EXAT I ON ~U~ERO 2 ES T : 

< , ? 3 > 

l 'I NDIC[ 3 S ' ET~ NT ~J OU TE 
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LE TA BLEA U ü~ L'I TERATIO~ 3 ES T 

w·J 1 w J ? t.1 0 3 Z (' 4 (: 

Z 0 1 'Jo.U6 ; } 0 J ~ - J . 'J 1 1) . Y i ,, • 4 7 

ZC2 0 . -'• 2 ' . , j 6 l. , )2 ) 
.... 

• ....i ~ ,: . • 6 7 

ZiB - ') . ,-; 1 - • • u 1 , ; . 11 Cl . ôL 1., . 51 

Wil 4 :.l . ,_;9 : • 4 ·1 - ,~. :18 19 . ::; 9 l .Ti 

L F. PO I N I DE CfH '. f- LE ·,1 E \ll AR I H f. ST 

( ·, . 4 / 1. 7:3 ) 

LA CONFIGUR ATIO ~ DE S IG NE S DU POINT Dl c orPLEMENTARITE EST : 

( + + + ) 

LE PT. DE c o r PL.,SOLUTl ON DU PROLJL Lrf ~ST : 

( C.47 .) .67 0 . 51 1.73 ) 
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3 

A Pré liminaire porta nt sur la tr1 ( o r ie des rrr0u nes 

Soient A = \ 1 , 2 , 3 , . . . ' 
T = ~ ~ \ l est une permutation rle A s ur 

[\ \ . 
tJous savons nue ( _ , o ) forme . 

trioue d ' ordre 2n. 

un nrouoe 

f){,fi nit ions 1) Si 1 é. A e t !, E: T, 
al ors , 1 ' " orbi te de nombr ~ 7 nour 2 1' es t clr 

fini e par les nombres : 1, i {~) , it. (,i), • · · J l l..e-~) (-f) 
où .R. e st l e Dlus p~ti t e n t ier positif te l nue 4-l. l\) = ~ 

l ' orbite" . 

Lemme 3 . 1 . ---------
diffé rent s . 

Dé monstration -------------

2) Le nombre .Q.. e s t appe l f: " lonr- u e u!' de 

Les nombres d f finissan t une orbite sont tous 

Soient f\: \~,'l, .. ·;t.""\ 

½(:;.°T 

La d é monstration s e fait o a r l ' absurde . 

Su pposons <1 u e , dans l ' orbite L, i soit le plus n e tit indice 

tel <1u ' i 1 existe 1 <:. ;.. avec i;.,, lr,:-) = ~ 1, (,,=;) 

(a~trement dit, l ' é 1 c::; ment 1 ~ ln::-') s e trouv e r [>p,".t i-:; e n 

i_"-l~)). 
Comme (T, o ) est un ~rou p~, nous a vons 

i-" 1 ~ l~) = i-,\. ~" (,s:') 

I i- ~ ,n::) = 1,:.-~ \r.c) 
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Ceci es t c ontradictoire cari es t l e premier indice rour 

lenuel 

Donc, l ' orbite L est telle n u ::>. 

Ce l emme est importan t car il est fondamental 

dans la preuve de la conver rre nc-'3 ct e l ' alvorj thme de :1 • 

Kos treva. 

B Les do nn Âes de l ' a l _çr <:1 ri. thr1e et leur fo:::'P1.e 

/\f in de pouvoir d(hu ter la r0solu U o n d ' un en f 

par la m~ thod e de Kostreva , nou s devons nous donner au 

rr~alable 

- ctes bi j ections 

l: ; A ::. \ ~ I t l ... I i."' ~ ':> ~ \N) t'9.. ~ Cl~) : t 
i f"\J _ _,_,,_ t(l) ~ :t.~ 

l ~ ~ J.r,,sa.CL.i-\Ra. t,'A~) 

tr: ~ ,.... @ 

i ('T" 
.,.. ~(9-.) r,.Jt @ ~ 

- une permutation } de s nombres de ~ 1 , 2 , ... , 2n \ 
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Ce n u e nou s r ~s umo ns faci l e mcnl nar l e ta~Jeau Rtiivant 

E~""'"\l'L 
-- à) ~IV'l~~ .... ~ 

Il. 

t 

Le choix des ensemb les d ' indexation et des orthants est 

riuelconC1ue , sous _ r <~ serve que l' e ns emb le d ' indexation '' t " 
et l 'orth ant " CR~ " correspondent au même num{ ro o.. . 
Cet algori.thme cons iste , comme pour les al~orithmes nr6 c é 

dents, ~ r 6 soudre u n s yst~rne ~ oart i r d ' un certain ensemble 

d 'indexation . Cha~ue it f rat io n de l 'al ~orithme ef f ectue 

une it0ration ( oui e st la compo sée de bijections ) s ur 

l' e nsemble A. 

C Descrintion et orr,ani~ramme 

Soit f un e fonction dont la matrice jaco 

bienne e s t borné e no sitivernent Cc' est - .1 - dire f 6. PB,TM ). 



Descrintion 

Pas l 

Pas 

ras 3 

Pas 4 

Pa s 5 
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Initia l e Ment : choix des do nn tes 

- les bijection s 

- l a permutation 

2. = 1 

On effect ue J a r0 rr.1.u tat:ion en ca l c ulant 

al l er au pas 3 . 

A partir d u tab l ea u des do n nfes , on d( t e~~ine 

l ' ensemb l e d ' i n rl exation I~ ~ ~ (i) 
Aller au pas li . 

On r 6 sou d l e syst ~me 

( tri_vial) . 

Ce o u i nous per mP. ttra, au pas 

l'uni~u e po i n t conpl~Mentaire 

r 6 sul t e de l' hypoth~ s e PAJM ). 

S , de d f: terminer 

Al~) (unicité 

On d é ter mine le ooint comDl É' mentaire 

Aller a u oa s G. 



Pas 6 

Pa s 7 

ras 

8 7 . 

/\. par t ir d u tableau c1es d onn r.es , on c_:1 ,:-:tecn i n~ 

1 ' orthant ®.t c orrei,no ndant a u 11oint co ,-1P l /, _ 

ment.:1 :i. r e ~~) ( ®.e. e st 1 ' orth a nt dft e r 1-rii n r 

.3 l ' a id e de l a conf irrurati_on <le si .fTnP.s du point 

cornp l 6 rnenta i re ) . 

/\.ll er a u Da s 7 . 

S • ~ 1R"' ' ' ,-'l • • 0 -. 1 :,a_ = + , c est -:- c1 - .__, J_ r e s 1 ,t - l , 

l a solu tion d u n r oh l ~ne ; o n s ' arrê e . 
0 i no n , a lle r au pas n . 

On vi e nt d ' a c c onn l ir u ns i t (, r ation c0mnlèts ; 

on pa s se ~ l ' i t ~r at i on s u i vant~ 

/\. l le r a u pa s 2 . 
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Org ê-!2!8ramme 

I nit ia l i s a tion : 

Cri 0 i x ri e \:: , -,r , f 

Pt~rfTl UtAt -i.o n l 

P ,'~ eu , 1 '. 11-ion du s ys t è me : 

"! = \(~') 
. - ~:ri (C.~ = 0 S 1 A. ,. 

j 1\ l\i): o 
}- .si ;.. E. :rl 

V 

DP. termi na t i on du noint 

complém entai re ~"' 
V 

Détermina t ion de l' o r t h an t 
®~ 
' t 

Solut ion~ 

®i = ~: 
01.l\ .... 

, St op 
_) 

Il No..i 

1 =Jt...-t~ 

/ 

' 
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D Convergenc e d e l ' alpor ithm8 

Th éor?- me 3 . 1. 

Soit une fonction PBlH1 sur !R°'. 
Sunposons nue le prohl ~me cp f consi.d6 r 6 est non -d~~~n~r~ . 

Alors, pour toutes bijections f , t: , ,.,- telles nu~ l ' :: nsemble 

+ et l'orthant m: , correspo nde nt au même num~ro ~ 1l ' al po 

rithme d6c r it ci - de ssus conv e r re . 

D0monstration : La d 6mons tr~tion d e ce th8or~me s2 d(c om-

po se , pour arriver à son terme , en deux parties . 

La premi ~re d é montrera qu ' un e it é r at ion comnl ~t e de l ' alpo

rithme e f fectu e un e permutation sur les nombres de J ~ 2n 

La seconde montrera oue l' i ndice J est l e nremi e r indice 

n u i se ré,pf tera . 

Ce s deu x parties se compl ~tent pour montrer n u e ~ fournit 

un alp,orithme d irect conver p,ent . 

Premi 0re uarti e : Une itération compl ~te de l ' a l ~or ithmA 

e ffect ue une permutation sur les nu m~ ros . 

Dé monstra tion 

Soient ½ t des fonct i o ns t el l es nu e : 

A i. > A t:: _... I 

Nous devons d onc d6montrer nu e la foncti on 

est un e app l ica t i on bijective . 

Ceci revient 21 d é montrer que i I c J S ) ~ J ~ sont toutes des 

ap p lications bijectives . 
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1 - La fonction f est trivialement un e applicat io n 

bijective, car , par hypoth ~se, elle est un e n°rn ut a

tio n . 

2 - La fo nctio n ~ est trivialeme nt un e apnlication hijec-

tive, c ar , dans le tahleau in i tial des cionn ~es , o n 

associe i'i ch a que indic e .i un, et un s eu l , e n semb l e 

d ' indexation. 

3 - Nou s a von s montr6 au chanitre 2 

de " non d,.-:; r,énif rescence", lii fonction S est aussi un e 

application i jective . 

4 - ~ga l eme nt dans l e chap itre 2 , nous avons montr~ aue pa1 

l e pr incip e du "trou du riipeon"la fo nction 

a pp lication bijective . 

d" e s t une 

5 - La fo nction (lr-1. est tri v:i_a}eme nt une applicatio!1 hijec 

tive, car {'1'" l ' é tait . 

Ainsi donc , la compos é e de ces di ff6re ntes applications 

bijectives est une application bijective . :Donc, l a f onc-

tian a-- A est une uerrnutation. 

Deuxiè me nartie : Le nombre '3.- est le premier nombre de 

l ' orbite qui , par la permuta t ion ~ s e r épP. te . 

Démonstration -------------
Par la premi ~re partie , l'app lication < est une permutation . 

Par le lemme pré c édent , tous les nombres d é finissant l ' o r bit« 

sont dif fé rents. 

Ainsi donc, il fa udra effectuer au nlus 2n nerrnutations 

po ur aue l ' ind i ce 1- se r épète le n:riemier . 

C ' est pourauoi, l ' a l r,orithme de t1 . Kostreva se termine en un 

nombre fini de pas . 
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Remar<7 u e : 

Si nous reprenons l ' orrani~ramme d ' un al porithmP 

d irect, nous constatons q u e cet alrorithme est un al oori thme 

direct de t yp e " pivot -bloc ". 

E EXEtvfPLES NUMER TOUES 

Dans ces exemples, nous posons 

1 °) Dans rR2.. -------

f: O\L~ O\l: (:~) 

.A = ~1 ,2,3,4\ 

f: A ----"> A : i 

A 
c 

T +~0 > 

(

,1 0 (+ 

,2 \ 1 \ (+ 

,: ~ 2 \ (-

{1, 2 i (-

1ère_ ité. ration 

1 x1 x2 

V1 1 2 1 

Y2 - 1 -1 G) 

2ème_it é rat io n 

1 x1 V2 

V1 3 3 1 

x 2 1 1 1 

+) 

-) 

+) 

-) 

sinon 

ro= ? 
s = (1,-1) 

9 = (+ -) 

I1= ~ 2 t 
s = ( 3 , 1 ) 

9 = • ( + +) ~terminé 



20) flé'rn s ~ -------
~ -; 

> U:) 
f : CK--::, 1K 

:(x1 
x2 

X3 

A = \ 1.,2, ... , s \ 

A t 
')-

2ioS @ A ~ 

, 1 0 (+ + +) 

\ 1 \ (+ + -) ( 
\2 \ (+ - +) 

,3 

L4 \3~ (- + +) 

{5 \ 1, 2 , (- + -) 

1/ \ 1 , 3 \ (- - +) 

,: \ 2 , 3 \ (+ - -) 

,1, 2,3 ~ (- - -) 

1ère_itération 

1 x1 x2 X3 

V1 1 1 -1 1 

v2 -1 1 1 -1 

Y3 1 -1 1 0 

2ème itération --------------
1 x1 x2 Y3 

V1 1/2 @) -3/2 1/2 

V2 -1/2 1/2 3/2 -1/2 

X3 -1/2 1/2 -1/2 1/2 

= 

9 2 . 

x 1 - x 2 +x 3+1 

x 1 +x 2-x 3-1 

-x 1 +x 2+2x 3+1 

ro= 0 
gO: (1 -1 1) 

@ = (+ - +) 

I
1

= ~ 3\ 
1 s = (1/2 -1/2 -1/2) 

@ = (+ - -) 
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3ème i.tération --------------

1 V1 x2 V3 

x1 -1/3 1 1 -1/3 

V2 -2/3 1/ 3 CD -1/3 r 2 = ~1,2,3\ 
2 

X3 -2/3 1/ 3 -1 2/3 s = (1/3 1 1) 

®= (+ + +) 

.., terminé 

1 Y1 v2 V3 

x1 1/3 2/ 3 1 0 

x2 2/3 -1 / 3 1 1/3 

X3 -1/3 2/3 -1 @ 

1 Yi V2 X3 

x1 1/3 2/ 3 1 0 

x2 1 - 1 2 1 

V3 1 - 2 3 1 



F Exemple mon t rant l a n ~cessit C' rie l' hvpoth ~ s e 

dfr,6 n ~r e scence" 

si i <:: 8 

sinon 

9 4. 

" non 

L'application ~
0

S est la mêm e gue ·pour l'exe mple pr6 c é dent 

1 è re it é ration 

1 x1 

Y1 1 1 

v2 -1 1 

Y3 1 -1 

2ème :i.t é rat ion --------------
1 x1 

V1 0 2 

x2 0 0 

V3 -1 1 

3 è r,e _ i t P- rat ion 

1 x1 

Y1 0 2 

x2 0 0 

X3 -1 1 

x2 X3 

-1 1 

1 -1 

1 1 

V2 X3 

-2 1 

2 -1 

-1 1 

Y2 Y3 

-1 0 

1/2 1/2 

- 1/2 1/2 

1° = 0 
s 0 = (1 -1 1) 

@D = ( + - +) 

I1= \ 2 \ 
1 

s = {0 0 -1) 

@1= (+ + -) 

I 
2 = ~ 2 t 9 on cycle 



9 5 . 

G Remar9ues 

1 ) Cet al gor ithme peut être facilement moctifi 6 pour 

r é soudre un GCP pour K = ® ,un orthant ouelconoue de 'fR~. 
Il suffit donc pour le r 6soudre que l'ensemble d ' indexation 

t et l 'orthant @ soient associ f s au même numfro ( 1 par 

exemple). 

2 ) Si on prend comme permutation, l'application iden

tit 6 , l'ensemble d 'indexation I(~➔~ est d~termin~ tr~s 

facilement. 

3 ) Si la f onction de df nart est du tvpe 

alors l'al Rorithrne converpe e n une se~le f tape et l a con fi 

ruration de si ~ne de f (o ) s ' identifie a utomat iouement ~ 

l ' ensemble d ' indexation optimum ~ . 

Î 0 = 0 

-2+x 1 

-3 +x 2 
1 +2x 3 

s 0 = ( -2 3 1) 

@0 = (- - + ) ~ I 1 = ~ 1, 2 ~ 

x 1 =2+v 1 

x 2=3 +v 2 
v3 =1 +2x 3 )f 

s = (2 3 1) 

Cl .. -- ( o,, + + + ) ~ ter miné 
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/ 

H r.xemple oropramme 

Jl convient de faire l e s mênes r e mRrnu es nue rour 

1. ' exemnle nro,rrramm( des alr,orj thme s de Bard et de th:rtv . 

rt TH 00f Df KOS TRlVA 

> (+ + + + ) 

4 > (+ + + ) 

3 > (+ + + ) 

:~ 4 > (♦ + ) 

-, > (+ + ♦ ) 
L 

2 4 > (+ + ) 

2 "'.l > ( + + ) 

2 7 4 > (+ ) 

1 > (- + + ♦ ) 

1 4 > (- + ♦ ) 

1 ~ > (- + + ) 

1 -,i. 4 > (- + ) · •' , 2 > <- + + ) 

1 2 4 > c- ♦ ) 

1 ? > (- + ) 

2 { 
l 4 > (- ) 

POUR L'ITfR t TI ON SU IV A~ TF,L'fNSE~ b LE D1 1Nù EXATIO N NU MERO 1 EST : 

< > 
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L E ( L E S ) T A fr L E/i lJ ( X ) D E L ' I TE. R A T .T O N ') E S T ( S O N T) : 

Z1l 1 7 .: ;> r 11 z ; 4 Q 

Wt) 1 ·19 . 93 - 7 . 2 1 2 . 29 - ri . ·.z -5. 59 

w J2 - 6 .14 19 . 7 ') - 3. 4 -3. : 4 - é; . 5, 
1 

wû3 .J . ~!-:) 1. . 3 7 9 • . B - 6 . ·t 2 - 6 o(ft 9 1 

W0 4 -1. 4 ·t 6 . ? -, - 9 . 55 1 2 3 .1.. 6 3 . 08 
1 

1 

LE POI NT OF CO f•' F LE -''t EN fi\ PI TE EST 1 

( - 5 . t; '? - 8 . 5 1 - 6 . C'ï 3 . 08 ) 

LA CONFI GURA TI ON DE S I GNE S DU PO I NT Dl CC ~PLEM ENT AR IT E ES T : 

( + ) 

POUR L
1
1 ·r lRA TI ON SUiv A~ TE, L' EN SE Mh LE D'IND EXA TIO N NUM ER O O EST 

< t ?. 3 > 



LE(L E S) r aE,UAU()() DE L'I T Ef.A TIOIIJ l ES T(S ON T): 9 8 . 

W0 1 z 12 l ' _) z o,. (l 

Z0 1 1 > 0 C:5 ,: 0 3 ~ - d o 12 ü ._ !_f i, ., .,.2 2 

W f 2 - ,·1. 31 ·17 . 5 5 -2. 9 :~ - 3 . 79 - H; . 2 ~~ 

Wù3 0 . '}4 1 . 66 9. 2 4 -6 . 1·;9 - 5 . é6 

W () 4 - :'J . i.: 7 S . 7 3 -9. _ 6 23.4L.: 2.6 8 

WfJ 1 t,; 12 zn ~ Z tJ4 Q 

Zfl 1 • . } 6 
. ,.., 

li • 
1 J.:. - ') . •/ 5 0 . 12 J .4 9 

z ,]2 !J o 'J 2 i: . • '"I 6 J . 1 7 ,J . 2 2 tJ . 5 8 

l,J :-: 3 L} . U 7 ,..., . [) 9 9 . 52 -5. 73 -4. 39 

W 14 ·"J . ,'J3 ) 
., ~ . ) ) - 8 . 4 0 ?4. 65 6 . fi S 

W ' •• 
<.I 1 w -- ~ w·.n Z Ù4 Q 

zn, n . 11 6 • r /l, ) - 1 • ·) f ·) • . ,9 
1 J • '· 7 ,.I • ..,; :_. 

z 2 c. :; 2 I • 'l n 7. 2 (} . 3 2 ( . 67 

Z0 3 - ü . ,n - !_.,. . ) ; • 11 :J . l, r o .~ 1 

\.J 0 4 1. ., .-:: 9 C ,, 4 - :i D l~ j 19 .. ~, 9 ., 0 7 3 

LE POINT CE COMPL EM ç ~T AR IT E ES T : 

( ' ) o4 7 0 06 7 . 1073 ) 

LA CONFIGUR ATION DE SI GNES eu POINT DE COMPLEMENTPklTF ~ST : 

( + + ) 

LE PT • D E C or-1 P L . , S O LlJT I ON D li PH O L E ~ t: E S T : 

( J .67 0.51 1.73 > 
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C fl Ar I 'T R r IV 

COMP/\R/\ISOHS SllCCINTES DI~S TROT~; /\T,r, ORITJIMr. S PRf.SD!'TT S 

JNTRODlJCTI ON ------------------------

Dans ce mémoire , nous avons rencontr( rleux tvpAs 

d 'al ror i thm~ d i rects de tvpe pivot uninue ilJ.ustr~s par les 

sch~mas de Rar d et d e Murty et les al po r ithme s directs de 

types pivot bloc il l us tr8s par l ' alr-nrithme rie Kostreva . 

Ces deux catfr,ories d ' a l p-orithmes se d i ff8rencient l ' une de 

l ' a u tre par l e cho i x de l ' ensenh le d ' i ndexation. Celui - ci est 

d é terminé , pour Bard et Murty , ~ partir d 'un test de minimi 

sation s ur les composantes du po int compl 6mentaire . Dans le 

cas de l'al gorithme de Kostreva, le choix de l'ensemble 

d'indexat i on est basé sur les donn é es d'une permutation, 

dans l'ensemble A= \ 1, 2, ... ,2n \ n est la dimension du 

probl ème \ et de hi 1 e ct ions 

t : /\ 
Ces diff~rences fondamentales su~r,~re nt plusieurs nuestions 

1° Leq u e l de s algor i t hmes de Bard e t Murty e st-il l e plus 

ef f icace du point d e vue d u temos d ' ex~c ut i o n ? 

?° Comme nt compa rer l ' alr-orithme de ros t rev a na!"' r a priort aux 

deux aut:!'.'es? 

3° Le choix de permutations diff~rentes dans les donn f es de 

l ' al~orithme rie Kostr c va , entra î n~-t - il des variations de 

la r apidit 6 d e converpence . ? 

Afin d ' analyser ces diff~rentes questio ns , ces trois alP,ori 

thmes ont f tt prorra mm6 s en fortran IV po ur l ' ord inat e ur 

Siemens 1f00 1} et o n t 8 t é test é s , chacun , sur une même sfrie 

de probl~mes l in~aires de c omol 6mentari t ~ dont les donn(es 
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ont é: t 0 pf n0r 0es a l ( atoirement . 

Nous no u s int8resseron s spéc ia l eme nt , dans cr,êl.c u n des cas , i'! 

la compar aison du nombre de pivotar,es car cette o p f> ration es t 

identiaue dan s les trois a l rorithme s et a ft~ pro~ramr ~t de 

man ière ident i nue . 

Dan s no t r e ca ~, f t a blir un e comparaiso n des nomhres d ' it~ra

tions ne pr f> se nte pas d ' int~rêt part iculier car nous ne 

pouvons compar~r nu e des o p~rations de même tvne et l e concept 

d ' i t 6ration e s t f ort diff é: rent pour Jes alrorithmes de ni vot 

unique (un pivota~e pnr ité r a t ion ) et pour ceux de pivot bloc 

( pl u sieurs p i vota ~e s par it&r a t ion ). 

Le t emps d ' ex~ cutio é tant pratinuement proportionne l au 

nombr e de pivo ta p,es, nous no us limit e rons À comparer les 

nombres de ceu x - ci . 





1 
2 
3 
4 
5 C 
6 C 
7 
8 C 
9 C 

1C C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
:p 
38 
39 
40 ,, 11(}iJ 

41 
42 
43 C 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
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1 PRnr,RAMMATION .:============ 

A Al vori thme de Bard 

PROGRAM BARD 

TAHLE DES VARIA~LES 

AUX MA TRICE NXN DES DONN~ ES 
Q : VECTfUR POI NT COMPLEMENTAIRE 
INOFX : ENSEMBLE D'INDEXATION 
rMJ~ IN DICE DE LA PREMIERl C0MPOSPNTl NEGATIVE DU POINT 

CO MPLE ~EN TAIRF. 
~ : DIMENSION Dl LA MATRICE DES DON NEES 
N1 ) I ME NSION TOTALE DES DONNEES 
R INDICE DE LA LIGNE DU PIVOT 
T : INDICE DE LA COLONNE bU PIVOT 
NU MlT COiPTEUR DU NO~ b kl D'ITERATIONS 
SIGN : VFCTEUR LOGIQUE DE LA CONFIGURATION DE SIGNES DU 

POINT CO~PL EMEN TAIRE 
C~q : VECTfUR LOGIOUl COMPOSE DES DEU~ VAkIABLES + fl -
TOUTES LES AUTRES VARIABLES SONT DES VARIAFLES INTERMEDIAIRES 

IMP!.ICTT INTF.GER(Q-Z) 
I MP LICIT REAL •8<A-R,P) 
L OG ICAL Jt '1 SIGN( 'H ),CAR(2) 

I N T 1: G E i~ 1-1 Z 
INTfGER t2 FlZ(2),EZ. 
INTEGER F~T1 w2{14),FMT2 ~2(1 3 ),FMT4 ~2(1 3J 
DJM~NSION ZC11>,W(1 J ),1N0EX(10) 
CO MMO N AUX{1 0 ,11),N,N1 
EQUIVALENCE (AZ, RZ{1)) 
!)A TA C~<\UX/' G'/ 
DA TA FV- f f /'(lH+, f t~)x, :,x., OÔ (F6.? .,3X),1H)) ., 
D .A. T f., f r,n 2 / ' ( î H +-, F) X, 3 X, 0 l1 ( A '1, 3 X) , 1 H) ) ' / 

fJ,t\TA f'"'if/1 /'( '1H+,1 1J X, 3X.,ü 1:; 02,3X),1H>)'/ 
DATA E7/' l'i 
R E /\ D 1 l L) , N 
FOR MAT( I2 ) 

INITII\LISATION 

NUMIT= J 
MPI==1 

I= ;·, 
H1=N+1 
N.I\Ux=N/ , ,) 
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5 1 t~ A= t', - l 1' NA 11 X 

52 CALL GE ~ER 
53 
54 
5 5 C C O "I 5 T R U C T J o N D 11 T A F., L E. A LI D E S C O N ~~ E E S 
56 
57 
58 
59 
6 ) 1 · )(, 2 
61 
62 1003 
6 3 
64 
6 5 ~00L, 
66 
6 7 2 -10 2 
6 8 
69 2 -)1) 3 
70 
71 3 
72 2 )0 5 
73 
74 
75 C 
76 C 
77 C 
78 C 
79 C 
8 Q C 
8 1 
3 2 
8~ 
8 4 
85 ?. !1 VI 
86 
87 
88 
's9 
9 U 2 1101 
91 
92 
9 :~ 
94 
95 
96 
97 
9 8 
99 

1;)ù 2006 

r, FA D l J');?. ,(Z(I) ,T =1 , ~) 

r~li\D 1 11 2 ,( 1,HI),I =- ·1,) 
FO f. MJ1T(J '; A4) 

f?f A D l .l J} ,(C J\R (I),I= 1 , 2 ) 
f() t1 AT C~ l\1) 

Z (tlf )= OAIJX 
PRINT ? '. ) )4 
FO tU1 1\T( 'IHl,////,1 2 X, 'M ETH Ol>l DE l'. UR TY') 
PRH1T 2 •) -.P , NUMlT 
FOR~, T(//////, 1 X,'LE TARL[AU ~E L'~IT~ RA TION',13,' EST :') 
P R I N T ? ' l , ) -~ , ( Z ( I ) , I = 1 , N 1 ) 
FOR AT(///,5X, 11( A6 , 2X )) 
no 3 K=1,N 
P R I N T ? ·) ) 5 , W ( K ) , ( A IJ X ( te· , 1 ) , l = ' , N î ) 
FORr• Ar c·IH J,1\.4, 'I 1 ( 1 X, F6 . 2 ,1X)) 

PRl:"1IER F. ETAPF D[ l'ALGORITHM[ : 
ON RfCHE"CHE - LE POINT CO MPL f~E NTAIRE 

- SA CUNFIGURATIO N DE SIGNES 
0 ~ VER!Fl l SP POSITIVITE 
ON DEDUI T L'E NSEM8L[ D'INDEXATI 0 N QUI NOUS PERMET 
DE TROUV ER L' [ LEMENT PIVOT 

FM T 1 (7}= F~T1 (7)+ 256-NA üX+NA 
l'RH, T 2 •} ')J 
FOR ~AT(///,lX,'Ll POINT DE CO ~PLE MENTARITE EST :',///,1 0X,'(') 
WRITf(~,F- T1)(A.UX(l,N 1 ),I=1,N) 
Cft LL SI G~E( SI GN ,C AR ) 
FM T 2 ( 7) = r 'H 2 ( 7) + 2 5 6 -11 N ~ li X+ t l A 
P R I N T ~ ) 1) 1 
FO IH' .t1T(l//,1x,'LA COfi FlGlJRATIOt-1 O[ SI Gr,l S DU POINT' 

C'~ E CO~ PL f MEN TARITE EST :',///,1 ~X,'(') 
WR IT E( ~,F MT2 )(SI GN (I),I=1,N) 
CA LL P OSIT(~AUX, NA) 
U l.L A , IN(l<~JN} 

IN D !- X ( 1 ) =K "-' IN 
1< =K M J N 
T= K q N 
F !• T 4 C 7 ) = FM T 4 ( 7 ) + 1 
PP lNT 2•,. 6, NUMIT 
FQRr,t .A.TC///, IX,'POUR L .. ITERATION 5UIV AN TE,L"ENSEl" FLE ' 



1ü 1 
10 2 
103 
1'.J4 2 U03 
H15 ;? uO 9 
1 ".) 6 
107 
118 C 
109 C 
110 C 
111 C 
11 2 C 
113 C 
114 
115 
116 1 ,)(' 

117 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
12 5 
·126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
n? 
138 
139 fl 
14 0 
141 
142 5 ,)0() 

14 :3 50 u 2 
144 
145 
146 
147 
148 
149 50] 1 
15 0 

C,' D11 l!\l li t.X ATIO N NUMERO ',12,' [ST:', ///,1 ù X,•< 1 ) 

WRITE(6,F~T4) K~IN 
P R I N T ?. ·:) l -3 , K M I N 
F O R 1-11 A T C / / , ·t X , ' L ' ' 1 N D I C f ' , I 2 , ' S • ' E T A NT A J O U T E ' ) 
FOR MAT(//,IX,' L''INDICE',1 2,' S''ETANT RETIRE') 

!E ME ETAP~ DE L'ALGOWITH~E 
0~ EFFfCT E UN PIVOTAGE 
ON RECHERCHE - l~ POINT CO~PLEMENTAIRE 

- SA CONFIGURATION DE SIGNES 
ON VERIFIE SA POSITIVITE 
ON DEDUJT L'ENSE~RLE D'INDEXATION SUIVANT 

CALL PIVOT(R,T,NU MIT,Z,W) 
PRIMT !.0.J I.) 
WRITE (6,FMT1> CAUX<!,N1>,I=î,N) 
CALL SIG~ECSIGN,C AR) 
PRINT 2 fî ::l t 
WRITE(6,FMTl)(SIGN(l),I=1,N) 
CALL POSIT(NAUX,NA) 
CALL A.i" I \l (l<>AJN) 
AZ=lHK "" IN) 
I F ( P Z ( 1) • E Q. E Z ) GU TO 8 

MPI=MP I+ I 
Ml-'= Mf'I-MI 
I N 1) F. X ( M P ) = K _,. I !IJ 
PPINT 2 0 0 6,NUMIT 
~l AU X = "'1 P / 1 1 
!1 A:: ~•-P - 1 iJ ,~ 111 A U X 
F ,... T 4 ( 7 > = 1 5 .11 1 6 + 1 5 it 1 6 ,l 1:1 3 
FrT4(7)=F~T4(7)+256 ~~AUX+MA 
WRITE(6,F~T4)(INDEX(K),K=1 1 MP) 
Pl<INT 2 ,) l)iJ,K~lN 
P=I< ~ lN 
T=Kr"llll 
GO Tü ·f î ') 
r" P= f'! Pl-'111 
DO 5ntlJ I= 1,MP 
IF(IND EXCI>.EG.K MIN) GOTû 5v0 2 
ccr: TINLJF.. 
!P=l 
~=~P-IA 
0 0 :5 110 1 I = 1 , 1( 

I~2=IA+I-1 
I A3=IA+I 
INDEXCI~ 2)=INDEXCIA3) 
CONTINUF 
Ml=MI+1 

103. 



104. 

151 MP =~ P- 1 
1 52 PRH, T 2 --1·) 6,NU MIT 
153 ~AUX=~P/1J 
15 4 fi' ,6, = ~' f' - I -1 îM A U )( 
155 FMT4(71=15 ~16 + 15 ~16 ~ 3 
156 f MT4(7)=fMT417)+25 6 ~MAUX+~A 
157 WR ITE( 5 ,F MT4)(INDEX( ~ ) ,~ =1,MP) 
158 PRlhT ?1 19,KMIN 

59 R=K 1HN 
6l) T=K MIN 
61 GOTû 1 7J 
62 1:: ND 

1 SUBROUTI NE AMI HKMIN) 

2 
3 
4 
5 

C 
C 

CETTE SOUS-FH'UTIN E RECHERCHE LA COl'-'. POSMiTE LA PLUS NLGATIVE DU 
POINT COMPLE MEh T~lRE 

6 
7 
8 
Q 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

117 
18 
19 

1 
1 

1 2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
., 8 

19 

1 

C 
C 

2 

3 
1 

I ~PL ICIT kE~L • f <A- B,P) 
IMPLICIT INTEGEk(Q-Z) 
COMl"ON AIJX(1 0 ,11),N,N1 
V~IN= 'J . 
KM IN= ':l 
DO 1 J = 1, N 
IFCAUX(J,N1>oGFoVMIN) GOTù 1 
V~ I N=AUX(J,N1) 
► Ml N=J 
CGN TINU!: 
Rl TIJRN 
LND 

SUB ROUTINE SIGNE(SIGN,C AR ) 

CETTE SO US-ROUTIN E DON NE LA CONFirU RAT ION DE SIGNES DU POI~T 
CO""LUIE\ITAIRE 

l~PLICIT lNT EGE R(O-Z) 
I MPLICIT RF.AL r; 8 (.A-B,P) 
LOGICAL zl SI Ct\! (1 0 ),C AR(? ) 
C r rw O N A u x ( T ') , l 1 > , N , N 1 
(;.() 1 J= ·1, ~ 
I~(AUX(I,N1)) 2 , 3 , 3 
Slf:.1 (I)=CAR(2) 
COTO 1 
SIGN(lJ=CAR(1) 
CON TINUE 
RETURN 
f. MD 



C 
C 

SUBRO UTI H:. POSlTCNA,NAUX) 

CETTE SOUS - ROU TINf VEk lF IE LA POS ITIVITE DES CO ~ POSPNTES DU 
POINT co ~P LE MEN TAIRl 

I rPL IClT INT EG ER(~-Z) 
If PL ICIT RE~L~b ( - - 6 ,P) 
I NTEGf:H ,12 f"1T3(14) 
COl"~'O "I A. IJX ( Hl ,11>,M.,N 'I 
rJA Î!, FM T3/' ( 1H+,4 5X , 2 X, 1 J ( F6 .2,2X),11• )) ., 
DO 1 I=l,N 
If (!\U X(I,l 'l)oL E:o d o) GOT O 2 

1 r. o~n I NlJ E 
n•r~~<n = !5 :.-, 16+15 ~16 11 3 
F~T3 ( 7J= FM T3( 7)+ 25 6~NAUX+NA 
P R 1 N T ? .-l l 1:) 

? UJ ü F0 R~ AT (///,1X,'L E PTo DE CO~P lo,S OLUTI ON DU PROhLE ME EST : {') 
~J R I T E ( 6 , F ''1 T 1 ) ( A U X ( I , 1 1 ) , l = 1 , t,l ) 
ST P 

2 on~- J=I,N 
I F( l'• AH S ( .l U X ( J , N 1 )) "L T ., 1 of. - 6 ) CO T O 4 

~ CM TI IJUE 
RETURN 

4 PR 1 1\1 T ~ ,'J J 1 
2 ,)•J 1 FO i·1A T(l//,1X,'Lf. PROlLU,[ lST DEGENf: RE ') 

ST P 
EN 

SUBROU TINE GEN E" 

105. 

C 
C 

fETTE SOUS-ROUTINE TRANSFORME UNE ~-TR IC E GENEREE ALEATOIR EME NT lN 
Il NE · ;. T R 1 C E O I AGON il LE fr. U;T DOM IN AN T [ 

2 'Ji j 1 
: dt1ü 

2.rn2 
3 1}0() 

2 l")i" 4 
2 {) (}1 

20tH 
1 

2 CS 

H PL ICTT RfAL +.8(A-B,P) 
C M Ii'-' 0 N -~ l J X C Hl , 11 ) , N, N 'I 
PFf·fl 2 JO~ ,U 
FO l<f<1AT C I 6 ) 
1) () 2 1 ù 1) I = 1, N 
() 0 2 i11) l J = 1 , N ·t 
CALL RANDO UCIX,YFL) 
AlJl< ( I,J)=Y FL 
co rn a ,uE 
CO~' TT MU f-. 
P PIN T ?,.-)6 
FOR MAT(1 H1,////,4X,'L A ~A TRICt. GENERl E ft LfATOIRl~ENT lST :',///) 
00 2 ' 1 2 1=1,N 
PRl fi T 3d ·,· .1,CAUXCl,J),J=1,M 1 ) 
FOf-1"' AT ( 1 H .J , 11 ( ·j X , F 6. 2 , 1 X) ) 
l) f' i: r1 U~ I= 'l,N 
n=n. 
l)() 2.D0 4 J =f , N 
8 =1 1+!).~ BS (A U X ( I, J)) 

,, U X ( I , I ) = B 
P R I t,, T 2 ·1 . ) 7 
FOR MAT (/////,1X,'L A MA TRIC - ALEATOIRE OJAG. DOMINA NTE EST:',/!/) 
0(1 2 )J') T=1,N 
PR I MT 3 J) ;},( AUX(I,J),J= 1 , N1) 
RE T l.lR N 
t. Nl> 



·1 
2 
3 
4 C 
5 
6 
7 
8 
9 

1Q 
11 
12 6 
13 
1 it 
15 
16 

1 
2 
3 
4 C 
5 
6 
7 
8 
9 

·to 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 4 
20 1 
21 
22 
23 
24 2 
25 
26 
27 
28 
29 
3 0 2Cli2 
31 
32 2·)0 3 
33 
34 3 
35 2GD5 
36 
37 

106. 

SllUFOUTINE RANO OU {IX,'tfL) 

CETTE SOUS-ROUTINE GENERE U~E SEQUENCE ~LEATOIRE DE NO~HRES 

1 1"1 PL I C IT REA 1 ·• 8 ( A - 1: , P) 
COMMON AUX(1 0 ,11),N,N1 
IX=IX i:- ,t,55 59 

IF(IX.GE. O) GOTO 6 
IX=IX+21474 8 ~647+1 
't fl=OFLO!IT( IX} 
YFL=YFL ~ a4 656613E - 9 
Y FL=Y Fl ~2U -1 '.1 
RE TURN 
END 

SU BR OUTJNE PIVOT(N , T,NUMIT,Z,W) 

CETTE SOUS-R0UT I NE EFFECTUE UN PIVOTAGE 

I rP LICIT INTEGE~CG-Z) 
H' P L I C I T R E A L ,~ 8 C A - f! , P) 
DIM ~N SIO N Z{11),W( 0 ) 

OM f ON AUx (1 1 ,11), N,N1 
F'IV=AUXC R,T) 
AUX (R, T>=1 /PIV 
DO i J=t, N1 
IF (J.FQ.T) GOTO 
AUX (R,J}=-AUX(.R,J) /P IV 
DO l1 I=1,N 
IFCI.E w.R) GOT04 
AUX(I,J)=AUX(I,J)+ ~UX(R,J)~AUX(I~T) 
C0NT1NUE 
C◊NTINUE 

DO 2 I=l,N 
IFCl.E <~ . R) GOTO 2 
AUX(I,T)=~UX(I,T)/ P IV 
C0NTINJf. 
I-I Z=Z(T) 
Z(T)=W(R) 
W(R)=WZ 
t1UM J T=MU II, TT+ 1 
PRINT ? ,)u2 ,NU MIT 
F0f.;,-,.AT<lH1,1X, 1 LE rA BLEAU [/E L"ITERATI0N',12,' EST :') 
PRINT 20J3 ,CZ(I),I =1 ,N1) 
FûH~ATC///,5X, 1 1<A , 2 X)) 
DO 1 K=1,N 
PRINT 2l 'J5 ,W{K),(All X(lé,l},I=1,N1) 
FOk~ATC1H J ,A4,11{1X,F6.2,1X)) 
RFTURN 
UJ D 



C 
C 

1 
1 

.... 
C. 

107. 

8 Algorithme de Murty 

Cet al~orithme ne d i ff é rant de celui de Bard nu e p?.r 

une s e ule sous-rout i ne, nou s n0 pr~s enterons ici nue cette 

sous-routine. 

SUR ~OUT[NE A~IN(K~IN) 

CfTH S0US-l<0llTINE RFCH ER CHE LA PHf: t-IE FIE COMPOS.ANTE t-.EGATIVE OU 

PO I NT CO MP LE MEN TAI RE 

I~PLICIT INîfGERlQ-Z) 
I fl" Pl ICIT RF..AL 1. 8(A-B,P) 
RfAL '-', 8 V fol !N 
CO M 11• 0 N A U X ( 1 i.J , 1 'i ) , tJ , N'l 
v f' 1 J= l ,N 
IF ( .~UX(J,N1) aGE aO a) GûTCl 1 
l<' t'I N=J 
GO TC 2 
CONTINUE 
PLTUR N 
END 



C 
C 

C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 

C Al P,or ithme de Ko streva 

T~ BLF OES VARIA 8lfS 
• ,:; , ·:i- ' ~ ., 'I •lJ ,. .r •, t:' f• -!i '! !lt <1 ,. 

A 
11, ux 
0 

IN 1) E X 
tJ 
N1 ~-

~ATRICE NXN DfS DONNEES 
: MATRICE TR ANS IT OIRE 
: VECTEU R POINT CO ~PLEMENTAIRE 

ENSEr BLE D'INDEXAT10N 
: OI ~ENS JON DE LA MA TRICE DES DONNEES 

Dl~E NS ION TOTAL E DES DO NNf[S 
INDICF DE LA L I GNE DU PIVOT 

T : l~DlCE DE LA CO LO NNE DU PIV OT 
N U '-1\ I î C O "'! P T E U R D U N O M r~ R E D • I T F H A T I ON S 
PIV : COMPT EUR DU NO MP RE DE PIV OTAGES 
~l~RE : VECT EU R DESI GNAN T TOUTfS l.E:S PARTIES DE 

L'EN SEMB LE <1,2,3, ..• ,2 *• N> 

108. 

SUB : VEC TEU R DE CON FIGURATION DE SIGNES ASSOCIE AU VECTEUR AIN 
3 IN : VECTEUR DE DECO MPOSITION BINA IRE D1 UN NOriBRE 
SI G 1 : VECTEUR LOGIQUE DE LA CONFI GURA TION DE SIGNl:.S DU 

POINT COMPLEME NT AIRE 
C~R : VECTEUR LOGIQU E COMPOSE DES D[UX VARIA PLES + ET -
TOUT ES LES AUTRES VAR I AB LES SONT DFS VARIA BLfS INTER~fDIAIRES 

IM P LIClT RE U t:!H A- H) 
IrP LICIT I NîEGt R (Q-Z) 
l. 0 G I C A L S I G N 1:r 1 ( 1 ) ) , C A P .~ 1 ( 2 ) , S [ ,'! 1 ( 1 0) 
Hi T [ G 1: R F~ î 1 ' 2 ( ·t 4 ) , F ~ T 2 2 C i :-; ) , FM T 4 ••2 ( 13 ) 
INTEGER SU HSIG ~2 C27),SU BS I ~2(21) 
INT EGER BIN,P,PU,PUR 
DI Mf NS10N Z{11),W(1 Q),ZU( 11 ),WU(i U),I ND lX(1 U),BIN{11),SU P (1 O24,1C) 

C,N EHi: < 1 J:'4 ) 
cor,:r.,,. ON AIJ )((J l) ,11),N,N 1 
ü I r,1 f N S I O N .C\ ( 1 J, 1 1 ) 
DATJ\ OAUX/' (J '/ 

DATA SLl~ ~Ib/ 1 {1x,I2,3X,1H<, GO (I3,2H ), 1H >, JO X,1HC, 00 (A1,3X),1H),/ 
r)' / 

1) A T .\ 5 lJ 1 S I / ' ( 1 X , I 2 , 3 X , 5 H < > , t> 5 X , 1 H ( , 1J 1"' ( A 1 , 3 X ) , 1 H ) , / ) 1 / 

DAT A F "! T 1 / ' ( 1 H +, 1 .) X, !i X, ' j (i ( f 6 • 2, 3 X) , 1 H) ) • / 
D A TA f M T 2 / ' ( 1 H + , ·1 •J X , 3 X , 0 (' ( A ·1 , 3 X ) , 1 H ) ) ' / 
DATA F\H4/' C1H+, 't i) X, 3X , 0U<I2 ,3X),1H>) '/ 
R E A O I il ') 1î , N 

1 JOL~ FOR i"'. AT( U > 

C INITIC\LIS ATI ON 



51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 C 
6 
61 
62 
63 
64 
6 S ·t .:-o 2 
66 
67 
6 8 10 
69 
70 1 r'l •J 3 
71 
72 
73 
74 
75 2 
76 
77 ? ')(; 4 
?8 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
8 6 
8 7 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

10d 

N Ul"l I T = ') 
N1 =N+1 
Nl\lJX=N/ t ') 
NA = N -1 )~ NAUX 

CONSTRUCTIO~ DUT BLEAU DES Bl JlCTI ON S 

CAL.L Gi:.NER (A.> 
R f A D 'I l 1'} .z , < Z U C I ) , 1 = 1 , N ) 
f<[A ù I .J0 2 ,(wU(I),1=1 , N) 
FOR r~AT (1 JA4 ) 
D O 1 r) I = "I , N 
Z(I>=ZU(I> 
W(l)=WU(I) 

PE An l l 1 3,(CAR(l),I= 1,2) 
F(lRM AT(2A1) 
Z ( N'l)= QAUX 
DO ? 1=1,N 
Aü X(l,N )=ACI,N1) 
00 ? J = ·t, N 
A UX(I,J)=A(I,J) 
PRINT 2 0 4 
FORrAT(1H1,////,12X,' METHCDE DE ~OSTREVA',////) 
S UR S H , C 2 11 > = ·t S ·': 'l t ·t 15 ·" 1 6 ~:. ' 3 
SUAS IG(2 ~>=SU 8 SIGC2 1 )+256 ~NAUX+NA 
SUbSI(14>=15 16+15 ~1b ~~3 
SU B SI( 14)=SuBSIC 14)+2~;6 ·11NAUX+NA 
rJ2 =2 ~ At,/ 

DO 2 '10 I= 1, N2 
Jf\'11=1- ·1 
CALL BINARYCI Ml, RIN) 
NUH Cr>= E IN(N+1) 
CALL SIGCSE, P IN,CA R) 
CALL SU 8f. NS<I, BIN,SU 8) 
SUOSIG(16)=15 ~16+15 • 160~3 
I N T=6 8 -S Bl~(N+l) 
MAUX=J NT/ 'IO 
:'! A=INT-1 ;) r-AAU)( 

SU B SIG(16)=SUbSIG(16) ➔ 256 tMAUX+MA 
SURSIG(8)=15 t 16+15 t 16 • 3 
JN= fl l N (N+1> 
LAUX=I N/1 '.) 
LA= IN- l'J ri LAUX 
S UB ~ I G ( 3 ) = S UB SIG C 8 ) + 2 5 6 · LAU X+ LA 
Ll= 8 HJ(N+-t> 
lf(LI. ~F. . Q) GOTO 3000 

109. 



WRITE( 6 ,SU 8SI)(I ~1,(~ E( K) ,K=1 ,N)) 
GOTû 2 10 

300 0 WRIT E( 6 , SURS 1G)(I~1,( SUB ( J ,K),K= 1,LI),<SE(K),K=1,N)) 
2 1C CNJ'TI I\J UF.. 

C PR E~IERF ETAPE Df L'ALGORITHME : 
C ON RE CHE RC HE - Ll POINT COMPL F~lN TAIRE 
C - SA CONF IC.URf.T JùN Dl SIGNES 
C ON VFRIFIE SA POS I TIVITE 
C ON OfOUIT L• ENSEM BLE D'IND EXATION GU I NOUS PERMlT 
C DE TROUVER L' ELEM ENT PIVOT 

rui;:=G 
C L. L P E R ifl U T ( P U f< ) 
PUR= PUH + 1 
P f, H ; T 2 n 6, N ll MIT 

210 ~ F Rr ~T (///, 1X,' POUR L''IT f RAT ION SUIVA NTE,L ''ENSE~PLE ' 
C, ' c, •'IN DEXATIO N NU MERO ' ., 12,' EST:', ///,1 'J X,'<') 

I F(PU R. EQ .1) GOTO 70 00 
L =N 8 Rf(PUR) 
J . UX=LU/1 :J 
J.4=L.U-1 '"" JAUX 
F~T4<7>=15 '.1 16+15 { 16 11·!1'3 

Fr T4(7)=FMT4(7)+256 ~ J AU X+ J A 
~RI TE C6 ,F MT4){SU B(PU~,K), ~=1,LU) 
!, U M I T = NU M I T + 1 
PfdN T 2tl l8,NUMIT 

110. 

1 2)0 8 F R~,TC1H1,/////,1X,'LE(l.ES) TAALEAU(X) DE L•'ITfRATION',13,' EST( 
CS0NT) :') 

D (l 1 ·q I = 1 , LU 
T=SUb( PUR,I) 
R=SUB ( PUR, I) 

CA LL PIVOT(R,T,Z,W) 
1 fl 1 CONTINUE 
i:; ,rn n •r1 < 7 ) =15 '-" 16 +1 5 .. 16 1h -z 3 

C I E~E ETAPE Df L• ALGO~ I lHME 
C UN EFFECTU E UN PI VO TAGE 
C 0N RfCHERCHE - LE POIN T COMPLEMENTAIRE 
C - SA CO NFIGURATI ON DE SIGNES 
C ON VERIFIE SA POS I TIVITE 
C ON DE OUIT L'E NSEM LE o•r NDEXATI ON SUIVANT 

F~T 2(?l=15 t 16+15 - 16 * 3 
FMT1 (7)=F 1'1T1(7)+ 2 56 ·1'Nt,U X+ 1A 
P f< IrH 20 ·.) IJ 



51 2 !)fJ{_) 

52 
53 
54 
55 
56 20(, i 
57 
58 
59 
60 
6 ·1 
62 
63 
64 
65 10 (! 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 

7 

~g 
bO 8 0 0 · 
3 1 
82 
33 11 
8 4 
85 
!36 
g 7 
88 
39 102 
i 
11 10 ·, r1 

n 1 ·:o 1 
?3 
~4 
)5 9 '.)l)l) 

16 
n 9 Put 
}8 90ü2 
)9 

JO 9 u03 
)1 
)2 

111. 

FORrATC///,1X,'LE POINT D~ COMPLEM ENT ARITE LST :',///,1 0 X, '(') 
l'i R I T E ( 6 , FM T 1 ) ( A U X ( I , N ·J ) , l = 1 , N ) 
CALL SI GNE {SI GN ,CAH) 
F M T 2 (7)= F~ T 2 C7>•256 •NAUX ♦ NA 

Pi;: 1 N T -:: 1)( 1 
FOIHAT(//1,"lx,'LA CONF I GURATION OE SJ GNLS OU POINT' 

C'DE CO~PL EME NTA~IlE EST :',///,1 GX,'(') 
~J RITE ( 6 , F''1 T -~) (SI <iN ( I) , I = 1, N) 
CJILL POSIT (NA,NAUX) 
Pl.;=0 
DO 1 •)u I=1,N 
P= O 
I F < A U X c I , N 1 > . L T • 1J • > P = 1 
ru=PU ♦ P ,,2 ;f t (l\i-I > 
CONTINUE 
CALL PERMUT{PU) 
PU= PU + '! 
PRltH 2 ·:l'l6 ,NU Ml T 
~. U M I T = N U V! l T + 1 
I F (PU • E O . 1 ) GO TO 1 000 
FM T4 C7)=15 ~16+15 ~16 ~•3 
LU=N ARF.(PU) 
J ,HJX =L U/ 1·J 
J JI = L. U - I D ,: J A U X 
FMT4 (7) =F~ T4(7)+256 ~JAU X+ JA 
WR IT E( 6 ,F ~T4)(SUB(PU, K) ,K =1,LU) 
DO 80 t1 , 1= l ,N1 
AU X(I,N 1)=A(I, ~1 ) 
D O 6 0 iJ '.I J = 1 , N 
AUXCI,J>=.~CI,J) 
DO '11 r= ·t, N 
Z (I)=ZU(I) 
W(I)=W U(I> 
P RINT ~0 ·18 ,NU MIT 
D O 1 ;~ 2 I = 1 , L U 
R=SUd(r>LJ,I) 
T=SU O( PLJ,I) 
CA LL PIV , T(R,T,Z,W) 
CON TINUE 
&OTO 5 ) 0 

PR I N T 711 :11 
F0 Rr--'AT(1H+,1 J X,3X,•>') 
P R I N T ? Ll ,] d , N U M l T 
PP INT Q1 0J ,(Z(I),I=1,N1) 
FOR~A f(///,5X, 11 ( A6 , 2X )) 
C O 9 1 } :.:) 1 K = 1 , N 
P r.J NT 9 J ·"12 , 1,1 ( K) , ( A ( K, I ) , I = 1, N 1 ) 
F O F M A T ( 1 H J , A 4 , 'i 1 ( 'l X , f 6 • 2 , 1 X )) 
t,O 9 1} 1) 'i I = -1 ,N 
AU X(I, N1 )=A(l, N1 ) 

l,OTO 5 Vi 
1- ND 



1 
2 
3 
4 C 
s 
6 
7 
8 
9 

1 ,1 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 4 
20 t 
2 1 
2 2 
23 
24 2 
25 
26 
27 
28 
29 2 0() '3 
30 
31 3 
32 2 t) () 
33 
34 

1 
2 
3 
4 C 
5 
6 
7 
g 
9 

·to 
11 
1 ?. 6 
13 
14 
15 
16 

SU11~!0I.I TI ME PlV OT( R,T , 7,,W) 

C f r T " S O U ~. - R OU T I N E E F F F C T U E U 1-! P I V ( 1 T A G E 

l ~ PLICIT RlAL IH ( A , P ) 
I MP LICIT I NTEGER ( R-Z 
D 11,11.: N S I ON Z ( 11) , w ( 1 t) ) 

C ü I'! f" 0 N A 1.1 X ( 1 1] , 1 1 ) , N , N i 
PIV= I\ UX(R,T) 
AUX( R,T>=1/ PIV 
D O '1 .J = 1 , fl.J ·1 
If(J. f.Q .T) GOTO 
AU X(P,.J)=- AUX( R,J}/p rv 
DO t, I = l , N 
IFCI. t(J . R) GO TO 4 

AlJX (I,J >= AUX Cl,J >+AU X <R.,J) ,: Aux CI,T) 
CONT INU E 
CON T PWE 
DO 2 1 =1 , 11t 
IFCI. EQ. M} GOTO 2 
AUX (I,T)= AUX (I,T)/PIV 
CONTINUE 
\.i Z=Z (T) 
Z(T}= W(f) 

\.' ( fi )=WZ 
P R I N T > ,· J ) .3 , ( Z ( I ) , l = ·t , N 1 ) 
f R•.-i ~T(l//,5)1', 11(A6,2 X)) 
DO 3 K=1,N 

PR IN T ?. ·J •• ) , w ( K ) , ( AU X ( I:' , I ) , I = 1, N 1 ) 
F G IH" A T ( 1 H J , ~ 4 , 11 ( 1 X, F 6 . 2, 1 X) ) 
PE:TUR N 
FN D 

S lll- ROU T I NE i{ ~ ND O JC IX , F L ) 

112. 

CE TTE SOUS-ROUTINE GENE RE UNE SfOUF NCE ALE:ATOIRE DE N0MBRES 

J l '. PLICTT REII.L l, 8 (A,Y) 
COM l11 CN AUX <1 0 , 11) , N,N ·J 
IX=l X ,jfi 5539 
I F (IX. GE . 1 )) GO TO 6 
IX=IX+ 2 f474~3647+1 
YfL=DFLOAT(IX) 
YFL=YFL 1.46 56 61 3E - 9 
YFL=YFL }2 , -1 0 
tn TUfHJ 
END 



1 

1 

C 
C 

2 rJ08 

2;)ü 1 
2Jü(l 

200 6 

2 J2 
30 ) 0 

200 4 
200 3 

2 00 7 

C 
C 

50 1 
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SU[ POUTINE GENEW(A) 

C:FTTE SOUS-ROUTINE TRA ~SFOl~!IIE UNE l"-ATRICE GENEREE Al EATOIREMENT E:.N 
UNE ~ATR[CE DIAGONALfMfNT DOMINANTt 

Ir PLICIT REAL ~8(A,B,Y) 
DI "! FNSION f\(1 ·J,1 ·1) 

CO MON AUXC1 8 ,11),N,N1 
RE.. A f., 2 ·10 8 , I X 

FO RM.AT(I 6 ) 
DO 2 -) :)U I= ·1,N 
DO ~l)O'f J=1,N ·f 
Cfl LL RA~DOU(IX,YFL) 
A( I ,J)=Yf'L 
COI-ITINIJE 
PR I NT 2 ,J·J6 
FC MAT(1H1,////,4X~'LA ~ATRICE GENERfE ALEATOIREME~T EST :',///) 
DO 2 •,U2 1=1,N 
P R l N T 3 -) ) l) , ( A ( l , J ) , J = 'I , N 1 ) 
FOR l"' ATC l!-1 0 , 11 ('IX,F6o2,1X» 
DO 2 .. J3 !=1,N 
P=U. 
no ;~ 1J~_i 4 J=1,N 
[! = +DABS(A( I,J)) 
A(I,l)=R 
PRINT 2 ,'I )7 

FO RMAT(////l,1X,'LA MATRIC E ALEATOIRE DIAG. DOMINANTE EST :•,///) 
fi O 2 f) Q 5 1 = 1 , N 
P R J N T ~ 0 ) 1), ( A ( I , J ) , J = 1 , N ·1 ) 
RET URN 
[ ND 

SU ROUTINE SUHENS(l, BIN,SUf ) 

CETTE SOUS-ROUTINE CALCULE UN SOUS ENSEMBLE A PARTIR DE LA 
~F.COMP0SITION BINAIRE c•uN NOMBRE 

I MPLJCIT MEAL 48(A) 

INTl:GEK D IN(11),SURC1 U2 4,I U ) 
COM~ ON AUX(10,11>,N,N1 
J=1 
DO '.1')1 K=1,N 
IF( B IN(K)oEDoJ) GOTO 5 01 
SUF.(I,J)=K 
J =J ... 1 
CONTINUE 
RfT URN 
F. ND 
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1 SUbRûUT I ~E POSIT(NA,N tU X) 
2 
3 
4 C CETTE sous-~CUTINE VERIFIE LA P0 SITIVITf Dl:S CO~POSANTES DU 
5 C PO I ~T CO MPLE MEN TAIPl: 
6 
7 
8 J r,;P LICIT REAL ,8 (A) 

9 
10 
1 1 
12 
13 
14 1 
·15 
16 
17 
1 8 2 ;jO , 
19 
20 
2t 2 
22 
23 3 
24 
25 4 
26 200 1 
27 
28 

1 
2 
3 
4 C 
s 
6 
7 
8 
9 

,o 
1 1 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 3ù2 
21 ~ ·J1 
22 
23 

INTE.GER , 2 F"1 T3(14) 
COM,....ON AIJX (1 n ,11), N, N1 
r> .ar " F M r 3 1 • c 1 h + , 4 s x , 2 x , iJO < F 6 • 2 , 2 x > , 1 H > > , , 
00 'l I =1 ,N 
1F(AUX(I,N1).L E. O.) G0T 02 
CONTINUE 
FM T3 (7)=1 5 16+15 116 œ~3 
FM T3 (7)= F~ T1(7)+ 256 ~NAU X+HA 
PRINT 2{)') ,; 

FOR~~ TC///,1X,'LE PT. DE COMPL.,SOLUTlON DU PRO PLErE EST: (') 
\~ R I T F.. ( 6 , F ,,i T 3 ) ( AU X ( I , N 1 ) , I = ;I , N ) 
S TC P 
DO 3 J=I,r-.J 
IF( DABS (AU X( J, Nl )).LT.1. E-6) GOTO 4 
CCN TINUE 
rlETURN 
PR I NT ? 1)1)1 
FOR M.l\T(///, 'fX,'L.E PRO PLHlé. l:ST DE GE NERE: ') 
STOP 
L ND 

S Ul NO UT! NE BINARY(P, DIN ) 

CETTF. SOUS-ROUTINE. l)O NNE LA l> E COMP OSI TION BIN AIR E D'U N NOM EIREc 

I MPLICIT RE.~L t,E; ( A) 
lMPL ICIT INT EG ER(P) 
INTEGE R 13 HH11) 

CO MM ON AUX (t ü ,1 1), N, Ni 
PE-=P 
b IN(N+ l )= 
DO _!)1 I=1,N 
J=N-1+ 1 
P IN(J)= , 
POE MI= PE /(2 1? 1) 
IFC PEoEOo(2 ~~I) ~PDEMI) GOTO 302 
,-HN ( J) = 
b IN(N+1>= BIN( N+1)•1 
PE=PE- AIN(J) ~2i~ (I-1) 
CON T HJUE 
RE TURN 
E: N D 



1 
2 
3 
4 C 

,5 
6 
7 
8 
9 
rJ 
1 

1 
,2 
3 
4 C 

' 5 C 
6 
7 
8 
9 

!O 
i 1 
12 
13 2 
4 

15 3 
16 t 
17 
18 

1 
2 
3 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
8 
9 
() 

1 
2 
3 
'4 
5 

,6 
7 4 ') iJ 

8 
9 

SUP RO UTI NE PER ~U TCP) 

CETTE SO US -ROUTTN~ ~FFECTUE UNE PfRrUTATION D'INDICl:S 

l r"PL ICIT REQ.L .:t8 <A) 
I NTl:.GLR P 
C O M r,, Cl N A U X ( 1 i'! , 1 1 ) , N , l'i l 
RFTURN 
1:: NI> 

~ U B R O lJ T I !>JE S I G N E C S I G 1~ , C A H ) 
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CETTE SOUS-ROUTINE DO NNf LA CONFI GURA TION DE SI GNES DU POINT 
CO~ LF'"IENTAIRF 

H 'P l ICIT RE.AL ;1 8 0) 
LOGICAL , 1 SI(N(1J),CAk(2) 
co~ ~ON ~UX(10,11>,N,N1 

()() 1 1=1,~ 
J f(AUX(I,N1)) 2,3,3 
S JGN(l)=('AH(2) 

GOTO 1 
IG NCI)=C. AR(1) 

CON TINUF. 

1. ND 

SUUROUTYNE SIG<SE,BIN,CAR) 

CE TTE SOUS-ROUTINl rON NE LA CONFIGURATION OE SIGNES ASSOCIEE A 
LJ N M 11 ''H R E 

ELL E -SSOCIE AU CH I FFRE 1 LE SifNE + 
AU CH I FFRE O LE SIGNl -

In'l..ICIT ilE~L 18 (,~) 

LCGICAL !t 'I CAR(2),SE.(1 ü ) 
ltHfGER A [N(11) 
COM~ON ,ux(l0,11),N,N1 
Dû 4 îiJ 1=1, ~J 
S~ (I>= CAR ( ?. ) 

IF(PIN(I).EQ.J) SE(I)=CARC1) 
CONTINUE 
PtTL•f<N 
U , D 
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2 TP.BLE.A.U DF. COMPARAISON DU N0:"1I3RE DE PI VOTAGES ------- ---- ----- -- ------ -= ==== =======--------

Avant de nasser aux r é sultats , sipnalons oue les matri 

c e s de d o nn0es ont é t é gé nér0es chacune nar une s (, ouence al é 

a toire d e nombres , a partir d ' un nombre lu . 

f.xemple Bard Mur t v Ko streva Kostreva 
( identit (, ) ( permutation 

1 4 11 10 12 

?. 8 1 n 16 1 8 

3 2 2 3 3 

4 6 8 32 lf S 

5 4 G 1 0 13 

6 4 11 6 7 

7 6 8 1 lf 18 

8 5 5 5 6 

9 8 10 18 2 If 

1 0 7 13 6 l} 35 

11 8 8 8 8 

12 3 5 3 s 
1 3 1+ '+ l} 6 

14 8 8 7 1 1 

15 4 4 8 10 

1 6 G 6 1 2 1 lf 

17 5 5 5 G 

1 8 6 6 6 8 

19 G 8 3?. 19 

20 lf 4 8 10 

µ Bard = 5 , 4 

µMurty = 6 , 4 

µKostreva (id .) = 1 3 , 55 

µKostreva ( p erm . ) = 13 , 9 

) 
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3 COMPARAISON m=s ALGOTUTHMf.S DF. BARD I',T DF. MURTY ------------ ----------------=-================= 

D' apr è s le t ab leau ci-dess us, l'al P,o r ithroe de Bard 

r 6soud plus rapideme nt les oro bl ~mes liné aires de compl~men

tarit é qu e l'al~orithme de t1urty. Cett e conc lusion n~cessite 

cependant une étude statist ique plu s fo uill é e. Cepe ndant , 

si nous o bservons d e p lus prêt l e s ch ~ma de ces deux alpotihme E 

nou s constatons qu ' i ls diff0rent uni0uement entre e u x par 

un seul t est de minimisation sur les composantes du point 

complé mentaire. Po ur l'al v.ori thme de t1urty , ce test recherche 

la premiè re composante n ép.ative du point comp l éme ntaire tandis 

aue, pour l'algorithme de Bard, i l recherche l a comnosante la 

p lus négative. Cec i justifi erait la moyenne moins ~levé e 

du nombre de pivota r,e s. 
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4 COMPARAISON DJ: S ALGORITT!MES DT: MURTY ET Df. K()STRF.VA 

=----------- - =====MUNI=DF.=L ' IDF.HTITF.== ============= 

Avant d ' a border ce suj et , il nous paraît i mDo~tant de 

sifnaler le f ait sui vant : Dans l' alv,or ithme de Kostr°-va , À 

chaque it6ration, l ' op~ration pivota~e s'effec tue directement 

s ur le tab leau init i a l. Le cho i x est apparemment nlus avan

taf eux que d ' effectuer l'opér ation p i vota~e ~ na~t ir d u 

dernier tableau de l 'itération pr~cédente (un é chGntillonna~e 

plus grand permettr a it peut-être d ' autre s conc lusions) . 

Avant de passer ~ l a compar ai s on num0rioue, a nalyso n s le t est 

s ur leque l on s'appuie. Il s' arit du tes t du si pne [ 10 ,] 

Si gnalons tout d ' abord que la théorie des tests sert ~ rejeter 

ou ~ ne pas rej eter une hypoth ~se . Le orobl ~me consiste donc 

~ tester une hypoth ~se H0 contre une alternative H1 . 

Ce test du si i n e es t un test has 6 sur une techn ioue non para

mGtrique . Il ne demande aucune hypoth~ se de dPpart et, comme 

son nom l'indique, il se base e ssentiellement sur la configu

ration de signe de la di fférence des é l éments des pa i res des 

différentes populat i ons . Dans la su i te , nous noteron s par 

R le si~ne d e la di ffé rence entre le s valeurs des r é sultats 

obtenus pour un même exemple testé . 

A F.tude du tes t du sirne 

Hypothè se Soient - A et B deux populations 

l'hypothèse nulle Ho: les é l fi ments de 

population A égalent l e s é léments de 

population B 

la 

la 

- l' hypoth0.se alternative H1 : les é l é ments 

de la population A sont supPr ieurs aux 

éléments de la population B 



Th è se 
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- R : l a variable a l éatoire ~ui d~nombre les 

sipnes positifs dans les diff{,rences des 

6 léments des paires des de u x popu lations . 

DP. terminer le seuil critique R~ cte la r ér, ion de 

rejet de l 'hypoth è se nulle. 

Réso lution du probl ème : 

On est en nrésence de . n paires d ' é léments ( en ~liminant les 

"ties") 

d 'une probahilit6 p = 1 / 2 si l ' hypo 

thèse H0 est vérifi~e . 

C 'est pourquoi, on va appliquer un mod è le b inômial : Bi (n,1/2) 

Remarque : les tables de la distribution bin~mi ale cumul~e 

donneront les proba bilités p ( R ~ rx.) . 

Rè 8le_de_déc ision : 

Soient . R~ le seuil crit iq u e de la ré~ion de rejet de l'hy

pothè se H0 

ex. = 0,05 (par exe~ple ) le niveau de siRnification 

d u test. 

On choisi R 'If tel que pH
0 

( R > R ~ ) !::.o( 

Si le R observo est supérieur i1 R * , on rejette 1 ' h,rnothè se 

nulle au niveau d 'inc ertitude o(= 0 . 05 c'est- à-d ire, ou bien 

l'hypoth~se H0 est fa us se , ou b i e n un 6v è n e~ent de faible 

probabilité s'est produit. 
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B Autre pos sihi litf 

On aurait p u c onsidérer : 

H0 les é l é ments de la population A fp-a l en t l es (l f ments de 

la population B. 

H1 les éo léments de la popul2.tion B sont sup0rieurs aux 

é l P. ments de la population A . 

Dans ce cas, on d é termine 
)lt 

R tel ci u e 

r:: t 1°) on re7ette l 'hypo th èse 11 0 si 

2 °) on ne re =i et t e pas l ' hvpothè:se fT 0 * Sl R '?-, R . 

C Le ca s de Murtv et Kostreva 

Soient A ( = l'alr,orithme de Kostreva ) et 8 ( = l ' al

porithme de Murty ), l es deux algorithmes en comp~tition . 

nous d é sirons compar•er 12. rapidit é d'exé cution ( d u Doint de -

vue du nombre de pivotar,es ) de ces de ux al r,or ithmes . 

C ' e st pourauoi, nou s prenons c omme : 

1° ) hypothèse nulle H0 A = I3 l e s d e ux al pori th~es effec

tuent l e rnê□e nombre de 

pivota p.:es; 

2 ° ) hypoth ~se alter nat ive 11
1 A -;,,, B : 1 ' alr,ori thme de n~r t y 

no ss è de un no□bre de p ivo

tapes inf6rieur ~ celui de 
Ko streva. 

Reprenons le tahleau d u nombre de p ivotares . Hous mettrons 

s ous l a d é nomination : "Ties " une f.!p:a lit é entr e l es nombres 

d 'it é rations pour un même exempJe testé . 



Kos treva Mur t y 

1 0 If 

16 1 0 

3 2 

3 2 8 

10 G 

6 4 

14 8 

5 s 
1 8 l () 

64 1 3 

8 8 

3 s 
1~ 

7 8 

8 4 

l 2 fi 

5 

6 6 

32 

8 4 

C ' e s t pou r q uo i , nous a v o n s 

~ = to - ~ = ,Ai 

}r= Â\t. 

'R : ,/\~ 
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di ff0 ~ c n c e s1 r: n e 

+6 + 

+ô + 

+1 + 

+ 2 lj + 

+4 + 

+2 + 

+6 + 

0 " ti es" 

+8 + 

+ 5 l + 

0 " t i es" 

- 2 -
0 " t i e s " 

- l -
+4 + 

+6 + 

0 " t i e s" 

0 " t i es " 

+2 lJ + 

+ Lf + 



De plus , les table s de la dis tributi o :1 binômi __ al e cumul r e 

nous do nn e nt 

'r (.:~ '> A<:>) =- 1.. - f \~ ~ ~o) 

:: 1.. - 0. ~"\O'=tT 

:: o. o'!~ l~ 

t (__'R?~) - ,-\_- tVR~~') 

-- ~ (). 11.\ ~/\t_ 

= o. 1\-S-of:8 

Donc, d ' apr è s la r ~rle de d6cision , nous avons 

Nous allons donc . rejeter l ' hypoth è- se H0 SJ_ R > 10 

122. 

ne pas rej eter l'hypothè s e H0 s1. R :!!:::, 10 

L ' hypothès e JI 0 est don c rej et r e ( car R = 1 3 ) au m .veau 

d ' incertitude 0 . 05 . 

D F.xplication de ce r é sultat 

Ce r f sultat n'est pas 6tonnant car, com~e dans l'alRo 

rithme de Kostreva , l ' é l é ment nivot es t d é termin8 à partir 

des do nn6es de hijection s et d 'l1 ne permutation , nous pouvons 

nous trouver en pré s e nce de pivotap;es "inutile s". 

E Remar9ue 

Une P. tude analo gue aurai t aussi bien pu se faire entr9 

les algorithmes de Bard et de Kostr eva , ou encore e ntre Bard 

et Kostreva muni d 'un e permutation distincte de l'identité. 
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5 Cüt1PARAI SOU DE L ' AL(:;ORITflMr: nr: KOSTREVA MlHII Df 

L' IDF.NTITF.= ET =MUNI = D ' u1rr.= PERMUTATION= OlJEL cnNQlJ[, 

La permutation ouelconque aue nous avons considér f e 

est celle qui envoie chaque é l 6ment s ur son suiva nt et le 

dernier sur le premier . 

~ .,.. !\ C. 

I\ = ,/).,~) ' i. (f'\ 1 () : OAA. 

. ~r:~ ~ ;... t .t./\'\ J.-

,;ï-.{"JJM.. 

Le s r é sultats obtenus dans le tab leau du nombre de pivotape~ 

nous convient à travailler , À l ' avenir , plutôt avec la uer 

mutation identité . 

Une é tude analo ~ue ~ celle d u point r r6c ~d ent peu t se fai re 

sans auc une difficulté . Les r é sultats obtenus sont : 

f\"- =- 'lo - l -=- AS 

o(: O. o~ 

~ +(R">'-) = 1.. - t (R~,) .::: -1..-t> .~'S"A~ 

=- o . o'i î~ 

/p (R :,-4) == 1. - )r\1'.S.T) = ~ - o.i~~~ 

= 0 . /\l\i~ 

No us rejet t ero ns l ' hypoth è se : "l'alporithme de Kostreva muni 

d ' une permutation quelcona ue effectue le même nombre de u ivo

tages q ue celu i de Kostreva muni de l'identit.., " si R > R'; 
ce qui est le cas puisque R = 15 . 
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Les conclusions que nous avons tirées dans ce chapitre 

A propos des prob l ème s linéaires de compl é mentarit6 , sont ~ 

prendre en consid6ration malrr~ le petit nombre d 'exemples 

test é s. En effet , l 'important n'est pas le nombre d ' exemples 

considé r és , ma i s l'utilisation de "données " repré senta tives 

de la population. Dans notre cas , nous avons traité pour 

chacun des algorithmes les mêmes vinpt probl ~mes lin6aires 

dont les données sont gé n P. r é es aléatoirement. 



C n N C L U S I O N 

Dans ce mP.mo ire, nous avons rencontré de ux 

types d 'alp,orithmes directs , les algorithmes directs de 

type nivot unique ill strés par les schémas de Bar d et 

de Murty et les algorithmes directs de tvpe pivot bloc 

illust r é s nar l'al ~orithme de Kostreva. 

La programmat ion des sch é mas de Bard et 

~urtv nous a nermis de constater q ue l'algorithme de 

Bard est le plus effi c ace en temps d 'e xé cution. 

Quant ~ l 'algorithme de Kns tre va , s ur la 

hase d'un test statis ti~ue : le test ctu sifne, nous l'avons 

comnaré aux deux prPc~dents. Cette comparaison bas é e sur 

le nombre de nivotages nous a amen é à conclure que ce 

dernier alv.orithme est le moins efficace des trois quant au 

temps d'exé cution . Ce tte conclusion est en onposition avec 

celle de Kostreva bas/e sur le nombre d 'ité rations. 
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