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I. 

I N T R O O U C T I O N 

Dans son oeuvre classique, les méthodes nouvelles de 

l a mécanique céleste (189 9 ), POINCAR E décrit trois types d e s o

lutions périodiques du probl è me restrient plan des trois corps . 

Ces solutions sont obtenu es comme perturbations de solutions du 

problème restreint des de ux corps. 

Les deux premiers types (solutions de premi e r et sec ond 

genre) sont obtenues par continuité par rapport au param è t re de 

rapport de masseµ, depuisµ= □ (problème des deu x corps) à p a rtir 

des trajectoires périodiqu e s, circulaires et elliptiqu es , d u p r o 

blème des deux corps. La preuve formelle de leur e x ist e n ce ( PO I NCA R~ 

pour le premier genre et ARENSTORF - 1 9 63 - pour l e s e cond ge nre) 

est naturelle bien que techniquement plus compliqu é e pour le se cond 

genre . 

Le troisième typ e de trajectoire (introduit par PO I NC AR E 

sous le nom de solutions d e deuxième espèce , pour marqu e r sa n s 

doute que leur formation e s t très différente) est obtenu p a r 

"collage". Imaginons le pro b lème des deux corps c omme un probl è me 

re s treint des trois corps dont une des mass e s principal e s es t nulle . 

Supposons deux arcs de trajectoires qui passent par la position de 

ce t te masse. Si maintenant on fait réapparaître cette ma s s e , e ll e 

perturbera fortement, auss i petite soit-elle, la parti e d es tra

je c toires qui lui est proch e . 

POINCARE imagine qu'il est alors possible, en aju s t a nt 

le s conditions initiales, d e faire en sorte que les deux a rc s de 

tr a jectoire se raccordent a u x environs de cette masse et donn e nt 

ai nsi naissance à une traj e ctoire périodique . 



II. . , 

Le problème ainsi posé est manifestement un probl ème de 

per turbation singulière et c'est sous cette forme, par la méthode 

du "matching" qu'il a été attaqué plus récemment par BREAKWELL et 

PERK □ (1965-1974), par PERK □ (1964-1967-1 9 74-1976) et par GUILLAUME 

( 1 971-1975a-1975b) . 

La méthode asymptotique du matching a permis à ces au

t e urs de donner une descr ip tion très précise de ce type de trajec

t o ire et des conditions dans lesquelles elles apparaissent. Ce pen

dant, les preuves mathématiques d'existence sont difficiles dans 

ce cadre de développement asymptotique . 

Pour ce problème, comme pour la plupart des probl èmes de 

perturbations spéciales, on peut imaginer une autre formalis at ion. 

Par une transformation de l'espace de phase et de la variabl e indé

pendante , on peut traduire le problème de perturbation spéciale en 

un problème de perturbation générale. La singularité à la masseµ 

est régularisée; par contre, quandµ vaut zéro, sa position de vient 

un point d'équilibre et les trajectoires qui y aboutissent sont des 

trajectoires asymptotiques. Le problème cette fois est que le temps 

de parcours des orbites de seconde espèce tend vers l'infini. 

On peut cependant se servir, dans cette optique, des tech 

niques (normalisation, équiva len ce de systèmes , etc ... ) qui ont été 

mi se s au point précisément pour étudier les trajectoire s aux e nvi

ro ns d'un équilibre d'un système dynamique. 

Nous allons explorer cette ligne d'attaque du probl è me 

et dégager un sentier vers sa solution. Après avoir utilisé la ré

gularisation classique du problème restreint (WITNER - 1947), nous 

allons utiliser la normali sat ion à la BIRKHOFF (1927), un théorème 



III . 

d'HARTMAN (1964) sur l ' équivalence de système et enfin un raffine

ment de ce problème qui est exposé au chapitre III de ce mémo ire 

pour montrer l ' équivalence du problème restreint plan aux e nvirons 

deµ avec un système linéaire . L'équivalence à laquelle nous arri

vons n ' est pas continuement différentiable sur tout l ' espace de 

phase local , mais nous avons pu déterminer avec précision quel type 

de fonction ne sont pas continuement différentiables et en q uels 

poi n ts . 

Cette caractérisation est suffisante pour raccord er par 

l e théorème des fonctions implicites trois morceaux de traj ecto ires 

deux morceaux proches de trajectoires du probl è me des deux cor ps et 

éloig n és des singularités et un morceau équivalent à un e trajectoire 

d'un système linéaire aux environs d ' un équilibre. De cette façon , 

nous pouvons établir l'ex is tence des orbites de seconde espèce sous 

c er taines conditions de transversalité (non annulation de cBrtai ns 

j a cobiens) . 

Ces conditions de transversalité sont en prin cipe ca lcu

l a bles puisqu ' elles portent sur les dérivées partielles du problèmG 

des deux corps qui est en principe connu exactement . Les calc uls éta nt 

cepe nd ant fort longs , nous n' avo n s pas p u étab l ir qu ' e l l es éta ient 

vér i fiées . 
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CHAPITRE I MISE EN EQUATION DU PROBLEME RESTREINT DE S TRO I S CORPS 

1. Introduction 

Ex aminons le problème suivant 

Deux corps ponctuels m
1 

et m2 décrivent autour de l eur centre 

de masse une orbite circulaire sous l ' effet de forces gravit a tion

nelles. Dans le plan de mouvement de ces deux corps se trouve un 

tr o isième corps m3 dont la masse est de loin inf é rieur e à celle 

des deux premières masses. S upposons que la trajectoir e de ce troi 

si è me corps se trouve dans le plan de mouvement des deux co r ps m1 
et m2 . Comme la force gravitationnelle exercée par m3 sur m1 e t 

m2 est très petite, nous supposons que leur mouvement n' est pa s 

mo d ifié. Nous allons dans ce cas décrire le mouvement de la petite 

ma ss e m
3

, ce qui s'appelle le problème restreint des troi s corps . 

Ce problème restreint d es trois corps présente un int é rêt mathé

ma t ique. En effet, si nou s savons résoudre le problème général des 

deux corps, il en est tout aut rement pour le problème général des 

trois corps. Mais le probl ème restreint est une situation assez 

simple, une idéalisation d'un cas particulier du problème d es 

trois corps, où nous ne sa v ons pas donner les solutions sous forme 

analytique mais où nous savons donner assez bien de renseignements 

à propos des trajectoires. De plus, ce problème restreint est une 

assez bonne approximation de ce qui se passe réellement . Il pré -

sente donc un intérêt astronomique par exemple si on considèr e le 

systè me Terre-Lune -satell ite artificiel, ou Soleil-Jupiter-Asté 

roïde, 
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2 . Equations du mo uve~e n t da n s l e système sy no dique 

Soient m1 et m2 deux masses ponctuelles . 

Comme leur mouvement se fait dans un plan , prenons ce p lan co ~~e 

plan de coordonnées . Prenons le centre de masse comme origin e . Le s 

deux masses m1 et m2 décrivent donc des c e rcles centrés à l ' o rigin e 

da n s ce plan . Pour fixer les axes , nous allons poser qu e lorsque 

le temps est nul, alors les deux masses se trouvent sur l ' axe X. 

0 

, /al, 01 1 jb !, o) 

V 

Yo 
apres un temps t* 

Nous avon s donc les équations s ui vantes 

o ù 1 

0 (car l ' origine est cent r e 

de masse) 

lb -a! 

2 w (forc e gra vitation nelle 

= force ce nt ri fuge ) 

(force gravitati o nnell e 

= force c en trif uge) 

d i stance entr e l as 2 masses 

w vitesse angulaire de m1 et M
2 

G constante de gravitation u ni ve rs el l e 

La vitesse angulaire w nous est donnée par 

2 
w 

G 
(troisième loi de KEPLER) 

Prenons maintenant comme système d ' axes u n système c e ntré à l ' 

orig in e et tour nant a vec m
1 

et m
2

. 

~-------- -------------------



. , 
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Examinons maintenant dans ce système le mouvement d ' une masse 

m3 qui n ' influence pas le mouvement de m
1 

et m
2

. 

L ' équation du mouvement est 

-+ 
F 

-+ 
où F = force gravitationnelle 

-+ 
~ accélération du corps m

3 

-+ 
Cette force F est le gradient de la fonction de force sui v ante 

Gm
1

m
3 

Gm 2 m
3 + 

u 
r1 r2 

où r1 1 1 F 1 11 et r2 1 lf2 II 

D' après un théorème classique de mécanique , 

-+ 
a 

-+ 
+ 2wx 

-+ 
V 

-+ 
+W X 

r 
-+ 

(W X 
-+ 
r l où 

.... 
(X, y, Z) 

S i l' on suppose que le mouveme nt de m
1 

et m
2 

se fait dans le se n s 

direct , on obtient les équations suivantes 

.. .!.. 2- au m3 x - m3 2w y m3w X 

·ax 
..!.... 2- au 

m3y + m
3

2wx m
3

w y -
ay 

ou e ncore .. ..!.. au• 
X - 2wy 

ax 
où u· 1 2 - 2 - 2 

Gm
1 

Gm
2 ~w (x +y l + -- + --.. ...!... é) u • r 'I r ~ 
L y + 2wx 

a Y 



3. Equations du mouvement dans un système sans dimensions 

No u s allons changer d ' unité 

pou r simplifier les équations. 

de longueur, de masse et de temps 

Prenons comme unité de masse M 

longueur 1 

1 
temps -

w 

Nous avons donc les changements de variables suivants 

Posons 

X 
X = 1 

t 

y 

wt" 

:i 
1 

Les équations du mouvement deviennent 

.. 
2y 

é)Ü 
X -

é)x 

2x 
aü 

y + 
é) y 

1 2 2 µ1 µ2 
où u - ( X + y ) + + -

2 r1 r2 

jr~ ( X 
2 2 - µ2) + y 

(r: ( X µ 1 ) 
2 

+ + y 

y 

Prenons maintenant pomme fonction de force 

On a donc u 
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Or, nous savons que µ
1 

+ µ
2 

1 ou 1 - µ 
2 

Posons 

Avec ces notations, 

Finalement, le système d 'équa tions du mouvement peut s ' écrire 

x 2y 
é)LJ -

i ëlx 
( I ) au y + 2x a Y 

( 1 ) 

( 2) 

Ce système admet une intégrale première 

car le long des solutions dG 
dt 

= 0 

Donc le long des solutions du système 

G 

. 2 . 2 
2U - (x +y ) 

(C = constante déterminée par conditions initiales) 

pu , avec d'autres notations 

~cx· 2 • 2 ) U 2 + y - h avec h 

4 . Lagrangien et Hamiltonien du système 

Le Lagrangien du système (I) est 

L T + U où T é nergie cinétique 

U fonction de force 

On a que T où T
2 

C 

C 
2 

T
O 

O (car ce terme est inclus 

dans U) 



Donc L 
1 

(x
2 +y' 2 ) + (xy' - xy) + Li 2 

Calculons l ' Hamiltonien H du s yst è me 

Par définition 

H xX + yY - L 

Nous avons do nc que - y 

+ X 

ôl 
ax 
é) L 

é)y 

On obtient, en remplacant dans l ' expression ci - dessus 

6 

Comme cette expression ne dépend pas du temps , on a que H r este 

constant le lo ng ~es solu tio ns. 



CHAPI TRE II REGULARISATION 

1. Introduction 

Si nous nous intéressons au mouvement d 'un point matériel près 

de la position (µ, 0), 
y 

()1-7
1
0) r -r 

nous voyons qu'il y a un problème 

2 2 + 2 ( 1-~) + 
2µ 

. 2 . 2 
(1-µJr 1 

+ µ r2 - X - y C 

Donc , si 

exemple , 

r1 

on a que 

s ' i 1 
. 2 

X 

r2 

y a collision par 
. 2 

+ y ➔ 00 

Pour éviter cet ennui près de la po si tion 

(µ , Dl, nous allons régulariser les équa 

tions diférentielles . Pour cela, n~us allons applis uer deux trans 

formations à l'Hamiltonien du système, une spatiale et une temporelle . 

L.a transformation spatiale va doubler les angles mesuré s en pre

nant (µ , □) comme origine. La transformation temporelle va ral en tir 

le mouvement . Avec ces deux transformations, la position (µ , □) sera 

une position d ' équilibre instable. 

2. Transformation spatiale du Lagrangien du système 

Jusque maintenant , nous avions comme variables dans l' espace 

de phase X et Y les deux moments conjugués aux deux variables de 

position x et y . 

No us allons considérer Z = X + iy 

Z = X + iY 

une variable complexe décri 

vant la position et 

une variable comple xe des 

moments conjugués à la position 
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Faisons maintenant un ch angem e nt a n al ytiqu e d e l a c ~ordonnée z . 

,,r enons comm e no uvelle coordonnée complexe 

,.J o u s av on s do n c z = z( ÇJ. 

Le moment co~pl exe conjugué è ç sera noté X = ~+ 1 ,. 

CaJ,;u lons d'abord l e Lagrangien du système en fonction des n o u 

vel les coordonnées 

0 on i3 r;ue 

do n c , 

+ X n 
n 

+ Y n 
n 

c ar z(Ç) est analytiqu e 

et 

On obtient donc qu e 

. 2 2 2 
+ n (x +y ) 

n n 

on a que 

X 
n 

-y 
ç, 

. 2 . 2 
X + y 

No us avons donc comme i nva ria nt 

h 

0 or a que 
xy' - yx' x(yct+v n)-y(xct+ x n) 

s -17 s 17 

(cf. chap. I 

. . 
ç,(x yc-y xc)+17 ( xy - yx ) 

• s • s 11 n 

• 



Dr nous avons xy + yx n n 

1 V( 2 2 2 2 2 ' 
- (x -y ) +4x y 
2 

2 
jzj (xxs + YYS 1 

lz2I 
xy - yx 

n n 

-xy + yx s . s 

Donc, 

xy' - yx' 

Le Lagrangien s'écr,it donc : 

3. Transformation spatiale de l ' Hamiltonien du système 

Posons 

1 

c2 

Le Lagrangien s'écrit maintenant 

. . 
LCCn,CnJ 

b 

9 
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Nous avons avec ces notations 

L • s - b s c
2

(::+b) - s ? . 
2 ,r L . _!l_ + a n C ( ':T- a) n c2 

L ' Hamiltonien devient 

. . . 
::s + ,rn - L(s , n , s , n) 

Dr , nous avons que 

En effet 

car z ( Ç) est analytique. 

L ' expression finale de l ' Hamiltonien est 



11 

4. Transformation temporelle d'un Hamiltonien 

Si nous notons par x le vecteur (3,~,~,n), les équations d ' 

Hamilton du système s 'écri vent Ix = Hx où I est la matrice 

symplectique, c-à-d 

No us allons prendre un no uveau temps T défini par 

dT 
dt 

1 
G(>.<(tJJ 

(G ~ OJ 

ou, de façon équivalente 

dx 
Nous avons maintenant que dT 

T ( t ) 

= X 

t ot* r ·o G ( x ( t av ) ) 

dx rH· 
xG 

. <., 

= 
dt dT 

No us ne considérons que les solutions des équations d'Hamilton 

où l'Hamiltonien ont une certaine éne rgie h. 

Définissons 

HCx;hJ (H-h)G(x) où H(xJ = h sur le s so lu-

tians qui nou s concernent 

No us avons alors que 

H ( -h + H ) G + ( H ( x J - h) G 
X X X 

or , h = 0 car h est une constante 
X 

H(xJ-h O sur les solut ions qui nous int é r esse nt 

Do nc, ri 
X 

H G 
X 

S i nous multiplions par G les deux membres des équations d ' 

Hamilton , nous obtenons I x G = HxG, ' ce qui est équivalent à Ix Hx . 

Nous avons donc 1rexpres s ion des équations d ' Hamilton par rapport 

au nouveau temps T 
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5. Transformation temporelle de l'Hamiltonien du problème restreint 

Nous voyons immédiatement que si l ' Hamiltonien H 

du problème restreint va se simplifier , En appliquant les formules 

ci-dessus, on obtient 

Sur les solutions, on a que 

et 

..!(~ 2 , 2 1 ,2 
2 

c, + n ) - zç (U+h) = 0 (cf §2) 

6. Equations de Lagrange du problème restreint dans les nouv elles 

coordonnées et le nouveau temps 

Au paragraphe 2 , nous avions 

Les équations de Lagrange d aL aL 
a t 

- 0 dt a~ 

d aL aL 
0 dt an - an 

Ca lculon s la première équation de Lagrange 

d aL 
dt at 

2 ·· · d 2 d 1 2 1 z I s + ~ - 1 z 1 - - ( 1-z 1 ) Ç dt ç dt 2 n 
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Elle s'écrit donc 

2·· 'd 2 · 2 2 11 2 • 1 2 • 
(lzz;;I ç + çdtlzz;;I J - ((ç +n Jlzz;;llzz;;lç- u,J - (2 z ln+l~z l ssn 

1 2 • 
-l2z lnssl 

A B C 

1 Il Il d d d • 2 •• 4 • 2 d 2 
A = s car s -

dî~ ci1s I zz;; 1 = slzz;;I + slzz;;I dtlzz;;I 2 dî 
1 z z: 1 

1 2 2 3 
(zz;;J

2
uf,;] = 

1 
2 'L2 1 z I s I z 1 ( u + h ) + ( z ) 

2 
u ç] B --2[(s +n llzrl lzz:ls -

lzz:1 1 z I z: z: z: 
ç 

+ 
où u 

C car 

1 • 

+Zn = +2n 

En définitive, la première équation de Lagrange, exprimée avec 

les nouvelles coordonnées z;; et le nouveau temps î s'écrit : 

De même, la seconde équation de Lagrange s'écrit 
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Le problème est donc décrit par 

+ 
u 

n 

7. Ap p lication des formules à la transformation de Levi-Civita 

Jusque maintenant, nous avons travaillé avec une transformation 

z(z:;J quelconque . Nous allons maintenant prendre pour z(z:;J lc1 fonc 

tion a r,alytique 

z ( z:; ) + µ 

Cette fonction est une translati o n de l ' origine au point (µ , □ ) 

su i vie d'une transformation qui double les angles et élève le module 

des nombres complexes au carré. 

Représentons la transformation 
y 

Î 

0 0 00 
Q 0 

0 

Les régions numérotées (D ® @ © du _graphique de droite déli 

mitées par les axes et les bissectrices vont correspondre aux ré 

gions G) @ @ © délimitées par les axes sur le graphique de 

gquche , 

Cette transformatiofi est intéressante pour plusieurs raisons , 

Tout d " q □ ord, le point (µ,o) est ramené à l ' origine , cela nous sim 

plifiera les équations lorsque nous les linéariserons près du point 

(o,o). De plus, si nous prenons comme transformation temporelle 
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le mouveme n~ sera ralenti près du point (µ , o) . 

En effet, avec 
1 ' 2 ' 2 2 

l'intégrale d'énergie -(s +n )-jz j (U+h) = 
2 z;; 

0, nous 

remarquons que la vitesse en (o , o) est finie, ce qui nous intéressait . 

De plus, sur une trajectoire de collision où on avait dans le plan 

x,y le graphique 
y 

nous avons maitenant dans le plan s , n le graphique suivant où il 

n'y a pas de point de rebroussement. 

1 

Nous allons maintenant appliquer les formules général es à ce cas 

particulier , 
+ 

Calculons d"abord U 

+ 

4 j s 1 
2 

h + 2 ( 1 - µ) 1 s 1 
6 

+ 2µ 1 s 2 
+ 1 1 1 s 1 

2 
+ 

2 
µ 1 z;; 1 

2 
1 z;; + 1 1 

+ 4(1 - µ) 

[
2 23 4 4 2 2 

= 2 (s +n J + 2µ(s -n ) + (µ +2h)(s +n J + 2( 1 -µ) 

+ 
2 2 ] 2µ(s +n ) 

2 2 2 2 2 ✓(s +n ) + 1 + 2(s -n ) 

+ 
Il est évident que Us 

+ 
Li = 0 
n 

en (o,oJ 

Donc si nous nous plaçons au point (o,o) avec une vitesse nulle , 
" ,, 

nous avons que s = n = o, , 
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Aussi, l'origine est u n point d'équilibre qui, nous le ve rrons 

plus loin, est instable, Les trajectoir e s de collision sont t rans

f ormées en trajectoires a s ymptotiques. 

L'Hamiltonien du probl è me restreint va donc s'écrire 

1 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 c~ +,r J - 2 cCCç, -n +µJ + ç, n nr + CCç, -n +µJn - 2E;, nJ~J 

(cfr SZ EB EHELYJ 
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CHAPITRE III LINEARISATION DES EQUATIONS REGULARISEES AUTOUR DE 

L'ORIGINE 

1 . Introduction 

Nous allons étudier l'approximation linéaire des équations r égu

larisées du mouvement autour de l'origine et diagonaliser cette ap

proximation . 

Ensuite, nous montrerons qu'il existe une transformation qui 

envoie les solutions des équa tions du mouvement sur le s solutions 

des équations linéarisées. En d'autres t e rmes , les é quation s du 

mouvement sont équivalentes à un système particulier d ' équations 

linéaires. 

2 . Linéarisation des équations du mouvement 

Pour linéariser les équat ions du mouvement , nous ne retiendrons 
-

que les termes quadratiques de l'Hami l tonien H. Appe l ons cet Hamil-

t on ien u 
"lirr . 

H
1

. (::,,T , E_;,n,h) 
ln 

~ 

j(:: 2
+fl

2 )-(2µ~,r + 2µn~) 

Calculons maintenant les équations du mouvement 

Nous avons 

Hlin( -2µ,T 8( [ h 
3 ~2] - + 2µ 

Hl. -2µ~ Bn [h 
3 ~ 2] - + 2µ -

l rT n 

Hl. - - - 2µn ln.:: 

Hlir, î ,r - 2µ( 

associées à H
1

. 
in 
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Le système d'équations diffé r entielles l inéarisées (ou aux 

variations) devient, si l'on pose 

8 ( h 3 J.12 
a + 

2\J - ) 
2 

- 0 2µ a 0 - -
,r 2µ 0 0 a ,r 

A 
,r --

~ 1 0 0 -2µ ~ ~ 

n 0 1 -2µ 0 n n 

3. Dia8onalisation des équat ion s linéaires 

Calculons les valeurs pro pres À de la matrice A. Le polynôme ca

r ac téristique est 

Ce polynôme admet deux racines doubles + ✓a+4µ 2 et -/a ~4µ 2 qui 

sont les valeurs propres de l a matrice A. Supposons ces valeurs pro-

pres r ée ll es différentes de zéro, c - à-d supposo n s a +4µ 2 >0 ou 

2h+3 µ >0 . Cette hyp othèse ne nous impose pas beaucoup de contraintes . 

En effet , nous nous int éresso ns aux trajectoires co rr espondant à 

µ proche de 1, partant d 'un point (x ,o) où x <0 e t arrivant pr ès 
0 0 

du point (1,0), c-à-d aux trajectoires passant d'un puits de po-

tent iel à l'autre. Il faut donc que h soit s up érieur au niveau d ' 

énerg i e h du poin t d ' équilibre situé 
\J 

sur l'axe X. 

Si nou s représentons la fonction V(x,o;µ) 

avons le graphique suivant 

-D(x,o;µ), nous 

(cfr SZEBEHE LY) 

1 -),< 

1 X 
1 hA 1 

-- - - 1- - - -- -- -- - - - -- - - - - - - - - - - -- -
1hf'. ·--- ----- ----- 1 

1 1 

: 1 
1 I 
1 1 

: 1 
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Comparons maintenant sur un graphique le nive au d'énergie hA qui 

annulle À1 eth . 
µ 

, 1,5 

E 

(cfr SZEBE HELY) 

Pour avoir À1 réel, nous devons imposer h >hA. Il faut remarquer 

ici que, au voisinage de 1, hA est de peu supérieur à hµ. Cest pour

quoi l'hypothèse 2h+3µ>0 n'est pas très contraignante. 

Puisqu'il y a une val e ur propre réelle positive, l'équil ibre au 

p oin t (o,o) est instable. 

Nous allons maintenant calc uler les vecteurs propres de la matri

ce A. 

1 °. Si_la_ valeur _propre_À_est_égale_à __ /a+4µ 2 
_ = _ ✓1 2 µ-i:Bh_ = _À 1 

Il nous faut résoudre le système suivant de 4 équations homogènes 

à 4 inconnues : 

-À1~ +2 ~~ +a~= D 

2µ~ -À1~ + an o 

Le système admet une i nfi nité double de solutions parce qu ' il 

équivaut au système suivant 
À1~ - 2µn = D 

2µ~ À1 n D 

==> les vecteurs propFes sont de la forme 



J: 

tq::: - 2µ î1 
::: 1 [, 

a où (::: l Î iJ 
tq ,r 1 - 2µ::: 1 

,r 1 n a 

2° . Si_la_valeur_propre_À _es t_égale_à __ -/a+4µ 2 _"'_À 2 _=_ -À. 1 

Le système s'écrit alors 

À.1::: +2µî+a[, = D 

2µ::: +À.1 ,r +an = D 

- + À 1 t, - 2µn = D 

,r - 2µ[, + À1n D 
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F: R2 

Il admet encore une infinité double de solutions par ce qu'il 

est équivalent au système suivant 

~: + \1E, - 2µn 

l 11 - 2 µ [, + À 1 n 

~ les vecteurs propres sont de la forme 

-À.1:::3 - 2µî3 

- :: 3 [, 
a 

- À 1 Î 3 - 2µ::: 3 

,r ,r 3 n a 

D 

D 

où ( ::: 3 ,r 3 l E R2 

To u te matrice de vecteur propre a oéfinit un e transformatio n sui 

d i ag onalise le système d ' équations différentiel les . En ef f e t, poson s 
-1 

y = O- X Le système d ' équations différer.tie l l es ~ Ax devie n t 

ay = Aoy -1 , - 1 . 
c-à-d y a Aay ou a Aa = diag (À1,À1 , À2 , À2l . 

Cons t ruisons a 
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a::: 1 a:::2 a:: 3 a:::4 

a 
a 1T 1 a 1T 2 a1î3 a 1T 4 

>1.1:::1-2µ111 À1:::1-2µ111 -À1:::3-2µ1î3 -À1:::4-2µ,T4 

À11î1-2µ:::1 À11î1-2µ:::1 -À11î3-2µ:::3 -À11î4-2µ:::4 

et où nous nous arrangeons de telle manière que cr nest pas s ingulière. 

Si nous voulons garder le caract è re Hamiltonien de nos équations , 

il nous faut trouver une matrice de vecteurs propres qui soit sym

plectique. 

Nous devons donc vérifier ara T 
I où I est la matrice symplecti-= 

que. 
/:q 1 61 2 6 1 3 61 4 

Posons 
6 2 1 6 2 2 623 (:::. 2 4 

crTicr 
63 1 632 633 6 3 4 

6 4 l 64 2 6 4 3 64 4 

et calculons maintenant les 6 ..• 
lJ 

Nous voyons directement que 6 1 1 = 6 2 2 =633 = 644 = D . 

Nous remarquons aussi que 61 2 = 6 2 I = 64 3 = 634-= D. 

Nous devons imposer : 

1

6 1 3 = 6 2 4 = 1 

631 642 -1 

6 4 l = 632 = 0 

623 = 61 4 D 

Ces relations nous donnent un système de 4 équations à 8 inconnues 
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:: 1 :: 3 + 

:: 2:: 3 + 

::: 1 ::: I+ + 

::: 3::: I+ + 

Posons Yi = (:~) avec 

1111!3 · = r 

112113 0 

111111+ = 0 

112111+ = r 

i = 1,2,3,4 

où r = -1 
2tq Cl 

2 2 

Le système d'équations ci-dessus revient alors à la situatio n 

géométrique suivante 

Les segments définis par 

et sont perpendiculaires. 

h 

.::1( > 0 

(y1,Y3) et (Y2,Y1+) sont de même long ueur 

Si a est positif, Y1 et y 3 sont de même direction mais de se n s 

opposé; 

Y2 et Yi+ sont de même direction mais de se n s 

opposé. 

Si a est négatif, Y1 et y 3 sont de même direction et de même sens ; 

Y2 et Yi+ sont de même direction et de même sens . 

On v a maintenant choisir les y. de la manière la plus facile , 
1 

c-à-d 

::: 1 = 11 2 /irt 
11 1 = 11 3 ::: 2 = :::4 = 0 

::: 3 11 I+ -sign(a /Ïrl) 

Donc, la matrice cr des vecteurs propres devient 
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2/"îrf D -lalx/7rl D 

D a/ïrT 0 -fafx/"îrî a = 
À 1 l7ri À1~ +À1sign(a)/ïrT +2µsign(a)01 

-2µ~ -2µ/Trf +2µsign(a)/frT +À1sign(a)/lrf 

Posons maintenant 

-+ 
,r 

y = + 

!;+ 

n+ 

Les équations aux varia t ions s'écrivent alors 

- À1 0 D 0 -+ + 

,r D À1 D 0 ,r 
+ + = 

!; + D D -À1 0 !; + 

n+ D D D -À1 n+ 

L'Hamiltonien H
1

. (x) e st transformé en H (y) 
in lin 

puisque la 

transformation est complèt e ment canonique. 

où 

On oalcule aisément que 

De même, H(x) va se transformer en 

-j 
H 

+ I 
i >o . 

ne contient que des termes de degré j en~ ,,r , !; , n . + + + + 
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4. Simplification de l'Hamiltonien H(y) 

Nous allons effectuer une transformation de Lie 
-i 

pour éliminer 

les termes H où i est impair. 

Faisons donc tout d'abord deux changements de coordonnées pour 

mettre H sous une bonne forme. 

Tout d'abord faisons - E:: ' + 
,r E ,r ' + 

(+ = E(' 

T) + = ET) ' 

P osons 

Cette transformation n'est qu'un changement d'échelle mettant 

en é vidence le fait que nous nous intéressons au voisinage de l'o

rig i ne. 

'Hamiltonien devient 

Ensuite, faisons 

1 €2 H ( y ' ) ( c a r 1 a t ra n s f o r ma t i o n n ' e s t p a s c o m p 1 è -

tement canonique) 

-À1s·~· - À1n•,r• + ï tiHi+
2

c~· ,,r• ,s' ,n') 
i>o ,.: 

;::; , Ki e 
- 41 

(' = lfî" e <Pi 

,r ' = /ï;""e-t 

n' If; e ~ 

C~tte transformation est destinée à rendre le terme où E n'inter-

vient pas, indépendant des variables 



De plus, elle est complètement canonique car, en posant 

et 

no u s avons 
T rrr , = r 

L'Hamiltonien est donc : 

a Y r = ~ 
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Maintenant, par une transformation de Lie, nous allons élim iner 

les variables ~- dans K(~) où cela est possible. Pour cela, nous 
l 

allons passer de coordonné e s (W) à des coordonnées (~~). 

Rappelons brièvement ce qu'est une transformation de Lie. 

Supposons que nous ayons un Hamiltonien K(x,E). Cet Hamiltonien 

est transformé de façon canonique en K(y,E) où y est défini comme 

étant la condition initiale de la solution générale de l' équati on 

~ = IW 
dE lx (W étant une fonction) 

Donnons une algorithme qui nous permet de trouver facilement K(y,s). 

K(x,E ) est développé en série par rapport à Ede même que ses dé

rivées. On a donc : 

Ej -i l ·1 K.(x) 
j>o J. J 

W(x,E) et K(y,E) sont aussi développés en série par rapport à E, 

ce qui donne 

W(x,E) 

et 
I 

Ej 
wj+ 1 (xJ = 

j >o 
j ! 

K(y,E) I 
Ej 

h j (y) 
• 1 

j >o J . 



Un théorème nous dit que hj 

où i-1 
(Kj_k;Wk+1) 
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-j 
K

0 
et que 

Appliquons ce théorème pour éliminer les angles dans K(~,E) . 

Les inconnues du problème sont donc les Kj et W. pour j=1,2,3, ... 
0 J 

Les données sont K. 
J 

j=0,1, .... 

On va montrer par récurrence que l'on peut éliminer certaines 

combinaisons des variables dans Kj j=1,2, ..... 
0 

Si • = 1, ___ J ____ _ on a 
-1 0 K = K + 

o 1 où 

-1 
K

0 
et w

1 
sont inconnus 

Si K~ QA~~=3), il faut prendre 

et 

I 
ql-p 

~!_ J_t_1, supposons que nous connaissons 1 < k < j-1 

Nous obtenons alors 

est connu . 

-o 
+ (K, W.) 

0 J 
où dans ;j tout 

0 

Do nc, si K~ = I A~,qcni,lr;"")eP~i+q~z ( fpl+lql~j+ 2) 
p,q 

nous devons prendre 

-j 
K 

0 



et w. = 
J 
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I 
ql-p 

Nous avons donc démontré par récurrence que l'on pouvait élim iner 

certaines combinaisons de variables dans Ki+ 2 [~•) pour tout i EN sous 
0 

certaines conditions (p+qil □). 

Malheureusement, nous ne pouvons dire que le procédé converge . 

Aussi, nous allons nous arrêter à un ordre N+1 et nous allons mon-

trer qu'il existe un changement de variables qui tronque l'Hami l to

nien transformé à l'ordre N+1 . 

Nous allons maintenant utiliser le théorème suivant (Hartman) 

Thèse 

l'équation différentielle (1) Ç = EÇ + F
1 

(Ç) 

E CN sur une boule centrée à l'origine 
3F

1 m 0 

D 

l'équation différentielle (2) E, = EE, + F(E,) 

tq F(E,) E CN les dérivées partielles de F
1

(E,)-F(E,) 

d ' ordre~ N s'annullent en[,= □ (A) 

pour tout naturel n, il existe À(n,E) tel que si N~ n+À (n ) 

alors il existe un cha ngement de variables 

est petit tq Z(o ) D et 
é)Z(E,) 

a r, 1 o 
= identit' 

transformant l'équation différentielle (1) en l ' équati on 

différentielle (2) . 

Appliquons ce théorème : l'équation différe ntielle (1) sera as

sociée à KN+ 1 (~') où nous aurons éliminé certaines combinaisons 

de variables jusqu'à l'~rdre N+1 (N éta nt quelconque mais fixé ) . 
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L' é quation différentielle (2 ) sera associée à la partie de KN+ 1 (~•) 

in dé pendante de ces combinaisons de variables. Il est donc évident 

qu e la condition (A) est r emplie . Etant donné que N est aussi grand 
... n 

qu e l'on veut, il va exister un changement de variable ~=Z(~•)~C Wn 
- = .. 

qu i va transformer l'Hamil to nien K(~) en un Hamiltonien K(~ ) indé-

pendant de certaines combinaisons de variables et ne contenant que 

de s termes d'ordre inférieur à N+1. 

Nous allons maintenant faire deux changements de variables iden

ti q ues à ceux que nous avons fait au début du paragraphe 

-*' ni - </> 1 ';:; tr _ ... ,. 
M -• e €.':'. 

*' ni - </> 1 E/ c:i;* E;, e et 
'tl rr; - </> 2 ,r if E: ,r ~' ,r e = 

1 rr; - </> 2 n* 
I 

n~ e = E: i:i"" 

L'Hamiitonien K(~~.E:) se transfo~me de façon canonique en 

où 
,. i +2 

H est homogèn e de degré i+2 en 

11 i +2 
Nous allons maintenant montrer que dans H n'interviennent 

pl us que des termes de la fo rme moment multiplié par variable de 

po s ition, c-à-d ::::"i;"',:::*nll-,,r~ç;:,r~n~ 

En effet, si nous avons dans 
-i+2 
H un terme de la forme 

i+2 

il es t transformé dans les variables (~) en un terme de la forme 

i +i i +i 
( n.) 1 3 ( rr-=-) 2 4 

1 2 
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Dans les variables (~~), il sera 

et il sera éliminé si 

si (i
3
-i

1 
)+(i

4
-i

2
)=[ 

(i 3 -i
1

l+(i
4
-i 2 )10. Donc, dans les variables 

, nous n'aurons plus que des termes de 1 la forme 

( ~ ?t l i 1 , ( ,r ~ J i 2 , ( ~ ,c J i 3 , ( n,>t l i i+ 0 ù 

Nous avons deux possibilités 

- s i i 
3 

nous aurons alors i3 ij+j 

i2 = i4+j 

Le terme est donc de la fo rme : 

n ous avons alors i1 = i3+j 

i4 i2+j 

Le terme est donc de la forme : 

j E N 

j E N 

( ~ * ~ it li 3 ( ,r I' ~ jl li 2 ( ~ ~ n~ l j 

0 

No us avons donc seuleme n t des produits de termes de la forme 

moment multiplié par variable de position. 

Posons maintenant ~<( ~.,, 

v1 
= -* -.. 

v2 ::: n 
V = (v1 ,v2,v3,v4) 

v3 = ,rjl" ~11 

v4 ,r II n"' 

L'Hamiltonien peut donc s'écrire 

" -" ., "'- • N ~ 1 ~ i + 2 H (:::,,r,~,n l = -À
1

v 1 -À
1

v
4 

+ l H (v 1 .v 2 ,v
3

.v
4

) 
i>o 

où 
~i+2 ~ • 11 ~ 

H est homogène de degré i+2 en ~. ,r, C n . 
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5, Equations du mouvement d ans les coordonnées 

Ecrivons les équations d 'Hamilton provenant de l'Hamiltonien 

Nous obtenons le systèm e ( I ) 

!. " _,l{ 

A 
1 

( v) 
_ ,t 

B 
1 

( v) 11 li = À l .'.: + X + X 

'~ À 1 11" 
,,. 

11 J{ 11 = + A
2

(v) X - + B
2

(v) X 

'!( 11 A
3

(v) E/ :,1 ç; = -À l f,: + X + B
3

(v) X n 

" ~ * M' 
n ->-in + A

4
(v) X ç; + B

4
(v) X n 

où 

A1 
oH* 

-A 
av1 3 

81 
é)Hl'-

-B 
av3 3 

A2 
é)H 11 

-A 
av 2 4 

82 
é)H.JC 

-8 = 
av4 

= 4 

Les A. , 8. (i=1,4) sont d e degré ;;::. 2 _'11 ~ r!. JI-en ::,11, ,n . 
l l 

6. Linéarisation des équations du mouvement à l'intérieur d'une 

b oule centrée à l'origine. 

Considérons le système (II) d'équations différentielles 

!. N 
À 

_N 
1 .'.: 

' N 
À 111N 11 = 

'N ç; -:\1E,:N 

'N 
- >- 1 n N n = 

H~ 
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Nous allons montrer qu'il existe dans une boule B un change-
E 

me n t d e v a r i a b 1 e s ( ::: N , ,i N , s N , n N ) = R ( ::: ~ ,i ~ sy,, n" ) c o n t i n u , ma i s n o n 

partout différentiable qui transforme le système d'équations diffé

ren tielles (I) en le systèm e (II) beaucoup plus simple. La boule 

B est centrée à l'origine et son rayon est E où E sera pré c isé 
E 

plus loin. 

Posons 

et 
( ;::;N nN l:"N N) 

- , Il ,<,, ,n 

Dé finissons la transformation W ( 0 ) ➔ _( W ( t , W ( 0 ) ) 

où w(t,w(o)) est la solution du système (II) au temps t avec w(o) 

com me condition initiale, et de même, 

Tt : w(o) ➔ w(t,w(o)) où w(t,w(o)) 

est la solution du système (I) avec w(o) comme condition initiale. 

Dé finissons 
+ 

M 
=lw1=0 

w =O 
2 

Re marquons que pour Tt 
1 

+ 
sur M (ou M ). 

+ 

et 

e t 

l
w =O 

- 3 
M = 

w = 0 
4 

tout point de M 
+ -

(ou M ) reste 

En fait, M et M sont l es variétés asymptotiques entrantes et 

sor t antes. En effet, elles correspondent à la trajectoire d'un 

poi n t aboutissant ou partan t du point (1,0). 



32 

Nous allons montrer qu'il existe un changement de variables R 

tel que 

que l que soit le temps t, ce qui revient au même de dire que R 

lin é arise le système d'équa t ions différentielles. Malheureusem e nt, 

à l'origine, Rest continu mais pas différentiable. 

Dé finissons le changemen t de variables 

N 
w R(w) 

s(w ) est le temps pour ramener, 

d'équatio n lw
1

1+1w
2

1 lw
3

l+lw
4

1, 

Nous avons que 

(voir figure) 

t par T
1

, un point sur l e c ôn e K 

s(w) 1 
2 À 1 

1 n 
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+ 
Nous voyons donc que sur M ou sur M on ne peut définir R 

de cette façon. Nous allon s définir R comme étent identité I sur 
+ 

M et sur M . Ce changem en t d e variables linéarise bien le système 

(I ) car nous avons • bien 

ca r le premier membre vaut : 

t RT
1

(w) 

Tt Ts ( w)T-s(w) 
1 ( w) 

et le second égale Ts (w )+tT~s(w)-tT~(w), 

donc est identique au prem ie r. 

7. Continuité du changemen t de variables R sur une boule B d e 
E 

rayon E centrée à l'or i gine 

Etant donné que T~(wo), Ts(wo), s(wo) sont continus sur 

4\ + - 4\ + - + R {M ,M} , Rest continu sur R {M ,M }. Mais, comme sur M 
-

et 

M , nous avons défini R de façon tout à fait différente, il nous 

feut établir la continuité sur cette partie de l'espace de phase . 
+ 

Nous allons démontrer cette continuit é seulement sur M et dans le 

cas où s(w ) est positif. Le s autres cas se démontrent de façon 
0 

similaire. 

Tout d'abord, démontrons un premier lemme 

Si T grandit et est de l'ordre de ln(Jw J+Jw IJ 
01 02 

, alors 

V(T,V ) 
0 

est borné si (v ) est assez petit, c-à-d w E B . 
O O E 

En effet, considérons pa r exemple v 1 = w
1 

x w3 . 

où G1 (v) est de degr é ~ 2 e~ les composantes de v. 



De même pour j = 1 •...• 4 V. = G.(v) 
J J 

où G.(v) à la même propriété que G1 (v). 
J 

Appelons 

Nous obtenons ainsi 

Jvl' = G(vl 

où G(w) est de degré ~ 2 en les composantes de v. 

et 

S i v est petit. nous avons lvl' ~ DlvJ
2

(i) ( J •I est la norme 

euclidienne sur R4 l 

Par le théorème de compa r aison. nous avons 

T = D(lnlw J+Jw Il 
01 02 

S i Jv J + 0 
0 

alors lv 1-r + o 
0 

Donc, si Jv J est infér i eur à un certain E. le dénominateur ne 
0 

s'annulera pas et restera d e l'ordre de l'unité. Nous aurons alors 

Jv(-r,v )1 ~ lv 1 
0 0 

ce q ui est conforme à l'hyp o thèse (il 

De plus. si Jw I est in fé rieur à E et si J-rJ est inférieur à 
0 

ln(lw l+lw 1). nous auro ns: 
□ 1 □ 2 

A.Cv(-r.v )) ~ clv 1 
l O 0 

et B.(v(-r.v ll -:S clv 1 
l O 0 

puisque Ai et Bi sont de d eg ré supérieur à 1. 



Nous obtenons encore 

max 
D~T~s(w ) 

0 

[ A . ( V ( T , V ) ), 8 . ( V ( T , V ) ) ] ~ 
l O J 0 
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A si 

Ce lemme nous permet d' e stimer l'accroissement des solutions 

de (I) par le théorème de co mp arais on. 

Donnons un second lemme : en appliquant le théorème de comparai

so n et le premier lemme au système (I), nous obtenons 

max {lw . (T,w )j} ~ e)qT 
1 , 2 l 0 

X 

rn ax{jw.(T,w )j} ~ e-)qT 
3 ,4 l 0 

X 

max{lw i} 
1 , 2 ° i 

max{lw i} 
3,4' 

0
i 

A -r; 
e 

AT e 

si 

+ 
Nous pouvons maintenant étab lir la continuité de R sur M . 

Pour les deux premières composantes (i = 1 ou 2) 

i 
IRw -w 1 ~ 

0 0 

où w(r,w) 
0 

est évalué le long des solutions du système d'équations 

différentielles ( I ) . 

Cette somme se réduit s eu lement à son troisième terme que nous 

allons désigner par (P.). 
l 

En appliquant les deux lemmes du début du paragraphe, nous avons 
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fcP.JI ~ leÀ1s(woJss(wo\-À1r(IA.(v(w ,r)Jj+ I B.(v(w ,r J JIJ 
l l O l 0 

0 

Cette expression tend bien vers zéro si lw l+lw
2

1 tend vers 0 , 
0 0 

+ 
c-à-d se rapproche de M . Les deux premières composantes de R sont 

+ 
donc continues sur M . 

Pour les deux dernières composantes 

\ 

(i = 3 ou 4) 

À1r 
e 

Il nous suffit d'évaluer le troisième terme de cette somme qu e 

nous allons appeller ( Q . ) • 
l 

S i on applique le second lemme, nous trouvo n s : 

rs(wo)( -s(woJ 
Jo Ai(v(r,T 1 (w 0 ))wo 3 

Ar 
x e dr 





Par le premier lemme, nous obtenons ensuite 

< ~ ( 
' A 

Puisque Ivoi ➔ D comme 

avons que (Q.) ➔ D si 
l 

lwo1l+lwo2I si lwo1l+lwo2I ➔ D 

lwo1l+lwo2I ➔ O. 
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nous 

+ 
Les deux dernières composantes de R sont bien continues sur M . 

La continuité de R sur M s'établit de façon identique . 

8. Dé rivabilité du changement de variables R sur une boule de 

r ayon E centrée à l'origine. 

Malheureusement, le chengement de variables R n ' est pas dériva

ble partout. Sur R4\{M+,M-l, ce changement de variables est déri

vab l e car s(w ), T-s(wo) Ts(wo) sont dérivables . Mais sur M+ et 
0 1 , -

M , il y a des problèmes car Ra été défini comme l'identité cer-

taines composantes sont dér ivab les, d'autres ne le sont pas. Mais, 

les deux fonctions des composantes suivantes 1 Rw 3 Rw et 2Rw 3 Rw 
0 0 0 0 

sont dérivables partout. Il est essentiel pour ce qui suivra que 

ces deux fonctions soient dérivables partout. 

Co nsidérons l'exemple suivant qui est une situation particulière 

simplifiée à deux composantes et où nous pouvons calculer R de 

façon analytique. 

Prenons le système d' éq uations différentielles suivant , prove 

nant d'un Hamiltonien 



;1 = À1w1 + (w1w3)w1 

~3 = -À1w3 - (w1w3)w3 

et les systèmes d'équations linéarisées 

) 
~1 = "1w1 

w = -À w 
3 1 3 

Etant donné que w1 (T) x w
3

(T) = w0 1w 03 , nous avons 

(À1+wo1Wo3 )T 
1 T Tw 

0 
= e x w

01 

3TTw 
0 

- ( À l +wo l Wo 3) T 
e • x w

03 

Ca lculons 

1TTw 
1 0 

3ÎTW 
1 0 

□ us avons 

TT 
1 

À1T 
e X W01 

= e-À1T 
X W03 

s ( w ) 
0 

1 
2 À 

1 
1 n 

No u s savons alors calcul e r 

1
Rw 

0 

wa i wo 3 s C w □ l 
w 8 · 2 
□ 1 

w~_g_:s(wo) 
3Rw 

0 wo3 e 

1 w 1 
01 

1 w 1 
02 

WJ 

K 

s(w ) - s(w ) 
Rw 

0 
T o T o 

1 

3 8 

K 

M-t-

w, 

w 
0 
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Si on calcule la dérivée partielle de la seconde composante par 

rapport à w
01

, nous obteno n s : 

2 

"' -

3 
Nous remarquons que a Rwo 

awo1 
tend vers l'infini si jw 01 1 ➔ 0 

1 a 3 Rwo mais que Rw -,-- tend vers 
0 awo1 

zéro si 1wa11 ➔ 0 comme lwo1 llnlwosl 

Nous pourrions montrer a insi que, dans ce cas particulier, la 

fo nction 1 Rw 3 Rw est dérivable partout. 
a a 

+ 
Examinons maintenant le s dérivées des composantes sur M 

a) Pour les dérivées de iR w (i=1 ou 2) par rapport à wo. 
l 

(i=1 ou 2) 

il n 'y a pas de problème. 

ai I Rw ·-w 1 
a o 

awo. 
l 

0 

a c P . l 
l 

awo. 
l 

1 + 2 + 3 . où 
a a a 

1 1 1 IÀ1s(w )s (w) X ( p. ) 1 ~ IÀ1Klnlw • l+l w l X ~AC ( 1 W 1 + 1 W 1) a a wo. o l 01 02, O l O 2 
l 

A 

) 
~

lw l+lw ')~ 
X Jv ol~ lwo1l+lwo2I 

03 Ü4 
A 

two1 l+lw □ 2I 
2~ 

-'.S À 1 K I v I l n(I w 1 + 1 w 1) x ( - 1 ) 
a 01 0 2 

lw03l+ l w041 

Ce terme tend bien vers zéro si lw l+lw I tend vers z é ro 
01 02 

c omm e x ln ( X ) ➔ 0 si x ➔ 0 



( A . ( V , s ( W ), V ) ) W 
1 

( s ( w ) ,w e 
l D O D D 

As(w ) 

-À1s(w: 
0 

-À1s(w ) 
+ B.(v(s(w ),v ))w

2
(s(w ),w 

2
e 

O 
))1 ~ 

l O O O 0 
!2e 

O 
c l v 11 

0 

qui tend vers zéro si lw l+lw 1 ➔• D 
1 0 1 0 2 

-À1s(w ) ~ 
+ B.(v(r,v ))w

2
(r,e 

O 
w 

2
) 

i o o Jw
0 

À1s(w )ls(w ) -À 1 r 
~ 8 ° 0 

2C e lv 1 
0 

0 

dr 

awo. 
l 

( ! w ! + 1 w 1 ) dr 
01 02 i s( wo) Ar 

+ 2C~ w 1 + 1 w !)( ! w 1 + 1 w 1 ) e dr 
O 03 04 01 02 

fs(w) fs(w) 

!v !dr + \cÀ1lv ls(w )dr + \c(fw l+lw l)Clw l+lw lldr 
0 O O o O 03 04 01 02 

2 2C ( ) As (w ) 
~ 4C s(w llv 1 + 4À1Clv ls (w) + -A lw l+lw IC!w l+lw l)(e 

O 
- 1) 

0 0 0 0 03 04 01 02 

Ce tte somme t end vers zéro si lw ! tend vers zéro comme 
0 

vers zéro si x tend vers zéro . 

2 
xln (X) tend 



b) Pour iRw 
0 

(i=1 ou 2), la dérivation par rapport à 

ne pose aucun ennui. 

ai!Rw -w i ël(P.) 
0 0 l 

aw. = ëlw. =1b+2b+3b où 

2 C 
A 

OJ OJ 

1 
À1s(w )------

0 
1 w 1 + 1 w 1 

03 04 

Wo. (j=3 ou 4) 
J 

X ( P,) 
l 

Cette expression tend vers D comme 

x tend vers O. 

2 x ln(x) tend vers O quand 

-À1s(w ) -À1s(w) 
e O (A . (v(s(w ) ,v Jw

1 
(s(w ) ,w 

1
e 0 

l O O O 0 

À1s(w ) 
+ B. (v(s(w ) ,v Jw

2
(s(w ) ,w 

2
e O J\i 

l O O O O 1/ 

Ce tte expression tend vers D car elle vaut 

e 
À1s(w0 )is(wo)_

8

- _À1r 
8

Ar -À1s(w ) é)(•A. (v(r,v )+B. (v(r,v ) 
( 1 w 1 + 1 w 1 ) e O l O l O dr 

01 02 ëlwo. 
J 

Js(wo) Ar 
2 

2 As(w) 
2Ce ( 1 w 1 + 1 w 1 ) dr ~ ~ ( 1 w 1 + 1 w 1 ) Ce 

O 
- 1 ) 

0 01 02 A 01 □ 4 

Ceci tend bien vers D si (jw l+lw 1 ➔ D 
01 02 



c) Des problèmes vont appa r aître pour les dérivées jRw (j=3 ou 4) 

pa r rapport à wo. 
l 

dWO, 
l 

(i =1 ou 2 ). 

a ( Q . ) 
J 

dWO , 
J. 

1 1 1 ~ 1 À 1 S ( W ) S ( W ) X QJ· . 1 ~ 
C O WO. 0 

l 

s ( w ) 
0 

À1------

lwo1l+lwo21 

Ici, malheur e usem e nt, cela ne tend pas vers zéro si 
+ 

ver s M . Ma is, on a qu e 

ilRw - w I x 11 1 
0 0 C 

(~ 11 1 X ICP.)I) 
C l 

t e n d vers z é ro s i lw
01 

l+l w
02

I tend vers z é ro. 

As (w) 

w t e nd 
0 

e O (A.(v(s(w ,v ))+B,(v(s(w ),v l lll 
J O O J O 0 

2 clv 1 
0 

As(w ) 
lw l+lw l)e O 

0 3 0 t+ 

Encore une fois, cela ne tend pas vers zéro si w 
0 

+ 
tend v e rs M 

mai s , ilRw -w I x 12 1 (~ 12 1 x ICP.)I) tend vers zéro si lw 1 
0 0 C C l □ 1 

+ l w I tend vers zé ro. 
02 

e e 

d (.A . ( V ( r, V ) + 8 . (V, V ) 

(lw l+lw 1) J 
O 

J 
0 

03 Dt+ dWO. 
l 

r 
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Si lw l+lw I tend ver s zéro , cela ne tend pas vers zéro, mais 
01 02 

13 1 x i!Rw -w I tend lui vers zéro. 
C O 0 

d) De nouveau, ici, il n'y a aucun problème pour les dérivées de 

jRw (j=3 ou 4) par rapport à wo. (j=3 ou 4) 
J 0 

é)j i Rw -w i 
O 0 

êlwo. 
J 

s ( w ) 

êl(Q. ) 
J 

êlwo . 
J 

1d+ 2d+ 3d 

11 d l ~ IÀ1 ° x lco.JII 
1 w 1 + 1 w I J 

0 3 0 4 

• . 

Donc, cela tend bien vers zéro si w tend vers M~. 
0 

À1s(w ) À1s(w l 
-À1s(wo) 

e 

l
2

d l ~ llw l+lwo4I 
0 3 

e 
O 

1 (A . ( V ( s ( w ) ' V ) w 3 ( s ( w ) ' e 
O 

w O . 

J O O O J 

À1s(w l I As(w l 1 

+ B . ( v ( s ( w ), v ) w 
4 

( s ( w ) , e O w o . ) )jj~ 2 C I v I e 0 

J O O O J 0 

+ 
qui tend vers zéro si w tend vers M . 0 • 

l3d l f
s (w l 

-À1s(w
0

) o ,.À 1r Ar -À1r 
~ le Ce Clw l+lw Ile è 

O 03 04 
e À i s ( w o l I w 1 + 1 w I l dr j 

( 0 1 02 

J
s(w) 

-À1s(w o À1r -À1r À1s (w) 
+ 1 e O 2Ce • 1 v I e ( 2e O + 

0 
0 

À 1 s c w J s c w a J c I w 1 + 1 w I~~ 
0 _ 03 04 2À. 1e lw l+lw 1 

0 3 04 

1 

As(w) 

1 
~ C ( j W j + j w 1 )( 1 w 1 + 1 w 1 ) e : - 1- + l 4C I v 1 ( s 2 

( w ) + s ( w ) 1
1 01 02 03 04 0 D 0 

Cette somme tend bien ver s zéro si I w 1 + 1 w I tend vers zé r o . 
D 1 0 2 



De même, nous pourrions montrer que Rw n'est pas dérivable s u r 

M mais que les fonctions · 1 Rw x 3 Rw, 
2 Rw x 

3
Rw sont dérivables partout . 

Pour résumer le paragraphe .6, écrivons les termes de la jacobie nn e 
+ 

qu i existent sur M et au voisinage de l'origine. 

cl 1 Rw cl 1 Rw cl 1 Rw cl 1 Rw 
~ aw aw aw 

l 2 3 '+ 

cl 2 Rw cl 2 Rw cl 2 Rw cl 2 Rw 
aw aw aw clw 

l 2 3 '+ 

? ? 
cl 3 Rw cl 3 Rw 
aw ~ 

3 '+ 

? ? 
cl 4 Rw cl 4 Rw 
aw aw 

3 '+ 

S ur M il y a aussi quatre éléments de la jacobienne qui n ' 

existent pas. 

cl 1 Rw cl 1 Rw 
aw aw ? ? 

l 2 

cl 2 Rw cl 2 Rw 
aw 7w- ? ? 

l 2 

cl 3 Rw cl 3 Rw cl 3 Rw cl 3 Rw 
aw aw aw aw 

l 2 3 '+ 

cl 4 Rw cl 4 Rw cl 4 Rw cl 4 Rw 
aw aw aw aw 

l 2 3 '+ 
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CHAPITRE IV EXISTENCE DE SO LUTIONS PERIODIQUES DU PROBLEME 

RESTREINT POUR DES VALEURS DU PARAMETREµ PROCHE DE 1. 

1. Introduction 

Nous allons démontrer dans ce chapitre que pour des valeur s de 

µ proche de 1, le problème restreint des trois corps admet des so

lutions périodiques de seconde espèce selon la terminologie de 

Poincaré. Nous allons chercher des trajectoires coupant deux fois 

perp endiculairement l'axe X en raccordant des morceaux de trajec

toires correspondant au problème des deux corps, c-à-d correspondant 

au paramètreµ valant 1. 

2 . Position et résolution du problème 
~y 

X 

Co nsidérons le problème rest reint des trois corps où le paramètre 

µ vaut 1. Pour cette valeur deµ, le problème restreint se réduit au 

problème des deux corps dont nous connaissons les solutions de façon 

ana l ytique. Prenons deux solutions de ce problème coupant perp e ndi

culairement l'a xe X et correspondant au même niveau d ' énergie h= T-U . 

L'une de ces solutions C(t ) aboutit au point (1,0) et l'autre C(t) 

en pa rt. 

Co nsidérons une boule B 2 de centre (1,0) et de rayon E 2 (où E 
E 

est le même qu'au paragraphe 7 du chapitre III) . 

Appelons respectivement I et IV le point de concours de l'axe X 
~ 

et d e respectivement C(t) et C(t). 
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Notons respectivement p a r II et III l'intersection de B 2 e t 
E 

respectivement C(t) et C(t ) . 

En I ' nous avons X = x 1 et en IV X = x 4 
X = D X D 

y = D y = D 

y Y1 y = Y4 

Maintenant, pourµ proch e d e 1, nous allons perturber les condi

tions initiales de C(t) et de C(t) d e fa ç on à ce qu'elles se raccordent 

et coupent perpendiculairem e nt deu x fois l'axe X aux environs de I et 

IV. Nous obtiendrons alors une trajectoire périodique car le s ymé t ri

que d'une trajectoire est u n e trajectoire parcourue dans l'autre 

sens (cfr SZEBEHELY). 

Prenons donc conditions initiales et finales perturbées I 0 et IV 0 
de façon à ne pas modifier le niveau d' é nergie h des trajectoires 

ni le fait qu'elles coupent perpendiculairement l'axe des X. 

En I
0

nous avons : 

y 

y 

y 

y 

Par continuité des solutions par rapport aux paramètresµ et aux 

con d itions initiales et finales I et IV, pourµ proche de 1 et ôx 1 , 

ôx 4 proches de □, la trajectoire c0 ,µ(t) partant de I 0 va arriver 

en I Ix sur B 2 près de II et la trajectoire Cx (t) arrivant en u,µ E u , µ 
IVx couper la boule B 2 en IIIx proche de IV . u E u,µ 

En Ilx , le point dans l'espace de phase aura pour coordonnées u,µ 
ZII,ô,µ = (x,y,x,y)( ôx1 ,µJet en IIIô,µ ZIII,ô , µ = (x,y,x,y)( ôx 4 ,µJ 

Aux coordonnées de IIx et IIIx exprimées dans l'espace d e u,µ u,µ 
pha s e classique, nous allon s appliquer les tra nsformations suivan t es 

déf i nies au chapitre III : 



X - - (w1 
w~ \ 

+ 
régulari- transfor- transfor-

mation mation de y sation ,r ,r 
Lie l' w2 

:~ J 
z = z,:2+µ + 

diagonal. ordre N+1 R 

~~ J2çJ2 
A 

X [, s+ suivie de w3 
la transf. . tronquant y n n+ w4 w4 

Les nouvelles coordonnées de IIx et IIIx sont donc N 
w II,o,µ u,µ u ,µ 

N et W X , III,u,µ 

Dans la boule B àe rayon E, 
E 

la solution du système d'équations 

di f férentielles (II) est connue et vaut 

N N Î, 1 T w
1

(-r) w01e 

N N )q T w2 (-r) = w02e 

N N -Î'l T w3 (-r) = W03e 

N N -À1T w
4

(T) = W04e 

En considérant 
N 

les nouvelles coordonnées de ZII,0 , 1 ' 
N 

w que w1,II,0,1 et 2,II,0,1 sont nuls car lorsque T 

N N· 
w1 , 0 , 1 (-r) et w2 , 0 , 1 (-r) doivent s'annuler. 

De même, nous remarquons que WN 
III,0,1 est 

N 
Donc, WII,0, 1 

-
sur M . 

r,-t 

nous voyons 

grandit , 

+ 
est sur M . 

No us allons maintenant, pourµ proche de 1, ajuster les paramètres 

ox 1 et ox 4 pour qu'une solution du système (II) passe par les points 

N N 
wII,o,µ et wIII,o,µ' Cet ajustement est possible le système 

paramètrisé par -r,ox
1

,ox
4 

est : 



N À11" N 
w e w 1,III,o,µ 1,II,o,µ 

N À11" N 
w e w 2,III,o,µ 2 ,II,o,µ 

( I I I ) 
N -À 11" N 

w = e W 3,III,o,µ 3,II,o,µ 

N _À11" N 
w = e w 4,III,o,µ 4,II,o,µ 

Quatre équations doivent être vérifiées dont l'une résulte des 

trois autres et de l'intégrale d'énergie; nous disposons de trois 

paramètres -r, ox
1

, ox
4

. Cependant , il convient d'être prudent car 
+ 

il y a des problèmes de différentiabilité sur M et M (correspon-

dant à ox 1 = □ et ox 4 = □) comme nous l'avons vu au chapitre précédent . 

Construisons maintenant, à partir du système (III), le système 

d'équations suivant : 

:,II,O,~ 

{

WN X N 
w 3,II,o,µ 

N 
w 1,III,o,µ 

N 
X W 3,III,o,µ 

N N N 
W X 2,II,o,µ w 3,II,o,µ w 2,III ,cS,µ X W 3,III,cS,µ 

A ce système d'équations, nous allons appliquer le théorème des 

fonctions implicites. 

Vérifions les conditions de ce théorème 

a) F 1 ( □ ,0,1) = F 2 ( □ ,0,1) = 0 

N N car w = w 1,II,0,1 2 ,II,0,1 

b) le jacobien 
cHF

1
,F

2
) 

acox1 ,ox4) tµ=1 
ox1=D 
ox,.. = D 

N w = 0 3,III,0,1 

doit être différent de zéro 

Re marquons que cette expression a un sens car les fonctions 
N N N x w
3 

et w
2 

x w
3 

sont bie n dérivables dans B (chap.III, § 7 ). 
E: 



Notre condition est donc 

X 

N N o(w X W ) 2 ,III,o,µ 3,III,o,µ 

N N 
o(W X W ) 2,II,o,µ 3,II,o,µ 

X 

N N o(w X W ) 
1,III,o,µ 3,III,o,µ 

-/ 0 

Cette hypothèse devra donc être vérifiée dans chaque cas pa r t i culie r. 

Appliquons le résultat du théorème des fonctions implicites . 

Siµ est proche de 1, il existe ox
1

(µ) et ox 4 (µ) tels que le 

système (I) est vérifié. 

Montrons maintenant que les points 

sa t isfont le système (III). 

N 
w 2,III,0,1 et N 

w 1,III,0,1 ne peuvent pas être nuls simulta n émen t 

pu i sque le point III n'est pas à l'origine. 

Supposons que N 
w 
2,III, □ , ·1 

ne soit pas nul . 

la fi n de cette discussion, nous examinerons 
N es t nul mais w ne l'est pas . 1,III,0,1 

Dans une 

le cas où 

remarque à 
N 

w 2,III,0 ,1 

No u s allons maintenant construire T(µ ) te l que 

N 
w 2, III, o(µ) ,µ 

Cela est toujours possible si wN et 
2, III, o(µ) , µ 

ne sont pas nuls et sont de même signe. 

w 

( 1 ) 

N 
2 , II,o(µ) , µ 

Nous avons déjà supposé que wN • est non nul . Afi n d ' 
2,III,o(µ) , µ 

obtenir que 

que : 

N ' t 1 w2 ,II,o(µ),µ n es pas nu , nous 

dwN 
2 , II,o(µ),µ -/ D 

dµ 1µ=1 

supposerons en out r e 

Enfin, si ces quantités ne sont pas nulles , nous pouvons tou j ours 

no us arranger pour qu'elles aient le même sig n e puisque la tra nsfor-



mation 
2 

Z(i;;) = l';; + µ 

5 0 

n e définit pas de façon unique le signe der;; . 

Maintenant, avec le système d'équations (III) et la relation (1), 

nous avons que 

(IV) 

N 
w 
1,III,6(µ),µ 

N 
w 
2,III,6(µ).µ 

N 
w 3, III, 6(µ) ,µ 

N 
w 1,II,6(µ),µ 

N 
w 2 ,II.6(µ),µ 

-À1T(µ) N 
e w 3,II.6(µ),µ 

Pour obtenir l'ajustement des paramètres, nous devons encore 

vérifier que 
N 

w 
4,III.6(µ).µ 

N 
w 4,II,6(µ),µ 

Ceci va nous être donné par l'Hamiltonien 

exprimé dans les variables (wN) devient : 

H(~ , ~ . ~ ,n ) . Ce l ui-ci , 
+ + + + 

Nous avons qu'en II et en III , Ha la même valeur (en fait , il 

est nul) . 

Pour pou v oir appliquer le théorème des fonctions 

im p licites, calculons ôH /3w~ : 

N 
-À w + 

1 2 

En III, cette expression est 

est non nul et les autres termes 

N 
bien différnete de zéro car w 

2 , III.6(µ) , µ 
sont plus petits que À,r-W~ · 

N 
w4 peut donc être exprimé en fonction des autres composantes 

c-à-d 
N 

w = 
4 



Nous avons bien que 
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N 
w 4,III,o(µ),µ 

puisque le système (II) est vérifié. Les points II et III sont donc 

bien raccordés par une trajectoire. 

Si la coordonnée N 
w 2,III,0,1 était nulle, l'ajustement des para-

mètres devrait se dérouler d'une autre façon. Les éq uations F1 et F2 
seraient remplacées par le système suivant 

[

::,11,0,µ : ::,11,0,µ" 

2.Ir.o .µ 4 ,Ir. o,µ 

N 
w 1,III,o,µ 

N 
w 2 ,III,o,µ 

N 
X W 4,III,o,µ 

N 
X w4 ~ = F4 (ox 1 ,ox 4 ,µJ ,III,u,µ 

La condition de régularité du Jacobien devrait être modifiée de 

façon similaire. 

Le temps de parcours 

serait calculé par: 

N 
w 1,III,o(µ),µ 

T ( µ) pour passer du point II au point I I I 

Cette fois, nous devons su ppos e r que 

dwN 
1,II,o(µ),µ I O 

dµ j µ=1 

Enfin, la preuve de racc ordeme nt de la dernière coordonnée (qui 
N 

est cette fois w
3 

) se montre de façon analogue . 

3. Ex istence des solutions péri odiques de seconde espèce 

Au paragraphe précédent, nous avons pu relier par une trajectoire 

deux trajectoires parcourues en sens différent et coupant l'ax e X si 

µ est proche de 1. Nous avons donc une trajectoire coupant deux fois 

l'axe X, ce qui est une condition suffisante de périodicité pour le 
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problème restrient (car le symétrique d ' une trajectoi r e est u n e 

trajectoire). 

La période de la trajectoire obtenue est donc égale au double 

du temps mis pour aller du point Io(µ) au point IVe(µ) 
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