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INTRODUCTION 

La théorie des représenta tions de groupes est un outil ' important de 

la physique. Les fonctions spéciales telles que les fonctions de 

Legendre, Bessel, Hypergéométriques sont des éléments matriciels ou 

sont reliés, aux éléments matriciels de groupes linéaires ( (15), (7)). 

L'exemple (p. 54) en est une illustration. 

En particulier, les repré sentations du groupe U(n) dans des espaces 

de fonctions sont d'un g r and intérêt en physique atomique, nucléaire 

et également en physique des particules élémentaires ((12)). 

Les articles les plus réc ents sur ce sujet sont dûs à Moshinsky ((9)), 

Baird et Biedenharn((16) ) et à Louck ((12)). 

La dernière mise au point a été donnée par J. Henrich ((5)) qui intro

duit une formulation élégante des espaces de représentations de Bargmann

Moshinsky et de leurs bas es. 

Toutefois, ces approches présentent la même difficulté : la complexité 

des résultats augmente t r ès rapidement avec la dimension n .des groupes 

U(n) (complexité due esse ntiellement aux écritures encombrées d'indices 

caractérisant les différents espaces de représentation). Il est donc 

intéressant d'"alléger" c es écritures et permettre .ainsi une utilisation 

plus facile des vecteurs des espaces de représentat · ons. 

Dans cet objectif, J.P. Gazeau ((3)) associe aux tr illis de -Gel'fand 

(voir déf . . p. 9) des poly nômes homogènes d'un grand !nombre de variables. 



Ces polynômes appelés e xponentielles de treillis de Gel'fand sont 

définis comme solutions d 'une équation aux différences. finies (voir 

p. 17) . 
. T 

. rls se notent x . 

En fait, ils généralise t la .notion classique d'exponentielle où x 

est maintenant un ensemble de (
2

n) conditions initiales et T un 
n 

treillis de Gel 'fand. 

L'a théorie des représentations des U (n) est reliée à ces polynômes 

en remplaçant les (
2

n ) variables par les (
2

n ) sous-déterminants de 
n n 

la matrice U(n). 

La première partie de ce mémoire est consacrée à l'étude des treil

lis de Gel'fand - et de l eur exponentiélle. 

I-2 

Après avoir exposé ces concepts définis par J-P. Gazeau ((3)), nous 

avons utilisé le théorème (II-4) pour concevoir un programme. Ce 

programme associe à un treillis de dimension quelconque son exponen

.tielle. 

Grâce à une méthode décrite par J-P Gazeau (procédé de pelage, p. 18) 

nous avons pu écrire l' expression analytique générale de l'exponen

tielle d'un trèillis de Gel'fand de dimension 3. 

L'objectif de la seconde partie est de décrire la construction des 

bases des espaces de Bargmann-Moshinsky selon Henrich ((5)) . 

. La définition de ces espaces est l'objet du premier chapitre , le 

second chapitre précise q uelques concepts fréquemment utilisés en 

théorie des représentatio ns. 

Le troisième chapitre est une introduction à la not • on de, "Reprodu

cing kernel" d'espaces v e ctoriels et d'un opérateur sur ces espaces. 

En particulier, l'opérateur de branchement défini à partir du théo

r è me · de branchement (p. 7 1, "branching law") et son "Reproducing 

kernel" j.ouent un rôle e s sentiel ,--
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Comme on peut le voir dans le chapitre rv · (deuxième partie), ils 

permettent à Henrich de construire les bases d e s e spa c es de Bargmann

Moshinsky par un processus inductif~ 

Daris la troisième partie de ce travail, est é noncée la conjoncture 

émise par J-P Gazeau ((3)) cbncernant le rôle des exponentielles 

de treillis dans la reche rche des bases des espaces de Bargmann

Moshinsky. Nous présentons dans le cadre de ce travail une vérifi

cation de cette hypothèse dans le cas particulier où n = 3 (p. 106). 

D'autres v éx i f ications on t été obtenues pour n > 3 dans des cas par

ticuliers ((3)). 

Nous avons rédigé en commun la première partie de ce travail ains i 

que 1 ' annexe 1 . 

Dans la seconde partie, Bernadette Evrard s'est attachée principale

.ment à la rédaction du chapitre I, des points 2 et 4 du chapitre III 

ainsi que des annexes 2 et 3. 

Françoise Galloy a surtout rédigé le ~hapltre ri, les points 1 et 3 

du -chapitre III, le chapi tre IV . de la seconde partie, l'annexe 4 et 

la troisième partie du mémoire. 
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CHAPITRE I 

GENERALITES SUR LES . TREILLIS 

A. Dé finitions 

On appelle ensemble or donné E , l ' ensemble sur lequel on définit 

une relation d ' ordre x :R y vérifiant 

Al. V- X€ E X R X (réflexivité) 

A2. Si x R y et y R x • alors x = y (antisymétrie) 

A3. s ix R y et y R z alors x R z (transitivité) 

Notation x R y se repr$sente graphiquement par X 

On appelle c haine C un ensemble ordonné dont les éléments 

vérifient 

A4 . V x , y e C on a x . R y ou y R x (o~dre total) 

Etant donné x, y€ E , on d é finit 

La b orne inférie u~e de {x , y} (on la note inf (x , ))comme suit 

D1. 
. cléf 

z = inf(x,y) ~ 

4a borne supe r~ eure de {x,y} (on la note sup (x , y)) 

D2 . 
nrf 

z ~ sup(x,y) ~ 

comme suit 



D3. On appe lle t r ei l l is P un ensemble ordonné P dans lequel deux 

élé ments quelconques x et y ont une borne infé rieure et une 

borne supérieure dans P 

Dans un treillis Pon peut définir 2 lois de composition interne 

[\ : p X p - p 

(x,y) - - X {\ y - inf (x ,y) 

V : p X p -+- p 

(x, y) -+ X V y - sup (x,y;) 

a. (P (A) l'ensemble des pa rti.es de A, ordonné par l'inclusion des 

ensembles est un treil~is 

n'est pas une chaîne. 

b. JN ordonné par la relat ion "plus petit ou égal" (~) 

est un treil l is 

est .une chaîne 

diagramme d e la relation" ~" dans l'ensemble des nombres 

{1, ... , 10} 

tlO 
t9 
tB 
t7 
t6 6 = 6 V 5 
t5 5 = 5 [\ 6 
+4 
t3 
t2 
tl 

2 



c. lN ordonné · pa:c la relation p .R q . !F=> 3 r € :N p.r = q 

est un treillis 

n'est pas une chaîne 

E* = {1, ... , 10} . ordonné par la relàtion R 

n'est ni un treillis 

diagramme de R 

ni une chaîne 
'J!. 

dans E 

3=61\9 

6 = 2 V 3 

8 V 9 $ ];:'JE 

d .. {u, a, b, c, ·z} 
l 
muni de la re_l _ation d' 01;-dre définie par le 

diagramme suivant est un treillis 

z 

Dans un ensemble ordonné P , les opérations inf(A) et sup(V) satis

font, en vertu de leur défi nition, aux propriétés su ·vantes~ 

Chaque fois que les express ions en jeu existe"nt 

3 
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Pl. X [\_ X = X X V X = X (idempotence) 

P2 . X A y = y [\_ X xVy=yVx (commutativité) 

P3 . xl\.(yAz)=(xl\.y)Az, xV(yVz)=(xVy)Vz (associativité) 

'.1;>4. xi\. (xVy) = xV(xAy) = X (absorption) 

On appelle t r ei ll is di stributif P un treillis dans lequel 

On 

En 

La 

. chacune des deux opérat i ons inf(M et sup(V) e st distribu

tives par r a ppor~ à l' autre, c'est-à-dire : 

AS. Vx, y, z e p xV(yl\.z) = (xvyi ~ (xVz) 

AS '. vx , y, z e P xl\.(yVz) = (xl\.y)V(xl\.z) 

peut remarquer que AS. <=> AS'. 

effet AS. ~ AS'. 

(xl\.y) V (xl\.z) [(xl\.y)Vx]A [ (xl\.y) vz] par A'::i. 

= X [\_ [ (x/\y) vz] par P4. 

= X A [ czvx) 1\. (zVy)] par AS . et P2 . 

= [x l\.(zVx)] 1\. (zVy) par P3 . 

= X 1\. (zVy ) par P4 . 

X 1\. (yl\.z par P2 . 

r éciproque AS'=> AS est immédiate J:>Uisque les prop iété s Pl. -

sont vraies pour V et A, 

P4. 



PS . 
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Avec cinq éléments distincts, on peut former au moyen d'une relation_ 

d'ordre : 

a, les treillis distributifs 

u f u 

r <~ 
C i b /"c 

b . 

·<>~ t a { a • 

t z • z 

b, les tre illis non distributifs 

z 

av (bAc) = avz = a 

(a Vb) A (a Vc) = u Au= u 

et a-/ u 

aV(bAc) = avz = a 

(aVb) A (aVc) = b Au= b 

et b -1 a 

Les éléments d'un treill is quelconque satis font à ~ '!i négalité 

modulaire x R z entraîne xV (yAz) R (xVy) Az 



En effet, il est clair que x R (xVy) 

comme X R z , X R ( (xVy) Az) (t) par déf. de A 

d'autre 1>art (yAz) R y R (xVy) 

et (yAz) R z 

d'où (yAz) R (xVy)A z (2) 

donc xV (yAz) R (xVy)Az par (1) et (2) , et déf de A 

On appelle tPeillis modulaiPe P un treillis qui satifait l'i-· 

dentité suivante : 

V x, z e P six R z on a xV(yAz) = (xVy)Az V y e P 

a. Le treillis est modulaire 

z 

mais non distributif. 

b. Le treillis 

y R z mais 

puisque 

X 

YV(tAz) / (yVt)Az 

yVx =y/ uAz = z 

est non modulaire 

6 



P6. Tout treillis distributif est modulaire 

En eff"et , le treillis P ser a modulaire si 

Vx, y, z € P vérifiant x R z on a xV(y/1.z) = (xVy)/1.z 

or Vx, y, z € P xV(y/1.z) = (xVy)/1. (xVz) par AS. 

comme x R z on a xvz = z 

donc xV(y/1.z) = (xVy)/1.z 

Par élément minimum d'un s ous ensemble X d'un ensemble ordonné P 

on entend un é lément a e X tel 9ue a R x V x e X 

Par élément maximum d'un sous ensemble X d'un ensembleordonné P 

on entend un é lément be X tel que x Rb V x e X 

Les éléments minimum et ma ximum de l'ensemble ordonné P ·sont 

uniques, ils sont appelés Bornes univer>selle·s de P et n·otés 

respectivement O et I. 

Tout treillis fini admet des bornes universelles. 

7 

Le treillis des . e ntiers nat urels N ordonné par la relation ~ n'admet 

pas d ' élément maximum. 

On appelle complément d'un élément x d'un treillis P contenant 0 

et I un élément y e P tel que 

x A. y = 0 

x V y = I 

Le t _r e illis P est compléme nté ssi tous ses éléments admettent un 

complément. 



a. Dans le treillis 

z est élément minimum 

u est élément maximum 

z 

c est le complément de a · et de b. 

b, Le treillis constitué des éléments ge Cr(E), les parties de 

l'ensemble quelconque E~et de la relation d'ordre "inclusion 

des ensembles" est compl émenté;en effet 

. 0 = ~ 

\/A 3 A' tq A A A' = 0 <~> A () A' = ~ 

} ~ > A' CEA 

et A V A' = I <= > AU A' = E 

8 
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CHAPITRE II 

TREILLIS DE GEL'FAND 

A. Définitions 

On désigne par "treillis de Gel'fand" le tableau suivant 

satisfaisant la relation d'ordre 

j+l 
m. ~ 

1. 
pour tout i, j {II-1 ) 

N o.taLi.o n1.i : • 

On note les 2n - 1 colonnes du treillis par 



10 

[m]n-j 
k 

= {m. k 1 ~ k ~ J+ 
n-j } Vo~ j < n (colonnes gauches) 

[m]n-j = { 
j+k 

1 ~ k m . 
. k 

. La colonne centrale est 

[m Jn = [mJ n 
i = {m. 
1 

~ n-j } Vo~ j < n· (colonnes droites) 

On peut donc désigner tout treillis T de Gel'fand par 

T = M < [mJn-k • •. • [mJn 
n-1 .. [m J M > 

où k et 1 sont des entiers arbitraires< n et 

< { i 
k 2 ~ j ~ 1 ~ i~ k 1 i < j } M = m •. + n , n - - , 

J 

{ i 
k 2 i 1 j k 1 j } M > = m. ; + ~ ~ n , ~ ~ n - - ' < i 

J 

En particulier, on note par T . [m]n-l [m]n • le tableau T où 

< { i i 
1 ~ M = mid-k = mi+1 k ~ n - i 1 ~ i ~ n } 

> { i+k i 
0 ~ k~ i 1 ~ i ~ } M = m. m. i n - n 

1 1 

c'est-à-dire chaque élément des colonnes . indiquées ·est répété le 

long de chaque quasidiagonale g~uche (droite) 



~~~e~~ 

n = 4 

On appelle 

T 

T 

T 

T .[m]3[m] 4. 

1 

1 
ml 

1 
m2 

1 
m2 2 

m2 2 
m2 

2 
m3 

m3 3 

2 
m3 

m4 

4 

+ m4 

[m} 3 
+ 

[m] 4 

tableaux bina,ire s les 

= e· - {m~ 
1. 

= 1 - {m~ 
1. 

jl ... jR, 
= 1 . . -1.1 ... 1.i 

= 

= 

0 V i 

1 V i 

j 
m. = 1 

1. 

j 
rn . = o 

1. 

11 

1 
ml 

1 
ml 

1 
2 ml 

m2 
2 

m2 

3 
m3 

treillis de Gel'fand suivants : 

., j = 1' n} 

j = 1 , ... n} 

i~R-,j ~ i ~ 1 + j R,-i+l 

J j ~ i, i ~ j - 1 + 
-j+l 

autrement 



ou exp~icitement 

Les tableaux binaires sont au 

ceci s'explique par les t r o~s faits suivants 

2, Tous les tableaux binaires sont repérés à l'aide dei indices 

(inférieurs et supérieurs), i variant de o à n (à i = o on. 

associe 8 , à i = n on associe n) 

12 

3. Le nombre de tableaux à t indices (infé rieurs et supérieurs) est 

(
~] 2 x., puisque les indices sont choisis parmi les é_léments de 

{1, ... n} , rangé s par ordre croissant de gauche à 

dro i t e et chaque choix de t indices supérieurs est indépendant 

du choix des t indices i nférieurs. 

n = 3 , le nombre de tab leaux binaires est (63] 20. 
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0 1 1 1 1 
0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 

1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 
0 O · 0 0 0 0 0 1 0 1 

0 0 0 0 0 
1 1 1 . 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 ' O 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 1 

B. Opérations sur les treillis de Gel'fand 

1. addition T © 'r' = {m~ + m'~} 
l. 1. 

2. multiplication scalaire VT = { \J m~} \) ~ 0 
1. 

3, s oustraction T 0 ·.r ' définie · 

si mj m' ~ ~o et si chaque m~ m' ~ satisfait la 
1. l. 1. l. 

relation d'ordre définie en {II-1) 

c. Les treillis de Gel'fand parmi les treillis 

De la rela~ion d'ordre des treillis de Gel'fand dé inie en {II-1) 

on tire : 



V i,j €1N 

V i 1 j €JN 

où sup et in f 

le suprémum et l'infimum 

sup {i,k} 
m 

sup {j, R, } 

inf {i,k} 
m 
inf {j,R,} 

désignent respeçtivement 

dans l'ensemble ordonné ( ;IN 

Les treillis de Gel'fand sont donc des treillis au sens de la 

définition ( D3.) 

14 

Ces treillis ne sont pas des chaînes, car tous les éléments d'un 

treillis ne sont pas c omparables. 

Par exemple, m~ n'est pas comparable à mi (Vi,j;i j i',j f 1) pour 

la relation d'ordre (I I- 1) 

Les treillis de Gel'fand sont distributi fs. 

Soit T = { m~ } 
1. 

i k 
A mr) i k ï mr) m. V (mR, = (m. V mR,) /\ (mj V 

J s J s 

Vi,j,k,R-,r,s 

Le premier membre peut encore s'écrire 

i 
sup {k,r} inf · {i, sup {k,r}} 

m. V m = m 
J s up {.R.,s} inf { j' sup {.R.,s}} 



Le · second membre peut encore s ' écrire 

inf{i,k} 
m 

inf{j, ,Q,} 
/\ m 

inf{i,r} sup {inf {i,k}, inf {i,r}} 
m 

inf{j,s} sup {inf {j,,Q,}, inf {j,s}} 

Pour prouver l'égalité e ntre le s deux me mbres , il suffit de 

démontrer que l' ensemble des entiers {i,j,k, ,Q, , r , s} 

de l a relation~ est un treillis distributi f . 

muni 

Or, un tel ensemble 

treillis distributif. 

e s t une chaîne et toute chaîne est un 

En effet, soit x,y,z élements d'une ,chaîne 

X A y est égal au plus petit des deux éléments X et y 

X V y est égal au plus g rand des deux. 

· x A (y V z)et (X A y) V (x A z ) sont tous 'deux égaux à X si 

est inférieur à y ou à z ; et tous deux égaux à y V z dans 

cas contraire, c'est-à-dire si X est supérieur à y et à z. 

Par P6. ) les treillis de Gel'fand sont modulaires. 

Le s treillis de Gel'fand ne sont pas complémentés . 

D, Qécomposition binaire d ' un treillis de Gel'fand 

X 

le 

N'importe quel treillis de Gel'fand peut se décomposer en une 

somme de multiples .de t a bleaux binaires. 

n J ,Q, J,Q, · 
T r= @ Q d 1 (II-

t= l I .Q, I.Q, I ,Q, 

J,Q, 
J 

2nJ • où les d ,Q, sont des entiers positifs au nombre de - 1 
I,Q, n 

(on élimine le tableau e ) . 

15 
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Les indices d e sommation 

I i = { il < i < ... < 
r ii 1 ~ il et ii ~- n } 

J i = { jl < j < ... < j 1 ~ jl e t ji ·~ n } 
r 

Cette d é composition n'es t pas unique., mais il en existe un nombre 

fini, c a r pour chaque décomposition 

'n 

I 
i= l 

Pa r conséque nt, le nombr e de décompositions n '_est pas plus grand 

que le nombre de partit i ons de l'entier mi. 

3 1 1 1 

3 2 1 0 1 1 1 1 

3 1 1 = 1 0 0 + 1 1 0 + 1 0 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 

= ]. 1 + 
]. 12 + 1l3 

3 23 3 

Exponentielle d'un treillis de Gel'fand 

Soit un corps K commutat if, de caractéristique nul e et avec 0 

comme é l é ment nul · , 1 ·c omme é lément unité. 
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On établit une c_orrespondance biunivoque entre l'ensemble de tous les 

tableaux binaires et un ensemble X 

X = V n } C K 

appelé ensemble de conditions initiales 

]. 
J.Q., 

_r.Q., 
'\rt-

e '\rt- 1 

Cette application peut être étendue à l'ensemble de tous les treillis 

de Gel ' fand 

T '\rt- (T) € K (II-3) 

où · (T) est la solution de l'équation aux différences finies 

(T) . = I 
m'j e T' 

i 

(T 8T') (T') 

(i,j) ,f (1,1) 

de condition initiale X 

(T) èst appelée exponentiel l e du taqleau de Gel'fan 
T T, notée aussi x . 
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Théorème 

Soit X un ensemble de conditions initiales, alors l'équa

tion aux diffé rences f inies ( II-3) a une solution unique donnée 

par 

Ii 

Ji 
d 

J 
i 

X 

T 1 
n Ii 

X = ml I rr Il ( II-4) 

s i =l Ji 
J i 

d 

Ii 
Ii 

où S est l'ensemble des solutions de ( II-2) 

(démontré dans référence(3)) 

T 
On remarque que cette façon d'évaluer le polynôme x impose la rè-

cherche de toutes les solutions S de ( II-2). 

Une autre façon de procéder est donnée par : 

F. Proàécure de pelage 

• Elle permet de ramener la résolution de l'équation aux différences 

finies ( II-3) à celle d'une équation avec moins d'indices de som

mation. 

Cette procé dure est basée s ur le lemme suivant 

1 . 
Soit S = { m

1 
= m

1 
? m

2 
1 

ments de T contenant m
1 

>,, ... ~m 
r 

r ~ 2n- 1 } un chaîne d'élé-



Si X est solution de l 'équation ·aux différen<::es finies 

T 
s 

X = 
m' ~ $ S' 

1 

T G T' 
S • S' 

X 

T' 
S' 

X 

où x est un ensemble de conditions initiales et S' la chaîne 

correspondante dans T' alors : 

T 
s 

X 

est la solution de ( II-3) avec x comme ensemble de conditions 

initiales. Pour la démonstration, voir référence (3). 

Lorsqy'on applique cette procédure, deux sortes de treillis appa

raissent: 

1. 

Ii 

[ 
[ M < k ; m!J ] ~ 

. i i 

19 

treillis avec k éléments différents de 
1 

et de o dans la i ième ml 

2. 

oblique gauche de M < . 

[[M < k 

1 
Treillis avec k élément s différents de m1 et de 

oblique droite de M< 

ième 
dans la r 

Le nombre total d'éléments non nuls dans cette oblique étant 

égal à j . 
0 
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· ~~~et~ 
1 

Treillis du type 1. ml 
1 1 

ml ml 
1 

1 1 ml 
{1,2,3} ml ml 

([M m!J 3) 

1 1 1 0 
< 2 ml ml ml 

1 1 1 
{3,4,S} ml ml ml 

0 

1 3 
.o ml m4 . 0 

3 
0 ms 0 

0 0 

0 

Treillis du type 2. 

( [M < 2 
1 

s,·31 {1,2,3,4} 

ml] j 1 
{1,3,4,6} ml 

1 1 

1 
ml 

1 
ml 

1 
ml ml ml 

1 1 1 1 

1 
ml 

1 
ml 

1 
ml 

1 
ml 

ml ml ml ml 0 

1 2 1 1 
ml ms ml ml 0 

3 1 
0 ms ml 0 

0 0 0 

0 0 

0 



Ces treillis ont une exponentielle qui est un monôme ·car 

leur décomposition en tableaux binaires est unique .. 

Dans l'exemple, le treillis du type 1 a pour exponentielle 

, 1 3 
m -m 

( 
123) 1. 

4 

x145 

3 3 
m -m 

(
' 123) 

4 
S 

x2 45 • 

3 
m 

( 
123) .

5 

x345 

le treill is du type 2 a pour exponentielle 

1 2 
m -m 

( 
1234] l S 

x1236 

2 3 
m -m 

( 
1234] S 

5 

x1246 

3 
m 

( 
1234] S 

x1346 

(m~} ! 

Le pelage d ' un treillis de dimension 3 , soit T,est fait intégra

lement en . annexe 1. 

1 
ml 

1 2 

1 
m2 

2 
ml 

3 
T = m3 m2 ml 

2 3 
m3 

3 
m2 

m3 

21 

T ( - . x notee aussi (T)) est un polynôme défini par 10 ndices de som-

mation et 19 variables. 

Ceci est prévisible puisque si on cherche Son doit résoudre un sys

tème de 9 équations à 19 inconnues. 
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Ce polynôme s'écrit 

(T) - [ :~] [ml] [ml 
2 . 3 

- m2 

( 
123]m3 I 2 x123 

m3 ml - m2 ~,cp,cr,6,a,B;y , E ,µ,v 

2 2 

-~W: 
3 1 2 ' 1 2 

l ml - m2 - m3 - cp a ml - ml ml - m2 - a - cr 

3 3 
B 

1 2 3 3 
- cp - B - 6j ml - m3 a m - m2 - a -cr ml - m3 

2 

[ 

2 2 3 3 
ml - m2 - ml+ m3 

cr 

2 3 
~ - y - cp -

3 3 cp 
m2 - m3 µ m2 + m3 µ 

2 3 3 3 
cp m - m3 - E - V µ V m2 - m3 

3 

3 3 
- cp - a 

. 1 2 1 2 

(x~]~l 
- m3 

( 3]a-B( 3]8( 1Jml 
- ml - m + m2 + cr + a 

lx2 x3 xl 
.2 

1 - 2 1 3 
+ ~ -

. 1 3 
-~-B-6 

( 
11 m2 - m2 - m3 + m3 a+ B - cr+ o(x~Jm3 - m3 

x2j 

• 2 2 3 . 3 
+ cp 

(x~)ml 
- m2 - ml + m3 - cr 

3 3 2 3 

(x~]cr-6 ( 2] 6 
( 

23] y-E ( 23) m:2 
- m - y . m - m E - Y E 

· 3 

( 
12] · 

3 3 

[ X~~ 1 (3 - x13 x12 · x23 

2 . 3 3 3 
-µ iµ-y-

' 2 3 

( 
12] m

2 
- cp_ - ~+y+µ - m - cp- m2 + m3 µ - m3 + m3 + E + V 

3 
( 13]· • 

lx!~ J x12 x12 

( 
13jµ-v{ 13jv 

x13 (23 



Chapitre III Méthode numérique de recherche de l'exponentielle 

d ' un treillis de Gel'fand 

Soit Mun treillis de dimension .n. 

23 

Si on cherche à évaluer xM par la formule ( II.-4 ) il faut préciser ·. S. 

Préciser S c'est rechercher toutes les familles de solutions 

entières positives d ' un système de n
2 

équations à (
2

n ) 1 inçon-
n 

,J 9, 
nues (les d ) , (le système ( II-? )) 

I9, 

Ce système peut s'écrire sous forme matricielle 

➔ 

où IM 

➔ 

➔ 

IM 

est un vecteur 

du treillis M 

colonne 

➔ 

D 

rassemblant les 
2 

n 

D le vecteur colonne des (2n ) - 1 inconnues 
n 

[Al la matrice rectangulaire à 
2 

lignes n et 

nes remplie de 1 et de o uniquement. 

(III-1) 

composantes 

d 
J9, 

I9_ 

(2n) 
n - 1 colon-

Pour fixer les idées, on range les éléments du treillis M dans 
➔ 

le vecteur IM comme· suit 

➔ k 
IM ((k-l)n+ i) = m. 

l. 

➔ 

i = 1 , n 
(III-2) 

k = 1, n 

Pour ce choix du vecteur IM il existe une disposition ordonnée 
➔ 

des inconnues du système àans le vecteur D qui permet d ' écrire 
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l'opérateur matriciel [A comme la juxtaposition 

- d'une matrice (n,n) tr i angulaire supérieure, le triangle supé

rieur é tant uniquement constitué de 1. 

(on la ·note [T] ) 

- d'une matrice rectangul aire (n, 

(on la note [RJ ) 

➔ 
Cette disposition des inconnues, composantes de D, suit une règle 

dés igné e (a) 
2 

il faut choisir pour~ p remières inconnues, 
. J!l., 

les d qui sont 
I 

asso-

J9., 
ciées aux tableaux n 

de la forme 
I9., 

-- !l., . ieme • s uccessifs suivants: lei tableau e s t 

où k est l'entier positif 

ou nul vérifiant 

k n < i < (k + 1) n 

➔ 2 ➔ 
On note F le vecteur colonne de ces n premières inconnues et f 

le vecteur colonne des inconnues restantes placées dans un ordre 

quelconque. 

➔ 

Donc, D = 

L'opérateur matriciel [A] correspondant à cette isposition par-

ticulière des inconnues s ' écrit alors : 
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Le système ( III-1) prend donc la forme 

1 

( III-3) 

.cette matrice [TJ est régulière et son inverse [T]. -1 
est une ma-

• trice en nombres entiers 

t 
-1 

(i,j) 1 si j · = i 

-1 
(i,j) t = - 1 si j = i + 1 I 

= 0 dans les autres cas. 

➔ 

On peut donc tirer F de ( III-3) 

1 

➔ 

f ) ( III-4 ) 

Le pr~blème initial se ramène donc à la recherche de tous les vec
➔ 

teurs f à composantes entières positives, tels que les composante,s 
➔ 

F obtenues par (III-4) soient entières positi es. 

soit I..__F_=_[_T_] -_
1 

__ ( r_~_-_[_R_J _f_) _"p_o_.l 
II-5) 

1 . 
La méthode numérique qu'on utilise va donc proposer des vecteurs ·î 

. . 
à valeurs entières positives, évaluer pour chacun d ' eux les composantes 

➔ 

de F et les ~dmettre comme solution si les composantes de F sont positives. 

Cette méthode est détaillée en annexe 1. 



Remarque 

n = 3 

26 

un autre classement des éléments du treillis M dans le 
➔ 

v ecteur IM pourrait conduire à un même type de décomposition de 

l'opérateur matriciel [A] 
➔ 

, les composantes de F seraient 

rangées alors suivant une autre r è gle que la règle (a). 

1 

1 
ml 

2 
m2 ml 

1 2 3 
m3 

2 
m2 

. 3 
ml 

m3 m2 

➔ 
Le vecteur IM a pour composantes successives 

Les 9 tableaux obtenus p a r la règle (a) sont dans l'ordre 

11 1 11 2 · 112 112 113 l123 123 
1 , .]12 , 

3 
, 13 , 13 

, 
23 

, 
23 

, 
23 ' n 123 

➔ 
Les 9 premières composant es de F sont donc dans 'ordre 

dl dl dl d2 d12 d12 d13 d23 123 
1 2 3 3 13 23 23 23 123 

Le système se présente s ous la forme 



-, 7 
1 

r-;- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 dl d2 ml 1 1 

1 
1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 dl d2 m2 2 2 

1 ➔ 

dl d3 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 - 1 1 0 F 
.r.13 3 1 

2 2 d3 ml 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 d3 2 
-

2 
m2 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 

12 d3 1 1 1 dl3 3 

2 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ;1 d12 12 

m3 0 1 1 1 
23 d12 

3 
0 0 -0 0 0 0 i 1 1 0 ml 0 1 1 1 0 1 1 1 1 d13 d13 

23 12 

3 
m2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 ·o 0 0 0 0 0 - 0 

23 dl3 1 1 d23 13 

3 
m3 _ 0 0 . 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

123 d23 0 0 d123 13 

-j, 23 -j, -j, 
d12 ➔ [Tj. [R] ➔ IM F -
.i 
f 

➔ ➔ 

+ .· [R] ~ IM = [T] F 

1\.) 

--..J 
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Résult~ts obtenus par procédure de pelage et par méthode numérique 

Les intervalles de variation respectifs des dix indi~es de som-
T 

mation n'ont pas été précisé s dans l ' écriture analytique de x (page 22). 

En fait , ces indices sont soumis â des contrairltes , contr~intes impo

sées par la pré~ence des coefficients binomiaux et le caractère posi-

• tif des exposants des conditions initiales . 

[~~~119{~ 6 

5 6 

2 3 1 

1 0 

0 

Les indices de sommation doivent unifier le système suivant 

3 ;;:. 1 - </> ~ 0 3 - </> ~ 1/1 - y - µ ~o 

1 - </> ;;►,. a ~ 0 t/J - y - µ >,,, 1 - € - V 

a ~ 8 ~ 0 </> ~µ >,,,o 

2 a (J ·- C µ ~ V ~o 

1 </> 8 ô 0 3 ~ </> >,,, 0 

2 + </> ;;►,.- (J ;;►,.- 0 2 - t/J - 8 - ô > 0 

(J > ô ;;►,.- 0 t/J - a + 8 - a + ô r o 

y = 0 

€ = 0 

Ce système admet 10 solutions 

(a) </> = o, a = o, 8 = o , y = o, € = o , (J = 2 , ô = 1 , t/J -:: l. , µ = o, V 

(b) </> . = o, a = o, 8 = o, y = o, € = o , (J = 2, ô = o , t/J = 2, µ = o , V 

(c) </> = o, a = 1 , 8 = o , y = o, € o , (J 1 , ô = o , 1/1 = 2 , µ = o, V 

= 0 

= 0 

= 0 
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(d) </> = o, CL 1, B o, 'f = o, E = o, a = 1, 0 = 1, \/; = 1 , µ = o, V = 0 

(e) </> = o, CL = 1, B = 1, y = o, E = o, a = 1, 0 = o, 1/J = 1 , µ = o, V = o, 

(f) </> = 1, CL o, B = o, . y = o, E = o, a = 2 , 0 = o, ljJ = 2 , µ = o, V = o, 

(g) </> = 1, Cl = o, B = o, y = o, E = o, a = 2 , 0 = o, \jJ = 2 , µ = 1 , V = o, 

(h) </> = 1, CL = o, B = o, y = o , E = o, a = 2 , 0 = 1 , ljJ = 1 , µ = o, V = o, 

(i) </> 1, Cl = o, B = o, y = o, E o, a = 2 , 0 = 1, ljJ = 1 , µ = 1 , V = 1 , 

(j) </> = 1, CL = o, B o, y = o , E = o, a = 2, 0 = o , ljJ 2, µ = 1, V = 1 , 

o·• a utre part, le programme a ppliqué à ce même treillis donne comme résul.:.. 

tat le -polynôme suivant : 

T 2 12 2 12 
2 3 

X = 360 X3 x23 x2 (x1 2 ) xl 

12 12 2 
2 

12. 360 3 + x13 x23 (x 2 ) x12 xl 

2 12 2 12 
2 

3 + 360 X3 :x: 23 xl (xl 2 ) _x2 

720 
2 12 2 12 2 13 + X3 x 23 xl x12 x2 x12 

720 
12 12 2 12 3 2 + x13 x23 xl x12 x2 x2 

360 
2 13 2 12 

2 
2 + X3 x23 xl (x1 2 ) · x2 

3 12 2 12 
2 

2 + 360 X3 x23 xl (x12) x2 

12 12 2 2 
2 

13 
+ 360 x13 x23 xl (x 2 ) x12 

12 13 2 2 
2 

12 + 360 x23 x23 xl (x 2 ) x12 

12 12 2 2 
2 

13 + 360 x23 xl 2 xl • (x ) 
x13 2 



On peut vérifier que chacun des monômes correspond exactement à une 

des 10 possibilités prises par les indices de sommation de l'écri

ture analytique. 

Le premier monôme correspond à (a) , . le second à (b) , le tro·isième à 

(d), le quatrième à (h), le cinquième à (c), le sixième à (i), le 

septième à (e), le huttième à (f), le neuvième à (j), le dixième a 
(g) . 

Le résultat obtenu par ordinateur coïncide donc avec la solution 

acquise par la procédure de pelage. 

30 
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CHAPITRE I 

ESPACES DE FONCTIONS 

1. Espace de Fock sur :C n 

2 . Espace de Fock s ur les ma trices 

3. Espace de Bargmann-Moshinsky 

1 . E.6pac.e. de. Foc.k. ,6U/!. rn 
----------------------

A. Défin ition 

n 
On note z = (z

1
, .. . , zn) un é l ément de lC avec zk e lC 

JCn muni 'du produit scalaire défini par 

n 
va, b e ]C 

n 
a.b I ak bk (I-1) 

k=l 

est un espace de Hilbert . 

n 
on définit une mesure Sur ]C 

n 
d y(z) 

-n 
(-z .z ) = rr exp rr dxk dyk (I-2) 

k=l 



On définit l'èspace des fonctionsJF.' comme suit 
n 

f .e JF.' <;=> - f est développable en série sur lC n 
n 

c'est-à-dire 

f (z) 

• (I-3) sera encore noté 

f (z> = I 
h 

lfl 2 d 

a z [h] 
h 

y < 00 

h 
n 

z 
n 

(I-3) 

(I-4) 

(I-5) 

où h désigne (h
1

, ... hn ) un ensemble d'entiers positifs ou nuls. 

ah désigne ah h 
1 n 

[h] hl h2 
désigne z zl z2 

on note encore 

Si on munit lF du produit scalair~ : 
n 

z 

h ! 
n 

h 
n 

n 

V f, g e JF n (f,g) =ff (z) g(z) dy(z) (I-6) 

32 



. alors JF n est un espace d e Hilbert pour ce produit scalaire. Nous 

app.e l erons :Œ'n , espace de Fock sur lCn ( (4 )). 

B. Ca l cul du produit scalaire 

Proposition 

Soient f e :Œ' tq f ( z) = I a . [h] 
z 

n h h 

f e JF tq f' (z) = I a~, 
[h '] z 

n h' 
alors 

(f,f') = I[h!] ah a' 
h h (I-7) 

déf 
Il t ll 

2 
I [h!} 2 

(f, f) = l ah l 
h 

(I-8) 

Déroonstration 

( f I f I) = ,1 ah 
[hl I a 11 , 

[h'] 
) z z 

h .h' . 

I ah ah ' 
(z [h] [h~ 

= z ) 
h h' 

Or 0 si h-/ h' 

(I -9 ) 

[h!] si h = h' 

33 



en effet Y z e ~ • on peut écrire zk en coordonnée polaires 
k 

alors 

où 
1 

Wk = II 

or 

rTI e 
0 

donc 

w = 0 
k 

1 

[ rTI e xp (i 
0 

hk + 
[ ro r k 

0 

irn8 
d8 

si h ,; h' 
k k 

n 
II 

k=l 

(hf<. - hk) <h) 

hf<. +. 1 
2 

-rk 
e 

{ 
si ,; 0 m 

2·TI si m = 

2h + 1 
2 

-rk 

dq>k 1 . 

drk J 

0 

o· 

r~ k = II II 2 rk e dr si h ·= h' 
k k k 

0 

ou en effectuant le chang ement de variable t 
2 

= rk 

Wk = . [ Ioo 
hk -t 

dt] c\ t e 
h' 

0 k k 

= f(hk + 1) ôh = hk! Ôh h' h' · 
k k k k 

34 



D'où (f, f') 

En particulier 
2 

( f , f) = I [ h ! J I a h 1 
h 

C. Base orthonormale de IF 
n 

Proposition 

forme un système orthonormal complet 

pour le Hilbert IF (I-10) 
n 

Démonstration 

Par (I-9) on a · (uh ' uh' ) . = c\ h' 

{uh} est donc un sys t ème orthonormal 

D'autre part, si f e ]F 
' f(z) = l a z [h] 

n h h 

= I [h-!] 1/2 a h uh 
h 

= I Sh uh 
h 

où Sh = ah [h !] 1/2 = (uh ' f) 

D'où en utilisant (I-8) 
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(f, f) 

donc 

Cette dernière égalité est l' égalité de Bessel . 

Or, -dans un Hilbert, un système orthonormal qui v érifie l'éga1ité 

de Bessel est un système complet. 

D. Décomposition de lF en sous-espaces 
n 

Soit lB l'ensemble des polynomes. homogènes de degré s de lF oü 
s n 

Ces ensembles forment des sous-espaces orthogonaux entre eux. 

En effet , toute combinaison linéaire d'éléments de lB est dans 

E . 
s 

De plus , un élément arbitraire de E , soit 
s 

I s 

h tgJh l=s 

36 

et un é l ément arbitr aire de :iB , , soit 
s 

' [h'] 
L a h ' z 

h' tq I h' J =s' 

avec s f s' sont o r thogonaux puisque s j s' e ntraîne I hl f I h 'I, 

donc 

lF peut se décomposer e n sous~espaces orthogonaux. 
n 

Soi t f e lF , f 6 lB <=:> f (Vz) 
n s 

vs f(z ) où v e 

ou encore de façon équivalente 

arbitraire 

(I-11) 



f € lB 
s 

n 
<=> I 

k=l 

E. vecteurs pr-incipaux 

On dé-finit pour chaque 

s f 

critère 'd'Euler. 

n 
a € lC une fonction 

(z) 
d é f 

(a. z ) I e -- exp où a.z = ak zk a 
k 

(I-12) 

e 
a 

(I-13) 

e € JF , on peut écrire son développement en série sous la forme a n 

e (z) 
a 

a z 

Soit f(z) une fonction qu elconque de ]F on a que 
n 

(e ' 
f) = f(a) 

a 

en .effet, f € ]F entra î ne f (z) = I ah 
z [h] 

n 
h 

donc f( a ) = I ah 
a f h] 

' h 

.or par (r..:.. 7) 
/ 

{e ' f) I ah 
a[h] = f{a) 

a . h 

= f exp (a. z) f(z) dy 

Les vecteurs e sont appe lés vecteurs princi~aux. 
a 

(I-14) 

(I-15) 

(I-16) 

(z) 

La relation (I-16) leur p rête un rôle similaire au fonctions delta 

En particulier : 
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exp (b.a) et (e ,e) 
a a 

F. • Caractérisation d'un élément de lF' 
n 

= Il eall 
2 

= exp (a.a) 

(I-17) 

Soit f une foncti o n développable en série. On a 

f € lF <= > 
n 

C exp cl s z.z) 
2 

(I-18) 

où Cet B sont des con~tantes 

et B < 1 

Démonstration 

. f € lF' donc par (I-·16) 
n 

f (z) = (e , f) 
z 

par l ' inégalité de Cauchy-Schwarz !f(z ) 1 ~ Il f Il . Il e Il z 

donc on a (I-18 ) où 

Réciproquement, 

si 1 f (z) 1 

. alors , J. jf(z) j
2 

d y (z) 

2 = C 

< 00 

Donc f € lF 
n 

et 

exp 

J expj 

car 

li f li 1 
exp (:2 z.z) 

1 

(S z.z) d (z) 

n 
( B -1) (z.z I TI dxk dyk 

k = l 

B < 1 
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G. Opé rate urs sur 1F 
n 

On définit sur 1F les opérateurs suivants 
n 

Opérateur de dérivation · 

encore dénommé opé rateur d'annihilation 

Opérateur de mult i plication 

en·core dénommé opé rateur de création. 

(I-1 9 ) 

Pour éviter les difficultés, on se restreint aux applications de 

ces opérateurs aux polynômes. Les propriétés suivanœs sont alors 

.vérifi ées : 

[zk zi J = 0 (I-2 1) 

[ak ai ] = 0 (I-22) 

[ak ' zi1 = 0 
. k t 

(I-23) 

où 
déf 

[a ' b] ab - ba 

Démonstration 

(I-21) est évident puisque la multiplication est c mmutative sur 

:C et donc 

(I- 22 ) est immédiat puisque les polynômes sont infJ.niment dériva-

bles et donc 
a • 2f a2f 
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(I-23) vrai 
a 

(zt f ) 
a f 

est car - zt = 
é)zk é)zk 

<\t f + 
é)f a f 

= z -- - z 
t é)zk . t é)zk 

De plus, dk et zk sont adjoints par rapport au produit 

scalaire défini sur JF en (I-6) , c'est-à-dire , si on 
n 

note par ax ~ •opérateur adjoint à , a par rapport au pro-

duit scalaire , 

z <=> 
k 

Vf , g € JF 
n 

.chaque fois que zk . f et dk g e lF n 

Démonstration 

On se limite au cas où k 1 

On désigne 

Si f = 

d g = . 1 . 

• • • I h) par h 
n 

g = z: 

z [h"] 

en faisant l e changement de variable h
1
-1 ~ h

1 

h , ... h 
2 n 

... ·, 

(I-24) 

h ) 
n 
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dlg = I (1 + hl) Bh, 
[h} z 

h' 

où h' = (1 + hl' h2, •... , h ) 
n 

(z 1 f,g) = I [h' 1] a h Bh' 
h 

= I 
h 

2. E.opac.e. de. Foc.k .oWL lu ma;tJuc.e..o · 

Soit M(n) l'espace vectoriel des matrices carrées complexes de di

me nsion n, on le munit du produit scalaire suivant : 

v z, w e M(n) 
déf z.w = tr 

x 
(z w) (I-25) 

où 
!t 

z désigne la matrice transposée conjug~e de 

tr(x) dés i g ne la trace de la matrice x 

Si z e M(n) on notera par 

... , z 
n. 

les lignes de z 

... , z 
.n 

les colonnes de z 
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Sur M(n) on peut construir e un espace de Fock G) 
2 

Il suffit de remarquer que M(n) est isomorphe à lCn et de définir, 

comme au paragraphe précédent, un espace de Fock ® en utilisant 
2 sur:cn le produit scalair e défini en (I- 25 ). 

De manière analogue, on peut définir des opérateurs· de création et 

d'annihilation que 1 'on notera (pu_isque les variables des matrices 

M(n) sont représentées à l 'aide de deux indices) 

z .. f e F ➔ z .. . f 
lJ l] 

(I-26) 

d .. f e cl 
f F ➔ 

~ lJ 
l] 

On peut aussi définir les vecteurs caractéristiques de©, c'est
déf 

à-dire les fonction ew e ® telles que e~ (z) = exp (w. z) qui 

vérifient V f e ® (ew, f ) = f (w) . 

3. E.6pa.c.e/2 de Ba1Lgma.nn-Alo.6hù1J.:ik.y 

A. Définition 

Sur © l'espace de Fock sur M.(n) on définit les opérat_eurs 

(I-27) 

où zjh et dkh sont les opérateurs de création et d'annihilation 

définis en (I-26). 

A l'aide de ces opérateurs on construit les espa es de Bargmann

Moshinsky ®m : 
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Soit {m
1

, ... mn} • un ensemble d'entiers positifs 

ou nuls. On définit 

rn\Bml, ••• mn 
\V (noté encore @m) 

l'espace des fonctions f de® qui vérifient 

{

fjk f = 0 1 ~ j < k ~ n (I-28) 

r .. f =· m. f 
JJ J 1 ~ j ~ n • (r..:.29) 

Fn)B m Cette définition implique qu'une fonction f e \V est homogèrie 

de degré m. en la lignez. , en effet 
J J. 

tère d'Euler . 

. Observation ( ( 9) ) 

êJf 

êJzjk 
m. f 

J 
est exactement le cr -

®
m1,··· mn 

est vide sauf si les inégalités suivantes 

sont vérifiées : 

Démonstration 

On calcule [ f ij , f k~ ] 

[ z: 
s 

z . . d. , 
l.S J S 

~m n 
(I-30) 
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s m 

s m 

s m 

I I 
s m 

(car = zkm d . + 0 . k o ) 
J s . . J sm 

s 

Donc (I-31) • 

Soit f e B m et i, j e JN t q i > j on calcule (f . . f, f .. f) 
l.J l.J 



(par définition du produit scalaire, c'est une quantité positive). 

0 < cr .. f , r .. f) 
x = (r . . r .. f , f> 

l.J . l.J l.J l.J 

d'où 

(f ji r .. f 
l.J 

doric (f .. 
l.J 

f , 

comme (f .. f . , 
l.J 

positif pour i 

= (f. . f . . f , .f) car les opérat_eurs ·.d et ·z 
J l. l.J 

sont adjoints. 

= r . . r . . r.. r .. 
J l. LJ l.J J l. 

r . . - r . . 
JJ l.l. 

par (I-31) 

, f) = (f . . f , f) - (f .. f , f) + (f .. r .. f , f) 
J J l.l. l. J J l. 

par linéarité du produit scalaire. 

(f, f) -mjj (f,f) (f . . 
x r . . f, f) = mi + 

. J l. J l. 

par défi nition de @m 

= (m. - m. ) (f, f) + (f . . f r .. f) 
J l. J l. J l. 

= (mj m.) (f, f) par déf de Œ)m 
l. 

r .. f) = (m . m.) (f, f) p·our i > 1 
l.J J l. 

r .. f) et ( f ,f) s ,ont positifs, m. · 
- î i 

doit être 
l.J J 

> j d'où m. ~ m. · pour j < i , 
J l. 
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ml 
c'est-à-dire si il existe un élément f dans@ 

m1 ~ m2 ~ ... ~ mn et réciproquement. 

m 
n 

alors 

_Les sous-espaces @m peuvent être définis de manière différente 

Proposition 

La condition (I- 28 ) est · équivalente à la condition 

f(gz) = f(z) v g e @n , v z e M(n) (I-32) 

où @n désigne l' e nsemble {g I g e GL (n, X:: ) et gjj = 1, • 

g jk O si 1 ~ j -< k ~ n} 

Démonstration 

@ . est donc le sous-group e de GL (n, JC) formé des matrices triangun · 
lai.res inférieures avec de s 1 pur la diagonale central·e. 

f .k f = 0 J • 

n 
(j < k) <=> l 

h=l 

af <=> -- = 0 
azkh 

= 0 
{ 

j < k 

z e M(n) 

1 < k n 

où ·1 ~ h n 

1 < k ~ n 

<=> f(gz) = f(z) car le produit par g de z 

• ne modifie pas les éléments z 1h 

l~h~n 
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' i. 

1 

1 ' 

0 

21

21 • 
1 
1 
1 

z' 
nl 

1 

-- - _. - - - z' 
2n 

1 ' 
1 
1 
1 

- - - z 1 
nn 

z . z 
1 1- - - - - - - - - 1 n 
' 1 

z 

1 
1 
1 

nn 

où z'.. d é signe les éléments qui ont subi une modification lors de 
1.J 

la mul t _iplication p ar g. 

Proposition 

La condition (I- 29 ) est équivalente à la condition 

f ( oz) 
· m 

ô e @n = o f (z) V v z e M(n) (I-33) 

OÙ · 
@n 

désigne l'ensemble{o e GL(n, :C) tq 

[

o 1 -- -, __ _ 
0 

0 } et ê m désigne le p r duit 

0 ' 
o n ml m2 m 

é 1 02 o n 
n 
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En effet (I-29) implique qu 'une f ·on.::tion f e ®m est homogène 

d e .degré m. en la lignez .. (I-34 ) 
J . J 

D'autre part, multiplier z e M(n) par o e @n revient à multiplier 

z . par oJ. pour j = 1, ... n 
J• 

En effet : 
01 0 

' ' 
oz ' = ' 

0 on 

z11 zln 

' ' z z 
nl nn 

z 
ln 

Donc si on note f(z) comme f .(z 
1. 

, z2.' z 
n. 

) lorsqu'on considè-

re z comme groupement des n 

f (oz) = f( o
1 zl• ' 

lignes 

o 2· z2., 

m 
o n 
·n 

z1.' 

0 n 

z on n. 

z ) 
n• 

B. La structure d'une fonc tion dans @m (( 5 ), (6 )) 

N ot.otio n..6 p.1té.Li.m,i.na.,i.Ji.e.,.s 

On notera par 

id 
(z) le déterminant de la matrice 

a 

z 
n• 

par (I-34) 

. ) 
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:l a J . 

b a,b=l ... d 

formée au moyen des lignes ia et des colonnes jb. 



Autres no_ti:ltions 

6. (z) 61 . . . d 
(z) 

jd 
= 

J 1 j 1 ... jd 

i id 
6 1 (z) 6 

il •.. \i 
(z) ( I _-35) 

1 ... d 

1 d 
6(d z) = 6 (z) 

1 d 

où z € M(n) et d . - 1, ... n . 

Parce qui précède on peut caractériser une fonction de @m par 

les propriétés suivantes : . 

f e @m <=> . f analytique sur JC 

f (gz) = f (z) \J g € @n 

f (6z) = omf (z) \J 0 .€ @ n 

avec z € M(n) 

On définit@ . l'espace des fonctions qui s'expriment comme 
0 

combinaison linéaire des fonctions des espaces @ .m_ 

On remarque 

Si f e @
0 

alors f vérifie f(gz) f z) v g e @ 

On en déduit la proprié té suivante 

n 
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Propriété P
1 

Chaque fonction r de· @ .o s'exprime comme une 

fonction polynomiale des sous-déterminants 

d 1, . . . n. (I-36) 

La démonstration de cette assertion découle des propriétés des 

invariants par rapport à un groupe de transformation, elle né

cessite une introduction à la théorie des invariants et pour 

cette raison, elle est faite en annexe 2 . 

En appliquant cette propriété aux espaces @mon montre la pro

priété qui suit 

Propriété -P
2 

• ml 
Supposons® 

alors : 

m 
n 

non vide 

m
1 
... m 

f e ® . n <= > f(z) 

t•••t D,1 (Z)) ... n 

où P est un polynome de decjré (md-md_+l) en l 'ar·· 

gument D. . . ( ). d 1 t • 1 
Ji••• J d Z pour =, ... ,ne aVEC 

m = 0 (I-37) 
n+l 
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Démonstration 

Puisqu e 
/:::\B ml ••• mn 
~ e t non vide o n a par (I- 30 ) 

m 
n 

Puisque .f e @met @ m ·C-@
0 

on d éduit. 

f e @
0 

et par (I-36) ' f est un polynôme des sous-

d é terminants 6j 
1 

d = 1, ... n 

De plus f e @m impliq ue · : f vérïfie (I-33). , c'est-à-dire 

m 

f( oz) 
n 

on f (z) 

où mn+l = o (I-38 ) 

. D'autre par t 6. J' d ! o z) = .0 1 ••• cS d 
J 1 .• •• 

Donc1 s i on écrit f comme un polynàme des sous-dé terminants 

6. . (z) , ce poly'nôme devra être de degré 
J 1 Jd 

ml - m2 en 6
1 

(z)' 

m2 - m3 en 612 (z) 

m - m n+ l 
e n 6 (z') n 12 .. . n pour que (I- 38 ) s it vrai. 

Donc (I-37) est vérifié . 



CHAPITRE II 

1. 

2. 

3. 

REPRESENTATIONS 

Introduction aux représentations de groupes 

Représentations des groupes u .(n ) dans l'espace ® 
Représentations des groupes U(n) dans les espaces @m 

A. Définitions 

Une représentation .d'un groupe Gest un groupe d'opérateurs 

(que l'on peut aussi envisager comme un groupe matriciel) auquel 

le groupe .G est homomorphe. 

Soit G un groupe abstrait,· L un espace vectoriel réel ou .comple

xe de dimension n (on n'envisage gue les espaces de dimension 

finie), r un groupe d'opérateurs linéraires sur L . 

Une représentation de G e.st u n ·homomorphisme D 

de G dans l'ensemble des opérateurs 

à...:dire p~ur tout a, be G, il existe 

D (a) , D (b) e f t q D (a) D (b) = D (ab) 

f, C I E st-
(II-1) 
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Un cas important de représentation est la représentation unitai

r e , c e caractè re unitaire ne peut se d é finir que s'il y a un pro

duit scalaire sur l'espace vectoriel L. 

Notation (.,.) désigne ce produit scalaire. 

Une représentation est unitaire si 

(D(a)u, D(a)v) = (u,v) V u,v e L, va e G 

ou de façon équ ivalente 
::1: ~ 

V a e G, D(a) D(a) I oü D(a) représente 

l'opé r~teur ad j oint à l'opérateur D(a) pat 

rapport au produit scalaire. 

(II-2 ) . 

On peut définir une re l ation d'équivalence sur les représentations: 

Soient D(a) et D' (a) deux représentations 

dans les espace s respectifs Let L'. 

Ces représentations sont équivalentes si 

il existe un i s omorphisme S entre Let L' tq 

si u' = Su alor s D' (a)u' = SD(a)u u e L 

u' e L' 

ou encore D' (a ) Su = SD(a)u Vue L 

Puisque cette dernière relation doit être 

vérifiée pour t out u e L, SD(a) = D(a)S 

(II-3) 

A· partir de deux représentations dont o1 (a) et D
2 

(a) désignent 

les opé rateurs de r e présentations r e spe ctifs, il est pos sible 

d ' e n construi r e une nouv e ll e : la somme direc t e des 

D
l 2 _ 1 2 

représentations et D , notee D Œ D . 



directe de d eux représentations 
1 2 

définies La somme D , D 

sur les espaces v ector iels respectifs Ll , L2 est définie 

sur la somme directe des espac_es : Ll © L2 

Tout vecteur u de L
1 

Œ L
2 

s'écrit de façon unique sous 

e L
1

, u
2 

e L
2 

la forme u
1 

+ u
2 

avec u
1 

et 
1 2 dé f 

(D (!;) D (a)) (u) = 1 2 
(D (a)) (u

1

) + (D (a)) (u
2

) 

Par cette d é finition, la matr i ce (D
1 © o2

) (a) = 

( II-4 ) 

0 l 2 . 
D (a) 

Si une représentation est équivalente à la somme directe d'autres 

r e présenta tions, elle es t dite eomplUement ~fduct..i..ble . 

Dans le cas dè représenta tions unitaires, toute représentation non 

complètement r éductible est dite -Uur.éduetible. 

Proposition ( p . 69 ;( 7 )). 

_Une repré sentation D dans un espa_ce L est complè t ement_ r é 

ductible si L peut être écrit èomme la somme directe de 

deux sous-espaces Met N, chacun d'eux invariant pour 

tout D {a). 

Un sous espa ce M·est invar iant pour D(a) 

si D(a) u e M V u E M 

B. Exe mple de représentation ((7)) 

(II-5 ) 

Représentation du groupe SU(2) dans l'espace des p lynômes de 2 va

r i a bles homog è nes de degré 2j (j = O, 1/2 , 1, ... ) , noté D . . 
J 
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m 
L'ensemble des fonctions e (z) = 

[Cj+m) !] 1/2 
(j-m) 

est une base de ·ces espaces de représentations. 

Et donc, chacun des espace D. est de degré 2j + 1 puisque m peut 
] 

p rendre toutes les valeurs depuis -j jusque j. 

Soit u E SU (2), la rèprése ntation de u dans D . est par (II-1) un 
] 

opérateur Dj(u) q~i doit a gir sur l'espace D .. 
] 

On peut le définir de la façon suivante : 

-1 
= f (u z) où f ED. 

] 
z= 

Les éléments matriciels v é rifent l'égalité 

ml -1 j 
e (u z) = l 

-1 
Soit u 

ml · -1 
e (u z) 

m2=-j 

j+ml 

{al 1 zl + a12z2) 

1 

j-ml 
(a21z1 + a22z2) 

(j + ml) ! 

a ! ( j ' m 
1 
-a) !_ 
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D'où l'on déduit 

[ ( J• +m2) ! ( • ) • ( • + ) • ( • - ) • J 1 / 2 J-m2 • J ml • J ml • . 
D = --------------------

m 2, ml (j+m
1
-a)! 

j+m
1
-a 

x l (all) 
a 

Cette dernière expression peut encore s' écrire sous la forme d'un 

polynôme hypergéométrique : 

j-m 
1 

(a21) 

( 1) 

j+ml . . j+m2 
(a12) • (a21) 

('2) 
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min(a,b) a! b! (c-1) .J 
oü ~ F1 (-a, -b, c; x) = I 

r=o (a-r) ! (b-r) ! (c+r+l) ! 

(a ~ o , b ~ o , c p o) 

Et donc, les propriétés co ncernant les éléments matriciels 

r 
X 

r! 
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déduite s . au moyen de l a théorie des représentations fournissent 

des propriétés à ces p9lynômes hypergéométriques. 

2. Re.p1té-6e.n;ta;t,i,on dv.i gJz.oupv.i . ·u{n) dan-6 l'v.ipac.e. de. Foc.k (Ê) 

A. Définitions 

Soit u e U(n) = 
. x 

{u e GL (n, JC) tels que uu = r} 

Au€ U(n) on associe u n opérateur .de représentation D(u), 

noté aussi L 
u 

déf 
( z) f ( zu) , z e M ( n) . 

Il s'agit d'une représe ntation : 

( i) 

(ii) 

L est un opérateur linéaire en f, f e (Ê) 
u 

Soient u, u' e U(I)) , D(u u') = D(u) D(u') 

En effet, L ,f = f ((u u')z) 
u u 

f(u(u'z)) 

= L f (u' z) 
u 

= L ' (L ,f) (z) 
u u 

(II-6) 



58 • 

Cette représentation e s t unitaire : 

soient f, g e ®, (L f; L g) = (f,g) 
u u 

En effet, (L f, L g) = 
u u 

jf(zu) g(zu) dy(z) 

= f f (w) g (w) 
-1 

dy(wu ) par changement de 

variable 

f f (w) g (w) d y (w) 

car la mesure dy(i) est invariante sous 

les transformations unitaires puisque 

· exp (-(zu).(zu)) • = e xp (-(z. (zuu )) exp (-(z.z) 

3 . _ R e:ptz.é.-6 e,n;ta,ûo no dano .lv., v., pac.v., @ m 

A. Définitions 

Par ( I-33 ) 
m

1 
... m 

, f e @ n (noté @m) <=> f est une fonction 

m1,m2, · ··mn 
On désigne par L 

sentation Là l'espace @m. 

développable 

ml 
f( ogz) = 0 1 

en série telle que 
m 

o n f (z) 
n 

z e M(n) g e @ , 6 e @ 
n n 

m 
ou ·L la restriction de la repré-

(II-7) 

1 



Proposition ((5)) 

Si les inégalités m
1 

~- m
2 
~ ... mn sont satisfaites, la repré-

® m 
sentations de U(n) dans est une représentation irréduc-

tible et on obtient une liste complète des représentations uni

taires irréductibles de SU(n) en prenant les représentations 
n 

pour mn = O. 
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On peut aussi obtenir une liste complète de représentations uni

taires irréductibles de U(n) en permettant à mn d'appartenir à 
n 

;/. plutôt qu'à N . 



CHAPITRE III 

"REPRODUCING KERNEL" D'UN ESPACE D'UN . 

OPERATEUR. OPERATEURS DE BRANCHEMENT. 

1. "Reproducing kernel" 

2. "Reproducing kernel" de 1 'espace @~ 
3. Opérateurs de branchement. 

4. "Reproducing kernel" de l 'opérateur ,R:, 

1. "Re.pJz.oduung ke.Jz.".lei." 

A. Définitions 

Soit F ùn espace de Fock sur un espace de Hilbert complexe de di

mension finie. Soient z,w deux vecteurs de cet espace d'Hilbert. 

Définition 

Le "Rep~oducing Kernel" de l'espace F ,noté 

K(~,w) est un ensembl e de vecteurs de F Jin

dexéspar w, noté s K (z ) et définis par la 
w 

propriété 

(K , f) = .f (w) 
w 

V f e F 

(.,. ) est le produit 

scalaire dans F. 

(III-1) 
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Ce "Reproducing kernel" c9incide en fait avec l'ensemble 

"vecteurs principaux" dé f inis dans le chapitre r. 

En effet, soit F = lF n' 
l'espace de rock sur lCn 

Si K (z) appartient à lF K (z) = I 13h 
[h] z w n w 

h 

Si f appartient à ]F f = I ah 
z[h} 

n 
h 

(K 'f) = f (w) V f E ]F par définition de K (z) 
w n w 

-> I Bh ah [h!] . = Iah 
w[11]_ V (ah) 

h - h 

-[h] 

13h 
w 

=> = 

[h! l 

K (z) I [h] z[h] 
=>, = w w h [h!] 

1· KW (z) = > = e (z) par définition de e (z) 
w w 

Définition 

Si Gest un sous-espace vectoriel de F, le 

"Reproducing kernel" de G, noté KG(z,w) est 

un ensemble de vecteurs de G, indexés par 1,,, 

notés K (z) · et définis par la propriété 
G,w 

(KG ,f) = f(wY V- f e G ,w 

61 
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En particulier, les vecteursK (z) du "Reproducing kernel" de F 
w 

qui appartiennent au sous-espace G sont des vecteurs de KG(z,w). 

Soit F, F' deux espaèes de Fock définis respectivement sur les 

Hilberts complexes de dimension finie E et E' 

Définition 

Si M est un opérat eur linéaire borné défini 

sur F et à valeurs dans F', le "Reproducing 

kernel" de M est un ensemble de vecteurs de 

F', notés lM (z,w) tels que 

lM(z,w) = M(e) 
w 

(z) , w e E , z e E' 

Par définition de l'opérateur e , on a aussi 
z · 

JM(z,w) = (e , M (e ) ) z w 
w e E, z e E' 

B. Propriétés 

Propriété 1 

Soit {f.} une base orthonormale du sous
] 

espace G de F, a l ors 

Démonstration 

(K , f) = ' f(w) 
G,w 

l fj (z) ;f j (w) 
j 

V f € G par définition de K 

{III-4) 

(III-5) 

(III-6) 

G,w 
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K et f appartiennent à G, donc sont des combinaisàns 
G,w 

linéaires des éléments de base. 

=> ( l S. f . , I .a. f . ) =la. f. (w) v- (ai) ai G :c 
j ] ] i 1 1 i 1 1 

Par la continuité et bil i néarité du produit• scalaire. 

=> I 
j 

=> f. (w) 
1 

=> K - (z) = G,w 

Propriété . 2 

(f . 
J 

f.) = 
1 

la . -f. (w) 
1 1 

i 

l f. (w) f. (z) 
1 1 

i 

v- (a.) 
1 

63 

lM% (z,w) = lM (w,z) 
% 

où M est l'opérateur adjoint (III-7) 
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Démonstration 

(e 
z 

par définition de e 
z 

= (M(e ) , e ) 
z w 

par définition de l'opérateur adjoint 

= (e 
w 

M ( e ) ) 
z 

par symétrie hermitienne 

= lM(w,z) par (III-5) 

Propriété 3 

Si f e F a lors 
(III-8) 

M(f(z))- f:r-1(z,w) f(w) dy (w) 

Démonstration 

M f ( z) = ( e , Mf) 
z 

pqr définition de e 

= (Mx (e ) , f) par définition de l'opérateur adjoint. 
z 
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= f M~(e
2

) _ (w) f(w) dy(w) par déf. ~u produit scalaire 

= f IIM~(w,z) f(w) dy(w) par (III~S) 

= J 1M (z ,w) f (w) dy (w) par (III-7) 

J[l,1 (z,w) f(w) dy(w). 

Propriété 4 

S.i { ~} est une base orthonormale de F, alors 

IM : (z, w) = l (Mfk) (z) fk (w) 
k . 

Démonstration 

JM (z,w) = M(e ) (z) 
w 

par (III-4) 

= M( I fk(z) fk (w)) par (III-6) 

k 

= I (Mfk) (z) rk (w) par linéarit 
k 

Propriété 5 

Si P désigne la projection orthogonale de F 

sur le sous espace G -alors, KG(z,w) = IP (z,w) 

(ÙI-9) 

§ e t continuité de M. 

(III-,-10) 



Démonstration 

On a par . (III-6) 

= I 
j 

f. ( z ) f. (w) 
J J 

où {f .} est une base orthonor
J 

male de G. 

Si on désigne par {e.} la base orthonormale du sous-~space orthogo
J 

nal à G, noté G'J 

{e.} 
J 

U {f.} fournit une base orthonormale de F que l'on note 
J 

{li.} et 
J 

pour laquelle les égalités suivantes sont vérifiées : 

Ph.= h. 
J J 

Ph . = O 
J 

si 

si 

h. f. 
J J 

h . = e. 
J J 

Par conséquent, \ P h. (z) 
l J . h . (w) 

J 
avec {h . } b~se or

J j 
thonormale de F 

= lP ( z,w) par (III-9). 

2. Le. "Re.pJJ.oduc.,fog KVLne1." _de. @m 

Etudions le cas particulie r dè la définition (III-3) où .l'espace de 

Fock Fest 

On désigne 

définition 

l'espace © e t le soi:is-espace G est· le ous-espace @ ·m. 

par Km (z , w) le "reproducing kernel" K@ m (z ,w) et par 

Îl vérifie : 
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V w fixé · (Km , f) = f (w) 
w 

et en particulier, si I désigne la matrice 

identité de M(n), (K; , f) = f (I) 

Propriété 1 

* w , I) 

Démonstration 

(III,-11) 

(III~l2) 

Par (III-10) et (III-4) si p m 
est l'opérateur de projection ortho-

gonale _ sur @m on a : 

m 
(e Pm ) (III-13) K (z,w) = e 

z w 

D'autre part les opérateurs de projection commutent avec . les opéra

teurs L . , u e u (n)., car l e s e s paces ®m sont invariants sous la 
u 

représentation L. u 
On peut donc écrire 

(e 
z 

Pm L e) = 
U . W 

(e L Pm e ) , 
z u w 

= (L * e 
U"" Z 

Pm e) puis eue U(n) 
· w 

Or e (x) 
w 

lt = exp (w,x) = exp (Tr (w x)) 

d'où 
lt 

(xu) = exp (Tr (w x u) L e (x) = e 
u w w 
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!t . 
= .exp (Tr (uw x)) 

car la trace est invariante par transfor

mation unitaire. 

= e it (x) 
wu 

où x élément arbitraire de M(n) 

Donc L e e wu:t et L ~ e = e (III-14) 
u w u z zu 

Par conséquent (e Pm L e ) = (L x e Pm e ) 
z u w u z w 

par (III-14) 

donc, (e 
m 

e !t) (e Pm ) p = e 
,z wu ZU w 

par ( III-13) 

d'où, Km % m 
(zu, w) (z,w u ) = K 

si w = I et u = w 
;: 

I (III-12) est vérifié. 

m 
Cette propriété permet de restreindre l'étude de la forme K (z,w) 

à celle de Km(z,I). 

On sait que Km(z,r) · est un élément de @m, on peut donc lui appli-, 

quer la propriété (I-37) concernant la structure d'une fonction 

dans @m. Par conséquent : 

3: P polynôme 
m 

K (z,I) = 

où Pest homogène de degré ed en la variable 

d = 1, ... n 

avec d = 1, ... n-1 • 

e = m n n 

68 

6(n,z)) 



69 

Parmi tous les monômes qui interviennent dans l'écriture de P apparaît 

en particulier 

e 
n 

l'l(n,z) 

On démontre en fait que P e st constitué de ce seul monôme. 

C'est ce qu'affirme la prop riété 

Propriété 2 

m e . 
K (z,I) = C. ll (z) 

où C est une constante 

Démonstration 

Cette démonstration se fai t en trois pas. 

(ÛI-15) 

On désigne par S l'ensemble des autres monômes que lle(z) qui inter

viennent dans l'écriture d e P; monômes que l'on notera M(z). • On 

peut alors d émontrer les t r ois lemmes suivants : 

Lemme 1 SiM(z) e s => M(I) 0 (III-16) 

D'autre par t (III-17) 

Lemme 2 Si Mes, a lors M est orthogonal à llE (III-18) 

Lemme 3 m Il Ae Il -. 2 K (z,I) = u (IÜ-19) 

La démonstration de ces 3 l emmes est faite en annexe.3. 



Le calcul de la constante d e ll6e 11-2 
est fait dans (5) 

On r é swne le tout par: le t h éorème .suivant 

Théorè me 

o ù 

e = m n n 

d = 1, ... , n-1 

n 
rr 

:j =l 
(m . + n-j ) ! 

J 

[ 

n -1 n 
IT - II 

:j =l k=j+l 

no t 
= A(m) 

6e(z) est appelé vecteur d e poids maximal. 

(III-20) 

(III-21) 

Ces vecteurs ont une grande importance dans la théor·e des espaces 

de r eprése ntatiori. 
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3. Opé.ttcae.wu., de. bttanc.heme.n-t 

Dé finitions 

A toute matrice M(n-1) on peut associer une matrice M(n) par 

l'injeçtion canonique suivante 

2
11 

.. . 2
1n 

0 

0 - (III-21) 

z 
nn 

z, z 0 
n1 nn 
0 0 1 

(ml, ... mn) 
L qui est une r eprésentation de U(n) est donc en parti-

culier une représentation de U(n-1) si on considère les matric~s 

de U(n-1) comme des matrices particulières de U(n) . 

La définition des opérateurs de branchement est suggérée par le 

thé9rème suivant, appelé ' "_branching law". 

Théorème 
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Quand le groupe U(n) est restreint au sous-groupe 

de _transformati~ns linéaires d'un espace d1 dimen

sion p-1, la représentation irréductible d ~ U(n) 

caractérisée par le n-uple (m
1

, •.. mn) deviJ nt une 

représentation de U(n-1) qui est équivalen~e à la 
(III-22) 

somme directe de toutes les représentation irré-

ductibles caracté risées par le s n-uples 

... m' ) pour lesquels 
n --1 



ml :) ml' ;;:. m ~ m' >,, ••• m' ~ m 2 2 n-1 n 

et chacune de c es représentations apparaît 

dans la somme d irecte avec une multiplicité 

égale à 1. 

(démonstration voir référence ( 8)) 

m· 
L 'ppérateur de branchement R, est un opérateur linéaire défini 

m 

® m' 
sur B et 

sentations de 

à valeur dans ®m qui permet 

U(n-1) dans ®in' et d 9 ns @m 

·m 

R ' m 

d'échanger les repré-

(III-'23) 

tq 
m 

R , 
m 

m 
R · 

m' 
u e u(n) 

Cet opérateur est défini à une constante multiplicative près. On 

choisit cette constante de telle sorte que 

mation unitaire. 

4. Le. "Re.p11.oduung keAne.f "de. l' opé.11.à.te.UJL R:, 

A. Définition et propriété s 

m 
R, soit une transfor

m 

Si on note IRm·, (z,w) le "Reproducing kernel"de .l'o érateur Rm, 
m m 

-on a m 
IR ,(z,w) 

m 

m = R , ( e ) 
m w 

(z) par la définition (II,I-4) 
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Comme Rm, est un opérateur de @m' dans @m, e est un élément 
m . w 

Ill' 
de ® et donc w e M(n-1) tandis que . z E . M(n). 

Certaines propriétés de 
m 

:IR , (z,w) vont permettre de le caractéri
m 

s e r et de trouver sa forme générale. 

Propriété 1 

m 
Im (:IR ,(z,w)) 

m 
V w fixé 

évident puisque 

et 

Propriété 2 

m 
]R 1 

m 

m 
R ' m 

est un opérateur de ® m' 

m 
:IR , (z,w 

m 

m = R , (e ) (~) 
m w 

(Ôgz,w) = .l'm m 
IJ ]R 1 

m 
(z.,w) ô e@n 

g e@ 
n 

-®m 

V w fixé. 

(III-24) 

(III-25) 

évident par la propriété 1 et la caractéristique (I-32), (I-33) 

de l'espace ®·m 

Propriété 3 

m 
:IR , (z,ô' g' w) = (ô') 
. m 

m' 
m 

lR , (z,w) 
m 

o' € ®n-1 

• g' e ®n-1 

(III-26) 
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Démonstration 

1. On observe d'abord que 
m 

lR , (z,w) avec z fixé est fonction de w 
m 

2 . 

et appart_ient à ® m' 

:rn.m (z,w) 
m' 

* m = ]R ' m' 
(w, z) 

En effet, 

= (z) 

où { f j} est un système orthonormal de @m 

Or, l'image de 
m 

R , 
m 

m' 
est @ , donc 

m 
JR , (z,w) comme fonctio·n 

m 

de w est un élément de ® m' 

m 
Pour vérifier que l'image de R, 

m 
m le noyau de R, est l'espace · nul 
m 

est le complémentaire orthogonal 

f'ri"l m' est ~ il suffit de voir que 

puisque le noyau d'un -opérateur 

de l'image de son adj,oint. 

m' 
or, soit f e ® tq f e Ker 

m 
R , , alors, 

m 

m 
R , f = 0 

m 
=> (f, f) 

m m = (R , f , R , 
m m 

f ) = 0 

m 
puisque R, est une transformation unitaire 

m 

f = 0 puisque le produi\ 

scalaire est une orme non 

dégénérée. 

~m• 
Par la caractérisation de l'espace~ on peut conclure 
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(z, 6 1 g' w) 
m 

lR ' m 
(z, w) 

m 
e t donc m , (z, o' g' w) = 

m 
(o, l 

m' m 
lR , 

m 
(z, w) 

Pr opriété 4 

m 
lR ' m 

Démonstration 

m 
(z IR 

m' 
u, w) = 

m 
= TI~ ' m 

m 
R 

m' 

o' e @ 
1 

, g' e ® 1 . n- n-

(z u, w) si u e u(n-1) 

(e ) (zu) 
w 

m m 
(e ) (z) par définition de = L R ' u m w 

m m' 
(e ) (z) définitiçm de = R ' Lu par 

m w 

m 
(e lf) (z) = R 

m' w u 

m 
. (z, w ulf) = lR 

m' 

L' é gali,t é m m' 
) (z) 

m 
(e xl (z) entre R ' L (e et R ' m u w m · w u 

se justifie de la façon suivante · 
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(III- 2 7) 

m· 
L 

u 

m 
R ' m 



m' 
{z) .(zu ) (w, zu) L e = e = exp 

u w w 

(w 
% 

z) = exp u , 

= e 
wu% 

{z) 

B. • Structure du "Reproduc ing Ker ne l" 

Au moyen des propriétés (III-25), (III-26), (III-27) du "Reprodu

cing Kerne l" de Rm,, opéra teur de branchement, on démontre les ca-m , 

ractérisations suivantes : 

m m . ~ 
IR ,(z,w) =IR, · (zw ,I) 

m . m 

m 
IR , (z ,I) 

m 

V z e M (n) , V w e GL (n-1, IC) 

(III-28) 

v g e ®n , g' e <@ n-1>* 

(III-29) 

lR m , ( ô zô • , I) = ô m ( ô ' ) m 

I 

IR m, ( z , I) V ô e ® ô ' e ·@ 
.m m n' n-1 

Démonstration 

a) (III-27) . est vrai Vue U(n-1). 

Si w 
m· = I , (III-27) s 'écrit IR 1 (zu,I) 
m 

m % - m , ( ,u ) 
m 

(III-30) 

(III.;..31) 

Lemme .' : Si f, g analy tique sur M (n) , • si f (u) == g (u) V u e u (n) 

alors, f( z ) = g(z) V z e GL (n, IC) . 

Démonstration voir (5 ). 
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Comme mm, (z,w) est un élément de @m, il est analytique sur 
. m 

M(n) ~t (III-31) est vrai Vue U(n-1), donc par le lemme 

m m ~ 
lR, (zu, I) =lR, (z ,u) vueGL(n-1, JC). 

m m 

Il suffit alors de poser 

pour obtenir (III-28). 

~ 
u = w dans cette dernière égalité 

m 
b) lR , (ozo', I) 

m 
par (IÙ-28) 

c) 

m 
lR ' m 

(oz, I) par (III-26) 

m' m m = ( o ' ) ( o) · · lR , ( z, I) par ( II I-2 5) 
m 

donc (III-29) est vrai. 

m 
JR . , (gzg', I) 

m 

m 'JE = lR , (gz, g' ) 
m 

m = lR , (gz, I) 
m 

ID = lR , (z, I) 
m 

donc (III-30) est vrai. 

.~ ~ 
où g e '-!vn-l 

par (III-28) 

par (III-26) 

par (III-25) 

Ces trois caractérisations vont permettre de dé erminer la 
m 

structure de lR , . 
m 

En effet, la propriété (II I -29) exprime 

77 



m 
- l'invariance de lR , 

m -

m 
- 1' invariance de lR , 

m 

sous @n 

sous (@ n~l) ~ 

En utilisant le vocabulaire de la thé.or.j.e des invariants (voir an

nexe 2 ) on a 

6(1,z ) ... 6(n,z) forment une liste d'invariants typiques de base 

pour les invariants de@ ; donc, puisque mm, est invariant sous • n m 
@ , il s'exprime comme polyn~me des invariants 6(1 , z) ... 6(n , z) n 
où on substitue aux arguments typiques z , tous les arguments èo-

. . a 
lonnes z . , a= 1, .. n, dans toutes lés permutations possibles . 

• Ja 

PM c.oMé.qu.e.n,t poWt 1tupe.c.t.Vt l ' invalCÂ,anc.e. 1.>olL6 @ n 

p'1Â.me. c.omme. u.n polynôme. e.n lu déte.Jtminan,t,6 

R.m I.>, e.x
. m' 

601tmé.1.> à 
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p~ du üg nu 1.>u.péltie.Wtu de z , à 1.>avoilt . [ z ) d = 1, ... n. 
Jd . 

6(1;z) 6(n-'-1 ; z) forme un'e liste d'invariants typiques de 

base pour les inva.riants _de @ n-l d . m t . ; one, puisque m , es in-
m 

variant sous C-@ 
1
)*, il s'exprime comme polynôme des invariants 

n-

6(l;z) ... 6(n-l;z) où on substitu~, cette fois, aux arguments_ ty

piques (qui sont maintenant les colonnes zb•) tous les arguments 

lignes b = 1, ... n dans toutes les permutations possibles. , 

N.B. Dans ce cas, ce sont les lignes qui sont aff ctées car on 

• traite l'invariance sous (@ n-l) ~ et non pl s sous @ n-l 

PM c.on-6 équ.en,t poWt 1tupe.c.t.Vt l' invalCÂ,anc.e. -60LL6 (@ n- J ) :t 

:6 ' e.xpllÂ.me. c.omme. u.n polynôme. e.n lu déte.Jtminan,t,6 



à paJL.,ÜJt du pll.emiè.ti.u c.olonnu de. z e:t éve.ntue.lle.me.nt de. la n,iè.me., . 
. . 

J 1 • • • J d 
à-6avo,Ur, 6 (z) d == 1, ... n-.1 

n 
e,:t ( z) d == 1, n-1 

En regroupant le tout on obtient un premier résultat 

Etant donné (III-29), mm · est un polynôme P 
m' 

des déterminants 

6(d,z) _ 6 (z) 
1 . . . d 

; a= 1, ... , n-1 

'v 
6(d;z) _ 6 (z) 

L .. d-1,n 
d=l, ... ,n 

Çe polynôme vérifie la propriété (III-30) 

(III-32) . 

Celle-ci permet de déterminer le. degré de Pen chacune de ses varia

bl~s. 

Pour cela, on considère la forme suivante 

où ... , 

9 n-1 
6(n-1,z) • 

f ) 
n 

'v f n 
l'l(n,z ) 

sont des familles ordonnées d'entiers non négatifs. 

On désigne cette forme par if 6g _(z). 

On. remarque que cette forme est un monôme qui vérifie l ' .invariànce 

sous @ et (@ 
1
rx . 

n n-
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'\, '\, 

'\,f ml m '\,f 
6g (oz) 01 

n 6g 6 De plus 6 = 6 (z) V e D 
n n 

'\, 

où m. - . f. + g j + . .. + g 1 + f 
J J n..- n 

'\, '\, 

'vf m' m' '\,f 
6g (zcS ' ) (cS 1) 1 (cS 1 

n-1 6g et 6 = ) 6 (z) 
1 n-1 

où 
'\, 
m'. gj + f . 1 + ... + gn-1 + f 

J J+ n 

C' est en effet une conséquence des propriétés des déterminants qui 

interviennent . dans 't/ 6 g (z) . 

'\, 
Si on impose m. = m . 

J J 

'\, 
m'. = m' 

J J 

'\,f g 
la forme 6 6 (z) vérifie expctement les propriétés (III·-29) et 

(III-30); elle peut donc convenir comme forme pour 
m 

lR ' ; m 
il sµffit alors de. déterminer f et g au moyen des équations : 

m. = f. + g. + ••• + gn-1 + f J J J . n 

m'. = 
J 

On énonce alors le théorème suivant 

Théorème : 

mm (z,w) = K • m' 

où K -· constante 

(III-33) 

(III-34) 
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et f = (f ... f ) 
1 n 

g = (g l gn ) 

sont détermi é s par 

f. = m . m ~ 1 < j < n~l 
J J J 

f = m (III-35) 
n n 

gj = m'. - mj+l 1 < j < n-1 
J 

En effet 
m 

]R 1 
m 

m 
(z,w) = lR , 

m 

% 
( zw , I) par (III- 28) 

et, par ce qui précède, on déduit (III-34), 

tian de (III-33). 

(III-35) étant solu-

De plus, étant donné la re l ation d'ordre (III-22), f. et g, .sont 
J J 

bien des nombres non négati fs. 

La valeur de K s'obtient en calculant Il m:, • 11 et en imposant que 

m /";:;'\B_ m' R , soit une isométrie sur ~ 
m 

Les calculs ne sont. pas développés ici, mais voici le résultat dé

m9ntré par Henrich \(5)) : 

Thé orème 

d'entiers non négatifs qui satisfont aux· relations 

d'ordre (I II-22) ,alors l'opé r ateur de b r anchement 
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m @m' 
Rm' de B dans @ m qui est une isométrie 

m' 
sur ® admet comme "Reproducing Kernel" 

m 
JR ,(z,w) 

m 

m 
]R 1 

m 

où f = (f 1 f) .} 

g = (gl . . . g n 1 
n-1 

sont donnés par 
(III-35) 

A(m') est défini en (III-21) 
n 
TI , 'ù 

µ]. Q(µ;µ') Q(µ;µ') 
m j=l 

• A ( ) = ~--~----------
m' 

·P (µ) p (p') 

avec µ . 
J 

P(µ) 

m.+ n-j 
J 

= TI (µ _. -µk) ! 
j<k .l 

Q(µ,µ')= IT (µ ~-µk) ! 
j <k J 

p (µ 1) 

'ù 

= TI (µ '. -µ') ! 
j<k J k 

Q(µ,µ')= TT (µ . -µ~-1) ! 
. • j:Sk J 

(III-36) 

·on appelle · Uat.6 max..unaux de ®m les opérateurs : A(m)-l/ 2 b.e(z) 

On appelle é;ta;t.6 .tiemi~max..unaux de ®m les images dans @m des 
m' • m 

états maximaux de® par R,, avec met m' qui vé1ifient les re
m 

la,tions d'ordre (III-22). 

Propriété 

Les états semi-maximaux de @m sont les opé

rateurs A(m , )-l/2 6f 69 (z) 
m 

(III.,..37) 
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Démonstration 

Les éta ts max imaux de@. 
m' 

sont 

m' 
K (z,I) par (III-20) 

On leur applique 

m ( 1/2 m' ) 1/2 
R , A(m') K (z, I ) = A(m') 

m 

m' 
K (w,I) 'ay(w) par (III-8) 

A(m') 1/2 (Rm, (z ,w) 
m' 

(w, I)) déf. du produit = K par 
m 

sca laire 

A(m')l/2 (
Km' (w) 

m 
(z,w) ) = R ' I . m 

( , ) 1/2 Rm (z, I ). déf. de 
m' 

. - Am par K 
m' 

A(m') 1/2 m 
(z, I) = -F-m' 

-1/2 
)/ tg m 

(z) (III- . 6) = A ( ') par 
m 



CHAPITRE IV 

BASES DES ESPACES DE BARÇMANN-MOSHINSKY 

1. Introduction 

2 . Principe de la méthode inductive 

3. Construction explicite de la base dans les espaces @m 

4. Application à U(l), U(2), U(3). 

5 . Fonction génératrice pour U(l), U(2), U(3). 

1. · iwwduw.on 
----------------- -------

Par le biais des opérateur s de branchement, on peut définir une ba

se orthonormale dans les e spaces @men utilisant un processus 

d'induction. 

Cette base est connue sous le nom de base de Gel'fand. Il faut re

marquer cependant que, malgré l'existence d'une fonction génératri~ 

ce, cette façon d'obtenir la base est peu pratique_ l9rsque n aug

mente. 

Une autre approche est celle faite au moyen des treillis Tet de 

leurs exponentielles xT. Ce chapitre IV est consacré à - la descrip

tion de la construction des bases pour n = 1, 2, 3. 

2. P!Ûnc.ipe de la méthode induc..tive ( (10)) 

Cette méthode est fondée sur le théorème (III-22) ésigné aussi 

sous le nom de "branching law". 
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L'idée est de construire une suite décroissante de groupes U(n), 
. ®ml ••• mn 

U (n"--1) , • ... U ( 1) , de décomposer les espaces B • en sous-

espaces invariants irréductibles par rapport au groupe U(n-1), de 

d écomposer chacun de ces sous-espaces en sous...-espaces. irréductibles 

par rapport au groupe U(n-2) et ainside suite, pour arriver finale 

ment en U (1) . 

m
1 
... m 

On obtient ainsi une décomposition de@ n en sous-espaces 
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de dimension 1; En effe t , U(l) étant un groupe commutatif, ses re

présentations irréductibles sont de dimension 1. 

Par le théorème (III-22) cette décomposition est déterminée de façon 

unique. 

Chacun de ces sous-espacesde dimension 1 est donc issu d'une suite 

décroissante de sous-espa ces 

Nota.,t.i_on-6 

m (ml, m ) = (mln' m2n ... m ) 
n nn 

m' 
1 m' )' (mln-1 1 m )' (ml, ... = m2n-1 . .. 

n-1 n-ln-1 

nl = ml 1 

Avec ces notations, l e s ensembles d'indices doi ent vérifier par 

(III-22) les inégalité s 

(IV-1) 

i = 1, n-1 j 1 , . . . n-1 



Donc chacun de ces sous-es paces à une dimension peut être caracté

risé au moyen du tableau t r iangulaire M 

m 
nn 

M = mln-1 • • • • • • • • • • • • mn-ln-1 

et où les m. . vérifient les iné9alités (IV-1) 
1] 

(IV-2) 

On peut remarquer, dès maintenant, que le nombre de tels tableaux M 

est en f ·ai t exactement le nombre · de treillis T, de dimension n et 

du type M < [m] . 
n 

où la c olonne centrale 

ment m. (i = lr• .n) du t ableau M. 
in 

ml n 

mln-1 mln 

T = ml 1 m2 n mln 

1 
1 

m 1 

m2n n-ln-11 

m 
n n 

[m] est formée des élén 

(IV-3) 

Cette observation est fondée sur la comparaison des relations d'or

dre existant. sur un treillis et les relations (IV-1 

La dimension .des espaces d e représentation 

blie en théorie des groupe s. 

m 
n 

est éta-

Soit d [mJn la dimension a ssociée . à la représentation caractérisée 
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par la colonne centrale [m] 
n 

dans le treillis T 

TI 
i 

m~ i) (m. + j -
i <" l. J 

d[m] = 
n-1 

n 
TI (n-i ) i 

(IV-4) 

i=l 

3. CoMtlr.uc.tion e.xpÜCÂ;te. de fa bMe. daM fv., v.,pac.v., @m 

ml 1 
Dans@ , espace des polynômes homogènes de variable · 6

1 
(z) et 

de degré m11 en la varia le 6
1 

(z ) , une base naturelle est donnée 

m11 
_par 6

1 
(z) 

On s uppose ensuite par hypothèse de récurrence que les bases ortho-
' • ' 

nomales ont été définies pour tous les espaces @m pour lesquels 
m 

l'opérateur R, est non nul, 
m 

m 
aiors une base dans @ est 

m' bM e. de. c.v., v., pac.v., ® pM 

c'est-à-dire tq m1)m1).m2~ ... m~-l~mn, 

donnée par le.-6 ,ŒJag e.-6 de.-6 éf éme.YIXJ.i de. 
m' f' o pé.1t.a.te.W1. R m 

En effet, d'une part, par le théorème (III-22) on sait que lare

présentation de U(n-1) dans ®m est équivalente à la somme directe 
~m• 

des représentations de U(n-1) dans les espaces~ où 

m
1 
~ m1 >,, m

2 
>,, .. . >,, mn' donc il existe u.n isomorphisme entre @m 

et la somme directe de c es espaces. 

m' 
D'autre part, deux espaces ® pour des n-1-uple s m' distincts 

sont orthogonaux entre ex par le théorème d'ortho onalité entre 

représentations unitaire s irréductibles d'un même / roupe. 

Enfin, comme Rm' est une isométrie, les images des é léments de base 
' m 

des ®m forment une base orthonormale de ®m· 
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Chaque élément de base a donc la forme 

m m' 
f = R , R 11 m m 

m 
R 11 (1) 
~ 

où m, m', m", ... (m
12

, m
22

) , m
11

· sont des ensembles ordonnés de 

n, n-1, ... 1 indices tous satisfaisant les relatibns d'ordre 

ml ~ m1' >.,.... ••• m' 1 ~ m n- n 

m' > m" 1 ,,, 1' >,, m' 1 n-

Si on reprend la notation 

etc ... 

m = (m
1 

, ... m ) n , nn 

m'= (m
1 

, ... m 
1 1 ) etc ... 

n-1 n- ,~-

chaque élément de base peut aussi se désigner par 

f (M) r (IV-5) 

4. AppÜQa;tion à U(l), U(2), U(3) 

A. Les représentations irréductibles de U{l) sont e dimension 1 

puisque le groupe est commutatif . . 

®
m11 

Le vecteur de base dans est 

z) = (mll ! ) -1/2 (IV-6) 

(m
11

) !-l/2 est une constante de normalisation. 
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En effet z)) 

= 1 

ml 1 
6 (m 11 ; z) . est aussi le "maximal state'' de @ ~ar la définition 

de ·"maximal state". 

B. Les vecteurs de base pour les représeQtations de U(2) sont les ima-

1 , - m12m22 d 1•-1- d ' d (') 1 1 ges par operateur R e .e ement e base eu i , i s agit 
. mll @m12m22 
donc d'un "semi-maximal sf.ate" de 

m11 

et donc par (III-37) 

-1/2 

[
m12 ::2] 

[
m12 m22 ] 

f{ f 1 1\, f2 gl 
r = A (1, z) L'. (2, z) L'. ( 1, z) 

ml 1 ml 1 

[
m12 m22] m -m ml 2-ml 1 ~2 

A 61
(z)11 12 6

2 
(z) 612 (z ) 

m11 

(IV-7) 

par définition de 

c. La recherche des vecteurs de base pour les espaces e représentations 

de U(3) est plus laborieuse. 

Par la propriété (III-6) du ·"Reproducing kernel " d'un opérateur, on . 

peut écrire : 



1 . 

m. ml3 m2 3 m33 

ml2 m22 , 

puisque l'opérateur 
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ml2 m22 
est un opérateur de(]) 

ml 2 m22 

m13 m23 m33 
à valeurs dans@ et qq'un système orthonormal de 

ml2 m22 .@ est donné par 

{ r 

Donc., 

m13 m23 m33 
(z, w) I r . [ml~ m23 m33;z l r r12 m22 

;w] 
lR = 

m12 m22 
ml l 

ml2 m22 mll 

ml 1 

(IV-9) 

Cette. relation (IV-9) et l a proposition suivante SE~rvent à . évaluer 

les vecteurs de base de 



Proposition 

Soit z e M (n) et w e (n-1) (w peut êtr'e considéré aussi 

comme élément de M(n) p ar l'injection canonique (III- 2 1). 

Si Sd~n) désigne l'ensemble de tous les d~uples ordonné s 

6(d 
lt I 6J (z) 6J (w) (a ) zw) = 

• jesd (n-1) 
d = 1, ... n-1 

L{ (d lt I 6 (z) 6J (w) ( f3) zw ) = 

JBSd-l (n-1) 
Jn 

d = 1, ... n 

(La démonstra tion est en annexe 4) 
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(IV-10) 

Cet te proposition est ,util e si on utilise l'expression du "Reprodu-

cing 
m13 m23 m'.33 

kernel IR (z,w) en fonction des déterminants, c'est-

m12 m22 

à-dire par (III-36) 



Par la proposition (IV-10) et le théorème du binôme de Newton, 

(z,w) 

m -m 
1:,.

12 
(z) 22 23 

(IV-:- 11) 

(Cette égalité est démontré e en déta~l dans l'annexe 4) 

L'-expression entre crochets vaut, à un facteur multiplicatif près 

par (IV-7) 

(IV-9) déduit l'expression r . [m13 m23 m33 

zl 
Donc, par on 

. m12 m 2 

m11 

Il suffit en effet de rassembler les facteuri:, de 

[ 

m -m m -m 
- m22] .fll (w) 11 22 1:,.

2 
(w) 12 11 i\ 2 (w) 

dans les termes de la somm (IV-11) pour lesquels a + (3 m11-:-m22· 
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Le r ésultat final s'écrit 

r 
[

m12 m23 m33 

m12 m22 z = [ (m13-m23+l) 1 (m13-m33+2) ! (m23-m33+l) 1 

ml 1 
(mll-m22) ! (m12-mll) ! 

• ] 1/2 
(m12-m22+l) 

X [(m
13

+2) ! • (m
23

+1) ! m33 ! (ml 2-m23) ! (m22-m33) ! 

(ni13-m12) ! (m12-m33+l) ! (m23-m22) 1. 

(m13-m22+1) ! • J-1/2 

X I [m12:m23 l [m23 :m22 l 
(IV-12) 

· a+B=m11-m22 

Les conditions Os( a~ m
12 

- m
23 

• et o ~ B ~ m
23

~ 
22 

sont impli-

cites par la présence des coefficients binomiaux. 

Dans la suite, on désignera par la constante multi

plicative : 
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, 

5. Fonc.;U_on gé.né.'1.a.;t!uc.e, pOWL U ( 7), U ( 2), U ( 3) 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . - = = = = = = = = = = = = = ·= = = = 

[

m13 m23 m33 l 
Considérons l'expression (IV-12), elle donne la forme der m

12 
m

2 2 
;i . 

ml 1 

en fonction des sous-déterminants de z. 

On constate que tous les mo nômes du typé 

(a) 

apparaissent exactement une ·fois dans (IV-12), les exposants aJ vé-

rifiant les relations : 

al + a2 - m12 m23 {b) 

Ci,13 +a23 = m2 3 - m22 {c) 

Ci,13 + Ci,1 = 111
11 - m22 {d) 

a.2 +a23 = m12 - ml 1 {e) (consequence de (b) , ( c) , ( d) ) 
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(g) 

(h) 

N o.ta;tio Yl-6 

M désigne le tableau 

6a désigne le monôme (a) . 

De (IV-12) on déduit 

N (!1) f (M) L 
6a 

= 
a:s (a;M) 

a! 
(IV-13) 

où s (a;M) rassemble les conditions (b) (h) et N(M) est un facteur 

multiplicatif. 

Ceci sugg~re la constructio n de la fonction génératrice 

Soit f . - m. ij ij 

f. = m. 
ii ii 

- m . . 1 1J-

F = 

f13 f23 f33 

f 12 f22 

fll 

1. 
( V-14) 



Introduisons un ensemble de variables 

Il. -

et soit 11.F - TI 
i~j 

Alors, par (IV-13), 

f .. 
À. . 1.J 

1.J 

I 11.F N(Ml r (Ml = I I 
M M a:S(a,M) 

(IV-15) 

(IV-16) 

-On observe en (IV-14) que Fest lié à Met M est lié à a. par 

relations S(a;M) 

Donc, f13 = m13 - m12 = a 3 

f23 m23 - m22 a 13 + a23 

f 3 3 = a123 

f12 = m12- m11 = a 2 + a23 

f22 = m22 = a12 + a 123 

• f 11 = ml 1 = al + a12 + a13 + a123 

D'où, 1 I /1.F tia 

a! 
M a:S(a;M) 

a3 
a13+a23 a123 a2+a23 a12+a 23 

= I À13 À23 À"33 À 12 À22 
a 

al+al2+a13+a123 tia 
"11 a! 
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les 
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= 
a a12 

(À 6. ) 
3 

(À ' " ) 13 3 11 A22 µ12 

(IV-17) 

Dans cette exponentielle, le déterminant 6J est multiplié par 
, . . . , 

1 
. i ème 

1 
d 

A . . si J apparait a a 1 p ace ans J. 
1] . 

be cette expression (IV-1 7 ) et de l'égalité (IV-13) ·on déduit le 

théorème suivant : 

Théorème 

I 
M 

où N (M{(m 13 
- m . + 

23 
1) ! (m13 - m· + 33 

2) ! (m23 - m33 + 1) ! 

(roll - m22) 1 (ml 2 .,.. m11) ! m33 1 (ml2 .,... m23 ! 

(m22 -m33)! (m13 - m12) ! (m23 - m22) ! (m12 - m22 + J
-1/2 

1) ! 

(IV-18) • 
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Le r ésulta t reste v a l abl e 'p o ur U(l) e t U( 2). 

En effet de (IV-6) on déduit 

et d e (IV-7) on déduit 

r ·] 112 L(m12 + t>. . 



CHAPITRE I 

BASE DES ESPACES DE BARGMANN-MOSHINSKY 

ET EXPONENTIELLES DE TREILLIS DE GEL'FAND 

Dans la première parte de c e mémoire, nous avons défini le concept 

d ' exponentielles d'un tre illis de Gel'fand. 

La théorie .des repré s entati ons de groupes est reliée à ces polynômes 

e n remplaçant les (
2

n) variabl es par les (
2

n) sous-déterminants d'une 
n n 

m trice de dimension n. 

Soit le sous-déte rminant de la matrice complexez - (z .. ) 
1J 

formé par -les lignes il i et les colonnes jl ji 

j 1 ji 
n} Soit z = {z. , l~i~ 

1\., 11 ii 

Dans ces notations, z 
1\., 

T 
est un polynôme homogène dont les variables 

sont des sous-déterminants de la matricez. 

Grâce à un changement de notat .ions, on observe que les. 
. [m] . n 

z définis dans la théor ie des treillis de 

'\., ®m . avec les éléments de désignés par le nom de 

olynômes 

d coïncident 

.6 :t.a.,t (2_ Il : 
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. [ m] -
1 

[ rn] . n..- n 
De même, les polynômes de Gel'fand z coïncident avec les 

'\, 

" J.i emi-maumai -6:ta.x.e" : 

Ce changement de notations est 

(noté aussi (m
1 

, · n m ) qui caractérise 
nn 

m
1 
... m 

l'espace@ n est choisi comme colonne centrale du treillis 

. [m] . 
n 

100 

Le n-uplet (m1, ... ,m~-l) (noté aussi (mln-l' ••• , mn-ln-l qui vé-

rifie les inégalités (III-22) est choisi pour colonne [m]n-l du 

treillis . [rn 7 
1 

[m T . 'Jn- 'J.n · 

S. La matricez dont les sous-déterminants constituent les expressions 
'\, 

6(z ) et 6 (z) do it subir une transformation afin que ces sous-déter-

minants soient exactement ceux des expressions z T 

'\, 

Chaque élément de la matricez doit être échangé avec son symétri

que . par rapport à l'antidiagonale. 

z 
' n-ln 

->-

z 
nl ••••••

2
n -1 

2
nn 

z z 
nn n- ·n 

z 
n n-1 

(I-2) 

z · 
ln 
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Si on désigne par z' la. matrice aiQsi transformée, on vérifie 

(a) 

'\, 
(I-3) 

f( ') g !!:, z !!:, (z')(b) 

où sont des facteursmultiplicatifs. 

Etant donné le caractère assez lourd de toutes les notations, ce s 

vérifications ne sont pas développées dans ce travail. 

Une conséquence très impo rtante de l'identifica tion entr e les expo

ne ntiell e s de certains treillis et des polynômes des e spaces@m 

concerne. la recherche d'une base dans ces espaces. 

Deux raisons conduisent à émettre l'hypothèse suivante 

Les polynômes forment une base de 

m
1 
... m 

l'espace @ . n _ où [I1 J 
n 

[m] . n 

(cette base n'est pas nécessairemeni orthogonal~ 

m
1 
... m 

(on note aussi@ · n par ®fm]n 

En effet," lorsqu'on reche rche l'expression polynom ale de 

(I-4) 

z 
'\, 

(par ordinateur ou par pelage) on observe qu'il. s'agit 



9, 
de polynômes homogènes de degré m~ 

en les arguments 

en },es arguments l'i (z') 
k 

où z ' est la matrice transfor-
k ' 1 JI, . 

mée suivant ( S> 

Par le critère (I-37) ils appartiennent à 

D'autre part, le nombre de treillis du type M < [m] . 
. n 

TI (m~ 
k 

k-j) -~ + 
j <k J 

vaut 
n 

i) i TI (n -
i=l 

qui est exactement la dimension d [ni] n 
de l'espace 

n· 

(voir (IV-4) ) 

Evidemment, l'hypothèse (I-4) suppose l'indépendance linéaire de 

ces polynômes. 

Cette_ indépendance linéaire . n'a pas encore été démontrée de façon 

rigoureuse~néanmoins l'hypothèse (I-4) est vérifiée pour n ~ 4 

et pour un n quelconque, dans le cas particulier o 

n 
m 

n 
o}• 

Le chapitre suivant est la vérific_ation de l'hypo hèse (I-4) dans 

le cas particulier où n = 3. 
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CHAPITRE II 

BASE: DE 

1. Recherche de l'expression polynomiale de z 
'\, 

M < En ]3 

2. z 
'\, 

, base de 

, . , M < én ]3 • 
1. Re.c.heitc.he. de .l' expttUJ.i,<,on po.lynom.-la.l~ de z 

= = = = = = = = = = = = = = == === = = == = :, = = = == = = = ==== = ==- = '\, = = == = = = === 

Rappel de nota;U_on1.i : 

L'espace e s t aussi noté ~ m] n où la colonne [ m] n 

(z) = dét (z. 
ia jb) . a, b = 1, ... d 

=dét (z. a, b= 1, ... d 
1a ib) 

Pour trouver l'expression polynomiale de 

les résultats de la théorie des treillis 

M<[m] 3 . 
z . nous utilisons 
'\, 

ae Gel'fa d. 
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Proposition 

. (xl 2 •• •nJ. 
12 ... n 

Î1 
m 

n 

1 1 n 
11

n 
m -m T - m 

( n) 1 · 2 n-1 n 1 
xl y 

oü T 
1 

est le tre illis de Gel'fand de di-
n-

mension n-1 obtenu à partir du treillis 

initial après élimination de la première 

oblique droite et de la dernière oblique 

gauche. 

et oü y est un ens emble de conditions ini

tiales déduites de l'ensemble x par les 

relations 

j2 :i3 jR,n 

xi
1

+1 i
2

+1 ... it+l si jl = 1 

Par cette proposition, 
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(II-1) 



où T
2 

- m
33 

n
2 

e~t un treillis de dimension 2. 

L'~xponentielle d'un trei l lis de Gel'fand de dimension 2 se calcule 

par exemple par la procédure de pelage ((3)~ 

X I 
a 

1 
m12-m11-m23+m22+a 

(y 1) 

a 

Les conditions initiales· y sont fonction de z par la proposition 
.'\, '\, 

(II-1) et donc fonction des sous-déterminants 

z 
'\, 

X I 
0 

it 
. (z) par définition de z. 
Ji '\, 

On conclut 

a 

m -m 
L'i~ (z) 13 12 

(II-2) 
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2. 

Si dan~ l'expression 

r 1 
z 

D'al:ltre part, si z = 

et donc, 61 (z') = 2
33 

= 

t,,2 (z .') = 6~ (z' ) 

6
3 

(z.') = 6~ ( z 1
) 

(IV-12) on rempl~ce B par m
11

· - m
22 

- a, 

I 
a 

m -m 
6 12 ( z ') 22 33 

m -m +a m 
A ( 1 ) , 23 11 6 ( 1 ) 33 
Ll23 z 123 z 

63 (z) 
3 

= 2 23 = 

= ' 2 13 = 

z' , 

2 
6.3{z) 

1 
6

3 
(z) 

23 

s'écrit 

t,, 1?.(z') = 2
22 

2
33 

- 2
32 

2
23 

= 6 23(z) 
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= 13 · 613 (2') 6 12( , 
13 2 ) = 2

12 
2

33 - 232 2
12 

= 623(2) 

= 12 623(2') 6 12 ( 1 

23 2 ) = 2
23 2 · - 2

22 2
13 

= 623(2) 12 

6 123< 2 ') = 6123 
123 

Posant a = 

r 

m -m -a 
X 6~ (2 ) 11 22 

m -m 
6~~ (2 ) 22 33 

( z ') = 6 123 (2 ) 

-- D • 

m -m 
6 ~ (2 ) 13 12 

Comparant cette dernière expression et l'expression (II- 2 ), on 

déduit que les polynômes 

polynômes 2 
'\, 

M< [m] • n 

r 
2 

où [m1 n =. [::: , uniqueme nt par une constante 

• m33 

Ceci confirme l'hypothèse (I-~) de J-P. Ga2eau 

particulier où n = 3. Pour · n = 1 , 2 l'hypothèse 

a ussi vérifiée grâce à (1-3) puisque la base 

différent des 

licative. 

d cas 

est 

de ®ml est 

d e ®m 1 ,.m2 maximàl state et celle un semi-maximal sta·te. 
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On constate donc de surpl us que pour n = 1, 2, 3 

M< [m] n. 
z est une base orthonormale de @m. • 

.1 



1 

CONCLUSIONS ET EXTENSIONS 

Ce travail montre le rôle joué par les exponentielles des treillis 

de Gel' fand dans les repré sentations des groupe_s U (n}. 

C-1 

Or, comme on peut le voir dans les articles ((13), (14)) les fonc

t i ons spéciales telles que les fonctions d'Appell, de Gauss, de 

Lauricella sont liées à ç e s représentations. Ces fonctions pour

raient donc peut-être s'éc rire à l'aide des exponentielles de treil

lis de Gel'fand. 

Le programme (voir premiere partie) qui, à un treillis quelconque , 

associe son exponentielle est donc assez prometteur. 

On remarque toutefois que, lorsque l'écart entre la valeur des élé

ments du treillis augmente, la méthode de résolution proposée dans 

ce programme est coûteuse . 

Peut-être, une étude approfondie sur la résolution en nombres entiers 

d'un système à plus d'équations que d'inconnues pourrait-elle fourni~ 

des procédés plus efficaces. N' oublions pas que la difficulté essen

ti~lle est de trouver toutes les solutions du système . (II-2). 

Dans la seconde partie, nous avons étudié en détail l'article d'Henrich 

((5).). Certains points ont pu ètre· développés grâce aux nombreuses 

r é férences . citées dans ce t article. 

Dans la troisième partie, nous avons vérifié explic'tement la 

conjecture de J-P Gazeau dans 1~ cas particulier oü n = 3. En fait, 

J-P Gazeau. a également v é rifié les 

V n , f (M < [ m] 
n 

résultats suivanf s 

M< [m] n. f 

X) = N X 

'\., '\., 

( ( 3) ) 



si [m] = n 

Pour n = 4, [m]
4 

quelconque, chaque élément de la base de Gel'fand 

est une combinaison linéaire des exponentielles 

M< [m] • 

X 
'\., 

M< [m14. 

Si les x 
n 

forment une base (conjecture vérifiée dans le cas 
'\., 

n = 3), il serait intéres sant de trouver un processus 9 1 orthogonali-

M< [ m] . 
n sation qui transformerait les exponentielles X en une base 

orthonormale. 

C-2 

On pourrait, par exemple , écrire les vecteurs de base sous forme de 

polynômes à coefficients indéterminés dont les variables seraient les 

M< [m}n • 
exponentielles x et déduire ces coefficients en imposant à 

'\., 

.ces polynômes d'être orthogonaux deux à deux ( ( 1 7) ) . 



..-
ml 

1 2 
m2 ml 

1 2 3 1 2 3 
T = m3 m2 ml On choisit s = {ml m2 m) 

2 3 
m3 m2 

Il ?;; Il 3 Il z 
m3 Il trl 

Il X 
Il trl 
Il 
Il ..... 

1 ' 1 ( 1 1 
ml - m' m 1 1 

( 1 ( m2 . 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 

1 

ml 

lmi 

m2-m 2 m1-m 1 m 2 m 1 
(T) = I 1 1 1 1 2 ,2 3 1 3 · 2 

1 1 ,2 ,3 lm2 m'4m ' m3-m 3 m - m 2 m1-m 1 1 2 m 3 m 2 m 1 
m'2 2 1 2 3 ,3 '2 

1 

,3 
. 2 m3-m 3 m2-m 2 m 3 m 2 
m'3 

3 ,3 13 3 
m - m 3 m' 

3 3 

1 1 ,2 ,3 3 1 1 2 1 3 ,2 3 .On pose m 1 = m 2 = m 3 = m3 ~ m 2 = m' = m 2 = m 3 = m3 1 

1 3 
ml - m3 

1 3 2 3 1 2 3 m2-m3 ml -;p.3 
ml m2 m 

( 
123] _

3 
1 3 2 3 3 3 

(T) = ID3 - m3 · m2 - m . ml-m3 x123 . 3 
2 3 2 3 

1 

3 3 m2 m3 m3-m3 m2-m3 

0 

i 3 i 3 123 !l" On effectue le changement de variables m. - m3 = n . T - m3 1
123 = 1-J ..... 

J . J 1 -..... 



- - - - - - --- ----------------------------- - - --------

1 2 
On choisit S = { n 1 • n

4 
} 

1 • 1 n -n ' 
1 1 

1 1 1 
n2-n 2 

2 ·, 2 
nl-n 1 

(N) I 1 1 1 2 ,2 = n3-n 3 n2-n 2 1 n';in' 
1 1 1 1 3 13 

1 2 n3-n 3 nl-n 1 
n 2 

0 

On 1 1 1 2 2 => 1 1 pose n 1 = n 2 = n2 n 2 

r 

1 2 
nl-n2 

1 2 

1 

2 2 
n2-n2 n1-n2 

(N) L3 
1 , 1 

= nJ-n 3 0 
n' 

1 
0 0 

n, 1 
3 0 

A 

·®on effectue le pelage de A, on appHque le 

1 1 2 1 1 . 2 2 2 2 1 
sl = n1-n2 52 = n2-n2 sl = n1-n2 s3 

. 1 
n' 

1 
1 1 

n 2 
1 

3 1 3 1 ,2 
nl-n 1 n' . n 2 3 

,2 
n ;3 

0 

'2 2 ,2 2 
= n 1 = n2 n 3 = n3 . 

2 
n2 

2 
n2 

3 ,3 ' 1 2 
nl-~ 1 n 3 n2 

2 
n3 

0 

B 
changement de variable 

· 1 1 3 3 , 3 
= n3-n'3 ' sl = nl-n 1 

, 2 
n 1 

,3 
n 1 

,3 
n 2 

,3 
n 2 

2 
n2 

'3 
n 1 

3 
n2 

1 

3 
= n2 

:i,, .... 
1 

N 



1 1 1 1 l 1 

1 1 
s1 s1-s 1 s 1 

1 

1 

2 

f s~ j' 
, 

1 

s2 s1 . 2 1 1 1 2 2 • 1 1 ; 2 
s1 S2:--S 2 S -s I • s 2 s 1 

1 3 
I i 

1 1 1 1 1 3 3 
1 1 ,3 

s3 o · s1 = 
! 2 

s3-s 3 0 s1-s' l s 3 0 s 1 

·1. 0 

3 s',/s' l s 1 s1 . 1 
0 

12 1 0 1 0 1 1 0 1 0 
.S 1 

0 
13 

s 1 
\ 0 ) \ 0 

_ h . . { 1 2 3} ou on ac oisi S = s
1 

, s
1 

, s
1 

3 • . 2 1 3 
On poses' = s' = s' = s 

1 1 1 1 

sl-s3 
3 • 

= [si 1 l :~l 
1 1 s1 

I 1 1 1 
1 . 

'- 2 3 . 1 I 
'\ 3 

s2-s· 2 s1-sl s' sl . 1 2 
s 1J s' 

s1-s,1 " 1 1 \ 3 2 
1 1 3 3 

0 0 s 3 0 s1 
s 3 

0 1 

1 l 0 
1 

0 0 

1 

0 ) 0 ) 

C 
[(LM<2~:l 

3 1 1 1 1 1 1 
3 

s~1 j 1 

1] 

s1-s 2 s 2-s 3 s' • -
3 

(cM~2 s~] J 
s 2 

(x~) (x~) .(x;) = . 1 1 1 
. 1 3 s' s 3 2 ,• 

!):, 
..... . 
1 

w 



on effectue le pelage de C, on choisit 

1 3 1 3 ,, 1 
s1-s1 s1-s1-s 1 

1 1 1 2 3 1 1 1 "1 2 3 ,,2 
s2-s 2 s1-s1 s2-s 2-.s 2 s1-s1-s 1 

1 1 1 
0 0 = I 1 1 1 "1 

0 0 s3-s 3 ,,i'f' ,,1 s3-s 3-s 3 

0 0 
s j s 1 

0 0 .,2 . 
s 1 

0 
J. 

0 ) 

"1 
s 1 -

"1 
s 2 

,,2 
s 1 

s'' 1 ,,2 "1 2 3 
0 .0 On pose s 1 = ~ 1 = sl - sl 

3 

0 0 

0 



= 1 
Il 1 

s 2 

Il 1 
s 3 

[[h2 

1 2 
s1 .- s1 

1 1 1 ,, 1 
s2 - s 2 - s 2 0 

1 

1 1 1 Il 1 
s3 - s 3 - s 3 0 

1 0 0 

0 

[ [M<2 l 1) 1 2 l 
s1 - s1Jl 3 

1 
s -

1 s~L( = 

1 2 
s1 - s1 s1 ..:... s' 1 

2 2 

1 1 1 
s2 - s 2 

1 
S

Ii 

2 
1 1 1 

s3 - s 3 

1 1 1 1 1 1 s -s -s' +s' -s" +s" 
2 3 2 3 2 3 

(x~) 

0 S" 1 
3 

11 • -

1 \ 

"1 
s 2 

s" 1 
3 

Il 1 
s 2 

0 

(x~) 

(x;) 
.J 

2 3 
s1 - s1 

0 

0 

0 

0 

[ [M<2 ; s~ -s~u:i 
1 2 1 1 1 

s -s -s +s' +s" 
1 1 2 2 2 

1 , 1 ., 1 
s3-s 3-s 3 

0 

:t,, .... 
1 

u, 



[ [h2 
. 12 

_2 3 Il 1 2 3 Il 1 Il 1 Il 1 Il 1 
sl - sl s 2 sl-sl-s 2 s -s · s 3 

2 -s~Lt (x~) 
2 

2 3 
2 

; sl = (x2) x3 
Il 1 Il 1 

s 2 s 3 

En regroupant le tout et reprenant l'écriture en n~ on obtient le pelage de A. 
i 

On note les 

(A) = I 

1 
( x2) 

indices de sommations 

2] n2 

,3 
n 1 

I 
a, 8 
0, O 

1 7. 1 1 
n -n -n +n ' - ""1. B- a+ J: 2 2 3 3 u• u 

comme suit : 
1 1 

.s 2 = Cl '1 
s 3 = 8 

,, 1 
s 2 = 0 

Il 1 
s 3 = cS 

1 1 
n -n' - B- cS 

l 3 3 . . 
(x) • 

:J:< -1 
Q"\ 



- ---- -- ---- - - -

2 2 3 1 3 a-o 0 n -n -n +n -a 
2 

1 2 1 1 
(x~) (x~) (xl) 

@ On effectue 2 2 .. 1 3 3 le pelage de B. On choisit S = {n , n2 , n 1 n) 2 

2 
n2 

2 

1 

2 
n2 n2 

n~ ]· 

1 

3] 1 1 2 , 3 n 1 
I n 3 n2 n 1 = 

2 

1 

3 n • ~ 3 i 1-/- ., 1: 

n3 n2 n2 nj n 2 
.,2 

. 0 n 1 
"3 

n 1 

.,3 
n 2 

2 Il 1 • 11 1 
n2-n ~ n 1 

2 Il 1 2 ,.2 Il 1 \,.2 
n2-n 1 n2-n 1 n 2 n 1 

-~ \ 
• 1 1 ., 1 2 . ,;2 ,3 ,.3 Il 1 . .,2 .,3 
n 3-n 3 n.2-n 2 n 1-n 1 n - n 2 n 1 3 

/ / 
2 .,2 3 .,3 ,.2 ,.3 

n3-n 3 . n2-n 2 n . n · 
. 3 2 :i:, ..... 

1 

~ 0 0 -.J 



3 
On pose n" 

2 
,,3 = n 1 

,,2 
= n 1 

2 3 n -n 
21 2 

Il 1 
n 1 

"'-. 2 3 

3 2 = n ::> n" 
2 - 2 

[ 

2 l , 3] 
n2 n 1 

I n' - - n " 

2 3 
n2-n2 

2 3 
n2~n2 

n -n2 

2 ~3 3 

n' - n 

= n' ~ n~ 1 
n" 

3 
,,2 

n 3 

3 3 

2 ,,2 
n3-n 3 

2 3 
n - n 

2 2 

1 2 

0 

0 

[

n2 l[n'3] n~ - n~ '-----._ 2 3 = 2 1 n2 - n2 

n'3 n3 ·I . n•; - n"l 2 3 ·~ 
1 2 . n" 1 3 n2 - n ' 3 3 3 1 2 n - n 2 1 2 

n"2 n - ,,,,2 / 
3 3 . 3 0 

0 

.,,. 
D 

3 1 3 
n et n" = n 2 2 2 

3 
n2 

3 
n2 

""3 

n2 '\ 

n' - -n" 
3 3 

3 
n2 

,3 3 
n 1-n2 

1 

2 ,,2 
n3-n 3 

I 
0 

0 

[
, 3,2]23} 

lrM~2 ' n;J . · 23 
~ 

:i,i .... 
1 

CD 



0 

0 

r
. 3 l r .. 1 

1 
n2 -n . 3 

n"l n"2 
~ 3 . ~ 3 

• Il 1 ;,2 
n 3-n 3 

( 23, 
~ X13j 

' On effectue le pelage de D en utilisant le changement de variables 

= I 
1 1 

a 2 

1 1 
a 3 

,2 
a 3 

1 1 On pose a 
1 

1 1 1 
a3-a 3 

= ,2 
a 1 

,3 3 
n 1 - n2 

1 1 1 
al-a 1 

"" 

1 1 
n 3 

1 1 1 
al-a 2 

1 ,2 
al-a 1 

= ,3 
a 1 

1 ,2 
al-a 2 

0 

0 

=> 

~ 3 a -a' 
1 1 

/ 

,2 = 
a 2 

Il 1 
n 3 

2 2 ,.2 
a

3 
= n3 - n 

3 

1 1 
. a 3 

1 1 
a 2 

,2 
a 3 

- 1 
a' 

1 

\ 2 
a' 

,2 
a 2 

0 

1 

0 

\ 3 
a' 

/ 1 

a~ et a'~ 

::,; .... 
1 

\.0 



= I 
1 1 

a 3 

,2 
a 3 

= I 
1 . 

a 3 

,2 
a 3 

l 3 
al-al 

al-al al-al 
1 3 1~ 1 . 3 

1 ,1 1 3 ~ -
a

3
-a 

3 
a

1
-a

1 
O 

2 , 2 
a3-a 3 0 1 

~ 0 j 

[ [ 

- • 3 2] 1
2 

h 2 ; a :-a~] , 2 3 

1 3 . 
al:-al 

a3~a•3 

, 1 1 
a3-a '·3 

2 • 2 
_a3-a' 3 

3 
al 

a' 
1 
3 

1 1 
a 3 

2 
a' 

\ 3 

. 1 a -a'l 2 2 

( 
12 3 3-a3+a' 

x
1

) 3 

3 
al 

3 
1 
\ 3 

al al 

1 1 3 \ 3 
a 3 a al . 1 

1 

,2 
a 3 1 0 

\ 0 

[[h2 13] 3 3, ;zl .. 
; ai] 

2) 

a2-a,2 

( 
12) 

3 
3 

x23 • 

1· 3 . a -a 1 1 

( 

12 1 1 :-a3 +a' 
X ) 3 

12 

a3-a' 1 

(x13) 
1 

3 
12 

a l 1 2 -a' 
(xl3) 3 3 

13 

a'2 

(xl 3) 3 
23 

:i,, ..... 
1 ..... 

· O 



En regroupant le tout et reprenant l'écriture en n~ on obtient le pelage de B 
l. 

On note les indices de sommation suit 1 1 2 comme a 3 = l-1 a' = \) 
3 

Il 1 
n 3 = y .. 2 

n 3 = E 

["!] l: l [ 

2 , 3] 

[ 

• 1 l 
[ 

1 3 

n;l [: l (B) I 
n2 - n 1 n 3 - y- _µ n 1 

= 
n'~-y-µ 

2 .. 
y,E n

3 
- E - ' J l-1 

µ -,\) 

2 • 2 1 3 1 1 ,3 3 
n -E-V n2-:-n 1-n 3+y+µ n -n -µ 

12 3 
(x~~) . 

13 1 2 
(x23) lx12) 

,1 2 
, n -y-µ-n +E+V 

( 12) 3 3 
x13 

i 
Regroupant (A) et (B) dans l'expression de (N) et reprenant l'écriture en m. on obtient le 

J 

pelage -de (T) où on note les indices de . sommation :i:-..... 
1 ..... ..... 



Stlwc.;tu.Jte. du. p11.og11.amme.. 

Bloc 1 

Bloc 2 

Enumération d es tableaux binaires 

et remplissag e de la matrice R 

Ecriture du système ( III-~) 

-+ + 
Bloc 3 Recherche de s vecteurs f vérifiant F ~ O 

Détail du bloc 1 1 

1-1 Le ~hangeme.n;t de. notation 

J9., 
Enumérer toutes les inco nnues dI , c'est rechercher tous les cou-

9., 

ples de multiindices(I.Q,' J9.,) où I9., et J9., sont chacun des combi --

naïsons ordonnées sans r épétitions de 9., nombres pris parmi 

{ 1, 2, . . . n} 

Il est encombrant de re t enir toutes ces combinaisons dans l'or

d.:j.nateur, ·de les grouper 2 à 2 et de différencier les dJ9.,qui vé-
I9., 

rifient la règle (a) des autres~ (l'écriture analytique de cette 

règle est très lourde). Il s'est donc avéré µécessaire de recher-

cher une écriture plus c ompacte des indices des tableaux binai-

res. 

Avec cette notation, 
J9., 

chaque dI est caracté isé par seule-
9., 

ment une combinaison et non deux. 

On n o te par D. ( otation compacte) -le tabl au binaire 
1. l • • • ik 

Al-12 



, , 
/ 

, 
" 

/ 

schéma (b) 

Al-13 

Pour convertir l'indexation du tableau dans la notation c lassique , le 

pro9ramme utilise une mat rice intermédiaire notée trad que l'on rem

plit de 1 conformément a u schéma (b). 

Le nombre de 1 à gauche de la . diagonale D sur lq iième ligne 

vaut le (n - t + l)ième indice inférieur de la notation classi

que moins une unité. 

Le nombre de 1 sous la d iagonale D sur la tième colonne vaut le 
ième 

t indice supérieur d e la notation classique moins une unité. 

n -= 4 

soit k Dl 2 3 

trad subit le remplissa ge suivant 0 

0 

1 

0 

0 0 

/ 
0 0 

✓ 
diagonale D 

=> D
1 2 3 

s'écrit en notation classique 
0 0 1 3 

DO O 1 3 

0 

0 

1 

0 

1 .3 
ou Dl 3 



7- 2 Enwné.1ta,üon de/2 tab.te.au.x. bincuAe/2 

- Le s d 
Ik 

J9., 
(ou d dans l a notation classique) vérifiant la 

I 9., 

r ègle (a ) sont du type 

ou ' d nn 

ou d • 
. 1 ~n I • • • d 

nn .• .. n 

• n - 1 fois 

➔ 

- Les d composantes de f sont caractérisées toutes par les 
Ik 

Al-14 

combinaisons avec répét ition de k nombres pris parmi {1 ... n}dont 

on exclut cel l es où l es k - 1 derniers nombres sont égaux à n .. 

Méthode pra tique pour é numérer ces combinaisons : 

On utilise un vecteu~ i v initialisé à 1, de longeur k, qui 

contient la combinaison recherchée, 

un vecteur i w de longueur k qui contient les valeurs 

maximales de chaque composante de iv 

iv (i) < iw (i) i = 1, ... k 

(ce vecteur iw permet d'éliminer les combinais.ons ordonnées 

associées a ux tableaux vérifiant (a)) 

iw(l) = iw(2) = n - 1 iw(i) = 3 i = 3, ... n 

Le vecteur iw initial isé à 1 dans toutes ses co pesantes est 

déjà une combinaison. 

Pour trouve r les autre s combinaisons, le programme exploite 

l'idée qui suit 



.ième A la 1. étape, fixer les n - i premieres composantes, 

faire varier la 
. ième _ 

(n - 1. + 1) de 1 a sa . valeur maximale 

et pour chacune des v a leurs prises par · cette dernière, faire 

varier chacune des i - 2 • dernières composantes depuis la va

leur de la précédente jusqu'à sa propre valeur max_imale 

n = 5 

k = 4 

Première étape : 

1 
1 
1 
1 l

l [1 • [1 • 11 1 1 1 1 
1 • L 1 1 
2 3· 4 5 

Deuxième étape : 

Troisième étap~ ... 



Al-1'6 

Organigramme de la recherche des combinaisons ordonnées avec répétitions 

de k nombres pris parmi {1, ... n} 

initialisation de iv, iw 

iet = k 

1 = iv (k) 

i =.R. , 1,iw(k) 

iv(k) = i 

iet = i et - 1 

iv ( iet) iW (iet) + 1 

iv(i) = iw (iet) 

iet ,< i ~ k 

table de variables 

iv est un vecteur de dimen

sion k qui contiendra 

l'écriture de la combi

laison à k é léments,k ~ n 

iw est un vecteur de dimen-

sion k qui contient les · 

nombres maximaux de va-

riation des composantes 

de iv 

iet indique l'étage de iv que 

l'on fait varier. 



1-3 Rempw1.,a.ge. de. la. ma;t.tr),c.e. [R] 

(cette matrice est notée IR dans le. programme) 

iême + 
Si on suppose que le nom de la x inconnue de f correspond au 

tableau d. 
1.1 

, cette inconnue apparaîtra avec le coefficient 1 
ik 

dans· les équationsdu systême ( III-1) dont le terme indépendant est 

, ... r 
m. 1 ik- r+ 

avec r = 1, ... k 

iême 
Donc dans la matrice IR, on placera un 1 dans la x colonne à cha-

cune des lignes 

[oétail du bloc 2 

cor respondant à un des mr de la liste. 
s 

2-1 ITM est un vecteur q~i désigne [T]-
1

. IM 

ITR est une matriçe qui désigne [T]~~ [RJ 

]
-1 

Etant donné la forme particuliêre de [T les opérations matri-

cielles [TJ-: IM et [Tj-
1 

sont assez simples. 

2-2 max est un vecteu,r de longueur (
2
nn.) - n

2 
- 1 qui rassemble 

+ 

Al-17 

pour chacune des composantes de f la valeur maximale qu'el-

le peut prendre. 

Cette valeur maximale est liée à l'inégalité ( 

Idée du premier test que s bit max: 

_ . iême + 
On etud1.e la k composante de. f , soit d 

Elle est le coefficient d' un tableau binaire; soit Il(d)J d· ne pourra 

prendre une valeur supérieure à aucun des m~ dont la . position (préci-
J 



sée pari et j) dans le treillis M est une position où le tableau 

n (d) prend la valeur non nulle : 1. 

Idée du second test que s bit max 

Dans les notations du prog ramme, (III-5) s'écrit 

-+ -+ 
F = lITMJ - LITR] (f) ~ o 

On é tudie une ligne quelconque de ce système, soit la ième 

Si la i ième composante de [rTM] est positive et si la composante 

(i,k) de [ITR] est posit i ve, 

dre comme valeur maximal e une 

ième -+ . 
la k , composante de f doit pren-

valeur au plus égaJe à [rTMJ (i) . 

Détail du bloc 3 

La fonction I fact (x) c a lcule la factorielle de x. 

La subroutine Sol (k
2

, k
3

, .M) 

k2 désigne le carré de l a dimension du treillis M qui est 
-+ 

.égal au nombre de composantes de F 

-+ 
k3 désigne le nombre de c omposantes de f 

M la valeur maximale des composantes du treillis, donc 

-+ 
NF désigne le vecteur F 

-+ 
NV désigne le vecteur f 

aussi 

1 
ml 

. La subroutine Sol imprime les monômes dont les vari bles sont les 

Jt Ji 
x (conditions initiales) avec leurs puissances respectives d 

I t It 

M 
La somme de ces monômes donne le polynôme x . 

Al-18 . 



Méthode de la subroutine : 

Le premier vecteur NV proposé comme solution est le vecteur identi

quement nul. Les vecteurs NV suivants testés comme. solutions sont 

énumérés par l e même procEi ssus que celui décrit dans l'organigramme . 

Re marque 

Si on connaît toutes les s olutions du système (III-1) pour un treil

~is M donné (soit problème 1) on peut facilement tirer les solutions 

~u système (III-1) pour un treillis N de même dimension et t q 

i 
n . 

1. 
m~ Y { f 1 ; j f 1 

J 

a ~ o arl:;>itraire 

(soit problème 2) 

D'abord, si à chacune des solutions du problème 1, vous ajoutez a 

fois le tableau n~ , vous obtenez une solution ctu problème 2. 

Ensuite, il faut envisager séparément chacune des solutions du pro

blème 1. Il faut repérer dans cette solution que ls sont les coef-

1 
1_· 1 

ficients des tableaux ·au t ype , échanger un (ou 
11 

plusieurs) de ces tableaux par des tableaux symétriques par rapport 

Al-19 

à la colonne centrale .( 1 ~
1 1 

1 ~1 °) . On obtient ainsi une d é compositio n 

non plus du tableau M, mais d'un tableau M' identique à M si ce n' e st 

,1 > 1 que m 
1 

m
1

. 

c:ette transformation c.ondu it à une solution du 

fit d'ajouter à la 

]. 1 
1 

1 
d écomposition de M' , (m

1 

. 1 
pro lème 2 , il suf-

m'~) fois le tableau 

Ce processus doit être app liqué de toutes les façons possibles tant 
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'l • f - • - - 1 a· l • l' b • t 1 ' que m 
1 

reste in e rieur ou e ga m
1 

si on veut o t~nir outes es 

solutions du problème 2 

n = 3 

Le s treillis d u _type 

1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 

n2 
12 13 13 

2 
3 3 2 

Ils sont au nombre de 4 pour n = 3. 

Soit M le tableau Soit N le tableau 

7 • 10 

7 4 7 4 

1 1 1 1 1 2 

1 1 1 1 

1 1 

Une solution du problème 1 associé au tableau M est, par exemple 

2 n2 + 3 
1 n3 n12 (a ) 

2 n 2 + 2. + 12 



?our passer à une solution du problème 2, on peut, par exemple, échan-

ger le tableau n2 
2 

"L'échange" se fait comme suit 

1 1 1 

1 1 1 0 0 1 

0 0 0 esc échangé contre 0 0 0 + 0 0 

0 0 0 . o 0 0 

0 n2 
2 

0 
1 

Ill 0 

Il.n'y a évidemment pas égal ité entre 

2 1 2 n 
2 

et n 
2 

+ n 
1 

mais cet échange n'altère que le nombre placé 
1 

en pos ition m
1

. 

1 
2 n • + 4 
2 

n1 + ·n2 + n3 + n12 
2 1 2 12 

est une décomposition du tab leau 8 

7 4 

1 1 

1 1 

1 

:::;> une" solution_ au problème 2 est, · par exemple 

n.1 + n2 + n3 + .n12 + (10 - B> n.1 
2 1 2 12 1 

2 

0 

n2 
1 

On peut, à partir de (a)dédu i re d'autres solutions du _( roblème 2) en 
2 3 

" échangeant" les deux tableaux n
2 

, ou en "échangeant" le tableau- n2 

Al-21 
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2 • 3 
ou encore en "échangeant" l ' un des tableaux 11.

2 
et le tableau n.

2 
, 

ou finalement en "échangeant " les .deux tableaux n.~ et le tableau n.~ 



1 PROGkAM AGL 
~ C 1-----------------------------------------------------f 
3 C I CALCUL CE L'EXP0NENTIELtF · D'UN TRFiLLlS 0~ GEL'FANO 1 

4 C t-------------------------~----------~----------------1 
5 
o C ~EfLARATIONS 
l 

I 
J 

l(J 

l l 
1~ 
1 :i 
14 
15 C 
l 0 
!? 
! j 
)9 
20 

?. l 

"100 

j996 

1997 

D I ,_. F. N S I O N I Il ( 5,) , J W ( 5 ) 
OIMF.NSJON JR(25,227) 
OHiENSION iEKC5) 
Cû~MON JM(?.5) 

· co~MON ITM(25),IlR(25,221) 
c0,-11~ 0N MAX(22l) 

LECTURE (T IMPRESSION 

Rf:AO 1,N 
FOR"4 .~T(I2) 
N2=N••2 
N~=IF~CT(2~N)/(IfACT(N>••,>-1-N••2 
RFAO 100,(IM(l),I:1,N2) 
FORMA1<25I3) 
PRJN'T 1996 
FORMAT (1H1) 
PRINT 1997,CJH(I),l=1,N2) 
FORMAT(1X,'LES ELEMENTS OU TREJLLJS ~ONT',/,1X,2513) 

.:0 NL.=1 
29 M11=IM(1) 
30 NUt-' = 0 
31 [)() 22 J=1,N2 
3~ DO 22 J=1,N3 

2 2 53 IR<I,J)=O 
i4 DO . 4nol l<lP=1,N 

4003 ~~ IFK (KJP) =o 
.fo 
37 
n 
.S ') 

C ---- 8LOC 1 
C 

40 PRINT 1995 
'19 <;5 41 FOR~AT C/,1X,'ENUM[~ATION DES TABLEAUX BINAIRES ') 

42 PRINT 1994 
1 r; c; 4 43 FORMAT (1X,33(1H-)) 

4ft DO 4000 KOP=t,N 
45 l<UP=1 
4~ IFCl<OP.E0.1) GOTO 40-01 
47 00 4002 1=2,~0P 
43 ~002 IE~(I)=N 
49 4001 1EK(1)=KUP 
50 CALL NOM(KOP,lfK,N~,N) 



' . ' ..) ' 
52 
'..> .3 
~4 
, · r 
..J:J 

5..:i 
57 
':53 
59 
oO 
-.) 1 

• ,) :! 
o::i 
64 
65 
06 

6? 
63 
,j9 

70 
l l 
l~ 
73 
14 
15 
?::; C 
7 7 C 
Jj 

l 9 
JO 
J 1 
j .! 
33 
:-3 4 
35 
J6 
J? 
J3 
3-J 
'J 0 
') 1 
9 :! 
93 
)4 

t 5 
96 
97 
9 d 
:; .;, 

:oo 

.. 
N4:;N4+ 1 
lF(KUP. EQ.N) GOTO ~coo 
l<UP:;KUP+1 
GOTC 4001 

4000 CONTINlJE 

N4::N2+1 
rio? t<=2,N 
PRINT 259,K 

~ 5~ FORMAT(1H1,'LA VAL EUR Ol.J ~ EST',I,) 
DO~ 1=1,K 

~ IV(l) :: 1 
DO 4 l=~,.K 

4 I W < I) =N · 
I W ( 1) =N - 1 
IW(2)=N-1 

.:! 5fi lfi=K 
LU=l\/(Kl 
L1=IW(K) 
DO 5 J=LU.Ll 
IV(K)==I 
CAlL NOM(K,IV,N4 , N) . 
N4=N4+1 
NUM=NUM+1 • 

Rf~PLISS~GE JE LJ ~ATRICE RFCTJNGULAlRE 
--------------- ----~--------------

DO 7 NR=1,t< 
I F J N ·TV ( 1< - N R ♦ 'I ) 
00 8 _IND=1,IfJ.N 
LIN=(NR-1)*NtlN0 
IR (LJN,NUM)= J 

.Il CONTINllF. 
7 CONTINUE 
5 CONTINUE 

257 IET=IET-1 
IF(IET.EQ.O) GOT 0 2 
lf(IVCIET).EQ.I~ ( l[l)) _ G0T0257 
IVCIET)=JV<Ii:T>+ i 
DO 10 I=IE -T;K 

10 IV(l)=lV(IET) 
GOTO 256 

~- CONT INl.JE 

f11--l4 



10 1 C 
j l) 2 C 
10 3 
l0 4 C 
'l05 C ·-
100 
·:0 1 
'10 8 
l o 9 , 
-1 ·1 0 

11 1 
l i.: C 
j 1.5 C 
1 1 
., 15 
l 1,:; 
! i 7 
•i l !i 
1 l 'J 
12 0 
·1 t! 1 
1~2 
J2 3 
12 C 
'12 5 C 
12 0 
12 7 
'J..'.J 
·1.~ 9 
1J o 
·1 ..i ·, 
i32 
·1 3 j 
1 J 4 
IJ S 
L:i' 
1 J 7 
1 1 d 
13 '} 
'140 

. J 4 1 
14 2 
143 
1'. 4 
14 5 
14 

14 l 
14 ::3 
14 9 
l 50 • 

---- BLOC 2 -~--

CPLCUL DE l-14H 

N21=N2-1 
DO 80 l=1,N2 '1 

13 0 JH\<J)=JM(l)-lHCl-t1) 
I -TH(N2) =IM(N2) 

CPLCUL OF T- J>tR 

DO 81 I= 1 ,N2 1 
oo ~q J= 1,N3 

~I lTRCI,J)=lR(I,J)-lR(l+1,J) 
DO 8 2 K=LN3 

H?. ITR(N2,K)=IR(N2, K) 
N 1 =N-1 
PRINT 777 

777 FORMAT(1H1) 

A1~ J.S 

RECHERtHE DE LA ~ALE UR MAX DES COMPOSANTES DE GRA~O F 

. DO 500 1<=1,N3 
5 CO MA X ( Id =M 11 

DO 66t K=1,N3 
()0 6t.7 1=1,N2 
IF <ITR(l,K).NE.1) GOTO 668 
Jf (~AX(K).GT.IM(I)) MAX _(K)=IM(l) 

668 CONTINUE 
667 CONTINUE 
666 CONTINUE 

DO 501 I=1,N2 
DO 502 J= 1,N) 
IFCITRO,J) .LE.O) GOT0 502 
IF (ITM(J).LT.O) ,01 0 502 
IF(ITM(I).LT.MAX(J)) MAX(J)•JTM ( I) 

50';! CONTINUE 
501 CONTINUE 



I '.:> l 
1 5 .; C 
i 5 :S C 

15 5 C 
150 C 
15 ? 
15 6 
15 9 
i60 
lu 1 

·16 ~ 
·1 t>3 

---- -HLOC 3 ----

!~PRESSION ots RESULTATS 

PRINT 1999 
19SS FoRMAT(tH1,'LEs Rf SLLTATS SONT') 

CALL SOL(~2,NJ,M11) 
·1000 CONTINUE 

;_: i;~ SîCP 
fND 

lj1. -i 6 



j 

2 
3 · C 
4 
5 
6 
7 
d 

9 
10 
-,-; 
12 
13 

15 
1 
17 
1d 
1 ·r 
:a . 
2 ~ 
~2 
.! 3 
'- 4 
c~ 
J o 
~ l 
.:! d 
29 
;u 
.3 1 
3 2 
J j 

.:54 
.~5 
So 
37 
J J 
J / 
40 
4 1 

~EfHERCHE DU NO ùU TABLEAU BINAI~É DANS LA NOTATIOh CLASS 

OHHNSION l\1(5) . 
D1MENSJON lS(5) , LX(5) 
J N Tf GER TRA O ( 5., 5) 
DO 820 KX=1,i~ 
oO 820 10=1,N 

~?.O TRAO(KX,KY)=ü 
DO 801 L=1,K 
!TRUC=N-IV(K-L+ 1) + 1 
DO A02 ICOL=;rRUC,N 

BOZ TRAD(L,ICOL)=1 
801 CONTINlJE 

00 -~03 L=1,N 
LSI=O 
MU=N-L t 1 
DO 804 ICOL= 1.,folU 

~C4 LSl=LSl ♦ TRAO(L.,l C OL) 
LS(L)=LSI 

~Cl'3 CONTINUE 
PRINT 1300.,CLS(N-J1-t1),M=1,N) 

1 3 0 0 FORMAT C 1 X , / , J)(, • l ND l CES I 1\ FER I EU f< S • , 5 .L.!) 
00 iW5 ICOL= 1,N 
LSJ=O 
NU:N-ICOL ♦ 1 

DO 806 L=NU.,N 
8n 1) L S f = LS I ♦ TRAD CL, l COL) 

LX(ICOL)=LSI 
>:l05 CONTINl.:f: 

PRINT 1301,CLX(H).,M=t.,N) 
j~01 FORMATC1X,/,• IN DICES SUPERIEURS '.,512) 

PRINT 5025,KAP 
5025 FORMAT C1X,/,1X., 1 A CE TABLEAU ON ASSüClEKA DANS LE POtYNOHE 

CLA CONDITIOH lNl l l~LE x•,13,/) 
REllJkN 
FN r, 



FIINCTION IFACr<X ) 
) · 1NT E GF R X1X1 -

J M;::; 1 
4 JY=1 
5 I f(X .Ea.o.oR.X.E Y. t> 6010171 
ù X1=X - 1 
7 oo 170 1 = 1 • X ·1 
J 1?0 JY=rv~or+n 
9 ~ 7 1 IFACT=IY 

:0 RfTURN 
j 1 f N î\ 



.5 C 
1 ... 

RfCHf~CHE OE~ MON ù~[S SOLUTIONS 

S COMMON IM(25) 
6 C O M ~ 0 N I TM ( ? ~ ) ,, I 1 ( 2 5 , ?. 2 7 > 
1 CO~MON MAX(2?7) 
J nIM EMSION NFC25).,N \1(227) 
J DlMfNSION NP(Ul) 

IU INTEfilR CO[F · 
Il Oo ,oo 1=1.,KJ 
12 •n(l NV (T) =n 
Li 3011 NFT=K~ 
14 L=HAX(NEi) 
iS no 3J1 I=O,L 
lo NV(K3)=J 
17 Oû 302 J;1,Ki 
'i :.l JQ=O 
19 00 303 K=1,K3 
~O ~03 IQ =IQ+ITR(J,K)~N~(K) 
21 Nf(J)=JTM(J)-IG 
i.è. Jf(NF(J).LT.O) Golo 3D1 
23 ,o ~ CONTINUb 

:!.4 
~5 C CALC~L DU CC(ffl CJ ENf 

27 COFF=IFACT{IM(1) ) 
~~ 00 ~026 10=1,~2 
~) 5n?~ COEF=COlF/lfACT( ~f (JD)) 
JO 00 5027 Jl)=1,.K3 

• 31 50')7 COFF=COEF/JFACT( ~V(JO)) 
32 no ~60 1P=1.,Kj 
3j 3~ □ NP(IP)=JP+K2 
S4 ~4=K?.+K3 

5 ~ PR I NT 3 2 3 , C O E f ., · ( l v , f\ F C l O ) , 10 = 1 , K 2 ) , ( N f ( JO ) , N V ( JO.) , JO = 1 , K 3 ) 

.3 o !i ;, 3 F O ~ M A T ( 1 X , I 1 0 , ( d ( ' • ( ( X ' , I 3 , ' ) • * ' , I 3 ' .) ' ) ) ) 
5 7 PRINT 350 
] J 3~0 FORMAT (1X.,l,64X , 't') 
3 9 ~ 0 1 CON T IN li E 
4 ~0 4 NfT=NET-1 
41 IF(NET.E~.O) GOTU JC6 
4 .:! I fCNV(NET> .(u.MAX<t'IEl>) GCTO 304 
4 .5 NV(Nt:T>=Nv(Nè.T)+l 
4 4 Nf11=NElt1 . 
'• ~ D<' 107 I =~ET 1,1<.3 
4 b 'i07 NV(I)=O 
4 7 GOTC ~08 
4J ~(!6 RfHJRN 
4 '1 [ND 



ANNEXE . 2 

CONSTRUCTION DES FONCTIONS DE ®m 

Preuve de la propriété (I-36) 

P
1 

: r.J f e @
0 

, f peut s'exprimer comme une 

fonction polynômiale des sous-déterminants 

d = 1 ... n . 

A. Introç:luction à la théorie des invariants 

1. Invariants 

Définition Soit f un. groupe de transformations linéaires sur 

un espace vectoriel~ de dimension n. 

On désigne par x le nup let de P 

y le nuplet de P 

X ) 
n 

-Soit f une fonction définie sur Px P x ... on la note f(x,y, .. . ). 

Soit A e f, on note par x' le transformé de x par A (A x ) e t on 

note par y ' le t ransformé ~e y p a r A (A y ) . 

La fonction f s ubit alors la transformation f' . = Af où 

f'(x', y', ... ) = f(x, y, ... ) 

Si r.J A. e f : Af = f , la fonction f est appel ' e 

,énvcvua.n;t de f. 

(A2-1) 



A2-:--2 

Exemple 

So.it {lR, m
2

) l'espace vectoriel de dimension 2, 0+(2) l e sous-groupe 

des transformations ort hogonales de lR 2 . 

Le produit scalaire euclidie_n est un invariant de O + {2) .; 

e n e f:Ée1;_, soit A arbitraire de O + { 2) 

A= 

[
c~s 8 
s1.n e 

- sin 

cos 
· e e [0,2n] 

-+ 
x' 

[

cos 

sin e 

- sin8] -[xl 

cos8 y 

-+ 2· 
OÙ X = {x, y) E lR 

f' = Af · e~t défini p ar 
-+ -+ 

f' {x' x') 1-' 2 

-+ ➔ 

Dans · f, remplaçons x
1 

et x2' par leur expression en fonction de 

-+ -+ 
x' et x' 

1 2 
à savoir 

-+ 
X. 

1. = [cos8 

-sin8 

i = 1, 2 

x~ + sin8 
1. 

x' + cos8 
i 

On définit donc f' par 

-+ -+ 
= f(x

1
,x

2
) = x

1 
x

2 
+ - y

1 
Y

2 

= {cos8 x i + sin8 Yi) (cos8 x2 + s n8 y 2) 

+ (-sin8 xi+ cos8 yi) (-sin8 x 2 + cos8 y2) 

= x' x' + y' y' -1 2 1 2 
+ 

Comme · A arbitraire dans o+(2) f est invariant de O (2). 



Définition 

Si f est polynôme homogène en les composantes 

de chaque argume t vectoriel x, y, ... et f 

invariant de f, o n appelle f ooJime. invaJuant:è_-; 

2. Base d'invariants 

Définition 

Exemple 

Soit x e P x P x . .. , l'ensemble de fonctions 

~ (x)} est une base fonctionnelle 
m 

d'invariants du g r .oupe de transformations r 

ss i i) ~ - (x) est un invariant der 
1 

i = 1, ... m. 

ii) v f i nvariant de r, a F(l; 1 , ... l;m) 

une f onction telle que 

. f (x) ~ (x)) 
m 

En particulier s i f est un polynôme , il existe 

un théorème qui assure que Fest un polynôme, 

on dit alors que . {~. (x) i = 1, ... m} forme 
1 / 

une "integrity basis". 

(A2-3 ) 

A2-3 

On considère f(x
1

, ... xn ) les fonctions symétriques den arguments 

définies sur un espace v ectoriel P. Ces fonctions sont les inva

riants du groupe de permu tation (noté IT). 
n 



On définit les fonctions symétriques élémentaires den variables 

x
1

, xi, . . . , xn au moyen de la fonction géné ratrice t[ci telle 

que 

A2-4 

Le coefficient de la (n-i) è me puissance de t dans le développement 

polynomial de ~ (t) fournira la ième fonction symétrique é lémentaire 

<P . (x) 
l 

+ <Pn(x) 

où <P 1 (x) = I X , 

i 
l 

<P 2 (x) = I X. xk 
i <k 

l 

<P 3 (x) = l x. xk x,Q, 
i<k<t l 

</l (X) = X X X 
n 1 2 n 

Si f est une fonction symé trique quelconque, il existe une fonction 

F(ç
1

, ... çn) telle que f( x
1

, ... xn) = F(</l
1 

(x) ... </ln(x)) 

Donc {<P. (x)} défini en (A2-4) forme une base fonctionnelle d'inva-
1 

riants de IT . J 

n 

ThéoJtème. génétta,l : Tous les invariants d' t n 

grouper peuvent s'exprimer en fonction d'un 

nom,bre fini d'entre eux (A2-5) 

Ce . théorème est valide pour la plupart des groupes que l'bn utilise. 

Cette étude a été faite par Weyl dans "Theory of classical groups" .( (6)). 



3. Liste_d'invariantes_typiques_de_base 

Définition 

Exemple 

Soit f un groupe d e tr•ansformations linéaires ,on 

peut lui associer u n tableau constitué par un 

nomb.re fini d'invariants dépendant uniquement 

des . arguments vectoriels "typiques" u, v, ~ .. t~ 

ce tableau eng e ndre la base fonction

nelle des invaria ts dépendant d'un nombre ar

bitraire de variables x, y, z ... , si on substi

tue aux variables typiques u, . v, ... les varia

bles x, y, z, ... en les arrangeant (~épétitions 

y comprises) de toutes les manières possibles. 

Ce tableau constit ue la liste d'invariants ty-

piques de base. (A2-6) 

On considère le groupe de s transformations orthogonales O(n) sur 

un espace vectoriel P d e dimension n. 

A2-5 

L'invariant typique de base (unique dans cet exemple) est ·1e pro

duit scalaire (u,v), u e t v étant les arguments typiques. 

Les fonctions de trois a r guments x, y, z invariant sous O(n) 

admettent comme base fonc tionnelle d'invariants le produits 

scaiaires 



(x ,x) (x,y) 

Dé finition 

(x,z) ; (y,y) 

Il 
(z ,x) 

(y, z) 

Il 
(z, y) 

(z I z) 

La liste d'invaria nts typiques de base est dite 
-

complè te si la sub stitution des arguments x, y, z 

da ns tous les arra ngements possibles (répétitions 

y comprises) aux a rguments typiques conduit à une 

"inte grity basis" d'invariants. (A2-7) 

Thé orème g é néral ( ( 6) ) 

11n tabl e au f in :L T d'invariants 

typiques de base d 'un groupe de transformations f 

de dimension n, e s t une· liste complète d' inva

riants typiques d e base pour des fonctions d e m 

arguments (m arbit raire ~n) si on peut prou er 

qu'il est une list e complète d'invariants t i-

A2-6 



[ 
1· 

u , 
2 

u , 

qu es de b a s e pour des fonctions de n arguments. 

De plus, il suff i t de vérifier cela pour des 

fonctions de n - 1 arguments pou'r autant que le 

d -:. . r 1 2 n] . d eterminant Lu, u, ... u apparaisse ans ce 

tableau Tou au moins puisse s'exprimer en fonc- . 

tion d e ces invariants. (A2-8) 

... . unJ représent e ici le déterminant de la matrice 

1 
u 

n 

n 
u 

n 

Si le tableau de départ T ne contient pas ce déterminant ou ne per

met •. pas son écriture e.n f onction des invariants qu,'il contient, on 

pre nd un nouveau tableau T ' consituté du tableau T augmenté du dé-
. ri 2 n1· • 

terminant ~, u, u . 

Rappel 

f €@ <= > f fonc t ion définie sur M(n) tell que 
. 0 

f(gz) = f(z) 

en (I- 32 ) 

V g € ®n où N est définie 
n 



A2-8 

On peut considérer un élément z e M(n) comme un n-uplet de vecteurs 

colonnes de dimension n: z.
1

, z.
2

, ... z.n 

Un élément f de @
0 

est donc une fonction den arguments 

invaria te sous le groupe de transformations@ . n 

Le théorème que l'on veut démontrer _affirme que les déterminants 

6j
1 

... jd(z) forment. une " integrity basis" d'invariants de ®n . 

Or, le déterminant 

z.. à z. dans le 

6j 1 ... jd (z) s'obtient par substitution 

détermi nant 6(d,z) ~ 6l ... d(z) oü a= 1, 
Ja a 

Par conséquent, le théorème à prouver s'énonce aussi : 

6(1,z) , 6(2,z) .. . 6(n,z) forment une liste 

complète d'invariants typiques de base (A2-9) 

de 

n 

Avant d'en étudier la démonstration on prouve le lemme suivant 

Lemme ((5)) 

Soit f e @ telle , que f est indépendante de 
0 

la colonne: z. alo.r:s f est indépendante de la 
n 

lignez. 
n 

Démonstration 

f indépe_ndant de z. , on peut donc restreindre f au -ous espace des n . 
matrices de dernière colonne z. nulle. 

n 

On démontre d'abord le lemme pour les matrices véri iant 

L'i(n-1, z) -i' O. Cette condition entraine que z
1

_ , 2 ~ , ••• z 
n-1. 

sont des lignes (à dernière composante nulle) linéai ement indépen

dantes, elles forment donc une base des vecteurs lignes à dernière 

.__--- -----------~-------- ----



n-1 
composante nulle d'où z 

n. I e. z . 
J J. 

ou,en posant 
j = l 

1 0 
g = 0 

cl·· . cn~l 1 

Par conséquent f(z) f(g 
zl. 

] = = 
z 
n-1. 

z 0 n. 

car f e @; 

ce qui se traduit par f ind épendant de z . 
n 

z 
f 

1. 

z 
n-1 : 

0 

A2- 9 

·Le lemme est démontré pour le sous · ensemble des matrices de .dernière 

colonne nulle et qui vérifient 6(n - 1, z) :/- o. On peut montrer que 

ce sous ensemble est dense dans l'ensemble des matric e~ dont z · =O, d'où par .n 

continuité, la conclusion r este valable pou~ toutes les matrices â 

dernière colonne nulle. Pa r conséquent, si f est indépendant de la 

dernière colonne,f est indépendant de la dernière ligne. 

Démonstration de (A2-9). 

On procède par recurrence. 

Sin= 1, 6(1, z) est bien une liste complète d'inva iants typiques 

de base puisque - z e M ( 1) => z est un scalaire : z 11 
et 6 ( 1 , z) = z 

11 

- g e N(l) => g est le scalaire 1 

- f fonc t ion homogène sur M(l) 



A2-1Ü 

donc f eit un polynôme en z
11 

= 6(1, z) 

On suppose ensuite que 6(1, z), ~(2, z), ... ô(n-1, i) est une liste 

d'invariants typiques de ba se pour les fonctions d'arguments vecto

riels de dimension (n-1) i variantessous@ 
1 

et on montre que 
n-

6(1,· z), ... , 6(n, z) est une liste complète d'invari.ants typiques 

de base pour les fonctions den arguments de · dime nsion n invariantes 

sous® n· 

Soit f une fonction polynomiale dépendant de n-1 vecteurs colonnes 

de dimension n à savoir z. 1 , z. 2 , ... z.n-l et inv.ariante sous ·@n· 

On peut considérer f comme une fonction den arguments 

z. 1 , z. 2 , . . . z. 
1 

t z. , i ndépendante de z. . Pa r le lemme, elle 
n- n ' n 

est indépendante de z , ce qui suggère de considérer f comme une 
n. 

fonction définie sur M(n-1 ) in_variante sou? ®n-l ; par hypothèse 

de récurrence, f s'exprime au moyen des inva-riants typiques de base 

6(1, z) ... 6(n-:1, z). Donc 6(1, z) ... ô(n-1, z) est une liste d'in

variants typiques de base pour les fonctions de n-1 arguments vecto~ 

riels de dimension n, par l e théorème général (A2-8) et puisque 

6(n, z) ne s'exprime pas e n fonction de l:i(l, z) ... 6(n-1, z), il 

suffit d'ajouter à cette' l :Lste : 6(n, z) pour obtenir une liste com

plète d'invariants typiques de base· pour des fonctio~s den arguments 

de dimension n, invariantes sous ®n· 



ANNEXE 3 
======== 

Lemme 1 

Démonstration : 

DEMONSTRATI ON DES LEMMES CONCERNANT 

LES STRUCTURES DU "REPRODUCING KERNEL" 

DE ®m 

Si Mes alors M (I) = o 

D'autre part 0 

S désigne les m,0nômes en 6. 
Ae autres que u 

6.(d,I) = 1 pour d = 1, ... n 

A3-l 

puisque c'est le déterminant. de la matrice . construite à partir de I 

en conserva nt les d premiè r e s lignes et les d premières colonnes 

pour d = 1, ... n 

puisque c'est le déterminant de la matrice construite à partir de I 

en conservant les d première s lignes et les colonnes jl ... jd. 

Cette matr i ce contient donc des colonnes de o. 

Lemme 2 Si Me S alors M est orthogonal à 
.e 

Démonstration: 

a) Chaque monôme e n 6 est un vecteur propre de L0 



oü 6 = diag (6
1 

... 6n) ~st une matiice hermitienne; en effet, 

L
6 

est l'opérateur agissa nt sur (])m qui à f(z) associe f( oz) 

A3-2 

donc pour chaque monôme M en les déterminants 6 on peut trouver 

_un mul tiindice . (µ 1 (M), .. . , µn (M)) = µ (M) . 

t e l que L
0 

M = oµ(M) M 

µ1 (M) 
= 01 

µ (M) 
o n . M 

n 

b) . su.r ces . mul tiindices on p lace 1 'ordre suivant 

s•oit µ' = (µi' ... µ 1) 
' 

µ" = (µ" ' ... , 
n 1 

µ' µ" dé; µ' p ï ' ••• ' µj µ'.' > <= = = 
1 J 

pour un cer tain j. 

Cet ordre étant défini, on déduit 

V M € S 

en effet 

e 
c) On constate que µ(M) ~ µ (6) V M € S 

µ") 
n 

µj .+1 > µj+l 

donc Met 6e sont des fonctions propres de l'opéra eur hermitien 

L
0 

. correspondant à des valeurs propres distinctes par conséquent 

el l es sont orthogona l e s. 



Lô est en effet un opérateur hermitien puisque 

(LÔ f,g) = (f, L Ô g)" ·V f, g e @m 

car (LÔ f,g) = f LÔ f (z) g {z) dy(z) 

= f omf(z ) . g {z) dy(z) car f e ®m 

= f 8m fc;) g {z) dy {z) 

et ( f, LO g) = f f(z) L
0 

g(z) dy (z) 

= f m 
f (z) 9 .(z) dy (z) @m . 0 ·car g e 

or o hermitienne entraîne o = o 

_d'où 

Lemme 3 

1 
m 

K (z,I) 

Démonstration 

Soit f un élément arbitraire de @m 

Par le lemme 2, on pe~t décomposer @m en _les sous espaces orthogo -
e 

naux engendrés respectiveme t par .ô et !:,. . 

Soit donc 

A3-3 

où f
2 

est combinaison linéai e d'éléments de S 

on a que f(:I ) = a ti e( I) + f
2

(r) 

= a 1 + o . par le lemme 1 

= a 



(6e, f) e 6e) (6 e, en outre = CJ. (6 , + f2) 

= a ll 6ell 
2 

+ 0 par 

= a Il 6 e Il 
2
-

d'où Il 6ell 
-2 e 

f (I) =Ci. = (6 , f) 

Or Km (z) 
I 

m 
est tel que (KI f) = f(I) 

le lemme 2· 

m f) = 11 "ell -2_ e Donc (KI u (6 , f) et comme f .est arbitraire dans 

B mon a 

A3-,.4 



ANNEXE 4 
======== 

Proposition (IV-10) 

Soit z e M(n) et w e M(n-1). Si sd(n) désigne 

l'ensemble de tous les d-uplets (j 1 , .'..jd) tels 

6 ('d 

d=l, ... , n-1 

',k (d ; z z 
w ) , = b. (z) b.J (w) 

Jn 
J esd-l tn-1) 

d=l, ... , n. 

(S) 

· A4-1 

Remarque w e M(n-1) est longée par l'injection canonique dans M(n). 

Démonstration 

Soit la propriété ( ( 11) ) 

t.iJ' (z v) 
J I 

J"ES (n) 
d 

où J, J' _e sd(n) e t z, v e M(n) 

Appliquons cette propriété avec J' = (1, 

(y) 

X 
d) ,- v = , et 

J - (1, d) 

Dans.· ce cas, . par les nota tians 

J' 
(z) t.iJ" (z) t.iJ" = 

J" 
(v) 

J" (wz) -J 
(w) = b.J" (w) e t f:.i , = b.J = t.iJ" J 



Par(y) on obtient alors 
I 

z w%) = I 
J"€S (n) 

d 

A4-2 

(a) est prouvé si on observe que 6.J" (w) = O lorque J" contient l'in

dice n, w é tant plongé e dans M(n) par l'injection canonique et d étant 

inférieur ou égal à n-1. 

Appliquons maintenant la propriété avec J' 

x 
v = w , - et J = (1, ... d-1, n) 

(1, ... d), · 

Dans ce cas, par les notations 

Par(y) on obtient 
. ) 

Mais 

Donc, 

I 6.J" <z) 
J"€S (n) 

d 

-J 
6.J'' (w) 

-z;-l, ••• d-l,n (w) s'annule si J" ne contient pas l'indice net 
• J" . 

61, ... d-l,n (w) = 61, • •• d-l (w) 
J" n J" 

(f3) est prouvé. 



Démonstration de l'égalité : 

Ci 
ll

1 
(z) 

m -m a m23-m22-B 
A

3
(z)· 13 12 Aµ ( ) A ( ) 

Ll Ll13 z Ll-23 z 

m 
~123 (z) 33 

par le théorè me (III-3 6) 

A[m13m23m33] 

m12m22 

A4-3 

D'autre part, la proposition (IV-10) . engendre les résultats suivants 



612(z w~) = 

~ 
. 6 13 (z w ) = 

= 

= 

= 

c a r w es t . plongée dans M(3) par l'injection canonique 

612 (z) 612 (w> par (a) . 

612 
13 

(z w*) 

l 12 -t 3 
6 Il (z) . 6J" (w) par (y) 

J"€J (3) J 
2 

12 
612(z) 

-13 
612(w) 6 12.( 

+ 13 z) 
-13 
613 (w) 

612 -23 
+ 6

13 23 

612 
13 

6
1 

(w) + 612 
23 !12 (w) 

car w est p l ongée dans M(3) par l'inj ction canonique 

123 · -1 2 
6 123 (z) 6 12 (w) 
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Rassemblant ces résultats, 

ou encore, en appliquant le théorème du binôme de Newton, 

X 

or par définition 



A4-'-6 

m -m 
A

12
(z) 12 23 A ( B 

Ll LllJ Z) 



INDEX DES NOTA'I'IONS PRINÇIPALES 

r (x) fonction factorielle d'Euler 

f(n) = (n-1) ! v n e ]lil 

n 
a.b l bk a,b e n 

= ak :c 
k=l 

M(n) espace des matrices carrées de dimension n notées z. 

z matrice conjuguée de z _ 
t 

z matrice transposée de z 

;: ---t 
z = z 

L\(d,z) 

dét (z. . ) 

= L\1. •• d (z) 
1. . . d 

1.aJb a,b = 1, ... d 



lF 
n 

espace de Fock sur X: n 

0 espace de Fock sur M(n) 

fu'\B m. lm2 ... mn -- @m -- @· [m]n ·. \el espace de Bargmann-Moshinsky 

espace des matrices djagonales de dimension n. 

espace des matrices triangulaires inférieures de dimension n 

dont la diagonale e st formée de 1. 

(f,g) = J f(z) g(z) dy( z) 

produit scalaire de f et g, • éléments de lF . 
n 

n 
dy(z) = IT-n exp (-z . z) IT 

k=l 
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