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Les algorithmes de l a Transformée de Fourier Rapide décrits 

au chapitre 1 sont des méth odes efficaces pour calculer la Trans

formée de Fourier Discrète d'un signal de N nombres éventuelle

ment complexes [1-4]. 

L'implémentation sur ordinateur de ces al~orithmes entraîne 

iné vitablement des erreurs numériques sur les résultats vu lare

pré sentation des no~hres en longueur finie. Plusieurs travaux ont 

pronosé une estimation de ces erreurs lorsque les algorithmes 

sont traités avec une arithmétique en virgule fixe [12,13,20] ou 

en virgule flottante [7,9, 1 2,19]; le but de ce travail est de 

pré senter les résultats le plus récents sur ce sujet [16,17]. 

Cette étude utilise ne approche statistique dans laquelle 

les erreurs sont supposées aléatoires. Ces modèles statistiques 

sont présentés au chapitre 2. D'autre part les problèmes de l'exac

titude du signal d'entrée et de la précision des coéfficients 

multinlicatifs da ns les al gorithmes ne sont uas traités; seules 

les erreurs caus é es oar les opérations arithmétiques sont envisa

~é es : le chapitre 3 analyse le cas de la virgule fixe, le chapitre 

4 celui de la vir~ule flott a nte. 

Le chaoitre 5 est consacré à la programmation des algorithmes 

et à la comparaison des résultats théoriques et expérimentaux pour 

l'es timntion des erreurs. 
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Pour l' ~t ude commune, le chapitre 1 a é t é ré dig6 par J . Nys 

et le chapitre 2 ( oara~raphe 2.1) par J. Parmentier . D'autre part 

les chapitres 2 (para~raphe 2 . 2), 3 et 5 ( parag r aphe 5.1 ) ont été 

ré d i~és oar J. Parmentier et les chapitres 2 ( paragraphe 2 . 3) , 4 

et 5 ( para~raohe 5.2 ) oar J . Nys . 



T R A ~ S F O R M E E DE FOURIF.R 
--------------- -------------------------------------------- -----------------------------

R A P I D E 
-- ------------- -----------
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1 . 1 TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE 
---------------------------------------- -- -------- -- ----------------

La Transformée de Fo rier Discrète d'un signal 

{ x(n), 0 ~ n ~ N-1 } composé de N échantillons, éventuellement 

complexes, est définie par: 

N-1 
y(k) = l x(n) .exp(- j 2nnk/N) , k=O ,1, ... ,N-1 

n=O 

La transformé e invers e est donnée par : 

x(r) 1 = N 
N-1 

l y(k) .exp (j2nkr/N) , r=O ,1, ... ,N-1 
k=O 

Insérant (1.0) dans le membre de droite de (1.1), on 

obtient en effet : 

N-1 N-1 

(1. 0) 

( 1. 1) 

1 
N l x(n). 

n=O 
l exp( j 2nkr/N).exp(-j2nnk/N), r=0,1, ... , N-1, 

k=O 

soient les nombres x(r),r=0,1, ... ,N-1, par la relation d'ortho

gonalité 

N-1 
I exp(j2nkr/N ). exp(-j2nnk/N) 

k=O 

où ô est le symbôle de Kronecker. rn 

= Nô rn 

Cette relation d'orthogonalité permet également de démontrer 

la r elation de Parseval 

= N 
N-1 
I 

n =O 

2 l x(n) l ( 1. 2) 
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Dans la suite, on ut i lisera une forme plus compacte des 

transformées directe et inverse, en posant 

W = exp(-j2w/N) ' 
N-1 nk y(k) = l x(n).W ' k=0,1, ... ,N-1 ( 1 . 3 ) 
n=O 

N-1 
y(k).W-kn x(n) = I ' n=0,1, ... ,N-1 (1.4) 

k=O 

Sous cette forme, le calcul de la Transformée de Fourier 

Discrète nécessite environ N2 multiplications complexes, ce 

qui limite son utilisation à de faibles valeurs de N. Les algo

rithmes de Transformée de Fourier Rapide, les algorithmes FFT 

( Fast Fourier Transform ) , permettent d'obvier à cet inconvénient 

en réduisant considérablement le nombre d'opérations arithmétique s . 

Comme les expressions (1.3) et (1.4) ont une forme sembla

ble, on pourra utiliser les algorithmes de la Transformée de 

Fourier Discrète directe pour calculer la transformée inverse 

moyennant de lér,ères modif i cations : changement du signe des 

exposants de W et division des résultats par N. 





1 . 2 ALGORITHMES FFT DANS LE CAS N = 2M 
---------------- ------------------------------- -------- -- ---------------------

Soit Mun entier pos i tif. 

M Puisque N = 2 et que les indices net k des expressions 

(1.3) et (1.4) varient ent r e 0 et N-1, ces indices peuvent s e 

r e présenter chacun par un nombre binaire de M composantes : 

(nM,nM-1' • • • ,n1) et ( kM 'kM-1 ' ••• 'k 1) tel que 

M-1 i k = I 2 k i+ 1 k. = 0 ou 1 
i=O l. 
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M-1 
( 1. s) 

I i 0 1 n = 2 n. 1 n. = ou 
i=0 1.+ 1 

Il est alors très ut ile de prendre les notations 

( 1. 6) 

On remarque q ue les va leurs 

{ }N-1 { }N-1 sont celles des tableaux x (n) n=0 et y(k) k=0 , mais dans 

l'o r dre binairement inversé . 

La dé compos ition (1.5 des indices et les notations (1. 6 ) 

pe r mettent de trans former ( 1 .3) en 



1 1 
I I 

n =On -o 1 2-

où 
M-1 i M-1 l 

p = ( I 2 k. 1 ).( l. 2 n1+1 ) 
i=O i+ 1=0 
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( 1. 7) 

( 1. 8 ) 

A ce stade, on peut dé composer le second membre de l'expres 

sion (1.8) de deux manières différentes, ce qui donnera lieu d'une 

part~ l'algorithme de Cooley et Tukey ~-3] et d'autre part~ 

l'al gorithme de Sande et Tukey [1,~J . 

A ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY 

On considère d 'abord l a décomposition suivante 

On obtient 

M-1 M-2 
k2 nM k 2 nM-l k2n 2 kn 1 = w .w ...... w .w 

ce qui permet de rempl acer ( 1 .7) par 

1 1 

I I • • • • 
n 1 =0 n 2=0 

M-1 M-2 
2 kinM (2k 2+k 1 )2 nM-i 

w .w 

En exé cutant chaque sommation séparément et en numé rotant les 

r és ul tat s intermédiaires, on o btient finalement : 
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= 

( 1. 9) 

Cet ensemble d'équations représente la formulation originale 

de Cooley et Tukey de l'algorithme de la Transformée de Fourier 

Rapide dans le cas où N = 2M [1,~ 

On peut constater aisément que le nombre d'opérations arithmé

tiques à effectuer a fortemen t diminué par rapport à celui nécessité 

par l 'évaluation directe. En effet, on voit que le premier groupe 

de N équations ne nécessite aucune multiplication. Viennent ensuite 

M équations de sommation repr ésentant chacune N équations qui ne 

néce s sitent chacune qu'une s e ule multiplication car le premier 

facteur W a toujours un expos ant nul. Cet algorithme ne nécessite 

donc que MN multiplications complexes puisque le dernier groupe 

d'équations consiste uniquement en une permutation binaire de 

l'ordre des résultats. On constate d'autre part, en consultant la 

fi gure 1 qui illustre cet al gorithme dans le cas où M=3, que le 

nomb r e de multiplications complexes peut encore se réduire de 

moit i é. 





x(O) 

x(1) 

x(2) 

x(3) 

x(4) 

x(S) 

x (6) 

x(7) 
w4 ws 

Fi ~ure 1. Al ~o rithrne de Cooley et Tuk ey 

3 quand N = 2 . 

10 

y(O) 

y (1) 

y(2) 

y(3) 

y (4) 

y (5) 

v (6) 

w7 
y (7) 
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En effet, la propriété Wr+N/ 2 = -Wr permet le calcul en 

"papillons" pour passer d' un tableau intermédiaire au suivant. 

On a donc 

i = 1,2, ... ,M 

p tel que pM-i+l = 0 

q = p + N/2i 

x. ( p) = x. l ( p) + x. 
1 

( q) wr 
1 1- 1-

X, ( q) : X. 
1 

( p) - X, 
1 

( q) Wr 
1 1- 1-

(1.10) 

Le nombre de multiplications complexes se réduit donc à 

½ N log 2N. On constate de p l us que les données doivent être intro

dui t es dans l'ordre direct, tandis que les résultats sont inversés 

binairement. Les exposants des facteurs W apparaissent eux aussi 

dans l'ordre binaire invers e . 

Une forme tout à fait équivalente, mais plus usitée de cet 

a lgorithme peut s'obtenir e n inversant binairement l'ordre dans 

les tableaux intermédiaires . Les données, cette fois, devront être 

i n versées, mais les ré sultat s et les exposants des facteurs W 

app a raîtront dans l'ordre d i r ect. 

Les équations (1.9) e t (1.10) deviennent alors 

= 
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(1.11) 

et i = 1 , 2 , ... , M 

p tel que P· = 0 
l 

i-1 q = p + 2 

X. (p) = X, 1(p) + xi-1(q) wr 
1 1-

xi(q) = x. 1(p) - x. 1(q) wr 
1- 1-

( 1. 12) 

La figure 2 illustre cette forme de l'algorithme de Cooley 

et Tukey dans le cas où 3 N=2 =8. 

Dans la littérature, les deux formes de cet algorithme sont 

souvent nommées "Decimation In Time" (DIT). Cela provient du fait 

que l'indice n du tableau d 'entrée est appelé temps et que l ' indi

ce k du tableau de sortie e st appelé fréquence; or dans la décom

position du second membre de (1.8), c'est le temps qui a été 

décomposé sous forme binair e. 

Sancte et Tukey ont é g alement proposé un algorithme de Tra,u;

formée de Fourier Rapide; i ls ont, eux, décomposé la fréquence sous 

forme binaire dans la décomposition de (1.8). Leur algorithme est 

encore souvent appelé "Dec i mat ion ln Freq uency" ( DI F) . 



x(O) 

x(1) 

x(2) 

X ( 3) 

x (4) 

x(S) 

x(6) 

x (7) 

Fi~ure 2. Al~orithme de Coolev et Tukey 

3 
auand N = 2 . 
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y (O) 

y (1) 

y (2) 

y (3) 

y (4) 

y (S) 

y (6) 

y (7) 
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B ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY 

On considère la décomposition suivante du deuxième memb re 

de ( 1. 8) 

On obtient 

M-1 M-2 
n2 kM n2 k M_ 1 n2k 2 nk1 = w .w ..... w .w 

q u i se réduit à : 

M-1 M-2 M-1 2 n 1kM {2n 2+n 1 )2 kM_ 1 (2 nM+ ... +n 1 )k1 = w .w ... w 

c e qui permet de r emplacer (1.7) par 

En effectuant ces so mations s é parément et en numérotant 

l e s r é sultats int ermédiaires , on obtient : 

= 
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= 

(1.13) 

Cet ensemble d ' é quat i ons représente la formulation orig inale 

de Sande et Tukey de l'algorithme de la Transformée de Fourier 

Rapide dans le cas où N M = 2 [1 , 4] . 

On voit que, tout comme l'algorithme de Cooley et Tukey, 

1 cel u i-ci ne nécessite que 2 N log
2

N multiplications complexes et 

que le calcul d'un tableau i ntermé diaire à partir du précédent 

peut se faire en "pap illons " . En effet, on a : 

i=1,2, ... ,M 

p tel q ue PM- i + 1 = 0 

q = t) + 

xi(n) = xi- 1 ( p ) + xi-1 (q) 

Xi ( q ) = { Xi - 1 ( p ) - Xi - 1 ( q) } wr ( 1.14 ) 

0n constate sur la fi ~ure 3 qui illustre cet al gorithme 

dan s le cas où M=3 , que le t ableau de donné es doit être introduit 

...,L_ __ - - ---------





Figure 3. Al~orithme de Sancte et Tukey 

auand N = 2
3

. 

16 
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dans l'ordre direct, tandis que le tableau des résultats doit 

être inversé binairement. Les exposants des facteurs W apparais

sent, eux, dans l'ordre di r ect. 

Tout comme dans le c a s de l'alr,orithme de Cooley et Tukey, 

on peut trouver une autre f orme de l'algorithme de Sande et 

Tukev en inversant binairement l'ordre dans tous les tableaux 

int ermédiaires~ mais celle - ci fera apparaître les exposants des 

facteurs W dans l'ordre binaire inverse et en sera, dès lors, 

mo i ns utilisée. 

Les équations (1.13) et (1.14) deviennent alors 

= 

= 

= 

et i = 1 , 2 , ... , 1'~ 

p tel que p. = 0 • 1 

= { 

= { 

X 

1 
l x1(n1,···,n~-1'k1) 

nM-1=0 

M-3 
W(2 nM-2+ ••• +n1)2k2 

(1.15) 
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q = p + 2i 

xi(n) = xi-1(p) + xi - 1(q) 

xi(q) = { xi-1(p) - x i-l(q) } Wr (1.16) 

La fi gure 4 i llustre cette forme de l'al gorithme de Sande 

et Tukey dans le cas o~ M= 3 . 





x{3) 

x(4) 

x{S) 

x(6) 

x(7) 
w6 

Fi~ure 4. Al~orithme de Sande et Tukey 

nuand N = 23 . 
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y ( 3) 

wo 
y{4) 

wo 
y{S) 

wo 
v(6) 

wo 
y( 7) 





1 . 3 ALG0R I TH't-1 ES FFT DANS LE CAS N = M 
r 

----------------- --------------------------------------- ----------------------
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Ce narafraphe est une généralisation du pré c é dent : il 

env i saf;e le cas o ù N n'est . lus nuissance de 2, mais une puis 

san c e enti ère d'un nombre e ntier nositif r plus grand que 2 

[1 , 1 6 ,17]. 

On peut reoré senter l e s indices k et n des expressions 

( 1. 3 ) et (1.4) na r ( kM ,kM_ 1 , ... ,k 1 ) et (nM,nM_ 1 , ... ,n1 ), tels 

que : 

k = 
M 

i-1 E k .r , k . c { O , 1 , ... , r-1 } 
i=1 l. l. 

n = 
M i -1 l n . r n. c{0,1, ... ,r-1} 

i=1 l. 1 

La dé composit ion (1.1 7 ) des indices et les notations 

permettent de tra nsformer ( 1 .3) en 

o ù W = exo(- j2 n/ N) 

r-1 
I = I 
n. n. =1 

1 1 

p = ( ~ i - 1 
l n.r ).( 

• 1 l. 1. = 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

( 1.2 0) 

(1.21) 
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La factorisation du s econd meMbre de (1.21) peut se fa i re 

de deux manières différentes, comme dans le paragraphe précédent, 

ce qui donne lieu À deux alRorithmes diffé rents. 

A ALGOR ITHME DE COOLEY ET TUKEY 

La décomposition du t emps n dans le second membre de (1.21) 

et la propriété N 
W = 1 per mettent de transformer (1.19) en 

l'alr,orithme suiva nt 

l x 1 ( n 1 ' •• ' 'nM 1 'k 1 ' ' • 'k 1) m- -m+ m-
nM-m+1 

X 

m • 1 
{ f 1.- m} exp -j2TI'nM- +i( l k.r )/r 

m • 1 1. 
1.= 

m = 1,2 , ... ,M 

(1.22) 

Cet al gorithme réduit le nombre de multiplications com

plexes au moins à (r-1)MrM. On ob serve que (1.22) est une 

~é n é ralisation de (1.11). 

Il est intéressant , dans le cadre de cet algorithme, d'uti

liser la notation suivante : 

X (lrm+s ) = (n n k k) 
X 1'' •• ' M ' , ••• ' 1 m m -m m 

(1.23) 





où 
M-m 

1 = r 
i=1 

m 
s = r 

i=1 

M-m-i n.r 
1 

i-1 k.r 
1 

m 
L'ensemble { m }r -1 

xrn(lr +s) s=O est appelé le liè me bloc à 

M-m l' é t ape m. Il y en a r à l'étape m. Le sous-ensemble 

22 

{ rn }rm-1 x 0 ( lr +s) s=O du tableau d'entrée e s t a ppelé bloc corres pon-

d ant au li ème bloc à l' é tape m. Chacun des blocs à l' é tape m s e 

dP.duit de son bloc c orrespondant par la même séquence d'opé r a 

tions : 

Proposition 1.1 

Il existe une relation de Transformé e de Fourier Discrète 

inve rse entre chaque bloc à l'étape met son bloc correspondant. 

Démonstration_: 

xm( n1 ,···,nM-m'km , ···,k1) = l xm-1<n1,···,nM-m+1' k m-1'···,k1) 
nM-m+1 

= l ···l x 0 Cn 1 , ••• ,nM) W~ 
nM-m+1 n M 

où 

rn M-i il· 1-1 
'[) = I n M-i+ 1r (1= 1kl r ) 

i=1 

M-m m i rn-i+l-1 Do nc p = r I L nM- i +1 k1r 
i =1 1=1 





On peut, à ce stade, ajouter les valeurs de 1 > i+1 car 

elles feront intervenir des facteurs 1 uniquement. 

M-m p = r 

M-rn = r 

m m rn-i+l-1 l l nM-i+1klr 
i=1 1=1 

I In .k rl+i-2 
i=1 1=1 M-m+1 1 

M-rn = r ( ~ i-1 ~ 1-1 l nM .r ).( l klr ). 
i=1 -m +i 1=1 

En conclusion, on obtient 

où 

x (lrrn+s) = r ... rn 

w rn 

u 

ü 

nM-m+1 

= exp(-72'11'/rm) 

m • 1 
= l nM .r1-

i=1 -m+1 

m 

' 

= f n m-i 
l M • r ' i=1 -m+1 

r 
nM 

ce qui démontre la uroposi t ion. 

m wsu x
0
(lr +ü) 

m 

Ces notions de blocs et de correspondance se voient 

aisément sur la fi g ure 2 . 

23 
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B ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY 

La décomposition de la fréquence k dans le second membre 

de(1 . 21) et la propriété WN= 1 permettent de transformer (1.19) 

en l ' alforithme suivant : 

= 

x ( k 
1 

, ... , k , nu , ... , n 
1 

) m m ··1-M 

= [& xm-1<k1,··· ,km-1 '"M-m+1'""" ,n1).exp(-j 2'"M-m+1km/r)] 
M-m+1 

M-m i-1 M-m+1} 
x exp{-j2,rk ( l n i r )/r , m=1,2, ... ,M 

m i=1. 

= ( 1. 24) 

Cet algorithme réduit le nombre de multiplications complexes 

au moins à (r-1)MrM. On observe que (1.24) est une généralisation 

de ( 1. 13) . 

Il est intéressant, dans le cadre de cet algorithme, de 

?rendr e la notation su i vante : 

M-rn x (lr +s) = x (k
1

, ... , l< ,n~"- , ... ,n
1

) m m m , m (1.25) 

M-m . 1 f 1.- . s = l n.r 
• 1 1 1= 

est appelé lième bloc à 

l'étan e m. Il y en a rm à l'ét ape m. Le sous-ensemble 





du tableau de sortie est appelé bloc 

d l ième 1 'l'~ Ch d bl , correspon ant au b o c a etape m. acun es ocs a 

l'étaoe m permet de calculer son bloc correspondant par la 

même séquence d'opé rations : 

Prooosition 1.2 

25 

Il existe une relation de Transformée de Fourier Discrète 

ent r e chaque bloc À l'étape met son bloc correspondant. 

La démonstration de cette proposition est semblable à celle de 

la proposition 1.1. 

Ces notions de blocs e t de correspondance se voient 

ais é ment sur la figure 3. 
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1 . 4 ALGORITHMES FFT DANS LE CAS N = r 1 .r 
=========================================2 

Supoosant aue le nombre de points N satisfait la relation 

N=r1 .r2 où r 1 et r 2 sont des entiers positifs, on peut exprimer 

les indices k et n des expressions (1.3) et (1.4) comme suit : 

k = k2r1 + k1 

n = n2r2 + n1 

où k2 et n1 e: {0,1, ... ,r2-1} 

(1.26) 
k1 et n2 e: {0,1, ... ,r1-1} 

On prend alors les notations suivantes 

(1.27) 

A ALGORITH~E DE COOLEY T TUKEY 

Les expressions (1.26 et les notations (1.27) permettent 

de transformer (1.3) en 

r -1 [ r -1 kn 2r 2 ] 
kn1 

y(k2,k1) = 2l 1L x(n
2

,n
1

) w w 
' n =0 n -0 

1 2-

ce aui donne lieu à l'algori thme suivant 

= 
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r -1 k1n2r2 
x1(k1,n1) = 1I xo<n2,n1) w 

n 2 =0 

r -1 (k2r1+k1)n1 
x2(k1,k2) = 2I x1(k1,n1) w 

n =O 1 

= ( 1. 28) 

Cet algorithme r P. duit le nombre de multiplications comole

xe s au moins~ 

B ALGORITH~E DE SANDE ET TUKEY 

Les expressions (1.2 6 ) et les notations (1.27) permettent 

de transformer (1.3) en 

r -1 
[ 

r1ï1 (n2r2+n1 )k1] n1k2r1 
y(k2,k1) = 2I x(n 2 ,n

1
) w w 

n -o n =O 1- 2 

ce q ui conne lieu .... l'algorithme suivant a 

= 

r -1 n2k1r2 n1k1 
x1(k 1 n1) = { 1I xo<n2,n1) w } w 

n =O 2 

r -1 n1k2r1 
x2(k1,k2) = 2I x1 (k1 ,n1) w 

n =O 1 

= (1.29) 

Cet alRorithme r é duit le nombre de multiolications comple-
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7 . 1 Tlff'.ORir :~ ' f'/\TI STI()ll l~ r :J.f.!'1~îJ'î/\ FT nr::; T~:cYr:l l~S ll J'ffTT nl J1 :;; 
- ---- - - - --- ----- - - - - - -- - - -------- - -------------- - -----

2 . 1.1. INTRODUCTI0t! 

Da ns l ' imn l.Smentation des ctif fércnts a l r,:ori.t1in'.'s de la 

fFT , les err e ur s prod uites pa r l a renr f s cntation de lonrueu~ finie 

des no□bres s ur l ' o rdi nateur ne uv e n t être inter p r f t 6es conme u n 

sir:nal a l fat o i r e ~ a-j o u t er a u x n ombres tr2it é? s . Ces considfrations 

donn e nt li e u a u x deux s ch(mas ~n uiva l ents suivan~s 

Limitation sur la lon
gueur de la repré s entation 

Fig . S 

x=x+e(x) 

Fi p; . 6 

x=L(x) 

Dans ces de u x f i rur c s 

sentation doit être r 6d u i t e 

dés i z n e l e nombre dont l a r enrf -

- x = L ( x ), ce nombre apr?s rfdu ction de 

la renr0sentation 

- e ( x ), l ' erre ur nrod u it2 oar cette 

opération . 

Pour connaître rie façon nr f- c i se 1 ,,., nor1llre x , j l f FLu~ 

0valuer l' erreur c ( x ). Il est commode rie sur.rnoser ces SJ.r:na u x 

al~ato i res . Ils sont d6c r its par des quantit~s faisa nt partie d u 

do□aine de l a sta ti s tioue , comme la mo yenne et la varianc e . 

Ce par a~raph e a pour b u t d ' int r od u i r e l~s notions nui sero nt utiles 

par la suite . 
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?. . 1. '.2 PROCES~llS ALFATOIP.ES 

On apnelle processus al~atoir e une famille index~ e de 

variab les al 6ato ires not ~es { X ) ; un e va ri a hle al(atoire est l e 
n 

r~sultat numérique d 'une expf. rience aJ. (, atn irP ou:i pe ut être r f. nft ;; e 

p lusieurs fois sou s les mêmes conditions ( ce tte d~finition est 

suffisant e pour l'c1.nalyse (l ui va suivr ). I.a famille { X } est 
n 

caractéris f e par un ensemble de fonctions de distribution ~ui , en 

gé n~ral, d~penden t de l 'in d ice n, souvent associ ~ au ternns. 

lJn proces s u s al 0atoire est c1 r; crit par : 

- la noyenne not Ge F. [ X ] n ou encore 

où r. repr6sente l' espérance math é matioue 

où 

- l a varianc e not é,e V [ Xn ] ou encore a~ 

oX est la d6viation standard de 
n 

X n 

n 

- l a fo nction d ' autocorr6 lation not ~e et df.finie 

comme suit 

où -t-x est m 

~ (n , m-) = E [ x xi" ] xx n rn 

le nombre c omplexe conjup,ué de X 
m 

- l a fo nction de corré lation mutuell e not/e $ (n,m) 
xy 

et d6finie de la mani ~re suivante, ( xn ) et (Ym) ~tant des ~rocessus 
al/atoires 

~ (n,m ) xy 

Lorsoue les variabl es aléatoi~es du processus ( xn ) ne sont pas 

corrél f- es , ln f onction d ' autoc orrélation nrend la forme suivante 

~ (n ,n+k ) 
XX = [ E (X~] 

E [xnJ . r, 

si k = n 

[ x n+k] si k f o 



~n d 6 f inis san t 1 2 f onc tion d 'auto c o va r i an c e na r 

Y x x C n ' m) = 4 x x ( n ' ï.1 ) - r. [ Xn J · r: [ x rï J 

o n obtie nt 

Yxx (n,n+ r ) =[ai 
0 n 

si k = O 

S l . k f 0 

Un t e l p rocessus a l é atoire e st appe l f: "bruit blan c 11
• 
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Da ns le cas où t outes l e s f onct ions de di s t r ih11ti.o n so r,. t indr 

pendantes d 'un dép lacement d e l'orir,ine d u terïp s , le processus 

a léatoire e st appe l6 stationnaire . Les pro ori ~t ~s s uiva nte s 

sont alors v é r ifi0 2 s 

- l a moyenne e t l a varianc e son t c o n s t a ntes e t not é es 

r espective me nt mX e t 0
2 

X 

- la fo nction d ' autocorr6 lat ion ne d ~p e nd que d e la 

d i ff é rence entre le s t e mn s m e t n . Si ï.l = n + k o n notera 

~ (n, n +k ) = ~ ( k ) 
'+' xx '+'xx 

Un bruit b lanc s t at ionna i r e es t caract6r is 6 par l e s r e l a t i ons 

s u ivan tes : 

[ 

2 2 
k a + ï.l S l = 0 

~XX ( n' n+ k ) = ~X X ( k ) = ~ X· 

mx. s i k + 0 

(n, n+ k ) ( k ) [ ~~ - s i k = 0 
Yxx = y -:: 

XX 
si k + () 

Rer.ia r ci u e 

Si chac u ne d e s va riahl e s al ~ato ires d ' un process us 

( X'l ) pre nd l a va l9ur Xn ( x n ) no tC,e X ( n ) , 1 ' e n ser1h l e des valeurs 

( X(n))-"" < n < "" es t un e n --; a lis a tion cl u nroc s ss u s apDe l <-:; e s u i te 

d ' f c hantillons d u pr oc e ssus a l 6atoire. 
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7 . 1. 3 MODr:Lr. ~T/\TISTIQUE POUR Lr.s f.R Rf.lJ 'S mrnr.RIQ l)f.S 

/\ l' aide des not ions pr(,c6de ntes p lusieurs hypoth ~ses 

vont être fo rmul 0es j propos des e rreurs co r~mises nQr l a repr (; sen

tation de lon ~ueur f inie des no mbres . 

Si x: (n).,- 00 < n < + 00_,d rsir~ne la repré, sentatio n de x(n ), e t e (n) 

l ' e rreur commise sur ce nombre , on a : 

x(n) = x (n) + e (n) ( 2 . 1) 

L ' hypoth ~se de base de l a throrie nui sera pr ( sent ~e est aue les 

erreurs produite s par l a repr6sentation des nombr es sont rtes 

variables al6atoires . [n r~alit6 , ces erreurs son t des 6v~nements 

tout - ~-fait dé t ermi nf s : l ' e x6cution d 'un al~orithme produira l es 

même s erreurs pour de s donn6es identiques. Il est donc th~orique

ment pos sib le de ca lculer a u pr~alable chacun de s termes e(n) de 

la r e l a tion ( 2 .1 ). Toutefois , comme ces erreurs d (; p e ndent de s 

donn~es d 'une mani.~re tr~s cornpliqu6e, on pourra suppos~r qtt'elles 

sont des é vè nement s alrato i res. Ce raisonnement peut être illustré 

par l'exemple classique du jet d'un dé : en théorie , en nrfdire 

l e r é sultat est pos sible ~râce aux lois de l'attraction universelle. 

En pratique, c'est impossib le é tant donn é l a dépendance trè s 

complexe de cette exp6rienc e par rapport a u x conditions initiales. 

Il est habituel de formuler les hy poth ~ses suivantes : 

1) la suite des err eurs forme un processus al~atoire 

stationnaire appel é "proces sus d'erreur"; 

2 ) la suite des err eurs ne d6pend oa s de la suite des 

valeurs e xactes des nombre f, trait é s; 

3 ) les variables a l f: atoires du processus d'erreur n e 

sont pas mises en corrélat i on , l'erreur est un bruit blanc; 

11) la distribution de probabilité de chacune des variables 

al éatoires du proc ess us d' erreur est uni forme sur son domaine d e 

dé finition . 
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1. Comme l es erreurs sont des variables al 6atoires , l a suite 

(e (n)} sera envi s a ~~ e comme une r 6alisation de : a s u i te de ces 

va riables a l 6ato ires . 

2 . Les hypoth ~ses adoptfes conduisent ~ une analyse assez 

simple des erreurs. Ilet ais 6 de trouver des exemples où elles 

sont prises en d6fa ut; par exemp l e si l es nombres x (n) sont cons-

t r u its de la faç on s u i vante soit x ( t ) un e fonction de saut 
a 

si t < a 

si t >,. a 

et x (n) = x ( nT) où Test un r ~e l. 
a 

Il est clair qu' il est impossible de vf rifier toutes les hyno-

th èses et notamment la trois i è me. Par contre, ouand l e sir,nal 

don t provie nnent l es nombres x (n) varie r apidement d ' une manière 

complexe, les h y poth~se s deviennent p lus acceptables . 

le cas pour le sipnal de l a parole ou de la musique. 

Ce serait 
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2 . 2 . ANALYSf. DES I.:RR[URS :CN VIRG!JLF. FTXf. 
----- --- ------- - ---------------------------------- -- ------------ -- ----

2 . / .1. AR ITm1ETIQ lJr. EN VIRGULE r-rxr: 

A REPRf.SENTATION DES N0MBR:CS BIHAIRf. ~~ 

Dans l' ana lyse nui s uit, un nomh r e sera repr(,sent6 par 

une suite de t + 1 chiffres b inaires appel6s "bit s" 

b O b1 ••• b t 
o~ h 0 est l e bit d e si~ne , 

~ 1 pour le si ~n c 

b . = 0 ou 1 ; i = 0 , 1 , ... , t ( 7. 2 ) 
l 

8y,a l ~ 0 pour le si~ne + e t 0pal 

Ainsi , pour b 0 = O, l e nombre correspondant~ la renr~sentation 
( 2.2 ) vaut 

t 
l 

i ='.I 

La virp;ule es t si tu ~e Fi r:auch e des t derniers bits . 

Trois méthodes s ont utilis ées pour renrésenter l~s nombres binaires 
négatifs . 

- La premi2're es t appe l é e "s i gn e et r;rande ur ". 

Le nombre ( 2 . 2 ) ave c b 0 = 1 es t ~gal ~ 

t 
- l b . 2-l 

l 
i=1 

Par exemple 0 . 011 r epré cent e 3 / 8 

1. 011 repr~s ente - 3 / 8 

- J.a seconde est ap n e l 6e "comp l 0ment Èl deux ". 

La r randeur du nomlJr e , c ' est - ~- di r e l e nombr e positif , est r e tran
ch~ e de deu x ~ui s ' ~c rit 10 . 0 en b inaire . 
Par exemple : 3 / 8 e s t repré sent é par 0 . 01'.I 

-3/ 8 e st repré senté par 10.000-0.011 = 1.101 

- La troisi ème es t appelé e "compl é ment ,1 un". 

La ~randeur du nombre e st retranc}16 e du p lus r;rand nombre re pré 

sentable dans le re ~istr e c hoisi de (t + 1) hits , c ' est- Fi - dire 
l orsq u e b 0 = b 1 = ... bt = 1 . 





35 

Par exemp l e : - 3 / R est repr ~s e nt ~ par 1 . 111 - 0 . 011 = 1 . 1.00 . 

Dans l a premi0r e repr 6 s entation, chan~er l e si pn e du no~hre 

n ' affecte que l e bit de t ê te , t a ndis nue da ns l es de ux suivant es 

tous l es hits sont affe ct ( s . 

13 OPI:RATIONS [LI:MI:NTAI RES 

Par l a c onvention pri s e sur 1 ' 6criture des nombr es 

bina ires, ceux-ci sont tous inf6 rieurs ~ l 'unit~ en va l eur absolue . 

Donc l e produit de deux de ces nombres s era tou j o urs inf8rieur ~ 

l ' unit é e n valeur a bsolue e t d ' a utre part l a lonp.u e ur de sa repr0-

sentation sera ~6n f, ra lemen t 2t + 1 bits aui seront r ~dui ts ~ t + 1 

bits~ cause de la limitation s ur la l on ~ueur de 1' 8criture de s 

nombres en machine. Cette r éduction s'effect u e soit en tronnuant 

l e nombre , c ' est- ~-dire en é cartant l est derniers bits , s oit en 

l' a rrondissant, c ' es t- à - d i r e en l'approchant par l e nombre de t + 1 

b i t s le p lus proche . 

La somme de deux nombres de t + 1 bits sera un nombr e de t + 1 

b i ts si toutefoi s il peut ê tre repr~s ent ~ dans c e re ~is tre . 

En effet , il peut se produ i re un dépassement de la mani0re suivant e 

la somme de 0.11 01 e t 0.1000 est 1. 0101. Ce nombre ne ne ut ê tre 

contenu dans un r e ~i stre de (4 + 1 ) bit s choisi au d é pa rt. 

Il y a un r eport dans l a part ie enti~re du nombre . Cette limita

t i o n sur le doma ine des nombres repré sentables peut être lev(> e en 

uti lisant l'arithmf, t ique en virgule flott ante . Pour continue r à 

utiliser l'arithm0tique en vir f,ule f ixe, un artifice sera e mp loyé 

il consiste à dép l acer chaque nombre d'un b it vers la droite , ce 

qui revient~ le divi ser pa r de ux . Cette op~ration portera le 

nom d e d(p l aceme nt. 

I n ré sumé , les sourc es d ' erreurs dans les oprration s proviendront 

de l ' arrondi ou de la troncature pour l a multiplication et du d8pas 

seme nt pour l' addition. 
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C r:RRf.lJRS PRO DlJITr:s PA~ LA TRONC/\TURr. o u L ' /\RROrmr 

En vertu des conventions prise s dans le premi2r nara

r;raphe ,un "1" dans le dernier bit d ' un nombre positif repr .6 sente 
-t une valeur num6rique de 2 . Cette quantit ~ est le plus petit 

é cart entre deux nombres représentables dans le re r; istre choisi . 

Comme les nombre s positifs sont dé crits d 'une façon unique, les 

erreurs seront identiques pour les trois m~ thodes de repr f sentation. 

1° Erreurs_produites_par_la_troncature 

Soient x et T( x ) le no bre avant et apr~s la troncatu. e et 

soient t 1 et t , le nombre de bits qu ' ils comportent r e spectivement. 

(t1 > t) 

L'effet de la troncature est d ' é liminer l es (t1 - t) derniers bits . 

L'erreur de troncature est 
E = T (x ) - x 

T 
Pour les nombres pos itifs 

ET ~ 0 
avec ET maximale si tou s l e s bits é cartés s ont ép:aux ~ " 1" . 

La valeur de ET est alors - ( 2-t - 2-t1 ) . On obtient : 

-t -( 2 - -t1 2 ) ~ ET ~ 0 pour des nombres positifs 

Pour des nombres n P- p:atifs e n " sip;ne et r;randeur" 

F:T ~ 0 

On obtient donc : 
0 ~ ET .$- (2 - t - 2-t1 ) 

( 2 . 3 ) 

( 2 . 4) 

Pour des nombres n (,p;atifs repr é senté s en "comp l -,; ment - à - deux ", 

soit x = dont la valeur absolu e est 

Oil 

Comme T(x) = 

A2 = 2 . 0 -x2 
t 

' x2 = 1 + I a . 2-1 
OU 

l 
i=1 



On peut d~finir la variat i on de valeur absol u e 

Oil 

/\ = f1 
1 . 

i= t+1 
- t -t1 2 - 2 
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L ' effet de l a troncature produit dans ce cas un accroi ssement 

de la valeur absolue . 

Donc ( 2 . :) ) 

Pour les nombre s n é> r;atifs repré,sentés en 11 cor.1pl(r.1ent ;i un 11
, en 

conservant les mêmes notation s pour x , T ( x ), x1 , x 2, on ohtient 

A1 = 2 . 0 2 - t1 - x1 

A2 2 . 0 -t = 2 - x2 
et la variation de valeur ab solue est 

où 
( 2- t - 2-t1) ~ /J. A ~ 0 

Donc, la valeur abso lue dfc roit . 

Par cons équent 

O ~ ET ~ ( 2- t - 2-t1) 

2° r,rreurs_produites _Ear_l 'arrondi 

( 2 . 6 ) 

Par la dff inition de l' a rrond i , l'erreur EA est comnris e entre 

les bornes suivante s : 
-1/2 ( 2-t - 2-t1) ~ EA ~ 1 / 2 ( 2-t - 7-t1 ) ( 7 .7) 

Si on considè r e ~ue 7-t i est nf~l i geab l e face A 7- t , en r eprenant 

les i né~alité s prf c é den tes ( 2 . 3 ) À ( 2 .7), on neut dresser le 

tableau s uivant : 



Troncature 

nomhres positifs 

nombres n8p;a tifs en 

d e u x " 
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" cor.1p JJment 

( 2 . p ) 

-----------------------------------------------------------

0 ]~ 2-t 
$ 'T < 

Arrondi 

Remarri u es 

1 
2 

. nombres nc,; ,r;atifs 

. e n " sir;ne et p:ra ndeur " 

en " cor.1pl ément - ,?} - un 11 

1 . Pou r l a repré sentat i on en "conplément - À - deux ", l:=s bornes 

de l' e rre ur de t roncat ure ne chanr,ent pas avec l e sir.~e du nombre . 

C ' e s t pourquoi elle sera uti l i s é e par la suite car il devient 

justifiable de supposer ou e l ' erreur est ind f pendante des nombr e s 

traités. 

2 . Dans le cas de l ' arrondi , il fa ut encore d8finir une méthode 

lorsque le nomb r e de t 1 bits se situe exac tement au mil ieu des 

deux nombre s de t bits qui l ' entoure nt. On peut soit toujo~rs 

a r ro n d ir au nombre supéri e r , soit toujours arrondir au nomhre 

inf~rieur , soit arrondir ~ l ' un ou ~ l ' autre de mani ~re alfatoire . 

C ' est cett e dern i~re mé thode qu i sera choisie c a r il sera 18 gitime 

de supposer nulle l a mo yenne de l'erreur d 1 2rrondi , q uels oue 

soient les nombres t rait é s . 
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D ERREURS P RO fl ll ITES r R Lf. DF.P/\SST'.MDIT 

Dan s 1 ~ cas d ' u n d é passeme n t d u re ~i s tre , l e s no mhre s 

seront d ~plac f s d ' un bit vers la d r oi t e a va n t d ' effe ctu e r l e s 

ca lculs . 

De u x 6 ven t ualit é s peuvent se pré senter; le d ern ier b it e st pe r du , 

ou i l est a rrondi d e mani ère al éatoire . 

Da n s l e premie r ca s , il su f fi t de modifier l es r ~s ultat s é t a b lis 

pour l a troncature . Si l 'on con s idè r e éva l e s l e s p r obar)il i t é s 

d ' a voir le dern ier b it s o i t "O" , so i t " 1 ", o n o b t ient : 

pour 

iÏ -

E = 
D 

les nomb r es 

d eux " . 

ED = 

[ 
0 - t 
- 7. 

avec proba b ilit6 1 / 2 

avec probabi l i t ~ 1/ 2 

po s i ti fs e t l es nombres n Pp;a t ifs 

[ 
0 avec probab ilitG 1/2 

- t 2 avec p r o b a b il it é 1 / 2 

( 2 . 10a) 
\ 

de " c o mn l é rnent 

po ur les nombres n é t:,atifs r e pr é senté s en " sip;n e et p:randeur" ou 

e n "comp l é ment - à - un ". 

Dan s le second c as , il suff it é r,alement d e modifier les r é s ultats 

é tablis pour l' a rrondi . On obti e n t : 

0 a ve c prob a b il i t é 1/2 

- 2 -t / 2 
( 2 . 10b) 

ED = a v ec probabilité 1 /4 

+2- t /2 a vec probabilit é 1 / L[ 

-
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2 . 2 . 2 . /\PPLI C/\'fJot l DES TIYPOTIIF.SES DU Monr:Lr. .,1'/\TISTinT!f. 

Comme l es erreurs sont d istri bu f.e s uni forl'1 6ment , l a 

moyenn e et la varia nce peuvent être calcul r es . 

Pour l'arrondi, par ( 2 . 9) la fonction de densit 6 der:/\ devient 

ail l e u r s 

La moyenne et la var i a nce s o n t res p ectivement 

= 0 

= 

( 2 .11) 

0.12) 

De la même façon, po ur la t roncature et l a repr0sentation en 

"complé ment - .:\ - deux", par ( 2 . fl ) on obtlen t 

1 / 2-t si - 2 - t < X < Ü 

0 c1illeurs 

~ = ( 2 .1 3 ) 

= ( 2 .14) 

De p lus, pour le dépassement , pour la repré sentation en "comp l ément

à - d eux", par ( 2 . 10a) devient 

= ( 2 . 15 ) 

= ( 2 . 1G ) 



2 . 3 ANALY SE DES ERREURS EN VIRGULE FLOTTANTE 
--------------- --------------------------------------------- ------------------------------

2.3.1 ARITHtvfETIQlJE ET BORNES D'ERREUR 

A REPRESENTATI0N NUME RI QUE EN VIRGULE FLOTTANTE 

Arithmétioue 

Sur ordina teur, un nombre réel non nul se repré sente, en 

virgule flottante, par 

a sign b .mant 

où sign est le signe du nombre x, 

b est la hase de l'arithmétique de l'ordinateur, 
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a est l a valeur de l'exoosant du nombre x, relativement 

~ l a ba se b (nombre entier), 

mant est la mantis s e du nombre x, relativement à la base 

b; ma nt est un nombre réel oositif tel que 

-1 t b < mant < 1 - b- où test le nombre de chiffres, 

rel a t i fs à la base b, qui composent la mantisse. 

Ce modèle de représ e ntation est appelé "format de signe et 

de grandeur". 

Remaroues_: 

1- Les chiffres oui composent la mantisse sont des chiffres 

binaires en cas de hase 2 , des chiffres d6 cimaux en cas de base 

1 0 , ou encore des ch iffres hexadécimaux en cas de base 16. Par 

la suite, on ut jlj sera les mots "exposant", "mantisse" et "chiffre" 
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s a ns plus iamais soécifier qu'ils sont relatifs à une base h. 

2- Les ordinateurs Siemens 4004 et IB~ 36 0 travaillent tous 

deux en base 16 avec une mantisse de 6 chiffres en simple pré 

cision et une manti sse de 14 chiffres en double précision. De 

plus, le format utilisé est celui d e sif,ne et de grandeur. 

Bornes d'erreur 

La représentation e vir~ule flottante entraîne inévita

blement des erreurs, vu qu e la mantisse est réduite à un nombre 

fini t de chiffres . 

Contrairement au cas de la virgule fixe, le cas de la 

vjr~ule flottante es t has é sur l'analyse d e l'erreur relative e:, 

définie oar 

fl(x) = xO+e:) 

oo x est un noMhre réel non nul, et 

fl(x) = si gn ha .Mant est sa représentation numérique. 

Les erreurs d e représ entation numé rique sont différentes 

oour les deux mo des d ' arithmétique : l'arrondi 

la troncature. 

Erreur d'arrondi -- --------------

L'erreur absol ue e:x est bornée de l a manière suivante 

< e: X < 

et comme , on a 



-t+1 
b 

2 
< < 

-t+1 b 
2 
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Er reur de troncature 

L'erreur abs olue EX est bornée de l a manière suivante 

ba.b-t < E X < - 0 si X > 0 ' 

ba.b-t > EX > 0 si X < 0 

e t a-1 
1 X 1 b ël comme b < < 

' 
on a 

-t+1 0 . - b < E < 

B MULTIPLIC ATinN A L' AIDE D'UN REGISTRE DE LON GUEUR DOUBLE 

Arithmétioue 

Le nroces s us de mul t inlication à l'aide d'un reg istre de 

l o ngueur double es t le su i vant : 

Le nroduit ri e deux nombres r é els non nuls x 1 et x 2 qui 

s ont sunposés être reorés entés exactement en machine respecti-
a1 a 2 / / 

vement par sign1 h .mant 1 et sign2 b .mant 2 , est repre sente 

pa r . ba -. s1p:n .mant , ou 

sign = (s i~n 1 )(siRn 2 ), 

a= a 1 + a 2 - L 

le produit de s deux mantisses mant 1 et mant 2 se fait 

de mani è re exact e dans un reg istre de long ue ur 2t (lon~ueur 

do uble); puis le r é s ultat e st normalis é (on dé place la mantisse 

de L places vers la gauche) et, ensuite, e s t arrondi ou tronqué, 
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suivant l'arithmé tique de l'ordinateur, à t chiffres et placé 

dans mant. 

Le produit rle deux nombres r é els, dont l'un a u moins es t 

n ul, est nul. 

L'ordinateur Siemens 4004 utilise cette méthode de multi

plication, avec le mode de tronca ture, dans le cas de la simu le 

précision. 

Bornes d'erreur 

Ce proces sus de multinlication calcule la va leur exacte 

du nroduit des ~antisses (ouisaue le registre est de longueur 

doubl e), ouis l' arrondit ou la tronque à t chiffres. Donc, 

l'erreur est semblabl e à c elle produite par la rep r é sentation 

numérique, et, sj on dé fi ni t 

où est le produit des nombres x1 et x 2 , supposés 

représentables exactement e n machine, 

fl(x 1x 2 ) est la repré sentation de ce oroduit, 

on obtient : 

en ca s d'arronrlj 

en cas de troncature 

-t+ 1 
h 

2 
< B < 

_ b-t+1 < 

-t+1 
b 

2 

B < 0. 
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C ADDITION A L'AIDE DE CHIFFRES DE GARDE 

Arithmétiaue 

Le proces s us d'addition à l'aide de g chiffres de garde 

e s t le suivant : 

Si l'un des deux nombres est nul, la somme éRale directe

me nt et exactement l'autre nombre. 

Dans le c as contraire, on peut tou7ours supposer que les 

nombres r é els non nuls, r eprésentés exactement en machine respec-
a1 a2 

tivement par sivn 1 b .ma nt 1 et sign 2 b .mant 2 sont tels 

o u et 

La mantisse mant 1 est d 'abord déplacée de a 2 - a 1 places 

vers la droite, nu i s est a rrondie ou tronqué e à t + g chiffres 

( g chiffres de garde), c e qui entraîne une erreur absolue Ei· 

Puis, la valeur ains i obtenue, affect é e du siv,ne sign1 , est 

additionnée dans un reg ist r e de t + R chi ffres à la mantisse 

mant 2 , affectée du si v,ne sign
2 

. Le résultat est alors normali

s é en déplaçant la mantisse de L places vers la gauche, puis 

arrondi ou tronqué à t ch iffres et assigné à mant , ce qui 

entraîne une erreur absolue E 2 . Le résult at de l'add ition est 
a 2-L 

si gn b .mant . 

Remaraue : 

L'ordinateur S iemens 4004 utilise cette mé thode d'addition, 

avec le mode de troncature, dans le cas de la simple précision 

( p; = 1 ) . 
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'9ornes d'er"."'eur 

J.P. Thiran calcule des bornes exactes de l'erreur engen

drée par cette mé thode d' a ddition [15]. Il définit l'erreur 

relative a par 

... 
Oll e st la somme des nombres x 1 et x 2 , suppos f s 

r e présent a bles exactement en machine, 

fl(x 1+x 2 ) est la va l eur calculée de cette somme, 

et il obtient : 

en cas d'arrondi 
-t+1 

b 
2 

< a < 

en cas de troncature -1 < a < 

où 
1 - b- t 

u = b-t-~+ 1 1 - b-t 

1 - b-t - g+i ( 1 - b-t) 

-t+1 
b 

2 

u 

(2.17) 

(2.18) 

Cependant, À toutes fins pratiques, il conseille de rempla

cer (2.17) par : -t+1 -t+1 b b 
2 < a < 2 

et (2.18) nar : -t+1 -t-g+1 - b < a < b , 
' 

c e oui constitue u ne anpro ximation d'autant meilleure que la base 

b de l'arithmétinue est grande. 
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2 . 3 . 2 MODELES STATISTIQUES POUR LES ERREURS 

Comme on l' a montré au paragraphe 2.3.1, l'erreur relative 

ne déoend ni du si pne du nombre exact, ni d e la valeur de l'expo

sant dans la décomnosition en format de signe et de grandeur. On 

courra donc se lim i ter ici A étudier l'erreur relative 

où 

e: = fl(x) - x 
X 

0 
= -X 

-1 
b < x < 1 , et 

5 est l'erreur absolue. 

D'un point d e vue non déterministe, on peut considérer 

l'erreur relative c omme la variable aléatoire quotient des varia

b les aléatoires i nd~ pendant es 5 et x (voir para~raphe 2.1). 

Dans ce cas, oour pouvoir déterminer la fonction de densité 

de e: , on devra se servir du théorème suivant : 

Th 0.o rèrne ( [ f3 J , paragraphe 6. 2 ) 

Etant données deux variables aléatoires indépendantes X et 

Y, s i leurs foncti o ns de densité sont resnectivement fx(x) et 

f y(v), la fonction ri e densité de la variable aléatoire W = ~ 

est donn é e oar : 

Les r é sultats pré sent é s dans les para~raphes suivants à 

oropos des erreurs re latives sont obtenus par Kaneko et Liu lBJ. 
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A DISTRIRtTTinN DF. LA MANTISSE 

Hamming a proposé un modèle propre à la représentation des 

nombres en virgule flottante [s]. Il considère que la mantisse 

d'un nombre flottant suit une distribution réciproque. En fait, 

la fonction de densité est 

r(x) = 1 

x. lnb 

-1 
b < X < 

où b est la base de l'a~ithmétique. 

1. 

Ce modèle est appuyé par des résultats expérimentaux et par 

la persistance de cette distribution À travers des opérations 

ar i thmétiaues simnles . 

A ERREUR DE REPPESSNTATI ON NUMERIQUE 

Comme on considère que l'erreur absolue 6 admet une distri

bution uniforme sur l'inte valle 

[ - -t 
b 
-2- dans le cas d'arrondi et 

~ - b-t, 0 ] d 1 d L a ns e cas e troncature, 

on peut énoncer les propos i tions suivantes : 

Proposition 2.1 

En cas d'arrondi, l' erreur relative de représentation 

numérique admet la fo nction de densité suivante : 



0 

(b-1) / h -t+llnh 

f A(u) = 
(b-t+ i _ 2u)/2ub-t+llnb 

(-h-t+ l _2u)/2ub-t+ilnb 

Démonstration 

En appliqua n t le théorème avec 

on obtient : 

fA(u) = J00

iv l fx(uv)fy (y) dy 
-m 

= J 1 
lvl dy 

s 
l1 

-t 
h .vlnb 

.... o u 

-t+ 1 
Si lui 

h --
a l ors s = > 

2 u 

-t 
S i h a l o rs < = 

<b 

lui -2-

r 
s 

, f:(ul 

S i 
-t 

b 
-2- < u < 

-t+ 1 
b 

2 
alors 
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-t+1 
si lui > 

b 
2 

-t 
si lui 

b 
< -2-

-t+1 -t 
si b b 

-2- < u < 
2 - -

-t+1 -t 
si 

b b - < u < -2-2 - -

X 
A = y , X= ô, Y= mantisse, 

b-t b-t 
uv € [ - -2-' -2- J } . 

et fA(u) = 0 . 

[ 
-1 

_b ' 1J et 

= ( b -1)/b-t+ilnb. 



b-t 
Si - - 2- > u > -

Proposition 2.2 

-t +1 
b 

2 
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alors l s u 
-1 b-t 

= [ b ,- 2u ] et 

En cas de troncature, l'erreur rel ative de reurésentation 

num~rique admet la fon ction de densité suivante : 

0 

fT (u) = (b-1 )/b -t+lln 

(-b-t+l _u)/ub -t+llnb 

Démonstration 

En appliquant l e théorème avec 

on ohtient : 

fT(u) = Jœ lvlfx (uy)fy< v) dv 
-œ 

bt 
-v-.--=1-n.,....h-l Y I d Y = J 

s 
u 

Si u > 0 alors s = u 

Si -t+1 
alors s u < -b = u 

Si -t alors s -b < u < 0 u 

si u > 0 ou u < -b -t+1 
-

si -b -t 
< u < 0 -

si -t+1 -t 
- b < u < -b -

X T =y, X= ô, Y= mantisse, 

4> et fT (u) = 0 . 

4> et fT (u) = 0. 

= 1 - 1 
b ' 1] et [ 

fT (u) = ( b-1)/b-t+llnb. 
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Si -b -t+1 < u < -h-t 
alors [ 

-t+1 -t+1 fT(u) = (-b -u)/ub lnb. 

Remargue_: 

Comme dan s le cas où b = 2 et t est suffisamment 

grand, (b-1)/lnb ~ 1. 4 

-t 
b 

-t+1 
b 

et 

o n oeut considérer que l' e rreur relative est distribuée unifor

mément sur l'intervalle 

[-2-t, 2- t] 

[-2-t+1' o] 

dans l e cas d'arrondi et 

dans le cas de troncature. 

C F.'R'RElJR DE fv1ULTIPLTCAT ION 

Etant donn ~ ~ue l'erreur produite p a r une multiplication 

utilisant un repist r e d e longueur double est tout à fait sembla

ble à celle produite par la repré sentation numérique, on obtient 

ic i exactement l es mêmes résultats qu'au para graphe pré cédent . 

on a : 

si b 

Si on défini t 

6 2 = var(e:) 
X 

= 2 0 = 
[ 

0 -t 
en 

X 

-2 en 

62 1 -2t 
= :î 2 . 

X 

(2.19) 

cas d'arrondi 

cas de troncature 
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s i b > 2 ô = 

[ 
0 en cas d'arrondi 

X 

-t de troncature -b (b-1)/2lnb en cas 

t:,2 = [ 
b- 2t( b 2-1)/24lnb en cas d'arrondi 

X 

b- 2t( b 2-1)/6lnb - b- 2t(b-1) 2/(2lnb) 2 

en cas de troncature. 

D ERREUR D'ADDITION 

Le cas cte l'erreur d 'addition est un peu plus compliqué 

que les précédents. En eff et, l'erreur absolue n'est plus con

sidérée comme uni formément distribué e. 

Tout d'aborct , Kaneko et Liu [8] se basent sur un article 

de Sweeney [14] oour négl iger l ' erreur absolue t 1 . Ils affirment 

d'autre part qu'il y a un e grande probabilité que t 2 = O. 

Ceci arrive en fait quand : 

(1) a2 = a1 et sip;n 1 = -sign 2 

( 2 ) a2 = a1 et sign1 = sign 2 mais L = 0 

( 3 ) a2 = a1 + 1 et L = 1 

Soit Po la probabili té que E2 = 0 . On obtient donc pour 

t 2 une densité de nrobabil i té constituée de deux composantes : 

une fonction del ta d'amolitude p
0 

à l'origine et une distribu

tion uniforme sur 
-t -t 

[- ~' ~] en cas d'arrondi 

[ -b-t+i, O] en cas de troncature. 
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D'une man ière tout à fait similaire à celle du paragraphe 

précédent, on obtient les propositions su ivantes : 

Pronosition 2.3 

F.n cas d'arrondi, l 'erreur relative E admet la fonction 

de densité suivant e : 

-t+1 
0 si lu I b 

> 2 -
)( b -1)/b-t+ilnb 

-t 
p ('i(U)+(1-p si lul b 

< -r 0 0 

fA(u) = 
)(b-t+i_2 u )/2ub-t+ilnb b -t b -t+1 

(1-n 
0 

si -2- < u < 2 

-t+1 -t+1 -t+1 -t 
si b b (1-p )(-b -2 u)/2ub lnb - < u < - -2-

0 2 

Pronosition 2.4 

En cas de troncature, l'erreur relative E admet la fonction 

de densité suivante : 

si 0 
-t+1 

0 u > ou u < -b 

fT ( u) 8(u)+(1-n ) (b-1)/b-t+ilnb si -t 0 = Po -b < u < 
0 -

-t+1 -t+1 si 
-t+1 -t 

(1- n ) (-b - u)/ub lnb -b < u < - h 
0 -

1- La valeur p
0 

dépend de la base de l'arithmétique et des 

données des additions. Elle varie de 0.3 ' a 0. 8 [8] 
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2- Dans le c a s où b = 2 et t est suffisamment grand, on 

peut considé rer que l'erreur relative admet la fonction de den

sit é suivante 

[ 0 

= 

P ô ( u )+( 1-p ) / 2 
o ·o 

s i I u 1 > 

-t+1 
si I u 1 < 

- t 2 

- t 
2 

en cas d'arrondi, e t 

= [ 0 

-t+1 p ô ( u )+(1-p ) /2 
0 0 

si u > 0 ou u < -2-t+i 

si -2 -t+1 O < u < 

en cas de troncature. 

Si on dé f in it 

on a : 

si b = 2 ô+ = [ 
tJ_2 = [ + 

si b > 2 ô+ = [ 

0 

ô+ = E (d 

tJ. 2 = var( d 
+ 

-(1-p ) 2-t 
· o 

(2.20) 

en cas d'arrondi 

en cas de troncature 

(1-D ) 2-2t/3 en cas d'arrondi 
- 0 

-2t )2 2-2t 4(1-p )2 /3-(1-p - o 0 
en cas de troncature 

0 en cas d 'arrondi 

-t de troncature -b ( 1-p )(b-1)/2lnb en cas 
0 



~; = [ (1- n
0

)b-
2
t( b 2-1)/24lnb 

(1-n )b- 2t( b 2-1)/6lnb -
0 

en cas d'arrondi 

en cas de troncature. 
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INTRODUCTI ON 
---------- --------------

Les erreurs numériques des algorithmes de Cooley et Tukey 

et de Sande et Tukey sont résentées dans ce chapitre avec l'hypo

th èse de l'arithmétique en virgule fixe et de la représentation 

binaire en "complément - à - deux". La plupart des estimations 

sont données pour le s algor ithmes en base 2 aux paragraphes 3 .1 et 

3.2. Quelques r ésultats s ont indiqués pour les al gorithmes dans 

un e base composite au paragraphe 3.3. 

Les nombres sont représenté s par une suite de t+1 bits, dont le 

premier est le s igne; leur valeur absolue est inférieure à l'unité . 

Le résultat d'un produit e s t soit arrondi,soit tronqué , sauf dans 

le cas des multiplica tions réelles par± 1, pour lesquelles aucune 

opération n'est effectuée. Deux procédés permettent d' éviter un 

dépassement après une addit ion. Le premier consiste à divis e r le 

signal d'entrée par le nombre de ses composantes, le second à divi

ser par 2 les résul t ats avant d'effectuer les calculs de chaque 

é t a pe. 

La moyenne et le total des carrés des erreurs sont prédits au moyen 

du modè le statistique décr i t dans la sous-division 3.1.1. Les para

graphes 3.1 et 3.2 traitent l'arrondi et la troncature avec ou sans 

déplacement à chaque étape ; le parag:r ·aphe 3 . 3 envisage seulement 

l'arrondi sans déplacement . Cette analyse est complétée au cha

pitre 5 (paragraphe 5.1) par les résultats expérimentaux. 

Comme les nombres y sont r eprésentés en "s igne et grandeur", le 

modèle statistique est mod i f ié de mani ère à annuler les moyennes 

des erreurs. La bonne correspondance entre les résultats expéri

mentaux et les va leurs prédi tes par la théorie confirme le choix 

du modèle modifié et du modèle initial décrit en 3.1.1. 

Une question demeure ouvert e. Un déplacement peut n'être effectué 

que lors d'un dépass ement. Cette méthode produit des erreurs moin

dres que le déplacement à chaque é tape qui en est le pire cas. 

Il est nécessaire de tenir compte du signal d'entrée dont dépend 

l e nombre de déplacement. Ce problème a été abordé par Weinstein 

[ 18 j . 
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3 . 1 

3. 1 . 1 
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RESULTAT S DE L' /\NALYSF. DE L'AL~ OR ITJ!MF. DE COOLEY f.T 

1'lJKEY 
- - - - -- - - - -

MODELF. STATISTIQUE 

Le calcul é lémentaire de l'alforithme de Cooley et 

Tukey est un " papillon " de la forme indiqué e en (1. 12 ) . Le mod è le 

statistique de l'erreur de discrétisation numérique s ' é tablit en 

associant ~ chaque multipl i cation un siRnal d ' erreur de t ype 

al (; atoire . 

Le sché ma habituel d 'un " pa pillon" sera remp lac é par celui indiqué 

à la fir;ure ( 8a ) da ns laque lle e: ( i , a ) renré sente 1 ' erreur 

co mp lexe introduite dans l e calcul du Ci+ 1 )- ~me tableau et 

p lus précis é me nt dans la m ltiplicat ion du q - è me é lément par un 

coe f ficient complexe. 

:-1 

t(i,q) 

Fig. 8a 

Le produit des deu x nombres complexes z 1 _= x1 + jy
1 

et z
2 

= x
2 

+ jy
2 

est gé né ralement ef f ectu6 de la mani~re s~ivante 
L [ z

1
z

2
] = L [x

1 
x

2
] + L [ - y

1 
y

2
} 

+ j ( L [ y 1 X 2] + L [ x 1 y 2] ) 
où le symbôle L [.] dé si p,n e soit l'arrondi, soit la troncature . 
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Une autre m~thode a 6t6 propos 6e par Liu et Pe l ed [ 1n J : 

( 2 ) 

Dans le premier cas , ~uatre erreurs de discrétis~tion numérique 

sont introduites, dans l e s econd cas de ux seulenent . 

Rappe lons et précisons le s hypothèses du modè l e statistinue d6.crit 

a u parar,raphe 2 . 1 . 3 . 

1 ) L ' e rreur de discré tisat i on numf rique provenant d ' une nultipli

cation entre nombre r é els est distribuée un iform~nent. 

Il le est caractéris é e par le s r e lations ( 2 . 11 ) ~ ( 2 .1 4 ). 

2 ) Toutes les erreurs prove nant des multiplications e ntre nombres 

r é els ne sont pas corr é l r-es . Par cons é quent , la variance de 

l ' erreur introduite par un e multipl ication entre no~bres como lexe s 

es t : 
( 3 . 1) 

011 a vaut 4 pour l e sch '> ma de multiplication ( 1) et 2 pour l e 

sch é ma ( 2 ). 

[n outre, en dési gnant par e (i,p) l'erreur numé rique introduite 

dans le calcul de xi + 1 ( p) , 0 ~ i ~ M- 1 , les processu s al éatoires 

( e(i,p), i f i xé , p = 0 , 1 , ... , N-1} 

constituent des bruits blancs. De p lus, l e s variables a l éatoires 

de deux de ces proces sus ne sont pa s corré l é e s. 

3 ) Les erreurs dues a ux multiplications ne sont pas corré l é es avec 

le sip;nal d'entrée . Donc 

E [e(i,p). Xn] = 
où l = 0 ' 1 ' ... 11 - 1 n, p 

du sir.;nal d ' entrée est une 

aléatoire X . n 

E [e(i, p )] E [xnJ 

·- 0 ' 1' . .. N-1 et où l ' .§ lément x (n) 

réalisation particuliè re d e la variable 

Il faut encore e mpêcher un dépassement é ventuel du reRistre. 

De s re lat ions (1. 12) on d 6duit les in ~ealit 6 s 

max ( [x i (p)] , [x i (1) ] } , max ( [ xi+l ( p )] , [xi+l (1)1} 

max ( [ x . ( p) ] 
l 

,[ x .(1)]) 
l 

( 3 . 2 ) 



Par cons équ ent, il es t clair -que l a condi t ion 

l y Cp)I < 1 p = 0,1, ... , N- 1 

su f fit oour é vit er t out dépassement. On obtient 

-1 
1 Y ( p) 1 = I 

n= O 

Il s u ffi t donc d'ex iger aue 
1 X ( n) 1 < 1 /N 

x (n) wnp 1 < tJ max n 

n= 0 , 1 , ... , H-1 

Une seconde mé tho de est ba s ée sur l'inégalit é 
!x,( p) ! < 1 /2 p = 0,1, . .. , N-1 

l 

qui suffit pour é viter tout d é passement à l ' P- tA.p8 suivante . 

Le si f,nal d'entré e e st soumis~ la contraint~ 
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Cl . 3 ) 

l x(n)! < 1 n = 0,1, ... , N-1 ( 3 .4) 

De p lus, avant t oute opérat ion il faut diviser oar deu x les é l ~

ments de c h aque tableau. La fi g . ( Ba) devient : 

c(i,p) 

0 E(i,q) 

Fig. Bb 

-1 

Le mod è le statistique est comp l é t é par un e quatriP-ne hypothRse 

4) Les erreurs due s aux déplacements sont distribué es uniformément 

et caracté ris é es par les r elations (23. 6 ) e t(2 3 .7). 

f.lles ne sont corrflées ni entre elles, ni avec l e sir-nal d 'entré e, 

dans le sens défin i pour l es hypothè ses 2 et 1+. Elles n e sont 

é8alement pas corrélées avec les erreurs de d iscréti sation numPri

que : 
E[ d(i, p ). e( j ,q )] = r=[d(i, p )} r: [ e ( j , q )] 

où i , j = 0 , 1 , . . . , M -1 ; p , q = 0 , '.1 , . • . , N -1 et où d ( i , p ) dé s i gn e 
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l'erreur a l éatoire introduite par le d8 placement pendant le calcul 

de x. 1 (p) 
1+ 

1) Une troisième méthode pour é viter le d8passement du repistre 

est de n'effectuer une divi s ion par 2 oue lorsou 'un d é passeme nt est 

d ~t ect6 . Le calcul est alor s repris apr ~s avoir d ivi s 6 l'enti ~ret é 

du tableau par 2. 

2) La seconde h ypothè s e du mod~le statis t iqu e est contredit par 

le fai t que les erreurs commises sur deux é l é ments d 'un même 

"pa p i llon" sont d e signes o ppos é s : de la f i r, . 8a 

on d ~duit immé diatement oue e(i,p) = e(i,q) = E: (i, q ). 

Comme ces erreurs s e propa vent ensuite suivant les chemins oui ne 

se coupent pas, c ette corréla tion ne perturb e pas le calcul des 

variances. 

3. 1. 2 PROPRIETES DE 1 :1 ALGORITHME DE COOLEY ET TlJKEY 

Les relations (1 .11 ) qui définissent l'algorithme 

peuvent être écrites sous l a forme suivante 

x (n1,··· ,nM , p , ... ,p1) m -m m 

1 
= I 
nM-m+1 = 0 

x 1 ( n 1 ' • • • ' nl ~ ·1 ' p 1 ' • • • ' P 1 ) m- ·t -m+ .. m- • 

[- nM-m+1 ( pm 
rn-1 m ] exp J 2 'Il' 2 + ... +r,1 )/2 

XÜ ( n1, ... , nM) = x(n) 

M 
o ù n = I n. 

1 
1 = 1 

i- 1 
M i-1 

2 et p = I P· 2 ( 3 . 5 ) 
1 

i = 1 
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Les relations (1 .2 3) dé fin i ssent le s- ème é l é ment du 1- ème b loc 

de l ' é tape m. Il suffit de poser r=2. 

Proposition 3.1 

Une erreur de var iance 

x d 'une TFR de N 
m 2 

var i ance tJ. dans 

Démonstration 

- ?M - ~ 

M-m 2 

tJ. 
2 introduite dans le calcul du tableau 

é chantillons donne lieu à une erreur de 

é l é me nt du tableau des r é sultats de la TFR . 

L 'a lgorithme de Cooley et Tukey est représent~ par un ~raph i aue 

en s tructure d'arbre dont l e s branches se dédoublent successivement. 

En particulier, un é l é ment du m- è me é tage des calculs sera relié 
M-m 

à deux é l é ments du tab leau xm+i' quatre du tableau xm+ 2 , .... ,2 

du tab leau xM (fig . 9a). 

L ' • ff 2M--m ,,.1,,. • d • 2 erreur qui a ecte ces e ements est touJours e variancet,. 

puisqu'elle n'est mul tipliée que par des nombres complexes de 

p;ra ndeur unité . 

Proposition 3.2 

La variance de l'erreur de dis cré tion sur chaoue r é sultat de 

l'al p;orithme est la somme de N-1 variances d 'erreur dont 2M -m 

d'entre elles proviennent d e s erreurs introduites dans le calcul 

du tableaux . 
m 

Démonstration 

Un é l ément du tableau final xM est reli é à deux é l P-ments du tahleau 
M-m M-1 

xM _1 , .... 2 du tableau xm , ··· ,2 du tableau x1 par une structure 
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x(O) y(O) 

x(4) y(2) 

x(2) y(2) 

x(6) y(3) 

x(1) y(4) 

x(S) y(S) 

x(3) y(6) 

x(7) y(7) 

Fig. 9a 
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x(O) y(O) 

7 
; 

' / 

x(4) 
! y(1) - -- - -- t- .. ' 

/ / 
/ / 

x(2) .. , y(2) 

x(6) ., y( 3) 

y(4) 

x(S) y(S) 

x(3) y(6) 

x(7) 

Fig. 9b 



d'arbre (fi v. .9b). 

Auc une erreur d'arrond i ou de troncature n' est commise s ur le 

tableau initial. Le nombre de contributions est donc f ral ~ 

Ï 
i=1 

M-i 
2 = N-1 
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Il suffit de les a dd itionner puis que les erreurs sont. non corré l é es 

L ' erreur due aux dé placement s n'a pa s encore é t é envisar.é e . 

Par les hypothè ses de non corr ~lation, il suffi t de cunuler les 

contribut ions des erreurs numériques provena n t des déplacements et 

de la discrétisation oour obtenir l'erreur tota le. 

Proposition 3 . 3 

Dans l'hypothè se d ' un dé plac ement à chaque é tape, l a contribution 

de l'erreur ainsi cré é e est N( N-1 ) 2- 2t / 2 pour cha~ue é l (,ment du 

tableau final. 

Dé mons tration 

A chaque étape de l'algorit me , le dép laceme nt est introduit avant 

t oute opé ration. Une erreur• de ,,variance 2. ( 2 - 2t/4).2 2m affecte 

chaque é l ément du tableau x . Le fac'teur 2 tient compte des erreurs 
m 

1 . .,. 11 . . . - 2t/ sur es partie s r e e es et ima ginaires, le f acteur 2 4 est la 

variance de l'erreur introd i te et le facteur 2 2m tient comote des 

d~plac ements précé dent s. 

Par un raisonnement analo pue ~ celui de la proposit ion 3 . 2 , chaque 

6 l ément du tab leau final r e çoit une erreur de varia nce é Rale ~ 
M 

2- 2t/ 2 I 2M-m. 22m = ( 2-?t/ 2 ) N(N - 1 ) 
m=O 
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La s o mme d (, bute ii 1 1 (> tape O e t s e termin e il 1 ' ,--;ta.pP. t1 -1 c a r l e 

tableau initial sull it un d(,p l ac eme nt mai s pas 1 ~ tableau f i n a l . 

Propos itio n :-l . 4 

Tl ex iste une r e l ation de t ra n sform~e rle r0uri0r rliscr~te inver se 

entre l e s (,lfme nt s cl I un bloc rl8 1 ' é:tane m ~ t l e s ,-: 1 ,~r1 2nts corres 

po n da nt s du t ab l eau i nitial . 

La d0rnonstrat i o n a é: t ( donnée dans l e pr' "" TT'i 2r chaT)itre n a r l a p::>O}) C 

t·1 
sition 1 . 1 d a ns l e cas où n = r , r ~ ? . L e ~; ." J ( r.,.e n ts cl u t2.bJ.e2. u ir..i -

tial co r r e spondants au b loc 
{ 

xm( 1 7. m + s ) } ?m - 1 

sont 

3 . 1. 3 

3 . 1.3 . 1 

s = 0 
2m- 1 

s = 0 

/\RROJJDI - S/\tTS Dr.T> L/\Cr.trr:. l'T' 

Tout d ' al )o r d , p2.r ( 2 . 11 ), il e s t f. v ident aue 

E [ e (p)] = O; e(p ) d é si r;n e l'erreur c omrrise s ur y ( n ). 

Ensuite pour P. valu e r le tot a l nu carré des err~urs, il faut r 2mar

~uer a ue les d e ux premi ères é tap es ou i n e comport e nt que des multi -
+ + nlicat ion s par _ 1 o u - j s ont e ffec tué:es sans err e ur . 

ne n l us , ~ chaque ~tape 
11 -m cal c ul (e s dan s l es 2· 

mu ltiplicatio ns nar ~ 1 

su ivant e , N mult i p l ication s compl e xes sont 

blocs . Toutefo i s dans chacun d ' e u x n u a tre 
+ • ' ... ou_ J n e n t ra i n e nt pas d ' e rre u r . Pa r l a 

proposi t i on 3 . 1 et par ( 3 . 1 ), on o btient 

tl -1 

e ( f) )! 2 ] 
M 

I ( F. [ 1 \'\ 
( 7 - ?t /1.?) I Ol - 11 . ?t1- r1 ) M-n = Cl 2 

n=O m- 3 

= Cl o- ?. t11n 0/ ; 5 - }l + 4 / :l ) ( ? . r, ) 
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Tous les rés ultats ne reçoivent pas la même contribution d ' erreur . 

Pour 6valuer chac un des termes de ( 3 . 6 ) il est n(cessaire de d 6com

poser l 'indice p en 

p = ~ 
i =1 

i-1 p . 2 
l 

Dans ce dévelo ppement si m es t l e premier ind ice pour leouel apna 

raisse un "1", on a m = min { i: pi= 1) Par> ( 3 . S), :.i l ' é tape 

m les é l éments reli r. s à y ( n ) sont mul t ipli é s par - 1 , ~ l' étaue 

rn + 1 , ils sont multiplié s par! j. Dans toutes les éta pes ulté

rieures le s multiplications e ntraînent des erreurs , c ' est - ~-dire 

à partir de l' é tape s ( p ) d~f inie pars ( p) = 2 + min { i : pi = 1 ) 
Par la propos it ion 53 . 2 ) on obtient 

2 
E[I e(p )I ] = 

M 
l a ( 2-?t/2 ) 2~-m 

m=s( p ) 

D'aut re part , il est immé diat que y ( p ) est ca lculé sans e rreur 

pour les indices p = O, N/4 , N/ 2 , 3N /4. Le résultat fina l est 

donc 

[ 

0 p = 0 , N / l[ , N / 2 , 3 N / 4 

= a ( 2- 2t / 2) [ N / 2s ( p )- 1 } - 1 

autrement. ( 3 . 7) 

Le r é sultat é tabli en ( 3 . 6 ) peut être retrouv P. à partir de ( 3 . 7 ). 

I:n e f f et : 
N-1 

1 2 ] 
N-1 

a ( 2 - 2 t / 2 ) OJ / 2 s CP ) - 1 I o:: [! e ( p ) ) A = I - 1 ) 

p =O p=1 
( 3. 8) 

.... 

+ N/ 4 , N/ 2 , 3N/ 4 ou p 





Seule la somme suivan te pose des probl;;mes : 

N-1 

I 
r =1 

s(p )-1 
1 / '.? 

tl-1 { } = i/? .}: 117 r.iin i , pj_ = i 

n =l 

Elle peut être d écompos 6 e s uivant les inciic es 

1 
; p = 1.2 
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n î P /lf ,tl/'.1, ~J'! / 11 

o~ 1 est impair et min ( i p . = 1} vaut resoectivernent 1, ? , ... M. 
l 

En remarquant que l es indices à rejeter s ont : 

p = l,2M-l, 1 ir.ipair, qui ê (]uivaut 2l p = 

-- 12 M- 2 , 1 • • • "' • ' p 1rnpa1r, ou1 e ~u1vaut n p = 

la somme ( 3 . 9 ) devient 

M- 3 
112 I I 

M-1 2 

Comme l'ensemble {p =l2k; 1= 2r+1},o~ 1~ p ~ N-1,compte N/ 2k+l 6 l ~ments 

on obtient 

M-3 
N/ 2 l 

k =O 

-2k - 2 2 

L'expression ( 3 .8) devient 

= N / 6 . ( 1 - 1 G n/ ) 

qui est le r é sultat é tabli e n ( 3 . 6 ). 
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3 . 1.3.2 TRON CATURE - SANS DEPIACEMCNT 

La r ela tion ( 2 . 1 . 3 )indique qu e ]a mo yenn e de l ' erreur 

n'est pas nulle. Pour 1' 6 va luer, il est n 6cessaire de d 6tailler 

l e ca lcul d 'un "papil lon"; 

xrn ( r ) = xm- '.l. (r) + xm-l ( s ). ll 

xm ( s) = xm-l (r) - xm-l (s). l i 

On d6duit de (3.5) que 
M-m 

2M-i m i-1 
r = I n . + I p . 2 

i =1 l i=1 
• l 

m-1 
s = r + 2 

a vec 

[ 
m-1 

2 i - 1 12 m ] lJ = exn - j 2 ,r I P· 
i=1 l 

n = () 
m 

où rn varie de 1 ~ M. Ha b ituellement xrn-l ( s ).U est d 'abord 

calcu l é et tronqué~ t bits avant d'être utilis 6 dans les calculs 

La moyenne de l'erreur est do nc 

-t- '.l. 
o./ 2 ( 1 +j) ( !" ) ( 1) -2 SU!" X 

rn 

+2 -t-1 o./ 2 ( 1 +j) sur X 
m 

( s) ( 2 ) 

où l e s coefficient s o. / 2 et (1 + j) tiennent compte des o./ 2 

multiplications r é elles n é ces saires au calcul des parties r é elle 

et i ma ginaire. A l' é tape m, chaque bloc est c omoos é de 2m é l 8ments 

dont la première moitié reçoit l'erreur indiqué e en (1) et la s econ

de reçoit celle indiqué e en (2). 

Par l a proposition ( 3 .4) ces erreurs peuvent être ramenée s ~ de s 

erreurs é qu i valent es sur le s i ~nal d'entrée. Pour un bloc du tableau 

x , e lles s'obtiennent en prenant la trans formée de Fourier inverse 
m 

des ?m é chantillons s uivants : 
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~ 
l = o, r; 11 , r /?. ' 3P/lt 

E. = () < l ~ P/ 2 - 1 ( 3 . 10) 
l 

.11 / 2 $- i ~ P-1 

où 
-t-1 A = - 2 ( a/ 2 ) ( 1 + j ) et 

Les indices i = O, P/ 4, P/ 2, 3P /4 correspondent ~ des ( l Grnen t s 

ca l c ul é s sans erreur . Les e rreurs é quivalentes des 0 l f ments de ce 

b loc sont donc : 
p - 1 

· k t 
e = 1/ P . I E . Wl 

kt 
l p 

i= O 

' 
t 

0 11 w = exp ( j21r/ P ) et 0~ k ~ 
p 

En tenant compte de (3.10) o n a 

' w ou 
p 

Dans 

e t 
k 

P / 2- 1 
= 1/ P [ L E. 

l 

P/ 2- 1 

= 1 / P L 
i= O 

t ·i· 

i=O 

. t 
E . W ik 

l p 

P/ 2.k k 
= ( -1) 

t 
le cas où k est pair on obtient 

P- 1 

P/ 2-1 

I 
l = 0 

Dans le ' kt cas ou est impair, en tenant comDte des termes nuls, 

on ob tient : 

[ 

P/ 2-1 . t 
= <2A/P) I w~k 

i=O 

p / Lt. k t ] 
w p 



o ù 
P/ 2- 1 ·!· I wik 

p 
i=O 

·1· 
. k = J 
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Si k t est le nombre binaire invers 6 de k , l'erreur éq uiva l e nt e s ur 

l e k - ~rne é l é ment du bloc cor respondant d u tab l e au in itia l no té 
m x0 Cl 2 + k ) es t donc : 

2-t - 1. (1 +j ) o. /2 . 
t ·!· -i- ] 

r 
( 1 + wk ) / ( 1 - v1k ) - • k ·j· 

m ri J s i k es t impair 

Comme x
0

(1 2m+k ) = x0 Cn1 ,··· , nM) 

r eDr6 sent é s respect i vement par : 

m 

l nM-i+1 
i=1 

i- 1 2 et 
m 
I 

i=1 

s i ki"est pair 

( 3 .11) 

les indices k et k t sont 

-i-Pui s oue k d ~pend den et m on peut le dé s i~ner par f (n, m) qui 

sera pa ir ou impa ir suivant que nrn-m+l va ut O ou 1. 

Si. f ( ) t . . t t .f(n, m) . . n,m es impair , on c ons a e que J vaut +J ou-J suivant 

que nM-m+ 2 vaut O ou 1 . 

L ' expression (3. 11) devient 

. [ ] ( 3 .1 2 ) 

L ' e rreur qui affect e y ( p ) es t lep- ème r és ultat ri e la TFD d es N 

é chanti llons d é termi né s par l a somme des contributions ( 3 . 12) pour 

m = 3 , ... M pu is que l e s deux premi Pres é t ane s ne comport e nt pa s 

d 'er reur. 
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En tenant compte des r ~s ulta ts y ( p ), p = n, N/4, N/2 , 3N/4, q u i 

sont calcul 6 s san s e rreur o n ohtient finale ment 

p = n, N/4 , N/7, 3N / 4 

-t 
2 /2. ( 1 +:i) 

M 
. (T,D ( I 

m=3 

[
(!+ Wf (n , m))/( ! - Wf (n, m)) 

m m 

_ j(-i)nM-m+ 2]) _ ) 
n-0, ... ,N-'.I D 

autrement 

(3.13) 

où -TFD { . ) 
n 

dé s i gne la t ransform6e de Fourier discr~te de s N 

é chantillons de la suite {. } n 

- (TFD ( . } ) en dé signe le p - èrne r é sultat . 
p 

La variance des erre urs numériques ne chan p;e pas , que la troncature 

( 2 . 14 ) ou l ' arrondi (2.12) soit util is é . Donc : 

N-1 [ ] N- 1 [ ] H-1 ~ ( E le ( p) 12 ) T = l ( E I e ( p ) 1 2 ) + l 1 

p-0 p =O p=O 

où E [ e ( p ) J est détail l é par ( 3 .1 3 ). 

Par la relation de Parseval (1.2) on obt ient 

N-1 [ ] l ( E le(p)I 2 ) T 

p =O 

2 + a . 
N-1 

2-2t/2.N • (I 
n=O 

= 

M 
1 .. I 

m=3 
n 

M- m+1 
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[ 
0 . 14 ) 

3.1.3 .3 ARRONDI - DEPLACEMENT A CHAQUE ETAPE 

la variance des erreurs dues aux ct ~p lacements es t donn~e 

par la proposition (3. 3 ). Celle des erreurs d 'arrondi es t 

[ 

0 

-2t a. 2 / 12. 
M 

I 
m=S ( p) 

2M-m. 2 2m 

p=O, N/l!, tr/2 , 

autrement 

3N /4 

où 2m l e facteur 2 e st dû a ux dép l acements. 

En effet l'arrondi s'effectue sur des nomhre s qui ont ~t é pr6c l dem

ment divis é s m fois par 2 . I l faut donc multiplier l es erreurs 
m par 2 pour qu' e lle s corre spondent aux v ( ritables r ~sultats d 'une 

transforrn~e de Fourier a pp liqué e au signal d ' entr~e . Les erreurs 

d ' a rrondi e t de d é p lacement é tant non corr é l t es par l a ouatri è me 

hypoth ~s e du rno d ~le statistique, l a variance de l'erreur commis e 

sur y ( p ) est : 

p = O, tl/4, N/ 2,3N 
V = 

( 3 .1 5 ) 

où s ( p ) = 2 + min ( i : pi = 1 ) 

La moye nne des erreurs dues aux dép lacern~nts reste À d é termi ner. 

Comme le, d é placement du t a b leau x a lieu a vant de calculer x 1 , m m+ 
chao ue é l é ment de x , m - m = O, ... M-1 est affecté d'une erreur de 

moyenne -(1+j) 2-b-l+m Par l a proposition ( 3 .4), l'erreu 

é quivalente sur les terme X 
0 

m M-m (1 2 ), 1 = O, ... 2 -1 poss ~d e une 



~ 1 ' -(1+J·) 2-b -1+m . moyenne er,a e é1 
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Il fa ut effectuer la somme de s contributions ~rovenant des C'tèpe s 

m = O, ... , M-1. D~signant l ' erreur 6~uivalent e renort ~e sur 

l' é l é ment x 0 (1 2m ) par µe ( x0 ( 1 2m ) J on obtient : 

= _ ( i+j ) 2- b - 1 +m 

e t 0 ~ m ~ M-1 Par cons é nuent 

I [- ( 1+j)J -b- 1 +m ( 3 . 1 6 ) = 2 

( m :1 2m =i ) 

Si i est nul , la somme dfb ut e , ~ m = 0 et se t ermine~ m = M-1 . 

Donc 

r ] - b -1 µe x0 CO ) = -(1+j) 2 ( N-1) 

Si l n' est pas nul, on peut le d é composer e n : 

M k - 1 k-1 M k - K l = I lk 2 = 2 I lk 2 
k=1 k=K 

o ù K = min ( k 

L'ensemble des indices de sommation de ( 3 . 1 6 ) est 

qui est identique ~ 

{m : 0 ~ m ~ K -1 } 

Donc , dans le cas où i n ' es t pas nu ~ ( 3 . 1 6 ) devient 

K-1 
2-t-1+m µ [ xo ( i ) ] = I - ( 1+j) e m=O 

- t - 1 ( 1 +j) ( 2K-1 ) = -2 

Comme xo (i ) x ( n ) avec 

r 2k-'.L 
M k-1 n :; nk = I 1 M-k +1 2 

k =1 k=1 
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On obti e n t K = mi n { k ~ i k = 1 } = M + 1 - nax { k 

La re l a t ion ( 3 . 1 5 ) s ' 6crit f i nal eme nt : 

= 

oi'1 r: ( n ) = [ M 

M +1 - ma x ( k a utreme nt 

On e n conclut que : 

E [ e ( p ) ] = 

On é t ablit par ( 3 . 1 5 ) 

cr:: [ 1 e ( P ) 1 ? ] ) AD = 

0 

? _ ')t Ir: [e(p)] I + 2 '· / 2 . tJ (i l- 1. ) 

p = O, N/4 , N/ 2 , 3M/ 4 

+ 

- 2t 
n . 2 11 2 . n 

a ut renent 

Par l a r ela t i on de Pa rseva l ( 1 . 2 ) a pp l iau~e ~ (3 . 17 ) on obt ient 

H- 1 
I 

p =O 
r: [ e ( p')J j2 = 

Pu isq ue max {m : nm 

e t que 1 .~ n ~ N- 1 

= 1) = k équivaut à 

é quivaut à 

2k - 1 
~ 

k 
n ~ 2 - 1 

on a 

N- 1 
I = 

f'-1 L ( 2k- 2k - 1 ) ( 2M +1- k _1 ) 2+( 2M - 1) 2 

n= O k =1 

= ( N - 1 ) 3 N - 2 MiJ 

Par cons éa u ent 

N- 1 
L I E [ e (p ) J 12 = 2 - 2t / 2 . JJ [ 3 (N- 1 ) N - 2MN ] 

P=O 

( 3 . 1 8 ) 
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D'aut r e par t , il es t é vid ent ~ue 

N- 1 2 2 - ? t l ( 2 - t/2 ) N(N-1 ) = N ( N- 1 ) 7 /2 (3 . 1 9 ) 

P=O 

Par un ra i sonnement semblab le~ celui q u i a servi ~ d ~velo pper 

l'expression ( 3 . 9 ) on obt ient 

N-1 
I 2s ( p ) = 4N (M- 2 ) 

p= O 

avec p + O, N/4, N/ 2 , 3N /4 

Pour o + 0 , N/ 4, N/ 2 , 3N/4 on t r ouve 

N- 1 ( I a. ( 2 - 2t/1 2 ) N 1 2N - 2 8 p ) 1 

p =O 

- 2t 
= a ( 2 /12) N2 (2N-4M) 

( 3 . 20 ) 

P .ar ( 3 . 18 ), ( 3 . 1 9 ) et ( 3 . 20 ) 

N-1 
I ( E [ 1 e ( P ) 1 

2 J ) AD 

p =O 
= 2 -

2 t [ C2 +a/6HI
3 

- 2 + M + ( a / 3H1 

N2] 

' 3 . 21) 
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3.1.3 . lt TROtlC/\TllRï. - n rrL/\C f.Mï.NT /\ Cl !/\0llF f'T/\Pf' 

Les r <' s ultats sont d (, riv(s d~s nararr a.phes ~13: et 31 3? . 

Pour tenir compt e des effe ts des d 6placene nts il faut multi plier 

l a relation ( 3 . 12) par 2m . f.n y ajoutant la movenne cie l'erreur 

due aux d 6 p lacenent s indio u8 e en ( 3 . 17 ), on ohtient 

(3. 22 ) 

E [ e(p ) ] = 

[ l +Wf (n,m) )/(l-Wf (n,m)) 
m m 

_ j ( _ 1 ) nM-m + 2 1 ) ) 

n=O, ... ,N-1 p 

La variance des erreurs pour la troncature est donn <' e nar ( 3 . 15 ). 

Par cons é quent : 

tl .01- 1) 

p = 0 , N / l~ , N / 2 , 3 N / 4 

autrement 

ou E [ e ( p ) ] est détaillé par ( 3 . 22 ) 

En utilisant ( 3 . 1 9 ), ( 3 . 20 ) et la relation de Parseval on trouve 

N-1 
l CE [! e( p ) 1 

2
) ) TD = 2 -

2t . [ rr 3 ( a / 6 + 1/2 ) - N2 (Ma / 3 + 1/2 
p=O 

I n M-m+1 

( 3 . 2 3 ) 
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3 . 1.3 . 5 RF.M/\ R()l TT~S 

Co mme o n pou va i t s ' y attendre , J. es relations ( 3 . G), ( ?, . 

( 3 . 21 ) , ( 3 . 1 1~ ) , ( 3 . 7 3 ) montrent oue l e tota l d u carr<S d-ss e rreurs 

es t s up(rieur dan s l 'hypoth 0se d 'un d fp l ace ment ~ chanue f tape . 

Toutefo i s , cette m~t hode est plus avanta reuse car el l e parde le 

sirna l plu s é l e v é: pe ndant les op6ration s et d iminue rte cett e fa çon 

le rapport : 

N-1 ) N-1 
l E [i e ( p )I 

2 
/ l jy ( p )I 

2 

P =O p =O 

appel é rapport clu bruit au sip:nal. F.n ef f e t , san s ct 0 p l a ceme n t , l a 

condition irnpos r e e st j x(n )I < 1 / N n = 0 , 1 , ... , n-1 . 

Le rapport minimal d u bruit a u si~nal est a l ors d e l'ordre de N2 . 

Dans l'hypoth è se d ' un dé p l a cement ~ c hao u e é tape l a condition impo

s é e est j x (n)j < 1 e t le r a pport minimal du bruit au s ignal es t 

de l 'ordre de N. 

Dans les analyses préc é dentes de l'al f.Orithme de Coo l ev et Tukey , 

il n ' est pas tenu compte de toutes les mu J.tip l ications effectufes 

s ans e rreur . We inste in [ 1 8 ] et We lch [ 20 J se sont limit és a u 

cas de l'arrondi. Le s estimations du tota l cle s carré: s des erreurs 

qu' i ls ont é tablies sont é vid emme nt supfrieures au r ~sultat é tab li 

e n (3 . 6 ) en supposant aue toutes les multi~lica tio ns produisent 

des err e ur s, We inste in obtient a. 2- 2 t N2 / 12 . 

D'autre part, en r e marouant q u e l e s ' tro is pr emi ~r es é tapes sont 

eff ectu f es sans erre ur , Welch about i t ~ a . 2- 2t N2 /64 

e n ne ret e nant que l es terme s de l ' ordre de tJ
2 . 
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'."l . 2 RC SUL'f /\TS Dr: L ' /1-. tJ A. LYS r DE L ' /\LCn IU Tfl MF: n r S/\trn r: I:T TUl<r:Y 

J . 2 . 1 MODEL I: STATI ST IO T !f: 

Le calcul f l 6me ntaire de l ' al ~o r i thme de Sand e e t Tukey 

e s t un "papillon" de la fo:rJ;1e ( 1 . 14 ). Ma l r:r ( 18 s di.ffrrences avec 

l'alporithrne de Cooley et Tuk e v , les hypoth ~ses 1) ~ 4) des paRes 1 

5i et Go seront adopté es . F.n cons ervant les notations du para

p;r a phe 3 . 1 .1, l es sché ma s modifi é s des " 11anil lon s " son t reprPsent0 s 

~ la fi~ure 1Oa s ' i l n' y a aucun ct ~placement e t ~ la fir:ure 1Ob 

dans l'hypoth è s ~ d 'un dPnlacerne nt à chaoue Ptan~ . 

Fip;. 10a 

e:(m,p) 

1/2 
xi(p)u---+----o------<.è""-----,.----:,.::>----------o 

xi(q) o....._ ___ ,1_1_2_]_---'_-<>---+-- --n--w-+-r--,,--+--0 

e: 1 (m, q) E
2

(rn,q) 

Fig. 10b 
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3 . 2 . 2 PROPRI1.Tr::S nr. L ' /\LGnR1TTTMf. D[ S/\Nnr. ET Tlll<r:Y 

Les r e lation s ( 1 . 13 ) nu i d~fin issent l' alpori thne ne uvent 1 

être mises sous la f orme uivant e 

= 

. exp [-j 2 ,r D m 

(3.24) 

o ù net p sont dé fi nis comme pour (3. 5 ) 

Les relations ( 1 . 2 5 ) dé fi n issent les- ème 0 l 0ment du 1- ème b loc de 

l'é tape m. Il suffit de noser r = ~-

Les propositions 3 .1, 3 . 2 e t 3 . 3 deT!leurent valahles . 

Seule la propos ition 3 . 4 es t modi fi~ e At devi e nt la nronosition 

suiva nte . 

Pro_posi tion 3 . 5 

Il existe une r elat ion de t ransform~e de rouri e r disc r ~te entre 
les ~l é ments d'un b loc À l ' é tane m et le s é l f>me nt s corres nondants 

du tableau fi na l . 

Cette proposition est 

Les éléments du bloc 

(xM (12M-m + s) ) où 

Corollaire 

un cas particulier de la proposition 1.2. 

(x (12M-m + s)) correspondent aux éléments 
m M-m 

0 ~ s ~ 2 - 1. 

Toutes les erreurs qui affectent les éléments d'un bloc de l'étape 

m s e propagent à tous les r é s ultats qui leur correspondent. 

La dé monstration découle des propositions 3.2 et 3.5. 
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3 . 2 . 3 r:TlJDr: nr.s r: RRr.lJRS tllJMf. RT() T 1r:s 

Dan s l' a lporithme rte Sand e et ~ukev , 1~ n2ssape de l 1 ~t2pe 
1"1 - rH 1 

m-1 ~ l ' (tane m d~compos e un bloc de lon rr ue ur ? en d~ux hlocs 
M-m de lon~ueur 2 . Le calcul est donn6 nar : 

X (r) = X ( r ) + X ( s ) 
m m-1 m- 1 

X ( s) = ~m-1 
( r ) - X ( s )) u 

m m-1 

avec , par ( 3 . 24 ), 

m M- i M-m i - 1 
r = I p . 2 + I n. 2 a vec Pm = 0 

l l 

i= 1 i=1 

s = r + 2 
M- m 

[- m-1 M-m i - 1 n] u = exp j 2 TT 2 I n. 2 / ( 3 . 2 5 ) 
i=1 l 

01 1 m varie de 1 Fi M . 

On remar<7ue c,ue l a p!'er.1.iPre !'elation d 'un "nanil lon" est calculé e 

sans erreur numé ri0ue . El le est caractPris 6e nar n = O. - rn 

3 . 2 . 3 . 1 ARROND I-SANS DCP LACRMENT 

On d Pduit de 2 .1 1 ) oue la moye nne des e rreurs sur les 

r ~sultats est nu lle . 
m 

A 1' 6tap e m, 2 blocs sont calcul6 s, dont l a ~oiti é avec des _rreurs 

d ' arrondi . Pour chacun d 'eux, on d Pduit de l ' expression ( 3 . 25 ) des 

coefficients IJ oue deux fl~ ments sont obtenus s a ns erreur. Le 

nombre de multi p l ications nui produisent des erreurs~ l' ~t ape m 

est donc ~~al Fi N/7 - 2 . 2m-l_ Par cons ~quent : 

N Ï 1 ( F. [ 1 e ( n ) 1 2 ] ) A = a . 2 - 2 t / 1 2 . t~ Ï 2 0 JI ? - 2 . 2 m- 1 ) 2 M - m 

p =O f'.1=1 



car les ~taoes M-1 et M ne orodu is _nt p2s d ' erreur . 

On trouve finalems nt 

- 7t = a. . 2 / 1 2 . tl ( N/ 2 -M) 

8 2 

( 3 . 26 ) 

r n examinant l a relation ( 3 . ? 1i ) on constate ~ue chan u e hloc carac 

t 6ris6 par p = O, est ca lcul 6 sans erreur. ~n tenant compte des 
- m 

deux multiplicat ions sans ~rreurde c han ue hloc on a oa r le corol-

laire 

(E[le(p)I (3.27) 

La relation (3. 26) peut ê t re retrouvée facilement à partir de(3.27). 

Il suffit de constater que pour m fixé on a : 

N-1 
l Pm = N/2 

p=O 
(3.28) 

Par conséquent 

M-2 N-1 M-2 N-1 -m }: }: Pm = (M-2 ) N/2 et }: }: Pm 2 
m=1 p=O m-1 p=O 

= N/2 - 2 

La relation (3.26) en découle immédiatement. 

3. 2 .3.2. TRONCATURE - SANS DEPLACEMENT 

Pour évaluer l a moyenne de l'erreur de troncature, on 

remarque que les blocs cara ctérisés par p = 1 sont calculés avec 
m 

une erreur de moyenne égale à - a/2 (1+j) 2-b-i 
M-m- 1 Les éléments zéro et 2 • de chacun de ces blocs sont obtenus 

sans erreur. 
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Pa r la proposit ion 3.5, l e s erreurs commi ses sur un bloc peuvent 

ê t re reportées en erreurs é quivalentes sur le tableau final. 
,, • M-m ,, h • 11 Il suffit de prendre la t r ansforme e àe Fourier des 2 e c ant1 ons 

s u ivants : 

E. 
l 

où A = - a/ 2 . ( 1 + j) 

Les erreurs équiva l entes 

p-1 
e = I kt i=O 

où W = exp (-j 2 ,r / P) et 

i = O, P/2 

autrement 

- t-1 
2 et P = M-m 2 

pour ce bloc sont : 

E. 
.kt 

Wl 
l 

P-1 

S l• k t 1 . ,, . est nu 11 e s t e vident que e
0 

= (P- 2 )A 

Si kt n'est pas nu l on obt i ent : 

P-1 
A l 'kt O k tP/2 w1 

- A cw + w ) 
i=O 

t 
= - A ( 1 + (-1) k ) 

L 'erreur équivalent e e tes t située à la k- è me place du tableau 

fi nal, kt étant l e nomi~e b inaire inversé de k. L'erreur équiva
M- m lente sur xM (12 + k) e st donc 

-a / 2. ( 1+j) 2-t -1 (2M-m - 2) si kt= 0 

t 
a /2.( 1+j) 2- t - 1 (1 + (-1)k) 

Comme xm (12M-m + k ) ~ y (p1 , ... ,pM)' les indices k et kt sont 
repré senté s respec t ivement par 

M-m 
I 

i=1 
i-1 2 et 

M-m 
I 

i=1 

i-1 p . 2 - m+1 
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t 
On remarque que (-1)k = ( -1)Pm+1. D'autre part, en désignant 

X (12M-m + k) par X (q) ' kt = 0 = m m 
= M - m + 1. Comme q est le nombre 

équivant à max { i : p. = 1} = m. 
l 

k équivaut à min {i : q. = 1} 
l 

binaire invers é de p, kt = 0 

L'erreur commise sur y (p ) est la somme des contributions prove-

nant des étapes m = 1, .. . , M-2. Sa moyenne est égale à 

[ 

0 

- M-2 
-a/2 .2 -t/2(1+j)}: 

m=1 
p . 

m 

si p = 0 

autrement 

où~(. ,.)est le symbole de Kronecker et t(p) est donné par 

t(p) 

: p. = 1 } 
l 

On en tire immédiatement : 

Sl p:: Ü 

autrement 

(E [ 1 e ( p) 1 2] )T = (E [ 1 e ( p) 1 2} ) A + 1 (E [ e ( p)] .)T 1 2 

(3.29) 

Il suffit de faire la somme de ces relations pour p = 0, ... , N-1 

et on obtient le total du carré des erreurs. 
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ARRO NDI - DEPLACEMENT A CHAQUE ETAPE 

Puisque le tableaux subit un déplacement avant que 
m 

le tableau x 1 s oit calculé, chaque élé ment x (i), i = O, ... ,N- : m+ m 
• d ,,. 1 ' ( 1 • ) 2-b- 1 +m E 1 • t reçoit une erreur e moyenne ega e a - +J . n app iquan 

la proposition 3. 5 , chaque élément AM (1 2M-m), 1 = 0, ... ,2m-1 reçoi1 
,,. • 1 ,,. 1 ' (1 .) 2-t-1+m 2M-m une erreur equiva ente ega e a - +J . . 

En dési gnant par µe [xM (r)] le total des erreurs équivalentes 

qui atteignent l' é lément xM (r), on obtient : 

I 
{m:12M-m =r} 

Pour que r 

Si min( i : 

soit é gal à 12M-m, il faut qu'il soit divisible par 

r. 
i 

} K-1 = 1 = K; r est au plus divisible par 2 et 

x (r) recevra K-1 contributions d'erreurs équivalentes. m 
Commer est le nombre bina ire inversé de p on trouve : 

K = min {i : r . = 1) 
.1 

= M-max {i : p. = 1} + 1 
i 

Par conséquent 

où t(p) a é té dé fini pour établir la relation (3.29) 

De (3.27), et de la propos ition 3.3, on déduit : 

M-2 
+ a2-2t12 I 

m=1 

où.le facteur 22m est dû a ux dé placements . 

+ 

. E (e(p)] est donné par la relation ( 3.30 ) 

( 3 .30) 

(3.31) 

m 
2 • 1 
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Il reste à effectuer la s omme des relations (3.31) pour les indices 

p = O, ... , N-1. 

D'abord, pour é valuer la somme des erreurs I E (e(p)] 1
2 

il est 

nécessaire de connaître 

N-1 
I t<p) = 

p=O 

M 
I I 1 

1= 1 pcs 

où p e: s est équivalent à max { i 

N-1 M 1-1 
Donc I t(p) = I 2 . 1 

p=O 1=1 

= NM - N+1 

a i nsi que 

N-1 M 
I (t<p))2 - I 21-1_ i2 

p=O 1=1 

p. = 1) = 1 
1 

= NM
2 

- 2MN + 3N - 3 

Pa r conséquent 

N-1 
L IE [e(p)] 1

2 

p=O 
= 

D'autre part, en utilisan (3.28) on obtient 

N-1 M-2 
I I 

p=O m=1 

Par (3.19), (3.32) et (3. 33) on a que : 

(3.32) 

( 3 . 3 3 ) 

- N2 (2+M+ a/12) + N. a/9] 

(3.34) 
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3 . 2.3.4 TRONCATURE - DEPLACEMENT A CHAQUE ETAPE 

Les résultats s 'obtiennent à partir des paragraphes 

3 . 2.3.2 . et 3.2. 3 . 3 . La moyenne de l'erreur est la somme de 

l ' erreur de déplacement ( 3 .30) et de l'erreur de troncature, 

donnée par la re lat ion (3 . 2 9) multipliÉ3epar un facteur 2m. 

Donc on a que 

E[ e (p) ] = - 2- t/2 ((1+j) N (M- t(p)) 

M-2 
+ a1 2 I 

m=1 

La variance de l' erreur s' obtient par la somme de (3.27) et de la 

var iance de l'erreur de dép lacement. Par conséquent : 

œ[le( p) 1 
2

] )TD = IE (e(p)] 1
2 + 2- 2t12. N (N-1) 

-2t M- 2 • M 2 
+a.2 /12. l p (2 -m - 2) 2 m 

m=1 m 

A l 'aide de (3.1 9) e t (3.3 3 ) on déduit 

N-1 N-1 
l <.E (le (p)I 

2
J ) TD = l 

p=O p=O 

+ 2a/9N] (3.35) 
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3 . 3 /\LC'.;O RI Tl IMI:S POUR DI~ S I3/\SES COMPOS ITE S 

3 . 3 . 1 ALGORITHME DE COOLEY ET TUKF.Y 

Dans l'hypoth ~se o ü N = c M1 

Coo ley et Tykey s' é tablit en combinant le s d0 marches dé velopp~es 

dan s les paragraphes 1 . 3 et 1. t~ . On pose 

p =[~iM1 PM1 +i di-1] cM1 + î1 Pi ci-1 ( 3 .40 ) 
i=1 i=1 

[

M1 
i-1] dM-M1 

M-M1 i-1 n = I n .. C + I n. d M-M1 + l ] _ 

i =1 i=1 

( 3 .41) 

o ù nM ' • • • ' nM - M 1 1 ' = 0 ,1, ... ,c-'.l. + 

n 0 ,1, ... ,d- 1 M-M1 , ... , n 1 = 

PM' ••• 'PM = 0 ,1, ... ,d-1 
· 1 + 1 

. PM1 '···, P1 = 0 ,1, ... ,c-1 

On obtient l'algori thme suivant 

(le m m- 1 
q ) X +p C + m m 

c-1 
m-1 I (le m ic q_ ) = X + + 

i=O 
m-·1 

[ j 2 i(p C 
m-1 

<1)/ 
m ] . exp - ,r + C m 

m=1, ... ,M1 

Oll. m l= O, ... ,( N/c )- 1 ' Pm = m-1 o , ... ,c- 1 et q=O , ... c - 1 
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rn = M
1 

+ 1 , .. . ,M 

' 1 0 dM-m - 1 n = 0 , ... , cl-1 et o=O, ... ,cM1 dm-l-Mi -1 o u = , ... , , - m 

Le calcul de chaoue 6 l ~ment x (.) n6cess i te (c-1) ou (d-1) mUlti-
m 

plications comp l e xes . Comme cet d sont arbitraire s, on suppose 

que toutes les multiplica tions produisent des e rreurs . 

Toutefois, dans l e cas où pm et q sont nuls aucune multi p lication 

n ' est requise. Pour la re l ation ( 3 . 112), J'-l /cm 6 l 0me nts sont 

dM-m_ calcul6 s sans erre ur ; pour la relation ( 3 .4 3 ) il v e n a 

En util isant l' a r gument qui a servi a f t ab lir ( 3 . 6 ) on a dans l e 

cas de l'arrondi : 

N-1 [ 2] 
p ~O E ie( p ) 1 = 

. (c -1)+[ 
m 

(3.44) 

o ù les facteurs ( c -1) et (d-1) tiennent compt e du nombre de multi-
p l ications, les f a cteurs cM1 -m ,dM-m sont des facteurs • _ , .. '?. propa~ation et 

M-M1 
d • est un facteur de propagation des e rreurs de ( 3 . 4 2 ) ~ travers 

( 3 .4 3 ). En effec t uant le s diffé rente s s ommes de (3.44), on trouve 

N-1 [ l E I e( p ) 1 2 1 
p=O 

= Cl • [ !HN-1) - C' r7 ; c:2 111 ) 

1)/(c+1) - ( d 2 (M- M1t1) ( d+1 )] 

Par le raisonneme nt qu i a conduit à l a r e lation ( 3 .7) on obtient 

M:1 
( c - 1) I N/ cm 

m=C] ( p ) 



__ [ M + 1 où -q(p) 

min (i 

- r (p) = max ( H 1 + 1 , Cl ( P ) ) 

j 
l est null e si j < i 

m=i 
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si p = 0 

autrement 

Les termes des deux sommes sont les fact eurs d e propapation des 

erreurs. 

3 . 3 . 2 ALGO RITFMT: DE SANDE ET TTTKF.Y 

Les indic es pet n é tant d P. comDos é s suivant ( 3 .4 0 ) et 

( 3 .41), l'al 8ori thme de Sand e et Tukey est d 6fini par 

où 1 = 

o ù 1 = 

X 
m 

(l. N/c m- 1 + p . N/cm + q ) . rn 

= [ c Ï 1 xrn -1 ( 1 . N / c m-1 + i . IJ / c m + a ) 

i =O 

m-1 exp (- j2 TTpm~c IN) 

m = 1, ... , M1 

o, 1'7 -1 
-1, o, .... ,c-1 et o , .... , N/c .... ' C p = <7. = m 

X 
(ldn -m+1 + Pm 

dM-m + q) m 

[ 
d -1 

(ldM- m+1 idM- m = I X + + o ) m- 1 
i= O 

( - j2 TTi p /d) 1 ( . 2 /dM-m+1) . e xp exp - J . n pDo m 

m = M1 + 1 ' . . . ' M 

M-m+1 
p =O, ... ,d-1 M-m O, ... ,( N/ d )- 1 , et (7 = 0 ' ••• ' d - m 

(3.45) 

m 
1 -

- 1 
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f.n reprenant le s arr,ument s ut il is é s dans l e pa ra f.raphe 3 . 2 . 3 . 1 , on 

obtient dans le c as de l' a rrondi 

N- 1 
I 

p=O 
= 1 1 

m=1 

M1 -m M- M1 
C - ci -

[ c ~1 m ( c - 1 ) N 
c-1 ] (N-c) + --

C 

M M- T'l 
+ I d . 

m=M1+1 

( 3 .l f 7) 

où le premier terme de cha que somme est dû ~ l a seconde exponent iel 

le des expressions (3.4 5 ) et ( 3 .4 h ) et où le s econd terme es t dû 

A la premiè re e xponentiell e . 

La re l ation ( 3 .4 7 ) peut ê tre mise sous la fo r me 

= a ( 2 - 2t / 1?) . n [ or-1)-M
1 

(c- 1 )/c 

- ( M-M1 ) ( d-1 )/d] 

Tou jours en suivant la démarche du para pr aphe 3 . 2 . 3 . 1 , on trouve 

O\l u ( p ) 
r1 

SJ_ D = 0 ~m 
si non 



Par c o n s é quent : 

= a. 2 - '.)t / 1 2 [ Î
1 

rn= 1 

u ( p ) ( cN/cn - 1 ) 
m 

M 

+ I 
rn=t11 +1 

u( p ) 
m 

ci1- m+1 - 1 ) 1 
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--------------------------------------------------------------------
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V T ~ G U L E F L O T T A N T E 
---------------------------------------------- - -----------------------
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4 . 1 GENERALITES 
----------------- ---- -

L'i~pl ément~tion sur ordinateur des algorithmes de la 

Transformé e de Fourier Papide en~endre iné vitablement plusieurs 

tvues d'erreurs : 

- des erreurs de représ entation nuMé ri~ue des valeurs du 

tableau d'ent r é e, 

- des erreurs d 'estima t ion des facteurs wP, 

- des erreurs d'addition et de multiplication au cours de 

l'al~orithme lui-même. 

On s'intéress era dans ce chapitre uniquement à ces der

nières erreurs. On suuposera donc pour cette é tude que les va

leurs d'entrée et les facteurs wP sont repré sentés exactement 

sur l'ordinateur. nn suppos e également vé rifié es les hvpoth è ses 

générales nour un Do d è le de l ' erreur ( voir au paragraphe 2.1 ). 

Tran-Thon~ et Bede Li u [111 ont é tabli des expressions 

oour le rapport brui t à si gnal, défini uar 

= 
N-1 
L lvCk ) !

2 

k =O 

oo F.{.} est l ' espé ranc e math ématique, 

(4.1) 

y( k ) sont les valeurs exactes de sortie de l'algorithme , 

v'(k) sont les valeurs calculées de sortie de l'algorithme. 

On suppose de ulus que l ' arithmé tique choisie corres pond 

a u format de si~ne e t de ~randeur. 
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Les résultat s de ce chaoitre sont exprimés en termes 

d'esoérances et de variances des erreurs locales, à savoir 

ô , ô , l!. 2 , l!. 2 (v oi r paragraphe 2.3.2). 
X + X + 

Ces valeurs dé pendent de la base et de l'arithmétique. 

Si b=2 en c as d'arrondi 

en c as de troncature 

(1-p )ô 
• 0 X 

en cas d'arrondi 
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4(1- n )2- 2t/3 - (1-p ) 22- 2t en cas de troncature 
0 0 

Si h>2 

( 4. 2) 

Ô X : [ Q 

-b- t(h -1)/2lnb 

en c a s d'arrondi 

en cas de troncature 

(1- p )n 
0 X 

b- 2t (h 2-1)/2 4 lnb en cas d'arrondi 

en cas de troncature 

-2t 2 (1- o )h (b -1)/24lnb 
0 

en cas d' a rrondi 

-2t 2 2 -2t 2 2 (1- o )b (b -1)/6lnb-(1-p) b (b-1) /(2lnb) 
0 0 

en cas de troncature ( 4. 3) 
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Remaroue : 

La valeur de dé p end de la base de l'arithmétique et 

des données du prob l ème [8] . Dans ce cas-ci, Tran-Thon g et Becte 

Liu [1~ l'estiment~ 0. 7 cour la famille d'ordinateurs IBM 

360/370. 

A ce stade, i l est i n téressant de développer un modèle 

d ' e rreurs cour la multiol ication et l'addition de nombres com

olexes. 

Soient A , 8 , C des nombres complexes. 

Dans l a mesure où seules les espPrance s mathématiques et 

les vari ances sont envisa~ées, on peut montrer qu'en n égli feant 

le s termes de second ordre, on obtient 

fl(A + R) = (A + 8)( 1 + o) 

fl(A C) = (I\C)( 1 + ~) (4.4) 

avec E (o) 

var ( o ) 

= ô + ô 
X + 

var(R) = 6. 2 + 6. 2 
X + 

( 4. 5) 

où les erreurs rel a tives a et B sont des nombres complexes 

et l es nomb res r ~e ls ô , 
X 

( 4. 3 ) . 

6. 2 sont donn é s par (4.2) ou 
+ 
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4 • 2 ALGORIT HME DE COOLEY ET TUKEY 
--------- ----------------------------------------- -- --------------

En utilisant la noti on de bloc dé finie au paragraphe 1.3.A, 

on é tablit des exnressions et des bornes pour le rapport bruit à 

si~nal, d~fini nar (4.1), dans le cas de l'al gorithme de Coolev 

\1 
et Tukey auand ~ = 2 (vo ir para~raphe 1.2.A). 

On s uppose, tout d'abord, introduire une erreur en cal c ulant 

x (o ) et aue , de olus , la valeur r é ellement c a lculée est de la 
m 

fo rme 

x' Co) = x Co) + a(p) .y m m 

Cette erreur affecte le résultat final selon les trois 

propositions sui v2ntes 

Proposition 4.1 

U • d • ' 1',, ' 2M-m ,, 1 ,, ne erreur int ro u i t e a e tape m se p rona~e a e e ments 

du r é sultat. La variance de l'erreur du r és ultat est égale, en 

chacun des 2~-m ~l ~~ents a f f e ctés, à la var i a nce de l'erreur ~ 

l' é tape M. 

néTT'onstration 

La nrerni~re narti e de cette prooosition est é vidente (voir 

figure 2 a u oara~raph e 1.2 ) 

fn né~li~eant les eff ets de second ordre et en not3nt que 

l ' e rreur n'est mult1n l ié e a ue nar des f a c teurs de module unité , 

~~-m 
1~ vari an ce de l 'erreur en ch a cun des 2 P. l é ments vaut 



v a r {!v'( k )-v(k)I} 
M 

= !{ TT W.} a(p)!
2

.var(y) 
i=m+1 l 

= var {lx ' (p)- x (p)I}, 
m m 

o~ les W. sont des nuissa ces enti è res de W = exp(-j2n/N). 
1 

Pronosition 4.2 

Si~ l' ~tane rn, tous les é l~ments du li~me bloc ont une 

erreur relative Y 
Cl 

rn 
Cl= 0,1, ... , 2 -1, 
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et nue la varian ce de est indépendante de q , c'est- à -dire 

var(y ) = d 7 , 
a 

alors la contribution d e toutes les erreurs dans le lième bloc 

1 l ' ~tape m ~ l a variance normalis~e de l'erreur~ la sortie 

vaut 
N-1 
I var{lv'( l<- )-v(k)! } 

k. = 0 = N-1 
/, lx(n)l

2 

n=O 

T") .§ rionstration 

Par la n rn nns i~lon 4.1, la contr i hu tion vaut 



1 1 

N-1 
L lv<k)l

2 

k=O 

"'-1-m 
2 
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Par la pronos ition 1.1 et la relation de Parseval (1.2), 

on obtient : 

N- 1 
L vr1r{ lv' (k)-v( k ) l} 

k= O rl.2 
2 

M-m 

N-1 
L lv(k)l

2 

k=O 

= 

= 

N-1 
N L !x(n)!

2 

n=O 

N-1 
I 

n=O 

2 
1 X (n) 1 

Pronosition 4.3 

S i À l' é tane m, les Pléments du li ème b loc sont tels que 

m m-1 m m-1 m m-1 x'(l2 +2 +n ) = x ( 1 2 +2 +q) + x 1 (12 +2 +q).y m m m- q 

oi'i m- 1 
q = 0,1, ... , 2 -1, 

et q ue la varian ce rl e yQ est ind~penrl.ante de q , c'est-~-dire 

7 var(y ) = ci , 
Cl 

Alor s ln contribut io n rl.e toutes les erreurs dans le liè me bloc 



~ l'~tape m ~ l a v a riance normalis é e de l'erreur~ la sortie 

vaut 

~1-1 
n 2 
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l var{lv'(k)-v( k )l} 
k=O 

N- 1 
I lvn: )1

2 

k=O 

= 
"1 -m+1 cl 

l\J - 1 

r l x(n) 12 

2m-1_1 
l !x

0
(1'2m-i+q)! 2 

a=O 

011 l' = 

Démonstration 

tvt-m+ 1 

/. 
i=1 

n . 2M - i-m +1 
1 · 

n=O 

On a var{lx'(l 2m+a)-x (1 2m+q)I} 
m m • 

= 

= 

l xm-1 (12m+2 m-1+a)l2. d2 

n"1-m +1· lxm- 1 (1' 2m-1+a) l 2 .d2 

1 
m m-1 m m-1 1 et var{ x~( l ? +2 +q )- xm (l 2 +2 . +q) . } 

no n e' 

f\J-1 

= 

= 

l var{lv'(k)-v( k )I} 
k =O 

lxm-1(12m+2m-1+o) 12.d2 

n~- m+1 ' lxm- 1 (1'2m- 1+q)l2 .rl 2 . 

__ N ___ 1 _______ _ 

l lv ( k )l
2 

k =O 

= 
rl2 

n !"'-r-i+ l 
N-1 
l l x (n)l

2 

n= O 

2m-1_1 
2lvl - m.2 . r lx -1<1' 2m-1 +q )l 2 

q=O m 



= N-1 2 l lx(n)! 
n=0 
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ANALYSE n~s nP~RATIONS ARITH~rTIQUFS DANS L'ALGORITH~E 

. iPme Le c.=ilcul rlu 1 hloc ~ l'~tr.1.pe m pa.r les "oapillons" 

définis en (1.12) sont : 

q 1 = 
m-1 

k. 2i- 1 
i=1 l 

m m m-1 
xm _ 1 (12 +q') - xm_ 1 (12 +2 +q') 

X exp(-j2,rq'/2m) 

k . 
1 

= 0 ou 1 ( 4 . 6 ) 

Les exoress ions (4.6 ) sont illustré es~ la fiRure 11. Dè s 

nue l'on introduit l es erre urs selon (4.4), il faut considé rer la 

fip:ure 12. 

cation et 

Ici, R c orresoo nd À une erreur comp lexe de multipli

~ des erreurs comnlexes d'addition. 

- hl 

X ( k) 
m 

X ( f) 
m 

Fiç,;ure 11. "P .=millon" de la Transformé e de Fourier Raoide 

( f'TT ) où = l 2m+o, 

f = 'k+ 2m-1 

w = exp(-; 21To 1 / 7m) 



( 1 +0.1) 
-1, 

x 1 ( k) ---::~---..::----~---~--_,_ __ m-

w 
xm-1 ( f) --:iii--~---:iii----_;;a--+---

t t 
(1+B) (1+a. 2 ) 

X' (k) 
m 

X 1 ( f) 
m 

Figure 12. " Panil l on de la DIT avec modèle d'erreur. 
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Fn fait, si on inclut l'erreur aux exoressions (4.6) et 

oue l'on prend le s notations de la figure 11, on obtient : 

x~(f) - xm(f) = xm ( k .a. 2 - xm_ 1 (f). W.(R+ Bo. 2 ) 

rn -1 I Jc2 ï -1 
i=1 l 

q 1 = k . 
l 

= 0 ou 1 ( 4 . 7) 

Pour calculer l'erreur totale ~ la sortie de l'algorithme, 

on somme toutes les dif f érentes contributi ons . D'autre part, on 

traite les contrihutions des erreurs d'addjtion et de multiplica

tion séna r é ment vu n ue leur• interact ion ne se marque q u'au second 

ordre oui est n~PliPé ici . 

La contrihuti n n ~e s erreurs d ' addition à l'étape m au 

rAnnnrt hruit ' ~i PnA l vaut, en accord a vec la proposition 4. 2 

et l es exnressions (4 .5) et (4.7) 



N-1 

N-1 
l lx(n) l

2 
I 

n=O 

n=O 

2 
1 X ( n) 1 = 
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L2. con tri hut i.on ries erreurs de TJ1.ul t i pl icat ion À l' étape 

m a u raonort bru it~ si Pn al vaut, en accord avec la oroposition 

(4.3) et les express ions (4 .5) et (4.7) 

N-1 
I 

n=O 

0 

2 
1 X (n) 1 

N-1 2 l nM-m+1 • lx(n) 1 
n=O 

si rn-t 1,2 

si m = 1,2 . 

En effet, oour m = 1 ou 2 , les facte urs multiolicatifs 

val ent tous ±1 ou ±1 , ce ou i ne cause aucune erreur. 

Toutes ces contrihut i ons sont som~ées sur m pour donner 

le rann0rt bruit ~ si~n al 

1 
N-1 
l lx(n) l2 

N-1 
l l x(n)l

2 

n=O 

M 

I 
m=1 

M 

I 
m=3 

n =O 

ce oui neut encore s ' é crire, en r éarra n~eant les termes 

l l x(n )l 2 
n 

N-1 
I 

n=1 

2 
f(n).!x(n)! 

o~ l'inrlice A si~nifi.e a rronrli, 

N- 1 

!. = I 
n n= O 

f ( n) = n. 
l 

( 4 . 8 ) 

( 4 . 9 ) 
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C' AS DE LA TPl'î'-lCAîlJ'Rf 

La somme des varian c es normal is é es est bien sûr donnée 

par (4.8), mais uour ob teni r le rapport bruit à signal à la 

sortie de l'alRorithme de la Transformé e de Fourier Rapide, il 

faut encore y a jouter la somme normalis ée des carré s des es pé 

rances de l'erreur 

N-1 
l { E { IY' (k)-y(k) 1}} 2 

l<=O 
N-1 
I lvCk)l

2 

l<= 0 

Pour dé terminer quelles entrées produi raient les même s 

valeurs à la sort ie si tout es les opé rati ons arithmétiques se 

faisaient s a ns erreur, on r emplace et par leurs 

es pé rances dans la f i~ure 1 2. Pour obten ir le même r és ultat à 

1 ième la sortie, il faut donc multiplier en é l é ment, x(n), du 

tab leau d'entrée DA r { 1 + ( ô + ô ) . nu 1 + ô +} pour m= 3 , .. x + ,-,-m+ 

.. ,M~ et par {1 + o+} pour m=1 ,2, puisque les f act eurs multi

plicati fs sont t ous ±1 ou ±j, 

Né glif,eant les effets de second ordre, l'es pé rance de 

l ' erreur sur l' él ément de s ortie y(k) peut être causé par 

l'ent r ée {x' (n)} ~:~ défin ie par 

X 1 (n) = x( n).{1 + f(n ).(ô + ô ) + ~ . ô } )( + + 

où f (n) est donn P nar (4. 9) . L 'erreur ainsi enRendr~e vaut 
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UL 10) 

Comme l'esp~rance de s erreurs~ la s ortie est juste l a 

Tr ansformé e de Fourier Di s crète des erreurs donn é es en (4.10), 

on obtient, par l a relatio n de Parseval (1.2) 

N-1 
I {E{lv'Ck)-v( Jd !}}

2 

k =0 
N-1 
I lv<k)l

2 

k=0 

= N-1 
I lv<1<) 1

2 

k=0 

A7outant cec i à (4.8 ) , on obtient le raoport bruit à 

si p:nal 

1 
N-1 2 

l Jx(n)! 

N-1 2 2 
L {f(n).(ôx + ô+) + M.ô+} .!x(n)I 

n=0 

n=0 (4.11) 

oQ l'indice T signifie t roncature, 

(!)A est donn é par ( 4 .8). 

CALC UL nr. s R()PN F: S 

Comme 0 ~ f ( n ) ~ ~- 2 nour tout n appartenant à l'ensemble 

{0,1, ... , N-1}, on neut dé t e rminer des horn e s inférieures et supé 

rieures indPpeno a nte s du t a bleau des donn é es 



1 1 1 
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(4.12) 

M A 2 + M2 -" 2 (B) 
•LI+ • Ü + < s T < 

(4.13) 

Ces bornes sont des généralisations de celles propos é es 

oa. r Kaneko et Liu ( [9], e xpressions (11) et (12) ). 
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4 . 3 ALGOFITH~F. DE SANDE ET TUKEY 
------- --- ------------------------- --- ------ -- ----------

En utilis a nt la not ion de bloc définie au paragraphe 1.3.B, 

on é tablit des exnressions et des bornes pour le rapport bruit à 

si P-nal d a ns le c as de l'al gorithme de Sande et Tukey quand 

N = 2M (voir pararranhe 1. 2 .8). 

Dans ce cas, la proposition 4.1 reste valable (voir la 

fi p, ure 3 au para~raohe 1. 2) , ~ais les autres doivent être re rn

nlacées onr 

Prooosition 4.4 

S • 'l'/ 1 /]/ d lième bl . 1 A Pt ane w , tous es e _e ments u _ oc ont une 

err eur relative 

M-m M- m 
X 1 (12 +q) = X (12 +q). (1+y ) 

m rn q 

' ou 
M-m 

q = 0,1, ... , 2 • - 1, 

et q ue la variance yq est indé oendante de q , c'est-à-dire 

2 var (y) = cl , 
(1 

a l o rs la contribut j on rie t o utes les erreurs dans le liè me bloc à 

l' ~ta pe m ~ la v a riance no rma lis é e de l'erre ur ~ la sortie va ut : 

f\J-1 
L var{\v'(k)-v( k )\} 

k=O 
f\J - 1 
l !v ( k )\ 2 

k =O 

= t-.J-1 

I lvC1d\
2 

2M-m_1 
'i' 

1 
M-m 

1
2 

L xM(l2 ' +a ) 
o= O 

k =O 



Démonstration 

Pnr ln nronosition 4.1, on a 

N-1 
l var{!v'( k )-v(k)!} 

k=O 
N-1 
L lv< 1<: ) 12 

k=O 

= N-1 
L lvCk>l

2 

k=O 
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ce qui donne, par la prooosition 1.2 et la relation de Parseval 

(1.2) : 
M-m 

2 -1 
= N-1 

I !v <1<)!2 
L 

q=O 

l<:=O 

l\NALYSE nr. ~ n pr:RATF)NS ARITH~-1ETIQ1JF:S DANS L'ALGORITHME 

Le calcul d'un mêl"'le bloc .è\ l'P.tape m par les "papillons" 

néf inis en (1.14) oeut s' écrire de la mani è re suivante : 

JTl-1 
1< . 2rn-i.- 1 l' = I 

i=1 
] 

"1-m 

21-1 q = I n. (4.14) 
; = 1 l 
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Les expressions (4. 14) sont i llustré es à la figure 13. 

D~s q ue l 'on int r o duit le s erreurs selon (4.4), il faut consi

dé rer la figure 1 4 . Ici a ssi, l'erre ur comulexe 8 est dûe à l a 

multiulication e t les erre urs complexes o 1 et o 2 sont dûes a u x 

a dditions. Né vli ~e ant les effets de second ordre, on peut c om 

biner les erreurs c omme s u r la fir,ure 15. 

X ( S) 
r:1 

X (t) 
m 

F:i.r,ure 13. 11 P.=rn :il lon 11 de la Trans f ormé e d e Fourier Rau ide 

( n TF) où s = 1 1 2M-m+ 1 +q 

t = s+2 
M-m 

. M-m+1 W = exp (- 12 nq/ 2 ). 

(_1+o
1

) 

,j, 

X i ( S ) ~----~-----,---~-m-

-1 

X 1 ( S ) 
m 

X 1 ( t ) 
m 

Fïr:ure 14. "Pr1nillo" de la Dîf' r1v ec mod P. le d ' erreur . 



-1 w 

(1+a
1

) 
,1, 

X 
1 

( S) 
m 

X 
1 

( t) 
m 
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Fiç,;ure 15."Papillon" de la DIF avec erreurs combinées. 

En fait, si on inclut l ' erreur aux expressions ( 4 . 14) et 

que l'on prend les notations de la fir, ure 13, on obtient : 

1 1 

m-1 
k. 2ri -i-1 = I 

i=1 l 

q 
fvf-m 

2 i -'.l. 
= I n. (4.15) 

i='.l. l 

Comme dans le cas pré cédent, on va sommer toutes les con

tributions en sé narA nt les erreurs de multiplication et d'addi

tion et en né~li ~ean t le s e cond ordre. 

CAS DE L'A PRO"JDI 

Comme x ( s) et x ( t) sont dans des blocs différents à m m 

l'étape m, on neut a nnliqw~r la pronosition 4.4 pour obtenir la 

cont ribution des er~eurs ~ l'étape m 2 u raoport bruit à sign a l . 
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El le vaut 

1 
N-1 
l lv<k) l

2 

k=O 

N-1 
I 

k =O 
{ k (t.2 + t.2) + t.2} -lv(k) 12 

ffi X + + •• 

En so~mant s ut tous les m et en notant que les étanes 

M-1 et~ n'en~en rlrent oas d 'erreurs de multiplication, on obtient 

(! )A 
t. 2 + t. 2 N-1 

f(k) - lv< k ) 1
2 )'-1 t. 2 

+ X I (4.16) = + • + q-1 
I lv<1<)!

2 k=1 

k =O 

.... l'indice A si o;nifie arrondi, O ll 

f(k) est défini en ( 4.9). 

CAS DE LA TF0NCATURE 

La contribution des variances des erreurs au rapport bruit 

~ si~nal est donn é e par ( 4.16 ). Pour calculer la contribution 

rlGe aux esn~rances, il suff it de se réfé rer~ la fi~ure 15. 

Pour un bloc de tvne s, k = 0 et la contribution des m 

erreurs~ l' é t ane ~~ chaque élément du hloc corresnondant vaut 

~+.y ( k)~ oour un bl oc de type t, k = 1 et la contribution vaut 
m 

(? ô+ + ~x).v ( k ). A partir d e ces remaroues, on obtient ais éme nt 

ciu e : 

1 
l\î- 1 
I l v <1<- )!

2 

1<-=0 

N-1 
l {f (k).(6x + ô+) + M.6+}

2
.!y( k )!

2 

k=O 

(4.17) 
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où l'indice T signifie troncature, 

(;)A est donn é par (4.16). 

CALCUL DE S 8/'JRNES 

On trouve les mêmes bornes que celles pour l'algorithme de 

Cool ev et Tukey. El les son t des ~énéralis ations de celles propo

SP.es nar Kanel<"o et Liu ( [il, expressions (18) et (19) ) . 
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4 . 4 CAS PARTI CULIE RS 
-------- -------- ------- ----------

Dans ce n ara~raohe, on dé termine d e s exnressions pour le 

r apnort hru i t ~ si~nal lors aue le signal d 'entré e de la Trans

f ormé e de Fouri er Pani de es t un bruit hl a nc tel que : 

où * 

E{x(n)} = O 

~ E{x(n) .x ( rri)} = 

[ :□ s i n = m 

s i non. 

x ( m) est le nonhre c omnlexe con7uv, ué d e x ( rn). 

(4.18) 

Dans les e xnress i on s du rapport bru it~ sign a l, les valeurs 

Jx( n) 1

2 
et lv ( k ) 1

2 
s ont À r emplacer par l eurs espé rances, ~ s avoir 

No e t NN O . 

On a nalv se les alvori thmes de Coolev e t Tukey et c e ux de 

San de et Tukev 0 u~nd N = rM [17] et qua nd N ::: r 1 • r2 



4. 4 . 1 N = 7.~ 

A CAS DE L' APRn~DI 

nn pe u t interuré ter les expressions (4 . 8 ) et ( 4 . 16 ) en 

tenant comute de (4.18) . n n ohtient dans les deux cas 

(~) A 

112 + /).2 N- 1 
M !). 2 + X I f ( n) = + 

+ N n=1 

/).2 + /).2 N- 1 M-2 
'1 !). 2 + X 

I I = + n . + l N n =1 i=1 

/).2 + !). 2 
( M-2 ) /1-1 M!).2 + X 

= + + 
N 

:1 ' -1 - 7. 
/).2 "-1 - 2 /). 2 = + 2 + 2 X 
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Cenenrlant, cette expression ne tient compte des multiplica 

tions sans erreur nu ' ~ rleux ~tapes de l ' al~orithme, a l ors qu'il 

v en a ~ chaaue ~t~ne. refait n'a pas pu s ' utiliser dans l ' ~ t u de 

nr~c~dente vu qu e l e s vale urs inter~~rliaires x (. ) ~taient incon-
m 

nues ~ ma 1 s dans l e c as Da r t j c u 1 i e r ( 1 f • 1 8 ) , on s a i t que 

En appliqu a nt directement la proposition 4 . 1 ~ l ' al~orithme 

~e roolev et Tukev , on obt i ent 

+ -
~1 l 2~ - m_( N- 4. 2~-m ). 2m - 1NO 

m=2 



114 

on l'indice A si~nifie arrondi, 

1v! A 2 
+ est la contribution d es erreurs d 'addition , 

t-, 2 + !). 2 
+ X 

est l a var i a nce d'une erreur de multip lication, 

2 t-1-rn 
est le facteur de propar,ation de la proposition 4. 1 ' 1 

à 
M-m 

4. 2 est le nomb re de multiplications par ±1 et ± j 

est la var · a nce de x 
1
(.). 

m-

Ten ant coMnte d u fa i t que 

l'exnression ci-rlessus d e vi ent 

3M-1 
2 + 

(4.19) 

(4.20) 

F. n ar,nlinuAnt rljrectement la proposition 4.1 ~ l'al gor i thme 

ne Sanrl e et Tukev, o n ohtient 

où l'indice A sirnif ie a rrondi, 

/).2 + r,...2 
+ X 

7 '-1 -m 

? . 2 m-1 

est l,::i cont rjhution cles erreurs 

est la vnriance d 'une erreue de 

est le facteu r de nropap;ati on de 

est le noMh re de mul t i_ nl icat ion s 

est l A vari a nce de x (.) 
m 

d ' a<ld i t ion, 

multinlication, 

l a nroposition 4 . 1 , 

na r ±1 e t ±7 .... a 



115 

Tenant compte de (4.19), cette expression se réduit à (4.20). 

Les deux al~orithme s de la Transformée de Fourier Rapide 

admettent donc le même rapport bruit à siv,nal (4.20) dans le cas 

d'arrondi et pour l e prohlème particulier (4.18) 

R CAS DE LA TPO~ CAT URF. 

Dans ce cas, il fau t encore ajouter les effets des espé rances 

des erreurs. Pour ce faire, on reorend les expressions (4. 11 ) et 

(4.17) où cette fois -ci, 

En remplaçant lx(.) 1
2 et 

(!)A est la valeur donnée en (4.2 0 ). 

lv<.) 12 par N0 et NN 0 , on obtient 

pour chacune des de ux expressions 

= + 1 
N 

N-1 
I 

n=0 
{f( ) ( ~X) + M~+}2 n . o+ + u u 

où l'indice T si~nifi e t roncature, 

f(n) est donné en (4.9). 

En développant cette dernière expression, on a 

+ <~-2)~ô Co + a ) + + X 

N-1 
2 N- 1 rvt -2 2 

romme I {f(n)} = I I n 
n=0 n=0 m=1 m 

"':- 2 
Ci . 2 = 4. I M-2'l 

n=0 

Î'~-4 
= 4 . ('-1-1). (~-2) .2 



l'expression devient 

= + 

+ 

M2 2 2 
{9o + o + 60 o } 4 + X X + 

M 

4 

1 
2 

{3o
2 

+ 110
2 

+ 140 o } 
X + X + 

{o + o } 2 
X + 

on l'indice T sign ifie t roncature, 

(!)A est rlonné en ( 4 .20). 
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( 4 .2 1 ) 

En cas de troncature , les deux algorithmes de la Trans formée 

de Fourier Rapide ~dmettent donc aussi la même expression (4.21) 

du rapport bru i t ~ signal pour le problème particulier (4.18). 

Les express ions (4.2 0) et (4.21) sont des généralisations 

d'exnressions nronosées nour le rapport bruit à signal par Kaneko 

et Li u [ 7], exPressions ( 22 ) et (24), 

[9], expressions ( 14 ) et (15). 
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4. 4. 2 N = M r , r auelconque 

On détermine ici des expressions pour le rapport bruit à 

si p.nal dans le cas d'arrondi pour le probl ème particulier (4.18 ) 

Le cas de la tron cature es t nettement plus compliqué et ne sera 

pas traité. 

Tout d'abord , on peut énoncer une propriété commune aux 

deux algorithmes dé finis respectivement en (1.22) et en (1.24). 

Prooosition 4.5 

llne erreur introduit e à l'ét a pe m se propage à r M-m éléments 

du r és ultat. La var iance de l'erreur du r ésultat est égale, en 
M-rn 

ch a cun des r • 0.l é ments affectés, à la va riance de l'erreur à 

l' é tape m. 

La démonstration est sembl ab le à celle de la proposition 4.1. 

On constate rl 'autre part que E { 1 xrn ( . ) l 2 } = m 
r NO 

A AL GORITHME DE COO LEY ET TUKEY 

Le calcul d u lièrne b l oc à l' é tape m peut se faire en " papil 

lons". Par exemple, dans l e cas où r=3, on a : 

m 
X (13 +q') 

m 

( 
f!1. rn rn-1 , ) ( • m = xm_ 1 13 +q') + xm_ 1 (13 +3 +q .e xp -12nq'/3 ) 

+ xm_
1

(1 3m+2.3m-i+~').exp(-j2n.2q'/3m) 



q' 

m 
: X (1 3 +q') 

rn-1 

+ x 
1

(1 3m+2 .3m- 1 q').exp(-j2n.2q'/3rn).exp(-j2n.2/3) 
m-

m 
= xm-1(13 +q') 

m-1 
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= I (4. 22 ) 
i=1 

Les expres sions (4. 22 ) sont illustrée s à la figure 16. 

X ( f ) 
rn 

X ( g ) 
m 

X (h) 
rn 

Figure 16. "Pap illon " de la Transformé e de Fourier Rapide 

nour N=3 M (D IT ). f = 13rn+q' 

1,J = exp(- j 2nq'/3m) g = 13m+3rn-1+q' 

V = e xp ( -:i2 n/ 3 ) h = 13m+2.3rn-l+q' 
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En pren a n t l es not at ions de la fi v,ure 16, en introduisant 

l e s erreurs sel on (4.4) e t en n égligeant les effets de secon d 

o r dre, les expressions (4.22) deviennent 

x~ (f) - xm(f) = x~ _1 (f).( a 1 + a 4 ) + xm-i ( g ).W.(B 1 + a 1 + a 4 ) 

2 + xm_ 1 (h).W .(R4 + a 4 ) 

x~ ( g ) - xm( ~ ) = xm _1 (f).(a 2 + a 5 ) + xm_ 1 ( ~ ).WV.(e 2 + a 2 + a 5 ) 

2 2 + xm_ 1 (h).W V .(B 5 + a 5 ) 

x ' (h) - x (h) 
m m 

où les o. sont les erreurs complexes d'addition, 
l 

les e. sont les erreurs complexes de multip lication. 
J. 

La contrih ut ion des erreurs d'addition au rapport bruit ~ 

s i gnal vaut : 

où 

1 
1'-J- 1 

I 
n =O 

es t l e facte r de propa gation de l'erreur (prop . 4.5), 

r es t le nombre de ter~es influençant l'erreur s ur un 

,,.1 ,,. 'l' ,,. e ~me nt a e tape m, 

m-1 r N0 es t la variance de xm_ 1 (.), 

s(n.) 
l 

= 

[ 

r -1 

r-n. 
l 

s i. n. = 0 
l 

S 1. n. ~ Ü 
l 

~ 2 es t la varian ce d'une erreur d ' a ddition. 
+ 
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M 
On a don c I N ( r-1 ) ( r+ 2 ) l1 2 

r 2 + m= 1 

La contrihution de s erreurs de multiplication au rap port 

bruit à signal vaut 

où 

1 

2 N .N 0 

M- m r 

m-1 
r NO 

(r-1) 

t-1 

I 
m= 1 

est le f acteur de propagation de l'erreur de l a 

proposition 4.5, 

e st la var iance de x 1 <.), m-

e s t le nombre de termes infl uençant l'erreur sur 

un é lémen t à l'étape rn, 

( N-rM-m ) est le nombre de facteurs multiplicatifs non 

é~aux à 1 à l'étape m, 

(6 2 + 11 2 ) est la variance d'une erreur de multiplication. + X 

M 

On a donc 1 
N I 

m=1 

En sommant ces cont ihutions, on obtient finalement, dans le 

ca s de l'alp;ori thme de Coolev et Tukey, le rapport bruit .... signal a 

B 
112 

~} 
112 2 +3r-4 1 X { ( r-1 ) t-1 + { r } (s )A = - 1 + + M - 1 + N r r r 

(4. 23 ) 

Cette expression n' es t oas une gé néral isation de (4. 20) . On 

n' a e n effet pas tenu compte des multiplications par -1 et ±7 . 

: 



B ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY 

Le calcul d 'un bloc à l'étape rn peut é g alement se faire 

en "panillons". Par exemp l e, dans le cas où r=3, on a : 

( , M-m+1 ) (l' 3fv1-m+1 3M-m ) 
: X l 1 3 +q ~ X l + +q m- m-

( l , 3~ -m+1 2 3M-m ) 
+ X 1 + • +q m-

[ 
M- M+1 M-rn+1 M-m = xm-l (1' 3 +q) + xm_ 1 (1'3 +3 +q).exp(-j2n/3) 

M-m+1 M-m ] + xm_ 1 ( 1 ' 3 +2 . 3 +q).exo(-j2n.2/3) 

. f'-1-m+1 x exp(-7 2 na /3 

1 M- m+1 M-m+1 M-m = x (1' 3 +n) + x 
1

(1 1 3 · + 3 • +q).exp(-j2w.2/3) rn-1 't m-

M-m+1 M-m J + x~_
1

( 1 ' 3 +2 . 3 ' +q).exp(-42w.4/3) 

M-m +1 
x exp(-; 2 wa .2/3 ) 

m-1 
l' = l 

i =1 

M-rn 

rn- i - 1 
k. 3 

l. 

1 21 

q = I i- 1 n.3 ( 4 .24) 
i=1 

]_ 

Les exnres sions (4. 24) sont illustrées à la fi g ure 17. 
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x 1(h) m-

w 

w2 

X ( f) 
m 

X (h) 
m 

FÏ Ç, ure 1 7 . "Panillo "de la Transformé e de Fourier Raoide 

nour N=3 (DIF). f = 1 , 3M-m+1+q 

w . M-m+1 1 , 3M-rn+1+ 3~-m+q = exp( -J 2nq/3 ) g = 

V = exp(- 7 2n/3) h = 1 , 3M-m+1+ 2 . 3M-rn+ q 

En prenant les nota tions de la figure 17, en introduis ant 

l e s erreurs sel o n (4.4) e t en né~ligeant les effets de second 

o r dre, les exnress ions (4.24) deviennent 

x' ( f) 
m 

x ' (p-) ,.,, 

X ' (h) 
m 

o ù 

- X ( p:) = m 

- xm(h) = 

les a. 
]. 

l es B. 
]. 

r xm-1 (f). ( 81 + (l 3 + (l4) + 

+ Cl4) + 2 xm_
1

(h).V .(8 1 + 

[ xm-1(f).(R4 + as + a6) + 

a6) 
4 

+ + x m _ 1 ( h) . V . ( 8 4 
+ 

correspondent À de s erreurs 

correspondent .... 
él des e rreurs 

xm-1( r; ).V.(81 + 82 + 

B3 + a4)] X w 

2 
xm-1(p;).V .(B4 + 85 + 

B6 + a6)] X w2 

d'addition, 

de multi p lication . 

Cl 3 

Cl 5 
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nn constate nue l a contribution des erreurs d' a diti o n es t 

l a même q ue uour l 'al gori t hme de Cooley et Tukey. 

Par contre , la cont r ibution des erreurs de multiplicat ion 

oar les f acteurs de t y p e V au rapport bruit à signal vaut : 

1 

M:- m 
es t le facteur de propaç,;ation de l'erre ur , r 

m-1 la variance de X 1(.), r N0 e st m-
e.i2 

+ + e.i2 
X 

e st l a variance d'une erreur de multi plic a tion, 

(r-1) 2r f'A - 1 
e st le n ombre de multio l i cations par un fac teur 

ri e tvpe V, .... chaque é t a oe . a 

La contribut ion des erreurs de mul t iolication par les f a c-

teurs de tvoe W au raoport bruit à sirnal vaut 

.... o u 

1 

M-m r 

Î"1 

L r M-m.rm r
0

.(e.i~ + e.i;).(r-1)r- 1 (N-rm) 
m=1 

e st l e facteur de propagation de l'erreur, 

est l a variance des é l é ments du tablea u int e r -

m~di a ire, avant qu'il s ne soient rnul tiol i é s 

par n facteur de type W à l' é tape m, 

(r-1)r- 1 or- rm ) est l e nombre de mult i plications par un fac

t eur de tvpe W, non é~al ~ 1, à l' é t ape m, 

es t la variance d'une erreur d e mul tio l i c a t ion 



En sommant t outes c e s différentes contributions, on 

obtient finalem e nt , dans l e cas de l'alP,orithme de Sande e t 

Tuk ev, le rapnort bruit à signal 

(~) A [ 2 

- 1 • i J 
2r -3 r +1 M fl 2 = 2 X 

r 

[ 3 2 1 l + r +Sr -8r+2 M -1 + 62 
2r2 N + 

124 

(4.2 5 ) 

Cette expres sion n' e st pas une gé n é ralisation de (4.2 0 ) car, 

c o mme dans le c a s de l'al ,orithme de Cooley et Tukey, on n' a p as 

t e nu comnte des multiplica tions par -1 et ±j. 
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4.4.3 

On détermine ici des expressions pour le rapport bruit à 

si~nal dans le cas d'arrondi pour le nrobl ème particulier (4.18). 

L ' é tude est se~hlable à c elle des paragraphes pré c é dents : el le 

est bas é e sur l'irl~e de Tran-Thon g et Be de Liu [17], mai s n'a 

e n core iamais été publiée. 

On peut tout d'abord énoncer une orooriété commune aux 

de ux al ~orithmes dPfinis resoectivement en (1.28) et en (1.29). 

Proposition 4.6 

Une erreur introduite à l'étape 1 se propage à r 2 éléments 

du résultat. La variance de l'erreur du r és ultat est égale, en 

chac un des r 2 éléments af f ectés, à la variance de l'erreur à 

l 'é tape 1. 

La démonstration est semblable à celle de la proposition 4. 1 . 

A ALGnRITHME DE C00LEY ET TUKEY 

0n peut in terpré ter l'alforithme ( 1.28 ) comme suit : 

- l 'étape 1 consiste à ca lculer r 2 transformé es de Fourier d is

crètes de r 1 é léments chacune, 

- l' ~t aoe 2 consiste à ca lc uler r 1 ''quasi-tra nsformées de Fourier 

dis cr~tes " de r 2 éléments chacune , c'est- à -dire à 
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effe c Tue r des sommations pondérées de r 2 termes, 

co~me ~our une Transform é e de rour ier Discrète, nais 

où l es facteurs de nojds ont été mod ifiés . 

En jntrorluisant les erreurs d ' addition à la manière de ( 4 . 4) 

et en né~li~eant le~ effets de second ordre , la contributio n des 

erreurs d ' addj ti~n i ntro rtu ites ~ l' éta ne 1 a u rapport bruit à 

si1;nal vaut : 

1 

est J e nombre de transformée s effectuées à l' étape 1, 

A 2 est J~ variance d'une erreur d 'addi tion, + 

[ sinon, 

r 1 es t le nombre de termes jnfluençant l'erreur sur un 

élPrnent à l' étane 1, 

r 2 es t le facteur d e uroua~ation d e l'erreur de la propo 

sit ion Lf .n, 

est 1~ var ian c e de x 0 (.). 

De manière se~blabl e , la contribution des erreurs d ' add ition 

introdujtes à l' ~tane 2 v a ut : 

1 

est le r1omhre rie "ouasj -transformées " effectuées à 



~ 2 est la variance d'une erreur d 'addition , 
+ 

si n =O 1 

sinon, 
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r 2 est le nombre de termes influençant l'erreur sur un 

él ém ent à l ' é tape 2, 

e s t la vari a nce de x 1 (.). 

D'autre nart , en introduisant les erreurs de multiplication 

à la mani~re de (4.4 ) et en néRligeant les effets de secon d ordre, 

la contribution de s erreurs de multiplication introduites à l' é t a 

pe 1 vaut : 

o ù 

1 

e s t la variance d'une erreur de multiplication, 

est la variance de x 0 (.), 

es t le facteur de propa~ation de l'erreur d l' é ta

ne 1, 

2 r 2 <r1 -1) es t le nombre de multiplications par des facteur s 

no ~ é ~aux à 1, à 1iétape 1. 

La contribution des erreurs de rnultiolication introduites à 

l' é tane 2 vaut : 

1 

011 



,.---. ,---------,- - -
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/).2+/). 2 
X + est la var iance d ' un e erreu r de multiplication, 

(r 2-1) ( N-1) est le nombre de multiolic ations par des facteurs 

non é~aux à 1, à l ' é tape 2 . 

En soMmant ces différentes contributions, on obtient finale

ment, dans le cas de l'al~orithme de Cooley et Tukev, le ranport 

bruit à si~nal pour le problème par ticul ie r (4. 18) 

(~) = 1).2 . 1 2 - - . ( 3r2 +2r1 + 1 ) + 2. ( r2 +r1) 
[ 

r +r +6 1 1 2 ] 

S A + 2 N N 

+ 6~ - r 2 - ~ . (2 r 2+r1+1 ) + ~2- <r;+r1) J (4.26) 

8~1!1§!:'9~§_ : 

Ce tte expre ssion es t une Ré né r alisation de (4 . 23 ) , c' es t- à 

dire que l'exnression ( 4 . 26 ) , prise avec r 1 = r 2 = r , se r é duit 

à (4 . 23 ) où M = 2 . 

B ALG0RITH~F PF SA~DE ET TUKEY 

L ' algorithme (1 . 29) o eut s ' interoréter comme suit : 

- l ' é taoe 1 consi ste À calculer r 2 transformé es de Fourier disc r è 

tes rie r 1 Pl éments chacune , puis à mu ltiplier ces va 

leurs nar des c oéff icients como lexes de module unité, 

- l ' é taoe 2 consiste à calc uler r 1 transformées de Fourier discr è 

tes rie r 2 é l é me nts chacune. 
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La contribut ion des erreurs d ' addition au rapport bruit à 

signal est la Mê me q u e dans le cas de l'algorithme de Cooley et 

Tukev . 

Par contre, en né~li~eant les effets de second ordre, la 

c ontribution des erreurs de multiplication à l ' étape 1 au rapport 

h r uit à si~nal vAut : 

0 1! est la variance d ' une erreur de multipli cation, 

est le facteur de propagation de l'erreur à 

l ' étape 1, 

est la variance de x 0 C.), 

est le nombre de facteurs multiplicatifs non 

é~aux à 1, dans les transformé es à l ' é t ape 1, 

est la variance des él éments aprè s les trans

formées de l ' étape 1, 

(r1- 1) 
( N-r1 )---- est le nornhre de facteurs multiplicatifs non 

0. Paux à 1, intervenant apr è s les transformées 

ri e 1 ' é t r'l oe 1 . 

S i on né ~li ~e les eff ets rie second ordre, la contribut ion 

des erreurs rie mult iplication introduites à l ' étape 2 vaut : 

1 
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~ 2 +~ 2 es t la variance d'une erreur de multiplication, 
X + 

2 r 1 <r 2-1) es t le nombre de facteurs multiplicatifs non 

6- ~aux à 1 , à l' é tape 2, 

es t la v a riance de x 1 (. ). 

En somman t c es dif fé rentes contributions, on obtient finale

me nt, da ns le c as de l'al ~orithme de Sande et Tukey, le r a pr ort 

br uit ~ signal nour le prohl ~me particulier (4. 18) 

= 

(4.27) 

Remarque_: 

Cette exDress ion est une ~énéralisat i on de (4.25), c' e st- à -

d i r e aue l'exDression (4. 27), évaluée avec 

du i t à (4.25) où ~ = 2 . 

r 1 = r - r s e r é -2 - ' 



R E S lJ L T A T S 
-- ------------------- ---------------- -

N U M E R I Q U E S 
---- --------------------- -----------------



132 

5 . 1 RESULTATS NUMER I QUES POUR LA VIRGULE FIXE 
----------------------------------------------------------------------------------

Les sous-programmes qui permettent d'effectuer les 

di f férentes opérations en u tilisant une arithm~tique en virgule 

fixe ont été écrits en ASSEMBLER. 

L'idée de base est d'utili s er l'arithmétique en virgule flottante 

de l'ordinateur Siemens 4004. La longueur double a é té choisie. 

Chaque nombre est représent é en "signe et grandeur" par une suite 

de 16 chiffres hexadécimaux . : les deux premiers sont réservés au 

si gne et à la caractéristique, les 14 suivants à la mantisse. 

Comme chaque chiffre hexadé cimal est composé de 4 bits, il est aisé 

d'adapter cette représentat ion; en annulant la caractéristique; la 

mantisse coupée au nombre de bits désiré, traduit un nombre binaire 

avec virgule fixe. Par exemple, le nombre 0.1010111 est traduit par 

40ADOOOOOOOOOOOO. Le passa ge de la représentation en virgule flot

tante à la représentation en virgule fixe n'est possible que si le 

nombre est compris entre - 1 et +1. Par exemple, pour une longueur 

de (1+7) bits, COAFBE643F1 24C devient COADOOOOOOOOOOOO qui traduit 

-0.1010111. 

La multiplication introduit une contrainte sur la taille maximale 

des nombres. Chacun d'eux pourrait être traduit par une suite de 

56 b its. Toutefois, on se limite à 36 bits pour des raisons 

techniques. Le produit de deux nombres de 36 bits, x et y, est 

effectué en deux étapes. 

En effet, le produit de x par y est formé de 72 bits qui ne peuvent 

être contenus dans une seule mantisse. On décompose y en y 1 , formé 

des 20 premiers bits de y et en y 2 , formé des 16 derniers. 

Le produit de x par y 1 compte 56 bits et peut être contenu dans une 

première mantisse. Le produit de x par y 2 compte 42 bits et peut 

être contenu dans une seconde mantisse dont la caractéristique re

tient un facteur 2- 20 . Tous les bits du produit de x par y peuvent 

ainsi être retrouvé s et le r é sultat est évalué et ar~ondi correcte

ment : s'il est situé exacte ment entre deux nombres de la longueur 

cho i sie, t, il est de la forme O.b1 .... bt10 .... 0; le résultat arron-
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-t 
di est O.b1 ... bt + 2 si bt = 1 et O.b1 ... bt si bt = O. 

A cause de la repré sentation en "signe et grandeur" le modèle 

statistique doit être légèrement modifié . Après un dé placement, 

l'arrondi est utilis é au l i eu de la troncature. Par (2.10b) on 
• 11 d • ,, 1 ' 2- 2t/8 obtient une erreur de moyenne nu e et e variance ep,a e a • 

Po ur la troncature, l'erreur dépend du si gne des nombres, comme 

l'indiquent les relations ( 2 .3) et (2.4). Si le signal de dé part 

est distribué de manière uniforme, on suppose nulle la moyenne de 

l'erreur de troncature. De cette mani ère, les relations (3.6) et 

( 3.26) des algorithmes de Cooley et Tukey et de Sande et Tukey, 

sont valables pour l'arrond i et la troncature sans déplacement. 

Dans l'hypothèse d'un déplac ement à chaque é tape, les relations 

(3.21) et (3.34) de ces de x algorithmes deviennent respectivement 

et -2t 2 

(1/ 4 + a/6). N3 - (1/4 + a/ 3 )M) . N2 ] ( 5 . 1) 

(1/4 + a/72 ). N3 - (1/4 + a/12) N2 
+ (a/9).N ]( 5 .2) 

Elles sont également valables pour l'arrondi et la troncature; 

Chacun des résultats présenté s sont obtenus à partir de 50 si gnaux 

comp lexes dont les parties réelles et imaginaires sont des nombres 

aléatoires distribué s uniformément dans l'intervalle -1/12, + 1/12 

La p lupart de ces 50 estimat ions est proche des valeurs théoriques, 

quelques unes s'en é cartent assez fort. Le total des carrés des 

erreurs ainsi que les valeurs prédites par la théorie sont indiqués 

à l a fig.1 8 pour l'algorithme de Cooley et Tukey et à la fig.19 

pour l'algorithme de Sande et Tukey. La longueur des nombres a été 

fixé e à 15 bits, non compris le bit de signe; des résultats sembla

bles ont été obtenus avec de s longueurs diffé rentes. Le coefficient 

a est égal à 4. 

Le t ableau 1 présente les différents résultats obtenus pour l'algo

rithme de Cooley et Tukey a v ec N = 16. 



ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY 

t héorique expérimentale 

Arrondi sans déplacement 

Troncature sans dé pla
cement 

Arrondi aveé déplacement 

Troncature sans dé pla
cement 

-8 0.869.10 

-8 0.869.10 

-5 0.184.10 

-5 0.184.10 

Tableau 1. 

-8 0.934.10 

-8 0.257.10 

-5 0.456.10 

-5 0.831.10 
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Les relations (3.6) et (3.26), (5.1) et (5.2), ainsi que 

les fig.18 et19 montrent que les erreurs numériques produites par 

l'algorithme de Cooley et Tukey sont inférieures à celles produites 

par l'algorithme de Sande et Tukey s'il n'y a pas de déplacement. 

Par contre, s'il y en a un à chaque étape la situation est renversée. 

Ce l a s'explique par le fai t que les multiplications sans erreur 

sont concentrées au début d e l'algorithme de Cooley et Tykey et à la 

fin de l'algorithme de Sande et Tukey. Sans déplacement le facteur 

de propagation de la propos ition 3.1 est plus important pour les 

premières étapes que pour l es dernières. 
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Da n s l'hypothèse d'un dépla cement à chaque é tape, ce facteur 2M-m 

est multiplié par 2
2

m et devient plus important dans les derniè res 

é t a pes. 

Le tableau 1 indique que po ur la troncature, les estimations sont 

moins bonnes. Cela s'expl i que par l'hypothè se supplémentaire de la 

page 133. Si les nombres n e sont pas distribués de manière tout-à

fait uniforme, la moyenne de l'erreur n'est pas nulle, ce qui altère 

les résultats expé rimentaux . 
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ALGORITHME DE COOLF.Y f.T TUKEY 

es t imation th 6or iaue sans d 6p lacement 

e s t imation théorique avec d 6placement 

RPsultats expéri menta u x 

0 

+ 

0 

X 

1 3 

arrondi s~ns d 6plac ement 

troncature sans d ~placement 

arrondi avec d é p lacement 

tronc a ture avec d é placement 

5 

JI. 

• 

7 

J( , 

+ 

9 

y 
K 

• 
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10- 1 

10- 2 

10- 3 

10- 4 

10- 5 · 

10- 6 

10- 1 

10- 8 

10- 9 

ALGORITl!MI: DE SAN Df. r.T T l JKI:Y 

es t imation théorique sans déplacement 

estimation théorique avec d é placement 

Résul tats expé rimentaux 

2 

X 

• 

v 

arrondi sans déplacement 

troncature sans déplacement 

arrondi avec déplacement 

troncature avec déplacement 

5 7 9 

4 G 8 

/( 

• 

• 
)( 

• 
}\ 

• 
/ 

-t' 
~ 

/ .. 
V 

/ 
•/ 

,,-6 
/ 

,;!' 
/ 

/'.( 
/ 

Fig. 19 
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ANNEXE 

Programme s et sous - programmes FORTRAN 



;> C 
, 

C 
4 C 
~ C 
6 C 
7 C 
;1 C v 

9 C 
·10 C 
11 C 
12 C 
1.S C 
'14 C 
i 5 C 
16 C 
·1 7 C 
1 i:I C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
2 3 C 
24 C 
2 5 C 

:! 6 C 
.~ 7 C 
2 ·~ -~ C 

29 C 
3 0 C 
3 ·t C 
3;:'. C 
.) 3 
3 ,. 
:s 5 
36 
37 
.33 C 
39 
40 
41 
4 2 
43 
44 
,.5 
4b 
47 1 7 
4 è 
49 2~ 
5U 

Cf PKO GR AM~f t ST U[S TINE A COMPARER L[S RlSULTATS DE 
TR~N-THON G ET LIU AV EC LF TOTAL nu CARRE DES ERREGRS 
or.q F N li f 5 f X Pl f-: H , U -l T .~ L F 1.1 f NT • 

T A F- L [ 1) [ S V 1\ I< I A :.., L L ..; 

*********** *** ***** 
NüM 
X1 

Y1 
Y2 
N Sr: 

T y p f-
( C 1 ) ) 

~:g 
R8 
p .~ 

ROU: 
SIGNAL D'ENTREE CuMPL[XE QUI lST 
TRANSF0RME PAR LL SOUS-PROGRAMME 
FFTDIT POUR OBT ENl~ LES Rcsu~TATS 
SI.IPP0S ES EXACTS. 
SIGNAL D'ENTREE COMPL[XE QUl EST 
TRANSFORME PAR L( SOUS-PROGRAMME 
DIT8IN F.T CONTH.liî l:N SUITl: 
LFS E~R EUR~ NU MFRIQUES 
SO~ME DFS CARRES û[S RESULTATS 
SOMME DES CARR[3 ü[S ERREURS 
QADPOPT DU ~R UIT AU SIGNAL 
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L T Lo 
R 11.r 
N 
8IT 

R ,3 
R S 
J4 
!4 

SOMMF THEORIQUE OLS CARRES DES EPRFURS 
RAPPOPT THEORIOUE DU dRUIT AU SIGNAL 
NOM ARE D'ECHANTILLONS DE LA TfR 
LÜ~GUFüR DES NO M~k[ S TkAITES PAR 

HC DF T 4 
lS f. l F 14 

'1 I 4 
J f p R 14 

L ' ."-RITH'-1ET tQU[ li~ VIRGULE. FIXE 
~ ODF O'ARRONDJ OU Ü[ TRONCATURE 
VAUT 1 S'IL Y A ~N DEPLACEMENT 

CHAOlJf ETAPE LT O SINON 
NOM BRE O'FTAGFS DE LA TFR 

EVI ENT DIFF -RENT Uf O SI 
U~E ERREUR E:ST iJl:TECTEl 

COMPL EX*16 X j (l0 :::. 4),X t. (1024),T 
REA L* 8 Y1,Y ~, NSR,S 
RFAL* ~ D~LT,~Iu,v 
RE.t, L* Q. R .11.P 
INTE GER AIT, Jl îl, DlT2 1 ûVF1,0VF2 
LECTUR E ET I NPR [S~ION nrs DONNF~s 
RFP, D 70,TX1,l X.:'. 
RFAD 7~,~0 0E 
RE ,11D 7?,~l!T 
RFJID 70,K,J, lP 
PRINT 8 0 
IF( IHH •F.rQ. 10 ) PRll\T 8 1 
IF(MO fl f.FQ.1 :; ) PRlNT ? 
PPJMT ~6, ? IT 
RFAI'> 7?,ISHI ( 
tFCJSHIF) 1 ~, ~.2 ,24 
PR!NT f.' 3 
IDJ5T=10 



51 
52 24 
53 
54 
55 1 S 
56 
57 
5 8 
59 C 
bO 
61 
o2 
63 C 
64 25 
65 
66 C 
o7 -, 

'-0 
6 -3 27 
69 C 
70 1,, 
7 'i 
7-... 

73 C 
71. 
75 
76 
77 
7~ 
79 
uÜ 
31 
·,-, 

.:> ,. 

d3 
34 
,J5 10 
d o C 
37 
,;s ù C 
39 
90 
91 C 
92 
9.:i 
91+ 

95 
96 
97 1 :l 
'--i (~ C 
99 1 <; 

100 

GOTO 1 -3 
PRINT 0-4 
IDIST=O 
C!ILL INIT(bIT,HOD[) 
DO ?.3 r,1=1<,J,.1.F' 

Nllt-1 T T=O 

PRINT 8'.> ,N 
CALCUL DE L' EV~ L~~TIO N THFORtQUE 
V= ? . nOO*CFL OAT (JlT) 
t•FL T=-2. ti 00** V 
IF(!SHIF) 15 ,~5,20 

S A N S D r F L ,; C t M [ N T 
Lill=(NHi/ ô .- :i+4 / 3 )/( 3* CtELT> 

SO TC 2 7 
r, V F C fl E f L j,, C U1 E t·J T 

LIU=(1 1*N** 3-(3+1c*M)*N*N) /( 12*DELT) 
PRINT ? ?,LI U 
?S SIGNAUX f'l ... ffLIH.:IHS SONT TR!IJT[S t,~NS CHAQUI:: CAS 
NUMTT=~JIJM IT+ ! 
! F(NU ~IT. GT. ~5 ) GüTU 23 
PRJNT ~ 9,NU~'lT 
INITP-LIS .ATIJ !J i:>U ~.i.GNAL O'FNTR!:-E 
D O 1 n I = 1 , r-,.1 

Cl1LL RANOCM(lX1,Yl,N, I DIST> 
CALL RIINl)G~1 (lX2 ,Y ;2,tJ, J OIST) 
V=1.l)OO 
IF(IS~IF.EG. O) V=V/ DFLO AT(~) 
S=Y1**°'.:+Y?**..; 
IF( DSC1R T(S). ;,:,[ .V) GüT O 'l'J 
T=O( MF' LX(Y1 ,Y 2 ) 
CALL FN TF~C(T, XJ ( i), 8 IT1, 8 JT 2, 0VF1,0VF~) 

IF((OVF'.N E . O).Ok.(OVF2.NE.O)) G0TO 11 
X ? CI)=X·J(J) 
CONTINU E 
CALCUL DES Rl~J LT~TS SUPPOSES CORRECTS 
C~ll FFTnJT(X 1,M) 
CALCüL DES RESU LTATS PAR L'ARITH ~E TI ~UL EN VIRGüLE FIXE 
CAL.l DtT -: JN( X ~,M,1ERR,ISHJF, 3 IT ,~ O0E.) 
I~(l t:RR .NF.O) GCTù î4 
CORRFCT10N ~lS RE~uLT TS QUAND IL Y A EU DES DEPLACEMENTS 
lF(ISHIF.EQ.ù) (.ùîO 19 
00 16 I=1,,N 
Y1=0R F~ L(X ~(1))*N 
Y 2=DI ~AG (X 2 (l))*N 
X 2 < T ) = D C M P L )( ( Y 'I , Y ,: ) 
CONTI NUE 
C A L C U L F T H : 1-' k t ::; S .l. u f J [J E S P F S lJ L T .!\ T S [ X 1-' Eid M E NT A U X 
Y1=0. DOO 
v ,=o.r-00 
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1 O 1 
10:2 

103 
104 
·105 ·• ) ' ... 
1 0:.. 
107 
10 2. 
·10 9 
110 
11'1 
1 1 Z C 
1n -1 ., 

' . 
1 ·14 
l ·j 5 15 
11 6 
117 ;, . ·- .) 
11 3 
119 7 c 
120 ·u. 
1 2 ·1 ù Ü 

12.:: 
12 3 
1 2 4 ,;. 1 '-' . 
l ') ~ ,_ :; g ~ 

126 83 
127 u4 
1 21 .:)5 
12 9 I.J 6 
130 
131 <.:, 7 
152 
'1.53 û0 

'13 4 
·us 
136 
1 37 
1.3 8 c 9 
1 :s9 90 
·l 4O 9 1 
141 1 .3 
142 
143 

DO 1 ? 1=1,N 
X ? ( I ) = X 2 ( I ) - ,.; i ( l ) 
y 1 = y ·1 + C O t., l3 S ( X ! ( 1 ) ) * * è 
Y~=Y ~+CDP 5S ( X2 (l)l** 2 
C0NTINUE 
NSR=Y ? /Y 1 
V=Y~-LJl; 
R A F = LI U / Y ·t 
S=NSR-F<AP 
F' R J N T •• 8 , 'r '! , Y ~ , V , 1-"' I' , N SR , S 
GOT û 14 
P~ rh! f:: S S I O N ri L :.; t-1 L J S ,'.i :; t S v ' F R R L li R 
PRI NT 90 ,l 
Gr• T û ·f 4 
PR 1 ~H 9 ·1 , T 
G0T 0 14 
CONTI ~1ll t: 
GO H i 17 
FORM AT( 3 J'i) 
FO RMA T ( Z:P) 
fùR ~ ~T(1H1 , , 1X ,' Ekk[uRs NUMFRIGUES DA NS LA T.F.R.', 

C2 (/, 50X , 33 (' * ')) , 5(1, 1 X) ,' * ',l,1:V,'* ', 
C'Mr~F OF DI SL~[ TISATI ON :') 

FOl< MA T(1X,'*' ,10X ,'T RCNCATuRf ',/,1X, '*') 
FOR"1AT (1X,' * ',IOX,' AR ONDI Al[ATOIRE:',/,lX ,'*') 

141 

FO R~ AT ( / 1 )(, 2 ( / 1 X, ' * ' ) , ' TRAI TE M f NT SA t I S DEP LAC EMEN T ', / 1 X , '* ' ) 
Fo~M~T(/1x, 2 (/1X ,'*') , 'îRAI TEMEN T AV[C DEP LAC l:M ENT',/1X,'*') 
FORMAT ( / 1 X , ? ( I l X , ' * ' ) , ' NOM H R f D • ' E CH A tJ Tl LL O N S ' , I 4, / 1 X, ' * ' ) 
FORM~T (/1X, ? C/IX ,'*') , 'LO NGUEük D~S NOM J RES :',13, 

C' P [TS ',/ 1X,' * ') 
FOR~AT(// 1 X, ~ (/1X , '*'),'PUISSANCE TH EORIQUE DU BRUI T', 

CD30.16,/1X,'*') 
FORM,r(//1X,'P u ISS ANC E D~ SIGNAL :', oJ~ .16,/1X, 

C ' p U I SS .1\ N CE: ,:, U ,., R. L, 1 T : ' , D 3 4 • 1 6 , 1 0 X , '0 l F f [RE N CE : ' , 

CD~0.16,/1X,' ~AP PCkT BRUIT /SI GNAL :',/ 5X , 
C ' T 1-f E O R I Q li F. : 1 

, D 3 J . ·I 6 , / 5 X , 1 f< E E L : ' , D 3 U • 1 6 , 3 9 )( , 
C ' D IF F t R t NC E • , û .J ù . 1 .:, ) 

F0 R~AT ( 5 (/, IX), ' DONNF F S NUMERO',J4,/,1X,14('*')) 
FORMATC5(/,1X),'0VERF L OW DE FN TFRC P0UR L''INDICE',15) 
FORMAT(5(/,1 X}, 'LI: MO OULF. OU ',14,' - l:: ME ELr..MëNT EST > OU= 1') 
STfiP 
F~I ~ 



1 
?. C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
,, 

C u 

9 C 
1ü C 
11 C 
12 C 
13 C 
'14 C 
1 5 C 

16 C 
17 C 
1 .~ C 
~9 C 
~o 
21 
-, ! 

..:3 
!. 4 
c! ~ 
26 
!.7 C 
2d 
29 C 
30 
:-q C 
32 
33 
3 4 
.35 
"j t, 

J7 
.3ô 
39 
40 
41 
4.., 
43 
44 16 
45 13 
46 
47 
46 
49 C 
50 

SU[, ROU T T t-1 F D .... Tu l ~J ( X, M , J FR R , 1 S H l F , 8 I T, f·'. 0 DE ) 

CF SOUS -PR OGR~ MML EGT DE STINE A CALCUL EK LA TFR 
PA R L'AR!TH ML TlQlil::: LN V!f. Gl! L E: FIXF 

T A P L r [; t S V .~ [ è l 1, .; L [ .:: 

******************* 
Nnt-1 T Yf' ~ PO LE 
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)( 

u,w 
( C ~ ô) 

C ,S 
~J GN~ L D' ENTPl:::f ET ~LSULTATS CE LA TFR 
COF FFJCI ~N TS ~ULTIPLICATIFS 

N 11~ 

M t 4 
I S 1--l I ~ 14 

~· 0 or I 4 
BIT I 4 

NOM1R FS O'ECHANTlLLuNS DE LA TFR 
~OM SRF D 'FTA GES DE LA TFR 
V'\U T 1 S'IL 'V li ur~ DEPLACEME T 
A CHAQU~ ETAPF ET O SINON 
MO L'E: D'"RRONl. l OU Jl TRON LAT URI:: 
LONGU[ UR DES Nu :·1·3R ES TRAITES PAR 
L'ARITHMFTIGUE lN VIRGULE FIXE 

CO~PLtX*1 6 X( 1),U,W,T,S 
RE~L•R X1,X 2,V,Rl,k2,EPS 
R Eli L * 3 P 1 , .A R 'J 1 , ;, R C.:: 
I NTFGFR AIT, JI Tl, ü IT ?,O VF1,0Vf2 
EPS== 1. D-1 .3 
N== 2* *M 
P I = 4 • () 0 * D A T A l'J ( i • 1,ü ) 
I N \i 1: k S I Q N D U S H .. 1 ~AL D ' EN TR E E 
CALL INVf~ IN ( X,N ) 
CALCUL D[S FT~G lS ~I:: LA TFR 
DO 30 L=1, M 
EXECUTION D~J D[FLA CE~ ENTS 
lF(I S HIF.EU. O) ~cr~ 1 ~ 
IERR=-1 
v==o. 5DOO 
tv10ti FSH=16 
CALL INIT( Ali, ~O~LSH) 
D0 1é> K:1 ,N 
X1=DR l.:A L(X( K)) 
X2:l)J MAG (X( I<')) 
CALL PROf)UI(,(1,V,R1,A. QQ1,OVF1) 

CALL PPODUI(X~,V,Ri,~ R02,0VF2) 
I F((OVF1 .NE. O) .ùR. (OV F2 .ll•JF .O)) GOTC, 11 
X(K)= ~CMPLX( R1,R2 ) 
CON TI NliF 
LE= 2**L 
L E1 :L F / ? 
U=(1. DO ,O. ù0) 
W== ~C~P LX(DC CS (Pl/viLO T(LE1)),-DSJN(Pl/OFLU~T(LL1))) 
CJI.LC UL (J[S "PM., llLUNS" 
Dû ~O J:1,L f ! 



51 
5 2 
53 
,4 
55 
~o 
57 
53 
59 
6 0 
61 
62 
6:5 
<J 4 
ù'.> ·10 
6 6 
67 C 
66 
69 
70 
n 
7.:. 
73 
74 17 
75 
76 
77 
7 ,'5 .?.O 
7 9 .30 
3 0 ~5 
<) 1 1 1 
~2 
s :3 
8 4 
3 5 1 :: 
a" 
g 7 
, , 1 

.)v 

3 9 3S 
90 56 
91 
9 2. '.37 
93 

DC ~O l=J,N, Lf 
I P=l+LF1 
I ERR =O 
CALL PROCPL( X( l P ),~, T,ARO1 ,ft RO2 , ü Vf 1,UVF~ , EPS) 
I J: ( ( 0 V F 'I . N E • 0 ) • u R • ( ü V F ~ . N F • 0 ) ) G ( ' T O 1 ..: 
T=-T 
IE PR= 1 
CALL .'\Df;(PL(>-(1 ), T, X(JF ), OVF1 , OVf ? ) 
yJ:(( OVFLNr. o ).0R .( 0VF2 -~-!F . O)) Gnro ~.! 
T=-T 
I tR R = ~ 
CAL L AD DC PL( X( l) ,T, J, OVF1, 0VF2 > 
I F ( ( 0 V f 1 . N F . 0 ) . ,· R . ( u V f ?. • NE . () ) ) G O T O ~ :: 
X(J)= S 
CC' ~TI Nl.1 E 
t 1 = u '~ t.; 
Rfl~ITlALlS ArI0N uEs COFF FICIFNTS ~U LTIPLICATIFS 
R1= {) fU: 11 L( U) 
R'2 =- F'lIMAC ( ll) 
IFC ~ î~. GT. [FS ) -:iv T~ 17 
IF{ P-, .LT. () . 00 0 ) R1 =- R1 
R1=1. 1:;0 0 
R 2 = O . r,oo 
1 F ( R1 . GT. F~ S) Gv TU 20 
R 1 ::(). DO O 
R? = 1 . l)O O 
JF(R 2 .LT. O. DO O) R, =- R2 
CONTINUE 
CO"-TJNUE 
RE TUPN 
J fRR=1 
PRJNT B5 
PRINT 8 7 , K , Hf~R 
R[ Tt,RN 
J FPR= 2 
PRI NT 8 5 
PRINT f-S ,L, ll · ,I,l[RR 
RET UR l\i 
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FOkM AT(5(/,1 X), 0('$') , ' OVF RFLCW DANJ ur f BIN 1 , 6 ( 1 $ ')//) 

fORMAT (1X,' ETAP [ NUMF O ',J4,1 0 X, 
C ' ELF:ME NT NU l-1t.R0 ', 14 , 4X ,I4,10X,'l t RR :: ',14/) 

F OF "' A T ( 1 X , ' F L LM U : T t,J U "'1 E. R (\ ' , J 4, 1 0 X, ' l [ k R = ' , I 4 /) 
END 



1 
2 C 
.) C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
s C 
9 C 

'10 C 
·11 C 
1:~ C 
u C 
'14 C 
15 
16 
17 
1c 
19 
20 C 
:~ 1 
' l " I .__ 
23 C 
24 
·,r· 
- :> 
') C _o 

27 
t. ,, ù 

29 C 
30 
3 ·1 
32 
.3 3 
34 
.5 5 10 
36 
37 C 
3d 
39 
4ü 
41 
4 2 
4 -s 
44 n 
4 5 
46 
47 
4 èl 20 
4 9 .3 0 
50 

51 
52 

SURROUTINE Fff ~IT(X, M) 

Cf S0.US - PRO '; f-,A UH:- l:.ST (IESTJNE A CALC ULlR LES RESlJLT.\TS 
SUf'J:(:SfS [-X.'lCTJ 

T~ e LF DES VA~ l~ ~ LLS 
******************* 
NOi-' TYP E RO LL 
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X 
u, \,, 
N 

(C 16) 
C1<', 

SIGNA L D'ENTR EE lT RESULTATS Of LA TFR 
COE FFICIENTS tv!llLTIP LlC ATIFS 

I '• N011 DFS D'FCH,~T~LLON~ DE LA TFR 
t.1 I4 NOMRR[ n 1 ETAGES oE LA TFR 

(0~PLEX*16 X(1U~4 ),U, ,T 
RE '-' 1.* ô Rl , R?. , fP ::; 
RfAL*8 Pl 
EPS=1. 0 -1 3 
N=2**1J, 
INV [RSION DU ~lG~AL D' EN TR~E 
C AL L I N V P I N ( X , ~I ) 
P I = 4 • "0 * 1) 1\ T /l- 1. ( ·1 . u ü ) 
C.ALC ' L DES fTAGLS DE LA TFR 
DO ~O L=1,M 
LF=2**L 
LF 1=LE/ 2 
1.1=(1.DO, O. üG) 
W = (' CM PL X ( D Cc· -> ( F' I h FLO AT ( LE 1 ) ) , - D SIN ( P Il ü FLO AT (LE 1 ) ) ) 
CA 1. C li L DE- S "P f.f · 1 L L üN S" 
DO 20 J= 1 ,L r l 
D0 10 J:J,N, L[ 
IP=I+L E1 
T=Y(I P)'~U 
><(IP)=X(J)-T 
X(J)=X(I)+T 
U=ü*W 
REINITIALISATl0N LES COEFFJCl~NTS ~ULTlPLICATIFS 
R1=CRFAL(U) 
R2=DI'-1AG(U) 
If(R 2 .GT. EPS) uvTU 17 
IF(Rl.l.T.O.D GU) kl=-R1 
1(1=1.D00 
R.2=0.1)00 
IF(R1. GT .~PS ) ~ ~ T ~ 20 
R 1 =O. 000 
fP=1.Dno 
IF( R2 .LT. O. DJO) R~= -R 2 
(ONT T NU f . 
CONTINUf 
RE Tll Rr~ 

END 



1 SLJ~POUTINF PROCP L(X, Y,Z,AP0Zl,AROZ 2,0VFZ 1,0VFZ~,EPS) 
2 C 
3 C C F S 1 li S - PRO G f, ,\ MM E c S T () F ST I I\J F. A E F fF C TUE K L ES PRO :.i U ! T S P .e R 
4 C LE S COEFFJCI LiH~ t i ULTIPLJC/'.lTJFS DE LA TFR 
5 C IL SE RAS~ s~~ -L SuUS -PkO GRAM~E PRCJUl(X,Y,Z,Akü,OVF) 
0 C AVfC: Z ~~ jULTriT D~ PR0DUIT DF X PAR Y 
l C ~Re E. kRU;R D '.ARRO.NO! o u DE TRuNCATURE 
J C OVF l~~l~U[ LES DFP~SSFMENT~ 
9 C 

!O CO~PLEX*16 X,Y ,l 
11 RFAL*f AROZ1, AR UZ2,X 1,x2,Y1,Y~,Z1,Z2,Tl,r2,AR01,Ak02 
12 RFAL* ~ Yn , LPJ 
1 3 I N T E G E R O V F Z i , ü V F i. ;:_ , V F 1 , C• V F 2 
14 TI\JT EGER RIT, ~V F 
15 ovnt=o 
1 6 OVFL1 =0 
17 JIRCZ1=0 

19 
20 
21 
') "' I ,_ '-
23 C 
24 C 
~5 
26 
27 C 
2a 
2. 9 
30 
31 
32 
33 
34 
55 C 
36 

., " .)Ü 

39 
40 
41 
42 
43 C 
44 10 
45 '12 
46 
47 
l ., 
tu 

49 n 
50 

Af?OZ;=O 
x ·t=DREAL(X) 
X? ='H M/1. G (X) 
Y1=D REA L(Y> 
Y?= Ol'v1JI.G (Y) 
TFSTS POUR E~ lT[R D'F. FFE(TUFR DES MULTIPLICATION~ PAR 
+ f;LJ - 1 ,+ C-:J - J 
I F ( I! A 8 S ( ü t. :) S ( Y 1 ) - 1 • li U ) • L T • F F S ) Gu T O 1 ù 
IF( OJ1, JS (r., r,8S(Y._ )- •j . 1;0 ) .LT.FPS) GOTO 1l 
(ll(UL DF LA P~R îl [ REFLL~ 
ClLL DRODUJ(X1 ,vi,T1, AR01 ,cvF1) 
CALL PRODUI(/4 ~,Y2,T2,lR0 2 ,0VF2) 
lF(( flVF1 -"Jf. O) .üR.(uVF2.NE.O)) PPH-!T ~.3 
T2=-f2 
ARC'Z1=AR01+t:. kC.2 
C .H L AD D < T1 , T 2, Z ·1, 0 V F Z 1 > 
JF< OVFZ1 . ~E-O) PR!NT 0 
CALCUL DF LA FAR TlE I MAGINAIRF 
C•LL PRODUI(X1, Yi ,T1, AR01,0VF1) 
CALL PRODUI(X 2 ,Yt,T2, AR02,0VF2) 
AROZ2=AR01+A!z-J.: 
CALL ADO<T1,T2,Z2,0VF Z2 ) 
I F ( 0 V F Z 2 . N f • ü) I· fZ I r·J T R 1 
Z=l"IC MP LX(Z1, 22) 
RETllRN 
l>lULTIPLICI\Tlvl~:.; PAR + OU - 1 , + OU - J 
IF(Y1) 1 2 , ·1:, , ·f4 
T 1 =-X 1 
r2=-x ?. 
Z = D C 1~ P L X ( T 1 , i :.; ) 
RF TIJR.N 
PRINT :l 4,Y1,Y 2 
RE Tl JRN 
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51 14 
j;? 

53 11 
54 15 
55 
56 
57 
, ::l 17 
59 
ôO 

6 1 
6 2 ,;() 
6 :5 (, ·1 
64 ( ,_) 
65 l 4 
66 
o7 
'> .3 

?=['(MPLX(X1 ,:,2 ) 
RFTURN 

IF(Y 2 ) 1'i, L.i .,17 
T 'I =X 2 

T ?: -X 1 

z = D r M r L X ( r 1 ., f .: ) 
R f-Tttn.1 

T1=- X} 
î ?:.X1 
Z = (1 C M P L X ( f "'! , T ! ) 
Rf- TIWN 
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F 0 ~ ' M 1\ T ( / 1 X , ~, ( ' $ ' ) , ' (; V E P F L 0 W C· L P ~! 0 r, L I T u S t; R F A L ' , 5 ( ' i ' ) / ) 
F 0 R '·' A T < I 1 X , ~ ( ' :J, ' ) , ' ù V F R J: L O 1,.; 0 U P R 1.i 1) U l T C S O l M A G ' , ~ ( ' $ ' ) / ) 

F0RM ~T(/1X, S( ' $ '),' OVFRFLOW DU PR(~UIT ~S CALCLL',~( 1 ! 1
)/) 

FrR MA T(/1x, S~ •1 1 ),'l NC OMPATlHILITl Du PTODUIT',5('i'),2D30.16/) 
FNO 



SU8 ROU TJ NF ~~DCP L( X, , Z, OVF1, 0V F2 ) 
2 C 
~ C CF SOUS - PPU GR AMME EST DES TINF A CALCULER LA SOMME 
4 C ~F DEU X NO~b k[ ~ CLMPLFXES A PAR TJk Du SUUS - PROGRAMH[ 
5 C AD~ ( X,Y, Z, 0Vf} 
6 L Avr e Z JVM~L Ol X ET y 
7 C O \/ F I ~1;:, I " u E L F S fi F P P. S S FM~-t,1 T ;:i 
,3 C 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 C 
1 C, 

17 
13 C 
19 
20 
21 
2 2 .::, 0 
23 ô i 
24 
25 
26 

C Ot-' P L E X * 1 f X , Y , Z 
REA L* ~ X1 , X~,Y1 ,Y 2,Z 
X1 =PP F.A L ( X) 
X 2 = D I 1-1 /J. G ( X ) 
Y1=f'>RFAL ( Y) 
'Y ?=l)H~AC, ( Y) 

Z ;, , -

CALCU L lF LA PA RTll REE LL E 
C A L L A (1 D ( X 1 , Y } , Z ·1 , 0 V F 1 ) 
IF( OVF1 . NE . O) PRlr~T 80 
CA LCUL üF LA f·A Rî l~ JMPG J NA I RE 
CALL AD~ ( X2,Y 2 , Z2 , ~Vt 2 ) 
TF( OVF? . NE . n) PR l MT 8 1 
Z=DCMFLX ( Z1,L~) 
F O P M .\ T C / 1 )( , 5 ( ' t ' ) , ' u V E: R f LO W D ' ' A. r, 1) ü S ~ R [ A L ' 5 ( ' $ ' ) / ) 

FORMAT C/ 1X , 5('$ '),' 0VEIH LOW 0 " A0D DS DI MAG ' 5 ('$')/) 
RF. TllRN 
fNf') 
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J.48 

1 SU t'RO lJTHJF E,; HRC(X , X!) , RIT1, :3 IT2,0VF1,0VF 2 ) 
: C 
:; C c~ c; e us-PP OGR!\MM E f ·[P t-'FT Df RF-PRf=:::. E TER UN MOMi3RE COMPLFXE 
4 C EN VTRGuL r FlX[ A L'A I DE- GL SOUS-PROGRAMME ENTER(X,X0, 8 IT,OVF) 
5 C .~vrc X tJùMJ f-'. L A TR AITE-R 
6 XC R LSl.J LT AT EN VI RGU LE ~IX ë 
7 C 0VF IN~l~UE LFS nFpiss F~FNTS 
d C 
9 

10 
11 
12 
13 
14 C 
15 
16 
17 C 
., 3 
l ? 
20 
2 1 c,O 

COI-IP L F X* 16 X,,<L> 
RFJlL 1>r q X1 , X ? ,X iJ , X.:.v 
! ~, T F. G [ R 1 I T 1 I J 1 T .:: , i., V F ., , (1 V F ê 
x,= DP[,t l. (X) 
X ? = !) t 1,,1 .11 G C X ) 

TR P.N S FOR !ITivl 4 O[ LA PARTIE- REE LLE 
CALL ~N TF.P(X I ,Xl ù , 3 1T1,ûVF 'I) 
I F ( 0 V F 1 • m· . ( 1 ) p !< I N r 13 0 
TP -NS FOR~ATl~N ùE LA PARTIE I MAG JN~I RE 
C AL L F- NT F F (X ..: , X 2 ~· , ,:li T?, 0 V F 2) 
I ► Unt F"? . ~! f . O J f'l-i.lNT 8 1 
x O = D C !A F L x < x ' .) , x 2 D ) 
~ 0 R •,1 1-\ T ( / 1 X , 5 ( ' $ ' ) , ' 0 V F R F L C w O S E N T f R 0 E LI R E A L 1 5 ( ' $ 1 ) / ) 
fOR M4 f(/lX,5 ( •$•),' 0VE RFLO~ DS fNTFk D~ DJMAG'5( '$')/) 
P f: TU RN 
fND 



1 
) ,_ 

3 
4 
5 
() 

7 
;1 

9 
·10 
1 1 
12 
13 
'14 
1 !J 
16 
17 
1a 
19 
?. 0 
2 1 
22 
23 

C 
(. 

C 
C 

5 

0 

-, 
' 

S lJ F- PO li T 1 N F I ;-J \/ 15 l N (X, N) 

Cf SOUS-PROGR AM ME FER MET D'INVFRSFR UN TA üLEAU COMPLEXF W 
DE t\J COl-!P ùSANT[ ~ 

CO~PLFX* 1 6 X(J),T 
NV"=N/ 2 
NM ~ = ~J-1 
J:1 

00 7 I='! , "ir•"l 
JF{T.G[.J) Gü f0 5 
r=x<J) 
X(J):X(J) 

X {J) =T 
K=NV ~ 
IF(K.C, F.J) GuTC 7 
J:J-1< 
l<=ld ? 
GOTù ,, 
J=J+k 
RE TllRt-J 
EN l'i 
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2 
.:i 
4 ,. 
J 

6 
1 
~ 

? 
10 
11 
·12 
l3 
1 ,. 
15 

C 
C 
C 

(J 
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SU Fi Q OU T l N F. R .U~ 1., 0 M ( l X, Y F L , N, I O I ST) 

CF sn u s -P ROGkAMME PLR~E T o • o ~TF~ I R L[S NUM JRE S All~TOIR ES 

RFA L* 1 Yft 
IX=I:X * ô5r;~ ç, 
IF(IX.r. F . () ) (.;u TC .:., 
!l=TX+?1474 ~;6 4/+I 
YfL= :i FL oflr (I/..) 

YFL =YF L* 0 .4 ~~ u~tJL - U0 
I F ( t 1) I S T • t= G • ù ) Y f L = ( Y F L * ?. . (l O O - 1 . fl O O ) / D S Q R T { 2 • . D O O ) 

lf(I nlST . EQ . ·tO ) YF L=(YFL* ~ . D00-1. D00 )/(uSQKT(2.DOO)*N) 
RE TU h' N 
F N fl 
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5 . 2 RF:SllLTATS NUME RIQUES POUR LA VIRGULE FLOTTi\NTE 
------------------------------------------------------------------ - -----------------------------------

Ce chapitre orésente la manière dont on a impl é ment é cer

t a ins al~orithmes de la Tr ansformée de Fourier Rapide sur ordina

t e ur et commente les résu l tats numé riques ohtenus oour les valeurs 

t héoriques et expérimental es des ranports bruit ~ si~nal pour ces 

a laorithmes. 0n nrooose en fin de chapitre une annexe dans laquelle 

s ont orésentées les diff~rentes listes des pro~rammes et sous-oro

~rammes FORTQA~ utilis 6s. 

Les r é sultats num ~r i ques de ce chapitre ont é t é obtenus sur 

l'ordinateur Siemens 4004 , avec les hypoth0ses expé rimentales sui

vFrntes : 

H 

- seules les op ~r at ions arithmétiaues exé cutées en simple 

Précision sont des sources d ' erreur, 

les valeurs obtenues et exprimées en double précision sont 

supposées exactes. 

De plus, comme cet ordinateur utilise le mode cie troncature pour 

le s opérations arithmétiques en simple pré cision, seules les va

leurs théoriques proposées en (4.11), ( 4.16) et (4.21) ont pu être 

co~paré es à des valeurs expérimentales. C'est pour cette raison 

aue l'on a pro~ramm~ uniauement les al~orithmes de la Transformée 

de Fourier Rapide rlans le c as où N = 2M. 

res alRorithmes ont é té pro~rammé s en lan Rafe FORTRAN 

SDIT Al~orithme de Cooley et Tukey 

avec exécution des ooé rations arithmé tiques en simple préci

sion, 
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nnTT Al~orithme rie ronlev et Tukev 

avec ex~cution ries nn~ rations arithm ~tinucs e n rlo ul1le o r é -

cision, 

snTF Alporithme de Sande et Tu kev 

avec exé cution des np~ r a tions a rithmét iaues e n simp l e p r é 

cision, 

DD TF Al~orithme de Sancte et Tukev 

avec exé cution des pPrations arithmétiaues en douhle pré

cision. 

Remargues_: 

1 - Ces al~orithmes n'ont nas é té imp l é ment é s de mani è re à mini-

miser le temns de calcul ou la place utilis é e en mémoire, mais 

nlutôt de manière à s'identifier le mieux possible aux figures 

nré sent é es au chanitre 1 : 

SDJT et 

SDJF et 

DDJT s'ide ntifient à la fi gure 2, 

DDIF s'identifient~ la fiRure 3. 

2- Ces al~or i thmes ont é té pro ~r ammé s de maniè re à pouvoir 

exé cuter aussi bien la transformé e inverse que la transformée 

directe. 

3- A l'entré e de ces al ~orithmes, on suppose que l e tablea u des 

r é sultats a été initialisé au tableau des données. 
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Les hvnoth èses H, énonc é es ci-dessus, con du isent à la dé 

marche suivante pou r comparer les valeurs th éoriq u es et expé rimen

ta l es du rapnort hruit ~ si~nal : 

so ient X,Y,W , Z quatre tab leaux de nombres comp l exes en double pré

cision 

- on é value les espérances et les varianc es des erreurs lo

cales en double précision, 

- on évalue les born e s th é oriques en do uble oré cision, 

- le tableau Y est la transformée du tableau X, effectué e en 

simu le pré cision (alPorithm e SDTT ou SD TF ), 

- le tableau Z est la transformé e du tableau W = X, ef f ectué e 

en double orécision ( algorithme DDIT ou DDIF), 

- on calcule la valeu r théorique du rapport bruit à si ~nal 

en utilisant les val eurs d e s tableaux W et Z et en exé cutant les 

ooé rations arithmétiques e n double p r é cision, 

- on calcule la valeur exoé rimentale du rapport bruit à si

p;n a l, à savoir 

N-1 
l I z k ) - Y(k) 1

2 

k =O 
N-1 

L IZ(k)!
2 

k=O 

en exé cutant les oné rations arithmé tiques en double pré cision. 

A ce stade, il faut e ncore remarquer que le problè me, tel 

qu'il a é t é pos~ au chapitre 4, suppose que l es donn é es de l'alp;o

rithme sont reor~sent é es e xacte~ent sur l'ordinateur, de même que 
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l e s facteurs multjolicati f s intervenant d a ns l' a l ro rithme. On 

do it donc : 

- considé rer le tab l eau X en simple pr é cision et le t a bleau 

W en douhle pré cision, 

- Pvaluer les facte rs multiplicati fs en double pré c i sion. 

Toutes ces consjdé r a t ions ont oermis d' é tablir trois pro-

~r a mmes FORTRAN : 

1 - Le pror,ramme ~TTnTF traite le cas gé n é r a l 

pou r "1 = 2 , 3 , . . . , 9 , on é va 1 u e 
I 

- les bornes donn é es en (4.13), 

- les valeurs thé oria ue s des rapnort s hruit ~ si gnal donn é s 

en ( 1.~ • 11 ) et ( 4 . 16 ) , 

- les valeurs expé rimentales des raoports bruit à si8nal 

pou r un al gorithme de Cool e v et Tukey et pour un al~orithme de 

Sancte et Tukey qu a nd N = 2~ . 

Les r é sult a ts de ce programme s ont pr é senté s dans les tab leaux 

2 e t 3. 

2- Le pro~ramme FFT tra i te le probl è me particulier (4.18) 

on considè re des données c omplexes dont le s p a rties r é elles e t ima

Ri n a ires forment des suite pseudo-al é ato i res d istr ib u é es uniformé 

ment entre -1 et +1. 

Po ur ~ =2,3, ... ,9, on é value 

- l a v a leur t h~ orioue du r apport bru i t ~ si Rna l donn é en 

( 1+ . 2 1), 

- l a moyenne d e 50 v a leurs expé rimentales du rapport bruit 

à s ignal pour l'al gorithme d e Cooley et Tuk ey et pour l'al gorithme 
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rie Sanrle et Tukev ciuand ~r = 2 . 
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Les r é sultats de ce nro~ramme sont pr é sent és d ans le tableau 

4 . 

Pour chaque valeur d e M, les 50 valeurs expé rimentales pour 

chaa ue algorithme sont ne dispers é es. Aussi pré sente-t-on ici 

uniquement la moyenne de ces 50 valeurs, ce qui permet d'alléger 

fortement le texte, sans toutefois oerdre trop d 'information . 

3- Le programme ARROND traite le cas d ' arrondi 

oour ~=2 , 3 , ... ,9, on évalue 

- les bornes données en (4.12), 

la valeur théorjque du raoport bruit À sie nal donné en 

(4 . 20). 

Les r é sultë1ts rie ce prop_; rarnme sont cornpnré s à ceux des deux 

Aut res dans les tahleaux 5 et 6. 

L'analvse ries tableaux 2,3 et 4 conduit aux considérations 

su i vantes 

- les valeurs exnérirnentales sont comprises entre les bornes 

th ~oriques, sauf dans le c a s on N=4, 

les valeurs expérimentales sont du même ordre de grandeur 

qu e les valeurs théoriques , mais elles sont affectées d 'un coéf

ficient r, é n é ralement supé r i eur , 

- les valeurs exp6rjmentales pour l'al ~orithrne de Sande et 

Tukev sont p_;éné ralement pl u s élev ées que celles pour l'alf,orithme 
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rie r oolev e t Tukev , quoia ue la th 6orie pré voie le contra ire , 

- toutes ces valeurs c roj s sent avec le nombre de points N; 

en parcourant les tableaux de M=2 à ~=9, on p asse d'un ordre de 

P,ra ndeur au suivant, 

- pour N=4, les d eux al gorithmes s ont les même s, ce ou i 

explique le fait que les va leurs expé riment a les so i ent rigoureuse

ment les mêmes, 

- la th é orie d é velo opé e pour le probl è me p a r t iculier (4.18 ) 

semble mieux é nous er la r éalit é que la th é orie dé velopp é e d ans le 

c as p.:é n é ral. 

A l'analyse des tableaux 5 et 6 , on constate que la th é orie 

or é voit des valeurs pour le raooort bruit à si f nal nettement moins 

é l e vé es dans le c a s d ' a rro ndi aue dans le cas de troncature. 

Pa rm i les explications oossibles de l' écart ent re les va 

leurs exp P. riment a les et les valeurs th é oriq ues, on note que 

- la valeur de p a eut-être é t é ma l é valué e, 
0 

- les effets de second ordre ont é t é n égligé s d ans l a th éorie 

dév eloppé e au ch a pitre 4, 

- les hypoth è ses gé n é rales d'indé pendance à p ropos des er

r eurs locales ne sont pas vé rifié es, 

- les valeurs cons idéré es comme exactes ne le sont p a s en 

réa lité ou i soue l a douhle pré c i s i on est év,alement source d'erreurs, 

- on n'a o as tenu compte de toutes les multiplications sans 

e rre ur pour é t ahl i r les express i ons (4.11) et ( 4.16). 



B()~NES VALEURS VALEURS 
N 

INFE~IEllRES SUPE~IEURES THEORIQUES EXPERIMENTALES 

4 .3735428746 D-13 .3735428746D-13 . 3735428746D-13 .4008281573 D-12 

8 .6305 043688D-13 .21 02753356D-12 .2090486123 D-12 .1180268259 D-12 

16 .9342592342D-13 .5162975 287D-12 .2439830681D-12 .11 86920972D-1 2 

32 .1284807470D-12 .955420 8667D-12 .31421974 81D-12 .3304829053D-12 

64 .1682149 078D-12 .1527645349 D-11 .374621383 8D-1 2 .294 83 74578 D-12 

12 8 .212 6284058D-12 .2232970977D-11 .4391 836430D-12 .6029845392 D-12 
/ 

256 .2617212408D-12 .3 0713 977 49D-11 .50877 39677!)- 12 .9598387510D-12 

512 .3154934130T)-12 .4042925667 D- 11 .5839905678D-12 .1654666552 D- 11 

Tableau 2. Tahleau comparatif des rapDorts bruit à signal dans le cas 

~é ~éral Dour l'alq,orithrne d e Cooley et Tukey. 

1-> 
(J1 

--..J 



B0~NES VALEURS VALEURS 
N 

INFERIEURES SUPERIEURES THEORIQUES EXPERP1ENTALES 

4 . 3735428746D- 13 .37 354287 4 6D -13 . 3 735428746 D-13 . 40082815 7 3D- 12 

8 .63 05043688D -1 3 .210275 3356D-12 . 16 8 641 4842 D-12 .1 314349838D- 12 

16 . 93425923 42 D-13 .5 162975287 D-12 . 1913735459D- 12 . 1395671287D- 12 

32 . 1284807470:!) - 12 . 9554208667:!) -12 .22 83043369 - 12 .3 796501186D- 12 

64 .1682 149078D - 12 . 1527645349D- 11 . 3009494837D- 12 . 4259324767 D- 12 

128 . 21262840581")- 12 .22 32970977D-1 1 .3408688551D-12 . 66784358 0 9D- 12 

256 . 2617212408D - 12 . 3071397749D-1 1 .4128168 86 7D-1 2 .9680440401 D- 12 

512 . 3154934130D- 12 . 4042925667D - 11 .4 674608783D-12 . 1718619533 D- 11 

Tabl e au 3. Tab leau comparatif des rapports bru it à s ignal dans le c as 

~~n~ral pour l'algorithme de . Sancte et Tukey . 

~ 
c.,, 
CO 



VALEURS VALEURS EXPERIMENTALES 
N 

THEOR IQUES DIT DIF 

4 . 1298114004 D- 12 . 1459438982D- 12 . 1459438982D- 12 

8 . 2516537193D- 12 .3173777318D- 12 . 3474280863D- 12 

16 .2 4 043 5 0981D - 12 .52856832 7 8 - 12 .6 219354588D-12 

32 . 4 845860 55 8D-12 . 68889 54767D- 12 . 8901062311D- 12 

64 .7801239795 D- 12 . 8266575789 D- 12 . 10 61714 4 9 3 D- 11 

128 . 1118121642D- 11 .9 672078757D- 12 . 1345874405D- 11 

256 .1 294596433 D- 11 .1342969910D- 11 .1872969349D- 11 

512 . 1726440802 D-11 . 2115981261D-11 . 26224 20141D-11 

Tableau 4. Tableau co~paratif des rapports bruit à 

nour le uroblème oarticulie r (4 . 18) . 

signal 

µ 
u, 
tD 



N 
BORNES INFERIEURES BORNES SUPERIEURES 

ARRONDI TRONCATURE ARRO ND I TRONCATURE 

4 . 8168737584D-14 .373542874 6D-13 .816 8737584D - 14 .3735428746 D-13 

8 .1225310637D-13 .6305043688:D-13 .2995203781D-13 .2102753356D-12 

16 . 1 633 74 7 51 6 - 13 .9 342 59234 2D- 13 . 51 73 533 803D-13 . 51629 75287 D-12 

32 .2042184396D-13 .12848 07470D-12 .7351863826D-13 .9554208667 D- 12 

64 .2450621275D-13 .1682149078 D-12 .9530193848D-1 '3 .1527645349D-11 

128 .2859058154D-13 .212 6284058D-12 .1170 852387 D- 12 .2232970977 D-11 

256 .3267495 0 33D-13 .2617 2124 08D-1 2 .1388685389D-12 .3071397749 D- 11 

512 .3675931913D-13 .315493413 0D-12 .1 606518391D-12 . 4042925667 D-11 

Tab leau 5. Tableau comparatif des bornes nour le rapport bruit à si gnal 

en cas d'arrondi et de troncature. 

...... 
m 
0 



VALEURS THEORIQUES 
N 

ARRONDI TRONCATURE 

4 .4 0 84368792D-14 .1298114004D-12 

8 . 122 5310637D-13 .2516537193D-12-

1 6 . 163 3747516D-1 3 .2404 35098 1D-12 

32 . 3812 077539D-1 3 .4845860558D-12 

64 .4 22 0514418 D-13 .7801239795D-12 

128 . 63 98844441D-13 .1118 121642D-11 

256 . 680 7281 32 0D-13 . 1294596433D-11 

512 .8 9 85611343D-13 .1726440802D-11 

Tahl eau 6. Tnbl eau compa ratif d es v a leurs 

thforiques du rRpport bruit~ sivnal pour le 

probl~rne ( 4 . 18 ) en cas d'arrondi et de tron

cature. 

1G1 
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En conclusion de ce ch apitre, on peut estimer cette théorie 

ass e z satisfaisante puisqu' e lle permet de trouver l'ordre de gran

deu r du rapport bruit à signal, qui est en quelque sorte une esti

mat i on moyenne du carré du module de l'erreur relative sur un élé

ment du résultat à la sortie de l'al gorithme. On a en effet pour 

le p roblème particulier (4.18) : 

N-1 
l E { 1 y 1 ( k) -y ( k) 1

2

} 

k=O 
N-1 

l E{! y (k)!2} 
k=O 

= 

:::: 

N-1 
~- l E{ly'(k)-y(k)i 2

} 
k=O 



ANNEXE 

Programmes et sous - prQgrammes FORTRAN 



1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
ô C 
7 C 
U C 
9 C 

10 C 
1 ·t C 
12 C 
1 3 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
1B C 
19 C 
2·1 C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 C 
2 5 C 
2. o C 
27 C 
2 8 C 
29 C 
3 1.l C 
31 C 
..32 C 
33 C 
34 C 
35 C 
36 C 
37 C 
38 C 
39 C 
4 L1 C 
4 1 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
4 8 
49 C 
5r1 C 
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PR OGRA-, DIToI F 

C E PRO GR ,\ "'~ E C ,) ,., P /1 RE L [ S V A Ll Uri !:, THE: Ü Id QU l S F- T E X P E R lr-1 l NT AL t S 
DU MAPP PT ~R UIT ~ SIG~AL POUR LLS ALbOFITH ME S FFT DAN S l ~ CAS OU 
t; = ,è i. -t"JII . 

V/ddAHLE 

w 
z 
X 
y 

N 
T 
JN VERS 

PI 
XI 
DELTAF 
Ci:. LT~P 
Di:. LT2F 
DEL T 2P 
NSR!; Tl 

fJ PD FI 

NSRD IT 

NSRDIF 

rn 
f' S 

TYP E 

CJ~PU: X 16 
co r-, PLE-X >tf 16 
COMPLEX ·•8 
C0..,PL EX.-r8 
l"HEGE-f? 
I 1-H E GE. R 
LOG ICA L 

~ E' AL be 
t<EAL;E; 
REAL•d 
RF.A L ~a 
REAU .. ·is 
REAL.t•h 
REAL •8 

RFAL*8 

RfAL.;8 

S l CN IFIC ATluN 

TPP LEAU D' ENT REf Di:. LA Tk AN SF OR~EE 
TAVLLAU DE SORTii:. Di:. LA THANSFORfE E 
TAü LEAU D'ENTREE DE LA Tk ANS FûR MfE 
T - VLEAU DE SORTIE DE LA T~ANSFOW~fE 
NO t-1 Ud D E. PO I N T S D 1: LA T R A N S F OR M E E 
ll NOMl Rf DE C~IffRES vE LA rANTISSE 
SI VRAI, ALORS THA NSFC'RMH HJVEHSE 
SI FAUX, ALORS TFANSFOR~EE DIRECTE: 
Lf NOl'lCRE PI 
LA 8 AS c D[ L'O kDINATEUR 
ESP[RAhCE o•u~~ ER RE UR D[ ~ULTJPLICftTION 
ESPlkANCE D'UNE tHREUR D'AD DITION 
VA RIANCl C'UNE E~R[UR ~E ~ULTIPLICATION 
VA RIANCE D'UN E EkkEUR O'A~DITiùN 
VA LEUR THfCPIQU E DU RA PPORT PR UIT A SIGNAL 
PO UR LA DIT 
VA L EUR TllfORIGUE: DU RAPP<'kT flWIT A SIGNAL 
P(., UR LA Dl F 
VA LEUR EXPERIMENTALE DU RAPPORT BR UIT A 
SI GNAL POUR LA DIT 
VA LE UR EXPERl~E:NTALE DU RAPPOkT e PUIT A 
SIGN AL PüUR LA DIF 
BOHNE INFERIEURE DONI\Ei. E:N (4.13) 
BORNE SUPERIEURE: DONNi:.E EN (4.13) 

CO/"! PL EX i 8 X ( 1 1 2 4 ) , Y ( 1 02 4 ) 
COMPLEX~16 W(1 02 4),Z(1ü24 ) 
Ri:.A L • S E,F,NSRDIT,NSRDIF, DE LTAF,DELTAP,DELT2F,DELT2P,XI,L ~,PO,PI 
PEA L 8 D,G,H,NSRDTI,NSRDFI 
RE.A L ..,8 • I, B S 
IN TEGER T,FI 
DI ME NSI ON FI(1 02 4) 
rI=3 .1415 926 5~5897932 

CALCUL DES ES PERAN CES i:.T DES VARIANC ES DE$ ERREURS LOCALES 



S 1 C 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
5o 
59 
6 ù 
61 
62 
63 
64 
65 
66 00 1 
67 
68 C 
69 C 
7 ll C 
71 
72 
73 
74 C 
75 C 
76 C 
77 C 
78 
79 
8G 
81 
82 ,, ,_ 3 

, 83 
84 
35 
S6 
87 
.38 
89 
9 0 
91 

1 92 
93 

, 94 
95 

1 96 )ù 4 
1 97 

9 8 
99 C 

1 Où C 
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XI=16. 
Lt-i=DLOG(XI) 
T=l 
P0= ').7 
D~ LTAF=-<xI-1)/(2 • LN ~ (xI ~•T>) 
Of LTAP=(l-PO) tO t:LTAf 
DELT2F=(XI• ~2-1)/{6~LN ~ CXI ~h (2 ~T))) 
Df LT2P=C1-PO) Di:LT2F 
DELT2f=D ELT2F-(DELTAFw•2) 
DEL T2P= D~L T2P-(OELTAP~~2) 
C,0 00 9 NU=2,9 
N=2<."RNU 
Dû on , K=1,N 
FI(K)=IFT(K-1,N~) 
CONTINUE 
R[ ADC25} (X(J} ,J=1,N) 

CALCUL ûtS AO RN~S 

LI=N LJ .)i i'I EL T2P+(NU~ ·•2) (DEL TAP .:i 1~2) 
fS=(NU · 2 >• DELT2F+<2•NU-2)~DELT2P+{(NU-2)•DELTAF+(2•NU-2) , DELTAP)~~ 

12 

CAL CUL D'U~ RAPPO RT BRUIT A SILNAL THlORIQUE ET DE SON 
CORPESPONDANT EXPERIMENTAL POUR LA DIT 

DO '.:>u3 J=1,N 
Y(J)=X(./} 
W(J)=CD ':l LE(X(J)) 
Z(J)=W(J) 
CON TINUE 
CALL SDIT(NU,X,Y,N,PI,ofAL SE .) 
CA LL ODIT(NU,W,l,N,PI,.FAL Sl.) 
D= O. 
[=ü . 
F= Oa 
C.=l). 
fi=G. 
DO U .) 4 ,< = 1 , "I 
D=D+FI(r) ~ (CDA 8 S(W(K)))••2 
E=E+(CDA 8 S(CD 8 LECY(K))-Z(K))) ~2 
f=f+ (CD .\ o s (Z (1()) > •ti2 

t=G +((FI(K) (DELTAF+D[LTAP +NUwD[LTAp) w•2 >• <<CDAuS{W(K))) *~2 ) 
H= +(C OAnS (W(K)))11112 

CO~TINUE 
P-,SRD TI=NU*DELT2P+(DEL T2P+D ELT2F) -w D/H+C/H 
NSkDIT=E/F 

CALCUL D'UN RAPPORT BRUIT t. SIGNAL ThlORiwU E ET DE SON 



10 1 C 
102 C 
1 ü .3 
1()4 
1û5 
106 :h.,S 
1lJ 7 
1ns 
11)9 
11 0 
111 
11 2 
1 3 
114 
11) 
116 
117 
11 8 ù06 
1 19 
120 
121 C 
122 C 
123 C 
124 
125 tJû? 
126 
127 
1 28 

1 
1 29 IJ(; 9 

13 0 
131 

COR RESPONDANT EXPFRIMENT AL POUR LA DlF 

1.) 0 l) U 5 J = 1, N 
Y(J)=X(J) 

Z (J)=W(J) 

CC•N TI NU!:: 

CALL SDIF(NU,x,,,N,PI,.F ALS E.) 
CALL DOIF(NU,w,Z,N,Pl,.FAL5é.) 
() = ( • 
E =O a 
F =U • 
G= O. 
DO f)J6 K= l,N 
D = D + F I ( K ) C C D A t3 S C Z ( k ) ) ) r') ::r 2 
E=f+(CDA 8S (CD PLECY(K))-Z( K))) uc2 
F=F+(COA r3 S(ZCK))) •11 2 
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r, = G + ( ( FI ( K) fi ( D f. L TA F + Dt L TA P)+ NU .:tD EL TA P) t -- ~) t.( ( CO Al ~ C Z ( K ) ) ) '-"2 ) 

CON TINU E 
NS RD IF= E/F 
NSRD FI=N U•DE LT 2 P+(DELT2P+ Dt LT2F) D/F+G/F 

It- PRES SI ON S 

Pk INT Jl7,N,8I, 6 S,NSR DTI , SRDIT,NSRDFI,hSRCIF 
FO RM AT(1H1,'NO"°'lr.RF. DE )0 1 TS',I4,////,1X,'BORNE I NF[Rlt:URE ',04ü.1 

16 ,///, IX,' BORNE SUPE~J URt ',D4U.16,////,1X,2 0X,'VAL EUk S THEORIQUE 
2S ', 2J X,'VALEURS EXPEr ~EN TALES ',///,,X,'DIT',2D4 0

0
1f,///,1X, 'Olf 3 ' , ,0 4 Ll .1 6,///) 

CO~TINUE 
STOP 
f:ND 

----~------ --------' 



., 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 r 
8 C 
9 C 

10 C 
11 C 
1 ?. C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
2fl C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 C 
25 C 
26 C 
27 C 
28 C 
29 C 
30 C 
31 C 
32 C 
33 C 
34 C 
35 C 
36 C 
37 C 
38 C 
39 C 
4 0 C 
41 C 
42 C 
43 C 
44 
45 
46 
47 
48 
49 C 
50 C 
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f'f: OGRAM FFT 

Cf- PROC,RA '~iVJ E COMPARF LES VA LEURS THEûldGUFS ET EXPERIMENTALES 
D U RA P P () R T •rn U 1T A S I G N AL PO Li R L E S A L G () Id TH I"' E S F F T C AN S l E C A S O IJ 
N ::: 2 '41111 NU . 

0 ~1 C O N S I D E R E L E P R û 8 L E M E P A R T I C U L I E R D lJ 8 R U I T B L. A N C 
L~ FICHI Ek 25 CON TI ENT DES NOMARES CO MPL EXES DONT LES PARTIES 
hlELLES ET IMAGI NA IR E.S SOM T DIST ' IllUE: F.S UNIFOl<MU-'IENT Sl.JR 
L'INTERVALLE C-1, +1>. 

TAR LE DES VA RIA dlES PRINC I PALES 

" ARIA BLE TYP E 

w C O M PL f X ·-• 1 6 
z COM PU:. X*16 
X C0"1PlfX :k8 
y CO ~PLEX ·t8 
r. INT EGER 
T I NTEG ER 
INVERS LOG 1 CAL 

PI RE AL A-8 
XI REAL llt8 
DEL. TAF REALllr 8 
nEL TAP REAL ·•8 
DELT2F REAL -t.r8 
Of LT 2P REAL 8 
NSRD IT REAL-1t8 

~~SR DI F REAL :lr8 

SIGNIFICATION 

TA BLEA U D'ENTREE DE LA TRAN SFOR~ Ef 
TA BLEAU DE SORTIE DE LA TRANSFORM EE 
TA8 LEAU D'ENTREE DE LA TRANSFOR MEE 
TA 8 LEAU DE SORTIE DE LA TRANSFO~M[f 
NO 1ElRE DE POINTS DE LA TkANSFOR~1f F 
LE NOM bR E DE CHIFFR ES DE LA MANTISSE 
SI VRAI, ALORS TRANSFOR MEE INVERSE 
SI FAUX, ALORS TRANSFORME E DIRECTE 
LE: NOMBRE PI 
LA BASE DE L'ORDINATEUR 
ES PERAN CE D'UNE ERREUR DE MULTIPLICATION 
ES PERA NCE D'UNE ERREUR D'ADDITION 
VA RIANCE D'UNE ERREUR DE MULTIPLICATION 
VA RIANCE D'UNE ERREUR D'ADDITION 
D'ABORD : VALFUR THEOR IQUE OU RAPPORT 
PUIS : MO YENNE DES VAL~URS EXPERIMENTA-

BRU IT A 
D' ABO RD 
PU 1 S 

BPU IT A 

LES DU RAPPORT 
51C NAL POUR LA DIT 
: VALEUR THEûRIOUE DU RAPPORT 
: ~OYE~NE DES VALEURS EXPERI MENTA

LES OU RAPPORT 
SIGNAL P0UR LA DIF 

C OM P L E X ♦ 8 X(1024),Y(1 l2 4) 
COM PLEX 16 W(1 L24 >,ZC1 U2 4 
REA L~8 E,F,NSROIT,NSRCIF,DfLTAF,DELTAP,DELT2F,DELT2P,Xl,LN,PO,PI 
1 TEGER T 
PI=3.1415926535897932 

CALCUL ~ES ESPERA NCES ET DE S VARI AN CES DES ERREURS LOCALES 



51 ( 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
61) 

6 1 
62 
63 
64 C 
65 C 
66 C 
67 
6R 

69 
7 0 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
7 p, 
79 
8 0 
81 
82 
8 3 
84 
85 
86 
8 7 
88 

C 
C 
C 

C 
C 
C 

0 0~ 

-1 '..J 

89 nc2-
9 (l 
9 1 
92 
93 
94 
95 
96 
9 7 :lC,4 

XI=16. 
U i = 1: L O C ( X I ) 
T=f 
f'(:: ;·, _7 

[. ~ L T 4 F = - ( X I -1 ) / ( 2. ;. LN i : ( X I 1°, • • T) ) 
f) ~- L T A. P = ( ~ - P O ) ·: l.J t L T A F 
D f L T 2 F = ( X T 'u ?. - 1 ) / ( 6 -:1, L N ,. ( X I ,; ·'t ( 2 ,:., T) ) ) 

H L T 2 P = ('I - Pl) ) D E L T 2 F 
i f L T 2 F = D F- L T 2 F - ( D E: L T A F .:• •. 2 ) 

Dl L T 2 P =D t L T ,~ P - ( D F L T q f"',1 ;') 

C r, (' :') 9 NU = 2 , 9 
f l = 2 ·.r ~NU 

CALCUL DE LA VALEUR Th EfN lijLJl tU RAPPORT h RUIT A SIGNAL 
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~ ~ fiDi r = (( U-3)/ 2+2 / N) ~ DELT2 F+(( 3~ NU- 3 )/2 +2 / N) ~DEL T2P+(NU~ •2 )/4•<<D 
1l LT AF ~2)+6 ~DELT AF ~~fLT AP +9 ~Df LT AP•~2 )- NU/4 ( 3~DEL TAFv•2 +14 • DELTAP 
2 :t D EL TA F + 1 1 il·D E L TA P ,n,2 ) + ( ( D l:l. T /1. F + D EL TA P ) <t 1,• 2 ) / 2 

NSRD if=iJSRDIT 

Iî'' PflE SS IONS 

F' f, I ~• T !J ) 8 , N 
FO RMAT<1x,• ~o~ RE DE POI NTS= ',I4,//,1X, 23 (' ')///) 
P P I N T ) 1 r 1 , N S R O I T , N S R D I F 
FO RMAT(1X,'VAL lURS THf ORIUUES ',2(D4 G. 16 )///) 

CA LCIJL ;)I: L A MO Y ENNE Dl s r:: RArF•ûFTS E:k UlT /\ SIGNAL EXPERI Mf tJTAUX 

NSHDIT=u . 
NSRDIF=l o 
Dt' (0 1 I=l,5 0 
" FAD ( 25 ) (X(J) ,J =1 , N ) 

DO uo~ J=1, N 
Y( J)=X(J) 
1 ( J ) = C ) 11 L E ( X ( J ) ) 
Z (J)= W(J) 

co rTI NUE 
C~ LL SDIT ( NU ,X,Y, N,PI,.F AL~t .) 
CA LL DD IT( NU,W,2, N,Pl,of ALS[ c) 
L =(, • 

F= C • 
[i <l n ,J 4 K= ·l,N 
!:-. = E + ( C n 1\ ù S ( C DB L E ( Y ( le' > ) - Z ( ~ ) ) ) • 'l.:2 

F= F+C CDA OS (Z{ K ))) * • 2 
CGN TI NUt 

9 B 1-i S R r., I T = M S R O I T + E: / F 
99 CO üJ S J=1, N 

100 Y(J)=A(J) 



1 01 Z( J) =W(J) 
102 00 5 
103 
10 4 
1 5 
10 6 
107 
10 8 
109 
11 0 10 6 
111 
11 2 OC1 
11 3 
114 
11 5 C 
1'1 6 C 
117 C 
11 8 
11 9 00 7 
12 
121 1) 09 
122 
12 3 

Cl' ~!TIN U E 
CALL SOIF CNU ,X,Y, N, PI,.F AL5E .) 
CALL OD IF ( NU,W, Z, N,PI,. FALSt .) 
!: = C • 
F= C o 

DO 1. ) 6 K= 1, 
l= f +( co, 8 S ( CD ~LE(Y( K))-Z( ' ))) *~2 
F= F+(C DA 9 S(Z ( K))) w~2 
corn INu E 
NS HDIF= SRD I F+~ / F 
CONT I NU E 
N~~ DIT= NS RDIT / 0FL OA T( 5ü ) 
~S RDI F=NS RDI F/ DFL 0 ATC 5O ) 

H 1 p R r: S S I ON S 

FPI NT 0 0 7, NS RDIT , NSR DIF 
F0 RMAT(fX , 2 ~X, 2 D4 0 .1 6 /) 
!d: WI N O 2 5 
CC\ ~-1 T I NU E 
S TC P 
FND 
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1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
è C 
7 C 
3 C 
9 C 

10 C 
'I 1 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
le C 
17 C 
1 ::s C 
19 C 
20 C 
21 C 
2.2 C 
23 C. 
24 C 
25 C 
26 C 
2 7 C 
l8 
2 9 
30 C 
31 C 
32 C 
33 
3 4 
3~ 
36 
3 7 
33 
~9 C 
40 C 
41 C 
42 
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P R O G RA M A R R O lü • 

CF pr.io r,P\ ~1t-1[: C,ILC l! L[ LFS '.3 0R~-!fS l NFH'. i [ UR[S [ T Sl.JPU!IFLIQ F.S (4.12) 
POUP Lf DAPP~Rr GK UlT A SIGNA L A LA ~tRTl E ~L L 1 ALG0RITH~r Ol LA 
T R _n ~~ S F (, k M U : v [ f û L; R I F R R 1\ P I r.i F" L O R S Q 1: [ L E M û Li [ t I A R R ù N D J F S T 
UTILIS E: . IL C1-\LCu LL Ef:ALf:MEf\ T LA VAL [UR lHf.OkIGUl c, l.J RAPP OR T 
J PU IT A ~I GN~ L P PUPUSF EN (4. 20). 

T~ BLE DES VA RIA~LLS PRINCI PAL ES 

VAPTA RLE 

N 
T 
X J 
DE L T 2 F 
l>E LT ?P 
? l 
AS 
NSR 

T Yf-' E 

INï[GE R 
JNT [G - R 
RfA L* d 
PFAL*0 
Rf:AL*~ 
Rh\ L* J 
R [ ,; L '~ 6 
REA L*v 

$ I G ~l 1 f I c· 1\ T I ü N 

N0M8 Rr DE POINTS DE LA TRA NSfOR~E f 
LE: NO~ BRE DE CHIFfklS üE LA MANTIS SF 
LA BA SF DF L'GRDINAT EUR 
VAR JA NCF D'UN E [ kR[UR ~E MuLTIPLIC~TION 
VARIANCF D'UNE lkRlUR D'ADDITION 
90RNF JNF ER iéUR [ DUNNEL EN (4.12) 
BOR~E SUPFRJéLR[ ~ONNL[ EN (4.1 2 ) 
VALE-UR TH: ORJQUE L> U P APPORT dP UJT A ~lliNAL 
r:, or·-rnf.r [1\1 (4.2 0 ) 

R f-L* B 8 1,ciS,DlLT~F,OFLT ~ P,XI, PO ,L N ,N~ R 
IN TE GF R T 

CALC UL D[S VARI ANC~S DES ERREURS LrCAL[S 

P0=0.7 
X I = 1 6 . 
L N=f'L()G(XI) 
T =f, 

DELT 2 F=( XI*•2 -1)/( i 4*L N*(Xl **<~*T))) 
0FLT iP= (1- PC )* ~[L T~F 

I MPRES SI ONS 

PRINT 001 
4 3 001 FORMA T(1 h1 , 1 NJ R[ D[ PO I NTS ', 20X ,' HORN[ I NF[k l[URE 1 ,20X, 1 RO RN[ SLPE 
44 1R J [ URF ', 20 X,'V ALE LR THEOR I QUF 1////) 
45 DO ~09 NU=?. , 9 
4o N=2 ••NU 
4 7 C 
'• 8 C 
49 C 
50 

C~LClll [)fS n.JRl~L5 

BJ =Nl i *D EL T2P 



5 1 
52 
53 
5 4 
55 
56 
5 7 
53 
5 9 
6ü 

61 
62 
63 
64 

C 
C 
C 
C 

C 
C 
C 

00" 
009 

C 1\ L C LI L r, F l;', w'ii L L \J f< T H r- r. R 1 Q l! r D U f.' r.. F P û R T G R lJ l f ,-\ S l u N ./1 L 

E~ CAS oE ~R uIT J LAN C 

N S P = ( ( NU - 3 ) / 2 + ..'. / t~ ) * ù t L T 2 F + ( ( 3 * I~ U - :$ ) / ;:_ + ::'. / 1~ ) * Li [ l T 2 P 

I:-H· R [ S S ! 0 N S 

PkJNT oo~ ,N, JI , J$ , ~~R 
FOR~AT(1X,llù,j04O.16/) 
CON TI I\IU F 

ST(P 

END 
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172 
1 SU8R OUfI NE ODIT(NU,X,Y,N , P I,INVt RS) 
2 C 
3 C 
4 C 
) C Ct.TTI: S)lJS - ROU TI NE- CALC ULf LA T RANSF O~r-'-U -. Of FOUR I FH DISCIHTE 
6 C l t-- D O li r l L t P R E C I S I O N P A R L t A L C, (., R I T H M E:. D t C ü O L 1::. Y l T T U K E Y 
7 C LAtJS L E CAS OU N = 2wwlHJ 
8 C 
q C 

1 fl C T A H L f. I') E S V A. R 1,11 ,::. L f: S P R l N C l P / . L E S 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
1 5 C 
16 C 
17 C 
1b C 
19 C 
2 () C 
21 C 
22 C 
23 
2 4 
25 
26 
2 7 C 
2 C 
29 C 
3 1.i 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
3 7 t '.": ·1 
38 
39 
4 \) 
41 
4 2 1ûf 
43 
44 
45 C 
46 C 
47 C 
48 

VAklAbLE TYP E 

X CO~P Ll:X -.! 16 
Y CO~PL EX~16 
1, I NTE(· ER 
Pl Rf:A L liè\ 
IN VF.RS L OG ICi).L 

SI G IH FIC AT I ON 

T AL L E AU D ' 1: NT R E [ l) E: LA T 1< A I'-, S F O f( MEE 
TA LLEAU DE SORTI E D[ LA Tk~NSFOR ~EE 
Nû~fk[ DE PClNTS DE LA TR A~SFORfEE 
LE:. N0nl NE PI 
SI VkAI, ALORS T RANSF OMME I: I ~ VE USf 
SI FAUX, ALORS TPA NSFON~ fE DIRECTE:. 

Lür ~LEX116 X(1 ü 2 4),Y(1u24),T,E 
Rl AL ~B ARG,or,oS,PI 
L<'G ICAL I NVERS 
N 2= 1 

L~ I NVERSE:. 9 1NAI NE~ENT L' OPDR E Dl:S ENTRfES 

,~ 1 = ,. -1 
DC1 1 1)1 t<=2,N1 
►'. 1=1< -1 
I = l 8 IT RCK1, "HJ)+1 
IF(l.L E. K) GOTO 101 
Y(r-)=X(I) 
Y(l)=X(K) 
CCNTINUE 
D0 -\ .J3 NU1=1,NU 
y= 1 
ft.~. 2= K + r-J2 
~1=1< -1 
()0 1 11 4 1=1,f\12 
L= LDIT(~Ul,~1,N,INVERS) 
IF (l. NE . J ) GO TO 10 5 

lf FACTEUR ~ULTIPLICATIF = 1 

T=Y(K.Nn 
49 vc n.2 >=von-r 
Sù Y( l< )=Y{K)+T 



51 
52 1u~ 
5 3 C 
54 C 
55 C 
56 
57 
58 
59 
6J 111 
61 C 
62 C 
6) C 
64 
bS 
b 6 

b7 
6 8 
6 9 
?u 11 2 
71 C 
?2 ( 
73 C 
74 
75 
?b 
77 
7 8 
79 
8 iJ C 
1:11 C 
>3 2 C 
83 ln? 
~4 
85 
36 
3 7 
8b 
89 
9 <) 1(6 
91 
92 
93 1 :- ,4 
94 
95 
96 
97 
9 8 
99 ·1 ù ~s 

Î l)U 

r. 0 TC 1 , 16 
IF<IAPS(L).NE.N/2) GùTO 111 

LF- F.i\CT EUR ,'1 lJLT 1P LICAîIF = -1 

T=-Y(K\12) 
Y ( I<' tl 2 ) = Y ( K ) - T 

Y(t<)=Y(K)+T 
Gû TO 1 ,) 6 
IF(IA 3S (L).~ E. 3~N /4) GOT O 112 

Lt FACTEU R ~ULTl PLICATIF = J 

l=D C~ PLX( ~ . 00 ,1. D0 ) 
IF(INVERS) F=DCMP LX( O.D 0 , - 1.v ü ) 
T = Y(K NZ ) d: 
Y (Kt-2 ) =Y( K)-T 
Y( K )=Y(K)+T 

CO TO 1 ,l', 
If(IA 8S (L)~NEoN/4) GOTO 1J 7 

Lf- FACT EUR ~U LTi r LICATIF = -J 

L = D C M P L )( ( ) • r.> '.1 , - 1 • 1) c1 ) 
I F(INV ERS ) E=DC~P LX(UoD 0 , 1 oD 0 ) 
T = Y(KN 2 ) -1E 
Y(n-.n= Y(K)-T 
Y(K)=Y(IO+T 

GO TO 1 .16 

LE FACT EUM ~ULTJPLICATIF ~ST QU[LC , UùN Q~l 

ARG=2• PI •D FLOAT(L)/DFLOAT CN ) 
DC=li COS (4 RG ) 
!:iS= -DSI N(A RG ) 
E=t, CMP LX( DC,DS) 
T=Y (l<N ';? ) 11 E 

Y ( n ~ 2 ) = Y ( K ) - T 
Y( K>= Y( K )+T 

K=K +1 
.~ 1 = ► . -1 
l<'N2=KN2 + 1 
Cü t-. TINLJ E 
l<=l~+N 2 
1<1=r-1 
~ t--, 2 = K N 2 + l'i 2 
I F<t<oLEoN> G0TO 1G3 
N 2 = t4 2 ,t2 
CO tH IN UE 
If ( .N OT.INV ERS) GO TO 1L ü 
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1'1 1 C 
102 C 
1 ù3 C 

PO U ~· C A L C U L E R L t-, T RA N S F O h' M t: L l 1~ V E: H SE , I L f A L1 T D I V I S E f.' L E S 
RlSULTArS P.\P N 

10 4 C 
10 5 [>() 115 I=1,N , ){, Y(I)=Y(I)/DFLOAT(N) 
10 7 11 5 (litJTINU E 
1 00 h ( Vi T UR i'1i 
1 9 [Il.,[) 



1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

1 L.' C 
1 1 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
·t 6 C 
17 C 
13 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 
24 
25 
2ô 
27 
28 C 
2. 9 C 
3 ) C 
3 1 
32 
33 
34 
35 
36 
3 7 
38 2(' 1 
39 
40 
41 
42 
t, 3 2 r, 3 
44 
45 
46 C 
47 C 
46 C 
49 
su 
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SUbR OUTI NE SDIT(NU,X,Y 1 N,Pl,I~VERS) 

CE TT E sous -~OUTI NE CALCU l LA TRkNS f0~ MEE Dl FOUR IER DISC RE T~ 
~ N S I f"I P L E PR f C 1 S I ON P A k L ' A L C ù h I T ~: l'-'1 E t l C 1.i O L E Y E T TU K E Y 
~ft N~ LE CAS OU N = 2~~N L 

TAP LE DES V~RI A~ LES P~IN !PALES 

VA f"lA ALF TYPf 

X CO MP L!:. X'\,18 
Y CO MP LEX ·8 
N l NTtGER 
P l REA L ll:- 8 
I~VlHS LOG ICAL 

SI GN IFICATIUN 

TAb llAU ~'ENTRLL Dl LA TR AN SFOR ME E 
TAB LEAU DE SO RTI E D~ LA TFA ~SFORMEE 
NOMG PE DE POI~TS DE LA Tk AN SFO Rr LE 
LE N0t'1fifd: PI 
S I Vl<Al., 1\ LC.,RS T l< ANSFOkML L IN\tlRS[ 
SI FAUX 1 ALUkS TkANSFO fiMfE DIRECTE 

COMPLEX ~R X(1 j2 4),Y(H)2 4 ) ,T 
CUMPLEX tt 16 E 
f.'I AL ..:8 0C,DS,I\R G,PI 
LOGICAL I NVERS 
~2 = 1 

0~ INV ERS E 8 INAI RtM ENT L'ORD RE DES ENTREES 

tJ1=N-1 
DO 2 ·11 K=2,N1 
K1 =K-1 
I=IE: IT R ( K 1,NlJ)+1 
If(I.LE.K) GOT O zn1 
Y(K)=X(I) 
Y(I)=X(K) 

CONTINUE 
[; (t 2 0 3 NlJ1= ·1,NU 
K= 1 
KN2= K+N 2 
K1=~ -1 
DO 2 ;)4 I=1,N2 
L=LD IT( NU 1,K1, N,INVEH~) 
IF (L.N ~. 0 ) GOTO 20 5 

Lf FACT EUR ~ULTJPLICATIF = 1 

T= Y(KN?.) 
Y (KN2 )='V(K)-T 



51 
52 
53 2 •V-ï 
54 C 
55 C 
56 C 
57 
58 
59 
60 
6 1 21 \ 
62 C 
63 C 
64 C 
65 
60 
6 7 
63 
69 
70 
7 1 212 
72 C 
73 C 
7 4 C 
75 
76 
7 7 
7 J 
79 
8 ' ) 
8 1 C 
~2 C 
83 C 
84 28 7 
65 
86 
d7 
88 
89 
9 ù 
91 2G6 
92 
93 
94 2 C•4 
95 
96 
97 
9 p. 
99 

1 t11J 203 

Y (K)=Y( K )+T 
G ü Tù 2 ' l6 
I F(IA BS (L). ~E. N/ i ) GOTO ~11 

Lt FAC TE UR MULTI PLICATIF = -1 

T=-Y(r. l\J2 ) 
Y ( KN2 )=Y( K )-T 
'Y< K )=Y( K )+T 
L(\ TO 2 db 

I F(IA RS<L). NE . 3 ~N /4) COTL 212 

l[ FACT EUR ~ULTIPLICATIF = J 

E=C C~PLX( J . on , , . D~) 
I F{INV ~RS ) ~= DCMP LX( O. DU, -1.D C) 
T=Y(KN 2 ) •I: 
Y( ~N 2)=Y( K)-T 
Y( K ) = Y(K)+T 
CCTC 2 16 
I f (I ~B S(L). NE .N/4) GOTO ~ U7 

LI:- FA CT EUR • ., ULTI PLICATIF = -J 

L= DC "' PLX ( .J . Df.' ,-1. D')) 
I F (INV ERS ) E= DC~ PLX( 0 . D0 , 1 .D 0 ) 
T = Y(t<N 2 ) ~1: 
Y (K li 2 )=Y ( K )-T 

Y (K )=Y( l<' )+T 
CO TO 2 -) t, 

LF FACT EUR MULTI FLICATIF l ST QU ELC QUON GUE 

AkG =2 ~PI I DFLOATCL)/DfLOAT( N) 
[ l C = D C O S ( A 1~ b ) 
D~= -DSI N ( A RG) 
1:=D CMPL X ( DC,DS) 
T= Y ( K N::: ) ·•E 
Y { K tJ ~ ) = Y C K ) - T 
YO: )=Y( K )+T 
f( = t< + 1 
I< 1=1< -1 
K~ ' 2= KN ~ + 1 
C(1"4TINU E 
l<=t< + N2 
K 1=K -1 
~l\: 2 =K N 2 + N2 
IFO- .L E. N) GO TO zrrn 
r~2=N2 it 2 
CON TI NLJ F 
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1u 1 
Hû C 
1 3 C 
1 tl 4 C 
1 ) 5 C 
1v 6 
1 J 7 
H8 
1ù9 
11 "J 

215 
2V 

I F{.N OT .I N V~RS ) Gû TO 2un 

PO U R C A L CU L. E R L P T R At-. S F O I< I" E E. Hi V E R S [ 1 I L FA lJ T D I V I S l:. R L ES 
1 ESU LT ATS PAR N 

l) (' 2 1 5 I=1 1 N 
Y(I)=Y(I)/0FLOAT(N) 

CO IJ TIN U E 
f<l T URN 
l. ND 
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1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

1 f • C 
1 1 C 
t 2 C 
n e 
14 C 
I S C 
16 C 
17 C 
1d C 
1 9 C 
2 r 1 C 

2 1 C 
22 C 
2J 
2 4 
2 5 
26 
2 7 
28 
29 
3 ) 
31 
3 2 
.5 3 
3 4 
35 
3o 
37 
3 8 
39 C 
4 tJ C 
41 C 
4 2 
43 
44 
45 
4 6 
47 
4 p. 

4 85 
C 
C 

4 9 C 
50 
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C 1: T T E S O IJ ~ - R 0 U T l NE C AL C. U L E LA T R /\ t-i S F O RI' !::1: lJ E ff• U 1: ! ER D l SC R L T f 
FN LOU ~Lt PMFCISION PA R L'ALG 0 RITP~E ~E ~A~Dl lT TU~ r Y 
UANS LE CAS OU N = 2u ~NU 

TA ~ LE DE S VARIA GLES PRIN CIPALlS 

VAf< lA U L t TYP f:. S l C N l q C" TI ON 

. 
X COf,"P LFX ,16 
Y CO~PLfX • 16 

TA t , L t:./1 U D 'E NT RE E D f. LA T R .1\ N S F O IHH E 
TAPLl:.AU DE SUkTIE Dl LA TRPNSfOk~lE 

M INT ~GEN 

P l RE. AL.:t ~ 
I ~ V E HS LOGICAL 

LE. NO N !Rf: D[ POI NTS DE LA TRANSFORr" EE 
l E N l i r,, R R f P I 
SI VHAI, ALORS TkA NSFOR MF[ INVE RSE 
SI FAUX, ALORS THANSFOkMEl DIRECTE 

CC•MP LEX•1 6 X(1J24),Y(1(J24),T,E 
LOC ICAL 1-'.JVERS 
RFAL *~ DC,DS,A RG , Pl 
t.2 =N 
li(, 4 'J 1 NU1=1,Nl.1 

f"l lt,; =1- N2 
N2 = 1'-12 / è. 
t~U2 =2 •'t ·1 ( NU1-1) 
!JO 4 tJ2 I = 1,NIJ2 
r,. H J = M l N + ~ •N 2 
,-, A x =MI r..i + N 2 -1 
DO 4 03 K= :>'IIN, MAX 
K1=K-1 
I< t-1 2 =K +N 2 
L=L DIF( NU1,~1,N,INVERS) 
IF (L.N E . : l) G0TO 40 5 

LF FACTEU~ ~ULTipLICATlF == 1 

T= y CI< ) 
Y( K)=T+Y(K N2) 
Y( KN2) == T-Y(ni 2) 
GOT O 4 J 3 
IF ( !A d S(L).NE.N/ 2) GOTu 411 

LI.:. fACT F. Ut<' "1llLTIPLICATlF = -1 

T= Y (K) 



51 
52 
53 
)4 4 11 
55 C 
)6 C 
57 C 
58 
)9 

6(1 

o1 
b 2 
6 ..s 
64 41 2 
f.5 C 
6b C 
o? C 
6 P, 

6 9 
7 (: 
71 
72 
73 
74 C 
75 C 
76 C 
77 4 (.1 7 
78 
79 
81) 

~1 
82 
83 
84 4 C 3 
85 4 02 
86 4 (, 1 
87 
8d C 
89 C 
9 U C 
91 C 
92 
93 
9 4 41 ':1 
95 C 
9b C 
97 C 
9,q 4 0(, 
9 9 

10(1 

Y(l<)=T+YO'N2) 
Y(KN2)=Y(KN?)-f 
r.o ro 4 ,~ 
I F ( l 1\ d S ( L ) • NE • 3 "N / 4) ( (., T O 4 '12 

LE FACT ~UR ~u LTIPLICATIF = J 

r = c, r M P Lx cr.• . n 1J , 1 • o •.1 ) 
IF(INVE:.RS) E=ocvP LX( U.D 0, -1.D 0 ) 
T=Y(I<.) 
Y U - )=T+Y ( KN-? ) 
Y{KN2)=(T-vnN 2 )) ~E 
C, OT<.; 4 )'$ 

IF (IA 8S (L) . NE:. . N / L.) GOTû 4 'J 7 

LE FACTFUR ~U LfIPLICATIF = -J 

1. = [; CM P LX ( J • D Ü , - 1 • 0 •') ) 
I F(I NVFRS ) E=DC MPLX(ü.D0,1.PO) 
T = Y(I<) 
Y (l<' )=T+Y ( K.1112 ) 

Y (k N2)=(T-Y(KN2))+E 
GO Tü 4 -) 3 

LE FACT EUR ~ULTIPLICATIF ~ST QLJELCQUONGU[ 

ARG =2 ~PI rLOAT(L)/DFLOAT N) 
DC=t; CO <:; ( I\RG) 
os=-DS1N(ARG) 
E=u C~PLX (DC,û S) 

T=Y(K) 
Y(IO=T+Y( KN2 ) 
Y ( KtJ 2) = ( T-Y O: N 2 ) ) l •f 

CMJT !NU E 
CCI IHINUI: 

Cü NTINU E 
I f( • NOT. 1 N VE:. R S) GO TO 4 u i) 

PULk CALCULER LA TRANSFO R~E[ INVERS~, IL FAUT DIVISER LtS 
!H S ULTATS PAR N 

DO 41 ù !=1,111 
Y( I )=Y(I)/OFL OAT(N) 
Ct•l~TINU F. 

ON INV ERSE 8 INAIR EME ~T L' ORDRl DES RESULT~TS 

ri1=r: -1 
[i ù 4 J4 K = ~ 1 "I ·t 
Y.1=1<. -1 
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11 )1 
1fJ2 
103 
1,; 4 
10 ) 
1 l t, 4 f 14 

10 7 
10 8 

I = l O I T R ( K. ·1 , t-J U > + 1 
IF(I.LE.K) GOTü 4 0 4 
T=Y(K} 
Y(K>=Y(I) 
Y(I)=T 

Cü fiT I NLJE 
1, l T l! H "'-1 

r r: e, 
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2 C 
3 C 
4 C 

S U P IW U T I N E S D IF ( NU , X , Y , N , f' I , I 1 ~ V E H S ) 
181 

5 C 
6 C 
7 C 

CETTE Sü US-QOUTINF CALCULE LA TRKNSFORrEl Dl FOU h IEH DISCRlTE 
[~ SIM?LE PRECISION PAR L'ALG0RIT~~E DE SANDF ET TUKEY 

P, C 
o C 

1 r, C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
2 0 C 
21 C 
22 C 

DANS LE CAS OU N = 2 ~ ~NU 

TAG LE DE S V'RIA ~LES PRIN CIPALES 

VA I< I AU L t: 

X 
y 

Il 
Pl 
l t-: \.[-. RS 

TYP E 

CO"'PLEX _,,~ 
COM PL EX '28 
l"JTt:G ER 
REA L \\'3 
LOGJCPL 

S IGN IFICATION 

TA 6 Llhü D\EhTkLF DE LA TH ~SFOR~lF 
TA6 LlAU DE SORTIE DE LA TkANSfORMEE 
LE NO~ HRE DE POINTS Of LA TkANSFORMLE 
LL NO~ukl Pl 
SI VRAI, ALORS TRANS FO RMLf INVERSE 
SI FAUX, ALORS TPA~SFORMfE DIRECTE 

23 cnM PLEX~ ~ x<1 ~24 ),Y(1 02 4),T 
24 COM PLEX~1o E 
25 LùG lCAL INVERS 
26 ~t: AL•8 DC,DS,ARG,PI 
2 7 !,J;: = N 

28 DO 501 NUl=1,NU 
29 rl h=1-N2 
30 N2=Nt./ 2 
31 NU2=2fl'<t (NU1-1) 
32 DO 5U2 I=1,NU2 
3 3 MI N=MJN+ ~~ N2 
3 4 r1 .A X= M I :,.J + N 2 - f 
3 5 0 t ; 5 (1 .5 K = M I N , M A X 
36 t'1=K -1 
3 7 r N2=K+N2 
38 L=LDIF(NU1,K1,N,INVERS) 
39 IF(L.N~.0) GO TO 50 5 
4 û C 
41 C L[ FACTEUR MULTIPLICATIF = 1 
42 C 
43 
44 
45 

46 
47 SJ~ 
48 C 
49 C 
50 C 

T=Y(K) 
Y(l<..)=T-+Y(jç_N:?) 
Y O ' N2) =T-Y (KN2) 
C TO S . 3 
IF(IABS(L).NE.N/2) GOTO 511 

LL FACTEUR ..,ULTIPLICATIF = -1 



51 
52 
53 
54 
55 5 l 1 
56 C 
57 C 
58 C 
59 
b 'J 
61 
62 
6 :S 
64 
65 51 2 
6 6 C 
67 C 
68 C 
69 
7 ,1 
71 
7 2 
73 
74 
7 5 C 
7 6 C 
77 C 
7 8 507 
7 9 
8 û 
81 
b2 
83 
84 
85 sn 
8(-,, 502 
87 50 1 
88 
89 C 
9 tl C 
91 C 
92 C 
93 
94 
95 51 U 
96 C 
97 C 
98 C 
99 5 (j j 

100 

T= y< t< > 
Y (l<. )=T+Y(K N2 ) 

Y (1<r.2 >=Y ( KN2> -T 
CO TG 5 )3 
I F(lA HS (L). ~E:. .3 1·N/4) GO T0 512 

L F FACT EUR ~UL Tl PLICATIF = J 

E = li C ,"1 PL X ( ') . 1) li , 1 • D J ) 

IF (JNV fRS ) F=D C~P LX( ü .D Q, - 1.D ) 
T=Y(I() 
Y(U=T+Y(K N2 ) 
Y ( r f't 2 ) = ( T- Y ( K N 2 ) ) t,E 
GC, TO 5 13 
IF(IA f:IS (L). NE .N/4) GOTO 5ü 7 

LE F.~ CT !:' UR 1"1llLTIPLICATIF = -J 

t:=I.ICMP LX <-Jo Df: ,-1 at> n ) 

I F ( 1 N V E: fi S ) E = D C M P L X ( L, • D O , 1 . D ( J ) 
T= Y(K) 
Y ( I< ) =T+Y ( KN? ) 
Y( ~N2 )=(T-Y( KN2 )) ~t 
r.oTo s·n 

LE FACT EUM ~ ULTIPLICATIF ES T QUELC~UONQUE 

Ah G= 2 ~ p I D FLO AT ( L) / D f LO f. T ( N) 
t>C=D COSC AI G) 
D!J= - DSII\J( AIHi ) 
l· =DCl"'1PLX(DC,DS) 
T= Y ( K ) 

Y(K>= T+Y( K'J~ ) 
Y ( KN2 ) = ( T-Y (K N2)) IIE 
CO~T INU E 
corn INu E 
CO,-. TINU E 
IF(.NOT.INVtRS) GOTO 5 00 

POU 1-< CAL CUL ER LA TRANSFO R • 1: E: I N V E P SE:. 1 IL FA UT DI VISE F< L ES 
R[S ULTAT S P AR N 

L> (J 5 1 •) I = 1 , N 
Y(l ) =Y(l)/DFLOAT(N) 
CON TINUE 

Uh I NV ERSE 3 INAI REME"' T L' Ok Nt DES RESULTAT S 

1'1 1=1'f -1 
r,o s l4 K=2,N1 
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101 ~ 1=1'-1 
102 l=l 8 IT R( K1 ,NU)+1 
1U3 IFCI.L F. K) GO TO 504 
10 4 T=Y(~) 
105 Y(n=Y(I) 
106 Y ( l) = T 
1G7 5L4 CON TI NUF 
108 R [ TU RN 
109 E.1\0 



1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 r 
6 C 
7 C 
b C 
9 C 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

3U ù 

FUNCTJON l h ITR (J,NU) 

C f T T E F O C T l O N C A L C U L E L E: N ('> ~, [H< t n I N A I R l I N V 1:1< S E c, t J , 
PAR RAPP O~ T A NU CO MPOSANT ES 

J 1= J 
IE.-1 TR=J 
D0 3 ' )U I=1,NU 
J 2= J1/ ~ 
l ~ lTR=l rl IT Rh2 +(J1-2 kJ2) 
J1=J2 
RE TURN 
END 
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1 
2 C 
3 C 
4 r, 
5 C 
6 C 
7 C 
8 C 
? C 

1'.) C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 
22 
2 3 
24 
25 
26 

FU~CTION lDIT(NU1,K1,N,INVE-RS) 

C~TTE FONCTION S~R T A CALC ULlk LlS LXPOSANTS D[S F~CTE:URS 
i"' ULTIPLlC..\ TlfS CAt-4S L'AL GOR ITH ME Dl CO OLfY ET TUl< E- Ya 

T Al? LE DES VARIA t·: LE-S Pl<INCI PAL l:.S 

\O RIA RLE TYP E 

I< 1 INTE-GI:- ~ 

NU l INT EGER 
N INTEliEP. 
INVEF<S LOG ICAL 

LOGI CAL INVEl<S 
K 2 = ~ 1 t.-1\1 / 2 -tr ~NU 1 
L.üIT=MOO(K2,N) 
If(INVE:RS) LDIT=-LDIT 
RLTURN 
FtvD 

S I G r~ I F I C A T I V t-. 

RtPER - LE PAPI Ll OIJ TH.A !TE 
NU u ;; o DÈ L'ETAPE 
NO H RE: Dl P ûl ,-.. T S l>f LA Tk ANS FORf<'IEE: 
SI V~ AI, ALVR S TRANSfO Rr-iEE- IN\/[l<SE 
SI FAUX, ALORS Tl-<AtlS FORMEt: OlRECTE: 
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1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
() C 
7 C 
8 C 
9 C 

1 •J C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
1~ C 
1l C 
17 C 
18 C 
1Y C 
20 C 
2 ·1 
22 
23 
2. 4 
25 
2t-

FUNCTI)~ LDIF(~U1 , K1, N,INV[ RS ) 

Cl:TTI: FONCTION ~E:RT A CALCULLF L l:S i:XPûSANT5 Df~ Ft"CT E U HS 
MULTIPLIC. TIF S DANS L'ALC:,OF ITH ME: D[ SAt--JDE E: T TUl<'t'Y 

T.A.r L E DES VA.RIA LES PklNCJPALE:S 

VAl<IARLE TYP t: 

~i INTEGt" 
NU1 l"JTE.GE-R 
N lNTEGtR 
I~V~RS LOGI CAL 

LOG ICAL INVEHS 
1<' 2 =1< 1 * 2 ~ 1( NU1 - 1) 
Ll'IF=MOD (K ?. , M) 
1 F ( I !~ V 1: 1~ S) L D IF:: -L D If 
RLTURN 
END 

SIGNIFICATION 

REPlRE. LE PAP ILLON TWAIT E 
NU f hü (J l.L'ETAPI:. 
NOM b RE CE POINTS DE LA TkANS FORMl:1: 
SI VRA I, ALORS Th ANSFORME[ INVERSE 
SI FAUX , ALORS TRANSfOWMtE DlRECTf 
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1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
~ C 
9 C 

1 
11 
12 
1 3 
14 
1 5 
16 
17 
1E.1 
19 
2 1) 

21 
22 
23 
24 

602 
60 1 
60 3 

FUNCTION IFT(P,N) 

CE. TTE FONCTION CALCULE LA VALI:.UH DE LA FONCTION 
f ( p) D~FTNIE EN (4o9) 

P E = f• 
L= C 
N2 =N-2 
IF(N2.L E .0) GOTO 6 0 3 
DO 6 0 1 I=1,N2 
r c u q=PE/C2UI> 
J=ü 
IF(Pf.t=Q.(2 H'1)''PDEMI) GOTO 602 
J=1 
L= L +1 
PE = PE-J ~ 211 At (I-1) 
CO !II TINUE 
! FT=L 
Rl. T URN 
1:: NO 
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