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Les algorithmes de la Transformée de Fourier Rapide décrits
au chapitre 1 sont des méthodes efficaces pour calculer la Trans-
formée de Fourier Discréte d'un signal de N nombres éventuelle-

ment complexes [1-u].

L'implémentation sur ordinateur de ces algorithmes entraine
inévitablement des erreurs numériques sur les résultats vu la re-
présentation des nombres en longueur finie. Plusieurs travaux ont
pronosé une estimation de ces erreurs lorsque les algorithmes
sont traités avec une arithmétique en virgule fixe [12,13,20] ou

en virgule flottante [7,9,12,19]; le but de ce travail est de

présenter les résultats les plus récents sur ce sujet [16,17].

Cette étude utilise une approche statistique dans laquelle
les erreurs sont supposées aléatoires. Ces modéles statistiques
sont présentés au chapitre 2. D'autre part les problémes de 1l'exac-
titude du signal d'entrée et de la précision des coéfficients
multinlicatifs dans les algorithmes ne sont pas traités; seules
les erreurs causées pnar les opérations arithmétiques sont envisa-
pées : le chapitre 3 analyse le cas de la virgule fixe, le chapitre

4 celui de la virgule flottante.

Le chapitre 5 est consacré 3 la programmation des algorithmes
et 3 la comparaison des résultats théoriques et expérimentaux pour

l'estimation des erreurs.



Pour 1'étude commune, le chapitre 1 a été rédigé par J. Nys
et le chapitre 2 (paragraphe 2.1) par J. Parmentier. D'autre part
les chapitres 2 (paragraphe 2.2), 3 et 5 (paragraphe 5.1) ont été
rédigés par J. Parmentier et les chapitres 2 (paragraphe 2.3), 4

et 5 (paragraphe 5.2) par J. Nys.
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1 .01 TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE
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La Transformée de Fourier Discréte d'un signal
{ x(n), O < n < N-11]1 composé de N échantillons, éventuellement

complexes, est définie par

N-1
y(k) = T x(n).exp(=j2ank/N) , k=0,1,...,N-1 (1.0)
n=0
ot |  §'= g-13172,

La transformée inverse est donnée par

N-1

x(r) = } y(k).exp(j2nkr/N) , r=0,1,...,N-1 (1.1)
=0

1
N
Insérant (1.0) dans le membre de droite de (1.1), on

obtient en effet

N-1 N-1
J x(n). § exp(j2nkr/N).exp(-j2wxnk/N), r=0,1,...,N-1,
n=0 k=0

2=

soient les nombres x(r),r=0,1,...,N-1, par la relation d'ortho-

gonalité
N-1
Yy exp(j2rkr/N).exp(-j2nnk/N) = N§
rn
k=0
ol Grn est le symbéle de Kronecker.

Cette relation d'orthogonalité permet également de démontrer

la relation de Parseval
|
N-1 2 N-1 2
I Iy )] 7o Ix(n)| (1.2)
k=0 =0

]
=







Dans la suite, on utilisera une forme plus compacte des
transformées directe et inverse, en posant

W = exp(-j2«/N)

N-1 o
y(k) = zo x(n), W ¥ ka20,1,...,N-1 (1.3)
ns
N-1 i
x(n) = kzo y(k).W s N T csa s N=1 (1.4)

Sous cette forme, le calcul de la Transformée de Fourier
Discréte nécessite environ N2 multiplications complexes, ce
qui limite son utilisation 3 de faibles valeurs de N. Les algo-
rithmes de Transformée de Fourier Rapide, les algorithmes FFT

( Fast Fourier Transform ), permettent d'obvier 3 cet inconvénient

en réduisant considérablement le nombre d'opérations arithmétiques.

Comme les expressions (1.3) et (1.4) ont une forme sembla-
ble, on pourra utiliser les algorithmes de la Transformée de
Fourier Discréte directe pour calculer la transformée inverse
moyennant de légéres modifications : changement du signe des

exposants de W et division des résultats par N.
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1 4 2 ALGORITHMES FFT DANS LE CAS N = 2M
Soit M un entier positif.
Puisque N = 2M et que les indices n et k des expressions

(1.3) et (1.4) varient entre 0 et N-1, ces indices peuvent se

représenter chacun par un nombre binaire de M composantes

(nM’nM-l"°"n1) et (kM’kM—l""’kl) tel que

k = iZO i s k; = 0out

Mil A (1.5)
n = 250 4 n.' =0 ou

i=0 i+1 1
I1 est alors trés utile de prendre les notations
#ln) = X(nM’nM-l""’nl)

(1.6)

yl{k) = y(kM,kM_l,...,kl)

On remarque que les valeurs

M=1 .
X(nl""’nM—l’nM) = 2K '20 ZInM_i ¥ 5 n203A s s N=
1=
Mt g
Y(kyseoosky_1sky) = vl .ZO 27ky_; ) 5 k=0,1,...,N-1
1=

sont celles des tableaux {x(n)}::é et {y(k)}iZé , mais dans

l'ordre binairement inversé.,

La décomposition (1.5) des indices et les notations (1.6)

permettent de transformer (1.3) en



i | 1 1
yUcysky_qs s osky) = z Z P Z x(nM,nM_l,...,ni).wp
n1-0 n2—0 nM-O
' (1.7)
M-1 i M=-1 1
ol p = ( _Z 2 kg q Yol B 200y050) (1.8)
1=0 1=0

A ce stade, on peut décomposer le second membre de 1l'expres-
sion (1.8) de deux maniéres différentes, ce qui donnera lieu d'une
part 4 l'algorithme de Cooley et Tukey [1-3] et d'autre part a

1'algorithme de Sande et Tukey [1,4] .

A ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

r On considére d'abord la décomposition suivante

" M-1 M=-2
p = k2 ny, * k2 Ny i *oves k2n2 + kn1
On obtient
B ny, k2 figl k2n, kn,
wP = w W TS MW
et : N AR
Comme W = exp(=j2n/N) = 1, cela se réduit a
M-1 M-2 M-1 M-2
2" . n, 27 “(2k,+k.)n (2 “a 48T TR Stk I
wP = w 1 M oy 2 1 M-l..'w M M-1 & 1’
ce qui permet de remplacer (1.7) par
il 1 1
y(kyokyoqaeenky) = Zo 20.... Zo X(NysNy_q50005ny)
n,;=0 n,= ny=
M=-1 M-2
2 k,n (2k, +k, )2 n
W kMg A Lk FIREF
M-1 M-2
w(2 ky + 2 kyq * + k) ny

En exécutant chaque sommation séparément et en numérotant les

résultats intermédiaires, on obtient finalement




XO(nM’nM-l""’nl) = X(nM’nM-l""’nl)
1 2M-1k1nM
xl(kl’nM-i""’nl) = E XO(nM’nM-l""’nl) W
Ny =0
M
1 (2k,+k 22" %0y,
x2(k1,k2,nM_2,...,n1) = ¥ Zoxl(kl,nM_l,...,nl) W
M=-1"
¢! (ZM-lkM+...+k1)n1
Xy(kyokysenasky) = goxM_l(kl,kz,...,kM_l,nl) W
n, =
Y Ckyokyoqoeeesky) = X0ky Ko seessky) (1.9)

Cet ensemble d'équations représente la formulation originale
de Cooley et Tukey de l'algorithme de la Transformée de Fourier
Rapide dans le cas ou N = ZM [1,3] .

On peut constater aisément que le nombre d'opérations arithmé-
tiques a effectuer a fortement diminué par rapport a celui nécessité
par l'évaluation directe. En effet, on voit que le premier groupe
de N équations ne nécessite aucune multiplication. Viennent ensuite
M équations de sommation représentant chacune N équations qui ne
nécessitent chacune qu'une seule multiplication car le premier
facteur W a toujours un exposant nul. Cet algorithme ne nécessite
donc que MN multiplications complexes puisque le dernier groupe
d'équations consiste uniquement en une permutation binaire de
l'ordre des résultats. On constate d'autre part, en consultant la
figure 1 qui illustre cet algorithme dans le cas ou M=3, que le
nombre de multiplications complexes peut encore se réduire de

moitié.
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r+N/?2

En effet, la propriété W = -W" permet le calcul en

"papillons" pour passer d'un tableau intermédiaire au suivant.

On a donc

p tel que PM-i4q ° 0
qQ = p + N/2t

B g

xi(p) X (p) + xi_l(q) W

3~1

r

"

xi(q) x._l(p) - xi_l(q) W (1.10)

X

Le nombre de multiplications complexes se réduit donc a
% N logzN. On constate de plus que les données doivent étre intro-
duites dans l'ordre direct, tandis que les résultats sont inversés
binairement. Les exposants des facteurs W apparaissent eux aussi
dans l'ordre binaire inverse.

Une forme tout 3 fait équivalente, mais plus usitée de cet
algorithme peut s'obtenir en inversant binairement 1l'ordre dans
les tableaux intermédiaires. Les données, cette fois, devront étre
inversées, mais les résultats et les exposants des facteurs W

apparaitront dans 1l'ordre direct.

Les équations (1.9) et (1.10) deviennent alors

xo(nl,nz,...,nM) = X(nM’nM-l""’nl)
1 2”‘1an1
xl(nl’n2"“’nM—1’k1) ; xo(nl,nz,...,nM) W
n,=g
M
1 (2k2+k1)2M'2nM_
Xy (Nyseeesfy ook, sky) = i Zo Xy (ngseeesny q5ky) W
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il (2M-1kM+...+k1)n1
XM(kM,kM_l,toc,kl) o g xM-l(nl’kM_l,to-’kl) w
n,=0
- 1
y (kM’kM—i,...’ki) = xM(kM,kM-i’...’kl) (1-11)
et 12 Dg8dhissM
p tel que p; = 0
q=p + 21-1
x:(p) = %, .(p) + xq .€(q) wt
1. 1i-1 i-1
- = r
xi(q) = xi_l(p) xi_l(q) W (1.12)

La figure 2 illustre cette forme de l'algorithme de Cooley

et Tukey dans le cas ol N=23=8.

Dans la littérature, les deux formes de cet algorithme sont
souvent nommées "Decimation In Time" (DIT). Cela provient du fait
que l'indice n du tableau d'entrée est appelé temps et que 1l'indi-
ce k du tableau de sortie est appelé fréquence; or dans la décom-
position du second membre de (1.8), c'est le temps qui a été
décomposé sous forme binaire.

Sande et Tukey ont également proposé un algorithme de Trans-
formée de Fourier Rapide; ils ont, eux, décomposé la fréquence sous
forme binaire dans la décomposition de (1.8). Leur algorithme est

encore souvent appelé "Decimation In Frequency" (DIF).
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XO(') xl(.) xz(.) x3(.
x(0) - > > > > >— y(0)
0
R WY WO
%{1) ﬁ+ > > >— y{1)
o 2 1
x(2) > > > > >— y(2)
y 3
AEER .
~g
x(3) \\kuJ ¥ > >~ y(3)
w ; 3X<><>XC><%3
x(4) > >3 >— y(4)
x(5) - >— y(5)
x(6) > y(6)
. >— P ¥ > >
x€7) wu ws w7 y&7d
Figure 2. Algorithme de Cooley et Tukey

auand N = 23.
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B ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

On considére la décomposition suivante du deuxiéme membre

de (1.8)
L M=1 M-2
P = n2 kM + n2 kM-l 2 AR n2k2 + nk1
On obtient
n2"" ke, n2" %k, , n2k, nk,
wP = w W NPT W i
qui se réduit a
M-1 M-2 M-1
2 n,k (2n, BN, 12" Tk (27 i e tn, IR
by o 1M ot 2l M-l M 18
ce qui permet de remplacer (1.7) par
il 4 1
Y(kyoKy g9e0sky) = ZO ; Eo"' E XNy Ny _g5eeesny)
Ay My
M-1
w(2 nM+...+n1)k1
M-2
(2 nM_1+...+n1)2k2
W
‘oM=1
2 n,k
W D

En effectuant ces sommations séparément et en numérotant

les résultats intermédiaires, on obtient

XO(nM’nM-l""’nl) = X(nM’nM—l""’nl)

i M-1
Xl(kl’nM-l""’nl) = ) xO(nM’nM—l""’nl)w

‘nM=O
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M=-2
(27 “ny_q%-..#n kg
x W
1 s
x2(k1’k2’nM—2""’n1) = g xi(kl’nM-l”"’nl) W
n =0
M-1
M-3
(2 nM_2+...+n,l)2k2
x W
1 2M-1n1kM
xM(kl’kQ""’kM) = E xM-l(kl""’kM-l’nl) W
n,=0
i
y(kM,kM_l,...,kl) = xM(kl’kZ""’kM) (1.%39

Cet ensemble d'équations représente la formulation originale
de Sande et Tukey de l'algorithme de la Transformée de Fourier
Rapide dans le cas ol N = 3 [1,u4] .

On vbit que, tout comme l'algorithme de Cooley et Tukey,
celui-ci ne nécessite que % N log,N multiplications complexes et
que le calcul d'un tableau intermédiaire d partir du précédent

peut se faire en '"papillons". En effet, on a

3 2 1lgPieis M

p tel que PM-14+1

q = o + N/2t

x;(0) = x;_,(p) + x;_,(a)

- % 1.14
x; (q) { x:_4(P) = x;_4(@)} W (1.14)

Nn constate sur la figure 3 qui illustre cet algorithme

dans le cas ol M=3, que le tableau de données doit &tre introduit
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XO( ) xl( ) x2(.) x3(.)
x(0) -« > > > > y(0)
WO
x(1) VR y(1)
x(2) = y(2)
x(3) > y(3)
x(4) > y(u4)
x(5) « > y(5)
x(6) »—— > v(6)
%(7) » > y(7)

Figure 3.

Algorithme de Sande et Tukey

quand N = 23.






¥4

dans 1l'ordre direct, tandis que le tableau des résultats doit

étre inversé binairement. Les exposants des facteurs W apparais-

sent, eux, dans l'ordre direct.

Tout comme dans le cas de 1l'algorithme de Cooley et Tukey,

: on peut trouver une autre forme de 1l'algorithme de Sande et
Tukey en inversant binairement 1'ordre dans tous les tableaux
intermédiaires: mais celle-ci fera apparaitre les exposants des
facteurs W dans 1l'ordre binaire inverse et en sera, dés lors,
moins utilisée.

Les équations (1.13) et (1.14) deviennent alors

xo(ni,nz,...,nM) = X(nM’nM-l""’nl)
1 2 iy
Xy (N snyseeesny 4ok,) = { { ZOXO(nl’nQ""’nM) W }
M-2
(2 n + +n, )k
« W M-1 e
1 ZM—lnM_lk2
xz(nl""’nM-Z’kZ’kl) w4 Zoxl(nl,...,nM_l,kl) W }
M-17
M-3
(2 n +...+n,)2k
£ M=2 d 2
1 2M—1an1
Xy Ky kg s e e e sky) = I Xy q(npoky_qseeesky) W
n,=0
2l
gy Ky aeinaky) SR AR K e k) (1.15)

et B P L

J
1"
o
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q=p+Zi
x;(p) = x._4,(P) + x._,(q)
a ¥ r
x;€9) = { x;_4(0) - x;_4(q) } W (1:18)

La figure 4 illustre cette forme de 1l'algorithme de Sande

et Tukey dans le cas ol M=3,
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XO(') xl( ) xz(.) x3(.)
x(0) >— y(0)
x(1) S>— y (1)
x(2) >— y(2)
x(3) > y(3)
:::::: :iwﬂ
x(14) S > > 7 >— y(4)
/><>< W
W
x(5) = > > y(5)
x(6) >— v (6)
4 . I >~ y(7)

Figure 4. Algorithme de Sande et Tukey

aquand N = 23.







3 . {3 ALGORTTHMES FFT DANS LE CAS N = r
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Ce naragraphe est une généralisation du précédent : il

envisage le cas ou N n'est plus puissance de 2, mais une puis-

sance entiére d'un nombre entier positif r plus grand que 2

[1,86 00} 3

On peut représenter les indices k et n des expressions

(1.3) et (1.4) par (kM’kM—l""’ki) et (nM’nM-l""’ni)’ tels

que
M -
Rk T B el s i gp~1)
3 i i
1=1
g i-1
n = z 12 7 A ) ne. C{O’l,ooo,r-l}
; i .
i=1
La décomposition (1.17) des indices et les notations
x(n) = X(nM’nM—l""’nl)
V() = ylkyaky_qse005ky)
permettent de transformer (1.3) en
V(kM’kM-i""’kl) =) g N ] x(nM,nM_l,...,n
My M-t |
ol W = exn(=j2n/N)
I b
n; ni=1
M . M
poa ¥ njr*l_1 Yol klr'l_1 )

{1.179

(1.18)

o)
1) W

(1.19)

(1.20)

£1.2%)
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La factorisation du second membre de (1.21) peut se faire
de deux maniéres différentes, comme dans le paragraphe précédent,

ce qui donne lieu 3 deux algorithmes différents.

A ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

La décomposition du temps n dans le second membre de (1.21)
et la propriété W = 1 permettent de transformer (1.19) en

l'algorithme suivant

xo(ni,nz,...,nM) = X(nM’nM-l""’nl)
xm(nl""’nM-m’km""’kl) s g Xm-l(n1’°"’nM-m+1’ I "kl)
M-m+1
< 1-1 m
x exp{-q?wnM_m+1(.§ g DT
i=1
m= 1,23 M
y(kM,kM—l’cn.’kl) = xM(kM,kM-i"‘.’kl) (1-22)

Cet algorithme réduit le nombre de multiplications com-
plexes au moins a (r-1)MrM. On observe que (1.22) est une
généralisation de (1.11).

I1 est intéressant, dans le cadre de cet algorithme, d'uti-

liser la notation suivante

R s i ik ) (1.23)

m -
xm(lr +s) = Xm(nl""’nM-m’ i 1
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ol 1ty aale
i=1
m .
g P oigplel
j=1 *
m v
L'ensemble {xm(lrm+s)}§=51 est appelé le 1°°™® bloc 3

l'étape m. Il v en a rM-m

1

3 1'étape m. Le sous-ensemble
m
{xo(lrm+s)}:=0 du tableau d'entrée est appelé bloc correspon-

dant au 1™ bloc 3 1'étape m. Chacun des blocs 3 1'étape m se
déduit de son bloc correspondant par la méme séquence d'opéra-

tions

Proposition 1.1

I1 existe une relation de Transformée de Fourier Discréte

inverse entre chaque bloc 3 1'étape m et son bloc correspondant.

Démonstration_
X (nl, ’nM-m’km""’ki) = z xm-l(ni""’nM-m+1’km-1""’kl
"M-m+1
T i-1 m
x exp{—q?nnM_m+1(i§1kir )/}

" b
=) ‘ Chg XO(nl""’nM) U+
"M-m+1 M
< _ . M
ol Wy = exp(-j2n/r )
m .
M=-1 1-1
S W U5 P ( ] k,r P
{21 M-i+1 124 1
m i .
Donc p = pr T, ] 3 Ny_i41 X9 kel
i=1 1=1

)






On peut, 3 ce stade, ajouter les valeurs de 1 > i+l car

elles feront intervenir des facteurs 1 uniquement.

m

I nyls
151 fei M-1+1

" rm-1+1-1

M-m 4
! 1

r .

o
0

M-m * .
%} m
i=1 1l=z1

' P1+i-2
M-m+i 1

"
o

_ _M-m - 1-1 T 1-14
= e K izi T R E k,r Y.

En conclusion, on obtient

xm(lrm+s) =} ol T xo(lrm+u) w;u
""M-m+1 Ny
‘ m
ol wm = exp(=j2n/r) ,
m
- 1-1
b - -Z nM-m+ ir‘ 2
1=1
- m-1i
u = cz nM-TTH'ir‘ g
i=1

ce qui démontre la proposition.

Ces notions de blocs et de correspondance se voient

aisément sur la figure 2

23
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B ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

La décomposition de la fréquence k dans le second membre
de(1.21) et la propriété WN= 1 permettent de transformer (1.19)

en l'algorithme suivant

xm(k]""’km’nM—m""’nl)
i
= [Z xm—l(kl""’km-l’nM—m+1”"’nl)‘exP(-Jz"nM-m+1km/r)} |
n
M-m+1
M-m 3
x exp{-iZwkm( ) nirl 1)/rM-m+1} s M2452 e M
121
y(kM,kM_1,-co,k1) = XM(ki,kz,coa,kM) (1-2”)

Cet algorithme réduit le nombre de multiplications complexes
au moins a (r-l)MrM. On observe que (1.24) est une généralisation
de (1.13).

T1 est intéressant, dans le cadre de cet algorithme, de

prendre la notation suivante

M-m
xm(lr +s) = Xm(kl""’km’nM—m""’nl) $3.25)
2 m-1
on 12 ) KW
i
i=1
M-m
s = nir~1-1
i=1
M-m e iéme
L'ensemble {xm(lr +s)}s=0 est appelé 1 bloc A

~

P m ”
1'étane m. I1 y en a r 3 1l'étape m. Le sous-ensemble
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M=-m

M-m r -1
{x Q1™ Taad} oy

du tableau de sortie est appelé bloc
correspondant au 1 "¢ bloe 3 1'étape m. Chacun des blocs a
1'étape m permet de calculer son bloc correspondant par la

méme séquence d'opérations

Proposition 1.2

T1 existe une relation de Transformée de Fourier Discréte

entre chaque bloc 3 1'étape m et son bloc correspondant.

»

La démonstration de cette proposition est semblable 3 celle de

la proposition 1.1.

Ces notions de blocs et de correspondance se voient

aisément sur la figure 3.
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1L 4 ALGORITHMES FFT DANS LE CAS N = r,.r

Supposant aue le nombre de points N satisfait la relation

Nzp,.r ol r, et r, sont des entiers positifs, on peut exprimer

1" =2 1 2
les indices k et n des expressions (1.3) et (1.4) comme suit

i A k2r1 + k1
n = n,r, +n,
ol k2 et n, e {0,1,...,r2-1}
(1.:26%
k1 et n, e {0,1,...,r1-1}
On prend alors les notations suivantes
x(nz,ni) = x(n)
(1.27)
V(kz,kl) = V(") : }
A ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

Les expressions (1.26) et les notations (1.27) permettent
de transformer (1.3) en

r.-1 r,-1 kn,r kn
s I o5 1T xtnymp W 25 o R e T
n1=0 n2=0

ce qui donne lieu i 1l'algorithme suivant

xo(ng,nl) = x(n2,n1)
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r,-1 | G 5
1 i I
x1(k1,n1) = Z xo(nz,nl) W
n.=0
2
r,-1 (k,r,+k,)n
_ 2 v (R s |
x2(k1,k2) = Z xl(kl’nl) W
11 =
1
y(kz,kl) = xz(kl’kQ) (1.28)

Cet algorithme réduit le nombre de multiplications comple-

Xxes au moins A M(r1+r2—2).

B ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

Les expressions (1.26) et les notations (1.27) permettent

de transformer (1.3) en

r2-1 r1—1
y(k,sk,) = ) ) x(n,,n,) W
2754 & 271
n1=0 n2-0

(n2r2+n1)k%] wn1k2r1
b

ce qui conne lieu d 1'algorithme suivant

XO(nZ’nl) = x(nz,nl)
r,-1 n,k.r ek
il 2°1 2 5 |
x, (kyony) = { Z Xg(n,,n ) W } ow
n,=0
2
r,-1 n, k,r
- 2 15271
X2(k1’k2) = 2 xl(kl’nl) W
n, =0
a |
v(kQ,kj) = x2(k1,k2) (1.29)

Cet alporithme réduit le nombre de multiplications comple-

xes au moins 3 N(r1+r2-2).
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2 & 1 THEORIF, STATISTIQFE LTLEMENTATIRI DLS ERRLURS NUMERIOIES

2:3:0% INTRODUCTION

Dans l'implémentation des différents alcorithmes de la
I'FT, les erreurs produites par la représentation de longueur finie
des nombres sur 1l'ordinatsur peuvent &tre interpréties corme un
sipnal alfatoire 3 ajouter aux nombres traités. Ces considiérations

donnent lieu aux deux schémas Cauivalents suivants

Limitation sur la lon- g

gueur de la représentation wzl, (%)
FPig.pi5
+ — >
x=x+e(x)
Fig. 6 e(x)

Dans ces deux fipures : - ¥ désigne 12 nombre dont la repri-

sentation doit &tre réduite

- x = L (x), ce nombre aprcs réduction de
la représentation

- e (x), 1l'erreur nroduits par cette
opération.
aut

Pour connaitre de facon nrdcise lz nombre x, il f

®
sl

“valuer l'erreur e (x). Il est commode de supposer ces signaux
aléatoires. Ils sont décrits par des quantités faisant partie du
domaine de la statistique, comme la movanne et la variancz.

Ce paragraphe a pour but d'introduire les notions oul seront utiles

par la suite.
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2,9.2 PROCESSIIS ALEATOIRES

On apnelle processus alfatoire une famille indexée de
variables aléatoires notdées ( X4 }; une variable allatoire est le
résultat numérique d'une expérience aliatoire aui peut 8tre ripitie
plusieurs fois sous les mémes conditions (cette définition est
suffisante pour 1'analvse qui va suivre). lLa famille ( Xn ) est
caractérisée par un ensemble de fonections de distribution qui, en

général, dépendent de 1'indice n, souvent associé au temns.

Un processus aléatoire est dicrit par

- la moyenne notée T [Xn ] ou encore m,,
n

~

ot F représente 1l'espérance mathématiaue

. 2
- la variance notée V | X ou encore g
n Xn

ol o est la déviation standard de Xn

- la fonection d'autocorrélation notée et définie

comme suit

1.
¢, (nym) = E [x X ]
ou X; est le nombre complexe conjupgué de X

- la fonction de corrélation mutuelle notée ¢xv (n,m)

et définie de la manilre suivante, (Xn) et (Ym) étant des processus
aléatoires

by (Rom) = E [X v]

Lorsaue les variables aléatoires du processus (Xn) ne sont pas
corréliées, la fonction d'autocorrélation prend la forme suivante

E [X?] sik =0
) (n,n+k) | = S

XK E [x J.F [¥ ] sikx#$o
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I'm définissant l& fonction d'autocovariancs par
Yoo (om = (,m - E[X 1R[]

on obtient

YXX (n,n‘f]‘f) = UX si k = 0
0 si ko0

Un tel processus aléatoire est appelé "bruit blanc".

Dans le cas ou toutes les fonctions de distribution sont indé-
pendantes d'un déplacement de l'origine du temps, le processus
aléatoire est appelé stationnaire. Les propriétés suivantes
sont alors vérifices

- la moyenne et la variance sont constantes et notées
2

respectivement My, Bt &
X
- la fonction d'autocorrélation ne dépend que de la

différence entre les temps m et n. Si m = n + k on notera

0., (n, ntk) = $xx (k)

Un bruit blanc stationnaire est caractérisé par les relations
P

suivantes
ro? * m2 g1 k = 0
b (n, n+k) = . (x)=| X X
e XX 2
me_ si k $0
[ 2
_ o si k =0
L (n, n+k) = Yxx(k)z X
0 si k $0

Remarque :

Si chacune des variables aléatoires d'un processus
( Xﬁ) prend la valeur Xn (xn) notée X(n), l'ensemble des valeurs
( X(n))-» <n< = est une réalisation du processus appelde suite

d'¢chantillons du processus aldéatoire.



32

2ol 3 MODELE STATISTIQUE POUR LES ERREURS NUMERIQUES

A 1'aide des notions priécédentes plusieurs hvpothcises
vont &tre formulies d propos des erreurs commises par la reprisen-
tation de longueur finie des nombres.

Si x (n),-® <nc<+ © désigne la représentation de x(n), et e(n)
l'erreur commise sur ce nombre, on &

x(n) = x (n) + e (n) (2.1)
LL'hypothdse de base de la théorie aui sera priésentie est que les
erreurs produites par la représentation des nombres sont des
variables aléatoires. Fn rfalité, ces erresurs sont des ¢vénements ‘
tout-d-fait déterminés : 1'exécution d'un algorithme produira les |
mémes erreurs pour des données identiques. Il est donc théorique- }
ment possible de calculer au préalable chacun des termes e(n) de
la relation (2.1), Toutefois, comme ces erreurs dépendent des
données d'une manicre trés compliauée, on pourra suppos~2r qu'elles
sont des événements aléatoires. Ce raisonnement peut &tre illustré
par l'exemple classique du jet d'un dé : en théorie, en prédire
le résultat est possible grdce aux lois de 1l'attraction universelle.
En pratique, c'est impossible étant donné la dépendance trés

complexe de cette expérience par rapport aux conditions initiales.
TI1 est habituel de formuler les hypothéses suivantes
1) la suite des erreurs forme un processus aléatoire

stationnaire appelé '"processus d'erreur";

2) la suite des erreurs ne dépend pas de la suite des

valeurs exactes des nombres traités;

3) les variables alcatoires du processus d'erreur ne

sont pas mises en corrélation, 1l'erreur est un bruit blanc;

4) la distribution de probabilité de chacune des variables
alcatoires du processus d'erreur est uniforme sur son domaine de

définition.
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Remarques :
1. Comme les erreurs sont des variables aléatoires, la suite
{(e(n))} sera envisagie comme une réalisation de ‘a suite de ces

variables aléatoires.

2. Les hypothéses adoptées conduisent 4 une analyse assez
simple des erreurs. Il est aisé de trouver des exemples ou elles

sont prises en défaut; par exemple si les nombres x(n) sont cons-

truits de la fagon suivante : soit X (t) une fonction de saut
sl tca
x. (t) = n
Xs )
ll s1 t za
et x(n) = xa(nT) ou T est un réel.

I1 est clair qu'il est impossible de vérifier toutes les hypo-
théses et notamment la troisiéme. Par contre, auand le signal

dont proviennent les nombres x(n) varie rapidement d'une maniére
complexe, les hypothéses deviennent plus acceptables. Ce serait

le cas pour le signal de la parole ou de la musique.
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LY 2, ANALYSE DES ERREURS EN VIRGULE FIXT

N

d2.1. ARITHMETIQULE EN VIRGULE FIXE

A REPRESENTATION DES NOMBRES BINATIRLES

Dans 1l'analyse aui suit, un nombre sera reprisent’ par
une suite de t + 1 chiffres binaires appelés "bits"

bo bl"' bt bi = Qoul 3 1 2041 seast 2.2)
ol bo est le bit de signe, égal 3 0 pour le signe + et d4gal

i 1 pour le signe -.

Ainsi, pour bo = 0, le nombre correspondant 3 la représentation
(2.?2) vaut

t _=

§ by 27f

. i

1=1

La virpule est situde 3 gauche des t derniers bits.
Trois méthodes sont utilisées pour représenter les nombres binaires

négatifs.

- La premidre est appelée "signe et grandeur",

Le nombre (2.2) avec by =§1 est égal 3
% P
-] b, 27
. i
1=1 .
Par exemple : 0.011 représente 3/8

1.011 représente - 3/8

- lLa seconde est appelée "complément 3 deux".
La grandeur du nombre, c'est-3i-dire le nombre positif, est retran-
chée de deux qui s'éerit 10.0 en binaire.
Par exemple : 3/2 ast représenté par 0.011
-3/8 est représenté par 10.000-0.011 = 1.101

- La troisic¢me est appelée "complément i un'.
L.a grandeur du nombre est retranchée du plus grand nombre repré-
sentable dans le registre choisi de (t+ + 1) bits, c'est-3-dire

lorsque bO = b1 = s bt = 1.
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Par exemple : -3/8 est représenté par 1.111-0.011 = 1.100.
Dans la premicre représentation, changer le signe du nombre
n'affecte que le bit de té&te, tandis aue dans les deux suivantes

tous les bits sont affectés.

B OPERATIONS LLEMENTAIRES

Par la convention prise sur 1'écriture des nombres
binaires, ceux-ci sont tous inférieurs 3 1'unit® en valeur absolue.
Donc le produit de deux de ces nombres sera toujours inférieur a
1'unité en valeur absolue et d'autre part la longueur de sa reprié-
sentation sera géndralement 2t + 1 bits aui seront riduits a t + 1
bits d cause de la limitation sur la longueur de 1l'écriture des \
nombres en machine. Cette réduction s'effectue soit en tronauant |
le nombre, c'est-i-dire en écartant les t derniers bits, soit en ’
l'arrondissant, c'est-d-dire en l'approchant par le nombre de t + 1
bits le plus proche.

La somme de deux nombres de t + 1 bits sera un nombre de t + 1

bits si toutefois il peut &tre représenfﬂ dans ce registre.

En effet, il peut se produire un dépassement de la maniére suivante
la somme de 0.1101 et 0.1000 est 1.0101. Ce nombre ne peut étre
contenu dans un registre de (4 + 1) bits choisi au départ.

I1 v a un report dans la partie entiére du nombre. Cette limita-
tion sur le domaine des nombres représentables peut &tre levée en
utilisant l'arithm®tique en virgule flottante. Pour continuer 3a
utiliser l'arithmétiaue en virgule fixe, un artifice sera employé :
il consiste 3 déplacer chaque nombre d'un bit vers la droite, ce
qui revient d le diviser par deux. Cette opiration portera le

nom de déplacement.

Ln résumé, les sources d'erreurs dans les opfrations proviendront
de 1l'arrondi ou de la troncature pour la multiplication et du dépas-

sement pour l'addition.
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c ERREURS PRODUITES PAR LA TRONCATURT OU L'ARRONDI

Fn vertu des conventions prises dans le premier nara-
graphe,un "1" dans le dernier bit d'un nombre positif représente
une valeur numérique de 2_t. Cette quantité est le plus petit
écart entre deux nombres représentables dans le registre choisi.
Comme les nombres positifs sont décrits d'une fagon unique, les

erreurs seront identiques pour les trois méthodes de représentation.

1° Frreurs produites par la troncature

e e - - - ————— - - - ————————————— ————

Soient x et T(x) le nombre avant et aprc¢s la troncature et

soient t, et t, le nombre de bits qu'ils comportent respectivement. |

1

(‘t1 5 £)
L'effet de la troncature est d'éliminer les (t1 - t) derniers bits.
L'erreur de troncature est

ET = T (x) - X
Pour les nombres positifs

ET < 0
avec Eq maximale si tous les bits écartés sont épaux a "1".
La valeur de ET 2st alors - (2"t - Z—tl). On obtient

wf ™ - Q-tj) € En £ 0 pour des nombres positifs (2.3)

Pour des nombres négatifs en "signe et grandeur"

RT > 0
On obtient donc
0€E, < (27° —f27"1) (2.4)
Pour des nombres négatifs représentés en "complément - 3 - deux",
soit x = 1.a1a? . atl dont la valeur absolue est
A1 = ?.O—X1
‘t1 .
- . -i
oil X, = 1 +.Z a; ?
Comme T(x) = 1.a1a?lf4. a,, sa valeur absolue est
A2 = ?.O—x2
5 -1
5 - |
ou Xy 1+ z a; 2
i=1
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On peut définir la variation de valeur absolue

A=A A, = El a2t
. L e T &
ol 1=%t+1

0 cpah ¢2°F - 3™

L'effet de la troncature produit dans ce cas un accroissement
de la valeur absolue.
1) ¢ Fo g O (2.5 4

Donc -(2 -

Pour les nombres nigatifs représentés en "complément 4 un', en

conservant les mémes notations pour x,T (x), X1 Xos 0N obtient

g _ o7t _
A1 = 2.0 2 x1
N - o=t &
A2 = 2.0 2 x2
et la variation de valeur absolue est
£ _ . =g -t _ gl -1
AA = A? A1 = (2 2 ) - ai 2
1et41
ou
-t—

& ™ 2"ty aAa ¢ O

Donc, la valeur absolue déeroit.

Par conséquent

0¢ E. ¢ (2~ t § 27F1y (2.6)

2°  frreurs produites par 1'arrondi

Par la définition de l'arrondi, l'erreur E, est comprise entre

A
les bornes suivantes

-1/2 (2% - 27Ty ¢ E, ¢ 1/2 (27t - 9%, (2.7)
-t

5 g = s
Si on considd®re que 2 ! est négligeable face 3 2 ", en reprenant

~

les inégalités précidentes (2.3) 3 (2.7), on peut dresser le

tableau suivant
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Troncature
" . nombras positifs
-2 " = Fq < 0 i . s s
. nombres négatifs en "complément - a4 4
deux" (2.2 )
. nombres négatifs |
Dy F <2._‘t Wies 23 1" ‘
& L . en "signe et grandeur
. en "complément - 4 - un"
Arrondi
% o_t i =t A
—— o }?J‘<__'2 (.3)
2 N (]
Remarques
1. Pour la repriésentation en "complément - & - deux", lz2s bornes
de 1l'erreur de troncature ne changent pas avec le signe du nombre.

C'est pourquoi

justifiable de

elle sera utilisée par la suite car il devient

supposer aue l'erreur est indépendante des nombres

traités.

2. Dans le cas de l'arrondi, il faut encore définir une méthode

lorsque le nombre de t, bits se situe exactement au milieu des

a

deux nombres de t bits qui l'entourent. On peut soit toujours

arrondir au nombre supérieur, soit toujours arrondir au nombre

inférieur, soit arrondir 3@ 1'un ou d 1l'autre de manicre alfatoire.

C'est cette derniére méthode qui sera choisie car il sera 1légitime
de supposer nulle la moyenne de l'erreur d'errondi, quels aue

soient les nombres traités.
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D ERREURS PRODUITES PRR LE DEPASSEMINT

Dans 1o cas d'un dépassement du registre, les nombres
seront déplacés d'un bit vers la droite avant d'effectuer les
calculs.

Deux ¢éventualitis peuvent se présenter; le dernier bit est perdu,
ou il est arrondi de maniére aléatoire.

Dans le premier cas, il suffit de modifier les risultats établis
pour la troncature. Si 1l'on considére égales les probabilités
d'Bvoir le deérnier bit soIt "O",) soit 1", on obtient

0 avec probabilité 1/2

Ey = - ‘ (2.10a)
=P avec probabilitd 1/2 »

pour les nombres positifs et les nombres négatifs de "compliément -
a - deux".
0 avec probabilité 1/2

N

avec probabilité 1/2

pour les nombres négatifs représentés en "signe et grandeur" ou

en "complément - 3 - un".

Dans le second cas, il suffit également de modifier les résultats

établis pour l'arrondi. On obtient

[0 avec probabilité 1/2

" (2.10Db)
E, = |-2 /2 avec probabilité 1/u4

+2 /2 avec probabilité 1/u
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N

o L APPLICATION DES [HYPOTHESES DU MODELE STATISTIOUE

Comme les erreurs sont distribudes uniformment, la
moyenne et la variance peuvent étre calculées.

Pour l'arrondi, par (2.9) 1la fonction de densité de PA devient

1/27 ¢ gl =27 Y712 ¢ x & 2 12
£, €x) =
A
0 ailleurs
La moyenne et la variance sont respectivement
Bl 7= 0 £2.139
c% E 7—2t/17 (2.17)
De la méme facgon, pour la troncature et la reprisentation en
"complément - d - deux", par (2.8) on obtient
1727t si -2 %<x <0
Foi LX) = N
T ailleurs
_ =i
M, = =2 /2 (2.13)
g2 = 27%%h, (2.14)
De plus, pour le dépassement, pour la représentation en "complément-
a - deux", par (2.10a) devient
m T (2.15)

012) = 272y (2.16)

l
!
m
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24 3 ANALYSE DES ERREURS EN VIRGULE FLOTTANTE

e e e e e e we en e e e e e e e e A e e e e e e e e e e e e e e e e e e e .

2.43:1 ARTITHMETIQUE ET BORNES D'ERREUR

A REPRESENTATINON NUMERTQUE EN VIRGULE FLOTTANTE

Arithmétiaue

Sur ordinateur, un nombre réel non nul se représente, en
virgule flottante, par

sign b?.mant

on sign est le signe du nombre x,
b est 1la base de l'arithmétique de l'ordinateur,
a est la valeur de 1l'exposant du nombre x, relativement

3 la base b (nombre entier),
mant est 1la mantisse du nombre x, relativement & la base
b; mant est un nombre réel positif tel que
ot < mant <§1 - b"t od t est le nombre de chiffres,
relatifs 3 la base b, qui composent la mantisse.

Ce modéle de représentation est appelé '"format de signe et

de grandeur".

Remarques :

————— - ——— -

1- Les chiffres qui composent la mantisse sont des chiffres
binaires en cas de base 2, des chiffres décimaux en cas de base
10, ou encore des chiffres hexadécimaux en cas de base 16. Par

la suite, on utilisera les mots "exposant'", "mantisse" et "chiffre"
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sans plus jamais spécifier aqu'ils sont relatifs 3 une base b.
2- Les ordinateurs Siemens 4004 et IBM 360 travaillent tous
deux en base 16 avec une mantisse de 6 chiffres en simple pré-
cision et une mantisse de 14 chiffres en double précision. De

plus, le format utilisé est celui de sipgne et de grandeur.

Bornes d'erreur

La représentation en virgule flottante entraine inévita-
blement des erreurs, vu que la mantisse est réduite 3 un nombre
fini t de chiffres.

Contrairement au cas de la virgule fixe, le cas de 1la
virgule flottante est basé sur 1l'analyse de 1l'erreur relative e,
définie par :

fl(x) = x(1+¢)

/

on x est un nombre réel non nul, et
f1(x) = sien b?.mant est sa représentation numérique.
Les erreurs de représentation numérique sont différentes
pour les deux modes d'arithmétique : 1'arrondi

la troncature.

Erreur d'arrondi

L'erreur absolue ex est bornée de la maniére suivante :

R
IREE NG &% 5

et comme pa-1

A
X
A

o)

81]
o
oo
jol}
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~t+1 =t+1

= ba.bmt < ex < 0 si x > 0,
b7 5 ex > 0 si x <0
et comme b1 < x| < b® , on a
bl &g
B MULTIPLICATIONN A L'AIDE D'UN REGISTRE DE LONGUEUR DOUBLE

Arithmétiaue

Le processus de multiplication 3 1'aide d'un registre de

longueur double est le suivant

- Le produit de deux nombres réels non nuls X4 et x2 qui
sont supposés étre représentés exactement en machine respecti-
S &g
vement par siqn1 b .mant1 et sign2 b .mantz, est représenté
g a "
par sign b .mant, ou
sign = (signi)(signz),
= + a,. - L
a a, )
le produit des deux mantisses mant et mant se fait

1 2

de maniére exacte dans un registre de longueur 2t (longueur
double); puis le résultat est normalisé (on déplace la mantisse

de L places vers la gauche) et, ensuite, est arrondi ou tronqué,
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suivant l'arithmétique de l'ordinateur, 3 t chiffres et placé
dans mant.
- Le produit de deux nombres réels, dont 1'un au moins est

nul, est nul.

L'ordinateur Siemens 4004 utilise cette méthode de multi-
plication, avec le mode de troncature, dans le cas de la simple

précision.

Bornes d'erreur

Ce processus de multiplication calcule la valeur exacte
du produit des mantisses (puisaue le registre est de longueur
double), puis 1l'arrondit ou la tronque 3 t chiffres. Donc,

l'erreur est semblable 3 celle produite par la représentation

numérique, et, si on définit

fl(xlxz) ] x1x2(1+8)

/

est le prodnit des nombres X4 et Xp s supposés

représentables exactement en machine,

N

fl(xlxz) est la représentation de ce produit,

on obtient :

' ) b—t+1 b-t+1
en cas d'arrondi - =t gt 1§

IA
o)
1A

-t+
en cas de troncature - b t+l < B < 0.
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5 ADDITION A L'AIDE DE CHIFFRES DE GARDE

Arithmétiaue

Le processus d'addition 3 l1'aide de g chiffres de garde
est le suivant

Si 1'un des deux nombres est nul, la somme égale directe-
ment et exactement 1l'autre nombre.

Dans le cas contraire, on peut toujours supposer que les

nombres réels non nuls, représentés exactement en machine respec-

a a
tivement par sipnl b 1.mant1 et sign2 b 2.mant2 sont tels
que a, > a,
ou a, = a, et |[mant | > [mant,| .
La mantisse mant, est d'abord déplacée de a, = a, places

vers la droite, puis est arrondie ou tronquée 3 t + g chiffres
( ¢ chiffres de garde ), ce qui entraine une erreur absolue €9
Puis, la valeur ainsi obtenue, affectée du signe sign1 , est

additionnée dans un registre de t + g <chiffres 3 la mantisse

bl

mant, , affectée du signe sign Le résultat est alors normali-

2 -

sé en déplacant la mantisse de L places vers la gauche, puis
arrondi ou tronqué 3 t chiffres et assigné 3 mant , ce qui

entraine une erreur absolue Le résultat de l'addition est
a,-L

sign b .mant

620

Remaraue

L'ordinateur Siemens 4004 utilise cette méthode d'addition,

avec le mode de troncature, dans le cas de la simple précision

C g 512 Y.
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J.P. Thiran calcule des bornes exactes de l'erreur engen-

drée par cette méthode d'addition [15]. TI1 définit 1'erreur

relative a par
fl(x1+x2) = (x

ou X, +X
2

renprésentables exactement

fl(x1+x2) est la valeur calculée de

et 11 obtient

1

+x2)(1+u)

est la somme des nombres

b—t+1
en cas d'arrondi : - 5 & g | &
en cas de troncature : o TERL T

-t
Ol\l 1=bt+1 1 - b

1+ & ETils S p°E)
4 o potoEe 1 -1t
1 =~ O e Y

Cependant, 3 toutes fins pratiques,

cer (2.17) par 41
b
2

et (2.18) par : - b—t+1

< o <

X et X, Supposés

1

en machine, |

cette somme,

b—t+1 g
u (2.18)

il conseille de rempla-

b-t+1

2

b-t—g+1 ;

ce qui constitue une aoproximation d'autant meilleure que la base

b de 1'arithmétique est grande.
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2:Psd MODELES STATISTIQUES POUR LES ERREURS

Comme on 1'a montré au paragraphe 2.3.1, l'erreur relative
ne dépend ni du siesne du nombre exact, ni de la valeur de 1'expo-
sant dans la décomposition en format de signe et de grandeur. On

pourra donc se limiter ici 3 étudier 1l'erreur relative

£2l2) - x .

8§ est 1l'erreur absolue.

D'un point de vue non déterministe, on peut considérer
l'erreur relative comme la variable aléatoire quotient des varia-
bles aléatoires indépendantes & et x (voir paragraphe 2.1).

Dans ce cas, pour pouvoir déterminer la fonction de densité

de € , on devra se servir du théoréme suivant
Théoréme ( [6], paragraphe 6.2 )

Etant données deux variables aléatoires indépendantes X et
Y, si leurs fonctions de densité sont respectivement fx(x) et

fv(v), la fonction de densité de la variable aléatoire W = é

est donnée par

f.(w) = J |v|fx(wv)fY(v) dy.

- 00
Les résultats présentés dans les paragraphes suivants 3

propos des erreurs relatives sont obtenus par Kaneko et Liu [8].
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A DISTRIBUTINN DE LA MANTISSE

Hamming a proposé un modéle propre 3 la représentation des
nombres en virgule flottante [5]. Il considére que la mantisse
d'un nombre flottant suit une distribution réciproque. En fait,

la fonction de densité est

PERNAE Pt g L TR S

X.1lnb
ol b est la base de 1l'arithmétique.
Ce modéle est appuvé par des résultats expérimentaux et par
la persistance de cette distribution A travers des opérations

arithmétiaues simples.

R ERREUR DE REPPESENTATION NUMERIQUE

Comme on considére que l'erreur absolue § admet une distri-
bution uniforme sur l'intervalle

=
> 2

wit

[ i s | dans le cas d'arrondi et

=t

f = b 7,0 ] dans le cas de troncature,

on peut énoncer les propositions suivantes

Proposition 2.1

En cas d'arrondi, 1l'erreur relative de représentation

numérique admet la fonction de densité suivante




L9

i -t+1
b
0 ¢i Ju} » 5
~t+1 N
(b-1)/b 1nb si |ul| < o
f,(u) =
A -t -t+1
b M 2w 72up si 97— LR 2 5
~t+1 -t
(-b t+1—2u)/2ub t+1lnb si - 5 (I Y, el M
~
Démonstration
En appliquant le théoréme avec A = é s X = 8, Y = mantisse,
on obtient
fplu) = {lelfx(uv)fy(y) dv
1
= f |v| dv
gu h—t.vlnh
" o gTo AptE
ol Sy = { v tel que v e [b ",1] et uv e [- —5—> = ] }
h-t+1
sit lul » 5 alers S = ¢ et fA(u) = 0.
- 't . -
§1 | Jul® =% . alors [ s = [b 1, 1] et
! 2 u -
£ = (b-1)/b" " inb.
s ~t+1 i
P b b & « =i b
81 | = XU 5 alors Sy = P s 7ﬁ—~] et
Fatw = o 2wy /2up™ .
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-t -t+1 -t
. b Sriel  h
Bl F S 3oaais 5 alors Sy = Dl ™, T ] et
| £, = b7 2wy /2up ™ hanp.

Proposition 2.2

En cas de troncature, 1l'erreur relative de reorésentation

numérique admet la fonction de densité suivante

[ g siu>0 ou u < _b-t+1
Fplu) = (b-1) /" *110p o A it

L (=~ t* 1y 7ub 41500 %i IS B : ot
Démonstration

En appliquant le théoréme avec T = é s, X = 8§, Y = mantisse,
on obtient
fp(w) = {:!vlfx(uy)fY(v) dy
i
- b
= é -VTTHF_'V| dy
u
-1 7 -t
ol A { v tel que v e[b y1] et uy e[-p"",0] } .
Bl . > .0 dors S. = ¢ et £f,(u) = 0.
u iy
Si o, @ &f TtL alors S, = ¢ et fi(u) = 0.
si1 |- Fie g < 0 dlors | S = Eb-l, 1] et
t+1

fT(u) = (b-1)/b 1nb.
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si -b"t*l <y <t

o]
-
o]
-3
7]
n
1]
|
58
|
[N
I
e
o
+

=t41

=410 Mib 1nb;

fT(u) = (-b

Comme dans le cas ou b 2 et t est suffisamment

grand, (b=1)/1nb = 1.4y et

b—t " b-t+1 .
on peut considérer que l'erreur relative est distribuée unifor-
mément sur l'intervalle

[—Z-t, Z-t] dans le cas d'arrondi et

[~2-t+1, 0] dans le cas de troncature.

C ERREUR DE MULTIPLICATION

Etant donné que 1l'erreur produite par une multiplication
utilisant un registre de longueur double est tout 3 fait sembla-
ble 3 celle produite par la représentation numérique, on obtient

ici exactement les mémes résultats qu'au paragraphe précédent.

Si on définit 8§, = Ele)
Ai = var(e) (2.19)
on a
si{b = 2 8§, = 0 en cas d'arrondi
g~ en cas de troncature
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s4 b >72 Gx =[o en cas d'arrondi
-b—t(b-l)/21nb en cas de troncature
a2 = [ b2t p2-1)/281 ' ;
. = - nb en cas d'arrondi
| 572 %-1)/61nb - b7 2F(b-1)%/(21nb)?
en cas de troncature.
D ERREUR D'ADDTITION

Le cas de l'erreur d'addition est un peu plus compliqué
que les précédents. En effet, l'erreur absolue n'est plus con-
sidérée comme uniformément distribuée.

Tout d'abord, Kaneko et Liu [8] se basent sur un article
de Sweeney [1“] pour négliger 1l'erreur absolue €4 Ils affirment
d'autre part qu'il v a une grande probabilité que €y = 0.

Ceci arrive en fait quand

(1) a, = a, et sign, = -sign,
(2) a, = a, et sign, = sign, mais L=20
(3) a, #ha, + 1.8t L =1

Soit D, la probabilité que €y = 0. On obtient donc pour
€, une densité de probabilité constituée de deux composantes
une fonction delta d'amplitude p_ 4 l'origine et une distribu-

tion uniforme sur
o b-t
s T ] en cas d'arrondi

en cas de troncature.
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D'une maniére tout 3 fait similaire 3 celle du paragraphe

précédent, on obtient les propositions suivantes

Provosition 2.3

Fn cas d'arrondi, l'erreur relative e admet la fonction

de densité suivante

-t+1
7 2 b
0 gl el 5
-t+1 . p-t
p_s(uw+(1-p ) (b-1)/b 1nb si |u|l < =
(e} o 2
F.fu): =
A -t -t+1
t1-p Y(b- T A 2ub " mp si Bos i 2
o) 2 2
-t+1 -t
(1-p ) (-b~* 12wy /2ub™ b 51 - B < < - b
Y

Proposition 2.4

En cas de troncature, l'erreur relative e admet la fonction

de densité suivante

1 0 si 4 >0 oy < -b-t+1
fnfudiie P8 (W+(1-p ) (b=1)/b"*1inb  si -bTT <cu <0

L e T T iy si T cue - bTT
Remarques
1- La valeur P, dépend de la base de 1l'arithmétique et des

~

données des additions. Elle varie de 0.3 & 0.8 (8]
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2- Dans le cas oi b = 2 et t est suffisamment grand, on
peut considérer que l'erreur relative admet la fonction de den-

sité suivante

fA(u)

-t+1 .
P8 (W +(1-p )/2 si |ul| < 2

en cas d'arrondi, et

0 si u > 0 ouu< 2"t
fT(u) =
p_ 5w +(1-p )/2”t*1 si -27%* ¢ uwed
o o - -
en cas de troncature.
Si on définit §, = E(e)
A§ = var(e) (2.20)
on a
gi b = 2 6+ = [ o en cas d'arrondi
-(1-po)2-t en cas de troncature
A2 = [ (1-po)2—2t/3 en cas d'arrondi
i u(1-po)2'2t/3—(1-po)22'2t
en cas de troncature
si {b > 2 6+ = 0 en cas d'arrondi

-b-t(l-no)(b-i)/Zlnb en cas de troncature
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Af = (1-Do)b-2t(b2—1)/2ulnb en cas d'arrondi

(1—oo)h-2t(b2-1)/61nb - (1—po)2b-2t(b-1)2/(21nb)2

en cas de troncature.
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INTRODUCTION

Les erreurs numériques des algorithmes de Cooley et Tukey
et de Sande et Tukey sont présentées dans ce chapitre avec 1'hypo-
thése de 1'arithmétique en virgule fixe et de la représentation
binaire en "complément - & - deux". La plupart des estimations
sont données pour les algorithmes en base 2?2 aux paragraphes 3.1 et
3.2. Quelques résultats sont indiqués pour les algorithmes dans
une base composite au paragraphe 3.3.
Les nombres sont représentés par une suite de t+1 bits, dont le
premier est le signe; leur valeur absolue est inférieure & 1'unité.
Le résultat d'un produit est soit arrondi,soit tronqué, sauf dans
le cas des multiplications réelles par ¥ 1, pour lesquelles aucune
opération n'est effectuée. Deux procédés permettent d'éviter un
dépassement apreés une addition. Le premier consiste 3 diviser le
signal d'entrée par le nombre de ses composantes, le second a divi-
ser par 2 les résultats avant d'effectuer les calculs de chaque
étape.
La moyenne et le total des carrés des erreurs sont prédits au moyen
du modéle statistique décrit dans la sous-division 3.,1.1. Les para-
graphes 3.1 et 3.2 traitent l'arrondi et la troncature avec ou sans
déplacement 3 chaque étape; le paragraphe 3.3 envisage seulement
1l'arrondi sans déplacement. Cette analyse est complétée au cha-
pitre 5 (paragraphe 5.1) par les résultats expérimentaux.
Comme les nombres y sont représentés en '"signe et grandeur", le
modéle statistique est modifié de maniére 3 annuler les moyennes
des erreurs. La bonne correspondance entre les résultats expéri-
mentaux et les valeurs prédites par la théorie confirme le choix
du modéle modifié et du modéle initial décrit en 3.1.1.
Une question demeure ouverte. Un déplacement peut n'étre effectué
que lors d'un dépassement. Cette méthode produit des erreurs moin-
dres que le déplacement 3 chaque étape qui en est le pire cas.
I1 est nécessaire de tenir compte du signal d'entrée dont dépend
le nombre de déplacement. Ce probléme a été abordé par Weinstein

(18],
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3 J1 RESULTATS DE L'ANALYSE DE L'ALGORITHME DE COOLEY ET
TUKEY
3,141 MODELE. STATISTIOQUE

Le calcul &lémentaire de l'alporithme de Cooley et
Tukey est un "papillon" de la forme indiquée en (1.12) . Le modéle
statistique de l'erreur de discrétisation numériaue s'établit en
associant 3 chaque multiplication un signal d'erreur de type
alcéatoire.
Le schéma habituel d'un "papillon" sera remplacé par celui indiqué
d la figure (8a) dans laquelle e(i,q) représente 1l'erreur
complexe introduite dans le calcul du (i + 1)-¢éme tableau et
plus précisément dans la multiplication du g-&me &lément par un

coefficient complexe.

x;(P) o > Q > Xs,4(P)
o ( v
X4 q) x1+1(q)
e(i,q)
Fig. 8a
Le produilit des deux nombres complexes zy = Xq % jy1 et z, = x, + jv
est généralement effectué de la maniére suivante
L [z,2,] =1L . %] + L[y vl

+ j §L [y1 x2] + L [Xl yz] )
ol le symb8le L [. ] désigne soit l'arrondi, soit la troncature.
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Une autre méthode a été proposée par Liu et Peled [10] :
= - | + 7
L [Zl 22] L [Xl Xo = Y4 y2] +3j L [y1 X, + X4 y2] (2)
Dans le premier cas, quatre erreurs de discrétisation numériaue
sont introduites, dans le second cas deux seulement.
Rappelons et précisons les hypothéses du modéls statistique décrit

au paragraphe 2,1.3.

1) L'erreur de discrétisation numérique provenant d'une multipli-
cation entre nombre réels est distribuée uniformément.

Llle est caractérisée par les relations (2.11) 3 (2.1u).

?2) Toutes les erreurs provenant des multiplications entre nombres
réels ne sont pas corrélées. Par conséquent, la variance de
1'erreur introduite par une multiplication entre nombres complexes
est -
a (27°%19) (3.1)
ol g vaut 4 pour le schéma de multiplication (1) et 2 pour le
schéma (2).

In outre, en désignant par e(i,p) l'erreur numérique introduite

dans le calcul de X4 (p), Ogi gM-1, les processus aléatoires

+ 1
{ eti,p), i fixé, p/= 0,1,..., N-1 )
constituent des bruits blancs. De plus, les variables aléatoires

de deux de ces processus ne sont pas corrélies.

3) Les erreurs dues aux multiplications ne sont pas corrélées avec
le signal d'entrée. Donc

E feCigp). X,] = E letiyp)] - E [Xn)
ol 3 = 05 15 05 H~1 3 0, B Dy 15 ou. H-1 et ou 1'élément x(n)
du signal d'entrée est une réalisation particulicre de la variable

aléatoire Xn’

I1 faut encore empécher un dépassement éventuel du registre.

Des relations (1.12) on déduit les inégalités

max ( B&(p)] ,[xi(l)]) < max ( [ X0 (m] ,[xi+1(1)])

2 max( [x(m] H[x,(W]) (3.2)
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Par conséquent, il est clair-que la condit ion

ly(p)|] < 1 B m Dutysnny BT
suffit pour éviter tout dépassement. On obtient
N-1
ly) | =] ¥ xt) w'P| <n max ( Ix(m)])
n=0

I1 suffit donc d'exiger que
|x(n)| < 1/N n=0,1,...,0-1 (3.3)

Une seconde méthode est basée sur 1'inégalité
Ixi(p)| < 1A2 p = 0,1,...,N-1
qui suffit pour éviter tout dépassement d 1l'étape suivante.
Le signal d'entrée est soumis d la contrainte
[%(nd| < 1 N2 O30y0es 0~1 (3.4)
De plus, avant toute opération il faut diviser par deux les élé-

ments de chaque tableau. La fig. (8a) devient

e(i,p)
1/2
x;(p) o - > Xs44(P)
Xi(Q) o > > xi+1(q)
-1
174 ar
€(i,q)
Fig. 8b

Le modéle statistique est complété par une quatriéme hypothése

4) Les erreurs dues aux déplacements sont distribuées uniformément
et caractérisées par les relations (23.6) et(23.7).

Flles ne sont corrélées ni entre elles, ni avec le signal d'entrée,
dans le sens défini pour les hypothéses 2 et 4. TLlles ne sont
également pas corrélées avec les erreurs de discrétisation numéri-

que
Ef ddi,p). e(§,9)] = ©E[ddi,m] I e(5,a)]

oll 1,520515¢0e5M=1 5 P3yq=0,85.+.sN=1 et o} d(i,p) désigne
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1l'erreur aléatoire introduite par le déplacement pendant le calcul

(p)

de xi+1

1) Une troisiéme méthode pour éviter le dépassement du registre
est de n'effectuer une division par 2 aue lorsau'un dépassement est
détecté. Le calcul est alors repris aprdés avoir divisé 1l'enticreté

du tableau par 2.

2) La seconde hypothése du modéle statistique est contredit par
le fait que les erreurs commises sur deux éléments d'un méme
"papillon" sont de signes opposés : de la fipg. 8a
on déduit immédiatement aue e(i,p) = e(i,aq) = € (i,qa).

Comme ces erreurs se propagent ensuite suivant les chemins qui ne
se coupent pas, cette corrélation ne perturbe pas le calcul des

variances.

3ol PROPRIETES DE L'ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

Les relations (1.11) qui définissent 1l'algorithme

peuvent &tre écrites sous la forme suivante

xm(nl""’nM-m’ pm,...,pl)

= g Xpeq (MgseeeoNy gl qoeeeoPy)

. n—-1
exp [— ] 2“ n]\/[_m+1(Pm'~m +.-.+p1)/2m ]

(i)

o
=
i
ne~—x
p
N
0]
+
e
n
[T e B4
J
'_J
N
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l.es relations (1.23) définissent le s-¢éme &¢1lément du l-éme bloc

de 1'étape m. Il suffit de poser r=2.

Proposition 3.1

Une erreur de variance A 2 introduite dans le calcul du tableau

X d'une TFR de N = QM échantillons donne lieu d une erreur de
variance A2 dans 2M-m élément du tableau des résultats de la TFR.
Démonstration

L'algorithme de Cooley et Tukey est représenté par un graphiaue
en structure d'arbre dont les branches se dédoublent successivement.

En particulier, un é1ément du m-éme étage des calculs sera relié
M-m
.2

d deux éléments du tableau x aqauatre du tableau x

m+1°? m+2°’°°

du tableau xy (fig. 9%a).
L'erreur qui affecte ces ot Hpm éléments est toujours de varianceA.Q,
puisqu'elle n'est multipliée que par des nombres complexes de

prandeur unité.

Proposition 3.2

La variance de 1l'erreur de discrétion sur chaaue résultat de

l'algorithme est la somme de N-1 variances d'erreur dont 2M—m

d'entre elles proviennent des erreurs introduites dans le calcul

du tableau x
m

Démonstration

Un élément du tableau final Xy est relié 3 deux éléments du tableau
M-m M-1

xM_l,....Z du tableau xm,...,2 du tableau X, par une structure






x(0) ] ] e RO

/
//
/
x(4) / y(2)
7 7
/
x(2) y(2)
x(6) y(3)
xl1) y(4)
x(5) y(5)
x(3) y(6)

x(7) 4//// S y(7)

Fig. 9a
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65

d'arbre (fig.9b).
Aucune erreur d'arrondi ou de troncature n'est commise sur le

tableau initial. Le nombre de contributions est donc égal 3

L'erreur due aux déplacements n'a pas encore &té envisagie.
Par les hvpothéses de non corrélation, il suffit de curwuler les
contributions des erreurs numériques provenant des déplacements et

de la discrétisation pour obtenir 1l'erreur totale.

Proposition 3.3

Dans 1l'hypothése d'un déplacement d chaque étape, la contribution

=2t

de 1'erreur ainsi criéée est N(N-1) 2 /2 pour chaaque élément du

tableau final.

Démonstration

A chaque étape de 1l'algorithme, le déplacement est introduit avant
toute opération. Une erreur de variance 2.(2—2t/l+).22m affecte
chaque élément du tableau X Le facteur 2 tient COT;EE des erreurs
sur les parties réelles et imaginaires, le facteur 2 /4 est la

variance de l'erreur introduite et le facteur 22m

tient compte des
déplacements précédents.

Par un raisonnement analogue d celui de la proposition 3.2, chaque
élément du tableau final recoit une erreur de variance égale a

?—Qt/? ? 2M—m i 22m
m=0

= 279y nan-1)
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lL.a somme débute d 1'Ctape 0 et se termine 3 1'Ctape M-1 car le

tableau initial subit un déplacement mais pas 12 tableau final.

Proposition 3.4

Tl existe une relation de transformée de Tourier discrits inverse
entre les ¢1éments d'un bloe de 1'¢tape m 2t les “1imants corres-

rondants du tableau initial.

Ia démonstration a ¢t donnée dans le premizr chanitre par la propc-
M

sition 1.1 dans le cas ot N = v , r 3 2. Les ¢ léments du tableau ini-
p om_
tial correspondants au bloc {x ( 12™ 4+ s ) } 1
. = 0

Qm—l pe }

sont {XO 1L %% 8 ) }
= 0O

g = ()
3143 ETUDE DI'S ERREUPE NUMRERIOQUTS
J:1313:% ARRONDI - SANS DLPLACEMTIT

Tout d'abord, par (2.11), il est &vident que
E [e(p)] = 0; e(p) désigne l'erreur commise sur v (p).
Fnsuite pour évaluer le total du carré des erreurs, il faut resmar-
auer aue les deux premiéres ¢tapes aui ne comportaent quz des multi-
plications nar t 1 ou X j sont effectudes sans errasur.
De plus, d chaque “tape suivante, N multiplications complsxes sont

A1 1=m .
2 blocs. Toutefois dans chacun d'eux auatre

calculles dans les
multiplications par T 10u’ Jj n'entrainent pas d'erreur. Par la
proposition 3.1 =2t par (3.1), on obtient :

M= M

2 =24 1— M-~
I E[lem)’]), = o 27%F12) . T -yt QM
be
p=0 m-3

"

- a (27%%712) %6 - N 4 b/3) (2.6)
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Tous les résultats ne recoivent pas la méme contribution d'erreur.
Pour évaluer chacun des termes de (3.6) il est nécessaire de décom-

poser l'indice p en

Dans ce développement si m est le premier indice npour lequel anpa-
raisse un "1", ona m = min{ i : p; = 1) . Par (3.5), d 1l'étape
m les éléments reliés d y (p) sont multipliés par -1, 3 1'étape
m+ 1, ils sont multipliés par L j. Dans toutes 1les étapes ulté-
rieures les multiplications entrainent des erreurs, c'est-d-dire

3 partir de 1'étape s (p) définie mar s (p) = 2 + min{ i : p; = 1)
Par la proposition 53.2) on obtient

M
—ot M-
B[] e(p)|? ] gt F om 12T gy gt
m=s(p)
=a (27%%72) [ n/28P"T 4]

D'autre part, il est immédiat que y (p) est calculé sans erreur
pour les indices p = 0, N/4%, N/2, 3N/4. Le résultat final est

donc
0 p = 0, N/u, N/2, 3N/u
2
(Eflet» | 71y, =
o (27293 W2 PY . g
autrement. (2.7)

Le résultat établi en (3.6) peut &tre retrauvé a partir de (3.7).

En effet
N-1 5 N=- 5
] «llem 7]y, =1 @ /220172

p=0 B

gip)=-1 1)

| (3.8)
ol p $ N/4, N/2, 3N/u






Seule la somme suivante pose des problémes

N-1 M-1 S
7} g4 FCEE = VFE.] 1/omin{ips = 1} bon/u,n/0 307

e p=l (3.9)

Elle peut &tre décomposée suivant les indices

M=2 "
p = 120 5 P = 1.21 5 esee 3 D = 12 s T 1‘2M1
ou 1 est impair et min (i Ppy ® 1 ) vaut respectivement 1, 2,...M.
En remarquant aue les indices & rejeter sont
p = LZM—l, 1 impair,qui équivaut 3 p = g1
o = lZM—Q, 1 impair,qui équivaut 3 p = M2 oy p = g 002

la somme (3.9) devient

M
1/2

3

o~ |

z 2—k—1
k=0 (p=12";1=2r+1)

k k+1

Comme 1'ensemble (p=12"; 1=2r+1},0o0 1¢ p < N-1scompte N/2 ¢1éments

on obtient

N/2 ) 2 N/6 . (1-16/N°)

k=0

L'expression (3.8) devient
N-1 )
y (E[le(p)! ]) A
p=0

(2_2t/2)[(N2/6 - 8/3)- (n-u)}

qui est le résultat ¢tabli en (3.6).
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3.143:2 TRONCATURE - SANS DEPLACEMENT

La relation (2.1.3)indique que la movenne de 1l'erreur
n'est pas nulle. Pour 1l'évaluer, il est nécessaire de détailler

le calcul d'un "papillon";

X ()
m

"
ke

(r) + x4, (s). U

(r) - x (s). U

"
be

x (s)
On déduit de (3.5) que

el i-1,,m
U = exn [ -j2nk. P 2° /2 ]

ol m varie de 1 a M. Habituellement x (s).U -est d'abord

m-1
calculé et tronqué 3 t bits avant d'étre utilisé dans les calculs

La moyenne de l'erreur est donc

271 a2 sur x_ (r) (1)

#2711 a2 () sur x_ (s) (2)
ol les coefficients a/2 et (1 + j) tiennent compte des a/?
multiplications réelles nécessaires au calcul des parties réelle
et imaginaire. A 1'étape m, chaque bloc est composé de 2™ &1éments
dont la premiére moitié recoit l'erreur indiaquée en (1) et la secon-
de recgoit celle indiquée en (2).
Par la proposition (3.4) ces erreurs peuvent &tre ramenées i des
erreurs équivalentes sur le signal d'entrée. Pour un bloc du tableau
X _, elles s'obtiennent en prenant la transformée de Fourier inverse

4

des 2™ échantillons suivants






0 i =0, P/u, P/2, 3P/N
E. = |A 0 <ighpr2 -1 (3.10)
A

P/2 ¢&1isg] P-1

ot A =-2"F1 4y 1+ B ot Pz 2

Les indices i = 0, P/4, P/2, 3P/4 correspondent 3 des &¢léments
calculés sans erreur. Les erreurs &équivalentes des éléments de ce

bloc sont donc

p-A
Lt
e . = 4/F, ) £, W
¥ . 1D
k 1=(
< t
ou wp = exp (j2n/P) et Og¢ k¢ P-1
En tenant compte de (3.10) on a
P/2-1
P/2-1 . O
& = 1/P 2 E. Vlk Z Py (P 242 )k
k* ' al i
i=0 i=1
P/2-1 L .
= 1/P } E.w K [ 1 -~ 2k ]
i
1=0
_i. .i.
P/2.k k
ou W = (-1)
b
Dans le cas oll k est pair on obtient e g = 0
k

Dans le cas ol kK est impair, en tenant compte des termes nuls,

on obtient

1274
e = (2A/P) [ z wlk - wlo -y
+ P p
i 14

2-1 ..t : P/4 .k ]
i 20




/2-1 ..t 1 + )
ot J Wik =2/ (1-wK ) et wh MK o gk
: P P P

Si k+ est le nombre binaire inversé de k,l'erreur &quivalente sur
le k-éme ¢é¢lément du bloc correspondant du tableau initial noté
xo(lQm + k) est donc

t T t
m = . k k R
= ' N -W - + : 3
2727, 2 . (143) a2, [(1+Lm )/ (1 W ) i ]si L S 1 i
. i i .
0 s1 k est pair
€3.0973
Comme xo(12m+k) = xo(nl,..., nM) les indices k et k1 sont

représentés respectivement par

i-1 t
DMoje1 2 ok B
1 1=

ne~—3

i

Puisaque ) dépend de n et m on peut le désigner par f(n,m) qui

sera pair ou impair suivant que n vaut O ou 1.

B f(n,m)

Si f (n,m) est impair, on constate que j~ ?"’ vaut +j ou-j suivant
aue ny_ .o vaut 0 ou 1.
L'expression (3.11) devient

n 2age™, 2751 W14y a2

M-m+1 : ' J

n
.[<1+x-ymf(“’m))/(1-‘,-151(“”“)) - §(-1) M-m+2 ] (3.12)

L'erreur qui affecte v (p) est le p-éme résultat de la TFD des N
Gchantillons déterminés par la somme des contributions (3.12) pour
m = 3,...M puisque les deux premifres étapes ne comportent pas

d'erreur.
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Fn tenant compte des résultats yv (p), p = 0, N/u, N/2, 3N/U, qui |

sont calculés sans erreur on obhtient finalement

=

La

o)
Z

/

O

e

1

0 p o= 0, N/4, N/2, 3N/u
E le(@ D, =
~fa. 27%72. (1+9)
M
JEBTPD { F mg e C12E™)
m=3

[<1+wf‘“’m)>/<1-wf(“’m))
m m

n
3 Umied M-m+2
J6=1 })nzo,...,N—j )p

autrement

(3,13)

-TFD { ')n désigne la transformée de Fourier discréte des N

&chantillons de la suite{. )
n
-(Trp ( . ) )p en désigne le p-&me résultat.

variance des erreurs numériaues ne change pas, que la troncature

.14) ou l'arrondi (2.12) soit utilisé. DNonc

N-1 N-1 N-1
7 (E [h(p)[z])Tz ) (R[Ie(p)|2])+ 7 | Eletm])?
p=0 =0 p=0

E[e (p)] est détaillé par (3.13).

Par la relation de Parseval (1.2) on obtient

N-1 2 N-1 , 9
) (F.[|e(p)| ] W (n[ letpi] ] ),
p=0 2
N-1 M
2 -2t/2
+ a“. 2 . N b J My pd
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n
[ (14wt (7 ™y a-ut Mmooy 1) M"m+?] 7™ |

(2.14)

341,343 ARRONDI - DEPLACEMENT A CHAQUE ETAPE

la variance des erreurs dues aux déplacements est donnée

par la proposition (3.3). Celle des erreurs d'arrondi est

0 p=0, N/u, N/2, 3N/u

M
a.2 2%712, 2

m=s (p)

27 autrement

ou le facteur 2°M a5t da aux déplacements.

En effet l'arrondi s'effectue sur des nombres qui ont &été précédem-
ment divisés m fois par 2. Il faut donc multiplier les erreurs

par g pour au'elles correspondent aux viritablas riésultats d'une
transformée de Fourier appliquée au signal d'entrée. Les erreurs
d'arrondi et de déplacement ¢étant non corrélées par la aquatriéme
hypothése du modcle statistiaue, la variance de 1l'erreur commise

sur y (p) est

-2t 0 p = 0, N/4, N/2 23N

[ep)] = 2 12. N(N-1) +

272t/12. u[ 2n - 23¢P)]

(3.15)
oi s(p) = 2 + min (i: s §= 1)

La moyenne des erreurs dues aux déplacements reste 3 déterminer.

Comme le: déplacement du tableau X a lieu avant de calculer xm+1,

chaque ¢élément de X s M = Oy «o. M=1 est affecté d'une erreur de

moyenne -(1+j) 2-b-1+m Par la proposition (3.4), 1l'erreur

équivalente sur les termes X (lzm), : PR o gy posséde une
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moyenne égale a -(1+7) 2—b—1+m
I1 faut effectuer la somme des contributions provenant des {tapes
m=0, ..., M-1. Désignant 1l'erreur éauivalente reportée sur
7 #° m m -
1'élément Xq (1,2 ) par Mo [xo(lQ ) l on obtient
m L : ~b~14+m

My | Xg (12 )] = = (1+j) 2

ol 0 g 1 g g 4 et 0 g m ¢ M-1 Par conséquent
; 3 + -b-1+m
ue[ Xo(l)] = Y [=€1%33] " 2 (3.16)

(m :12™ =1)

Si i est nul, la somme débute, 3 m = 0 et se termine d m = M-1.

Donc

b=

ng [ xg (0 J= =(14§) 27 (N-1)

Si i1 n'est pas nul, on peut le décomposer en

M M
k=1 k=K
ol K=min(k : 1, = 1, 1¢ k¢ M )
L'ensemble des indices de sommation de (3.16) est
{ms 12" =i;0¢1¢ 2" ™-1)

qui est identique A

Donc, dans le cas oil i n'est pas nul, (3.16) devient

K-1

g, [ =, 33 B= 3 - ¢isgy 2770 34W
e 0
m=0
= =271 (149) K1y
Comme Xq (1) & x(n) avec
i k-1 ¥ k-1
nE ) n, 2 - z W



On

La

On

On
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obtient K = min{ k = ik = 1)= M+ 1 - max{ By & 1}
relation (3.16) s'écrit finalement
E -t-1 . g(n)
Mg [x(n)] = =2 (1+43) (2 1)
M
p(n) =
M +1 - max( k n, = 1) autrement
en conclut que
: p(n)
—t TFD {2 &
B hetpy 1" = §aanr) (TFD { 1} n=0,...,8-17p

établit par (3.15)

2
[!e(u)[ ‘])AD

(Y

~2t

|E [e(p)]|? + 2 /2. N(N-1)

0 p = O,N/u, N/2, 3N/u
+
w .272%/90. 1 [?”_2s(p)] autrerent
Par la relation de Parseval (1.2) appliauée 3 (3.17) on obtient
N-1 = N=1 2
) E[ eIl = 27%%2 n. § (28 4] 2
p=0 n=0
. 4 ] ~ k—l k
Puisque max {m n, *® 1) = k équivaut a 2 &£ n«2 =1
et que 1gngN-1 équivaut a 1<sksM on a
N=-1 M B Al - 1
T 2B - % = § KRy MR Rela?
n=0 k=1
= (N-1) 3N - 2MN
Par conséaquent
N-1 B
Y | E [e(tp) ] 12 = 272 N[ am-1N - 2MN ]
P=0

(3.18)
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D'autre part, il est &évident que

N-1
T (272%/2) NN-1)
P=0

?—?t/z (3.19)

N (N-1)

Par un raisonnement semblable 3 celui qui a servi i développer

1l'expression (3.9) on obtient

725 Ly (M-2)

avec p ¥ 0, N/u, N/2, 3N/u

Pour p % 0, N/4, N/2, 3N/4 on trouve

N-1 _
} a.(2 28pa0y v | aw - 2597
p=0
- -2t (3.20)
=a (2 77/12) N? (2N-uM)
Par (3.18), (3.19) et (3.20)
NGl 2 -2t 3
I (E[le] })AD = 2 [(24a/8)N7 = 2 + M + (a/3)M
p=0 N2]

3.21}




77

311.3.4 TRONCATURFE, - DEPLACEMENT A CHAOUE FETADPT.

Les risultats sont dériviés des naragraphes 3132 et 3122,
Pour tenir compte des effets des déplacements il faut multiplier
. m . ;
la relation (3.12) par 2°. Fn v ajoutant la movenne de 1l'erreur

due aux déplacements indiquée en (3.17), on obtient

Y (3.22
ELe 1= =272 v orn{ 271w |
m=e
[ 14yt (Bem) gy pq ogf(n,md,
m m
n
-5 (=1) M m+2|] 3

n=0,...,N-1p
La variance des erreurs pour la troncature est donnée par (3.15).

Par conséquent
2 e
E[letp)| gy = B[ e]]®  + 272 wmoa-1)

0 p = 0, N/W, N/2, 3N/u

o (2_2t/12)N(2N—28(D) autrement

/

(@]

=

i E [e (p) ] est détaillé par (3.22)

En utilisant (3.19), (3.20) et la relation de Parseval on trouve

N-1
2 -
I (E[l e ) )y = 272 [ 13¢a /6 + 1/2) - N2 (Ma 73+ 1/2
p=0
_ M
7N § 28 4 4, I n
- M-m+1

1 fln,m) £ln.x : n,_
.[(1 W )/(1—‘.\,1m(n m))_ 3 (=1) M m+2], 2

(3.23)
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3. Y. S REMARQUES

Comme on pouvait s'y attendre, les relations (3.6), (2.
(3.21),(3.14), (3.23) montrent que le total du carré des erreurs
est supirieur dans 1'hypothise d'un déplacement 3 chaaque détape.
Toutefois, cette méthode est plus avantageuse car elle garde le
signal plus élevé pendant les opérations et diminue de cette facon
le rapport
N-1

Fllem] 7} 7T lvem) ?
p=0

appelé rapport du bruit au sipgnal. FEn effet, sans d®nlacement, la
condition imposfe est |x(n)| < 1/N e Opdgess N1,

Le rapport minimal du bruit au signal est alors de 1l'ordre de NQ.
Dans 1l'hypothése d'un déplacement 3 chaque étape la condition impo-
sée est|x (n)] <1 et le rapport minimal du bruit au signal est

de 1l'ordre de N.

Dans les analyses précédentes de 1l'algorithme de Coolev et Tukev,
il n'est pas tenu compte de toutes les multiplications effectudes
sans erreur. Weinstein [18] et Welch [ 20] se sont limités au
cas de l'arrondi. Les estimations du total des carrés des erreurs
qu'ils ont établies sont évidemment supérieures au résultat établi
en (3.6) : en supposant que toutes les multinlications produisent
des erreurs, Weinstein obtient a_z—zt N2/1Q_

D'autre part, en remarauant que les’'trois premicres étapes sont
effectuées sans erreur, Welch aboutit a q _?"2t Nz/gq

en ne retenant que les termes de 1l'ordre ds N?.
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3 . 2 RESULTATS DE L'ANALYST DE L'ALCORITHME DI SANDE LT TUKLY

=y g | MODELE STATISTIOUE

Le calcul élémentaire de 1l'aleorithme de Sande et Tukev
est un "papillon" de la forme (1.14). Malpré les différences avec|
1l'algorithme de Cooley et Tukev, les hvpothéses 1) a 4) des pages |

54 et 6o seront adoptées. Fn conservant les notations du para—‘

praphe 3.1.1, les schémas modifiés des "panillons'" sont représentés

d la figure 10a s'il n'v a aucun déplacement et 3 la fipure 10b
dans 1l'hypothése d'un déplacement 3 chaaue étan=.
xi(p) " ’ -6 xi+1(p)
r
W
x; (q) > > o T xi+1(q)
e (i,q9)
Fig. 10a
e(m,p)
1y
2 o - i .
Xi(p) ta © > - & 7 o Xi+1(P)
1/, wr
x;(q) e— » e - o B ——o X544 (a)
e, (m;q) e, (m,q)

Fig. 10b
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58 P PROPRITTES DE L'ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

Les relations (1.13) aui définissent 1l'alsorithme neuvent |

8tre mises sous la forme suivante

x (pj,...,Dm, n Bt Iyt T )

m M-m 1
il
= y i Xo_q (DyseeesD g5 Ny_igseeesny)
MMems1

cexp (=327 ny__ .4 pﬂ/?)]

. m-1 M-m-1 &
exp [-]? D 2 (ny_pe 2 + ...+ n)/N ]

xo(n .,nl) =fx(n) (3.24)

M,oo

ol n et p sont définis comme pour (3.5)
Les relations (1.25) définissent le s-eéme #lément du l-éme bloc de

1'étape m. Il suffit de poser r = 2.

L.as propositions 3.1, 3.2 et 3.3 demeurent valables.
Seule la proposition 3.4 est modifiée et devient la pronosition

suivante.

Proposition 3.5

T1 existe une relation de transformée de TFTourier discrdte entre

les éléments d'un bloc d 1'étape m et les éléments corresnondants

du tableau final.

Cette proposition est un cas particulier de la proposition 1.2.
Les éléments du bloc (x_ p1o™ s)) correspondent aux éléments
(xM (12M M 4 gy ) o 0 ¢ s < M m g,

Corollaire

Toutes les erreurs qui affectent les éléments d'un bloc de 1l'étape

m se propagent d tous les résultats qui leur correspondent.

La démonstration découle des propositions 3.2 et 3.5.
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38243 ETUDE DIS ERREURS NUMEIRIOUES

Dans 1'alesorithme de Sande et Tukev, l2 nassasge de 1'étane

M-
m=1 3 1'étane m décompose un bloc de lonsueur ?1 et ] en deux blocs
de loneueur 2 ™. Le calcul est donné par
X (r) = x4 (r) + x4 (8)
x, (s) = @m—l @) = %o (s) U
avec, par (3.24),
m M-m s
M=1 L=q N
R p; 2 + ) n; 2 avec p = 0
i=1 i=1 |
|
=y + 2M—m ’
m-1 M L=
U = exp [— j2m 2 ) n; 2 / N] (3.25)
i=1

ol m varie de 1 a M.
On remarque aue la premifére relation d'un "nanillon" est calculée

sans erreur numérioue. Elle est caractérisée par Py = 0.

342.3.1 ARRONDI-SANS DEPLACEMENT

On déduit de (2.11) aue la moyenne des erreurs sur les
résultats est nulle.
A 1'étape m, 2™ blocs sont calculés, dont la moitié avec des ~rreurs
d'arrondi. Pour chacun d'eux, on déduit de 1'expression (3.25) des
coefficients U que deux éléments sont obtenus sans erreur. Le
nombre de multiplications qui produisent des erreurs a 1l'étape m

- m—l r s
est donc épgal a N/2 - 2. 2 . Par conséquent

et M=
2 (F [le(ﬁ)l 2] )A = a.?2 —Qt/jz. z (1\!/7_2.21“"1)21‘1—]’1‘.
B m=1
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car les étapes M-1 et M ne nroduisent pas d'erreur.

On trouve finalement

N-1 B
§ (E[] e(m] 21)A = a.27?%712. na/2-m) (3.26)

p=0

T'n examinant la relation (3.24) on constate que chaaue bloc carac-

térisé par B F 0, est calculé sans erreur. In tenant compte des

deux multiplications sans érreur de chaaue bloc on a par le corol-

laire
M-2

/12 1 p (2
n=1

-2t M-m_

(E[]e(p)] 2])A = w2 2) (3.27)

La relation (3.26) peut &tre retrouvée facilement a partir de(3.27).
I1 suffit de constater que pour m fixé on a

N-1

A Pp = N/2 (3.28)
Par conséquent

M-2 N-1 M-2 N-1 s
p, = (M-2§N/2et ] ] b 2 = N/2 - 2
m=1 p=0 m-1 p___o

La relation (3.26) en découle immédiatement.

3:.8:3:2. TRONCATURE - SANS DEPLACEMENT

Pour évaluer la moyenne de 1l'erreur de troncature, on

remarque que les blocs caractérisés par B, * 1 sont calculés avec

une erreur de moyenne &gale 3 - /2 (143) 2 P71,

‘- -
Les éléments zéro et 2L m-1 de chacun de ces blocs sont obtenus

sans erreur.
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Par la proposition 3.5, les erreurs commises sur un bloc peuvent

€tre reportées en erreurs équivalentes sur le tableau final.

- 3 - M" - .
I1 suffit de prendre la transformée de Fourier des 2 ™ échantillons
suivants : 0 i=0, P/2
E,
i
A autrement
. -t- M-
ol A=-a/2.(1+3) 2781 o p= pMm

Les erreurs équivalentes pour ce bloc sont

p-l . 1'
e, = J #d, w¥k
T . 4
k 1=0
- . +
ou W = exp (-j27 /P) et O ¢ k ¢ P-1
si k' est nul il est évident que eq = (P-2)A

si k' n'est pas nul on obtient
. + +
ik’ _ 4 @ & Wk P2,

e

k

Pil
A W
U iz0

.i.
A (1 + (-1)K )

L'erreur équivalente e +est située 3 la k-&me place du tableau
final, k' étant le nomgre binaire inversé de k. L'erreur équiva-

lente sur x, (12Mm k) est donc
—a /2.(143) 271 (pMem _ si k' =0
-1-
o /2.(143) 271 (4 4 )k, si x' 4 o
M-m v favs +
Comme X (12 + k) s vy (p1,...,pM), les indices k et k' sont
représentés respectivement par
M-m . M-m 3
1-1 d.=1
P, . 2 et I P i
Jagn Al fey o
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On remarque que (--1)kJr = (-1)Pm+1. D'autre part, en désignant
X (lQM-'m + k) par X, (q), xT =0 = k équivayt 3 min (i : q; = 1)
=M-m+ 1. Comme q est le nombre binaire inversé de p, kT = 0
équivant & max { i : p; =1 } =

L'erreur commise sur y (p) est la somme des contributions prove-

nant des étapes m = 1, ..., M-2. Sa moyenne est égale a

0 si p=20
(E[ e(p)])T = M=2
~a/2.27%72(1+)]  p_.
m
m=1
N2™™ §( myt(p))- 1 - (—1)PM+1| autrement

£3.29}
ou §(.,.)est le symbole de Kronecker et t(p) est donné par

0 si p=z0
t(p) =

max { i : p; = 1 ) autrement

On en tire immédiatement

Elle@ | e = Elle@ | 2]y, +1 E[ ey |

I1 suffit de faire la somme de ces relations pour p = 0y..., N-1

et on obtient 1le total du carré des erreurs.



3%2.3,.3 ARRONDI - DEPLACEMENT A CHAQUE ETAPE

Puisque le tableau X0 subit un déplacement avant que

le tableau x soit calculé, chaque élément x_ (i), 1 = O,...,4N=

m+1 el
recoit une erreur de moyenne égale d -(1+3)2 B 1+m. En appliquant
la proposition 3.5, chaque élément AM (IQM‘m), R . L recoit
=t=14m 2M-—m

En désignant par u [XM (r) ] le total des erreurs équivalentes

une erreur équivalente égale a -(1+j) 2

qui atteignent 1'élément Xy (r), on obtient

ng [ xy @] = ~{1#3) 2701, oM

{m:12M-m -p)

Pour que r soit égal 3 12M—m’ il faut qu'il soit divisible par 2".
Si min{ i : vy = 1} = K; r est au plus divisible par ZK-1 et
X (r) recevra K-1 contributions d'erreurs équivalentes.
Comme r est le nombre binaire inversé de p on trouve
K =min (i : r; = 1) = M-max (i : p; = 1} + 1
Par conséquent
= U . - _
€[ e(p)] )y = =(143) 277/2 . N (M-t(p)) (3.30)
ou t(p) a été défini pour établir la relation (3.29)
De (3.27), et de la proposition 3.3, on déduit
€lle | °1p =l E [em]? + 272%/2. nv-1)
M-2
v a2 %% 1 p . (VL %
m=1 B
(3.31)

ou.le facteur 22m est di aux déplacements.

s E [e(p)] est donné par la relation (3.30)



86

I1 reste 3 effectuer la somme des relations (3.31) pour les indices

Pl = 05.0.9 N=1.,

D'abord, pour évaluer la somme des erreurs | E [e(p)]|2 il est

nécessaire de connaitre
N-1

M
I ttp) = . J§ 1 1
p=0 11 pes
ol pes est équivalent 3 max { i : p; = 1) 51
N-1 M 3
Donc I tp) = g
p:O 1=1
= NM - N+1
ainsi que
N-1 M
Valeipy)? = TR 2751, 1%
p=0 1=1
2
= NM™ - 2MN + 3N - 3
Par conséquent
N-1
A ¢ [e(p)]l2 = 272%/2. N? (3N-2M-3) (3.32)
p=0
D'autre part, en utilisant(3.28) on obtient
N-1 M-2
p, (2™ - 2) 2™ = N%/6 - N - uN/3 (3.39)
p=0  m=1

Par (3.19), (3.32) et (3.83) on a que

N-1 g
pzo (E[letp)] “]8,p

272t [ N3 (2 + ar72)

- N%(24M+ a/12) + N. a/9]

(3.34)
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3.2.3.4 TRONCATURE - DEPLACEMENT A CHAQUE ETAPE

-~

Les résultats s'obtiennent 3 partir des paragraphes
342.3.2.8t 3.2.3.83. La moyenne de l'erreur est la somme de
l'erreur de déplacement (3.30) et de l'erreur de troncature,
donnée par la relation (3.,29) multipliée par un facteur -

Donc on a que

E[ e(p) ] = -27%72 ((1+3) N (M-t(p))
M-2 . |
+al2 ) p [ N 6(m,t(p))- (14(-1) m1pM])
m=1

La variance de l'erreur s'obtient par la somme de (3.27) et de la
variance de l'erreur de déplacement. Par conséquent

€[le | *]iyy =1E [em]]2 + 27282, N (N-1)

M-2
+a.27%%712. ] p_ (MM - 2y o?m
m=1

A l'aide de (3.19) et (3.33) on déduit

N-1 N-1

I (E[le®] Do = E[e(p)]|?
RN ( j§ . pXo | E[e(m]]

+ 272%/2[ N3(1+0/36)-N%(1+a/6)

+ 2a/9N] (3.35)



3}« 8 ALGORITIIMES POWR DES BASES CODMPOSITES

343.1 ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

Mq

~ ~ 1._ §
Dans 1l'hypothése o N = ¢ , RS

88

, 1'algorithme de

Cooley et Tykey s'établit en combinant les démarches développées

dans les paragraphes 1.3 et 1.4. On pose

[M=M . M
N L s I M4 1 Toeed:
p=| I Py, +1 9 et e [ pgic
Lizl 1=1
My $oal mew, MMy ik
E T -Mq i=
no=i D My, ofice d t] myd
1=1 i=1
k
ol nM,...,nM_M1 + ¥ B 0,150,011
n
MMy 5o on Ty s Bolyes valcl
Py>e s oPy 4 1 2 B i =1
le,...,pl = Wal g nnsc=1
On obtient l'algorithme suivant
x_ (1™ +p &8 4 q)
m m
a=d o -
= § % (1™ + ic™ + Q@)
. m-1
i=0
exp [ - j2 = i(pmcm“1 + a)/ " ]
m=1, ,M1
ol l=O,...,(N/cm)— 1 P 8 05 ,c-1 et C]=O,...cm'-1 -

(3.450)

(3.41)
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M=M -1-
X (2o g M 4 P, AR . ad

G S M -1-M
= J X 1 (ch1 am L ke B W i a)
i=

. ; -1-M M M=}
exp [-32wi (p_ "1 d™TTM 4 )/t M)
m=M, + 15...,M (3.48)

1

m-1-Mq

i
oft 1% Ogonis @ T wd, B 5 Oynenyld=l 6t gy, eyt 1 @ -1

Fm

Le calcul de chaaue &lément xm(.) nécessite (c-1) ou (d-1) multi-
plications complexes. Comme ¢ et d sont arbitraires, on suppose
aque toutes les multiplications produisent des erreurs.

Toutefois, dans le cas ou P, et a sont nuls aucune multiplication
n'est requise. Pour la relation (3.42), N/c™ éléments sont
calculés sans errsur; pour la relation (3.43) il v en a dM-m.

En utilisant l'argument qui a servi a établir (3.6) on a dans le

cas de 1l'arrondi

N-1 5 M1
I E [l 1 = a.o ”/12[ [z JMp-M <N-N/cm>]dM"M1
=0 m-1
i M-m M=m
.(c-1)+[ y 4" " (N-a ‘)] (d-1)
m =M1+1

(3.44)

ol les facteurs (c-1) et (d-1) tiennent compte du nombre de multi-

plications, les facteurs cMi—m,dM-m sant des facteurs .= propagation et

M-M
d 1 est un facteur de propagation des erreurs de (3.42) 3 travers

(3.43). En effectuant les différentes sommes de (3.44), on trouve
N-1
. 2 -
] E [ | e(p) | ] =a. 27%%/19 [ N(N-1) - 17/ M1y
Bl oM
.M sy ev1) - (dQ(M'”111>(d+1)]

Par le raisonnement qui a conduit 3 la relation (3.7) on obtient

E [Ie(p)! ?]

4 M1
a, 27%%/12 [ (c-1) ) N/e™

m=q(p)

M "
+(d-1) ¥ a'/a" }
m=r(p)



M+ 1 si p=20
ou -q(p) =
min (i : p, % 0) autrement
g |
-l r(p) = max (M1 + 1, q(p))

est nulle si j<1i

!
1" o~

m=i

90

Les termes des deux sommes sont les facteurs de propagation des

eprreurs.,

843.2 ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

Les indices p et n étant décomposés suivant (3.40) et

(3.41), l'alpgorithme de Sande et Tukev est défini par

X (1.0/7c™ 71 4 P N/c™ + q)

=l -1
[ 1 x (1. N/c™F 4+ i w/e™ 4 a)

m-1
1=0
. g ; 34E il
. exp (-j2n1pm/c)] « - BXD (—j2npch /N)
m =1, .y Mg
o 1 =2 0y silias cm_l—i, P, = Dss ssese~1 6L = 0, .,N/cm
L 2 -
% (17T B o 2 gPT 4 oy
m “m
d-1
’ M-m+1 M-m
= [ x 4 (1d + + q)
1=0

M-m+1

exp (-j2wipm/d) ] exp (—j?npma/d‘ )

m= M 41, Jf, M

o 1 5 Baelpa@/aT ™35 a8 & 20 v 01 B 0 8 Dansa, A0

m
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Fn reprenant les arguments utilisés dans le paragraphe 3.2.23.1, on

obtient dans le cas de 1'arrondi

N-1 o) L3 M1 gl M-M
E [ le(p) | ‘] = & 2717 ) R !

0 m=1

el

D

[ €258 (n—e™ + (e-i B ]
e C

.[911 (n-a”M1 . a™ o+ (a-1y v E ]

(3.47)
ol le premier terme de chaque somme est di 3 la seconde exponentiel-
le des expressions (3.45) et (3.46) et ot le second terme est di
d la premiére exponentielle.

La relation (3.47) peut étre mise sous la forme

e 1 e 7]

p=0

(272 /10y, N[(N—l)-Ml(c—l)/c

(M-Mq) (d—l)/d]

Toujours en suivant la démarche du paragranhe 3.2.3.1, on trouve

& M1
E [|e(p)| 2] 4 o 279 [ I ulp)

m=1
@w/cm-1> + /™. (c-l)]
M '

+ 3 u(pm)[ ik B O dM’m(d-l)]]
m=Mq+1




Par conséquent

E [ le(p) | 2]

M
4520)

m=Ml+1

a. 2 2%/ [

1.

T w4

ulp ) (/™ - 1)
m

m=1

ulp ) (gq'mHl —1)]
m

g2
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b .1 GENEPALTITES

L'implémentation sur ordinateur des algorithmes de la
Transformée de Fourier Rapide engendre inévitablement plusieurs
tyvpes d'erreurs

- des erreurs de représentation numérique des valeurs du
tableau d'entrée,

- des erreurs d'estimation des facteurs wp,

- des erreurs d'addition et de multiplication au cours de
l'algorithme lui-méme.

On s'intéressera dans ce chapitre uniquement 3 ces der-
niéres erreurs. On supposera donc pour cette étude que les va-
leurs d'entrée et les facteurs W° sont représentés exactement
sur l'ordinateur. On suppose également vérifiées les hypothéses
générales pour un modeéle de 1l'erreur ( voir au paragraphe 2.1 ).

Tran-Thone et Bede Liu [17] ont établi des expressions

pour le rapport bruit 3 siegnal, défini par

N-1 2
T OB Iy 0 - vao |2y
@ = ==L (4.1)
N-1 2
} oo lvaa) |
k=0
on F{.} est 1'espérance mathématique,

v(k) sont les valeurs exactes de sortie de l'algorithme,
yv'(k) sont les valeurs calculées de sortie de l'algorithme.
On suppose de plus que l'arithmétiaque choisie correspond

au format de signe et de grandeur.
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Les résultats de ce chapitre sont exprimés en termes

d'espérances et de variances des erreurs locales, d savoir

§.5 8,5 Ai, Ai (voir paragraphe 2.3.2).
Ces valeurs dépendent de la base et de l'arithmétique.
Silb=2 §, =0 en cas d'arrondi
--2—t en cas de troncature
6, = (1-p0)6x
a2 = 27%%;
x
2 -2t ' "
A% = (1—Do)2 /3 en cas d'arrondi
u(l—no)Q-zt/S - (1-po)22-2t en cas de troncature
(4.2)
Si b>2 §, = 0 en cas d'arrondi
—b-t(b—l)/anb en cas de troncature
6+ = (1—DO)6x
A2 = b-?t( 2 L ' y
= = b“=1)/241nb en cas d'arrondi
- o 9
b2t (p2-1)/760nb-b" 2 (b-112 7 (21np) ?
en cas de troncature
g . -2t, 2 , .
A% = (1—oo)b (b"=1)/241nb en cas d'arrondi

2%

(1-p )b” (b2-1)/61nb-(1-po)2b’2t(b-1)2/(21nb)2

/

en cas de troncature (4.3)
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Remaraue

La valeur de Pq dépend de la base de l'arithmétique et
des données du probléme [8]. Dans ce cas-ci, Tran-Thong et Bede
Liu [17] 1'estiment & 0.7 pour la famille d'ordinateurs IBM

360/370.

A ce stade, il est intéressant de développer un modéle
d'erreurs pour la multiplication et 1'addition de nombres com-
pDlexes.

Soient A , B , © des nombres complexes.

Dans la mesure ol seules les espérances mathématiques et
les variances sont envisasées, on peut montrer qu'en négligeant

les termes de second ordre, on obtient

f1(A + B) = (A + B)(1 + o)
f1(AC) = (ACY(1 + B) (4.4)
avec E(a) = 6+
var(a) = A2
E(8) = 8+ 6+
var(g) = A2 + A2 (4.5)
X +

ol les erreurs relatives a et B sont des nombres complexes

A?

et les nombres réels §_, § 2 Ai sont donnés par (4.2) ou

+?

(4.13).
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4 . 2 ALGORITHME DE  (QPOLEY. .ET TUKEY

En utilisant la notion de bloc définie au paragraphe 1.3.A,
on établit des expressions et des bornes pour le rapport bruit 3
siegnal, dAfini par (4.1), dans le cas de 1l'algorithme de Cooley
et Tukev aquand N = 2M (voir paragraphe 1.2.A).

On suppose, tout d'abord, introduire une erreur en calculant
xm(n) et aque, de plus, la valeur réellement calculée est de la
forme

xé(u) = Xm(D) + a(p)iy .

Cette erreur affecte le résultat final selon les trois

propositions suivantes

Proposition 4.1

. 2 s P & TAM=i L
Une erreur introduite a4 1'étape m se propage a 2 éléments

du résultat. La variance de l'erreur du résultat est égale, en

M-m -

chacun des 2 éléments affectés, 3 la variance de l'erreur i

1'étape m.

Némonstration

La premiére nartie de cette proposition est évidente (voir
fipure 2 au parasraphe 1.2)

Fn népglireant les effets de second ordre et en notant que
1'erreur n'est multipliée aue par des facteurs de module unité,

. .M-m - -
la variance de l'erreur en chacun des 2 éléments vaut




g7

M

s W} a(p)lz.var(y)
i=m+1

var {|v'(x)-v(k) ]|}

]a(n)lz.var(y)

' —
var {|xm(p) xm(p)l} s
ol les Wi sont des puissances entieéres de W = exp(-j2n/N).

Proposition 4.2

B 2 5 iéme
Si 3 1'étane m, tous les éléments du 1 bloc ont une

erreur relative T

x'(12"+a) = x (12m+o).(1+y )
m m q

ofif 9 = D3dsssss? =1,

et aque la variance de ¥ est indépendante de q , c'est-d-dire

?
var(yq) = a%,

. . iéme
alors la contribution de toutes les erreurs dans le 1 bloc

3 1'étape m d la variance normalisée de l'erreur a la sortie

vaut
N-1
Y var{ly'()-v(x) |} 2 o
k= 2
v ON—l = =T d Z |X0(12m+q)|
T ly|? ToIxey |2 a0
k=0 n=0

Par la pronnsition 4.1, la contribution vaut
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A 2
o |xm(12m+q)} .

I oIvaol? p=0
k=0

Par la pronosition 1.1 et la relation de Parseval (1.2),

on obtient

N-1
b ovar{|v'()-v(k) |} o
k=0 it d 2M—m
N-1 ” N N-1 2
Yoo lva | N T x(n)|
k=0 n=0
m 271 m 2
% W VEE, ¥ |x0(12 +q) |
q=0 i
2 2™-1
£ d y | x (l2m+q)|2.
N=-1 2 0 0
5o x(n) | a=
n=0
Pronosition 4.3
Si 3 1'étame m, les #léments du 1M Hloc sont tels que

Y m _ m m. =1
xm(lQ +q) = xm(12 +q) + xm_1(12 +2 +a).Yq

' m ,m=1 g m. ,.m-1 m .m-1
x (12742 +a) = x (12742 +q) + x _1(127+2 +q).yq

ot g &2 Blsessasl -1,

et que la variance de L est indépendante de q , c'est-a-dire

2
var(yq) <

i . iéme
alors la contribution de toutes les erreurs dans le 1 bloc
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~

3 1'Atape m 3 la variance normalisée de l'erreur 3 la sortie

vaut
N-1 | ' 2
b}ovar{|v'(K)-v() |} n d m-1
=0 1 Nyl gL (11oM1 2
N=1 o 3 N-1 » Z I%5€1'27 “+qi |
5o lvo]? 7 o Ix(my |4 a0
k=0 n=0
M-m+1 Mo § &
on 1' = y n.2 * it
izl
Démonstration
Onia * var{|x%(12m+0)—xm(l2m+q)l}
= |x (12m+2m_1+0)|2.d2
m-1
= nM_m+1.,xm_1(1'2m—1+q)|2.d2
; m ,m-=1 m, ,m-1
et var{lxm(l? +2 +q)-xm(12 +2 +a) |}
= Ix. Be12™ea™ 10y 12,42
m-1
nM_m+1.|xm_1(l'2m_1+q)|2.d2.
Donc,
N=-1
yoovar{|v' (k) -v(x) |}
k=0
N-1 9
yoo v |
k=0
2 m-1
n d 2 =~ 5
= e bRy ] Ix 12" ey | ?
i ) on m
N I x(n) ]
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2 m=1
n d 2 -1
: Mem+1 >~ !X (1,2m-1+0)|2 .
N-1 5 o, 0
5 oIx(n) | 4=
n=0

ANALYSE DES NPERATIONS ARITHMETIQUES DANS L'ALGORITHME

me

Le calecul du 1*° bloc 3 1'étape m par les '"papillons"

définis en (1.12) sont

1

1 E T m, ,m- . " gl
x (12740%) = x__,(12§+q") + X _1(12 +2 +q').exp(-j2nq'/2")

1 1

xm(12m+2m— +q')

M vy _ m, ,m- :
X112 +q") X q (127427 g 1)

x exp(-j2rq'/2™

q' = k.2 " E. = 0 ou 1 (4.6)

Les expressions (4.6) sont illustrées 3 la figure 11. Des
aue 1l'on introduit les erreurs selon (4.4), il faut considérer la
figure 12. Teci, R correspond 3 une erreur complexe de multipli-

cation et a, , &, A des erreurs compnlexes d'addition.

s % Cle)
m

A 4

(f) > x_(f)
m

Figure 11. "Panillon" de la Transformée de Fourier Rapide

(PTTY ot k = 12™+q"

m=-1

i k+2

W = exp(-32ra'/?2™
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(1+a1)
¥
xm_l(P) 3 > 3 X&(k)
W -1
% (F) > > 3 x 1 GE)
m=1 > A m
(1+R) (1+a2)

Figure 12. "Panillon de la DIT avec modéle d'erreur.

Fn fait, si on inclut 1l'erreur aux expressions (4.6) et

aue 1l'on prend les notations de la figure 11, on obtient

' - )
x5 (k) X, (k) xm(k).a1 t x4 (F).W.(R+Ba,)

' = e
xm(F) xm(f) xm(k).a xm_l(f).w.(8+8a2)

2

gt o b ke, F » ke = 0ou1l (4.7)

Pour calculer 1l'erreur totale d la sortie de 1l'algorithme,
on somme toutes les différentes contributions. D'autre part, on
traite les contributions des erreurs d'addition et de multiplica-
tion sénarément vu aue leur interaction ne se marque qu'au second

ordre aqui est néelicé ici.

CAS DE L'ARPOINDT

La contribution des erreurs d'addition 3 1'étape m au
rapnort bruit 3 sienal vaut, en accord avec la proposition 4.2

et les expressions (4.5) et (4.7)
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A? N-1
gt I oIxm|? = a2,
) [x(n)|2 it
n=0

La contribution des erreurs de multiplication A 1'étape
m au rapport bruit 3 sienal vaut, en accord avec la proposition

(4.3) et les expressions (4.5) et (4.7)

42 + A? N-1 )
n=0
Y el
n=0
0 si m= 1,2
En effet, pour m =§1 ou 2 , les facteurs multiplicatifs

valent tous *1 ou *9 , ce auil ne cause aucune erreur.
Toutes ces contributions sont sommées sur m pour donner

le rapnort bruit 3 sienal

B 1 Hed ’ M
(:g—) I N=3 2 ZO |X(n)‘ z'l A2+ Z nM—m+1.{A§+Ai} s
¥ Ixtmd]* ™ m= m=

n=0

=

ce aui peut encore s'écrire, en réarranceant les termes

(ﬁ)A 5 MAR ® y f(n).|x(n)| (4.8)
) |x(n)|2 =1
n
on 1'indice A sienifie arrondi,
N-1
-
n n=0
\‘_?
Flnd = ] mn, . (4.9)



103

CAS NE LA TPONCATURE

La somme des variances normalisées est bien slr donnée
par (4.8), mais pour obtenir le rapport bruit 3 signal 3 la
sortie de l1'alporithme de la Transformée de Fourier Rapide, il
faut encore y ajouter la somme normalisée des carrés des espé-

rances de 1l'erreur

N-1 5
57 O{E {]y' (O-y (k) |1}
k=0 .
N=1 "
) v |
k=0

Pour déterminer quelles entrées produiraient les mémes

valeurs i la sortie si toutes les opérations arithmétiques se

faisaient sans erreur, on remplace B , @, et a, par leurs

espérances dans la fisure 12. Pour obtenir le méme résultat 3

o N

la sortie, il faut donc multiplier le g

élément, x(n), du

tableau d'entrée par {1 + (8, + 6+).n pour m=3,..

M-m+1 * 6+}
.. 3M, et par {1 + 6+} pour m=1,2, puisque les facteurs multi-
plicatifs sont tous *1 ou *7.

Néglipgeant les effets de second ordre, l'espérance de

l'erreur sur 1'élément de sortie vy(k) peut étre causé par

1

N- Y ¥
" définie par

1'entrée {x'(n)}
x'(n) = x(n).{1 + f(n).(§, + 6§.) + M.$ ]

ol f(n) est donné par (4.9). L'erreur ainsi engendrée vaut
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x'"(n) - x(n) = x(n).{f(n).(6_+ &) + M.6 } (4.10)

Comme 1l'espérance des erreurs i la sortie est juste 1la
Transformée de Fourier Discréte des erreurs données en (4.10),

on obtient, par la relation de Parseval (1.2)

5 {E{]y' )=y () |}}?

N-1 9
Ty |2

R N-1

N nZO!X(n)|2.{f(n).(6x + (S+) + N-§+}

2

N-1 2
)yt
k=0

Ajoutant ceci d (4.8), on obtient le raopport bruit i

signal

N-1
B B il 2 Z
Fhe = Bls * 55 5 {f(n). (s, + 60 + M6 } . x|
5 x(ny|?2 n=0
=l (4 1)

ou l'indice T signifie troncature,

(g)A est donné par (4.8).

CALCUL DES BNRNES

Comme 0 < f(n) < M-2Z opour tout n appartenant 3 l'ensemble
{0,1,...,N=1}, on peut déterminer des bornes inférieures et supé-

rieures indépendantes du tableau des données
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2 B - 2 » 2

a2 < (3}, B Wm2dal ¥ (om-2)42 (4.12)
M.AZ + M2 §¢ < [B) < (M=2)A2 + (2M=-2)A2
e ‘ - gt = x +

s {(=2)5 + (2M-2)8,}7  (4.13)

Ces bornes sont des généralisations de celles proposées

pAr Kaneko et Liu ( [9}, expressions (11) et (12) ).
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4 & 3 ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

- - - - - - - . - - - -

En utilisant la notion de bloc définie au paragraphe 1.3.B,
on établit des expressions et des bornes pour le rapport bruit 3
signal dans le cas de l1'algorithme de Sande et Tukev quand
N = 2‘M (voir paragranhe 1.2.B).

Dans ce cas, la proposition 4.1 reste valable (voir 1la
fipure 3 au parasranphe 1.2), mais les autres doivent étre rem-

nlacées par

Proposition 4.4

_— / ieme
Si 3 1'étape m, tous les éléments du 1 bloc ont une

erreur relative ",
' M-m _ M-m
xm(12 +q) = xm(12 +q).(1+yq)

ot| 8 % 0,0,50242 -1,
et que la variance Yo est indépendante de q , c'est-a-dire

2
var(vq) s 4%,

. . iéme -
alors la contribution de toutes les erreurs dans le 1 bloc a

1'étape m 3 la variance normalisée de l'erreur i la sortie vaut

N-1
) ovar{|v' () -v(Kx) |} ” 5
k=0 d” M
V=7 s — ] : z ‘XM(12
Folvao | © NS
k=0 k=0

—m+o)|2
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Démonstration

Par la pronosition 4.1, on a

N-1
} o ovar{lv'()-v(x) |}
k=0
N-l ?
} v |”
k=0
M-m
2 Mo 2 ! -
- d f-m z |x (12M m+q)|2 ;
N-1 2 =0 m
I 1vOo| A
k=0

ce qui donne, par la proposition 1.2 et la relation de Parseval

(1.2)

-m
d? ¥4 !

M
= =y I |y (12" Meq) | 2.

;olvao |2 A
k=0

ANALYSE DES NPERATINONS ARITHMETIQUES DANS L'ALGORITHME

Le calcul d'un méme bloc 3 1'étape m par les "papillons"

Aéfinis en (1.14) peut s'écrire de la manieére suivante

|
|
\
' xm(l'?M— #q) = X _1(1'2
|

m+1 M-m+1 y sM=m+1 _M-m
" ) *ox, L0112 +2 +q)
Mem#1 = M<m M-m+1 M-m#1  ,M-m
x (112 +2  +q) = {xm_1(1'2 +q) ~ x__,(1'2 +2 T+ }
| Mo
! x exp(-y2nq/2 m+1)
m-1 r . 1
1" = Rt
fege. =
M-m $e1
qQq = } ni21- (4. 14)
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Les expressions (4.14) sont illustrées 3 la figure 13.
Dés que 1l'on introduit les erreurs selon (4.4), il faut consi-
dérer la figure 14. Tci aussi, 1l'erreur complexe B est dle i la

multiplication et les erreurs complexes a, et a, sont dies aux

1

additions. Néglipeant les effets de second ordre, on peut com-

biner les erreurs comme sur la figure 15.

Xm_l(Q) > >- xm(s)
xm-1(t) > S, xm(t)
=1 W
Figure 13. "Papillon" de la Transformée de Fourier Rapide
M-
(DIP) otfs = 1'2 m+1+
t = s+2M_m
M-
W = exp(-j2nq/2 m+1).
(1+a1)
¥ [
X _1(S) > > x: (s)
X1 (t) > N . x ()
-1 4 i 4
(1+ot?) (1+R)

Fipure 14, "Papillon" de 1la DIF avec modeéle d'erreur.
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(1:a1)
X _1(s) > > x1(s)
xm—l(t) > > x%(t)
i W 1
(1+B+a2)

Ficure 15."Papillon" de la DIF avec erreurs combinées.

En fait, si on inclut l'erreur aux expressions (4.14) et

que 1l'on prend les notations de la figure 13, on obtient

%! Ca) x (s).(1+a,)
m m i

x'(t) = x (t).(1+R+a, +Ra,)
m m 2

2
me m-i-1
 EE R k.20 0

-
.

1=
M-m {1
1—
g . = g n,.d (4.15)
oL i
1=1
Comme dans le cas précédent, on va sommer toutes les con-

tributions en séparant les erreurs de multiplication et d'addi-

tion et en négliseant le second ordre.

CAS DE L'ARRONDI

Comme xm(g) et xm(t) sont dans des blocs différents 3
1'étape m, on peut appliquer la propbosition 4.4 pour obtenir la

contribution des erreurs Y 1'&tape m au rapport bruit i signal.
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Elle vaut
1 Nod 2
T ¥ {km(Ai +A2) + A2} Ly |
it 047 4% T R
k=0

En sommant sut tous les m et en notant que les étapes

M-1 et M n'enesendrent pas d'erreurs de multiplication, on obtient

(3)p = M.82 + = T OFGO. v | (4.16)
I Iyaolf k2
k=0
ol 1'indice A signifie arrondi,

f(k) est défini en §u4.9).

CAS DE LA TRONCATURE

La contribution des variances des erreurs au rapport bruit
4 signal est donnée par (4.16). Pour calculer la contribution
die aux espérances, il suffit de se référer 3 la fipgure 15.

Pour un bloc de tvpe s, km = 0 et la contribution des
erreurs 31 1'4tane m 3 chaque élément du bloc correspondant vaut
8+.v(k): pour un bloc de type t, km = 1 et la contribution vaut

(28, + § Y.v(k). A partir de ces remarques, on obtient aisément

aque

N-1
R R 1 2 2
(5l =18}, * 25— I {fO0.6s, + 8,) + M6 } .|yt

k=0 Ol 2578
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on 1'indice T signifie troncature,

B -
(§)A est donné par (4.16).

CALCUL DES BNRNES

On trouve les mémes bornes que celles pour l'algorithme de
Cooley et Tukey. Flles sont des généralisations de celles propo-

sées par Kaneko et Liu ( [7], expressions (18) et (13) ).



1 R 17

b .y CAS PARTICULIERS

Dans ce paracraphe, on détermine des expressions pour le
rapport bruit 3 sienal lorsaue le sienal d'entrée de la Trans-

formée de Fourier Papide est un bruit blanc tel que

E{x(n)} = 0
Efx(n).x*(m} = Ng si n=m
0 sinon. (4.18)
on x*(m) est le nombre comnlexe conjupgué de x(m).

Dans les expressions du rapport bruit 3 signal, les valeurs

? ~ ~ ~ .
lx(n)l2 et |v(x)|“ sont 3 remplacer par leurs espérances, 3 savoir

NO et NJO

On analvse les algorithmes de Coolev et Tukey et ceux de

Sande et Tukev quand N = P [17] et quand N = r, . 7,
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A CAS DE L'APRONDT

Nn peut interopréter les expressions (4.8) et (4.16) en

tenant compte de (4.18). Tn obhtient dans les deux cas

B Ai + Ai N-1
(E)A = MAZ 4 Yy f(n)
‘ N n=q
A% + A2 N-1 M-2
= 2
= ‘4A+ + z n.
N n=1 i=1
A2 + A2
= Ma2 4 (M=2)2" 1
N
1 IM-2 2 M=2 2
= . A2 + 5 A2

Cenendant, cette expression ne tient compte des multiplica-
tions sans erreur au'’d deux étapes de 1l'alsorithme, alors qu'il
v en a 3 chaaue 4tane. Ce fait n'a pas pu s'utiliser dans 1'étude
nprécédente vu que les valeurs intermédiaires xm(.) étaient incon-

nues: mais dans le cas particulier (4.18), on sait que

27 _ ,m
F{\xm(.)l | =3 Ng -

En apnligquant directement la proposition 4.1 3 1l'algorithme

de Cooley et Tukev, on obtient

2 2 A
A++Ax

"4

P - o
oMM (noy, 2™y M1y

2 m
N
, ‘VO

R
(")A = MAi *

nos-

2
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ol 1'indice A sienifie arrondi,
MAi est la contribution des erreurs d'addition,

Ai + Ai est la variance d'une erreur de multiplication,

M-m

2 est le facteur de propagation de la proposition u.1,‘
Mo
y,2 M est le nombre de multiplications par +1 et +j a ’
1'étape m,
m=-1 s
2 N est la variance de x € o e
0 m=-1

Tenant comnte du fait que

5 1 +1

] 20 = 2P70a (4.19)
1=0

1'exnression ci-dessus devient

R IM- 7 5 M-3
PR LB S P .

2 2
: 5 5 %t } A2 (4.20)

Fn appliauant directement la proposition 4.1 3 1'algorithme

de Sande et Tukey, on obtient

AZ + A2 M-2
X

B . + M-m (N m-1 m
(5), = w42 + —— K- J 277 {3 ~ 2.27 7} 27N,
N? N m=1
0
ol 1'indice A signifie arrondi,
MAi est 1a contribution des erreurs d'addition,

Ai + Ai est la variance d'une erreue de multiplication,

M- . § g

g est le facteur de propagation de la proposition 4.1,

?.?m"1 est le nombre de multinlications par +1 et +3i 3
1'4tane m,

m

2N est la variance de xm(.) .
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Tenant compte de (4.19), cette expression se réduit 3 (4.20).
Les deux alsorithmes de la Transformée de Fourier Rapide
admettent donc le méme rapport bruit 3 signal (4.20) dans le cas

d'arrondi et pour le probléme particulier (4.18)

B CAS DE LA TRONCATURE

Dans ce cas, il faut encore ajouter les effets des espérances
des erreurs. Pour ce faire, on reprend les expressions (4.11) et
(4.17) ol cette fois-ci, (g)A est la valeur donnée en (4.20).

En remplagant |x(.)!2 et Iv(.)|2 par N, et NN, , on obtient
pour chacune des deux expressions

B, = D, + 21 (rm.ce, + 8 + M8}

ol l'indice T signifie troncature,

f(n) est donné en (4,9).

En développant cette derniére expression, on a

Byl _ (B 1 2 ' 2 2.2
Gz Baty LZO {£(n)} ].(a+ + 607 + M8l
+ (M—2)M6+(6+ + ax)
N-1 5 N-1 [ M-2 2
Comme ] Aftm)}: = 8§ I n_
n=0 n=0 | m=1 i
M_2
] a1 2
= 4, X CM—Z‘l
n=0

b, (M=1). (M=2).2 %,
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1l'expression devient

2

B B M 2 2
(B)e = @ *+ § 196, + 8, + 6835}
M 2 2
- g {38, + 118, + 1us 8}
1 2
+ 5 W{s, + 8] (4.21)

/

Q

1'indice T signifie troncature,

(%)A est donné en (4.20).

En cas de troncature, les deux algorithmes de la Transformée
de Fourier Rapide admettent donc aussi la méme expression (4.21)

du rapport bruit 3 signal pour le probléme particulier (4.18).

Les expressions (4.20) et (4.21) sont des généralisations
d'expressions pronosées pour le rapport bruit i signal par Kaneko
et Liu [7], expressions (22) et (2u),

[9], expressions (14) et (15).
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4.4,2 N = rM , * auelconque

On détermine ici des expressions pour le rapport bruit 3
signal dans le cas d'arrondi pour le probléme particulier (4.18)
Le cas de la troncature est nettement plus compliqué et ne sera
pas traité.

Tout d'abord, on peut énoncer une propriété commune aux

deux algorithmes définis respectivement en (1.22) et en (1.24).

Provosition 4.5

. . P ~ M-m - 2
UIne erreur introduite a 1'étape m se propage a r éléments

du résultat. La variance de 1l'erreur du résultat est égale, en

M
=T . - -~ . ~
chacun des r #léments affectés, 3 la variance de 1l'erreur i

1'étape m.
La démonstration est semblable 3 celle de la proposition 4.1.
; 2 m
On constate d'autre part que E{lxm(.)l b = r N

A ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

Le calcul du 1'°™® bloc 3 1'étape m peut se faire en "papil-

lons'". Par exemple, dans le cas oud r=3, on a
xm(13m+q')

1

- LU m, sm-= ' . ¢ Al
= xm_1(13 +q') + xm_1(13 +3 +q').exp(-92nq'/3")

+ Xm_1(13m+2.3m-1+n').exp(—i?n.2q'/3m)
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xm(13m+3m-1+q')

= xm_1(13m+q')

m=-1

+ xm_1(13m+3 +q').exp(-j?nq'/3m).exp(-j?w/B)

+x_,(13M2.3" g 1) Lexp(-§27.2q"/3™) Lexp(~i27.2/3)

m=-1

x 1€13™+9., 3 +a')
m

= x_,(13"+q")

1

+ xm_1(13m+3m— +q').exp(-j?nq'/3m).exp(-j2w.2/3)

+ xm_1(13m+2.3m_1+q').exp(-ij.Zq'/3m).exp(-j?w.u/S)

q' = z }(i3l—1 (4.22)

i=1

Les expressions (4.22) sont illustrées d la figure 16.

% . (F)
m

x_(g)
m

x_(h)
m

Fipure 16. '"Papillon" de la Transformée de Fourier Rapide

M m

pour N=3'§ (DIT). f =,18%q"

W = exp(—jan'/3m) g = 13m+3m-1+q,

V = exp(=j2n/3) h = 13m+2.3m_1+q'
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Fn prenant les notations de la figure 16, en introduisant
les erreurs selon (4.4) et en négligeant les effets de second

ordre, les expressions (4.22) deviennent

xg (£) = x (f) Xooq (F)elay + o)) + x (@) W.(By + ay + o)

m

2
- xm_l(h).w .(Ru + au)

x1(g) = x (@) = x ,(£).Ca, * ag) + x_ _,(g).WV.(B) + ay + af)

2

2
W
+ xm_l(h).A V& edCRr " # )

5 5

2
' & .
xm(h) xm(h) = xm_l(f).(a3 + aG) + xm_1<g).wv .(33 + oq + a6)
2.4
+ xm_l(h).w Y .(86 + ae),
ol les . sont les erreurs complexes d'addition,

les Bs sont les erreurs complexes de multiplication.
La contribution des erreurs d'addition au rapport bruit 3

signal vaut

1 Lt ¥ M-m m-1
- - 2
) L §r T.r.r Nges(ng_ .40 .85
2 n=0 m=l
N®.N
0
~ M-m .
ou r est le facteur de propagation de 1l'erreur (prop. 4.5),
r est le nombre de termes influencant 1l'erreur sur un
élément 3 1'étape m,
m-1 i
r N, est la variance de x Gs)s
0 m-1
s(ni) = r-1 si n; = 0
r-n, si n, # 0
i i

Ai est la variance d'une erreur d'addition.
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(r+2) 2
7 A%

On a donc g (r-1)

Z) =
([N B4

m=1

La contribution des erreurs de multiplication au rapport

bruit 3 signal vaut

M
M- - -
: D S | 1NO.(r-l).(N—rM m).(Ai + 42)
it L
a1
M-m g
ol r est le facteur de propagation de 1l'erreur de la
proposition 4.5,
m-1 :
r "Ny est la variance de xm-l(')’
(r-1) est le nombre de termes influengcant 1l'erreur sur
un élément 3 1'étape m,
M- , 5 5
(N-r ™) est le nombre de facteurs multiplicatifs non

- ~

égaux 3 1 3 1'étape m,

(Ai + Ai) est la variance d'une erreur de multiplication.
" M > ”
. e o =m 2 2
On a donc : N Z —— (N-r ). (A2 + AZ).

En sommant ces contributions, on obtient finalement, dans le

cas de l'algorithme de Cooley et Tukev, le rapport bruit 3 signal

B Ai 1 Ai r?43p-4 1

(§)A 2 [(r-1)M - 1 4+ W} + - { = N=1%g |
(4.23)

Remarque

z P

Cette expression n'est pas une généralisation de (4.20). On

n'a en effet pas tenu compte des multiplications par -1 et +7j.




B

en

X
m

X
m

X
m

1'
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ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY
Le calcul d'un bloc 3 1'étape m peut également se faire
"papillons". Par exemnle, dans le cas ou r=3, on a
(1,3M-m+1+0)
Mo M- -
= xm_1(1'3 m'+1+c1) + xm_1(1'3' m+1+3M m+q)
* Xa2q(1'3 +283 +q)
G ot 7 P
Mo - -
=[xm_1(1'3 ") o+ x _1(1'3M mtl M M) exp(~§27/3)
. xm_l(l'BM—m+1+2.3M-m+q).exu(—i2ﬂ.2/3) ]
x exp(—ﬁ2n0/3M-m+1)
Ma =
DS et S Ll
A M-m+1 M-m+1, M-m [
_[xm_l(l'B +a) + x__,(1'3 +3 +q).exp(-j2m.2/3)
Ma Ma
$ Bt )3 LR m+q).ex0(-"12n.l+/3)]
x exn(-i?nn.2/3M-m+1)
m=-1 3
- z ¥ 3m-1-1
i=1
M-m ‘1
» ) ne3t™ (4.24)
i=1

Les expressions (4.24) sont illustrées a la figure 17.
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X (6) > x (£)
xm_l(q) ;: xm(g)
vm-l(h) ;2 xm(h)

Ficure 17."Panillon" de la Transformée de Fourier Rapide

pour N=3' (DIF). £ u LMWL,

. . " M-
W = exp(=j2rq/3 ™1 TR ™
v = exp(=i2n/3) TR RE e e N L

En prenant les notations de la figure 17, en introduisant
les erreurs selon (4.4) et en néegligeant les effets de second

ordre, les expressions (4.24) deviennent

"

x%(f) - xm(f) Xm—l(f)'(al + a2) + xm_l(y{).(a1 + a2)

+ xo_4(h).a,

m
' . i .
xm(v) xm(p) = .xm_l(f).(ﬁl + oy 4 au) + xm_l(g).V.(B1 + 82 + ag
2
tay) +x 4 (M)VEL(R, + By 4 au)} x W
‘ 2
' -
xm(h) - xm(h) = [xm_l(F).(Ru +oag + a6) + xm_l(q).v .(Bu + 85 + ag
fa) +x L ().vtee, + 8. 4 a )| x WP
6 m-1""170 0 Py 6 6
ou les o, correspondent 3 des erreurs d'addition,

les B correspondent i des erreurs de multiplication.
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On constate aue la contribution des erreurs d'addition est
la méme que pour l'algorithme de Cooley et Tukey.
Par contre, la contribution des erreurs de multiplication

par les facteurs de type V au rapport bruit 3 signal vaut

M
M- L =
et Wl D S 1NO.(Ai + Ai).(r-l)QrM .
2 m=1
N .N0
~ V—m .
ol r est le facteur de propagation de 1l'erreur,
Py est la variance de x (.),
0 m-1
Ai + Ai est la variance d'une erreur de multiplication,
(1‘*-1)217*1\4—1 est le nombre de multiplications par un facteur

de tvpe V, 3 chaque étape.

La contribution des erreurs de multiplication par les fac-

teurs de tvpe W au raoport bruit 3 signal vaut

- E rMnm.rmNo.(Ai + Ai).(r—l)r-l(N—rm)
NQ.NO il
ol rM_m est le facteur de propagation de 1l'erreur,
rmNO est la variance des éléments du tableau inter-
médiaire, avant qu'ils ne soient multipliés
par un facteur de type W a 1'étape m,
(r—l)r_l(ﬂ—rm) est le nombre de multiplications par un fac-

teur de tvpe W, non égal a 1, 3 1'étape m,

(Ai + Ai) est la variance d'une erreur de multiplication
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Fn sommant toutes ces différentes contributions, on
obtient finalement, dans le cas de l'algorithme de Sande et
Tukey, le rapport bruit 3 signal

1
2 N x

2
(2)A=[MQM_1+ A2
h g

M -1 *er A2 (4.25)

[ r3+5r2-8r+2
: ?

2r

Pemarque

Cette expression n'est pas une généralisation de (4.20) car,
comme dans le cas de 1'algorithme de Cooley et Tukey, on n'a pas

tenu compte des multiplications par -1 et #*7j.
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On détermine ici des expressions pour le rapport bruit 3
signal dans le cas d'arrondi pour le probléme particulier (4.18).
L'étude est semblable 3 celle des paragraphes précédents : elle
est basée sur 1'idée de Tran-Thong et Bede Liu [17], mais n'a
encore jamais été publiée.

On peut tout d'abord énoncer une propriété commune aux

deux algorithmes dAfinis respectivement en (1.28) et en (1.29).

Proposition 4.6

Une erreur introduite 3 1l'étape 1 se propage a r, éléments
du résultat. La variance de 1l'erreur du résultat est égale, en

chacun des r, éléments affectés, 3 la variance de l'erreur 3J

2

1'étape 1.

La démonstration est semblable 3 celle de la proposition 4.1.

On constate d'autre part que E{lxl(.)lz} = r1N0 .

A ALGORITHME DE CNOLEY ET TUKEY

On peut interpréter 1l'algorithme (1.28) comme suit
- 1'étape 1 consiste 3 calculer r, transformées de Fourier dis-
crétes de ry éléments chacune,

- 1'étape 2 consiste a calculer r, "quasi-transformées de Fourier

1

discrotes" de r, éléments chacune, c'est-id-dire a

2




effectuer des sommations pondérées de

r
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2 termes,

comme pour une Transformée de Tourier Discréte, mais

ou les facteurs de poids ont été modifiés.

Fn introduisant les erreurs d'addition 3 la maniére de (L.U4)

et en négligeant les effets de second ordre, la contribution des

erreurs d'addition introduites 3 1'étame 1 au rapport bruit 3

signal vaut

r,-1
1 : 2
5 ry.A2.ry. 2 s,(n,) T, N
N°N n, =0
0 ) i
ofl r, est le nombre de transformées effectuées d 1'étape 1,
Ai est 1a variance d'une erreur d'addition,
si(nz) = By = 1 si n,=0
r, - n, sinon,
r, est le nombre de termes influengant 1l'erreur sur un
élément 3 1'étapne 1,
T, est le facteur de pronagation de l'erreur de la propo-
sition 4.6,
”0 est la variance de xo(.).

De maniére semblable, la contribution des erreurs d'addition

introduites 3 1'étape 2 vaut

r.-1
: 2
= ryA3.T,. Z sz(nl) .r4Ng
NN n,=0
0 < gl
on r, est le nombhre de "auasi-transformées"

1'é&tane 2,

effectuées a
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Ai est la variance d'une erreur d'addition,
s2(nl) = Py = X si n1=0
r, T Ny sinon,
r, est le nombre de termes influengant 1l'erreur sur un

M\

lément 3 1'étape 2,

(.).

PlNO est la variance de X4

D'autre nart, en introduisant les erreurs de multiplication
d la maniére de (4.4) et en néglipgeant les effets de second ordre,
la contribution des erreurs de multiplication introduites 3 1'éta-

pe 1 vaut

1 2 2 ) - 2
—§7§—— (A++Ax)..10.r2.r'2(r*1 1)
e
ol Ai+A§ est la variance d'une erreur de multiplication,
N est la variance de xo(.),
r, est le facteur de propasation de l'erreur 3 1'éta-

pe 1,
r2(r1-1)2 est le nombre de multiplications par des facteurs

non éraux 4 1, 3 1'étape 1.

La contribution des erreurs de multipnlication introduites a

1'étane 2 vaut

— g r,N . (A2442). (r,=1) (N-1)
N NO )

on P1N0 est la variance de x,(.),

1
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A3+Ai est la variance d'une erreur de multiplication,
(rz-l)(N—l) est le nombre de multiplications par des facteurs

non égaux a 1, a 1'étape 2.

Fn sommant ces différentes contributions, on obtient finale-
ment, dans le cas de 1'alporithme de Cooley et Tukey, le rapport

bruit 3 signal pour le probléme particulier (4.18)

(%)A = Ai.[ Zl:EZ:E - %.(3r2+2r1+1) + %7.(rg+r1)
+ Ai.[ 2 - %.(2r2+r1+1) + if.(r§+r1) ] (4.26)
Remarque_
Cette expression est une généralisation de (4.23), c'est-a-
dire que 1l'expression (4.26), prise avec By B.Py'E T 5 R réduit

ad (4,23) ot M = 2.

B ALGNRITHMF NF SANDE ET TUKEY

L'algorithme (1.29) peut s'interpréter comme suit
- 1'étape 1 consiste 3 calculer r, transformées de Fourier discre-
tes de ry éléments chacune, puis d multiplier ces va-
leurs nar des coéfficients complexes de module unité,
- 1'étapve 2 consiste a calculer r, transformées de Fourier discre-

tes de r, éléments chacune.
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La contribution des erreurs d'addition au rapport bruit i
signal est la méme que dans le cas de l'algorithme de Cooley et
Tukey.

Par contre, en négliseant les effets de second ordre, la
contribution des erreurs de multiplication 3 1'étape 1 au rapport

bruit 3 signal vaut

3 (AX+A;).P?.[N0.P2(P1-1) +N0r1.(N-r1)——————-]
N™N g r
0 1
on Ai+Ai est la variance d'une erreur de multiplication,

r, est le facteur de propagation de 1l'erreur 3
1'étape 1,

Ny est la variance de xo(.),

r‘z(rl-l)2 est le nombre de facteurs multiplicatifs non
épaux 3 1, dans les transformées 3 1'étape 1,

Ngry est la variance des éléments aprés les trans-
formées de 1'étape 1,

(rl-i)
(N-ri) est le nombre de facteurs multiplicatifs non
r
1

Adpaux 3 1, intervenant aprés les transformées

de 1'étane 1.

Si on nérlire les effets de second ordre, la contribution

des erreurs de multiplication introduites i 1'é&tape 2 vaut

1

2

(A3+Ai).v1(r2—1)2.N r
N \]O

01
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7/

ol A§+Ai est la variance d'une erreur de multiplication,
rl(r2-1)2 est le nombre de facteurs multiplicatifs non
doaux 3 1, 3 1'étape 2,

x .
Jorl est la variance de xl(.).

En sommant ces différentes contributions, on obtient finale-
ment, dans le cas de 1'alrgorithme de Sande et Tukey, le rapport

bruit § signal pour le probléme particulier (4.18)

r,+r,+8
By o b PEFTFRTSL g Lan e 1 o O
(§)A = A+.[ . ﬁ.(ur1+up2 1) + NZ.(r1+r2)
2 e _ i 2 2
+ Ax.[ 3 N.(3r1+3r2 1) + Nz.(P1+P2) {4,279
Pemargue_
Cette expression est une e¢énéralisation de (4.25), c'est-a-
dire aue 1l'expression (4.27), évaluée avec ry ¥ Py & P, se ré-

duit 3 (4.25) ot M = 2,




RE SULTATS

N M ERITQUES




132

5 .1 RESULTATS NUMERIQUES POUR LA VIRGULE FIXE

- - - . - e e WD S WS e G R S e S G e e - G P W e - -

Les sous-programmes qui permettent d'effectuer les
différentes opérations en utilisant une arithmétique en virgule
fixe ont été écrits en ASSEMBLER.

L'idée de base est d'utiliser l'arithmétique en virgule flottante
de l'ordinateur Siemens 4004. La longueur double a été choisie.
Chaque nombre est représenté en "signe et grandeur" par une suite
de 16 chiffres hexadécimaux.: les deux premiers sont réservés au
signe et 3 la caractéristique, les 14 suivants & la mantisse.

Comme chaque chiffre hexadécimal est composé de 4 bits, il est aisé
d'adapter cette représentation; en annulant la caractéristique; la
mantisse coupée au nombre de bits désiré, traduit un nombre binaire
avec virgule fixe. Par exemple, le nombre 0.1010111 est traduit par
4LOADO0O0O000000000. Le passage de la représentation en virgule flot-
tante 3 la représentation en virgule fixe n'est possible que si le
nombre est compris entre -1 et +1. Par exemple, pour une longueur
de (1+7) bits, COAFBE643F124C devient COADOOO0OO0000000 qui traduit
-0 .£010111,

La multiplication introduit une contrainte sur la taille maximale
des nombres. Chacun d'eux pourrait étre traduit par une suite de
56 bits. Toutefois, on se limite & 36 bits pour des raisons
techniques. Le produit de deux nombres de 36 bits, x et y, est
effectué en deux étapes.

En effet, le produit de x par y est formé de 72 bits qui ne peuvent
étre contenus dans une seule mantisse. On décompose y en Yq formé
des 20 premiers bits de y et en Yy formé des 16 derniers.

Le produit de x par . compte 56 bits et peut étre contenu dans une
premiére mantisse. Le produit de x par y, compte 42 bits et peut
étre contenu dans une seconde mantisse dont la caractéristique re-
tient un facteur 2_20. Tous les bits du produit de x par y peuvent
ainsi étre retrouvés et le résultat est évalué et arrondi correcte-
ment : s'il est situé exactement entre deux nombres de la longueur

choisie, t, il est de la forme O.bl....btlo....O; le résultat arron-
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. -t . _ . _
di est O’bl"'bt + 2 si bt = 1 et O'bl"'bt si bt =0

A cause de la représentation en "signe et grandeur" le modéle
statistique doit étre légérement modifié. Aprés un déplacement,
l'arrondi est utilisé au lieu de la troncature. Par (2.10b) on

~2%t,q,

obtient une erreur de moyenne nulle et de variance égale a 2
Pour la troncature, 1l'erreur dépend du signe des nombres, comme
l'indiquent les relations (2.3) et (2.4). Si le signal de départ
est distribué de maniére uniforme, on suppose nulle la moyenne de
l'erreur de troncature. De cette maniére, les relations (3.6) et
( 3.26) des algorithmes de Cooley et Tukey et de Sande et Tukey,
sont valables pour 1l'arrondi et la troncature sans déplacement.
Dans 1'hypothése d'un déplacement a& chaque étape, les relations
(3.21) et (3.34) de ces deux algorithmes deviennent respectivement

2—2t 3

[ (1/% + a/6). N> - (1/4 + a/3)M) . N% ] (5 1)

2

et 272 [ (174 + a/72).N% - (174 + o/12) N? 4+ (a/9).N ](5.2)

Elles sont également valables pour l'arrondi et la troncature.
Chacun des résultats présentés sont obtenus 3 partir de 50 signaux
complexes dont les parties réelles et imaginaires sont des nombres
aléatoires distribués uniformément dans 1'intervalle =-1/v2, + 1/V/2
La plupart de ces 50 estimations est proche des valeurs théoriques,
quelques unes s'en écartent assez fort. Le total des carrés des
erreurs ainsi que les valeurs prédites par la théorie sont indiqués
d la fig.18 pour l'algorithme de Cooley et Tukey et d la fig.19
pour 1l'algorithme de Sande et Tukey. La longueur des nombres a été
fixée 3@ 15 bits, non compris le bit de signe; des résultats sembla-
bles ont été obtenus avec des longueurs différentes. Le coefficient
a est égal a u.
Le tableau 1 présente les différents résultats obtenus pour 1l'algo-
rithme de Cooley et Tukey avec N = 16.
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ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY
2
! E [let»]?]
théorique expérimentale
. P -8 -8
Arrondi sans déplacement 0.869.10 0.934.10
Troncature sans dépla- 0.869.10-8 0.257.10—8
cement
Arrondi avec déplacement 0.184.107° 0.456.107°
r _5 _5
Troncature sans dépla- 0.184,10 0. 884 +10
cement
Tableau 1.
Remarques

Les relations (3.6) et (3.26), (5.1) et (5.2), ainsi que
les fig.18 et 19 montrent que les erreurs numériques produites par
l'algorithme de Cooley et Tukey sont inférieures 3 celles produites
par l'algorithme de Sande et Tukey s'il n'y a pas de déplacement.

Par contre, s'il y en a un a8 chaque étape la situation est renversée.
Cela s'explique par le fait que les multiplications sans erreur

sont concentrées au début de l'algorithme de Cooley et Tykey et a la
fin de 1'algorithme de Sande et Tukey. Sans déplacement le facteur
de propagation de la proposition 3.1 est plus important pour les

premiéres étapes que pour les derniéres.
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Dans 1'hypothése d'un déplacement 3 chaque étape, ce facteur o Me

est multiplié par 22m et devient plus important dans les derniéres
étapes.

Le tableau 1 indique que pour la troncature, les estimations sont
moins bonnes. Cela s'explique par 1l'hypothése supplémentaire de la
page 133 . Si les nombres ne sont pas distribués de maniére tout-3-
fait uniforme, la moyenne de l'erreur n'est pas nulle, ce qui altére

les résultats expérimentaux.
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ALGORTTHME DE COOLEY ET TUKLY

o estimation théorique sans déplacement

Z !e(p‘|2 - estimation théorique avec déplacement
Résultats expérimentaux
o arrondi sans déplacement
+ troncature sans déplacement
- arrondi avec déplacement
X troncature avec déplacement
1
' + M
0
19~

Fig. 18

-l
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ALGORITHME DE SANDE ET TUKEY

T estimation théorique sans déplacement
2
I lem]| estimation théorique avec déplacement
Résultats expérimentaux
arrondi sans déplacement
troncature sans déplacement
arrondi avec déplacement
troncature avec déplacement
. ; 3 5 : 7 ) 9
2 l 2 8 d >N
1071 |
10772
1073
107"
107>
1078 |
1077
10™%]
1079}

Pig. 19




ANNEXE

Programmes et sous=programmes FORTRAN
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PRCGRAM FFTA LN

Ct PROGRAMME ST DLSTINE A COMPARER LLS RESULTATS pE
TRAN=-THONG ET LIU AVEC LE TOTAL PU CARRE DES ERREURS
ORTENUFS EXPERIMENTALEMENT,

TARLE DLCS VARIALLES

3 3ok A 3k Ak ol ok a3k % oK oK K X 3k

NG M TYPE ROLL

X1 (Ct5) SIGNAL D'ENTREE CuMPLEXE QUI EST
TRANSFORME PAR Lbt SQUS=PROGRAMME
FFTDIT POUR OBTcNIR LES RESULTATS
SUPPOSES EXACTS.

X2 (C1A) SIGNAL D'ENTREE CCOMPLEXE QU1 EST

: TRANSFORME PAR Lt SOUS=-FROGRAMME

GITRIN FT CONTILNT ENSUITE
LFS EKRREURS NUMERIGQUES

Y1 RA SOMME DFS CARRES ULS RESULTATS
y? R8 SOMMFE DES CAKRFS DLS ERREURS
NSE R R RAPPCORT pu ®KUIT AU SIGNAL
LTUL kA SCMMFE THEORIGUE DL S CARRES DES ERRFURS
Rap R RAPPORT THEORIQUE DU 3RUIT AU SIGNAL
N 14 NOMHBRE DY'ECHANTILLONS DE LA TFR
RIT 14 LONGUFUR DES NOM3KRES TKAITES PAR
L*ARITHMET 1QUE £ VIRGULE FIXE
MCDF T4 MODE D'ARRONDI QU UE TRUNCATUREL
1SKIFE 14 VAUT 1 S'TL Y A UN DEPLACEMENT
4 CHAQUE ETAPE LT O SINON
Y 14 NOMBRE D°FTAGFS LE LA TFR
JERPR 14 DEVIENT DIFFERENT DE O SI

UNE ERREUR EST WETECTEL

COMPLEX*14 X j(10&4) ,X2(1024),T
REAL*3 Y1,Y2_NsR,S

REAL*2 DFLT, Iu,V

REALXR RAF

INTEGER RIT,LIT1,81T2,0VFY,0VF2
LECTURE ET IMPRLESSIUN DFS pPONNEES
READ 20,TX1,ixe

READ 72,MQODE

REaD 72, ,RIT

REAG 28 ,K.,d,1P

PRINT 80

IF(MODE,FQ.10) PRINT 81
IF(MONEEQ,15) PRINT 82

PRPINT R26,21IT

RFAD 7?2 ,1SHI¢

TRCYSHIEY ¥5,22,2%

PRINT R3

IDIST=10




vyt »n
C- NG -

517
5&
59
&0
61
62
&%
ab
65
50
&7

59
70

[

73
74
75
76
el
rac
79
w0
31
32
833
34
30
¥4
Ba
39
90
921
22
935
()I'
95
96
97
9
99
100

-
<«

ad ) I PR,

- O ea

25

N G

=~

(&3

GOTO 1R
PRINT %4
IDIST=0
CaLL INIT(IT, HCOL)
DO 23 M=K_,J, P
NUMT T=0
A= 7 kM
PRINT 35 ,N
CALCUL DE L'EVALUATION THEGRIQUE
V=2,.000%CFLOAT(ILIT)
DELT=2.000%%*y
TECISHIEY 15.,:55.,26
SANS DFPLACEMENT
LTIU=(N(N/ A =ii+e/3)/(R%HDELT)
GOTG 27
AVEC DEFLACEMENT
LTU=CTIRN** 3= (3+ To*¥M)ENAN) / (12%DELT)
PRINT 27,LI1U
P65 SIGNAUX DLFFLRLKTS SONT TRAITES [ANS CHAQUE CAS
NUMTT=NUMIT+ |}
TA(NUMITLGTLL5) GUTU 23
PRINT RO,NUMIT
INITIALISATICN vU SLGNAL D*ENTREF
Do 0 1=1,M
CALL RANDCM(LX1,Y1, N, IDIST)
CALL RANDCMCIXZ, Y2 N,IDIST)
v=1.000
IFCISHIF . FQ.0) V=V/DFLOAT(N)
S=Y1#%T +Ykok
IF(DSGRT(S).CL.V) GUTO 15
T=DCMPLXCY1,Y2)
CALL FNTERC(T,X1(¢i),31T1,8IT2,0VF1,0VF2)
IFCCOVFT NEL.O) sOKC(OVF2.NEQ)) GCTO 11
X206y =%1.01)
CONTINUE
CALCUL DES RESULTATS SUPPOSES CORRECTS
CALL FFTRAIT(X1,M)
CALCUL pES RESULTATS PAR L'ARITHMETIGUL EN VIRGULE FIXE
CALL DITHINCX2,M,IERR,ISHIF,31T, MODE)
IF(IERR . NE.D) GCTU 14
CORRFCTION PtS RESULTATS QUAND IL Y A EU DES DEPLACEMENTS
I1FC(ISHIF.EQ.O) GOTC 16
no 16 I=1,N
Y1=DREAL(X2(1)) %N
Y2Z=DIMAG(XZ (1)) %N
X2(1)=bCMPLX(Y{,Y2)
CONTINUE
CALCUL FT 1IMPRKESSiUN DES RESULTATS EXPERIMENTAUX
Y1=0.200
Y2=0,000

150
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105
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107
1na
109
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NP~ C Ok~NO
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137
138
139
140
141
142
143

c o o
ANV e

o
<

S0
91

13

141

po *? 1=1,N

X2(I)=X2(I)=-£7(1)

YI=Y P +COBRS (X (L)) *x?

Y2=Y2+CDABS(AI(L)) *%2

CONTINUE

NSR=Y2/Y?

V=Y2=«LIU

RAP=LIU/ Y

S=NSR=-KAP

PRINT &8,Y1,Y.2,V,haF,NSR,S

GOTOC 14

IMPRESSION nLS MLSSAGES D'ERREUR

PRINT 90,1

CoTu 14

PRINT 91,1

CONTIMUE

GOTO 17

FORMAT(3T5)

FORMAT(21?)

FORMATCiHT,62X, *ERKEURS NUMERIGUES EANS LA T.F.R.',

CebZ DX, 33C 2 )) .50 XY, PR L A%, "% °,
C'MCOF DF DRISCRETISATION :*)

FORMATCIX, %' ,10X, "TRCNCATURE, /,1X, **")

FORMATCIX, ">", jOX, *"ARRONDI ALEATOIRE',/,1Xx,"'*")

FORMATC/IX,2(/1X,'%%) ,*TRAITEMENT SAMNS CEPLACEMENT®,/1x,'*"*)

FORMATC/ZIX,2(/ 11X, %%)," TRAITEMENT AVEC DEPLACEMENT®,/1X,'*")

FORMAT(/1Xx,2C/ 81X, " **), "NOMBRE D **ECHANTILLONS®,14,/1X,'**)

FORMATC(/IX,2C/ X, %), "LONGUEUK DES NOMGRES :°',I3,

C* BITS*,/1x,'*")

FORMAT(//X,2(/4X, "**),"PUISSANCE THEORIQUE DU BRUIT®,
CDRO.16,/71%X," %)

FORMATC(//1X ,"PUISSANCE DU SIGNAL :',032.16,/71x,
C*PUISSANCE iU SRUIT :°,D34.16,10X%, *DI1FFLRENCE :°',
CP30.16,/71%X, "RAPPCRT BRUIT/SIGNAL :*,/%5X,

C*'THEORIQUE :',p33.15,/5x,"KEEL :*,D30.%6,39x,
C'DIFFERENCE',5.50.106)

FORMAT(S5(/ ,1X) ,*DCNNEES NUMEROQ*,14,/,1X,14(*%"))

FORMAT(5(/,1x),*OVERKFLOW DE FNTFRC PUUR L**INDICE"®,I5)

FORMAT(5(/,1x),"LE MODULE DU *,14,'-tME EL&MENT EST > Ou

STCP

EMp

1%
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SUBROQUTINFE D .TuiN(X,M,JFERR,1SH1F,RIT, MCDE)

CF SOUS=-PRCGRAMME EST DESTINE A CALCULER LA TFRK
PAR LYARITHMLTIQUE EN VIRGULE FIXE

TARLF BES VAIRLInGLLS
R o %o ok Qe ok K o k ROk B Kok K

NG TYFF ROLE
X (Cté) SIGNAL C'ENTREE ET RESULTATS DE LA TFR
U, C1s COFFFICIENTS MULTIPLICATIFS
N 14 NOM3RES P'ECHANTILLGNS DE LA TFR
M 14 NOMERF O'FTAGES DE LA TFK
ISHYF 14 VAUT 1 S*'IL Y A UN DEPLACCMENT
A CHAGQUF ETAPF ET O SINON
MOGFE T4 MODE D'ARRONDPI CU vk TRONCATURE
81T 14 LONGUFLR BES NUMSKES TRKAITES PAR

L*ARITHMETIGUE LN VIRGULE FIXE

ComMpPLEX®16 X(1),uU,w,T,S

REAL*3 X1,X2,V,KRi,K2,EPS
REAL*8 PI ARY| ,ARCZ

INTFGFFR BIT,sIT],81T2,0VF1,0V#2
EpS=1.0-13

N=2%%M

PI=4  DOXDATANC . 20)

INVEKSTION DU 5iGNAL D'ENTREE
CALL INVRINCX,N)

CALCUL DrS FTAGES LE LA TFR

DO 30 L=1,M

EXECUTION P55 DLFLACEMENTS
IFCISHIFLEG,0) ¢CTu 12

TERR==1

V=0.5P00

MOGESH=16

CAaLL INIT(&I7,MOLLSH)

pC 16 K=1 N

X1=pREAL(X(K))

X2=DIMAG (X (K))

CALL PRODUICKT,V,RT1,R8201,0VF1)
cALL PPODUI(X2,Vv,R<,ARD2,0VF2)
IFC(OVF1.NE_O) ,OR. (OVF2.NF,.0)) GOTC 11
X(k)=DCMPLX(R1,R2)

CONTINUF

LE=2%%|

LE1=LEF/?

u=(1.00,0.00)
W=0CMPLX(DCCS(PL/uFLOBAT(LET)) , =DSINCPL/UFLUAT(LLT)))
CALCUL DES “"PAPLLLUNS™

00 20 J4=1,LF !
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70
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75
70
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79
30
s
32
83
34
35
3¢
37
53
a9
20
91
9¢
93

17
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35

36

0C¢c 10 1=J_N,LE

IP=I+LF1

IERR=0

CALL PROCPL(XCLIP),v,T,ARDT ,ARO2,GVF1, 0VFL,EPS)
IFCCOVFTANELO) JURLCOVF2.NFL0)) GCTO 1& ‘
T=-T

1ERG=1

CALL ADDBCPL(ACLE) ,T, XCIF),0VF1,0VE2)
TFCC(OVFTaNF «0) eOR(UVE2.NF D)) GOTC 12
==7

IERR =2

CaLtL AcpCPL(x(1),T,3,0VF1,CVF2)
TF(C(OVFT1uNF «0) eURL(UVF2.NE,O)) G0OTO 102
X(1)=§

CONTINUE

U=U*W

REINITIALISATIUN pES COFFFICIENTS MULTIPLICATIFS

RI1=0REAL (L)

R2=NIMAG (L)

I1F(R2,GT.EFS) uwguTy 17

IF(RYT LT.0.000) R}==R1

R4=1,100

R?2=0,0p00

IF(R1.GT.EFS) GuTyu 20

R1=N.0N0D0O

R2=1,000

IF(R2.LT.0.D00) Rc==R2

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

JERR=1%

PRINT &5

PRINT &7 ,K,TEKR

RETURN

JFRR=?

PRINT 85

PRINT #5,L,1¢,1,1ERR

RETURN

143

FORMAT(S5C(/ ,1X) ,0("$")," OVFRFLCW CANS LEITBIN L, 6(*'$*)//)

FORMAT (11X ,'ETAPE NUMFRO *,T14,10X,

CYELEMENT NUMERG *,14,4X,14,10X,*1ERR = v _14/)

FORMATCIX, "ELEMENT NUMERO *,714,10X,'ICKR = *,14/)
END
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SUGROUTINE FFToIT(X,M)

CF SOUS=PROGKANMME EST PESTINE A CALCULER LES RESULTATS
SUPFUSES EXACTS

TaeF DES VAKLIaolbLLS
Aok A Aok ook o oK ok ok oK K

NON TYPE ROLE

X (C16) SIGNAL D'ENTREEC LT RESULTATS OF LA TFR
U,w C14 COEFFICIENTS MULTIFLICATIFS

N T4 NOM3IPES DPFCHANTLLLONs COE LA T#R

" 14 NOMARE NYETAGES DE LA TFR

COMPLEX®16 X(1004),U,W,T
REAL*3 RY,R2,EPS

REAL*3 PI
EPS=1.0-13
N= 2% %M

INVERSION pU SIGNAL D'ENTREE
CALL INVRINCX,N)

PI=4 . D0%DATAL(l.00)

CALCUL DES ETAGLS DE LA TFR
DO 30 L=1,M

LF=2%%|

LEQ=1E )2

U=(¢1.00,0,00)
W=PCMPLX(PCCO(PI/LFLOAT(LET)),-DSINCPI/DFLOAT(LEY)))
CALCcuL DES "PAFILLONS"™

00~ 20. J=%1 LF i

po0 10 J=J_N,LE

IP=1+LE1

T=X(1P)*U

XC(IP)=X(I)=T

X-CT =00+ T

U=U*W

REINITIALISAT.ION LES CCEFFICIENTS MULTIPLICATIFS
RI=pREALCL)

R?2=DIMAG (L)

IF(RZ2.GT.EPS) OLTO 17
IF(R1.L.T.0.DUO) K1=-R1
R1=1.D00

R2=0.000

JELRT.GTLEPS) uuTU 20
R1=0.000

R2=1.D00

1F(R2.,LT.0,PV0) RZI==R2
CONTTINUE

CONTINUE

RETURN

END
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SURPOUTIMNF FPROCPL(X,Y,Z,APC21,AR02?,0VF21,0VFZS,EFS)

CF SOUS=-PROGKAMME EST DFESTINF A EFFFCTUER LES PROUUITS
LES COEFFICILNTS HULTIPLICATIFS DE LA TFR
IL SE RASF SUK oL SULS=-PROGRAMME PRCLUICX,Y,Z,AKO0,CVF)
AVEC: Z FLSULTAT DU PRODUIT DF X PAR Y

ARG EKRREUR DP'ARRONDI (U DE TRONCATURE

OVE  lwe lQUEC LES DEPASSEMENTS

COMPLEX*16 X,Y,Z

REAL*E AROZ1,ARVZE,X1,x2,vY,v2,21,24,7T3,T2,AR0C1,AKOL
REAL*R Yp,LFPs

INTEGER QVFZ i,0VFLC,0VFI,0VF2

INTEGER RIT,JVF

cVFZ1i=0

OVF?22=0

ARCZ1=0

ARNZ 2=0

X1=DREAL (X)

X2=0TIMAG(X)

Y1=DREALCY)

Y2=DIMAG(Y)

TESTS POUR EvITCR D°FFFECTUFR DES MULTIPLICATIGNS PAKR
+ 0y = 1,+ Cy - J

IF(RABS (e AsS (Y ) =1.00) .LT.FFS) 6CTO 1U
IF(OAZS(RABS(Y ) =1.0M .LT.FPS) GOTO 1!
caLCcUL ©F LA PARTIE REELLF

caLL frobuT(x1,yi,T1,AR0T,0VET)

CALL PRODUICA:,Y2,T2,AK0Z,0VE2)
IF((OVFY1.NF.0) CRL(UVF2.NE0)) FRINT 23
T2==T2

ARCZI=AROI+AKRC,

CALL ADDCTY,T2,21,3VFEY)
1IF(OVFZ1.MNE.O0) PRINT #0

CALCUL DF L& FARTLIE IMAGINAIRF

CalLL PRCDUICAT,Y2,T1,AROT,0VFY)

CALL PRODUT(X2,Y1,T2,AR02,0VF2)

AR (Z22=AROT+AKRDS

CALL ADPD(T?Y,T2,Z2,0VFZ2)

IF(OVFZ2 NE.O) FRINT &1
Z=NCMPLX(21,22)

RETURN

MULTIPLICATIUNS PAR + OU = 1 , + 0Uu - J
IECYT). Y2314

Ti==X 1

T2==X7?

Z=DCUPLXC(TY,T2)

RF THUKN

PRINT 24,Y1,Y2

RETURN

PAR
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TR S e 150

Z=PCMPLX(XT,12)

RETURN

IF(y2) 15,13,17

T1=X2

T2==X1

Z=DCMPLX(TY, I2)

RETURN

TA==x"

T2=¥X 1%

Z=pCMPLXCTY,T2)

RETHRN

FORMAT(/tX,5('$"),*"GVERFLOW 0L PROELLIT uS LREAL®,5(*%$%')/)
FORMATC(/4X,65( '$"), "UVFRFLOVW DU PRUPULT BS DIMAG®,5('$%) /)
FORMAT(/9X,5("3") ,YOVFRFLGW Db PRCDUIT S CALCLL',5(C'8%)/)
FORMAT (/4x,5("3%), *INCOMPATIRILITE pu PTOLUIT®,S5('$%),2D30.18/)
END
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SUSROUTINE A.DCPLCX,Y,Z,0VF1,0VF2)

CF SOUS=-PROGRAMME EST DESTINF A CALCULER LA SOMME
DF DEUX NOMBRLL CUMPLEXES A PARTIK Du SUUS=PRGGRAMML
ABRCX,Y,2,0VF)
AVEC 4 SUMML DE X ET ¥
CVE  INUIGWUE LFS DPEPASSFMENTS

COMPLEX*1€ X,Y,Z

REAL*S X1, %2,Y4, Y0 ,28,72
X1=pPEAL (X)

X2=DIMAG(X)

YI=DREALC(CY)

Y2=DIMAG(Y)

CALCUL BE LA PARTIE REELLE
CALL AnD(XY,Y?,21,0VFT)
IF(OVFT.NE.O) PRINT 80

CALCUL DF LA FARTIE IMAGINAIRE
CALL ADR(X2,Y.,22,CVER)
TF(OVF? .NF.N) FRINT 81
Z=DCMFLX (Z1,722)
FORMAT(/1X,5("$"), "UVERFLOW D'*APD 03 LREAL'S('$%*)/)
FORMATC(/4X,5(C*3"),"OVERFLOW D'*ADD DS DIMAG'S('$')/)
RFTURN

END
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SUEROUTINE ENTLRC(X, XD ,BIT1,31T2,0VF{,CVF2)

CF SCUS-PRCGRAMME FLRMFT DE RFPRESENTER UN NOM3RE COMPLEXE
EN VIRGULFE FiXE 4 L'AIDE DL SCUS-PROGRAMME ENTERCX, XD,cIT,O0VF)
AvrC X NOM3RE A TRATTER

xt RLSULTAT EN VIRCGULE FIXc

CVF  INCGIWUE LES DFPASSEMENTS

COMPLFX*16 X ,4b

REAL®S X1,X%X2,%X)lao,Xi0

INTEGER 31T1,3LIT2,0VFY, CVFe

X1=DPEAL (X)

XZ=DTIMAG(X)

TRANSFCR ATTulh pL LA FARTIE REFLLE

CALL ENTER(X,X}jD,3IT1,0VF1)

IF(OVFT.NEO) PRKINT B0

TRENSFORMATIUN UE LA PARTIE IMAGINAIRE

CALL ENTEF(X_, X23p,31T2,0VF2)

IE(OVF?2 NF.0O) FRINT 81

XD=DCMpLX(x''u,x2D)

FORMAT(/1X,5("3"), '"OVERFLCW DS ENTER DE DREAL*S('$%)/)
FORMATC(/§X ,5Cv3) "OVERFLOW DS ENTER ok DIMAG'S('$%)/)
PETURN

END
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SUBROUTINE INVELINCX,N)

CE SOUS-PROGRAMME
DE N COMPOSANTES

COMPLEX%®%8 X (1) .,T
NV?=N/¢

NM1=N-1

J=1

DO 7 I=1_NM1
IF(T1.CEed) GUTU 5
TSXC )

XC3)=xC1)

K=NV?

TECK « GE ) GUTL 7
J=J=K

K:k/?

GOTG 5

J=J+K

RETURN

END

FERMET D'INVFRSFR UN TASLEFAU COMPLEXF X

149
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SURROUTINE RANLUMCIX,YFL,N,IRIST)

CF SOUS-PROGKAMME PLRMET D'ORTENIR LES HNUM3RES ALEATOIRES

REAL%*3 YFL

IX=1IX%55K36

IR CIX o GF G0)-SEOTH o

IN=IX+2V1474R 667+ |

YFEL=0FLOAT(IX)

YFLEYFL*¥0.445051 3L =09

TFCIDISTLEG.U) YFL=CYFL*?2,.600=-1.P00)/DSAGRT(2.D00)
IFCINLIST.EG §0) YFiL=(YFL%Z,000=-1.000)/(0SART(2.D00)*N)
RETUKN

END
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Sle £ RESULTATS NUMERIQUES POUR LA VIRGULE FLOTTANTE

Ce chapitre présente la maniére dont on a implémenté cer-
tains algorithmes de la Transformée de Fourier Rapide sur ordina-
teur et commente les résultats numériques obtenus pour les valeurs
théoriques et expérimentales des rapports bruit 3 siegnal pour ces
alecorithmes. On prooose en fin de chapitre une annexe dans laquelle
sont présentées les différentes listes des prosrammes et sous-bro-
crammes FORTRAN utilisés.

Les résultats numériques de ce chapitre ont été obtenus sur
l'ordinateur Siemens 4004, avec les hypothéses expérimentales sui-
vantes
- seules les opcrations arithmétiaques exécutées en simple

précision sont des sources d'erreur,

- les valeurs obtenues et exprimées en double précision sont

supposées exactes.
De plus, comme cet ordinateur utilise le mode de troncature pour
les opérations arithmétiaques en simple précision, seules les va-
leurs théoriques proposées en (4.11), (4.16) et (4.21) ont pu étre
comparées 3 des valeurs expérimentales. C'est pour cette raison
aque l'on & proesramm? uniauement les algorithmes de la Transformée
de Fourier Rapide dans le cas ou N = 2,

Ces algorithmes ont été programmés en langage FORTRAN
SDIT Algorithme de Coolev et Tukey
avec exécution des opérations arithmétiques en simple préci-

sion,
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DNTT  Aleorithme de Coolev et Tukey

avec exécution des opérations arithmétiaues en double pré-

tde

cision,

SNTF  Alporithme de Sande et Tukev
avec exécution des opérations arithmétiques en simple pré-
cision,

DDTF Aleorithme de Sande et Tukev

avec exécution des opérations arithmétiques en double pré-

cision.
Remarques_:
1- Ces alsorithmes n'ont pas été implémentés de maniére 3 mini-

miser le temps de calcul ou la place utilisée en mémoire, mais

plutét de manifre 3 s'identifier le mieux possible aux figures
présentées au chapitre 1

SDIT et DDIT s'identifient & la figure 2,

SDTF et DDIF s'identifient 3 la fipgure 3.
2- Ces algorithmes ont été programmés de manieére 3 pouvoir
exécuter aussi bien la transformée inverse que la transformée
directe.
3- A 1'entrée de ces algorithmes, on suppose que le tableau des

. . . . z

résultats a été initialisé au tableau des données.
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Les hvpothéses H, énoncées ci-dessus, conduisent 3 la dé-
marche suivante pour comparer les valeurs théoriques et expérimen-
tales du rapoort bruit i signal
soient ¥X,Y,W,7Z quatre tableaux de nombres complexes en double pré-
cision

- on évalue les espérances et les variances des erreurs lo-
cales en double précision,

- on évalue les bornes théoriques en double précision,

- le tableau Y est la transformée du tableau X, effectuée en
simpnle précision (alesorithme SDIT ou SDIF),

- le tableau Z est la transformée du tableau W = X, effectuée
en double précision (algorithme DDIT ou DDIF),

- on calcule la valeur théorique du rapport bruit 3 signal
en utilisant les valeurs des tableaux W et Z et en exécutant les
opérations arithmétiques en double précision,

- on calcule la valeur expérimentale du rapport bruit 3 si-

fnal, d savoir

N-1 5
) |z(k) - Y(k)]|“
=0
N-1 5 ’
) [z (x) |
k=0

k

en exécutant les opérations arithmétiques en double précision.
A ce stade, il faut encore remarquer que le probléme, tel
qu'il a été posé au chapitre 4, suppose que les données de 1l'algo-

rithme sont représentées exactement sur 1l'ordinateur, de méme que
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les facteurs multiplicatifs intervenant dans l'algorithme. On
doit donc

- considérer le tableau X en simple précision et le tableau
W en double précision,

- évaluer les facteurs multiplicatifs en double précision.

Toutes ces considérations ont permis d'établir trois pro-
srammes FORTRAN
1~ Le programme DITDIF traite le cas eénéral
pour M=2,3,...,9, on évalue

- les bornes données en (4.13),

- les valeurs théoriagues des rapports bruit i signal donnés
en (4,11) et (4.16),

- les valeurs expérimentales des raoports bruit 3 signal
pour un algorithme de Coolev et Tukey et pour un algorithme de
Sande et Tukev quand N = QM.

Les résultats de ce programme sont présentés dans les tableaux
2 et 3.
2- Le programme FFT traite le probléme particulier (4.18)
on considére des données complexes dont les parties réelles et ima-
ginaires forment des suites pseudo-aléatoires distribuées uniformé-
ment entre -1 et +1.
Pour M=2,3,...,9, on évalue

- la valeur théorique du rapport bruit 3 signal donné en
(+.21),

- la moyenne de 50 valeurs expérimentales du rapport bruit

3 signal pour l'algorithme de Cooley et Tukey et pour l'algorithme
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M
de Sande et Tukey quand N = 2 .

Les résultats de ce programme sont présentés dans le tableau

Pemarque :

Pour chaque valeur de M, les 50 valeurs expérimentales pour
chaaue algorithme sont peu dispersées. Aussi présente-t-on ici
uniquement la moyvenne de ces 50 valeurs, ce qui permet d'alléger

fortement le texte, sans toutefois perdre trop d'information.

3- Le programme ARROND traite le cas d'arrondi :
opour M=2,3,...,9, on évalue

- les bornes données en (4.12),

- la valeur théorique du rapport bruit 3 signal donné en
(4320,

Les résultats de ce programme sont comparés 3 ceux des deux

autres dans les tableaux 5 et 6.

L'analyse des tableaux 2,3 et 4 conduit aux considérations
suivantes :

- les valeurs expérimentales sont comprises entre les bornes
théoriques, sauf dans le cas ol N=4,

- les valeurs expérimentales sont du méme ordre de grandeur
que les valeurs théoriques, mais elles sont affectées d'un coéf-
ficient généralement supérieur,

- les valeurs expérimentales pour l'alsorithme de Sande et

Tukey sont généralement plus élevées que celles pour l'algorithme
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de Cooley et Tukey, quoique la théorie prévoie le contraire,

- toutes ces valeurs croissent avec le nombre de points N;
en parcourant les tableaux de M=2 3 M=9, on passe d'un ordre de
srandeur au suivant,

- pour N=4, les deux algorithmes sont les mémes, ce qui
explique le fait que les valeurs expérimentales soient rigoureuse-
ment les mémes,

- la théorie développée pour le probléme particulier (4.18)

semble mieux épouser la réalité que la théorie développée dans le

cas général.

A 1'analyse des tableaux 5 et 6, on constate que la théorie
prévoit des valeurs pour le rapport bruit 3 signal nettement moins

élevées dans le cas d'arrondi que dans le cas de troncature.

Parmi les explications possibles de 1'écart entre les va-
leurs expérimentales et les valeurs théoriques, on note que

- la valeur de P, 4 peut-étre été mal évaluée,

- les effets de second ordre ont été négligés dans la théorie
développée au chapitre 4,

- les hypothéses générales d'indépendance d propos des er-
reurs locales ne sont pas vérifiées,

- les valeurs considérées comme exactes ne le sont pas en
réalité puisque la double précision est également source d'erreurs,

- on n'a pas tenu compte de toutes les multiplications sans

erreur pour établir les expressions (4.11) et (4.16).




N

BORNES

4 NV INDS

SUPERTEURES

VALEURS

THEORIQUES

VALEURS

EXPERIMENTALES

16

32

o

256

12

- 3735U28746D-13
.6305043688D-13
«+3342892342D~-13
.1284807470D-12
.1682149078D-12
.2126284058D-12
.2617212408D-12

.3154934130N=-12

.3735428746D-13
+2102753356D-12
«5162975287D-12
.9554208667D-12
«1827845349D~11
«22329710977D-11
+3071397749D=-11

.4042925667D-11

.3735428746D-13
.2090486123D-12
.2439830681D-12
.3142197481D-12
. 3746213838D-12
.4391836430D-12
+50877396771D=12

.5839905678D-12

.4008281573D-12
.1180268259D-12
+1186920872D=-12
.3304829053D-12
.2948374578D-12
.6029845392D-12
«9598387510D~12

.1654666552D-11

Tableau 2.

oZnéral pour l'algorithme de Coolev et Tukey.

Tableau comparatif des rapports bruit a signal dans le cas

LST




BORNES

INFERIEURES

SUPERIEURES

VALEURS

THEORIQUES

VALEURS

EXPERIMENTALES

16

32

Bl

.3735428746D-13
.6305043688D-13
ORI ID=13
.1284807470D-12
.1682149078D-12
.2126284058D-12
«2617212408D~12

.3154934130D-12

.3735428746D-13
«2102753356D-12
51029 715287TD=-12
.9554208667D-12
.1527645349D-11
»2232970977D~11
«3071397749D-11

.40u2925667D-11

.3735428746D-13
.1686414842D-12
. T 1335959 D=12
.2283043369D-12
.3009494837D-12
.3408688551D-12
+H4128168867D~12

.4674608783D-12

.4008281573D-12
«1314349838D~-12
«i9900 L2877 D~12
.37396501186D-12
<4259324767D=12
.6678435809D-12
.3680440401D-12

.4718619533D~=11

Tableau 3.

pénéral pour l'algorithme de Sande et Tukey.

Tableau comparatif des rapports bruit & signal dans le cas

8ST




VALEURS VALEURS EXPERIMENTALES

g THEORIQUES DIT DIF
Y .129811400u4D-12 .1459438982D-12 .1459438982D-12
8 «2516537193D~12 +321 7377131 8D=12 .3474280863D-12
16 .2404350981D-12 2:2.8568327.88=1.2 .6219354588D-12
32 .4845860558D-12 .6888954767D-12 «8901062311D-12
B4 .7801239795D-12 .B266575789D~12 .1061714493D-11
128 »1118121642D-11 «9672078757D=12 .1345874405D-11
256 .1294596433D-11 .1342969910D-11 .1872969349D-11
212 .1726440802D-11 «2115981261D-11 . 262242 0141P~11

Tableau 4. Tableau comparatif des rapports bruit 3 signal

pour le probléme particulier (4.18).




N BORNES INFERIEURES BORNES SUPERIEURES
ARRONDI TRONCATURE ARRONDI TRONCATURE
b .8168737584D-14 .3735428746D-13 .816873758u4D-14 .3735428746D-13
8 +1225310637D=13 .6305043688D-13 .2995203781D-13 .2102753356D-12
16 .1633747516D-13 .9342592342D=-13 T 017339380 3D=13 .5162975287D-12
32 .2042184396D-13 .1284807470D=-12 « 1:351863826D-13 .9554208667D-12
B4 .2450621275D-13 .1682148078D-12 .9530193848D-12 .15276453438D-11
128 .2859058154D-13 .2126284058D=-12 ;1170852387D~12 .2232970977D-11
256 .3267495033D-13 .2617212408D-12 .1388685389D-12 «+3071397748D~-11
512 . 3675931913D~13 .3154934130D-12 .1606518391D-12 .4042925667D-11
Tableau 5. Tableau comparatif des bornes pour le rapport bruit 3 signal

en cas d'arrondi et de troncature.

09T
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VALEURS

ARRONDT

THEORTQUES

TRONCATURE

I

16

32

64

128

256

512

.4084368792D-14
. 8225310637D-13
- 1633747516D-13
. 3812077539D-13
.4220514418D-13
.6398844441D-13
.6807281320D-13

.8985611343D-13

.1298114004D-12

«291.6537193D-12

.2404350981D-12

.4845860558D-12

« 7801239795D=1.2

.1118121642D~11

12845964 33D~-11

.1726440802D-11

Tableau 6. Tableau comparatif des valeurs

théoriques du rapport bruit 3 sienal pour le

probléme (4.18) en cas d'arrondi et de tron-

cature.
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En conclusion de ce chapitre, on peut estimer cette théorie

assez satisfaisante puisqu'elle permet de trouver 1l'ordre de gran-

mation moyenne du carré du module de l'erreur relative sur un élé-

‘ deur du rapport bruit 3 signal, qui est en quelque sorte une esti-~
ment du résultat 3 la sortie de 1l'algorithme. On a en effet pour

le probléme particulier (4.18)

N-1 9 g N-1 5
I Elly'(0)-y () |7} - 2 Elly'(o-y() |}
k=0 - =

N—i 2 -

I Ellvtxd] ") N.N,

k=0




ANNEXE

Programmes et sous-programmes FORTRAN
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PROGRA® DITDIF

CE PROGRAMME COAPARE LES VALEURS THEORIQUES FT EXPERIMENTALES
DU KAPPORT RRUIT A SICNAL POUR LLS ALGOFITHMES FFT DANS LE CAS OU
b= 2eeND,

TABLE DES VARIAYLES PRINCIPALES

VAKIAHBLE TYPE SICNIFICATION

W COMPLEX 216 TAPLEAU D'ENTREE DE LA TRKRANSFORMEE

Z COMPLEX 216 TAELEAU DE SORTIE DE LA TRANSFORMEE

X COMPLEX#8 TAGLEAU D'ENTREE DE LA TKANSFORMEE

Y COMPLE X 28 TAULEAU DE SORTIE DE LA TKRANSFOKRMEE

N INTEGER NOMLKRE DE POINTS Dt LA TRANSFORMEE

T INTEGER Lt NOMEKE DE CHIFFKES DE LA MANTISSE

INVERS LOGICAL SI VKAI, ALORS THRANSFORMEE INVERKSE
SI FAUX, ALOKS TFANSFORMEE DIRECTE

PI REAL %8 LE NOMERE PI

X1 REAL®E LA BASE DE L'OKDINATEUR

DELTAF REAL #& ESPLRANCE D'UNE ERREUK DE MULTIPLICATION

CELTAP REAL ™3 ESPERANCE D'UNE tRKKREUR D'ADDITION

PELT2F REALLS VARIANCE C°'UNE EFREUR DE MULTIPLICATICN

DELT2P REAL &% VARIANCE D'UNE EKKEUR D*ALDITION

NSRLTI REAL#8 VALEUR THECRIQUE DU RAPPOKT FRUIT A SIGNAL
POUR LA DIT

HSFDFI REAL #R VALEUR THEORIGQUE DU RAPPOKT ERUIT A SIGNAL
PCUR LA DIF

MSRDIT RFAL%S VALEUR EXPERIMENTALE DU RAPPOKT ERUIT A
SIGNAL POUR LA DIT

NSRDIF REAL®S VALEUR EXPERIMENTALE DU RAPPOKT EPUIT A
SIGNAL POUR LA DIF

B1 REAL %5 BOKNE INFERIEURE DONNEL EN (4.13)

£S REAL®§E BORNE SUPEKRIEURE DONNEE EN (4.13)

COMPLEX*3 x(1924),Y(1024)

COMPLEX %16 W(1024),2C1024)

REAL*S E,F,NSRDIT, NSRUIF,DELTAF, DELTAP, DELT2F,DFLTZP, XI, LN,PO,P1
FEAL*3 D,G,H,NSRDTI,_NSRDFI

KEALwS RI,BS

INTFEGER T ,F1

DIMENSION FIC(1J24)

PI=3414615926535897932

ChLCUL DES ESPERANCES ET DES VARIANCES DES ERREURS LOCALES




N
wn
OO0

01

Jué
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xI1=16.
LN=DLOG(XI)

TEE

PO=7,7
h&LTAF:-(xI-1)/(2tLNn(x1bwT))
DELTAP=(1=P0O) &DELTAF
DELTZF=(XI*42=1)/(62LNF(XI*4(2%T)))
DELT2P=(1-P0O) ¢DELT2F
DELT2F=DELT2F=(DELTAFun?)
PELT2P=DELT2P=(DELTAPw#D)

Lo 109 NuU=2,9

N=d<oeNU

DO 001 x=1,N
FIK)=IFT(K=1,NU)

CONTINUE

RKEAD(25) (X(J) ,u=1,N)

CALCUL DES BORNES

ADELT2P+(NUC®2) e (DELTAPAS2)
U-2)*DELT2F*(2tNU-2)*DELT2P+((NU-2)*D£LTAF+(?*NU-Z)*DELTAP)Wﬁ

~ =
= e

CALCUL D'UN RAPPORT BRUIT A SIGNAL THEORIQUE ET DE SON
CORRESPONDANT EXPERIMENTAL POUR LA DIT

00 Ju3 J=1,N
Y(UI=XCD)

W(J)=COBLE(X(J))

Z(J)=W(J)

CONTINUE

CALL SDIT(NU,X,Y,N,PI,oFALSE )

CALL ODIT(NU,N,Z,N,PI,.FALSL.)

[):n.

E=C.

F=0o

()=U-

=0,

PO D4 Kk=1,N

D=D+FI(K)3(CDABS(W(K)))ww2

E=E+ (CDABS (CDBLEC(Y(K))=2(K))) ¥e2
FEF+(CDABS(Z(K))) an
L=G*((FI(K)*(DELTAF#D[LTAP)*NUwDELTAP)wa)&((CDAUS(U(K)))**2)
H=H+ (CDARS (W(K))) w2

CONTINUE
hSRDTI=NUuDELTZP+(DELT2P+DELT2F)*D/H+CIU
NSKDIT=E/F

CALCUL D'UN RAPPORT BRUIT A SIGNAL THtORIGUE ET DE SON
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CORRESPONDANT EXPFRIMENTAL POUR LA DIF

LO 3US J=1,N
Y(J)=x(4)
Z(J)=W(y)

65 CONTINUE
CALL SDIFCNU,X,Y, N,PI, o FALSE.)
CALL DOIF(NU,W,Z,N,PI, FALSE.)
D:( L]
=0,

=il e

[l ]

=Qa

DG D46 k=1,N

D=D+FI(K)w(CDAdS(Z(k)))ﬁ#Z

[=F+(CDABS(CD“LE(Y(K))'Z(K)))uﬁz

F=F+(COA3S(Z(K))) w#2

G=G+((FI(K)ﬂ(otLTAF*DtLTAP)+HUkDELTAP)t%Z)A((CDAbs(2(k)))iuz)
U006 CONTINUE

NSRDIF=E/F

NSRDFI=NU~OELTZP+(DELT2P+DtLT2F)tD/F+b/F

IMPRESSIONS

PKINT )77,~,n1,es,NSRbTI,NSRDIT,NSRDFI,nsncIr
U7 FORMAT(1H1,"NOMERE DE JOINTS ', 14,//77,1x, *"BORNE INFERIEURE ',D40.1
16,/1/,1%, BORNE SUPEF } URE ',D4U-16,/Il/,1x,23X,'VALEURS THEORIQUE
€S ', 20X, "VALEURS EXPEJ MENTALES ',///,1x,'oxr',2040.16,///,1x,'DIF
3 ,e040e16,1717)
U9  CONTINUE
sTOP
END
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FECGRAM FFT

CE FPROGRAYMWME COMPARF LES VALEURS THEOKIGUES ET EXFERIMENTALES
DU RAPPORT H4RUIT A SICNAL POUE LES ALGOKRITHMES FFT CANS LE CAS QU
N = 2#aNU,

GM CONSIDEKE LE PROBLEME PAKTICULIER LU BRUIT BLANC :

LE FICHIKKk 25 COMTIFENT DES NCMRPRRES COMPLEXES DONY LES PARTIES
KEELLES ET IMAGINAIRES SOMT CISTRIBUEES UNIFORMEMENT SUR
L*INTERVALLE (-1, +1).

TABLE DES VARIASLES PRINCIPALES

VARIABLE TYPE SIGNIFICATION
W COMPLE X %16 TABLEAU D'ENTREE DE LA TRANSFORMEE
Z COMPLEX®16 TABLEAU DE SORTIE DE LA TRANSFORFMEE
X COMPLEX 28 TABLEAU D'ENTREE DE LA TRANSFORMEE
Y COMPLEX*5 TABLEAU DE SORTIE DE LA TKANSFOKMEE
h INTEGER NOMERE DE POINTS UE LA TKANSFORMEE
T INTEGER LE NOMERE DE CHIFFRES DE LA MANTISSE
INVERS LOGICAL SI VRAI, ALORS TRANSFORMEE INVERSE
SI FAUX, ALORS TRANSFORMEE DIRECTE
PI REAL &3 Lt NOMERE PI
X1 REAL®3 LA BASE DE L'ORDINATEUR
DELTAF REAL#8 ESPERANCE D'UNE ERKEUR DE MULTIPLICATION
DELTAP REAL®§ ESPEKANCE D'UNE ERREUR D'ADDITION
DELTZF REARL®E VARIANCE D'UNE ERREUR DE MULTIPLICATION
DELTZP REAL#8 VARIANCE D'UNE ERREUR D*ADLITION
NSRDIT REAL #8 D' ABORD VALFUK THECRIQUE DU RAPPORT

PUIS : MOYENNE DES VALEURS EXPERIMENTA-
LES DU RAPPORT
BRUIT A SIGNAL POUR LA DIT
NSRLIF REAL 28 D*ABCRD : VALEUR THECRIGUE DU RAPPORT
PULS ¢ MOYENNE DES VALEURS EXPERIMEMTA-
LES bU RAPPORT
BFUIT A SIGNAL PCUR LA DIF

COMPLEX#3 X(1024),Y(1024)
COMPLEX216 W(1024),2(1124)
REAL#8 E,F,NSROIT,NSRLIF,DELTAF,DELTAP,DELT2F,DELT2P,XI,LN,PO,PI

INTEGER T

PI=3.1415926535897932

CALCUL DES ESPERANCES ET DES VARIANCES DES ERKEURS LOCALES




51
52
53

54

r
-

56
57
58
59
60

61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
Y
78
76
81
81
82
83
84
85
86
87
88K
39
9
91
92
93
Q4
95
9%
97
98
90
100

L

oYY o oM

o

L0€&

c14

168

X1=1é)-

LN=CLOG(XT)

T=¢

FrC=ilig 7

DELTAF==(XI=1)/ (24LN2(XTw0T))
BELTAP=(3=P0) 2LrLTAF
DELT2F=(XT #22=1)/ (6% Nw(XTIER(2%T)))
DELTZ2P=(1=PO)wDELT2F
DELTZF=DFLT2F=(DELTAF*<2)
DELT2P=DELT2P=(DFLTAP#ir)

o 09 NuU=2,9

=2 aNl

CALCUL DE LA VALEUR THECRIGUE LU RAPFOURT BERUIT A SIGNAL

NOSKDIT=C(NU=3)/2+2/N)SDELTEF+ ((2uNU=2) /2+2/N) «DELT2F+(NUS®2) /4% ((D
TELTAFe«2)+b6@DELTAF*DFLTAP+GUDELTAP A2 )=NU/4#(3aDELTAFww2+14*DELTAP
ZUDELTAF+1 I MELTAP##2) + ((DELTAF+DELTAP) ww2) /2

NSRDIF=NSRDIT

IMPRESSTIONS

FEIMT U35,N

FORMAT (1X, *NOMGRE DE POINTS = *,14,/7/7,1X,223C'%*%)///)
PEINT Y19, NSROIT, NSRDIF

FORMAT(1X,*VALEURS THEOKIQUES *,2(D4C.16)/171)

CALCUL DE LA MOYENNE DE 59 RAFPFORTS EKUIT A SIGNAL EXPERIMENTAUX

NSRDIT=U.

NSRDIF=1,

e 00Y I=1,S50

READ(23)(X(J) ,d=1,N)

DG U3 J=1,N

YW)=xJ)

W(J)=COBLE(XCJ))

Z20JY=w(J)

CONTINUE

CALL SDIT(NU,X,Y N,PI,FALSESL)
CALL DOIT(NU,W,2,N,P1,cFALSES)
[,=(‘¢

F=( .

Do Nab K=1,N
E=E+(CNDALSCCDBLECY(KI)=Z(K)) ) aw?
F=F+(CDABS(Z(K))) u&u2

CONTINUFE

NSEDIT=NSRODIT+E/F

£tec €35 J=t N

Y(JI)=x(CJ)




101

102
103
104
105
106
137
108
109
110
111
112
1B
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

1)

006
061

C

C

C
nov

nno

7CJ)=Ww(J)

CONTINUE

CALL SDIF(NU, X,Y N,PI,.FALSE,)
CALL DDIF(NU,W,Z,N,PI,«FALSE.)
[ =(;~.

in'.;o

o 0¥ K=1,N

E=E+(CDABSCCDELE (Y(K))=Z(K))) kil
F=F+(C0ABS(Z(K)) ) ww?

CONTINUE

NSKODIF=NSRDIF+E/F

CCNTINUE
NSKDIT=NSRDIT/DFLCAT(S5C()
NSEDIF=NSRDIF/DFLOAT (SO

IMPRESSTIONS

FRINT wd)7,NSRDIT,NSRDIF
FORMATCIX, 22X ,204041617)
KEWIND 25

CCMTINUE

STCP

END
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PRCGRAM ARRONU

CF PROGRAMME CALCULC LFS 30RNMFS INFFRICURLCS ET SUPERIEURES (4.12)
POUP LE RAFPURT GRULT A SIGNAL A LA SCRTIE Ui L*ALGURITHMF DE LA
TRANSFORMIE oF FOURIFR RAPIDF LOKRSQUE LE MuufE LYAKROUNDI FST
UTILISE. 1L CALCOULL EFALEMENT LA VALLCUR THEOKIGUL LU RAPPORT
JRUIT A SIGNAL PPUPUSF EN (4.20).

TASLE DES VARIAZLES PRINCIPALES

VARTARLE TYPE SIGMIFICATION

N INTEGER NCMHERFE DE FOINTS DE LA TRANSFORMEE

T INTCGER LE NOMBRE DE CHIFFKES DE LA MANTISSE

X1 REAL %3 LA BASFE DF L'GRDINATEUR

DELT2F REAL*S VARTANCF 5'UNE FKRCUR LE MULTIPLICATION
DELT2P REAL*S VARTANCF O°*UNE CLRREUR D*ADDITION

81 REAL* S SO0RNF INFERIEURC DONNEL EN (4 ,12)

5S REAL®S BORNE SUPFRIELRE ¢ONNLE EN (4.12)

NSR REAL*o VALEUR THEORIGUE U FPAPPORT SRUIT A SIGNAL

DONNEF EN (4.20)

REAL*8 B1,8S, DELTZF,PFLT2P, XTI PO, LN,NSR
INTEGFR T

CALCUL 9ES VARIANCES PES ERREURS LCCALES

PO=0.7

XI=16.

LN=DRLOG(X]T)

T=6
DELTEF=(XI¥* =1) /(b IN*(XI**(2%T)))
DELT?2F=(1=FC)#ULLTZF

IMPRESSIONS

PRINT 001

FORMAT(1h1, *N3RE DE FOINTS', 20X, BORNE INFEKILURE®,20X,'R0RNE SLFE
IRTEURE®, 20X, *VALELR THECGRIQUE®*////)

nO NOY Nu=2,9

N=2%#NU

CALCUL DFS ACRNHLES

BY=NU*DELTZ2P




N SN T -

[ S IR G, G NG IE S S

ol €]

akete By

ey €D

002
009

ES=(NU=2)A0F  T2F+(25NU=-2)%LELT2P

CALCUL DPF LA VALLUR THECGRIQUE DU KRAFPORT CRULIT A SIGNAL
EN CAS DE RRUIT sLANC

NSP=((NU-3)/J+;/N)*DELT2F+((3*NU‘3)/2+2/N)*U[LT£P
IMFRESSTONS

PRINT 007 ,N,3I,85,N3R
FORMAT(1X,110,5040.16/)
CONTINUF

ST(P

END
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25

LN
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33
34
35
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39
40
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43
44
45
46
47
48
49
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SURROUTINE ODIT(NU,X,Y,N,PI,INVERS)

CeTTE SOUS=ROUTINE CALCULF LA TRANSFORMELE DF FOURIFR DISCRETE
EN DOURPLE PRECISION PAR L'ALGCRITHME D& COGOLEY ET TUKEY
LANS LE CAS OU N = 2wwNU

TABLE DPES VARIA®LES PRINCIPZLES

VAKIABLE TYPE SIGNIFICATION

X COMPLEX®16 TALLEAU D*ENTREL Dt LA  TKRANSFOKMEE
¥ COMPLEX®16 TAULEAU DE SOKTIE DE LA TRANSFORMEE
N INTECEK NOMEKE DE PCINTS DPE LA TRANSFORMEE

Pl REAL #& LE NGMERE PI

INVERS LOGICAL S1 VRAI, ALCKS TRKRANSFOKMEE INVEKSE

S1I FAUX, ALOKRS TFANSFCKMEE DIRECTE

COMPLEX TG XC1U24),YC1024),T,¢
KEAL%S ARG, dC,0S,PI

LCGICAL INVERS

N2=1

CN INVERSE SBINAIKEMENT L*OFDRE DES ENTREES

N1=h=1

Do 121 k=2 N1

Fi=k =1

I=IRITR(KY NU)+1
IF(leLEL.K) GOTO 101
Y(k)=x(1)

Y(I)=X(K)

CONTINUE

DO 133 NUI=1,NU

k=1

KN2=K+N2

Ki=K =9

pe 104 1=1 N2
L=LDIT(NUT,KT1,N, INVERS)
IF (LaNF <)) GOTO 105

LE FACTEUK MULTIPLICATIF = 1

T=Y(KN?)
Y(KN2)=Y(K)=-T
YCK)=Y (K)+T




37

98

13U

[ o B o

o

(o Bie I o )

(e Blee |

1us

11

11c

107

103

GOTC 116
IFC(IARSCL) «NEJN/2) GOUTO 111

LE FACTEUR MULTIPLICATIF = -1

T==Y(KN2)

Y(KNZ2)=Y(K)~-T

YIK)=Y CK)+T

GOUTO 146

IF(IA3S(L) JNEL3IRN/4) GOTC 112

Lt FACTEUR YMULTIPLICATIF =

E=0CMPLX(JaDO,1eDU)

IFCINVERS) F=0CMPLX(2.D0,=1.00)
T=Y(KN2) uE

YEKN2)=Y(K) =T

YCK)=Y(K)+T

COTO 125

IF(IARS (L) oNEoN/4) GOTC 137

LE FACTEUR MULTIPLICATIF = =

E=DCMPLXC}DD,=1.00)
IFCINVERS) E=DCMPLXC(uob, 100
T=Y (KN2) <E

Y(EN2)=Y(K)-T

Y(K)=Y(K)+T

GOTO 1:36

Lt FACTEUKR MULTIPLICATIF £ST QUELCGUUGNQUE

ARG=2=PI+DFLOAT(L) /DFLOAT(N)
DC=0COS (ARG)
nS==DSIN(CARG)
C=pCMPLX(DC,DS)
T=Y(KN?2) ®E

Y(KN2I=Y (K)=-T
Y(K)=Y(K)+T

K=K+1

K=k =1

KnNZ2=KN2+ 1

CONTINUE

K=K+NZ2

Ki=¥ =1

KN2=KNZ2+N2

IF(KoLE oN) GOTO 103
N2=N2 #2

CONTINUE

IF(.NOTLINVERS) GOTO 1GU
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102
1u3
104
105
1)
107
100
109

C
C
¢
C

POUF CALCULER LA TRANSFORMEL
RESULTATS PARP N

pe 115 1=1,N
YC(I)=Y(I)/DFLOAT(N)
CONTINUE

FETURN

£nD
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INVERSE, IL FAUT DIVISEK LES
i
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40

43
4 4
45
46
47
L&
49
S5uU

o DO SOOI OO OO O

(]

201

203
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SUBROUTINE SDIT(NU,X,Y,N,PI,INVERS)

CETTE SOUS=ROUTINE CALCULE LA TRANSFCKNMEE Dt FOURIER DISCKETE
EN SIMPLE PRECISION PAR L'ALGURITHME DE' CCOLEY ET TUKEY
LANS LE CAS OU N = 2waNL

TAELE DES VARIASLES PEKINCIPALES

VARIARLE TYPE SIGNIFICATIUN

X COMPLEX 8 TABLEAU D'ENTREEL DE LA TRANSFORMEE

Y COMPLEX «& TAGLEAU DE SORTIE DE LA TFANSFORMEE
N INTEGER NOMBEKE DE POINTS DE LA TRANSFORMEE

Pl REAL#®X LE NOMBRE PI

INVERS LOGICAL S1 VKA1, ALCRS TKANSFOKMLL INVERSE

SI FAUX, ALORS TRANSFOKMEE DIRECTE

COMPLEX 28 X(11324),Y(1024),T
CUMPLEX®16 E

Kt AL%38 0C,DS,ARG,PI

LOGICAL INVERS

Ne=1

ON INVERSE SINAIREMENT L°ORDRE DES ENTKEES

MHi=N-=-1

DC 221 K=2,N1

K1=Kk =1

I=IEITRCKT, NU)+1
IF(1.LE<K)  GOTO 201
Y(K)=x(I)

Y(I)=X(K)

CONTINUE

Le 263 NUT=T,_NU

K=9

KN2=K+N2

K1=k =1

DO 234 1=1,N2
L=LDIT(NUT,KT1,N, INVERS)
IF (LoNEDQ) GOTO 205

LE FACTEUR MULTIPLICATIF = 1

T=Y(KNZ)
YKNZ) =Y (K) =T




176

51 Y(K)=Y(K)+T
52 CUTO 216
53 295 IF(IABS(L) NELN/Z2) GOTO 211
54 C
55 € Lt FACTEUR MULTIPLICATIF = -1
56 €
57 ==Y (KN?)
58 Y(KN2)Y=Y(K)=T
59 Y(K)=Y(K)+T
610 COTOC 26
61 211 IFCIARS(L) aNEL3eN/4) COTC 210
62 C
63 C LE FACTEUR MULTIPLICATIF = J
64 C
65 E=DCMPLX ()0, T1aDU)
66 IFCINVERS) E=DCMPLX(ULDU,=1.D7)
67 T=Y(KNZ) 't
63 Y(KN2)=Y(K) =T
69 Y(K)=Y(K)+T
¢ CCTC 276
71 212 IF(IABSC(L) «NF &N/4) GOTO cu?
72
73 ¢ Lt FACTEUR MULTIPLICATIF = =J
74 C
75 L=DCMPLX (uaDl,=14D1))
70 IFCINVERS) E=nCMpPLX(Ualtl,1.00)
77 T=Y(KN2) =2t
3 Y(KN2)=Y(K) =T
79 YK=Y (KD)+T
80 COTO 215
81 ¢
52 € LE FACTEUR MULTIFLICATIF EST GUELCQUCNGUE
83 ¢
84 257 AKG=2*PIADFLOATC(L)/DFLOAT(N)
&5 DC=DCOSCARG)
86 DE==DSIN(ARG)
37 E=LCMFLX(DC,DS)
85 T=Y(KN?) %E
89 Y(KNZ)Y=Y(K)=T
94 Y(E)=Y(K)+T
91 206  Kk=k+1
92 K1=k -1
93 KM2=KNg+1
94 2004 CONTINUE
95 K=k +N2
96 k1=K -1
97 FNZ=KNZ+N2
9R IF(K JLELN) GOTC 208
99 N2=N2 =2
ot 203 CONTINUF




Tut
162
10,3
104
145
1ué
107
108
109
119

ey O D

215
200

IFC.NOTLINVERS) GOTO 20UN

POUR CALCULER LA TRANSFOKMEE INVERSE,
KESULTATS PAR N

be 215 I=1,nN
YCI)=Y(I)/OFLOAT(N)
CONTINUE

KL TURN
END

IL FAUT DIVISEK LES
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32
31X
34
35
36
37
kY
39
41y
49
42
43
44
45
46
47
48
49
50
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SUBRQUTINE DDIFINU,X,Y,N,FI,INVEEKS)

CETTE SOUS=ROUTINE CALCULE LA TRaNSFORMiE LE FOURIER DISCRLTE
FN LOUBLE PRECISION PAR L'ALGCRITHME Dt SANDE ET TUKFY
LANS LE CAS OU N = 2waNu

TALE DES VARIAGLES PRINCIPALES

VAKIAGULE TYPE SICNIFICATION

X COMPLEX®16 TALLEAU U'ENTREE DE LA TRANSFORMEE

Y COMPLEX 216 TAFLEAU DE SUKTIE DE LA TRENSFOKMEE

M INTEGER LE NOMBRE DE POINTS DE LA TRANSFORMEE
Pl REAL & LE NUMERE PI

INVERS LOGICAL SI VKAI, ALORS TKANSFORMEIZ INVERSE

S1I FAUX, ALORS TRANSFOKMEE DIRECTE

COMPLEX®16 X(11324),Y(1024),T,E
LOCICAL IANVEFRS

RFAL*8 DC,DS, ARG ,PI

re=

LG 4797 NUT=1_ NU
MIN=T=-N2

NZ=N2/ 2

NUZ2=2 ta(NUT-1)

Lo 42 1=1,NU2

MIN=MIN+ 2aN2
FAX=MIN+NZ-1

DO 4733 K=MIN, MAX

K1=K=-1

KNZ2=K+N2
L=LDIF(NUY,KT,N, INVEKS)
IF(LJNE L)) GOTO 405

LF FACTEUR MULTIPLICATIF = 1
T=Y(Kr)

Y(K)=T+Y (KN2)

Y(KN2)=T=Y(KN2)

GOTO 4.3

IFCIABSCL) NELN/2) GOTC 411
Lt FTACTEUR MULTIPLICATIF = -1

T=Y(K)




51
52
53
54
55
56
57
538

60
61
62
65
G4
65
66
o?
68
69
77
1
e

74
-}
76
Vil 4
78
79
&}
&1
82
63
84
85
36
87
83
89
U
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

411

ey

412

OOHO

oo

4137

4073
4i22
41,1

oy Y Y ™y

4610

o

10 n (;

Y(K)=T+Y(KN2)

Y(KNZ)=Y (KN2) =T

COTC 43

IF(IASS(L) oNE Q3 N/4) COUTU 410

LE FACTEUR MULTIPLICATIF = J

=DCMPLX (DD ,1.D03)

IFCINVERS) E=DCYPLX(UaDN,=1.D0)
TEY(K)

Y(R)=T4+Y (KN2)

Y(KN2)=(T=Y (kN2))=E

GOTO 433

IFC(IABS(L) oaNEaN/4) GOTO 4U7

LE FACTEUR MULTIPLICATIF & =J

L=DCMPLX(JaD0U,=1,0D)
IFCINVFRS) E=0DCMPLX((GeDT, 1.P0)
TY (K)

Y(K)=T+Y (KN2)
Y(KNZ)=(T=Y(KN2))*E

GOTO 433

LE FACTEUR MULTIPLICATIF £ST GUELCGUONGUE

ARG=2&P T *DFLOAT(L) /DFLOAT(N)
DC=LCOSCARG)
pS==DS IN (ARG)

E=UCMPLX (DC,0S)

T=Y(K)

Y(K)=T+Y (KN2)
Y(KN2)Y=(T=Y(KNZ2)) *E
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

IFC.NOT.INVERS) GOTO 4ud

PULK CALCULER LA TRANSFORMEL INVEKSE, IL FAUT DIVISEK LES
RESULTATS PAR N

DO 41C 1=1,N
Y(I)=YC(I)/OFLOAT(N)
CONTINUF

ON INVERSE RINAIREMENT L'GRDRE DES RESULTATS

FRETEES
LG 436 K=2 N1
Y=k =1
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101
102
103
104
125
106
107

108

4014

I=IBITRC(KI,NU)+1
IF(ILELK) GOTO 404
T=Y(K)

Y(K)=Y(I)

YC(I)=T

CONTINUE

L TURN

()
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SUPROUTINE SDIF(NU,X,Y,N,PI,INVEKS)

CETTE SOUS=ROUTINF CALCULE LA TRANSFORMEE DE FOUKIEK DISCRETE
EN SIMPLE PRECISION PAR L*ALGORITHME DE SANDF ET TUKEY
DANS LE CAS OU N = 2waNu

TAbLLE DES VARIAGLES PRINCIPALES

VAKIABLE TYPE SIGNIFICATION

X COMPLEX "R TABLEAU DYECNTKLE DE LA TRANSFORMELE

Y COMPLE X 3 TAELEAU DE SOKRTIE DE LA TRANS FORMEE

1 INTEGER LE MOMBRE DE POINTS DF LA TKANSFORMLE
Pl REAL w8 LE NOMBKE PI

INVERS LOGICAL SI VRAI, ALORS TRANSFORMLE INVEKSE

SI FAUX, ALORS TFANSFORMEE DIRECTE

COMPLEX 223 X(1J24),Y(C1024),T7
COMPLEX %10 F

LOGICAL INVEKS

FeAL®8 DC,DS,ARG,PI
tig=N

DO 501 NUT=1,NU
MIN=1=N2

NZ=N2 /2

NU2=2 a2 (NUT-T1)

DO 502 1=1,NU2
MIN=MIN+2aN?2
MAX=MIN#NZ2=-1

DU 503 K=MIN,MAX

¥1=k =1

KN2=K+N2
L=LDIF(NUT,KT1,N, INVERS)
IE(L .NF L)) GOTO 505

LE FACTEUR MULTIPLICATIF = 14

T=Y(K)

Y(k)=T+Y (kKN2)
Y(KN2)=T=Y(KN2)

COTO S03

IF(IABS(L) JNELN/Z) GOTO 511

Lt FACTEUR MULTIPLICATIF = -1




5

%
<

58
54
55
56
57

59
RV}
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
7e
73
74
75
76
77
78
79
8
81
62
83
84
85
86
87
&8
39
91}
91
92
93
94
95
96
97
98
29
100

(]

€

%2 ]

) O

o

511

532

507

503
502
501

510

S5GJ

T2Y(K)

Y(K)=T+Y(KN2)

Y(KNZ)=Y (KN2) =T

GATC. 513

IFCIASSCL) NEL3¥N/4) GOTC 512

LE| FACTEUR MULTIPLICATIF & J

E=DCMPLX(aND,1.D0)

IFCINVERS) F=DCMPLX(ULD?,=1.D0)
T=Y(K)

Y(K)=T4+Y (KN2)
Y(KIN2)Y=(T=Y(KN2)) #E

GO0 5493

IFCIA3SCL) JNE WN/4) GCTO 507

LE FACTEUR MULTIPLICATIF = =J

E=VCMPLX (1) oD0 ,=1400)
IFCINVERS) E=DCMPLX(LLDD,1.D0)
T=Y(K)

Y(K)=T+Y (KN?)
Y(KN2)=(T=Y(KN2)) %t

COTO 5°)7

LE FACTEUK MULTIPLICATIF £EST QUELCGUONGUE

AKG=24%PT *OFLOAT(L)Y/DPFLOAT(N)
DC=DCOSCAKG)

DS==DS IN(AKRG)
t=pCMPLX(DC,DS)

T=Y (K)

Y(K)=T+Y (KN?2)
Y(KN2)=(T=Y(KN2)) &E
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

IFC.NOTLINVERS) GOTO 520

POUKk CALCULER LA TRANSFORMEE INVEFSE, IL FAUT DIVISER LES
RESULTATS PAR N

LG 513 I1=1,N

Y(I)=Y(I)/DFLOAT(N)

CONTINUE

ON INVERSE SBINAIREMENT L'CKDRE DES RESULTATS

N1=N=1
Lo $)4 k=2 N1
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101 K=K =1

102 I=I6ITRC(KY, NU)+1
103 IFCILEEGKD) GOTO 504
104 T=Y(X)

105 Y(K)=Y(1)

106 YE1)=T

167 504 CONTINUF

108 KE TURN

199 END
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FUNCTION IRITR (J,NU)

CETTE FONCTION CALCULE LE NCMBRE BINAIREL
FAE RAPPORT A NU COMPOSANTES

J1=J

IEITR=J

oo 3IDJ I=1,NU

Je=J 1742
IBLITR=ISITRA2+(J1=2%J2)
J1=J2

RETURN

END

INVEKSE CE Jd,
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FUNCTION EDIT(NU1,K1,N, INVERS)

CETTE FONCTION SERT A CALCULER LES EXFOSANTS DES FACTEURS
MULTIPLICATIFS CANS L'ALGORITHME DL COOLCY ET TUKEYo

TAELE DES VAKRIAtvLES PKRINCIPALES

VARIABLE TYPE

K1 INTEGER
NU 1 INTEGER
N INTEGER
INVEKS LOGICAL

LOGICAL INVEKS

K 2=k 1n/222NU 1
LOIT=MOD (K2,N)
IFCINVERS) LDIT==LDIT
KL TURN

END

SIGNIFICATION

REPERE LE PAPILLON TRAITE

NUMEKRO DE L°ETAPE

NOMBRE DE PUINTS UF LA TKANSFORMEE
SI VRAI, ALURS TRANSFORMEE INVEKSE
SI FAUX, ALORS TKANSFORMEE ODIPRECTE

185




OO OO OO0

FUNCTION LDIF(NUT, KT1,N,INVERS)

CETTE FONCTION SERT A CALCULEFR LES EXPOSANTS DFES FACTEURS
MULTIPLICATIFS DANS L'ALGOFITHME DE SANDE ET TUKEY

TACLE DES VARIAvLES PKINCIFALES

VAKIARLE TYPE

| INTEGEK
nNu1 INTEGER
N INTEGER
INVERS LOGICAL

LOGICAL INVERS
kK2=k{22aw(NUT=-1)
LDIF=MOD (K2, N)
IFCINVERS) LDIF==LDIF
KETURN

EMD

SIGNIFICATION

REPERE LE PAFILLON TRAITE

NUMEKCG DET L "ETAPE

NOMBEKE CtE POINTS DE LA TRANSFORMEE
SI VKALI, ALORS TKANSFOKMEE INVERSE
SI FAUX, ALORS TRANSFORMtE DIRECTE
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FUNCTION IFT(P,N)

CETTE FONCTION CALCULE LA VALEUR DE LA FONCTION
FCP) DEFINIE EN (409)

P

I m™m
aon

')
L
NZ=N=2

IF(N2.LELD) GOTO 603

pe 601 1=1,N2

FLEMI=PE/ (24%])

J=0U

IF(FELEQe(2¥%]) *PDEM]I) GOTU o6U2
J=1

L=L+1

PE=PE=J%2ua(I=-1)

COMTINUE

IFT=L

Rt TURN

END
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