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I NTRODUCTION 

A. Généralités. 

Ces dernières a nnées, les Etats-Unis ont entrepris 

de s recherches intensives po ur une énergie à moindre coût. 

Ce p endant, beaucoup de pro b lèmes technologiques ne sont pas encore 

ré s olus dans l'industrie n uc léairè. La plupart proviennent del' 

interaction des particules nucléaires avec les matériaux solides 

C1J 
da n s les réacteurs. 

Le gonflement des matériaux irradiés à haute tempêra

ture résulte du développem en t au sein du matériau de microcavité 

ou voids. L'apparition de ce tte microporosité est de nature à 

~ompliquer considérablemen t sinon à interrompre tout à fait le 

fo nctionnement du réacteur ~1 7 

Le rapport du volume des cavités au volume total 

po uvant facilement atteind re 15 %, il est clair que le matériau 

re n ferme des surfaces inte rn es en quantité considérable. 

• 
La taille des c avités peut varier de quelques A à 

q u e lques cent a ines d'A et le ur forme est généralement sphérique . . 
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Lorsqu'une cav ité est cr é ée à l'intérieur d'une 

s ur f a ce métalliquet des cha rge s fluctuantes apparaissent sur les 

s ur f a ces frontières i e~& form ent un gaz électronique : le plasma; 

donc au voisinage d'une surfac e métal-vide apparaissent de 

no uv e lles excitations élect ron iques collectives appelées plasmons 

de s u rface . 

Lorsque plusie urs cavités sont à distance finie 

l' u n e de l'autret des effet s d 'interaction multipolaire modifient 

le s pectre des plasmons de surface et par suite, leur énergie de 

po in t zéro. 

Il en résulte une interaction de Van der waals entre 

c a v i t és qui peut jouer un r 8le important à courtes distances 

• [ J. J 
e n tr e les vides. 

2 

Dans l'étude d es forces de Van der wealst la propriété 

d e b a se des milieux interagissant est leur fréquence qui dépend 

de l a fonction diélectrique E: f w) caractérisant le solide 

d u pl a smon : 

s uiv a nte 

é Cw L ---1 _ 
.t 

l..U -f" 
u.J ).,. 

OÙ LU 
fL 

avec m 

est la fréquence 

masse de l'électron 

s : densité électroniqu ~ 

L'énergie de Van der waels s'exprime de la façon 

w < a l) 
l. .:.. 

[ w'" cd ) _ w__/ = ) ] 



où i parcourt tous les mod es mSme avec dég é nérescence éventuelle 

et d est la distance ent re les deux corp5 interagissant~ 31 

U.'1 1 
Des travaux p réc é dents ont considéré l'interaction 

entre deux voids ou deux s phères d'après la théorie de Lifshitz 

d e s forces de Van der waal s. 

Vu l'importan ce des surfaces planes infinies, nous 

es sayons d'obtenir les mod es propres du champ électromagnétique 

d ' u n solide semi-infini, c 'e st-à-dire limité par un plan, ayant 

u n void à une distance d d e ce plan. 

B . Ch a pitres 1.2.3: plan. 

Le potentiel sc alaire généré par les fluctuations 

d e s charges de surfaces sa ti sfait l'équation de Laplace. 

Dans cette pr em ière partie, noue résolvons l'équ a tion 

d L 1 d ' b. hé • [ ~J d • t . e ap ace en coor onnees i sp riques avec con 1 ions aux 

limites. 

Avant de nous i ntéresser au problème de la sphère 

d e v ant le plan, nous é criv on s les équations fondamentales c 1 e s t

à - d ire continuité des potent iels et continuité des composantes 

-t r " J 
no r males de D, pour deux s phères de rayon R+ et R_. 

En annulant u ne des coordonnées sphériques, nous 

co n sidérons la sphère dev ant le plan. 

Noue calculon s 1 1 énergie d'interaction' en déterm i nant 

le changement dans les fr équ ences du plasma par une méthode de 

3 



[ 1] Q 
perturbation avec Z " _1_1 

Q.cL 

(R: rayon du void et d 

comme paramètre de perturbation 

: d istance void-plan). 

Par cette mét ho de, nous obtenons les modes des 

surfaces ·t pour le voi d et pour le plan, qui nous servent 
..t. ,rm. 

da n s le calcul de l'énergi e de Van der waals. 

C. Chapitres 4 et 5: plan . 

Nous résolvon s l'équation de Laplace dans un 

sy s t~me de coordonnées sph é rico-cylindriques : nous utilisons 

le s coordonnées sphériques p our le voici et les coordonnées 

c y l indriques pour le plan; l 'origine de ces deux systèmes de 

c o o rdonnées est le centre u void. 

Dans le premi er chapitre de cette seconde partie, 

no u s exprimons la continui t é des potentiels et des composantes 

--i -no r m al es d e D = t. l w ) E 

Les quatre re la tions obtenues sont exploitées 

' da n s le chapitre suivant. 

4 



Chapitre l COORDONNEES BISPHERIQUES~ 

A - Deux sphères 

1. P roblème aux valeurs p ropres. 

Considérons deux sphères métalliques de rayon R et R 
+ 

situées à une distance D l'une de l'autre. 

Le problème c o nsiste à r é soudre l'équation de Laplace 

av e c les conditions limite s imposées à la surface des deux sphères 

( voids). 

a) Solution g én P. rale de l'équation de Laplace en coordonn ées 

bisph é riques. 

1. 

2. 

3. 

4. 

V potentiel. 

nu l à l'infini. 

fi ni partout. 

V 

V 

V c ontinu à la surface de chaque sphère. 

E In = 
t 

E Out 
t 

➔ 
où t: vecteur tangent 

à la ' surface 
de la sphère. 

5 



Nous imposons la continuité à la surface des 

void s d~s composantes tangentielles du champ 

➔ 
élec rique E = - grad V. 

D In= 
n 

D Out 
n 

(D 
n 

où ri 

--1 ➔ 

= D. n) 

vecteur normal 
à la surface 
de la sphère. 
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Nous imposons la continuité à la surface des 

void s de la composante normale du dr.placement 

élec t rique D = l ( w ) Ê. 

Nous choisisso ns les coordonnées bisphériques dans 

le s quelles les surfaces de s voids sont caractP.risées par une valeur 

co nstante de la coordonnée radiale 

...... 

" " \ ,Jt~ 
\ 

P(-x:1~. ~) 

\ 

1 (;,-,1 , i} 
/ 

\ / 
\ 

'\. 
/ 

/ 
!J_ 

_,,.. 

.... ...... 

--- ---- ....... 
---- 1 ...... 

----
1 

' :-- .J 

' \ 
\ 

\ 
1 1 

\ I 
/ 

' 
/ J--

........ / -- _,,..,. 



Le s coordonnées S),t,1Î ,f) d'un point P de l'espace sont définies 

da n s ce système par: 

fa = k g_ 
~ + 

11 8 + _ B_ 

'f = i 
Le s points a et -a sont le s pôles du système bisphérique. 

( :s' ,0 ,f) 
-t- -+ -t 

ce c i implique: 

] coordonn é es sphériques de f' par rapport à [ a 
-a 

,J--L é.. J_oai+coL 
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~i nous séparo n s l'équation de Laplace dans ce système 

de coordonnées, la solutio n V de l'équation de Laplace est : 

,1 

V =- ( c..o-s-h. _,,)A- - CO';> ~) :i. 5 
l'Y\. ·.O 

(1 . -1) 

L'équation de Laplace n'est donc que partiellement 

sép arable dans ce système; e n effet, les variables,JL et '1'\ sont 

li é es par la racine carrée a pparaissent dans V. 

La dépendance e n f est complètement séparée: 

l' a xe ~es } étant l'axe d e symétrie de rotation poijr les voids, 

m est le seul "bon nombre quantique" du problème. 



Les coefficients Am et B m sont déterminés par les 
n n 

conditions aux limites à la surface des voids. 

Nous considérons ces solutions pour un m fixé afin d' 

exploiter le cas m = o c'est-à -dire le cas des modes axiaux. 

b) Conditions limites. 

L'espace entier est divisé en trois régions séparées 

par les deux sphères : 

>o 

< 0 

l'intérieur du void + fa- -t < )-'-

l'extérieur des voids ?- < ~ 
l'intérieur du void - _a:, <. ;-,... 

V : potentiel à l'intérieur du void + 
+ 

V
0 

potentiel à l'extérieur des void~ 

V potentiel à l'intérieur du void -

< ~ 

< fa-+ 

< r--

Nous nous limitons au cas m = o, c'est-à-dire aux 

modes axiaux 

-1. tK) 

( co,-R.. jv-- _ c.D':l 'î) .... ,.,~ 

V 

B 



...... 
1) Continuité du champ tangentiel E. LW- )-A- =r .. ....t jL =JL- · 

a V1:. ?J Vo 

'ô 4> ~ 
\r =r~ 

â V!. d Vo -- (A , 6 ) 

ô '1 ô 1 
\ )-t- a /1-- ~ 

La c o ndition (~ . 6) e st équivalente à la condition de 

continuité des pot e tiels eux-mêmes 

( Â . .,, ) 

Après remplacement d e V par (11 . .1.) et <~ 4) dans (,u- ), 
± 

utilisons ia propr ié té d'orthogonalité des polyn8mes 

de Legendre : 

Egalant les coefficients de P pour le même n, nous 
n 

obtenons : 

<. 

Du... 

Quatre nouvelles c ons tantes seulement remplacent 

(A n, B n, C n' 
D ) 

n c ar 

6- b + 
(jJ-_ -f,- .. 'i c~ ... -u 

fr"\. ""- --e. 

,e,,.,,_ 
+ 

-L 
Cfa-+- j-,-_ 1 CIY\+1_) 

.(_ ""). 

9 



2) Continuité des co mp osantes normales de 

é) V+ = 
aµ 

ê) V_ -· 
ô/L 

E c w \ d Vo 
aµ 

[C w) d V. 
3/t-

10 

➔ 
LJ = f (w) 

( --1. ':l l 

Remarque : pour les sphères da ns le vide, E (LL..J) est à remplacer 

par [ _ -1 (w) car la fonction diélectrique E (LU) 

apparaît comme f a c t eur du gradient du potentiel côté 

matériel de la sur f ace. 

Introduisons V et V 
+ 

dans (-1 . 9) et multiplions 

l' égalité obtenue par 2 . ( co s hfa± - cosNJ) 

Nous obtenons alors : 

h-t.!'rîJi.._.,,Â-Â. + f o.. "'- P "'- _ ( wA1..,,,-u-+ - la½~) i ( t M + -1) Q.. ,,, PM. 

= é. ( w )[ hL!h.h.fa+ ~ ( b: + L~) e + ( [.lY':)~+ - C!Y.J 'Y\) 

~ k ( t~+-1 ) ( b:- ~,:) 1~ J (/\ . -1 0 \ 
( une relation semblable en Js.L-- >. 

Développons le s f onctions de !Y) en Polynôme de Legendre 

e t exploitons les relations d' orthogonalité <~- ~). 

La relation de récurrence s u i vante 

tra nsforme (,1. --<o) en : 

L /.),{tyLlP .. _ ( Â. 'Y\. +-\ \ cooh/üJ _Q_ 'V\ + M.. ~-~ + ( 1YL. + 1 ) ..a_ 'VI. .. ~ 

= l( U.J ) [f ~LMÀ/L+ -(J..l'/\.+ --\ Î~_,,.ù..J b:_ 'Y\_ tt,_( /\,\. + -'\ \ 6: +. 

+ L r.)-Ll\-\h. fa+ - ( l, /'Y\.. + -1 Î CD~ /u.J ,(_,: + 1h. L,,,,~, + ( Ir\.. --1- -1 Î ,( : .~J 
<-1 . -1-1) . 

{r e l ation semblable pour le v ~id "-"). 
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2. Formulation matricielle. 

Introduisons les notations suivantes 

6±_ (b± 
1 
b ± . . . 

0 • ) b~~ -·· ) ... \ 

--, :t 
{ ± ± ± ) ..,(_ - ....(.0, .,c..,.) ,C 

M..') · • · ' 
• Comme 

A,,,_= b+ 
/Y\.. + 

+ 
...,(_ 

M.. 

À = 
"'-

6- + 
l>L 

...L.. 
th.. 

remplaçant dnns '1. --H) et ('1 . a.), nous obtenons 

A (.,,,u) /6 4--+- 2) = l { LU ) [ _ A L f + } 6+ + A ~ + \ 7 + 1 {..\ . -1=,) 

-4 - [ -., -J _ A L,,..,a _) r 6 -+ L -) :=; t. < w ') _ A < _A_) 6- + A .Gu-J L - ( ..{ . A 'i \ 

où A est une matrice tridiagonale infinie: 

A ( )-1-) = ,{°r/4..d..;~ j ..l.).i_rn.h_ jJ-- _ U.Jrt.+ A )co,h ~ /YL + ..... 
M -,,, D . 

I')\_ + ,1 

l';J,{.(h_ ~ Y- - C.D~ r .-,\ 

r.>LIVIÀ. fl -C i.. rn + ], ) urJ.f-

--1 ,l.){.ft'tÀ Y- -3 C.9"ë>h. r .:L 

1.. 

Eliminons dans la relation ('1 . 1'1) • 

J-xJnJ... r -'5 . c1. µ 
1i-c.!:-:_- •. 

en utilisant la forme matricielle des équations 

6 - _ b + ...t ( J-L_ - J-L + 1 L M. + 1 ' 
,n_ - "'-

+ [1.L - IL \ (M_ + :L1 
L _ ..L ~ J + I - .1. 

""- - m. 

c'est-à-dire : 

------t -6,-_ A b+ · 
- - _/\ _., ~ + 
,{_ = \_ .,{_ 

où _/\_ :, -D..LO..Q 
l'Y\J, 0 rj 

_l th...+:. \(li_ ll \ Â.... ,1., ,_ ,-.. 
(A . ...i5) . 



A la place des é quations (,i ... u) et (A-1 '1 ), nous 

obtenons : 

[ 

[ /\ ( }-L +) + f.. /\ (-J-LJ ] Î/ + 

< ---1 _ E ) A r _ µ__ \ A 6 + + 

12 

Pour que ce syst ème admette une solution non triviale, 

il f aut: 

= 0 . 

L'équation G.~d est la relation de dispersion. 

Seul e s, certaines valeurs d iccrètes de L vont satisfaire à l' 

équa t ion (-1 .-n) . 

La r e lation é_ = --1 - ( l.U -r- / d iscrétise les fréquences propres qui 
LU 

serv e nt dans le calcul de l ' é nergie d'interaction. 

Rema r que : dans le cas IYY\... :/= o: 

les potentiels d a s les trois régions sont exprimés 

comme une combin ai son des Pm avec comme restrict i on 
n 

A__ ( fi- ) = A:ru.d._i o.~ M_ + ..... + l'r(\_ 

M > l 'Yn.. 1 

A ==-
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3, Exploitation de la relation de dispersion. 

{ ....\ . ...\ ~ \ 

o~ E: matrice unit ~. 

1'1 ( LL \ = ,C1t_;.d..;o.d - C t.m +..,) ~ j-L ± 
l'>'1. 7, 0 . 

fYL. + A 

[ 

Re~laçons (1 .--11?) ~ans les équations (-1 . ...\6) • : 

(--t . A':l) (-1 + é) M (}-'-+.\ b+ + c.,., _ f..) ~ f-+b 1-+ c ,1 _ é.. î M (_,,-u.) ~~ r .,c t î r.J... }1--.,.-r\_o 

CJ.. t O) (_,.._ E. ) l'vl (?--)At+_ ( A_ E.) /2~ P-J\_ 61,. + ( A + é_ l 1'1 ~ ) A -1-Z:_ (-LE)¼ }J. ./\."
1

'Z_\ 0 

Posons /J-Lh..~ -
1 

µ..!;Jî ( µ_±) = F ~ 

" -~t. - A 
,1 - E.. 

Multiplions (-1. A 5 ) par 

et 

( -1 . .to) par 

Nous obtenons : 

(.-\ . 1..3) 



Le s r elat i ons {-1 .-'1 5) (-'1 .H ) deviennent : 

A 

F+ = ,,tlt_i_d_; D- ~ 

M..,, 0 

hh. fa:t 

/\IL+ -'\ 

"=>-h)-1-'!: 

- (tlh. ... ~) l-h. µ '! 

.,';),h_ j-,L -= 

r --1 _ z; H ~ + -1 l = ,t"--; d_;~ 
/Y\.. 7; 0 

- .t"f\..._ U./Y\. + 2..) 2. ~ 

.'.l. (l'f\..+--<Î z.+ 

,{., C IYl. +..., ' , z..+ 

L(ML+-'IL (t.'Yl +', )z. .(. 
+ 

{ -1 _ Z ~ l { C. _ -1) = Â:I?..; cL o_j 
f'0 7, 0 

11"\ ),0 

1 IYL + C Z., I'/"\ .... '2... Î Z,~ 

_,L.('Yl + ~\z 

- 12-.., ( Ni + ,'\ J z.._ 

A.. ( Il-'\ + ..., Î + ( t /Y) + '-i ) 2 _i.. 

(--1 - z.,~) (AC - --'1) :. h~d :o.i >,J l."n +- ..-\ î (.-,t + ;z, .':_ Î-l -LZ...~) 
IV\ 7 , 0 

a ) Cas limite l . Sphèr es découplées . . 

z. + ~ 0 

1 
z ~ 0 

Ceci est équivalent à 

r- - ---i - CO 

c'est-à-dire deux sp hè~es découplées. 

14 



Multiplions (-1 .u .. ) par(/\ _ .z,~), (/1 . J.3) par (A_ z.~ ) . 

et ut ilisons les relations (.11. J...'1), nous obtenons : 

0 

L/YYL [ t'Y\..A6\ + ( At ~IY),_ + --1) _ -1J ,(_\ ] = o . 
~ ~D _j\_ 

15 

Ce s y stème admet une solutio n non triviale si le déterminant es t O. 

La relation ob t e nue eet 

[ 
À ] .,_, A ( .t, M + -1 î - - 1 ::. 0 

c 'es t -à-dire 

t IV\_ 

IV\_ + --\ 

pu i que 

( .,u_;z) 

No u s avons donc obtenu la r e l ation de dispersion pour un void isolé. 

où W-r- = la fréquence du plasmon 

~ -l~ donne les fréquences d e s modes multipolaires : 
-i 

w 
u_J~ f /'Y\.. + .,\ l i M.. 

J__ M.. + ---1 

[ ~ 1T s 1. r (__LJ ..e. 
--r-

/VY\._ 

ÎYYL = masse de l'électron. 

s = densité électroni q ue 
du métal. 
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a) Cas limit.e 2 : Sphère et plan découplés. 

1 

z. 

Ceci est équivalent à 

[ 

fl--= 0 c'est-à-dire un plan. 

j-1-+--;) ro c'est-à-dire une sphère 
à l'infini. 

D ~ O'.'.) , 

"'--/ _ ___ fa_ :0 

Dans ce cas, l e relations obtenues sont 

[l - A (tM...f- .Â ) + -1 ]-b+ ~+ 
2.. /Y\.. .L = 0 

)._ ( .2.. IV\..+ .. ,..) 
-t + 

0 ..c. = 

Pour que ce sy st ème admette une solution non nulle, 

il f a ut 

A L _ À r {., m.. +- --\ î + -'-\ J = o 

-1 . A ;:; o 

l . ;\ - ..-\ 

1. /Y\..+--\ . 

c'est-à-dire 

_,.\ , E = - --1 relation de disper~ion pour 
un plan. 

J.. E = _ . fYL relation de dispersiun pour 
'YL -t- .A une sphère. 



B - La sphère devant le plan . 

1. • Introduction. 

Da ns le systèm e d e coordonnées bisphériques, poson s 

Le s y stème possède l'axe ~ co mme axe d e symétrie. 

~ 

d 

La. 

1 
1 
1 

1 ... _, 

-PCx, 1 ,z.) 

y 

17 

Le pl a n est si tué à une distance ~ = d de la sphère; 

o r l a relation liant la val eur de }1- , le rayon R des voids et la 

d i st a nce D les séparant e st : 

donc dans notre cas: 
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2. Mo des non perturbés (mo de monopolaire de la sphère). 

Cas m = o : 

Dans le systèm e d e coordonn é es bisphériques, nous 

avons posé 

Les é quations (.-, _.,, 6) devienne t : 

{A ( fL l + t_ AL P- 1J 6 + l r--i _ t ) A ( J-1-)] ;z-> = o 

((.A - f_) A ( 0 ) A J b + l A { 0 \ ( ..,\ + tJ 1 A-"' ~:: 0 

- -1 

Si no u s multiplions la secon de par A ( o \ , nous obtenons 

--t 
Remplaçons c par sa valeu r dans la première équation, multipliée 

par A _.., ( - j--J... ) 

r"" + é l c A- -- r _ P-) A ( J-1-) + [ J 1; = < A_ E. )" A - "" ( -f- \ A (r-) A"' r. 
Ou.. z. = ...e.. -j.L 

z 

pour f.L --} CD. 

c ' est-à-dire pour Z ➔ o: 

,li /rY\.. A -• ( _ ~ \ A (p..) 
fi- -) dJ 



----------~--~- -----------------------------------------
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Dans ce cas, l' éq uation aux valeurs propres devient : 

Nous obtenons : E= -"" c'est-à-dire les modes 
du plan. 

c'est-à -dire les modes 
de la sphère isolée. 

L'équation aux valeurs propres pour une sph~re isolée 

en coordonnées bisphériques est : 

IA -'\ ( - fL ) A ( P--) + é_ = 0 ( .A . 1. 9 \ 

La comparaison de (--\ 111) et (.u :1) donne les conclu

sions suivantes 

--1. r.i...:_ z... =f- o 

l . /;)--L Z. =;,. 0 

n'est plus valeur propre. 

l e mode monopolaire f.. = 0 reste une 

valeur propre. 

En effet : dans {~ .u ), pour obtenir 

E. =- 0 il faut 

c eci est vérifié grâce à (,u .. ~l). 



Chapitre 2 THEORIE DE LA PERTURBATION. 

A - Préliminaires. 

Dans ce qui précè de, nous avons établi la relation 

de dispersion : 

avec 
_/l l ( z t,m +-') 

= oL Cl.,q_ 
,.,...,7, 0 \j 

A ( Ll) = l:.it:.;cL.o.~ nt jJ- - Ctfh +..-1) d--- f'- M +--1+ 1h. 
• m ·7; 1 -m, 

20 

fr'+ -'1 _ ,'\,v\ rÀ-, f- _ (?.... h + "!:,)Ül j-A-

les valeurs propres ,.\ -=é.._(w )donnent les fréquences 
I\'\ /Y\.. 

des modes du système "void-plan", tandis que la relation inverse 

A = E -~(w l fournit les fréquences pour le système "sphère-plan". 
M... IY\. 

Rappelons la rel a tion entre /L , R et cl : 

+ z.. 

..-\ ± -) z. = 
2... ...LL 
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..,i 

En développant ( --1 _ Lj _u_ t. ) ï.. en série et en ne 

conservant que le signe nég a t i f (car :Z:.. <'.'.. --1 ) 

3 5 
Â...L + ..LL + .'L ...u.... 

Inversément : 

3 5 
.À..À.. z. - 2... + z 

Méthode : 

Nous allons développer chaq ue terme de la relation de dispersion en 

\ ( "") 
pu i ssance de ~ , calculer l a valeur propre A 

p r opres associés jus qu ' au troisième o r dre. 

A l 'ordre [} 7 0 : c'est-à-dire l e coefficient de ~ 

ï'? ("') 
le s vecteurs p r opres non pert urbés 0 0 

et les vecteurs 

,. nous trouvons 

Au x o r dres suivants, les vect e urs propres perturbés sont développés 

comme combinaison linéaire d e s vecteurs propres non perturbés: 

En effet: Les con s t i tuent une base de l'espace d'Hilbert 

n t . ' ,., '".') ~ , nous pouvon s donc exprimer les approximations . o k 

du vecteur propre 
t ("') 

en termes de 

6 ) (rn) L ("n, b ( ..:.) 

:::, rx.... .J. 0 A Â.. 

1t~) [_ c ...... ) 1--,< lo.) 
:::. ~k ) o l., 1,.. 

( t . -1,..) 

r'""> [_ ('h) b,, (f) 

3 ,r- ~i'- 0 
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Remarque : - - - - -- -

Noue utilisons la notation de DiracLfJ 

a) A 
/'M 

1;'>('n) 

0 =- D 

0 

eet noté 

Lf-i 

0 
--1 
0 

0 

A0 (f- î ,, A (fi- ) c 1m = o) 

Développons A ~ /\ (_r) A/TT) ( A î en puiseance de L 

~ ,t;-'-; cL:_o Cl _ ( l'h +--1 Î Lhf-L- - M, ~ .N\.. + -1 + Â'Y\ 4 
1h -,, 1 'YY'I \ 

m.+ --1 - l'rn _ C t 'Y1 +3) cÂ r--~fL 
= Â:.'1.. i d.: .Q.~ 

---1 - C /'f\ + 1..) - /Y\.. z.,.1.. (lh+-"+~Îl... -
rr, 7 / 1 IYY\ \ ) 

en l'exprimant en puissan e de Z: 

< 
ou_ A= 0 

0 



b) 

c) 

A,)f-) À:ti_ id_; si..-2 

l'r\ 71 \ l'y'(\ 1 

--{ 

Z, 

L 
_IY\.._(tn+---1\Z.. 

Z (M+..>._f\-Y\) 

2 {m -+- --1 + l'M...) 

l 
-<~+--1Î_{"r)+L)Z 

23 

en puissance de z 

~f/1-) 
z -" ( k ~ + L;l< z. + M"z1. : .. 1 

' K,. 
c:l;o..~ ( - l\'\..l Dt.L = 

/h71 ' ""' ' 

L""' =- k ;d:a.4 1 0 

,.,., ~, l "M 1 

M+--'1-+""" 

M+--\_/\'Y\ 0 

N~ 
.d..ia'<r 

/\"17, l 'l'h 1 

(_ (!'1\+"î) 

A; c _ f1- î A < f1- ) = r
0 + ~ 

- ,L - 3 

z.. +- r,__ z + r
3 

z. 

Fo d_;a_ ~ 

/'r\7, '""' \ 

r =- t..ti.;c\: 0-'<l 
--1 lh7tlfWI I 

( ::A ) 

0 

- (l\'\+,\_"rY)) 

(IY)+'IH'Y'l+LÎ 

- (IY"l+--1-+"r<'\Î 

(/1'\+ ,\ J(fY\+"l.) 

0 

1 

F [ ,l ] • Il"\ --1 ~ /'(y\ 
.:l.. d,.o. ,s.,-, --1 - - - - + - -

/Y) '7t \M"l')1 /Y\ +--1 /l\+1. ,'..À. ( .u..+-1Îlu..+2...) 

+ kr;d..i"1.':} 
/\ri 71 il)'Y) 1 

D 

0 

- { M+..t.-"rn ){'r)t-'1- 'h'\..,) 

(/h +....1 H'h+l. ) (/1'\+~) 

t: . _ M -r-1 __ L r ~ 

0 

0 

0 

_ <IYl+-1\IM.. )Ctn+l. +'Î'Y'I) 

C'Y1+-'l)lM+'.!.) lM + ~) 

Q 

0 

tf\ ' & -t, a..tl d..
1 -c.'l~rm..c=...n...t k -l...L..<' J.o.. d;o_~o\'\oJ<=-
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B - Modes axiaux m = o. 

Rappelons la r elation de dispersion : 

avec _At 

Fo 

F> 

é.. ( w,.,., 1 

+ 

DU.. i 0 = 

'i .:: 
,1 

'{_= 

i~ 

:. cl_;a_q ( ~ 1-.l'f)+-') 

Il"\ 7,, 0 

cL o.~ 
M 7,0 ( :+~ ) 

,,,t. rc. ; d,__; Q_~ 0 J,, 

ln-+ 1. 
Ir-, 7, O 

--{ + 
'\ ("',) 
( 0 

- 2.... >\ l"') 
( ... 

Al"') .1., 

,1 -
Î'i (•Y\ ) 

- .t ~ + 

- -:L 0 

0 0 

0 

.0 

n'a pas d'éléments sur 1a diagonale. 

t, 
A (r,\Î L o 

+ .2.. ?('ln("") 
0 ... 

() 
(en) 

:J...., ( L + X"'A'") L O , é 3 

l ?-.(-.,) >-.' "-) 
ô A + 1\, ... ) tt ,...,J 

2.. r,. .t. 



La relation de d ispersion devient : 

X. ( l . .L) 

Nota t ion ".X.._, 

A chaque ordre, nous développons cette équation 

uniq u ement jusqu'à la puissanc e de y qui est égale à 1 1 ordre 

considéré. 

ORDRE ZERO. 

( 4 + ?\ <;:> ) ( ~ 

Solutions 

Conclusion 

= 0 

.,1 . I À 
( "'> 

::. - -A 
0 

~ 
("') 

M.- /n 7/ 0 

rn + -1 

Nous avons retrouvé les modes du plan 

et le s modes de la sphère isolée 

Le vecteur propre as s ocié à 
\ ('n) 

r1 
0 

est : 

b ~) 
~ 0 

I M • a 

0 

0 

0 

_.,\ 

0 

0 

1 

L . 



- ~ --- - ---- - ----- ----- - - - -------------------~ 

PREMIER ORDRE. 

Nous allons identifie r les coefficients de J 
relation (.t.. .2,) 

dans la 

26 

-> 

[ ( --i + i\ ~"'-)) ( t + À 
1
-:: f ) ] b . ' "-) 

~ 

=- "'( F: 'L-1 6 ~~) 
a) Premier type de solut i on : 

Nous obtenons 

li C'>\..) :: D 
-1 

b) Second type de solu tion 

en multipliant (l . 3) 

et utilisant (..t.-1...) 

gauche par 

.. . 

-tf 'h... 71 0 . 

(- " ('h..) ) { • 1 F " <"""
1 E.. 1 'J _ < . 1 ~ (..,_) < F /'\ < 'VC.)f ) 1 frL > 

---l+no ";:\- -1 + I'\ __.. /Y\__ <f -1 o+ 0 . 

_ < <i 1. i J: -x.,, 1 'I'\. ) + (-1-+ r\ '~) \ ~ JL ~, < ~ \ ~ + ;<m.) E \ ~ 1 = o' 

~.:>~~--~-" -~- ~ 
Les seuls produits sc al aires non nuls sont 

7 

·. · I ,..._-(\-~-M..-)_-= _o _ ___. 
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Calcul des vecteurs p r opres 

Pour A= 
--- --- <1--

IYL -1 

Les seuls produits sc a l a ires non nuls sont 

< /Y\_-11 F-\ 
)\ '"'' t 1 /h_ ) .---1 

+ ~ 

" /Y\..+ --1 

( /Y\. - -i 1 F À':) E I m. _ -1 1 - 1. 
0 + 

(Y\_(/h+~\ 

1/ = - 'h.. 

t-'our -1- _ l'rL+ ..,-1 
-- - - --(,\ :: ___ __ _ 

Les seuls produits sc a laires non nuls sont 

/ IF \ 'h.. > --" \ 1\-1,_ + ~ -:: 
-\ 

l'n.. + Q_ 

(lv\.+-1 IF ~ ("") 
\ IY\. ;- -\ ) 

..A 
0 + 0 -::. 

( M+-1 'l (l'r\+ 'l.) 

= tr /rt.. '71 0 

o..r~.t"?...o...i>z....c 

_J 
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SECOND URDRE. 

Nous allons identifier les coefficients de Z. ,t, dans la 

relation (.t.J...) 

[ / -j + 1\ ~"'"· î ( ~ + )\ ':) E 1 ,/\ (,..,\ 
+ ..., c F >t'1, rt'\ r >t''E 1J t ('n) ...,+I_. + o-t- o o 

+ 
[ ( ,-{ + Î\ ~""Î î ( ~ + r ;"'' E ) -+ 

11 c,..,, (t ~ (,r,\ E) ] t"'' 
"' o+ 1 o -1 

+ 
[ ( -t + ~ (,.,,) c F 

0 0 -t 
À c:) E) J t("') 

,., 

= ( t. . 4) 

a) Premier type de solution : 
(\ (,n') 

0 - -i 

0 

= 

4 !Y\_ 71 0 



b) Second type de solution 

.., 
en multipliant 

et utilisant 

(l . 4 ) à gauche par 

(2. .--1. ) , nous obtenons 

/ -:1- + ?\ (:) î < j 1 ~ + À~) E. 1 IV\.) + ~ ~'>) < i l ~ 1- À~"') E \'Y\..) 

+ ( 1 + (\ ~"') ) ~ X. ';_·,,) < 1 ! ~ / ..L. > 

+ 1~ + ('\ ~---) ) 4- ~ ~,.,) < 1 1 F. + \':l:_ lt> " <i 1 ~ 0 E/)LJ 'Y)_> 

~ :> ~ !_ -'d- _=_ -~ : 

Lee seuls produits sc al aires non nuls sont : 

( 1n_ 1 r-,, 1 /h _ -1) - -1 

fr....+ -i. 

-'- v 'Y\ 7, o 
-; 

Calcul des vecteurs prop~es 

Pour ---1. _ /Y\_ .i.. 
- - - - . - - d --_ - - - - - -

Les seuls produits sc al airee non nuls sont 

29 
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Pour Â,, IYL _ -\ 
---- --<'.1- -- - --

Les seuls produits sc al aires non nuls sont 

(l'V\.._..\ \~\ (Y,_>=- ~ 
M.-t- .,\ 

~ 

Pour 

Les seuls produits scalaires non nuls sont 

(/Y\.+ ~ 1 ~o ~ ')(_..\ !Y\.> :: • ~ f ~o,"'

< I'(\_ + -{ \ i=: + À~) E. \ ln.+ ~ ) :: ~ 
( rn +"" î ( m... + 2.) 

<rr, ") 

c~+ --1\ 
(Ml Î 

) 
"<J'l'\ +'I = 

0L ,l;H_ 
Il'\. 

(,n') (rr, ") 

-> ~ .... = - (){_ 0 - --1 ci 

Pour 

Les seuls produits scalaires non nuls sont : 

..I..__. 

<M.+1.lfi.l ""- > =- _A 

l'V\.. -t 3 
t. 

<IVL+.2./~ \ rv1.. +-1>:: _.À 

M..+~ 

< m. -t- t I r.. + À ,~ î E \ fY\_ + t > = 1.. 
(IY\_ ... ,i')Crn-1-1.Î 

30 

Ir\.. f 0 

/Y\... .: D 

+/ 1h. -,, 0 . 
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TROISIEME ORDRE. 

Nous allons identifier les coefficients de Z > dans la 

relation ( 2 . .Q.. ) : 

[ c--1 >/")) ( F ';\ 1"''E 1 ]Î:'"'1 - ïF~1'"') 'f F~t'"'' iF~b("'') + t o O + O ~ - oO 3 0 + o-, -, -1 + 0 1 -, 0 

( L . S l . 

a ) Premier type de solutio n 

( L. b) 

Utilisant (l .~ ), no us obtenons après avoir multiplié ( Z.h 

à gauche par < lh... 1 

+ i < ""- 1 ~ 'X.,, \ 1\-\_ '> 
0 

A . m...:. D 
(\ l""):. 

3 
- .t 

2.. A-L.,-1 (\ <;).:. - 16 

r\ 
("") 
~ : 0 
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b ) Second type de soluti on : 

), lM) 
( \ L : Q 

Multiplions { i. 5 ) à gauche par < 1 \ en utili~ant ( ;_, _ -:1. ) 

r " + ><~,) (j 1 ~ + A ~'Y\) E I IY1. > ~ ( ~ + À{ ~ ) ) f '.t_ .~M) < <l \ ~ 1 ~ ) 

+ <~ + f\
0
l "-' ) J ?"}lLM) < i \ S \~) ~ (-'\ ~ (\~">))? ~t'<j \f:+A ~t l,tJ 

+ -A ~,.,, < i ! Fa + )\ ~---, t. l i'rL ) 

= '-f o < j, \ F. x)~ l + ~o ~ 'X_ t) < i \ ( 0l.J ;,__ Î 

+ i < ~ \ ~ ')LJ 'l'\. > 
Pour j- =- "'L : 

Les seuls produits sc a laires non nuls sont : 

-:: 

\tn_\ F~\lt\_ _"") = - -" 
-"'l. + -'\ 

< /l't_ \ \- ~ \ M..+ -'I / -' - --1 

/Y\ + ~ 

(rr,._\F '}{_ \'Y\_1~ --i_ ~ 
0 J 2. l'rl, ~ 

< I'(\__ \ f ')L \ /Y'i_-'1 ') : - "2. s 
"'°' A 2.., /'Y\,.-\ 
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CONCLUSION. 

Pour m = 0 noua avo s trouvé comme valeurs propres : 

I') (=) 
1/ "r"I 7, D i\ 

('n) 
_ 'Y)_ -1"-°\7, 0 1 . ( 0 a - .... i . .: 

0 
l'ti..-t ~ 

~ '"") 
11'Y'\710 l . /\ 

(r,'\) 
..;.,..,... 7, 0 t. { -< ::. 0 --< ~ 0 

3 . 
A ,.....,, -

L • 0 v'T\7,D 
À 1,.,..) 

3 . 1. .: 0 -1-,.,, 7, 0 

'1 . 
~ <o) 
( l a -1- 't . (\ 

(o) 

{ > 0 

A<") 
'~ 

/\ (-,) 'i 
J ~ ! 

; ï: 
(\ \"') ::. 

l 
0 V'lr\7-'I A<"") - 0 v'l,7-1 

.!, -

C - Modes non axiaux m = 1. 

Rappelons la re lation de dispersion : 

( ~+ é.Î [ A _.,,(_ftîA (Ju 1 + é_]t'""' =- (.,\_ E__tA""(- ,u. )A (jJ.JA,._b(-n) 

En ld développa t en puissance de 3--, nous obtenons : 

\rn) ), lfn) • L ;-. (,.,.,) } Î l F F L l... C > (,.,.,) ). (,...) 
À .. z. + r, ,_ z + r, 3 z, .. . 

0 
+ ,, z.. + 1 ,._ z. + 1~ z.., +- f\ 0 + (, -1 z. 

7""") 'l. l'"" '" ) ' ) 
+DZ.. +D Z. 

'- .3 

t.t /r\ DL.Lb 



F :. c.La..4 (~~) 0 

/\"\7, --1 

~ "' • k t-c_; olia.q ( o -" 

) rn+-'I l'T'\71 A 

-""- 0 

(tn4-IJ(ll)._ 2. 

F ~ d..;.o.~ 
(~c~+~1J 

+ .,t_Jt._; d..i a.. D 
l 

/'('\ 7, "' I\') 71 -1 

0 

0 0 C) 

- I\'\.. 

(!Y).., illtn+ )) 
0 0 

-
r.ll /Y\.. ' a. -{\a.,':) d 1 ~li'lvn.L"Lt ~ 1a.. d_;a_~ol-'\dc:. 

(\ (""\)_ :. é_ ( UJ,.., ) 

A chaque ordre, cette équation est développée 

uniquement jusqu'à la puiss anc e de ~ égale à l'ordre considéré. 

ORDRE ZERO. 

>i 
( ....... 1 

1 
Solutions : .A . = - -1 
- ------ -- - 0 

r\ 
'"") ~:.j L 

0 

PREMIER ORDRE. 

Nous allons identifie r les c o efficients de ?f dans la 

relation ( 1- l ) : 

[r~ (\ '"') ) ( ~ À lm) E 1 n ("') ( r ?\ (,n) E JJ t l">) 

+ 0 -\ + ... + 1 .+ ~ " 

+ l c~ + (\l~I ) ( fo,. ><~1 E) J b:~)~ 0 

34 
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a) Premier type de solutio n (\ (,,...-, 

0 "-
,1 

- - - - - - - -- - -- - - - - - - - --·---

n c~) ( F - E î 6 (M>) 

.: 0 
A 0 "' 

-> 1 

A Cm) 
=- 0 V"" 7, .,., 

~ 

b} Second type de solution . (\ ("") 
:. - 'rî . 0 - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - /\'\ t- -1 

En multipliant ( .L. ~ } à gauche par ( i \ 
et utilisant ( L . -i ) ' 

nous obtenons 

( 1 + A ~~) l < J \ t + r\ ~") E \ 'h) + r\ ~~) < j I F + \ :'h) E. l (Y) ) 

+ { --l + t\("") Î f X ~rn) < j- 1 F-: + r) ~,._) E \ ~ / = 0 . 

~~~-r- j _=_ ~-

Les seuls produits scalaires non nuls sont : 

Calcul des vecteurs propres: 

~~~=- <l : -~--: ::_ : 
Les seuls produits scalaires non nuls sont : 

( in__~ 1 F- \IV\_):: -~ 
-1 m.-

< /h__-'\ \ F ... i) <"'1E \N\__ ./): -~ 
0 • O 

/,'\..('Y\.+--1) 

c ....... î 
~ :. - CrY\..+..,._') 

""-~ 

1 

J 
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Pour -1..-= ""'---+ ~ 
-----~ ------

Les seuls prorluits sc~ laires non nuls sont 

l r=A \ /y\_)::-~ 
(Mt --1) (MLt- 2..) 

l ~ + n 1""' > E 1 1rt-~ -") _ ~ 
o Cm+" 'l lll1. t z.) 

x_ 
(m.) 

) -= 
l'n -1- -1 

X 
l""- J 

'h.. = 
SECOND ORDRE. 

Identifions les coeff ic ients de Z .t. dans la relation (2 .1) : 
~ 

r '\(rn) )(F. >-("")E) \ Cm) (F '\l"')E) '\("")(F. \("'>)E)] bl'Y'\) 
L!---l+no L+flL + n ... -1+n,. t(\L o+n., O 

__,, 
l ( "(""''1 ( f. ~ '"') E 1 \. ("')(t ~ c""1 E \ J b( ...... ) 

+ .,\ + (\ o "\ + ( -'\ + (\ "\ 0 + ( 0 / "' 

+ l c" + n ~")·) ( ~ + (\ t 1 E î J 6 t-i ~ o . ( J..., g) 

-À 

0 

:: 0 

v 
b) Secund type de solutio n 

':-- lm\ 
I\ : o 

"\ 

Multipliant (.l.~) à gauche par < "2r \ et utili!!ant (1. . -1-), 

nous obtenons : 

< ~ + t\ :"')) < i \ ~ +.A~, E \ Ir)_ 1 + Î\ c;

1 < t I E + n ~'h, t l "'-) 

+ ( --\ +- f\ ~""' ) f Y- ~c"') < i \ F" 1 A- l + \ 1 + f\ c~) ) f "j / rn) < i- 1 1: + ~l \ -{.) " o _ 



_ ______._____J 

Pour 1,, =- 'YL 
- ----o-----
Les seuls produits sc a laires non nuls sont : 

( /\'L 1 ~ + A ~ ) E 1 'tL ') + 
M. ('l'l-j. -1.) 

( rn_ l E, 1 /)'\__ " ) -= - (11--,_ .-1..) 

trL (rn..+'1.) 

Elf'r\._+'1 ) ::- --" 
IY\.. + "1.. 

Calcul des vecteurs p r opres 

Pour ~, = fYL_ 2.. 
- ---- d'-------

Les seuls produits sc a laires non nuls sont 

( 'h_J,. \ FL 1 IYL) 
.,\ 

.s 1. 1-,., + -1 'n... ) 
.: 

(~ ) -+ A 
I 

,._, 

( 'Y\__)._\ F, l (Y\ _/\)= - -'I 

in - " 

< IF.+ 
( 'YI'\ 

/'(\ _').._)~ - 1. l'r\.._ L ( 0 

fr)._ L_ .A 

) 

Pour 4 ~ -~=~-
Les seuls produits s cala ires non nuls sont : 

< Ir\ _ "' \ r,, l "rL ) ~ - "' 
/Y\.. 

< M-"' \ ~+ ~:')\\E I l'f)_").: _,\ 

~ ("'r'\ -t- -1...) 

-) 

37 

YJ. );-1. 

-V""' 71 A 
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~~ ~-r- . a-==-~~-~ -
Les seuls produits scalaires non nuls sont 

( M..+ J\ 1 F \ l\'L > ~ _rr._ 
..., (IYL +-'\ l (Mt L) 

( 1h. + .-'\ 1 ~ + >- 1
; ·' 1 tY'L+ 1 ) :: -1 • 

f m..+-"' î (/\'\ + 2..l 

Pour 

Les seuls produits sc a laires non nuls sont : 

~ 
~ (IY\.-,..-1)\IY\..+~Î 

L\\+" •""-(M... .,. 5) (0'\t-Tl 

TROI S! EME ORDRE. 

Identifions les coeff ic ients de ::z...,~ dans la relation (.l .î' ) : 

[ r--1 .. ~ ';') \ ( ~ + \ ' :'") E. \ + ~ c:;'"' ( ~ + il 1:--)E) + >/~) ( S + ?11;-)E î + (Î(;\ (+ r\(:t )) b~) 

U >/M.)) ( F >/ ~)t \ ? / 1'\.) ( F /'\ <""1E) , ("'-, r F n (,,,_) E: 1 JS (""") 
-,- ~+ o L+ 1. , + -1 -1+ 1 1 + () L o+ o -1 
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a ) Premier type de solu t i on : 

1 
(\ l(rn..) ..,\.-i a.4-- ( /l'L - -1 ) - (i o 

O 

• • ) 1 -::- O 
11'\7,-'I <I IY'l.-"I :_ 0 

- 4 1 

b ) Second type de solut i on 

Multiplions (Uo) à gauche par < -â, l et utilisons (2.. .-1 ) : 

( -\ + ÎI ~~
1

) ( J \ ~ + >/;-1 E \ Ir\_) + {--\ + >i (
0
~) ) i x ~,,,_, < i \ ~ \ ~; 

+ (--\ + ?\ ~ f>\.-)) \ i-(~) < i \ t \ À_) + L--\ + () ~"'"
1
) ~ z ~)<JI f: + >/~) E \ ,i:_) 

+ (\ t'"' < i \ Ç * (\ ~) E \ IYL j " i 
O 
< i \ ~ ')(_3 l IY\_ / 

Les seuls produits sc al aires non nuls sont 

--1 

!'f\..Crn + -1Î 

( ~ 1 F., lm. _.I\ î ~ - ( l'f\. - -1\ \ 

< ~ \ t \ ·""- + -1 ) : 

</Y\_ \ ~,d()~,= 

1YL lr<\..+ -1l 

_ _.\ 

I'(\_ + A 
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"· hL m.~---\ /\(""-.)X ~ 
3 4 

L. ~ IÎî. :;, ..-\ 
ri <"'-) 

~ = 0 

CONC LUSION. 

Pour m = 1 les vale urs propres aux différents ordres 

sont . . 

-1 . 
t\ (m.\ . 

_.I\ -V /\'\. 71....>. ... . \ ('Y\..)= _ «-L * /Y\.. 71 .A 0 - 0 

lh...+-'1 

.t . 
A (M.' 

A 0 --t/ "1.. 71./\ /.. . 
À (N\..) 
( A ..: 0 -V "r\... 7,,--1 

3 (Î (,<\.) . 

l.. - 0 . v- trL. 7, 1. !. À 
( />\.. ') • 

'l. - 0 -V~ 71 ,4 

~ Î\ c-) - - '-j fYt. ..: 1 4. i\ ("'-) 
~ 

/ , " /YL r -'1 
~ -

'1 

(\ ("\..) 

) 
0 ~ '/ A 1\ l""-\ _ 

~ - 0 M. / A 
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Chapitre 3 ENERGIE D'INTERACTION. 

A. P r éliminaires. 

1. d'un plan. 

Soit un void (o u sphère pleine) situé à une distance d 

Rappelons la fo r mule de l'énergie de Van der waals : 

où w C .d . .' '\ 
" 

( ~. -1.) 

l es modes propres du . champ électromagné

ti q ue; ils dépendent de la distance d 

en t re les deux corps. 

le 5 modes propres du champ électromagné

t iq ue dus à un seul corps. 

( d est infinie). 

La somme pa r court tous les ·modes possibles avec 

lmur dégéné r escence éventuelle. 

P a r 1 a r e 1 a t ion en t r e f_ (w) et u..J : 

l 
w-f: 
u.J J., 

nous pouvons déterminer taus l es w . . 
,<. 



Pour les voids: 

Pour les sphères : 

f. . -1 ( LU,,J , 

o ù les À~ ont été calculés par la théorie de la perturbation. 

B. Energie d'interaction en t re un void et un plan. 

Déterminons le s lu . (d_) et w . (9'.:> ) 
~ ~ 

Le void est si tué à une distance infinie du plan : 

1. Pour le void: 

t. (w) = m. , 0, .-\,.2., .. . 

42 

(chapitre 1 - cas limite 1) 

par (3 . .t ) 

"2. Pour le plan 

une infinité de fois. 

par (3 . .L ) 
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b ) LU ..:. ( d ). 

Dans la théorie de la perturbation, nous avons établi : 

Seul e s les valeurs propres a u troisiàme ordre sont non nulles. 

1. Pour le void: 

/YYL. :. 0 

2. Pour le plan: 

YY'-. ::. 0 

IY\... r 0 

l'rY\.. :. 0 

/Y'\.. r ---\ 

E. C u...J Î = _ -:i.. 
.L 

3 
E. l w ) :. _ A _ 'i: -z.. 

Nous remplaçon s E (lu ) dans ( ~ _L) pour c a lculer W 
LU-f-
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Pour clarifier, r assemblons les résultats dans deux 

tableaux. 

tableau 1 : c orrections 

A 
l"\.) /Y\. 'W\... 0 I""'-.~ -".,._ = 

0 
. 
~~ 

IV\.. = 0 0 a 

fYL -= -1 9 '3 - -
L Lt 

(\ '"'-1. 
D - - .A 'Vrt.. = D """-- :. --i. 

~ -= 0 - 2... a 

' 
IYL. . -1... -· '6 - 'i 

tableau 2 À... 

-1 
I..U" 

( 
r/\. +..-1 ) i /'(t\.. = 0 /'('(\. = -1 

w l'- 2..M.+-1 

f'('L. 0 0 \fT v-r " 
l'>I'\.... ~ ._,\ \ff (A + f z ~) \[f(~+ 2. :z, !, ) 

4 
w p ':II_ 

fYYI.. : a /\IV\' À 
lJ..J.11., 

= .L 

/Y\.. ., D Vt. { _,\ - -1 z, ') V2. 
"- i.. -

l.. 

/'n... - .Il \fi: {.-i - .z.. z.. .)) ~(_,\_z.,~, 
2... L 

Remarque : 

La correction au premier ord re de chaque mode (1,0) (mode invariant 

pa r rotation autour de l'axe ~ ) est double de la correction de 
( HJ 

chaque mode (1,1). 



c) Energie de Van der waals. 

Pour un void en face d'un plan, l'énergie est : 

'vJ " 
.t, [ I ( w.__( .cl \ _ LA.: C co) l + { ( LU/ d Î _ w .. (oo) Î ] 

V L i. 
\/ 0 ~ d. ?LAn.. 

-~ j ( Vc ~ \J"L ) w z 
l, --r- Lj 

'-'--'-r- z. ' o JôL½'lo5 . 1 ( 3 . "3) . 

C. Energie d'interaction entre une sphère et un plan. 

Dans ce cae 

é 

t 
ù) f-

Lu .... 

Dé te rm in on s le s LJ..J; ( .d ) e t l es w .. ( co } : 

a) u.Ji. (,a:,} : 

La sphère eet située à une distance infinie du plan. 

1. Pour la sphère : 

LU. (CO\ .... 

2. Pour le plan 

LA..J . ( .m î = LU~ V 2.. 
~ 1 2.. 

45 
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b ) Lu .i: (dJ : 

1. Pour la sphère : 

Nous avons étab l i 

é_ C Wl =- - --:i.. + 
Î\ ( ... \) 2-3 

L ~ 
{:, _ ',) 

dt.. (~j\ [ ku) 

E..L _J_) ") - -t 

( .3 . s ) 

En remplaçant ( .3 . ½) dans ( 3. 5 ) , nous obtenons : 

2. Pour le plan: 

( 3. 6 ) 

En remplaçant ( 3. 6) dans ( ?1 . 5 ) : 

'-t 

~ (fY\...) ) \ /) ~ z .. . , 

Résumons ces r é s ultats dans des tableaux 



tableau 1 : corrections 

/\ 
( ""- ) 

- fY1_ l'rn , 0 • -- 0 

IYt..+ -'I 

rr--.. , 0 D 

r{\_ • " ~ 
i' 

À 
('T\.\ 

- --1 /YY\ : 0 
0 

: 

/Y\_ : C, - '<.... 

M a --1 _8 

tableau 2 · : 

( 

1 
We, 'Yl. l 

; 
J..IY)+-1) 

IY'n. .= 0 

tJJ-r,. 

l'f\ = 0 \/ :, 
;i 

IY\..s A \;, ( l\_ 32~) 
~ 

Wp 
= Vî 

ll(n.. ' D 

LU/ f" l. 

/)'\_ C 0 'fi_ { A + -1 z. è,) 
2_ L 

(h_ C A \}L. (---\ + 2.. ~l} -1-. 

rw,.: -1. 

0 

~ 
L-/ 

/YY"\ ~ A 

3.. 
.t d. 

-

'R 
D 

0 

'-1 

ryy.._, 

VT" 
) 

\Œ C _.... -
~ 

/vY\ ~ 

~ 
L 

1. 

\[i: C --{ + 
L 

:i 

':, z.~) 
l. 

z. 3/ 
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c ) Energie de Van der wa als: 

Pour une sphère e n face d'un plan, l'énergie est : 

J [ f ( w ~ ( dJ _ w ._(co îl + ~ ( w~ ( ol L LW/ l!:O ) ) J 
~iJ,ln.. ~~=~ 

..:tï l,L) :z:. ~ l _. 2..v-; 
2.. -r- J 

t 
.l.. 

D. Conclusion. 

Contrairement à deux sphères égales (deux voids 

égaux) où l' interactio_n est e n / ~) 
6 

(ma des antisymétriques -

modes symétriques), l'interac t ion entre une sphère (void) et 

un plan est 

le rapport de ( ~ . 3) et ( ~. 7 ) vaut 

48 
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Chapitre 4 

A. I n troduction. 

CO ORDONNEES SPHERIQUES ET 

CYLINDRIQUES. 

EQUATIONS FONDAMENTALES. 

Soit un void (sph ère) situé à une distance z. " _ l z.1 

d'un plan. 

49 

Pour le void, no us écrivons le potentiel en coordonnées 

sphé r iques et pour le plan en coordonnées cylindriques avec centre O. 

Ensuite, nous raccordons les potentiels sur la surface 

du v o id et sur le plan et no us exprimons les conditions de continuité 

pour la composante normale du déplacement électrique. 

Nous obtenons de ux équations fondamentales d'ordre 

infi n i exploitées dans le ch a pitre 5. 

1 
1 

1 

~ 1 
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1. Potentiel pour le void. 

Une solution pa rt iculière de l'équation de Laplace en 

[Y) 
coor données sphériques est : 

a ) Potentiel à l'intérie r du void de rayon R lt... < Pi. 
00 

V : w ( >c. 8 , ~ l = l L ( A W'J tm.. i .. f?:i h ·, Il'\. 'M.'\' ) f> ( Co.:, e ) "L l A A 
I t , 0 "" ' 0 ◄ ~ l ' L 3 

conditions : 'YYl. é. Z pour assurer la périodicité 

de la solution en i . 

simp l ifie 

~ ÎI l 'WL l 
.. ~ .. O'!\. 

pour obtenirV'non nulle et finie 

( c.a.._(' 
p frYs,. 

.t = 0 

(9 varie d e o à Tf . 

Nous nous limit ns au cas m = O; le potentiel se 

00 

b) Potentiel à l'extérie r du void de rayon R: 

00 .P 
Ou'T" 

V~ 1 -t, a 
1 

--f '\ = I L (A-1(,n":J/)'y)_ 1 + 1D, ~ ; "'- 'rYL ~) 

t o lh, : o 

conditions : m_ é.. Z 

1.. >1 l 1Yn.. 1 

8varie de o à 1f . 



Comme m = 0 

2. Potentiel pour le void en face du plan. 

Divisons l'espa c e en trois régions 

Région 1 : de mi espace infini limité par le plan 

e t z < _ 1 z.l 

Région 2 : d e mi espace infini limité p~r le plan 

e t z ) _ 1 Z. ) 

Région 3 : intérieur du void de rayon R. 

2:. 

3. 
y 

L . 

Dans la région 1 , le potentiel s'écrit 

\.: ( 3) 2.) ~ 1~Î5{ p_} (_ lo, Ü, .,I Z
0

I ) JO{~~) cLA 
0 

(anne~e 1) 

Dans la région 3 , nous avons : 

51 



Dans la région 2 , la solution générale s'écrit : 

B. Void et milieu extérieur. 

Nous raccordons le milieu 2 et le milieu 3 sur r = R 

et quel que soit l'angle 8. 

Exprimons ~ et Z:. en fonction de 8. 

a ) Potentiel : 

La continuité des potentiels entre le milieu 3 et le 

milieu 2 s'écrit : 

c...YL 

52 

Utilisons les relations (4.2) et . (4.3) avec r = R, 

(4.4 ) et (4.5) 

Q:, Q::> 

~ C Co{) e) + JQ:)1\( ~) l}t R ':>;'Y\. e) -t -~R(o?B 

0 . 

1' e._P,IZol d~ 

Pour simplifier cette égalité par la relation d' 
[ ~) 

orthogonalité des polynômes de Legendre : 
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mult i plions le!! deux membres par 6Lr'L. 9 P c cd:> e) et intégrons 
"I 

ol.e. 

Nous obtenons: 

+ 

x. '? C (.o~G ') l':l;/l"\.. 8 d.8 d ~ 
"I 

Effectuons un changement de variable pour introduire 

un f ac teur sans dimension r\ . Lorsque lz I_) co ( .$ - o) c'est-à-dire 
1 Z.) 0 

lors q ue le void est à une di s tance infinie du plan, nous retrou-

vons alors les modes du void et du plan découplés. 

Posons À..L. :. 4- 1201 

=r d.\,,::. d.u... 
1 2 01 

Posons .3 ; ~ 
I 2.1 

Après ces chang.ments de · variables, la relation (4.7) 

devient 
'1f 

L-e. -~...u.. c..o ':> e l ( f <-U- r.):n.... a) . 

x ~cc~"' e) 'a ; """- e d.e clu.. 

+ 
1... \ 2."' 1 

t .,J f ..u.... l d...LL • 

Cette relation ultipliée par Rest 
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Posons L Al, 
a...'l 2 _q 

f\ 'l 

Pî 9 .. .-1 A 3 -
l. .t.. 9 + ,1 t r O 

BA ( ,u_ î - ..l,_ 
i,( s ) ..W... î d..u... e....'î + .,e__ 

'I -
2, 0 

Cette équation a les inconnues a_"ll. Î:Sf~ ) .:..1:. A~ 

b) Dérivée normale. 

La condition de continuité pour la composante normale 
-) 

de .îJ s'exprime par : 

Après utilisati n de (4.4) et (4.5), nous obtenons : 

,00 = 
L 1_ p/-~ A "J? (CD".>0Î = [ [ [ _ cJ\ .{) p__- <.e +i.\ A~~(Co'dô) 

e, 0 .Q_ t to 

- J.,.. s i. ( R->-. î --l - R 1 2 "' \ À es,!) e e - P. R e.o'> g. 10 ( ~ R ~ Îlt\.. e) dk 

- 1~ Ei, ( J... l -e. - k 1 -z.1 ,e_ - '- R ,,,, e j_ ,, ; "'- e J; ( ~ 1\ hi_.,_ B) dk ] 

Multiplions la r elation par -p ( C.o-<::> B) f.Ji..lY\.. e et intégrons 
4 

(. 

de o &.. TT pour utiliser (4.6 ) . 

En appliquant l e changement de variables 

..u... ~ z...o \ 

s == 
R 

1 Z
0
I 

nous obtenons . . 
oR oCl--< A!, E. ( O-'-'l+Z. \A 2, .l.."\-t--" rD ( ,· .l...t... ~ÎI _g4J...~O':,Go( \ 
I "I = - '9 + ---1 ) " q - - - D "- .I..L -e.. LL .e L c..o; B 

.t12.1• 0 • 0 'l 

x ,.,,.,_ e x [ ' "" e 1.1 t ~ ,,'-"- G 1 + ""- e )J !"- s:'c e ÜdB d"-j 

l'if - s~ <C':> e r _ 1 
O'l... : .s j

9 
( s, ..t...._ \ = - -LL. 

0

-:L . L u:J>·J 0 _)) L_,_ ')i u..... 9) + ~Lh_ e 1( L_,.__ ':>•h. el 

" --P L eu-:, e l hi I'\.... e d 0 
"I 
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La relation pré c édente devient : 

( 4. '.'3 ) 

R t t 
Après multiplic a tion par , posons '°-

9
~ 

9 
dans 

la r e lation (4.9). 

la relation (4. 1 0) contient les inconnues 

B ( .u..) 
1-
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C. Ré gions semi-infinies en- dessous du plan et au-dessus du plan. 

Nous raccordons l e milieu l et le milieu 2 ·sur Z ~ _ 1 Z) 

et q u el que soit 3 . 

Les relations e n tre 't. , e...~ B et ~ sont : 

/'t. 

:. 

Elevons ( 4 .12) au carré pour faire disparaître 'J i.:.. 1-L 8; 

nous obtenons : 

- .!. 
LD":le = _ ( --{ + 2- t.î .t, 

1 -z .. 14 

a ) Potentiel. 

La continuité de s potentiels entre le milieu 1 et le 

mili e u 2 s'écrit : 

V 
J... 

t=, LL...{" Z. - 1 2.1 
0 

c'es t - à -dire 

(P 

) B
1

• r t ) J:_ < ~ s' ) dk 
0 

= 
~ L .. .:_ A -tL P...e. (CD!> 9 ) + (

00

B.!..( f:,., ) 3) j.._ ~ l cL~ . 
!x , o 'l.. R+ --1 t 



et posons 

L 

Utilisons (4.1 1 ) et (4.13} 

A\.?.(~\ 
-i -l ~--1 +SC j 

z .. 
0 
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i,:) 

+ t:,J \\ l 1J ~ 5 l dk 

Pour avoir une r elation sans dimension ~ , posons 

./4...L :, 

Nous obtenons : 

d...LL 
1 2...\ 'R-: 5L) 

Z. L 
0 

Posons : d. 
1 2'_ ·' 

et multiplions la relation par l Z
0

1 • ~ 

.:X, 

+ JD Bt ( .(..L ) J ( LL ol.. l d...LL. 

Dans le paragraphe précédent, nous avons introduit 

! ~ R 
1 Z

0
I 

Multiplions ·et divisons le membre droit de . (4.14) par R l 



Cette relation a 

b ) Dérivée normale. 

6 ( ..J...L. ) Bi(u..._\ !'.. t'° Q..: comme inconnues. 
A, J J.. --t.... 

Exprimons la c ont inuité de la composante normale de 

D 6u....r 

ô V-1 • t a V 1-

a :2:.., 1 :z. ~ _ I ZDI d z, z a - 1 Z. o \ 
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Dérivons les re la tions (4.1) et (4.J) par rapport 

à Z. e t posons 

CO 

( B-1 ( .LL î ..u JJ À..L. 2 ) d...u.. =- t. l. ~ 
}0 • l z .,I .e (-1 +;

0

~rt, 3 

+ t 
. --1 

1 Z 1 
0 

_ t J B2. < .LL ) ÂL. r... ( -u... , 1., ) du_ 
0 La relation su i ente: 

[ 'j ] 

nous permet d'exprimer 

Avant ce calcul , posons ~~ 2_ dans (4.16). 
l Z 0 1 



La relation (4 . 16) devient: 

CO 

( ~., r LL ) ..u... 1 .. c .u_ <A \ cLl.L 
0 

<ll? 

E.. L 8 1. ( Â..l- \ À..L, 1. c LL c1-. î d_u._ 

t. I i; 1--1 
+ { - - - !.±.J. 

(...\+ o(. l) J., 

Dans la relatio n (4.17), nous avons divisé et 

mult i plié les sommes du memb r e droit par 'R ~ pour introduire 

et nous avons posé 

La relation (4 . 17) a comme inconnues 

Dans le chapitre 5, nous exploitons les quatre 

rela t ions obtenues pour calc uler les modes du plan et de la 

sohè r e couplés. 
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Chapitre 5 CALCUL DES MODES. 

A. Introduction. 

Les quatre rel at ions obtenues dans le chapitre 

préc é dent sont : 

<P 

a..~ + .t1-+--I .s LE:>,._ (_u_ \ ~-..u- {<\(5,.t.....) cLu.... (5 , --1) 

_(<q +--1) E:.. 1.. · 2.Cf+ .,\ 
Q" t 9 tq 

00 

I B ) _..u.. ~ 9 cf .l.,L.) 
( .LL --e.. { 0, 1 d..u_ ' 

0 J. ô 5 

f"'B,, ( .I..L.) 3) -LL- rA 1 d.u_ 
0 t 
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+ ('° B ( LL- ) } ( ,.u_,,i,_ ) d....u.. 
) .1. 0 

( 5 . ~) 
0 

cl:) 

J B ( .u... l ...u... } ( LJ.... ,)._ ) d_u_ ::. 
.., 0 

0 

inco nn ue!!! 

suivante 

.tJ;-..\ 
hi 

(.At-~~) ... 

ç ) -R. LJ ( ,-~) ç -R J... 
+ L T - i+.1.. r~_-1 - (_,\, - ""l.; .._ ~ ~ J.. 

( .11-+.,1,1..) - ... -

Nous avons un sys tème de quatre équations à quatre 

B (.u_) d:: E ( .u..) . 
A .z. 

Pnur résoudre ce système, proc é dons de la façon 

( S. '1 ) 



- Nous allone extraire B L _ _,_î + E.. B<Â..L.) de la relation 
-" L 

( 5 . 4 ) et [; ( ..u__ '\ - B) ..u... ) de l a relation ( 5 . J) grâce à la propriété 

d es t r a nsforméee de Hankel. 

- Entre les deux relation s obtenues, nous éliminons B-1(,u_) 

la r e lation obtenue est d é v e l oppée en puissance de S jusque 

l'ord re --1 car nous nous limitons à une correction d'ordre 3 

po ur les modes. 
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- Dans les relations (5. 1 ) et (5.2), nous développons J:_ ( ~..u.......>-t: l'\... 19- ) 

- ~..v.... C.0'.> 19 T 
..e... et c1-1 ( .s .u._!> i l'\D l en séri e de puissance de 5 pour obtenir des 

ç; 3 . rela t ions en ::i 

E t d , t' 'l" • A) d n r e ces eux equa ions, no u s e 1m1nons ~; nous avons one une 

rel a t ion en où nous r e mp laçons la valeur de D.1.,( ___ AJ c a lculée 

préc é demment. 

- L'équation finale est e xp loitée pour C\ = o > 9 = -1 

ceci forme un système homogè ne de trois équations à troi~ incon-

nues ; éL ~ 
0 

o... ,. ... c..t. & l. 
L 

B. Ré gions semi-infinies en dessous et au-des s us du plan. 

( -11 J 
Ha nk e l : 

Nous utilisons l a propriété des transformées de 

/2-L ~ ( nL_ ) = r~À 

Afon cp ( À ) : t~~ 
[-1 c.) 

~n._ d._ ; .t; .On...'":, : •• 

et> ( ~) j(-x../\) 
0 

t ( (")(_ \ 3"0 ( 'X. À ) 

~ &_ tr~r .- o...t:eM.... 

,LLY"\... 1\rD-1.... :i L 'n.... .::i... tj e 

• )~~ 1 1 cp (,:-,:_) 1 

d r\ 
( 5 . 5 \ 

cQ( _ _,-x._ 

b.!:1\..V\...i"c:.. .d..0-n..r.:, 

de.. 'X : ;>\ 

<Ci../X__ ( O~lr(.r~e,l,\_,lc_ 
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La relation (5.4) peut s'écrire : 

De cette équation , nous pouvons ex t raire B ( ,u__ ) + é 13 ( u_) 
A L 

en appliquant la propriété ( 5 .5) : 

B ( .u_î 
'l 

(!ï . 6) 

Nous développon s la somme sur .)_ -f-oLL..r- 1. = o e.l ,l> = -1 

=L, _,_,_d._ i oZ M = 

( -\+ "'.\.) ~+-1 

0~ 1-\, ( LLl i a"nc... \:; .o"r',._ de... Be.,.,~ NY\...ocL {i r:I!.. d~ :ie.c..ol")dc.. C..,,-f-2 e..c. . 

c..!Jrt_d...; ,t;on..l) ' _ _..., < <ô < Re. C 2... f'-,L + 2 î -Lt ..LL.. '? D 
,<. 

L. relation (5. ) devient 

... 
&.. !. 

0 

.Â.,L ï.. 

(5. 2) 
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Multiplions et d ivisons par..LL l'intégrale de la 

rela t ion {5.3) pour applique r <0 la p ra prié té ( 5 . 5) : 

(~A(~l - B~ 1À.LiJ,~ }o ( .u_Q\Îdu. = l .. ~0-- _-l_ J-±1 ~( - C-1+ot.'- r t\ s .l;a_~ 
)_ .,_._ ' C.-1+ ""'- ~) 1.. 
0 

Nous obtenons : 

Développon~ la s omme pour 

B,, ( .u._) - BL( L-L ) =- él..~[=o\ ,. Jo( _u_o',) ~ + &~ j f =~ ~ 1(..u_Ù\) ct..d\ 
...u_ 0 ( .A -j- 0\ 1. ) ""i. (_,\.t. 0\1)1. 

B,,(.u_J _ é\ ( .u__\ : & 0'- ..U.. Î. \J1_ k ., ( ,U_\ _ &.'.;- 3 Â-L \ K_, (.u_'\ _ (5_'3) 
r (1) i. \f;__ ,( t\ :;__ 

Eliminons b,Ju .. J en soustrayant la relation (5.9) 

de l a relation (5.8) : 

.,u_ 1 Vi-

~ 

k } < -U....l +- .Â..L 2.. t. 
- 1 virli) 

K . C.u__J+ .u....
1 K_, Cu_)] . 

)-. 'fi r ( l\ i. 

{5.10) 

C. Vo id - région semi-infini e au-dessus du plan. 

Nous développonB les relations (5.1) et (5.2) en 

puis s ance de J jusqu'à l'ord r e 3 et nous éliminons 

Rappelons la re l ation (5.1) : 

X ,';,t:u.... 8 dG c:lLl... . (5.11) 



( ~oJ 
d"L 3

0 
C S ..L..L ':>-L l'L 8 ) ~ -Â _ --1 

~ 

-e. --1 - S ..L.L... C.D '.l Q + 

Effectuons le p r oduit de ces deux s é ries en conser-

v a nt les termes jusqu'à l'o rd re i 

devi e nt : 

en .5 . La relat i on (5.11) 

= 'li 

s ) o 5/ ..u__ ') .e.. - L.<.- t ~9 c c.o :i e) ""; n.... e 

x c --' _ : f l. ,LA._ L _ s L.L e.o:> e + ~ 1 ~ t. c..ob l. B ) d... e .d__LL . < 
5 

• 
1 2 

> 

Le ch a ngemen t de variables x. .,_ C.o'.::>0 t r a nsfo r me la 

rela tion (5.12} 

X ( .-,\ - j_ s t -LL.. !l.. - su.. 0 (. -1- l. s ~..A..,_ 'X.. 1...) d....':lC. du... . ( 5 .1 J} 
~ ~ 

Pour r é soudre c e tte intégrale, u t ilisons la 
(" 9 J 

prop ri été d'orthogonalité de s polynames de Legendre : 

; H ~ (rx_) ~ ( =- l d. X. - Q__ ~ 9,-t 
--i. .l.Q+..\ . 

(5.14) 

( ':! J 
et l e s définitions suivantes: 

1 = -p 
0 

( r.,.:_) 

'.lL ~ --P .. (')(___) 

'X.~~ ~ 1:.,(-x_) + -1... t:C--:ic..Î 
.=> ~ 
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Lil relation (5. 1 3) devient 

- u.. .e.. 

(5.15) 

Procédons de manière identique pour la relation 

(5.2 ) : 

où 

_ u... 
e. 

(5.16) 

Î S _. )o -rf ,, - Ç u. c.o. :, 9 T c ) ? ll ( , Â...À.) ~ J ( :, .u._ ~ 9 ( CO::> B) f.}.u_,_ 8 d..B 
. , 0 4 

Si nous dérivons cette relation par rapport à~ 

nous obtenons : 

a J "l CS, LL.) " _ ) 11 • _ .s, u... t:o:, e .. i ~ ......... ~~Y\..e ~ Ce.oj e) 
a .s o 

x { ~ e ~ c s v... ,., ;:_.__._ 0 ) + h i M. e 1
1 
c f ..u__ ~ LLJ.. e ) Î c:Le . 

Développons 

en puissnnce de 5 
[-10] 

jusqu'à l'ordre~ : 

(5.17} 

e..t 
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Par le changement de v ariable 

et par la propriété (5.14), l a relation (5.17) s'exprime : 

Â..L 

(5.18) 

Remplaçons (5.18 ) dans la relation (5.16) : 

(5.19) 

En égalant les relations (5.15) et (5.19), nous 

obtenons une équ.tion dévelop p ée en puissance de 5 dont les 

inconnues sont &.. ~ ce_f Bz. ( u_ '\ 

Multiplions cette relation par ~ CA+ é_ ) de façon 
'C\-t-"" 

i!i pouvoir considérer le cas ~-= o et pour ne pas avoir<---<+ E..) en 

dénomin.teur lorsque nous remplaçons ~.l..(u.....) par sa valeur. 

r B,tu._) ,. -~ l _ CL ., •• -9 + f-'-'--, ,, ,,4} d,.,__ . 

(5.20) 
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D. Co nclusion. 

Nous allons ~on sidérer la relation {5.20) pour 

ch aq u e valeur de 9, et dans l'é quation obtenue, nous remplaçons 

1~Cu..) par sa valeur de façon à obtenir une relation d éveloppée 

en p uissance de S jusqu'à l 'ordre 3 

a ) q = o : 

éc--"+t....l 

b ) q = l : 

(5.21) 
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_( ....... + é..) 
.,,__ 

(~ B i..(u...) ~- u....LL.. d.J....L: o . 

(5.22) 

Pour calculer j.o:_ î3.i.. ( ..u.....l e.._ u._ cLu.. , nous remplaçons 

BL(u.J par la relation (5.10) et nous utilisons l'intégrale 
r .,\ J.. J . 

suiv a nte: 

I ( ~ , V1 x o -x.. ~ - .-1 -L - t1... ,-.,._ K V ( jJ ~ l .d..x. -

Vir C:Lf.>)v l(fvt-+\!\ i-, ~ ·- v\ Fc µ +\J
1

\J +:..., ~+l,~\ 

(J.-t r \ r-;, v r( t--,t-- + i,\ <- Ld. +f:i 

~-□-n_d_i_~~□-~~ 'P)L f"l- > ( 'f\e. \)\ 

r'lL ( d._ _ J-'} > 0 



I (2. 
i 

I ( 2.. 
~ 

I ( l_ 
,t 

Ili 
L 

) - ~ 1 
~ 

~ ) 
l.. 

- 3 ) 
) -

.t 

.Â ) 
-l 

Les intégrales nécessaires sont : 

= 

V.:1..:rr 
8 

V i TT 
2 

Vg-rr 
g 

V.tir 

Nous obtenons 

-t-

Remplaçons cette intégr.le par sa valeur dans l' 

équation (5.22) : 

g._:CA+L) (é. +"1_) + r- (t__.,\Î [ ([_~, o__; + f C .. --1-E..) Q_: 1 = 0 _ 

c'est-à-dire : 

z. 
Q..,., = D 

8 

(5.23) 

c) q = 2 : 

La relation (5.20} p o ur q = 2 nous donne : 

Q'.) 

C':l... ~ C .À + L) ( [ + ~ l + ~ ( A + .é. î J f B .... ( -U-) ..{ • .u.. _,\ f L .A..L. l du.... 
~ 3 0 ,l__ 

- [ 
a:> t î::>J.. { .u....) ,e_ - ,U.. ..s L 

A..L. ~ ::. 0 

(5.24} 
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Avant le d évelo p p ement de la relation (5.24), 

cons i d é rons les rel.tians (5 . 21) et (5.23); leur forme nous 

amèn e à ne calculer que le c oefficient de & ~ dans lil relation 

(5.2 4 ). En effet, dans (5.21 ) , les coefficients de &.~ et & '-.., l. 

sont nuls et dans (5.23), le c oefficient de &~ est nul. 
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Le s y stème des trois P.quatio n s homogènes s'écrit matriciellement : 

0 

0 
X 

0 

Pour annuler ce déterminant triangulaire, seul le 

coef fi cient de Q.. L 
.t. nous int é r esse dans la relation (5.24) : 

( . ..-\ + é. ) ( E.. + .t 
3 

t 
Q._ L 0 (5.25). 

Nous avons obt e u un système de trois équations 

homo gènes dont les inconnues sont a! , &..~ et 

Ce s y stème .dmet une solutio non triviale si son déterminant 

est n ul : 

0 0 

( ) -
.5 ~ ( E. - ' ) l C-1+ é.. ) [. +1. -

L 8 
0 

:: 0 

X 0 

c'es t -à-dire 



70 

Cette équ.tion admet les solutions . . 
é ::. 0 

E.. -~ .d e-1..L- ><. ~ o; ~ 

E. .(_ 
- 3 

t. .A q f 3 - - - -t 
)._ --\'6 

[_ = _s ?, 
- -'I -

Nous trouvons le s modes du pliln et du void ' 

découplés ainsi que les modes du void et du pl.n couplés. 

Ces modes sont développés en s érie par rapport au paramètre g" .B._ 
1 Zol 

Dans l'approche b isphérique, le par.mètre de 

perturbation est < -1.. 

D D .t d. 

Rappelons 1. relation entre ~ et n 

1) 
[S J 

Lh._ f'-'L 
J.. r\ 

c'est-à-dire . :z_ ~ ( A -
~ {. ) . - + 

b "D !. 

Dans le système sphérico-cylindrique, 1. distance d 

ég.le I Z.
0

/ et le paramètre d e perturbation v.ut 



La rel.tian ent r e z, et g est . . 
z. ~ c'est-à-dire 

.i I Z l 
0 

z s 
;!_, 

Les résultats 0 tenu!! en bisphérique . . 

é --1 + ~ z 3 • vec z . ~ 
~ J., J..., 

t. _ _,1 g z ) .v ec z _. 5 -
l-., 

coïncident avec les résultat de la seconde approche : 

é . ..,.\ -
.L ..A 6 

( : - A -

La rel.tian ent re les valeurs propres l(u..JJ et 

les modes propres <..u ( 1 Zol\ des p lasmons de surface est : 

et 

vaut: 

et 

t. 
é<w): A_ W,r

lu l. 

é (w) 

pour le void-plan 

pour la sphère-plan 

Pour le void face au plan, le mode dipolaire (l,o) 
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Pour la sphère devant le plan, ce mode (l,o) est 



CONCLUS! NS ET EXTENSIONS 

1. CONCLUSIONS. 

Nous .vans cale lé lee modes de plasmon de surf.ce 

du v o id situé dans un demi-p l an infini. 

Deux systèmes o tété choisis: d.ns 1. première 

part i e, lee coordonnées bisp é riques et dans la seconde partie, 

les c oordonnées sphPr1ques e t cylindriques. 

les coordonnées bisphériques s'.daptent parfaitement 

à la géométrie du problème : la théorie de perturb.tion pour 

déte r miner les modes nous co duit à l'ordre J; déjà à ce niveau~ 

les c alculs se compliquent t r ès rapidement pour les raisons 

suiv a ntes : 

1. Le calcul de 
ième 

valeurs propres au n - ordre 

exige 1. con aissance des vecteurs propres à l' 

ordre n - l; par conséquent, une erreur d.ns une 

valeur propre d'un ordre fai~le fausse tous les 

ordres suiva ts. 

2. Nous ne pouv o ns prévoir a priori que les ordree 

un et deu~ do nnent O. 
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3. Pour des ordres supérieurs à 5, le paramètre de 

perturbation n'est plus le paramètre physique 'R . 
D 

Dans le système de coordonnées sphérico-cylindriques, 

nous avons tenté de résoudre le problème en prenant comme variables 

les moments des fonctions inconnues "Btu.....) 
" 

et D ( .u_ i' c I est-à-dire 
l. 

f'q(..LLÎLL ff\. du..... et r:13L(A.L) À...L "'- du_ (moments d'ordreffL). 

Nous avons abandonné cette approche suite à des difficultés dans 

les systèmes infinis d'équations. 

Une seconde approche de ce problème a été reprise en 

utilisant des techniques de transformations intégrales (Hankel). 

Le raccord . des potentiels et des dP.rivés entre l'intérieur du void 

et le milieu extérieur semi-infini s'exprime par une relation à 

deux inconnues E\(L,\_) 
L 

et & '1 et le raccord entre les milieux semi-

infinis au-dessus et en dessous du plan par une seconde relation à 

deux inconnues 1:\ {u._) et c..Q.. ~ • 

Par la transformée de Hankel, no us éliminons "f) ( u_) ; il nous reste 
.l. 

un système homogène avec les inconnues a_~ • 

La technique s'avère fructueuse car l'équation carac

téristique donnant les modes se présente sous la forme d'un 

déterminant triangulaire d'or d re 'h. si nous nous limitons à un 
... 

développement en( 1\ } " ~ ""-
1 :z, al 

Pour le système sphérico-cylindrique, une question de 

temps nous a empêchés de traiter le cas général l'YY\.. t- o qui se résoud 

avec la m8me élégance .: en effet, la transformation de Hankel est 



v a lide pour des fonctions de Bessel d'indice quelconque supérieur 

ou ég.l à .,j - - . 
.t 

Conformément à ce que nous trouvons d.ns 1. littériil-

t u r e (Schmeits : thèse de do ctorat - Liège), les premières 

c orrections dee modes de 1. s phère et du pl.n sont en (~ ) 
3 

et 

s ont d'origine dipol.ire ( /Y\.... • -1... ) • 

Pour les voids t '1J l'. t t · , in er . c ion esten(~ J
6

• 

La comparaison de s deux approches nous permet de 

75 

c onclure que la seconde (transformée de H.nkel) est plus aisée car 

en coordonnées bisphériques, i l n'y a pas d'extension possible 

c ' est-à-dire le void ne peu t 8 tre remplacé par une chaîne de voids 

e t les calculs se compliquent très rapidement. 

2 . EXTENSIONS. 

La simplicité de la méthode permet de considérer 

~ voids (sphères) dev.nt la surface plane infinie; il suffit de 

comb i ner les théorèmes d'ad d i t ion de Legendre et les transformées 

de Ha nkel. 

Nt. 

O ···· O 



Annexe RESOLUTION DE L'EQUATION DE LAPLACE 

EN COORDONNEES CYLINDRIQUES. 

POTENTIEL DANS UNE REGION SEMI INFINIE 

1. Ré solution de l'équation d e Laplace. 

Dan s un r e p è r e c art é si en ('.)(._ , "t , z. } , 1 1 é qua t i o n de 

Lapl a ce à trois dimensions s ' écrit: 

fl V c rr. . "J. . z. 1 ~ a t v +- ol v + 'Zl .. v 
.d '2> -x. l- ê)";fl az1. 

Ecrivons cette é quation en coordonnées cylindriques 

et r é solvons-la dans ce syst è me. 

Les formules de passage des coordonnées cylindriques 

(s', 'f , z. ) aux coordonnées ca r tésiennes (IX.., <1' , :z. } sont : 

s'éc r it 

1:,, 

,,. ,, Z, 
,, 

~ - -+----'1 'i 

En coordonnées c ylindriques, l'équation de L~place 

:: 0 ( A . -1._ ). 
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Résolvons cette équation par la méthode de la sépara
C·n) 

tian de variables; nous supp o sons une solution de la forme: 

V<~)'f)z. Î=. RC ~J <i?('f) l,(iJ . <A . l) . 

où f-i ( 5 'i ) cp ( 'f ) ~ t Z • ( z) sont à déterminer . 



Après remplacem e nt de (A . J.. } dans ( A. 1.. } , 

divi s ons la relation obtenue par [ f\ ( '.)) 4> ('f ) L (i:,')] · 

Nous obtenons 

--1 --1 d (~ d~(~)) 
1\CS') 3 d..15 d ~ 
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La séparation d e s variables donne les trois équations 

diff é rentielles suivantes : 

t 
+ lm.. 

:,. 0 

P o u r dé te rm in e r 1 e s va 1 e u r s de ~ ( 3 Î J 9? ( i \ ) l C L) 

nous devons résoudre chacune d e ces trois équations 

La première a comme solution : 

La seconde 

f-N\.. 

La troisième est l'équation de ~essel; elle admet 

pour solution 



Une solution particulière de l'équation de Laplace 

en c o ordonnées cylindriques e st : 

Nous nous intére ssons au cas m = O; le potentiel se 

simp l ifie : 

Par superpositio n, la solution générale pour m = 0 

s'éc r it sous la forme intégr le 

2. Po tentiel dans une région semi-infinie. 
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Plaçons un plan à une distance 2 , - 1 Z 0l du centre 0 

du système de coordonnées. 

0 

z:.... _ 1 Z.ol 

. 1 

1 



A. 

B. 

La solution doit @tre finie à l'origine; comme 

est infinie à l'orig i ne, nous posons F(k)= □ . 

Potentiel au-dessus u plan : Z /_ 1 Z 1 
0 

La solution doit être finie à l'infini. 

> 

> 

V/~, ~) Z,) 'r•:>B/ ~ î -{_- i cz .. 1 Zoi) 1(~ ~ ) d..~ 
0 

Potentiel en-dessous du plan: Z ( _ \ Z) 

Pour avoir une s o lution finie à l'infini: 

) 

=> 

CO 

V.. ( ) > i) L,) ; LA ( p-,j -e. µ, ( 'b ... 
12 

.,I) E ( h) 3J ~ ~) d ~ 

. ,. 
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