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INTRODUCTION



0.1.

Considérons le systéme intégro-différentiel

.
u'(t) = - [ a(x) T(x,t) dx U s g T
0
(0.1)
T, (x,t) = [b(X) T (x,t) ] -q() T(x,t) +*n() o(u(t)
avec les conditions initiales
u(0) = ug
0<x<c 0.2)
T(x,0) = £(x)
et les conditions aux limites
d1 TO, t) + d2 TX(O ,t) =0
t>0 : (0.3)
=0

d3 T{est) » d4 Tx(c )

Dans (0.1), (0.2) et (0.3) ,a¥, ni £4:.b et q .sont des fonctions
réelles définies sur [O,c] , tandis que o est une fonction non-linéaire

définie sur R .

C, ug d.1 , 1=1,2,3,4 , sont des constantes réelles, c é&tant

strictement positiwve, ug quelconque et

ld,| + |d,] >0

|d | + |d,] >0

Le systéme (0.1) représente une description mathématique d'un modéle dynamique

non-linéaire apparaissant dans les réacteurs nucléaires unidimensionnels en




02,

milieu continu. Un tel réacteur est alors considéré comme une barre finie de

longueur c¢ .

Les différents paramétres intervenant dans ce probléme ont alors la signification

physique suivante [5]

u(t)

Tix, t)

nx) =0
b(x) >0

qx) =0

temps;
position dans le réacteur;

logarithme de la puissance totale du réacteur
(u(t) =0 a 1'équilibre);

écart de la température par rapport a la tempéra-
ture d'équilibre ( T(x,t) =0 & 1'équilibre);

quotient du coefficient de réactivité défini par
rapport a la température sur le temps de vie

moyen des neutrons;

- €lément de la puissance générée en X ;

coefficient de conductivité thermique en Xx ;

coefficient de radiation thermique en x ;

o(*) avec o(0) =0 relation non linéaire générale entre le pouvoir

de production et la vitesse a laquelle la

chaleur est générée a 1'intérieur du réacteur.

Remarquons que les conditions aux limites (0.3) reflétent certaines situations

physiques importantes




0.3.

le cas d2==d4==0 correspond au probléme physique dans lequel les
extrémités de la barre sont maintenues a tempéra-

ture constante;

le cas d1==d3==0 correspond au probléme physique dans lequel les

extrémités de la barre sont isolées (flux nul).

Nous nous intéresserons au comportement asymptotique de la solution pour t e ,

notamment a la stabilité.

La premiére approche mathématique plus €laborée de ce probléme a été effectuée
par J.J. LEVIN et J.A. NOHEL [6] .

Le cas linéaire, o(u) = u , a été traité en particulier par BRONIKOWSKI [2] .

De nombreuses recherches ont ensuite €té entreprises dans le cas oi b(x) = 1
et q(x) =0 ..

Ces conditions permettent, en effet, de trouver, dans le cas linéaire o(u) =i u ,
A >0, le comportement asymptotique précis de la solution :

i

ult) =0t™ %" et T(H,t) =0(t" "% iniformément en x |,

pour ti»> [0} .

Dans le cas ou o(u) = -1 + e , ces mémes conditions sur b et q permettent
d'étudier un phénoméne physique important : 1'effet des neutrons retardés dont
le modéle mathématique est plus élaboré que (0.1) , (0.2) , (0.3) , voir [7] .




0.4.

Ce mémoire traite le cas non-linéaire (0.1) , (0.2) , (0.3) a partir d'un
article de BRONIKOWSKI, HALL et NOHEL [1] .

La méthode utilisée pour étudier ce probléme fait intervenir de facon essentielle

1'opérateur de Sturm-Liouville L associé a [0.1b] :

Liy) = - [b) »] ' +a() y 0<x<c

défini sur les fonctions y , suffisamment réguliéres sur [0,c] , qui vérifient

les conditions aux limites

il
e

d, y(0) + d, y'(0)
(A.2)

1}
o

d; y(c) +d, y'(c)

Le probléme de Sturm-Liouville qui consiste @ trouver les valeurs propres X\ de
L (i.e., les X € C pour lesquels il existe une fonction y #O0 telle que
Ly=Xy (A.1)) sera exprimé plus précisément dans 1'Annexe 1

Distinguons alors deux situations :

Dans le premier chapitre, nous traiterons le cas ou la plus petite valeur propre
du probléme de Sturm-Liouville (A.1)-(A.2) est strictement positive et, dans

le deuxiéme chapitre, le cas ou elle est nulle.

La démarche suivie est cependant la méme dans les deux chapitres, les différences

étant plutdt d'ordre technique.

Nous énongons d'abord un théoréme concernant 1'existence, 1'unicité, le caractére
borné et le comportement asymptotique de la solution (u(t) ,T(x,t)) du
probléme (0.1) , (0.2) , (0.3) , quand t + = ,




0.5.

Pour le démontrer, nous utilisons d'abord la méthode de GALERKIN qui consiste
a approcher le systéme intégro-différentiel (0.1) par un systéme fini d'équa-
tions différentielles ordinaires.

Nous étudions alors le comportement de la solution de ce systéme dans les Lemmes
1, 2 et 4 en utilisant notamment des fonctions de Liapaunov.

Nous associons ensuite, a 1'équation (0.1a) , une équation de Volterra que nous

analysons dans les Lemmes 3 et 5 .

La démonstration des propriétés duprobléme (0.1), (0.2), (0.3) 'se déduira alors de ces
lemmes et des résultats obtenus dans 1'Annexe 2 sur la solution de 1'équation

de la chaleur.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous envisagerons le probléme de la stabilité

au sens de Liapounov, en adaptant 3 notre cas les résultats de [11].

Nous savons, en effet, que dans le cas du réacteur nucléaire, la position d'équi-
libre est u=0 et T =0 ; il est donc intéressant d'étudier la stabilité au
sens de Liapounov de cette position d'équilibre. Nous le ferons en norme L2

et terminerons en précisant le comportement asymptotique de la solution quand

t >« ennorme L. , toujours d'aprés [11] .




CHAPITRE T

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SorLuTioN DANS
LE CAS OU LA PREMIERE VALEUR PROPRE DU PROBLEME

DE STURM - LIOUVILLE EST STRICTEMENT POSITIVE




1.1.

Nous supposerons, dans ce chapitre que la plus petite valeur propre Aj du
probléme de Sturm-Liouville (A.1) , (A.2) associé @ notre systéme est stric-

tement positive, c'est-d-dire que la condition suivante est réalisée :

q*0 sur [0,c] ou |d1| + |d3| > 0 (1.1

(voir Annexe 1).

Pour obtenir des résultats concernant le probléme (0.1) , (0.2) , (0.3) ,

faisons les hypothéses suivantes :

i a , f, n (bf')', (bn')'ELZ[OyC] ’
£ Cro,el : SR 2)

f et n satisfont les conditions aux limites (A.2) ;

- o, N, >0 5 Vi B R~ { ul.3)
ou ®, » n, sont les coefficients de o et n

définis comme en (A.8) 5

- I1 existe des constantes & >0 et ¢ telles que

¢<a /n <c (1.4)
|
pour tout n€N tel que o Ny, 0 :
v a, = 0 8si R 0 P G o, By . £1.5)

I1 faut remarquer que les hypothéses (1.3) , (1.4) et (1.5) sont satisfaites

dans le cas physiquement significatif o0 a(x) = k n(x) , k é&tant une constante




strictement positive.

Imposons aussi les conditions suivantes sur la fonction ©

- s € C(R)
x gx) >0 quand x # O
X
S(x) = J o(u) du » = quand |x| -
0
- ¢'(0) >0

- I1 existe une constante I telle que

oz(x) < T S(x) ¥V x&R

b

1e2.

(1.6)

£1.7)

(1.8)

Les hypothéses générales (1.6) , (1.7) et (1.8) sont vérifiées dans le cas

linéaire o o(x) = A x , avec A strictement positif. Mais, dans le cas

physiquement significatif oi o(x) = -1 + eX , la condition (1.8) n'est pas

satisfaite.

Cependant, a la fin de ce chapitre, nous verrons que cette condition peut &étre

remplacée par une autre :
I1 existe une constante I > 0 telle que
[ox)| <T (1 + S(x)) x€R

et (1.8*) est bien satisfaite pour o(x) = -1 + eX

(1.8%



1.3.

En vertu du théoréme de 1'Annexe 1 et des hypothéses (1.2) , on a

L |f] <e 5 Z.n. | <e ‘ (1.9)
n=0 " n=0 ="

Enoncons maintenant un théoréme qui nous assure 1'existence, 1'unicité, le

caractére borné et *a décroissance exponentielle quand t -+ « , des solutions
du probléme (O0.1) , (0.2) , (0,3)

Théoreme 1.

Supposons que :

alors,

En outre,

telle que

- z€ro n'est pas une valeur propre du probléme de Sturm-
Liouville (A.1) 3 (A.2). ;

- les hypotheéses (1.2) , (1.3) , (1.4) et (1.6) sont

satisfaites;

- on a soit (1.5) pour tout n , soit (1.8);

pour chaque donnée initiale ug €R et f vérifiant (1.2) , le
probléme (0.1) admet une et une seule solution (u(t) , T(x,t))

définie pour tout (x,t) €[0,c]x[0, +f

pour chaque solution (u(t) , T(x,t)), il existe une constante K> O




1.4.

lu(t)] <K
t >0 . (1.10)
sup |T(x,t)| <K
xepiic']

Si, de plus, on a la condition (1.7) et 1'inégalité stricte dans (1.3)
pour au moins un n , alors il existe des constantes K >0 et w >0,

dépendant des conditions initiales uy s f , telles que

ey sxe®® pe01,2
t >0 S RI:

sup |T(x,t)| <K e F

xE€{0;c]

Notons que, dans le cas linéaire ol o(x) = A x , avec A >0 , BRONIKOWSKI,

~

[2] , a obtenu des conclusions similaires a celle du Théoréme 1 , en
(1.2) et en supposant que

dans
prenant des hypothéses plus générales que

oo oo

s TG

L oo | <ee
n=0 n=0 - n

n=0

Remarquons également que, d'aprdés LEVIN et NOHEL, [7] , si on remplace les

conditions aux limites (0.3) par les conditions aux limites plus générales

]

m T(O ,t)+m12 TX(O ,t)+n11 T(c ,t)+n12 Tx(c ,t) =0

0.3)

|
o

m,yy T(O ,t)+m22 TX(O ,t)+n21 T(c ,t)-+n22 Tx(c , t) =

ol les constantes mij et nij sont telles que




excepté le fait que les valeurs propres du probléme (A.1)., (A.9)

etre doubles, les résultats du Théordme 1 sont encore valables.

1

peuvent

)




1.6.

§ 1. SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRE ASSOCIE AU PROBLEME

Appliquons la méthode de GALERKIN au probléme (0.1) , (0.2) , (0.3) de la

fagon suivante :

Ecrivons la solution T(x,t) sous la forme

©o

TG, 8) = I To(0) vy

avec Tn(O) = fh s

Les yn(x) sont les fonctions propres du probléme de Sturm-Liouville (A.1) ,
(A.2) et oy s Ny
par rapport au systéme orthonormé des yn(x) .

et fn les coefficients de Fourier de o, n, et f

Supposons que la série ci-dessus satisfait les hypothéses des théorémes

d'intégration et de dérivation des séries [12] .

En fait, nous vérifierons ces conditions de convergence lorsque nous connaitrons

1'expression exacte des fonctions Tn(t) ’ “

Montrons, a l'aide de ces théorémes, que T(x,t) satisfait bien les conditions

auxiliaires :
T(x,0) = £ T (0) y (x)
n=0
=3 £ ¥ (X

n=0




= f(x) par (A.8) ;

c'est-a-dire que la condition initiale (0.2b) est vérifiée :

De la méme facon,

d3 T(c ,t)+d4

T(0,t)+d, T (0, 1)

g, 2 TAE) vy . (Q)
1 Ay n n

(==

45 T Tel) yi i)
2 o n n

oo

3T () {4 9,0 +d, 0}

o7

=0 pat Ah:2)

|
(&

Tx(c ,t) =

Les conditions aux limites (0.3) sont donc satisfaites.

Substituons la nouvelle

u'(t)

expression de T(x,t) dans la premiére équation

C (=]
- @00 (2 T y,000 ax

oo

c
—nzo Tn(t) JO o (x) yn(x) dx

oo

_nEO o Tn(t) par (A.8)

(0.1a) :




L'équation (O.1b) devient

(=]

(I T, 7,0 = O I Ty(©) y1(0)-a0d I Ty(8) y,(9

+ n(x) o(u(t))

oo

nEO T (1) vy, () nEO T @) {(b&) y (), -a() y, ()}

+ n(x) o(u(t))

©0

n=0

Multiplions chaque membre de cette égalité par ym(x) , m€N , et intégrons

entre 0 et c

C oo
IERHCRACRACR

c o ’
= —JO HEO )‘n.Tn(t) Yn(x) ym(x) dX+JO n(x) o(u(t)) ym(x) dx

oo

C
nEO T (®) Jo Yp() ¥, () dx

=-3
n=0

&

: G ' ’
n Ta(®) | 7,00 7,00 dxr o) | n y,00 o

Cependant, les fonctions propres ym(x) sont orthonormées, c'est-a-dire que :

- I >‘n Tn(t) yn(x) +n(x) o(u(t)) par. - (A.1) .



£ 1 81 m=n 5
[y 7,09 ax =
0 0 si m#n >
d'ou
T&(t) ¥ imhe Tm(t)+-nm o(u(t)) B R £

En réunissant ces résultats, nous pouvons donc remplacer le systéme intégro-
différentiel (0.1) par un systéme infini d'équations différentielles ordinaires :

u'(t) = -;EO o, Tn[t)
(1.12)
Tp(t) = -a, T (t) +n, o(u(t)) n#0 T,
avec les conditions initiales
u(0y = u,
T (0) = £ n=0,1,

Tronquons ce systéme infini pour obtenir un systéme fini d'équations différen-

tielles ordinaires :

x'(t)

I
|
™
Q
™N
~
ct
—

(1.13)

zﬁ(t) -An zn(t)+nn o(x(t)) R e, N

avec les conditions initiales




x(0) = u,

2 (0) = £ ne 0L n. N

Etudions maintenant un lemme qui, sous certaines hypothéses, nous garantit

1'existence, 1l'unicité, le caractére borné et la décroissance exponentielle

des solutions de (1.13) .

Nous verrons que les bornes trouvées sont indépendantes du rang de troncature

et dépendent seulement des données initiales.

Lemme 1.

Supposons

alors,

que :
i o(x) vérifie (1.6) ;

- a et n, satisfont les hypotheses (1.3) , (1.4) , (1.5) ;

pour toute condition initiale (uo, fo T e e £\ » il existe
une solution unique (x(t) , zo(t) Ry zN(t)) du systéme (1.13)

Cette solution est définie sur R* et est bornée.

En outre, pour chaque donnée initiale f vérifiant (1.2) , il existe
une constante Q > O , indépendante du rang de troncature N et telle

que




Si, de plus, on a :

(=]

- A= I |a|<e ;
=0 D

. o(x) satisfait (1.8) ;

- 1'inégalité stricte dans (1.3) est vérifiée pour au moins un n ;

alors,
il existe des constantes strictement positives 2, et w, indépen-
dantes de N , telles que
Ix(t)]| < Q st :
t>0 o T 15)
~wt
lzn(t)[<90e eyt N
Démonstration. -

Définissons la fonction de Liapounov

1.9 2
W(x »Zg s e ,ZN) = S5(x) + O 2,

n=0 "




Feit {1.16)

et rappelons que

X
S(x) = IO o(t) dr

Par hypothése, on a, pour tout x #0 , xo(x) >0 , c'est-a-dire que
o(x) >0 quand x > 0O ;
aglx) <0 quand x <O
Or, o est continue sur R de sorte que o¢(0) =0 .
Par conséquent, S(x) est une fonction définie positive ainsi que W(x, Zg

. ,zN) .

Calculons maintenant la dérivée de W par rapport au systéme (1.13)
SO FENGERREN O

N
it o(x(t)) +1Z
n=0

1]

, zn(t) zﬁ(t)

N N
-0 (x(t)) nEO o, z,(t) +n£0 c, 2, (8 [-2, z,(t) +n, o(x(t)) ]




N N ’ N
-0 (x(t)) nEO a zn(t)-nio Cnvkn zn(t)-+o(x(t)) nio o zn(t)

N

2
-nEO An <, zn(t)

W' (x s Zg s ree ,zN) est donc définie négative puisque les constantes An et

c, sont strictement positives.

Par conséquent, nous avons bien défini une fonction de Liapounov et nous pouvons

~alors affirmer que 1'origine de notre probléme est stable. Or, la stabilité de
1'origine entraine 1'existence d'une solution indéfiniment prolongeable vers la
draite 1 [ 10, 485 pa G 4

Par le probléme global d'existence et d'unicité, nous pouvons conclure que cette

solution est unique et, par la définition de la stabilité, nous pouvons aussi

affirmer que la solution trouvée est bornée.

Nous avons donc obtenu la premiére partie des résultats attendus.

Cependant, la borne trouvée dépend de la valeur de la fonction de Liapounov en
t=0 ‘et donc de N.

g Cherchons alors une borne qui, elle, ne dépendra plus du rang de troncature.

Sans perte de généralité, supposons que les constantes ¢ et c de (1.4)
sont telles que :



<1 et c=>1

De cette facon, le point 1 sera dans 1'intervalle [T ,CT] comme les constantes

Ch» N €N

O<ex ¢

N
o

(1.17)

Posons maintenant

(==

5. £ .

n=0 h

o O

W, = max {S(uo) ,S(-uo)} +

Cette série est convergente car f € L2 [O,c] et donc, par 1'égalité de

Parseval,

iy
ko

= I£IE, <
n=0 L

Cette nouvelle constante WO est indépendante de N et telle que

0 < WX(t) ,z (), -0, 2y(t)) < W t >0 . (1.18)

En effet, puisque W'(x(t) ,zo(t) s & . ,zN(t)) est définie négative, la fonction
W(x(t) ,zo(t) P At ,zN(t)) est décroissante et donc

OMNERERY S led ;01 TR0, e R D t>0

i
2]
~
=
o)
S
+
!
™
a
Hh




e
n=

< S(u) *+

N0

N
=

Definissons ensuite la constante

Q = max { V2 W /2 ; sup {|x] ; S(x) < W 1

Remarquons que Q est fini car, par hypothése, ﬁinn S(x) = .
x| >

W(x(t) ,zo(t) Wt ,zN(t)) est une somme de termes positifs, d'on

S(x) < W(x(t) ;zo(t) yoeen s zy(8)) < W

2
. 2
nn

D] —

ou encore
|x(t)] < sup {|x| ; S(X) < WO}

2

12 "
'2-CZn<W0 W) o 1 g

Nous avons donc trouvé une constante  indépendante de N et telle que

[x(t)| <@
t>0
|zn(t)| <Q L i R

Démontrons maintenant la derniére assertion du Lemme 1.

< W(x(t) ,zo(t) o R ,zN(t)) < W0 Ty, L

(1.19)




Nous pouvons considérer, sans perte de généralité, que ng > i gt

En effet, supposons que

et

Maq # O (k+1 < N)

(un tel indice (k+1) existe toujours par hypothése).

En vertu de (1.5) , le systéme (1.13) s'écrit alors

N
[ x'lE). =~ & & z.(t)

n=k+1 " 1
4 zI'l(t) =—An zn(t)+r1n o(x(t)) kvl Joo N
kzl'](t)=->\n zn(t) o [ AR

Les équations en Zgy s +e+ s Zp SO indépendantes du reste du systéme et

admettent comme solution :

-)\nt
zn(t)=fne i a5 e RPN | ;

At
|zn(t)|<1<e L T e

quand K = max {fo,...,fk} .

.16.




Le probléme se raméne alors a montrer que les solutions x(t) , Zk+1(t) i S
zN(t) décroissent exponentiellement, c'est-d-dire que, maintenant, le premier
indice est (k+1) au lieude O .

Cependant, cela ne change rien au probléme et on peut donc supposer que Ny # 05

Si o était strictement négatif, alors R le serait aussi par (1.3) et en

remplacant z, par (-zo) dans (1.13) , on aurait un systéme €quivalent

avec (-ao) au lieu de a, et (—no) a la place de Ny -

Par conséquent, nous pouvons en toute généralité, considérer ng > O

Définissons une nouvelle fonction :

V(x NPT ,zN) = W(x 3250 0 ,zN) - B o(x) Zg

ou R est une constante strictement positive, gue nous choisirons avec plus de

précision dans la suite.

En utilisant la condition (1.7) et la régle de 1'Hospital, on obtient

OZ(X)
lim
x+0 S(x)

=2¢'(0) >0

et, puisque o' est continue sur R , elle est bornée sur tout compact, c'est-
a-dire qu'il existe des constantes ¢ et & strictement positives, dépendant
de Q , telles qgue

< 0°(x) /S(x) < ® quand |x| < @ S, 20




Supposons que

[x(t)| <@
|zn(t)|<Q N0 Yl 2N

et utilisbns 1'inégalité de droite dans (1.20)

2 2
(e Bchn

B &
S(X) (F-—) 422 (1) ¢ 7. =

. 2 Fs s n=1 z

g2
- =8 5(x) %2
) 2 2 20

2 2
<W(x,zo,...,zN) -g—o (x)‘-%zo
.,zN) - B o(x) Z, car >0

2
: N h Zn 8
‘ =V(x,zo,...,zN)

Toujours en nous servant de (1.20) , essayons maintenant de majorer V(x, z

o,
...,zN) :
N o 2121
V(x,zo,...,zN)éS(x)+ E - B o(x) 24
n=0 2
2
Nuig oz
<se + &z B4 8 Gl 4 2h)
n=0 2
Niig 2
B B 2
< S(x) % Z +2<I>S(x)+zzo




B @ s zg R N C, zi
= BIX) P i) (1+—) + ¢
2 2 c n=1 2
o
Choisissons B <min (1/¢ , cO/Z) de telle sorte que
1-B80/2>1/2 1-B/c0>1/2
1 4R O72.<3/2 1+B/CO<3/2
Donc, pour
|x(t)| <@
t=>0 ¢
|zn(t)| <Q o Lo 3 NI
on a finalement
1
7W(X,ZO, ’ZN)<V(X,201 aZN)

(1.21)

Nous pouvons alors affirmer que V(x,:z e zN) est une fonction définie

0 , .
positive pour

|x(t)| <@

lzn(t)|<9 e 0ty N

Calculons sa dérivée par rapport au systéme (1.13)




1.20.

Ve trz ,...,zN) =W'(x,zo,...,zN)—B o(x) z(')—B giRy-xnz

O O

N

S 2 K
= nEO Ay Cp 2B 0(X¥) [-2, z % ng, o(x) ]
N
!
+ B 2, © (x) nEO a, Z,
o 2 2
=-r1£0 >‘n <, zn+8 }‘o Z, o(x) - B ng O (x)
.\
FAEgheEl(X) a, Z, zn‘ i
n=0
Majorons V'(x, Zgs e ZN) enutilisant 1'inégalité
VZ
1 2
|uv|<§y(u ) y>0
i

o' étant continue par hypothése, il existe une constante D > O , dépendant de

2, telle que

lo'(x)] <D ' pour |x| <@ .
Par conséquent,
Vidn, 2 z)<--;J N ¢ 22+B)\ o(x) z_-B oz(x)
il i s 5 peg i BB 0 0 o
N
g8 g T N € TRt T

T oyl Iz, 2,




Notons par B
n

|
|
et posons

1,21

N B n z
2 2
e e IR 2)
n=0 2 N,
B D N
2 2 2
“=Bn, v (X)“*—E~' nEO |an| (z *z.)
Dk 2
N B n AT,
o e DL zz+ 9 (0 O—O%}D
PR W ) ¢ 2
n=0 2 fig
BRDA N
o b} (zi*—zg)
2 n=0
N B DA A+n_ DA
2 2 ‘o
= -3 z (An cn-———-0 T&, (AO co-B )
n=1 Z 2.1
0
B n
- 2.2 Py
2

les coefficients de (-zi) dans cette expression, c'est-a-dire

B DA

Bn = An s (3 NSl 2 oy oy ity N

2

A * 5 DA
BO = AO ¢y~ B 1

no
~ BAD
B = Ailigimieer >
5 2



1.22.

de sorte que

Bﬂ;f; e M
Nous pouvons alors continuer a majorer V'(x,z _, .. ,zN)
‘ | A - 3 Zg s v ,zN) < - ? Bn zrzl--Bo g-—s Mo cz(x)
n=1 2
< —ﬁ g zz-B zz--B "o oz(x)

Prenons

i
B < min |- ,
0]

EQ 2 Ny So Ao L AO
2

b 2 bl
A+ AD AD
8. 5D :

Ce nouveau choix de B est compatible avec le précédent et rend les constantes

BO et B strictement positives.

On peut donc trouver un nombre strictement positif

wo<min (BnO/Z ,BO,B)
et on obtient
Lt
Vi(x 2o e ,zN) < -, ( E 2z, * 0O (x))
n=0
N- 3
< -0, (Z z * ¢ S(x)) pae  (1:20) .

n=0




w = min (ZwO/SE,u)Oq)/S)

et remarquons que w est bien une constante définie indépendamment de N et
des conditions initiales. D'ou,

1.23
Finalement, posons
|
|

Vi(x 2 z)<-3mS(x)-‘-§Gw 3 z2
S0 S g AR A 2 gy
n=0
N <, zrz1
S=3wSX)~3w I par [(1.17)
n=0 2
= -SwW(x,;O, ,zN)
<-2wV(x,zo,...,zN) par (1. 211
Puisque V(x, 2o vre s zN) est définie positivé, on a
V'(x,zo, ,zn) Jn
_V(x,zo, e ! zn)
Intégrons cette inégalité entre O et t 3
Vex(t) ;206 §. .., @)
In € =2t
V(uo,fo, ,fN)
ou encore
-2wt
VIX(t) 5 2(E) yoeey () S V(u , £, 0y £) © > t>0 .(1.22)

Par la condition (1.7) et la régle de 1'Hospital, on a



1.24.

S(x) o¢'(0)
lim R >0
x+0 x 2

I1 existe donc une constante q > O telle que

q < S(x) / x° pour |x| <@

Utilisons 1'inégalité (1.21) pour transformer (1.22)

V
o

Z W), 20(8) ,nn, 2 (8)) S VER(E) L 25(8) 5even 2y (8)) ¢

-2wt
...,fN) e

-2wt
<—W(u0,fo,...,fN) e

Puisque W(x, Zosere s zN) est une somme de termes positifs, on peut aussi

borner chacun de ces termes :

S(t) < 3 W e "
t>0
%—cn z121<3w0e"2“’t nel 1w
ou encore
q xz(t) I3, g 2ut
t>0

1
2

e-Zwt

o

2
zn(t) <3 W0




Ha25¢

Posons

Q_ = max (V3 W07 , Vo WB,/E) 3

0
de sorte que

Ix(t)| <@ e Wt

wt

|z (D)]< 9, e MR (I D

Q, est une constante indépendante du rang de troncature N et nous avons ainsi

terminé la preuve du Lemme 1.0

Pour démontrer le Lemme 1, nous avons utilisé la condition (1.5) qui est assez
restrictive. Essayons maintenant de nous en passer en renforcant les hypothéses
sur la fonction o(x) .

Le Lemme 2 va nous montrer que les résultats du Lemme 1 restent valables malgré
cette modification. '

Lemme 2.

Supposons que :

- a, et n. vérifient les conditions (1.3) , (1.4) ;




alors,

1.26.

gfx) “aatisfait W .0). et (1.8):4

pour toute donnée initiale (uo % A R fN), il existe une

0
solution unique (x(t) , zo(t) b AR zN(t)) du systeme (1.13)

Z AN * "
Cette solution est définie sur R et est bornée.

En outre, pour chaque condition initiale f vérifiant (1.2) , il
existe une constante > O , indépendante du rang de troncature N
et telle que

[x(t)] <@
t >0 é (1.14)
|zn(t)|<9 N0 wei o N

Si, de plus, on a

alors,

- A o |a|<oo;
R v

o o(x) satisfait (1.7) ;

- 1'inégalité stricte dans (1.3) est vérifiée pour au moins

g

il existe des constantes strictement positives Q, et w, indépen-

dantes de N et telles que




Ix(t)| < Q e

|z, (O] <q e

Démonstration.

1.27.

wt

500 1. 18)

11 N S

Par un raisonnement analogue a celui fait dans le Lemme 1 et en tenant compte

de (1.3) , nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que, pour tout

neN,

Les suites

(an) et

0 et nn>O

(nn) permettent alors de partitionner 1'ensemble des

naturels en trois classes disjointes :

Pour chaque

A

()
Il

{neN ; o > 0 et ¥k 0} ;
{neN ; = 0 et T 0} H

{neN ; o, =, ¥ 0 et oy Ny > 0}

N € N , définissons les ensembles

B2 s e

o
]

LT e B Ak .
{0,1,... ,N} nB ;
{O,1,...,N}ﬂc .




Avec ces nouvelles notations, le systéme (1.13) s'écrit sous la forme

[ x'(t) = _nEZCN o zn(t) —neZAN o zn(t)
2! (t) = =A, 2z, (t) +n_ o(x(1)) n € Cy
| 2! (t) = -A, 2z, (t) +n, olx(1)) n € By
| zLlt) = =xz () n € Ay

avec les conditions initiales

x(0) = u,

Zn(o)=fn DeRLY sivea, N

Nous pouvons résoudre le dernier ensemble d'équations différentielles de

par intégration :

At
zn(t)=fne neAN t=>0
et
~wt
Izn(t)l <K1 e nEAN
quand
K. = sup |f | (K, ~finicar 1" |f.| < %)
1 neN M 1 gy

1.28.

(1.23)

(1.23)




1:29.

Donc, quelles que soient les données initiales fn s NE AN , 11 existe des
: : P ot #

solutions uniques zn(t) , NE AN , définies sur R . Ces solutions sont

bornées et décroissent exponentiellement. De plus, les constantes trouvées

sont indépendantes de N .

Introduisons ces solutions dans la premiére équation de (1.23) et nous aurons

le systéme suivant :

[ x'(t) = - % t t
x' (t) §08 | z (1) +ey (1)
) Zr'l(t) ok zn(t) i o(x(t)) ne CN (1.24)
[ 2t = -A, z (8) +n o(x(1)) n € By
ol
3 1 At
) i =
°N nEAN Oni*n €

Par construction, les classes BN ét CN sont disjointes, de sorte qu'on peut

résoudre le systéme (1.24) sans tenir compte des équations en z,» NEBy.

Etudions donc le systéme

MEY'S - T (t) +ey(t)
x'(t) idg ) Z, &y
(1.25)
Zﬁ(t) g’ 5% Zn(t)~+nn o(x(t)) ne Cy

avec les conditions initiales

“»




1.30.

x(0) = ug

zn(O) = fn ne CN

Nous déduirons du comportement des solutions zn(t) , Ne CN , celui des

canposantes zn(t) , NE By .

Si, pour un certain n € CN yShoadn =q . 0 , alors 1'équation en zn(t)

qui y correspond, se raméne a
' = -
zn(t) Ay zn(t)

La solution de cette équation existe, est unique et vérifie les conclusions

du lemme comme les composantes zn(t) s e AN 5

De plus, cette solution n'intervient pas dans la premiére €quation de (1.25) .
Nous pouvons, par conséquent, étudier uniquement les €léments n de CN tels

que

oy Ny >0

Remarquons que le systéme (1.25)> ne différe du systéme (1.13) que par

1'apparition du terme eN(t) dans la premiére €équation.

Etudions-en le comportement :

teste) bt B il 100
N e 9 el




V=51

At o

o]

<e A el f
ndy
-Aot 00 2 1/2 o0 2 1/2
<e (z | |™ (Z=4£17) par Holder
n=0 n=0
-Aot
=e ol , £ 2 par Parseval .
L L
Posons
K=lall, I£I . (K finicar £ et ael?[0,c])
i A
et donc
-Aot
ley(D)| <Ke t>0 (1.26)

Distinguons maintenant deux cas :

ler cas : C est vide.

N
Nous devons, dans cette partie, nous limiter a la premiére partie du lemme,
1'hypothése supplémentaire pour avoir la décroissance exponentielle n'étant pas
vérifiée .

Le systéme (1.25) se raméne a une seule équation :

x'(t) =e(t) =- £ o f e
N neAN R n

avec la condition initiale




1.32.
x(0) =u, 2

En vertu du théoréme d'existence et d'unicité, quel que soit u, , cette
équation admet une et une seule solutionn x(t) .

Intégrons cette équation pour obtenir 1a solution :

a f =kt
x(t)=uo+ T nn(e n—1) t>0
ne AN Ay
Cherchons maintenant a borner x(t) indépendamment de N :
Ee <o SRR
|x(t)| <u + I L je -1
neAN Ay
Su vl g oy, £,
Ao neAN
< lugl +=nan, nfN,
Ao L L
= Iuol 5 K/Ao
Posons
Q= |uo] + K/
ou Q est indépendant de N et tel que
|x(t)] <@ t» 0 :

Etudions maintenant le comportement des solutions z n(t) , NE BN



z (%)
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=X t S
o {fn+jo o W S

At : +Jt -\, (t-5)

e o(x(s)) ds ne BN
0

Par hypothése, ¢ est continue et donc bornée sur un compact, c'est-a-dire

qu'il existe une constante M > O telle que

l[o(x(t))| <M pour |x(D)| <@

Par conséquent,

|zn(t)| <
<
<
ol
K1 = sup
neN

Les solutions zn(t) sy NnE
a N.

Ceci termine la preuve dans

AUt oE =) (t=s)
(5 e 1 +I g0 lo(x(s))| ds
0
t —An(t—s)
|fn|+M[O e ~ds
=Xk
6,1 +M/a, (e ™)
|ﬂJ+M/AO<lg+M/AO n € By

EN

BN , sont donc aussi bornées, uniformément par rapport

le cas ou CN est vide.




1.34.

28me cas : Cy différent du vide.

Définissons la fonction

W(x,z) = S(x) + l— b <, zlzl(t)

L

ne CN

ol z est le vecteur de composantes z,» NeCy-

De méme, on notera par f 1le vecteur de composantes o G L

Comme dans le Lemme 1,

X
S(x) = jo S e

o‘n/nn $1ap Ny >0

% ‘ (1.16)

1 Si annn=0

Cette nouvelle fonction est définie positive tout comme la fonction W définie

dans le Lemme 1 .

Calculons sa dérivée

W'(x, z)

par rapport au systéme (1.25) :

5 gl x'(e)+ ¥ <, zn(t) zr'l(t)

neCN

o(¥) {- & o, 2z, (t) +ey(t)}
neCy

e § W zn(t) {_>‘n zn(t) +”n o(x)}
ne CN

o(x) ey(t) -nezc e G Zr21(t) -nezc z (1) {o, -c, n.}
N N




1.35.

< o (x) eN(t) SR >‘n <, Zrzm(t)
ne CN

< o(x) eN(t)
< |o(X)| leN(t)|
< Jey®| % (1+0°()
Utilisons 1'hypothése supplémentaire (1.8) , ce qui va nous donner :

W (x,2) < |ey(t)] 3 (1+T S

<—;— [eN(t)I (1+r S(x)+g- Lo.L Zrzl) gy T > 0
neCN
1
"y |eN(t)] (1+T W(x,z))
-
<3e (L1 Wx', 2)) par - (%.26)'%

Vu que W est une fonction définie positive et que I' >0 , on a

d W(x, z) =3 i
<% e 07 at
AR WX )
Intégrons ensuite entre O et t

1 a4 DWWk 23 K -}\ot K

T 1n < (1-e ) € ——
1+PW(u0,f) 2)\0 2>\0

KI‘/2>\O

T+T Wix ,z) < (1T W(uo,f)) e




1.36.

KI‘/2>\O
1/I‘+W(x,z)<(1/I‘+W(uO,f))e

; KI‘/ZA0
= W(x,z)g(l/F+W(uo,f))e
Comme dans le Lemme 1, posons
Wt et 1 By e
0 4l o 2 )

Par conséquent,

% 1 2
W(uo,f) = S(uo) #* > z <, fn
nECN
< S(u) + ks £2
0o 2 nec n
N
< W
o)
En prenant
w1=(1/r+wo) exp (Kr/zxo) )
nous avons donc
W(x(t) ,z(t)) < W1 t=>0 5

et W1 est une borne indépendante de N .

Puisque W(x,z) est une somme de termes positifs, nous pouvons borner chacun

de ses termes par W1




et donc

Ix(t)| < sup {|x| ; S(X) < W}

lzn(t)| < V270 W, n e Cy

Vu que zn(t) , NE BN , a le méme comportement que les composantes zn(t)

ne CN , nous avons

Iz (0] < J2/8) W, n e By

Pour n € AN , nous avons obtenu précédemment

|z, ()] <K,
avec
K, = sup. |£ |
! neN i

Posons maintenant

Q=max (VZW, /T, K, , sup {|x| ; S() < W,}}

de sorte que

|x(t)| <@
|2, (1) <@ Ll 100 BERRE

avec Q qui ne dépend pas de N .

.37,




5 T

Démontrons maintenant la derniére partie du lemme puisque, dans le cas ou CN

est différent du vide, nous sommes siirs qu'il existe n tel que

annn>0

Définissons une nouvelle fonction :

Vix,z) =Wkx,z) - 8 o(x) Z,
ol B est une constante positive que nous fixerons plus tard.
~Si 0 n'est pas un élément de Cy» on définit V de la facon suivante :
V(x,z) =W(kx,z) - B o 2y

avec k 1le plus petit élément de CN »

De maniére similaire 4 ce qui a été fait dans le Lemme 1, nous obtenons

z2 [ C zz

B o CO O :
SO (L=t (3-38-) % z
2 2 c, neCy\0} 2

< Vix, z)
i 2
Bad, . 2 R (ot A
<SM (1+—)+2>-2 (1+—)+ g L
2 2 < neCN\{O} 2
pour
x| <@

lz,| <@ ne Cy




139

~

Prenons g <min (1/¢ , co,/Z) de maniére a retrouver (1.21)

% Wix,2) < Vix, 8 < %vW(x )

pour

x| <@
|z,] <@ n e Cy

V est donc une fonction définie positive pour

|x] <@

lz, | <@ n e Cy

Calculons la dérivée de V par rapport a (1.25)

Vifx , z) = (x,z)~8 o'Tx) %'(L) zo(t) -8 o(x) zé(t)

2
L z (t) +o(x) ey(t)
neCanCn n 0 N

=B o' (¥ z (1) [- zc a, 2,(t) +ey(t)]
e
N

=B o(X) [-A, 2,(t) *ngy 0(x) ]
Redéfinissons les constantes A et D  comme dans le Lemme 1 et, par des
transformations analogues, bornons la dérivée de V

Vix,2) == § A, Zh(t) +ey(t) [0(0) B o' (X) 2 ()]-B o (X)
ne Cy




Posons

+ B o(x) A, zo(?c) YRR 2.0 T o 7(t)
: neCN

< _n Zc xn <, zrzl(t) +eN(t) [o(xX) -B o' (X) zo(t) <8 oz(x) vno
SN

2
A 2,(t)  BD
%0 . D o] 2zl ()

2 neCN

B n
Y 0

(02 (x) +

OC O N

n

B OZ(X) Ny

2 . 5
< —nech An S Zn(0) *ey(t) [o(X) -8 o' (X) z,(t)]

78 2
Baadz (t) g DA
+ o [zcz)(t) * iy zl?;(t) ]

Zno 2 nECN
2 et A BAi
N5 z2 (th [~X. . * =]+z7(t) [-A_ ¢ +——4+B D A ]
neC\o} " S el 1 e
(o]
Bﬂo 2
- 0" (x) *ey(t) [o(X) -B o' (x) z (1) ]
B o=-BDALZ ¥ A6 ne Cy\{0} 3
Boikg Gyl BO‘;JrZADno)/Zno
B =) @ - gDA/2

(o}

Comme dans le Lemme 1, on a

~

Bn>B ; neCN\{O}




De plus, o(x)

1.41.

et o"(x) sont continues par hypothése et donc bornées sur un

compact, c'est-a-dire qu'il existe une constante KO >0 telle que

pour

Choisissons

lo() - B o'(X) 2z (t)] <K,

|x] <@

|z, | <@

B de facon a avoir

B>0

BO >0

et, pour cela, prenons

: . ' e
B < min (1/¢I>,co/2 p ZAOC/AD,ZnOCO )‘o/()‘o+2ADno))

Alors,

Viec,2) S B T 28(t) =B 22(8) - @ ng /D) C+ K ey(t)

Ensuite, par

nECNWO}'

<o (I 2,0+ 07 (0) + K, ey(0)
N

T, =min Bn /2,8, B)

(Y207




Vi(x,z2) <=ty (I z2(t)+¢ S@) +K, ey (D)

nECN

Posons

T <min (2 To¢/3 ,410/3'6)

et nous obtenons

Vix,2) <=t 3T I z2(0)+3 5(0) +K ey (t)
neC
N

<-r (5 | “; +3 §(x)) +K  ey(t)

3
e W(x,z)‘+l(o eN(t)

|
l
' 2
3 cz(t)s
2

N

-t . V(x 4§ z) +K0 eN(t) par (1.21)

")\Ot

N

-t V(x,z) +K Ke par (1.26) . (1.27)

. . s iy * it g
I1 existe une fonction positive e(t) définie sur R telle que cette inéquation

différentielle se raméne a une équation :

=AW
Vit 21 o 2. Vix 42) =K0Ke » = .g(t)

La solution générale de cette équation différentielle est

b t =X S
V(x,z) =e ¢ {V(uo,f)+JO e™ [K K, e O _ g(s)] ds}




1.43.

B n t (t-2)s t -(t-s)T
=V(u ,f)eTt+K KeTtr e . ds—J e e(s) ds
) 0
0 0
s M S (T4 )t
<V, e -2 e (e ° -1
1'-)\0
% B ki
=V(u,,f) e T2 (e Ml s t>0 (1.28)
' o~ A
0
KAH e KR e
<(V(uo,f)- ) T e
T')\O T—)\O

Mais, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que T < A ce qui nous

0 )
donne

V(x,2) < (V(u, , ) +Kp) e

K1 =-KK0/(T-AO)>O

Par  (1§21).5an-a

|

7 W(x,2) < (V(u, , ) +K,) g tr

< GW +K) e

t

De maniére similaire a@ ce qui a été fait dans le Lemme 1, définissons

B, = max (V2 (H,+K)) , V3 0 +K) 5 Kp)
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w=1/2
et nous obtenons alors

Ix()| < a Rt

|z (0] <9, SR e

en utilisant les résultats précédents pour n € AN et le fait que zn(t) "

neaB se comporte comme zn(t) , gn € CN .

N ’

Ceci termine donc la démonstration du Lemme 2.0
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§ 2. EQUATION DE VOLTERRA ASSOCIEE AU PROBLEME

Etudions maintenant 1'équatinn de Volterra :

t
u(t) = u_+K &)+I K, (t-s) o(u(s)) ds (1.29)
0. 0 2
ol
R e -x t
Ki(t) = & = e May)
n=0 A
n
t=>0 (1.30)
Co O ) -At
Biee 5l e k1)
n=0 An

en supposant que toutes les valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville
(A.1) - (A.2) sont strictement positives.

En fait, cette €quation de Volterra a un rapport avec notre probléme (0.1) ,
(0.2) , (0.3) : plus précisément, elle s'obtient en éliminant les Tn dans
te systéme d'équations différentielles ordinaires (1.12) , associé a notre

probléme de départ.

En effet, résolvons d'abord le dernier ensemble d'équations de ce systéme (1.12)

-Ant t Ans
e , {fn-+f0 e n, o(u(s)) ds}

T, (t)

-Ant t -An(t-s)
f e +n j e o(u(s)) ds 5, g I RS
n nJ,

Introduisons ensuite ces expressions dans la premiére équation de (1.12)
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o0 o W t -3, (t-s)
ureey S 2 ghge oot -l gl e () ds

la condition initiale étant

u(0) = ug

Avant d'intégrer cette équation, vérifions si les séries en question convergent

bien uniformément :

—)\t
o, £ Joid L0, e OSF, v

et

(=]

oo, £ | <llall , N1EY
oml L RLG L2 Lz

< oo ear wwet. fe L2 [0,c]

oo = t . -
Par le théoréme de Weiestrass, la série 3§ o, fn e '™ est uniformément
n=0

+
convergente sur R .

On a le méme résultat pour la série 3 a, n, €
n=0
leur appliquer le théoréme d'intégration des séries.

Ant '
, de sorte que 1'on pourra

% “An(t-s
De plus, la série % a.n. € An(t-s) vérifie les hypothéses du théoréme de

Borel-Cantelli.

~Ap (B-s e o d, 0
En effet, chaque terme o, N, © B ) de cette série est intégrable par

~

rapport & s dans l'intervalle [O,t] et la série
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) -An (t-s .
ZO fg |arl n, e s o(u(s))| ds est convergente :
n:
oo t -An(t-s) | |
5 I @ n.e o(u(s))| ds
n=0. Jg BHoW
oo t -An(t—s)
< sup lo(u(s))| = o, N J ds
se[0,t] : n=0 0
o i e T o =At
= sup lo(u(s))| = Lk G RSO g
se[0,t] n=0 Ay
1 oo
<  sup lo(u(s))| — L @, N,
se[0,t] Ao n=0
' ! 1
< s |o(u(s)| —lall, lInl, par Holder
s€[0,t] Ao L L
< o0

car’ o] et . in:E L2 [O,c] et u(t) est bornée comme nous le verrons dans le

lemme qui suit.

en u(t) que nous avions trouvée :

o0 T —xns
u(t) =u_ - I f J e ds
i, ) SR

ot e -Xn(T-S)
# I {J I a n, e ag(u(s)) ds} dr
0 nx0

‘fvec ces résultats, nous pouvons maintenant intégrer 1'équation différentielle
par Fubini




= uo-l- ; E‘..n_f_n. (e-xnt—])
n=0 An
e W -)\n(r—s)
Ll ramne o(u(s)) dr} ds
t o0 t - (1-s)
= u0+K1 (t) _IO o(u(s)) nEO a N, {L e dr} ds

O 0o -1 (t-s)
uo+K1(t)+[ 5. .(_x.rl_rlll(exn
0 n=0 Xn

-1) o(u(s)) ds

t - :
1%+K1“)+JOKZ(t-S)°ﬁ“Q)(B

et nous obtenons exactement 1'équation de Volterra (1.29) avec (1.30) .

Remarquons que les séries K1(t) et Kz(t) sont convergentes sur R .

En effet,
Lo Ve i N o |a f |
nnleAn_1|<z B R
n= An n=0 An
< I o, £
A=

1
<— lall, I, par Holder
Ao L L

< oo

.48.
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et, de méme,

@ o n A 1
r =2 le " -1 <— lal, Wnl,
n=0 An Ao Iy j
<

L b i G +
Par conséquent, K1(t) et Kz(t) sont continiiment dérivables sur R et

oo -Ant
1 RS
K1(t) nEO a, fn e
1.313
oo -Ant
Ki(t) =~ o n.e
2 img) 0T

grace a la convergence uniforme de ces deux séries qui a été obtenue précédemment.

Etudions maintenant le comportement de la solution u(t) de 1'équation de

Volterra.

Lemme 3.

Supposons que :
- les hypothéses (1.2) , (1.3) , (1.4) soient satisfaitres;
- la fonction o(x) vérifie (1.6) ;

- on a soit la contidion (1.8) , soit (1.5) pour tout n ;
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alors,

1'équation (1.29) , (1.30) admet une et une seule solution u(t)

Pt Nl +
définie sur R .

Quelle que soit la donnée initiale u, s il existe une constante

strictement positive K telle que

[u(t)| <K o t>0

De plus, u(t) est continiment dérivable sur R et
i 9
u'(t) =Ki&)+! Ké(t—s)ohﬂﬁ)cﬁ t=20 {1.32)
0

ol Ki(t) et Ké(t) sont donnés par (1.31) .

Si, en plus,

o(x)  vérifie (147) ;

- 1'inégalité stricte dans (1.3) est satisfaite pour au moins

un n ;
alors,
il existe deux constantes K> 0 et w >0 telles que

|u(1)(t)|<1<e"*’t i=0,1,2 t>.0
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Démonstration.

Les fonctions K1(t) et Kz(t) étant continues sur R et o sur R o TE
sxiste. t, > O tel que 1'équation de Volterra (1.29) , (1.30) admette une

solution unique sur 1l'intervalle [O, to[ p

; - ol VAR AL
Cette solution peut €tre prolongée & R si elle est bornée indépendamment de

t, sur 1'intervalle [O,to[ [8,8] .

Recherchons donc cette borne indépendante de t, -

Soit 0 < t, <t 6 et définissons
P = P(t1) =  sup |u(t)]
O<t<t1
M= M(t1) =  sup |o(u(t))] :
o<t<t

1

Considérons la famille de systémes d'équations différentielles, indexée par
N=0,1, ...

N
Ry =T g t)
N n=0 N Nn

Vv .
o

t (1.33)

1 = - =
an(t) )‘n ZNn(t)+nn o(xN(t)) b TR BRI
avec les conditions initiales

xN(O) ot W
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an(O) = fn : T1=0 v hasaiesy N

Pour chaque N fixé, ce systéme (1.33) est de la forme du systéme que nous
avons étudié dans les lemmes 1 et 2.

Les hypothéses de ces lemmes sont satisfaites et nous pouvons donc en tirer
certaines conclusions pour le systéme (1.33) .

Tout d'abord, quelle que soit la donnée initiale (u0 2 fo R fN), il
existe une et une seule solution (xN(t) ’ zo(t) MO T zN(tD au systéme
(1.33), définie sur R .

En outre, il existe une constante (>0 , indépendante de N , telle que

|xN(t)| <Q
t>0 et N=0,1,... .(1.34)
|ﬁmﬁ)|<9 we0 . F,aal

Cherchons la solution de ce systéme en commencant par les N derniéres équations :

—Ant t ,Ans
an(t) = e {fn*-JO e N o(XN(S)) ds}
-\t t -An(t—s)
- fn e o IO e o(xN(S)) ds

Introduisons ces expressions dans la premiére €quation et intégrons :

x&(t) = =3

¥ it o (xy(s)) ds
n=0

a, fn e - a

“At e t. -A_(t-s)
n=Q . " J

0
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Donc,
Nee o - f =24t
xy(t) =u+ z ——2( " -1
n=0 kn
N j e -An(T—s)
- I a, Ny J {J e o(xN(s)) ds} dt
n=0 L) 40
N g af -t
- ATt B (e -1)
n=0 An
N t t -An(T—s)
O NEAT: (o f o(xy(s)) I e dt ds
n=0 R =5 0 N T
Na.f -t
=u+3 —2 (e -1
i n= An
N @& n. et =2.(tss)
| + 1 £ “I (e " -1) o(xy(s)) ds
| n=0 § 40 .
n
|
Posons

Noig f =Nt

Ky(t) = 2 W (e Mot
n=0 )\
n
NS 1 Xt
Kyy(t) = = 2 X (et ~1)
n=0 An

(i.e., les N-iémes sommes partielles des séries K, et K

1 de  (1.30) ).

2

xN(t) s'écrit donc sous la forme
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t
xN(t) = u0+K1N(t) +IO K2N (t-s) o(xN(s)) ds t>0 y §1.35)

Montrons maintenant que xN(t) converge uniformément vers u(t) pour
tE[O,t1] quand N + o :

PRI T | I R Y
lut) -q®)] < & T je " -1
n=N+1 >‘n
€ o0 Ch.o =iy -2 (t-s)
+J § iAol P -1] |o(u(s))| ds
0 n=N+1 2
t N o n A (t-s)
N J g BB je N ] |g(u(s)) =dlxy(s))] ds
0 n=0

% “joo 8 { L © a0
€ g ——1‘—-——-+J 3 R guls))] ds
n=N+1 Ay 0O n=N+1 )\n

z

t 4N o My
+ ( lo(u(s)) -o(xy(s))] ds
0 n=0 )‘n

o Ll $F 1 e g g ot
S e oL RILEAESS R nJ lo(u(s))| ds
n=N+1 )\n n=N+1 }\n 0
N ny (t
g J lo(u(s)) -o(xy(s))| ds
n=0 )‘n 0

Par hypothése, o est continlment dérivable sur R ; nous pouvons donc lui

appliquer le théoréme de la moyenne :
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lo(u(s)) =o(xy(s))| < [uls) -xy(s)| sup IO'(XN'(S) +E(u(s) - xy(s)|
0<E<T

= Ju(s) -xy(s)| sup o' (€ u(s) + (1-8) xy(s))]

0<gx<
se [0 ,t1]

Posons
y(s) = gu(s)+(1-8) xy(s) 0<&g<1 se[0,t,]
Iyl <& u(s)|+ (1-8) [xy(s)]

<EP+(1-E)IR
<gmax (P,Q)+(1-&) max (Q,P)
= max (P, Q)

ot y(s) €[-P,Plu[-2,Q]
et finalement,

lo(u(s)) -a(xy(s))] < |u(s) -xy(s)| sup lo'(y(s))| se[0,tg]

yeS
ou
S=[(-P,Plu[-2,Q]
Si |
L= sup |o'(y(s))] .
yES ,
alors,

oo f oo *
% £l + ’n n"[ lo(u(s))| ds

lu(t) -x(t)| < = z
n=N+1 g S SO
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=z

6
R w5l

n= )\n

t
[ |u(s)-—xN(s)| ds (1.36)
0 ‘

tEe[0,t]

Posons

7 (lan fnl o % Th

QN) = % Mt,)
n=N+1 An An
(=] o n
00 s e L
n=0 kn
et remarquons que ces séries sont convergentes.
Avec ces nouvelles notations, (1.36) devient :
T
[u(t) -xN(t)l < Q(N) +B J lu(s) —xN(s)[ ds U5t < t, - (1.37)
0

Appliquons-y le lemme de Gronwall dont les'hypothéses sont satisfaites [ 10,
p. 108]

u(t) - xy ()] < Q) et 05t <t
Or,

lim QN) = 0

n- o

d'oll




1557«

BtT
lim sup |u(t)-—xN(t)| < lim Q(N) e =0 .
N o0

N o0 O<t<%

c'est-a-dire que xN(t) converge uniformément vers u(t) sur 1'intervalle
[O ,t1] . :

Par conséquent, il existe un indice N0 >0 tel que, pour tout N > NO %

|u(t)—xN(t)|<Q oO<t<t <t ,

et donc

u®) | < 2+ |xy(e)]
<2Q 0<t< t, par (1.34)
avec  indépendant de N et de t, -

Nous venons donc de borner u(t) indépendamment de t, sur 1'intervalle

[O R de sorte que nous pouvons prolonger de fagon unique cette solution

~

+ :
a R et avoir

V
>

lu(t)| <K t

avec

’ ¢ o P +

Montrons maintenant que u est continment dérivable sur R . Pour calculer
sa dérivée, différentions (1.29) et utilisons le fait que les séries (1.31)
sont uniformément convergentes :
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't
u'(t) = Ki(t) + Ké (t-s) o(u(s)) ds*—K2 (t-t) o(u(t))
4 ) O ;
(t
= Ki(t) + Ké (t-s) o(u(s)) ds t=>0
)0 :

ol Ki(t) p Ké(t) sont les dérivées continues données par (1.31) , des séries
(1.30) &

Ceci termine la premiére partie du lemme.

Avec nos hypothéses supplémentaires, nous pouvons appliquer le résultat (1.16)
des Lemmes 1 et 2 au systéme (1.33) : il existe deux constantes QO =0
et w > 0 , indépendantes de N, telles que

|xN(t)|<Qoe"‘*’t t>0 N=0,1, ...

Vu que xN(t) converge uniformément vers u(t) quand N » e , sur tout
intervalle fini [O ,tO] s ON &

wt

[u(t) | <Q e t>0

~

I1 reste donc a voir que u' et u'" décroissent aussi exponentiellement et,
pour cela, appliquons le théoréme de la moyenne a o

\Y%
(@)

lou(t))| = |o(u(t)) -o(0) ]| t

< |u(t)] sup |o'(E u(t))|
0<E<T

O




g u(t)| < |u(t)] 0L<EL ]

<K

Donc, o' qui est continue, est bornée sur ce compact, c'est-a-dire qu'il

existe une constante M > 0 telle que

\Y
@

o' (E u(t))| <M g w1 >0
Finalement,
[ou(t))] <M |u(t)| >0
<M QO e-wt
~@ t
sk ef’
)
ol
K0 =M Q5
0< w, < min {AO , W}
Nous pouvons alors majorer u'(t) de la facon suivante :
) S TR ¢ e t -)\n(t-s) .
lu' (t)| < E Ian Eie ¥ v e nn[ e lo(u(s))| ds
n=0 n=0
ik PR o 0 t° -2 {t-s) -w.s
o) 0 0
<e nEO lo, £ | +K, nEO G Tl Joe e ds
o D -
-At -e ©
<e ||a||2.||f"2+Ko ol 5 linll ,
L L L L ol

1.59;

(1.38)
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=G
-Aot e ¥
< e lall nEw , + K_llall Inll
2 2 o 2 2
L | Li % AO o
-mot
< 2 K1 e t=>0
avec
Ko
K1 = max {Ilocllz Hfllz > IIOLIIZ [In 2} s
L 1, Ao-wo L 5

Etudions maintenant le comportement de u''(t) .

Avant de calculer cette dérivée, demandons-nous si le théoréme de dérivation

des séries est vérifié pour Ki(t) et Ké(t) .

Considérons la série obtenue en dérivant terme 3 terme Ki(t)

o0 W

¥ £ e T
i gl Bl

=X t
n
lo, £, 2, € | <o, £] 2 €

avec to~> 5 S t, arbitraire.

)‘nto

Etudions la convergence de la série I |a f | A e par le critére de

d'Alembert : n=0
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G N R | = =2 )t
11 n+1 n+1 n+1 3 n+l "n 0y
4 0e loan fnl A
A R .~A )t L
“3e g o REPRRE S car % e E ] <
N >0 A n=0
n
=0 par (A.6)
w “Mto
et donc, pour tout t >0 , la série 1 ]an £ A, € est convergente .
n=0 -y At
Par le critére de Weierstrass, la série b o, fn An e ™ est alors unifor-
n=0

mément convergente pour t >0 .

Par un raisonnement semblable, on obtient le méme résultat pour la série
=Rt

% n

Lg 1Ok Ae

n=0 M "n *n

Nous pouvons, par conséquent, dériver u'(t) en appliquant le théoréme de

dérivation des séries :

i
u''(t) = K?(t)-*I KE (t-s) o(u(s)) ds-*Ké(O) o(u(t)) i )
0 :
t oo
= K'1'(t) + JO K'z' (t=-5s) o(u(s)) ds -o(u(t)) nEO W,
ol
oo -Ant
K1(t) = nfo o, fn An e
T =0
o At
K'Z'(t)=2an>\en

nonnn
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Choisissons deux nombres & et tg tels que

to >0
0<8 <A,
et posons
P= nEO' log, £, A, e—(kn--&)‘co .
Pour tout t = t0 >0 , on a alors
) -

" 5 n
[u(t)] < nzo lo, £, 2, € +|o(u(t)) | nzo o, N,

) t ')\n(t"‘S)
doL @ ik I e lo(u(s))| ds
n=0 n RJo
_6t oo "'(A _G)t =~ L
(o] n (e} (e}
< e § I(Xn fl’l' )\ne +K0e "(1“2 ||n||2
n=0 L L

oo t ")\n(t'S) "(.005
K B aln [ e e ds
o o nm n 0

-Sto : -mot
<e P+KO Ilallz Ilnllze
1, L

& ~ > 3 n
+
K ni o Ny )‘n o>
il
_Gto -u)ot+K : oy g >‘n e-wot




Cette derniére série est convergente. En effet,

0. N A oo oo o 8

; 2 0 Ra g oy Ny * o, L —
n=0 )\n_“’o n=0 n=0 )‘n =,
w oo
<llal , finll , * Logsm
2 P e
L L >‘o W n=0
A
< —2— lall, Inl,
Ao'-wo E L
< oo
Donc,
2 2% *u -w t
)| <P eStsk —2—2 yau, Ginl,e °
L LZ L2
o o
-w1t
<2K2e
ol
2)‘0—“0
K, =max {P , K ol Inil 5}
2 0 2 &
%o—wo L L

04 min {§ ,wo}

Finalement, prenons

K=max{2K2,2K1,Q}

et nous aurons bien

t>0

l63.
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ce qui termine la démonstration de ce lemme.O
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§ 3. PREUVE DU THEOREME 1

Si les hypothéses du Théoréme 1 sont satisfaites, alors, par le Lemme 3, nous
sommes assurés de 1'existence et de 1'unicité de la solution u(t) de 1'équation
de Volterra (1.29) ,: (1.30) .

Définissons la fonction

¢
T(x,t) = fo Gx,£5t) £(E) de
$ir@
+ I I G(x,&;t-n) n(&) o(u(r)) dg dr (1.39)
0’0
avec la fonction de Green associée :

%9 =AEL

. o n
Glx,&;t) = nEO V() vy, () e

Oy Tk e e ¢ (1.40)

ol kn et yn(x) sont les wvaleurs et les fonctions propres du probléme de
Sturm-Liouville (A.1) - (A.2) .

Cette fonction T(x,t) sera étudiée dans 1'Annexe 2 et pourra s'écrire sous
la forme :

oo ; At e t -A_(t-s)
Téx, )= 5 £ ¥ (e ¢+ +§ nnyn(x)J e ™

o(u(s)) ds . (1.41)
n=0 n=0

Montrons que le couple (u(t) ,T(x,t)) , ou u(t) est la solution de 1'équation
de Volterra (1.29)-(1.30) et T(x,t) est définie ci-dessus, est solution de
notre probléme (0.1) - (0.3) et vérifie le théoréme.
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:

|
La fonction T(x,t) vérifie 1'équation différentielle (0.1b) et la condition
initiale (0.3) , comme nous le démontrerons dans le théoréme de 1'Annexe 2.

La fonction u(t) vérifie aussi la condition (0.2) mais nous devons montrer

que l'équation intégro-différentielle (0.la) est satisfaite :

C
—j alx) T, 1) dx
O 2

[C ( ) 0 £ ')\nt
<{a(x) L% y. (x) e } dx
)0 n=0 *°0

e oo ( t ')\n(t"S)
X x) { = y._ () I e
[o £ n=0 " ’n

o(u(s)) ds} dx

oo -)\nt ¢
» iRl E e J a(x) y (x) dx

n=0 0
00 t _)\n(t_S) L2
Sl 38 N f e o(u(s)) ds J a (%) yn(x) dx
n=0 0 0
oo ‘Ant L i —An(t—s)
=-3% o f e -ZanJe o(u(s)) ds :
" T n=0 » ol £ Ll 4
par (A.8)

t
Ki (t) + JO Ké (t-s) o(u(s)) ds

ol K1' (t) et Ké(t) , données par (1.31) , sont des séries uniformément

convergentes.

Par 1'assertion (1.32) , nous en déduisons donc que
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A%
o

Par conséquent, le couple ((t) , T(x,t)) représente bien une solution du
probléme initial (0.1) , (0.2) , (0.3) .

De plus, la solution u(t) est unique par le Lemme 3 et par un théoréme d'uni-
cité de la solution de 1'équation inhomogéne de la chaleur, T(x,t) est

également unique.
~ Vérifions maintenant les résultats du théoréme.
Par le Lemme 3, la fonction u(t) satisfait bien (1.10) et (1.11) .

Montrons qu'il en est de méme pour T(x,t) .

Par ce qui précéde, u(t) est borné et donc, puisque o est continue, il

existe une constante K0 >0 telle que

C
: u'(t) = -JO a(x) T(x,t) dx t
l

V
o

lo(u(t))| < K, t

Par (A.7) , 1'existence d'une constante M1> 0 telle que, pour tout n€ N , =

ly, ()| <M, 0<x<c
> est assurée.
Donc,
o0 —)\nt
Tk st <n£0 |fn yn(x)l e +
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(=) t -Xn(t"S)
# -f |nn yn(x)l I e lo(u(s))| ds
n=0 0
= ) I t 'Ao(t'S)
sM T JE}*EM ol J e ds
1 gisab) n [ ) n' Jq
oo o0 -Aot
oMz I E Ll KT 0 -8 )/ A)
Yasg "N A 0
in s R T RS W BV SR S
1 Sy B 1 B 0 A

Par (A.8) et (1.2) , nous savons que les sommes 3 lfn| et % |nn|
sont finies. n=0 n=0
Définissons

K=M_ 3z |f£|+M, (K./2) I |n|

LR BT N g S| f
de sorte que
sup |T(x,t)| <K t=>0

xe [@yc ]

Démontrons, pour terminer, que T(x,t) satisfait aussi (1.11b) .

Utilisons 1'inégalité (1.38) de facon a avoir
o0 -knt

IT(x, )] <M, L |£.| e
n=0

+M1 K0

n=0

-wos
Vi e [ ds

o t —An(t-s)
In,,| J
0




: -wot ">\nt
‘ -)\Ot ° oo | | e e
<M, e AN R T f
| 1 n=0 " LS o n At
|
| ~X e M. K ~w t e
<M e 7oz IR AL e In_|
1 n= il =
0 o}
Posons
0o M1 KO oo
Ko magl (Mo - T q | 5 Speien L In. |}
o n - e n
n=0 A w_ - n=
(o} 0
et finalement, nous obtenons
—wot /
sup |T(x,t)]<2Ke t=>0 ;
xef0,cl

Nous avons signalé, au début du chapitre, que la condition (1.8)

remplacée par la condition suivante :

il existe une constante

]’1

lox)| <T (1+S(x))

pouvait étre

strictement positive telle que

xR s

les conclusions du Théoréme 1 restant toujours valables.

Ce changement d'hypothése apporte une 1égére modification dans la preuve du

l
!

(1.8)%

Yy
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Lemme 2. La différence essentielle réside, en fait, dans le choix d'une

nouvelle fonction auxiliaire.

Définissons

¢l
Uix,2,0) = (1+W(x,2) e (T [ |ey(] dv
0

ou W(x,z) est la fonction construite dans le Lemme 2. L1 G AR S 2
est une fonction définie-positive, comme W(x,z) .
Dérivons U par rapport au systéme (1.25)

t
W'(x,z) exp (-T JO |eN(T)| drt)

Uiz, 2., t)

t
o |eN(t)| (1+W(x,2z)) exp (-T IO |eN(T)| drt)

t

2
(—neZCN Ay 2, (8) +0(x) ey(t)) exp (-T [o ley(®)| dr)

- T Jey(t)] Ulx,y, 1)

t
< |eN(t)| lo(x)| exp (-T fO IeN(T)l dr)

t
< IeN(t)l I (1+S(x)) exp (-T IO leN(T)| dr) par (1.8)%

t
<T IeN(t)| (1+W(x,2z)) exp (-T IO IeN(T)I drt)

I ley(®)] Ux,z,t)




i Wy ;
sk re ¥(x,2,t) par (1.26)

Puisque U est définie positive, nous pouvons écrire

5 4 1§64 G oy -)\ot
<KT e dt

Mieezis T)

ce qui donne, par intégration,

Bixtt) ,zlt) 5 8) K =Xt Kr
1n < (- . ) < — t>0
U(x() , z(0) ,0) .>‘o )‘o
ou encore
Kr/x
U(x(t) ,z(t) ,t) < U0 ,z(0),0) e t=>0

t

KT/ J I |
{=F ey(t)| dr)
exp o 1o T T

(1+W) e ”

KI‘/Ao
< (1 +W0) e

De plus,
t
Wx(t) ,2(t) ,€) exp (=T [O ley(0)] d)
< U(x(t) , z(t) ,t) t>0
K/, t
S(+W)e 7 exp (-T f ley(0) | dv)
0
d'ol,
Kr/a,

WEx(t) ,2(t) , ) < (1+W) e

.71,
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La suite de la démonstration du Lemme 2 reste alors inchangée.U
Cette nouvelle condition (1.8)* est intéressante car, contrairement a (1.8) ,

elle est vérifiée dans le cas physiquement significatif ou o(x) =-1 + eX
(prendre, par exemple, T = 2).




CHAPITRE " IT :

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION
DaNs LE CAS oU LA PReMIERE VALEUR PROPRE

DU PROBLEME DE STURM-LIOUVILLE EST NULLE
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Nous supposerons ici que la plus petite valeur propre A du probléme de Sturm-

~

Liouville (A.1)-(A.2) associé a notre systéme est nulle, c'est-a-dire

i

0 sur [0,c] et d, = d3 = 0 2ifZ.1)

4 1

Comme dans le chapitre I, nous nous servirons des hypothéses (1.2) - (1.8)

Nous allons démontrer un théoréme analogue au Théoréme 1

Théoréme 2.

Supposons que

= zéro est une valeur propre du probléme de Sturm-Liouville
(A.1) - (A.2) ;

- les hypothéses (142) , (1.3) , (1.4) et (1.6) sont

satiéfaites;
- on a soit (1.5) pour tout ne N , soit (1.8) et (1.5
pour n =0 ;
alors,

pour chaque donnée initiale u, ER et f vépifiant (1.2) , le

probléme (0.1) admet une et une seule solution (u(t) , T(x,t)




rit

définie pour tout (x,t) € [0,c]x[0, +=[

En outre, pour chaque solution (u(t) , T(x,t)) , il existe une

constante K> O telle que

lu(t)| <K
3 t>0 (2.2)
sup |IT(x,t)] <K (1+ lf o(u(s)) ds|)-
X€To. ¢} 0

Si, de plus, on a la condition (1.7) et 1'inégalité stricte dans (1.3)
pour au moins un n > 1 , alors il existe des constantes K> 0 et w >0,

dépendant des conditions initiales u, et f , telles que

u )] < x et IO 1Tk PRl (2.3)
si ay Ng > O, alors T(x,t) satisfait 1'inégalité
~wt ]
sup |IT(x,t)| <Ke t=>0 : (2.4)

xe€[0,c]

si 1'on suppose que (1.5) est satisfaite pour n = O , alors il existe des
constantes K> 0 et > 0 , dépendant des conditions initiales u, et £,

telles que

sl oy Pt K™ in0rl e
x€[0,c]

Enfin, en supposant que les hypothéses (2.1) et (1.8) soient satisfaites
et que a, ng = O avec N, #0 , u(t) satisfait (2.3) , et il existe des
constantes K> O et w> 0 , dépendant des conditions initiales, telles que




243

t
sup |T(x,t) —c'1/2 (£,*n, [ o(u(s)) ds)| <K e WEIilgiang 1 £2.6)
0

XE[0,¢])

ol 1'intégrale existe pour tout t=>0.




4.

§ 1. SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES ASSOCIE AU PROBLEME

Ici aussi, nous allons appliquer la méthode de Galerkin au probléme (0.1) -
(0.2) - (0.3) .

De la méne fagon que dans le premier chapitre, nous obtenons le systéme tronqué

suivant :
N
(x'(t) = —a, Y(t) = I a2z (1)
n=1
y'(t) = ng o(x(t)) (2.7)
| zﬁ(t) el zn(t) il o(x(t)) o, W R e

avec les conditions initiales

( =
x(0) = u,
y(©@ =£
L S ) 2ike D™ E, ey N

(Nous avons remplacé z, par vy ¥4

Le but de ce paragraphe est de montrer que, sous des hypothé&ses presque identiques
d celles du Théoréme 2 , les solutions de (2.7) existent sur 0< t <o et
sont bornées indépendamment de N .




2.5.

Lemme 4.

Supposons que
- les hypothéses du Lemme 1 ou du Lemme 2 sont satisfaites;

alors,

pour toute condition initiale (uo e e A fN), il existe une

0 b
solution unique (x(t), y(t) , zn(t)), n=1,...,N, du systéme

(2.7) , définie sur R .

En outre, il existe une constante Q > O , indépendante du rang de
troncature N , telle que

[ |x(t)] <@
{ ly(®)] <@ : t>0 : (2.8)
| [z, (0] <@ e 1,5 [T e
Si, de plus,
- %y Ng 40 :

- o Ny > 0 pour au moins un n > 1 ;
alors,

il existe des constantes QO >0 et w>0, indépendantes de N ,
telles que




[ 1x(t)] < @ etF
Ply)] < g, e™" t>0
k|zn(t)|<szoe"*’t . n=1,...,N
Enfin, si
- Sy B =0 :
alors, on a
y(t) =€
x(t) et zn(t) satisfont (2.9) .

Démonstration.

Nous démontrerons ce lemme dans la situation analogue au Lemme 2 .

Pour cela, introduisons les classes

A

N {n(—:N]an>O 3 nn=0}n{1 N}

=
|

T {neN |an =0 , n, > 0} n {1 e, N}

2.6.

(2.9)




Ziso! »

Cy={meN|a n >0 ou o =n =0}n{l ... .N}.

Le systéme (2.7) devient alors

[ x'(t) = -0, ¥(t) -nEzAN oz, (t) -nech oy 2, (t)
y'(t) = ng o(x(t))

| 2! (t) = -z z (t) g Ay

[ 28(t) = 2 2, () +ny o(x(1)) ne By uCy

Intégrons les équations de la troisiéme série :

En posant

nous obtenons

Xz

zn(t) =f e M ne AN

(t) T
Gt wlh TS S Q. e ’
N nEAN 5 |
XA rE) % gl vty ~ i F 2, (t) +e4(t)

% necNan n N

{ Y'(8) = ng ox(®)
{ zﬁ(t) o zn(t)+nn o(x(t)) ne BN U CN



2.8.

Puisque les classes BN et CN sont disjointes, nous nous restreignons au

systéme
X LT s L () -nech a, 2z, (t) +ey(t)
1 ¥'(t) = n, ax(t)) o E R 0)
(23 (8) = =x, 2, (t) +n o(x(t)) n € Cy

Comme 2, est la plus petite valeur propre non nulle du probléme de Sturm-
Liouville , nous pouvons majorer le terme eN(t) de la fagon suivante :
o P o

ley(®)] <Ke |

K=1lal, I£l
L2 1.2

est un nombre positif et fini.

Pour démontrer (2.8) , définissons la fonction de Liapounov

: 2
W(x,y,2)=S(X)+coy2/Z+% 5 i
necN

Dérivons cette fonction relativement au systéme (2.10) et, comme dans le

Lemme 2 , majorons la dérivée a 1'aide de (1.8) :

Wx,y,z)=- 2 <, >‘n zf‘l+o(x) eN(t)
nECN
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W' (x,y,2) <a(x) ey(t)

-A1t

«K/2 %e (1+T Wx,y,z))

Puisque W(x,y,z) est une fonction définie positive, nous pouvons écrire

e T 7
dWkx,y,z)/(1+TrWkx,y,2) <K/2 e 1

En intégrant entre O et t et en effectuant le méme développement que dans

le Lemme 2 , nous obtenons

1 KI‘/Z)\1
WEX(E) , Y(8) 5 2(8)) < (G * Wlug , £, ) e

Posons

N0
™
H

W0 = max {S(uo) ,S(—uo)} +

Nous pouvons alors majorer W(x(t) ,y(t), z(t)) , indépendamment du rang de

troncature N , par la constante

1 KF/2A1
W2=(—I:+Wo)e

dépendant des conditions initiales

WEX(E) , y(8) 5 2(t)) < W,

Comme W(x,y,z) est une somme de termes positifs, nous pouvons majorer chacun
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de ces termes par W2

B S(x) < W2 = |x(t)| < sup {|x]| | S(x) < WZ}
R c, Y /2<W, - ly(t)| <VZW,7c, <VZW,/¢
2 . ~
- c, 2,/ 2<W, - |zn(t)|<\/2W27cn <\/2W2/c n€Cy .

Pour ng BN , Nous avons aussi

|z, (t)| < VZ W, /¢

Pour n € AN , Nous savons que

|z, ()] < K,
avec

K, = sup |f |

Wigen "2

Nous posons alors

Q=max { V2 W,/¢, sup {|x] |S(x)‘<W2} » K}

et nous obtenons les relations (2.8) .

Pour établir la décroissance exponentielle, nous utilisons une nouvelle fonction

Vx,y,z) =Wx,y,z)-Bo(x) y-p B o(x) z,




oi B et p sont des constantes strictement positives.
Nous supposons, sans perdre de généralité, que 1 € CN £

Pour obtenir une égalité du type (1.27) , nous utilisons (1.7) et (2.8a) :
ceci implique 1'existence d'une constante d strictement positive telle que

o'(x) >d -N<L<X<Q

Nous dérivons V(x,y,z) relativement au systéme (2.10) et, en posant

By=(-p/2-1Ba,d-BdA/2
By=A c;-BdA(1+2d)/2-pBda,/2

B.=-gdA (1+p)/2+ 2 c ne cy\{1}
§=A1E-BdA(1+p)/2 | s

nous pouvons majorer la dérivée de V(x,y,z) de la fagon suivante :

Vix,y,2) < (0(x) -B o' (x) (y*+2zy p)) ey(t) -8 n, () /2

2 y2--B1 z% =% U zﬁ
Cy \ {1}
Nous posons
T0=min{B’Bo 9B1 ’Bno/z}

et nous choisissons une constante t , indépendante de N , telle que

t<min{2t,a/3,47,/3,41,/3C



Nous obtenons alors
VI(x,y,2) < (0(x)-80'(X) (y+p 2z,)) ey(t) -7 V(x,y,2)

Puisque ¢ et o' sont continues sur [-R,Q] , il existe une constante
Ko > 0 telle que

lo(X) -8 o' (X) (y+p zq)| <K x| <@
et donc
Vix,y,z) <K |ey(t)| - T V(x,y,z2)

-)\11:

V
o

<K K.0 e - T VXY, 2) 2

Aprés intégratinn, nous obtenons

-t Mt
VEx(t) ,y(t) ,2(0) S V(u,, £, ) e +KK (e © -e )/ (12 -

(o}

La décroissance exponentielle (2.9) se démontre alors de la méme facon que
dans le Lemme 2.

Si

alors la dépendance en y n'est pas couplée dans les systémes (2.7) , (2.10)

Dans ce cas, nous voyons aisément que

y(t) = £ .




r

Nous pouvons appliquer le Lemme 2 au systéme (2.10) privé de la deuxiéme
équation et ceci, en prouvant la décroissance exponentielle de x(t) et
zn(t)-, conclut la démonstration du Lemme 4.0

Corollaire du Lemme 4.

Supposons que

a. =0 mais Ny #0 /!

alors, si les autres hypothéses du Lemme 4 sont satisfaites, il existe des
constantes Q@ >0 et w>0, indépendantes du rang de troncature N , telles
que

Ix(t)| <@ et

\Y
o

|2, (1) < a, ™" BT dees Nt (2.11)

t
y(t) = £ + n_ jo 6(x(s)) ds

ou 1'intégrale existe pour t > O .




Démonstration.

Lorsque

a =0 et n.#0

le systéme (2.10) devient

( N S E
x'(t) nECN a zn(t) +eN(t)
1 y'(t) = n, o(x(1) Shatin 10
| z];(t) = -An zn(t) +nn o(x(t)) ne CN

L'équation du milieu n'étant pas couplée au reste du systéme, nous pouvons
appliquer le Lemme 2 au systéme (2.12) privé de cette équation, ce qui nous
permet d'obtenir (2.11a) et (2.11b) .

L'intégrale f(t) o(x(s)) ds existe pour t =0 par (1.6) et par la décrois-
sance exponentielle de x(t) .O
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§ 2. EQUATION DE VOLTERRA ASSOCIEE AU PROBLEME

Etudinns 1'équation de Volterra

:
u(t) = iy K1(t) + IO Kz(t-s) o(u(s)) ds

ol
oo -)\nt

r K (t) = -a, £, t+ 51 £ RNy 3

| t S0 2.1%)

| o At

Kz(t) G = N thF % % Ny (e -1) /An

Nous pouvons prouver que K1(t) et Kz(t) sont continliment dérivables sur R

et
o —)\nt
Ki (t) = -0 fo-n§1 0 fn e
o8y 2.14)
o -Ant
Ké(t) ity i) _n; g i

Nous allons étudier le comportement de la solution u(t) de 1'équation de
Volterra dans le cas ol la premiére valeur propre du probléme de Sturm-Liouville

est nulle.



Lemme 5.

2.16.

Supposons que

alors,

- les hypothéses (1.2) - (1.4) sont satisfaites;
- la fonction o(x) vérifie (1.6) ;

- on a soit (1.5) pour tout n=>0 , soit (1.5) pour
n=0 et (1.8);

1'équation de Volterra avec (2.13) admet une et une seule solution
u(t) définie sur R .

Quelle que soit la condition initiale u, » il existe une constante
K strictement positive telle que '

[u(t)] <K t>0

De plus, u(t) est continGment dérivable sur R et
;2
u' () = Kj () +J Ky(t-s) o(u(s)) ds  t >0 (2.15)
0

ol Ki(t) et Ké(t) sont données par (2.14) .

Si, en outre,

- o(x) vérifie (1.7) ;




2e17.

- 1'inégalité stricte dans (1.3) est satisfaite pour au moins

un: n >ils;

alors,
il existe deux constantes K et w strictement positives telles
que
@ )| < ket Geai et adear g 16)
Démonstration.

Considérons, a la place de (1.33) , la famille de systémes d'équations différen-
tielles , indexée par N=0,1, ...

N ¥
{ Xl‘:J(t) = o, Yy(t) -n§1 a, Zy, (t)
1 YNt = ng o(xy(t) (2.17)
| Zﬁn(t) = -An an(t)+nn o(xN(t)) s LR S ol v

avec les conditions initiales suivantes

( xy(0) = ug
1 @ = £,
LZNn(0)=fn n=1,...,N




2.18.

Pour chaque N , (2.16) est de la méme forme que le systéme (2.7) é&tudié
dans le Lemme 4. En utilisant ce lemme et la premiére partie du Lemme 3 , nous
obtenons les premiers résultats du Lemme 5 avec K1 X K2 v Ki et Ké donnés
par " (2.18) "t {2i44)

I1 nous reste a démontrer (2.16) .

(2.16) , 1i =0

I1 suffit d'appliquer (2.9) au systéme tronqué (2.17)

(2.168) , li=ogs, 2

Dérivons 1'équation de Volterra en utilisant (2.14) :

t

udE) woee i f 0 B Io o(u(s)) ds+w(t) t>0 (2.18)
avec
oo pAE e t -An(t—s)
wt) ==-3% o f e b Y o NG J e o(u(s)) ds (2.19)
nef nel . Ot dg
Nous avons aussi
oo . —)\nt oo
u''(t) = -a, N, o(u(t)) + § o fn A, € -( § o, nn) o(u(t))
n=1 n=1
w0 t -An(t-s)
+ n£1 o Ny An J e o(u(s)) ds t=>0 (2.20)

(Nous pouvons dériver car Jes séries dérivées convergent uniformément).




2.19.
Notons que, par (2.16) , i =0 , nous avons (1.38) . Donc, par (2.20)

| et en employant le méme raisonnement que dans le Lemme 3 , 1'inégalité (2.16) ,

i =2 , est prouvée.

Nous pouvons alors utiliser le théoréme de la moyenne :

lim u'(t) =0

t+oo

D'autre part, par (2.19) et par un raisonnement similaire a celui développé
dans le Lemme 3 pour prouver la décroissance exponentielle de wu'(t) , nous
| pouvons conclure que w(t) décroit exponentiellement vers O pour t - o ,

En utilisant (2.18) et en laissant tendre t vers 1'infini, nous obtenons

|

i -0 f =a_n [” o(u(s)) ds (2.21)
0

et donc

u'(t) = & hy ff o(u(s)) ds + w(t)
T
Par (1.38) , nous pouvoné majorer u'(t) :

» ~w,s —wot
! <
lu' (1) | <o ng K [: e ds+K, e

-wot -wot
+
<ao Ny Ko e /mo K1 e




2420,

-wot
lu'(t)] <Ke t=>0
avec
K, = max { z log, £,1 5 K7 (A —wy) L oo, g}
n=1 n=1

Ceci prouwve (2.16) pour i =1 et termine la démonstration du Lemme 5.0

Corollaire du Lemme 5.

Supposons

a. =0 et Ny #0 ;

alors, si les autres hypothéses du Lemme 5 sont satisfaites, 1'équation de
Volterra avec

o0 At
K1(t) = n£1 o fn (e -1) />\n
(2.22)
o0 At
K,(t) = n£1 a, n, (e ~ 1 X

admet une solution unique u(t) qui décroit exponentiellement dans le sens de
(2.16) .




Démonstration.

Z.21.

Si a, = 0O et ng # 0, le systéme (2.17) devient

N
( xy(t) = -n§1 a 2z (t)
: yn(t) = ng o(xy(t) Ne=0%d s
| zﬁn(t) = -An an(t)-fnn o(xN(t)) 7 = Tl seisN

Nous voyons que la deuxiéme équation est indépendante du reste du systéme.

Remarquons, en outre que
somme commencant & n = 1

Pour prouver le lemme, il
du Lemme 3 .0

K1(t)_ et Kz(t) sont de la forme (1.30) avec la

au lieude n =0 .

suffit alors d'appliquer le Lemme 4 et 1'argumentation




2.22.

§ 3. PREUVE DU THEOREME 2

Si les hypothéses du théoréme sont satisfaites, alors nous avons prouvé, dans
le Lemme 5 , 1'existence et 1'unicité de la solution u(t) de 1'équation de

Volterra.

Nous définissons alors la fonction T(x,t) par (1.39) et (1.40)

Nous pouvons montrer que le couple (u(t) , T(x,t)) défini ci-dessus est
la solution unique du probléme (0.1) - (0.3) en utilisant les mémes arguments
que dans le chapitre I .

Par le Lemme 5 , nous savons que u(t) satisfait (2.2a) et (2.3) pour
i® 0,5 L@

En outre, nous pouvons écrire T(x,t) sous une forme différente :

o i t
=112
+ 51 fn yn(x) & -+n0 {2 IO o(u(s)) ds

Tt wE, e

(= =]

t -An(tfs) L
+ nE1 N, yn(x) JO [ o(u(s)) ds k2. Z5)

Nous pouvons donc majorer T(x,t) de la fagon suivante :

oo t oo

|T(x,t)|<l<1 z |fn|+l<1 lf o(u(s)) ds| z In, |
n=0 0 n=0

ce qui entraine (2.2b) .




Remarquons que (2.23) peut s'écrire

t
Tex : £) = {E. +n J su(s)) ds} ¢ V24T (x, 1)
0 0 Jg 1
ol, de la méme facon que dans le Théoréme 1 ,
2AL T 9o w t o

2423

(2.24)

1 o
IT,(x, )] < K1ve 3B K K e 21 In, [/ (A, -wy) -(2.25)

n=1 n=

Supposons maintenant que 0y Ny > 0 3

Nous savons, par (2.21) , que

o g

f = r” o(u(s)) ds
0

Par (2.24) , nous obtenons alors

: -w_ S
4 £Sh s T o A L f” e ° ds + T,(x, )
t

et, par (1.38) ,

—w_S
IT(x,t)]| < |ng| € e K, f: e Pids » IT,(x, t)|

ce qui, par (2.25) , prouve (2.4) .

Si (1.5) est satisfaite pour n = 0 , il suffit, pour prouver
d'utiliser (2.24) pour B, ® O g (2.25)"

(2.5)

b
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Enfin, si g in = 0 et Ny # 0 , nous pouvons utiliser le Corollaire du
Lemme 5 : u(t) , solution de 1'équation de Volterra avec (2.22) , satisfait
alors (R.317.

Pour montrer que T(x,t) satisfait (2.6) , nous nous servons de (2.24)
et '(2.25) . L'intégrale de (2.6) 'existe pour t >0 grace a (1.6) et
(2.3) , ce qui achéve la démonstration du théoréme.O




CHAPITRE IIT

STABILITE ASYMPTOTIQUE EN NORME L2




3.7,

Aprés avoir analysé le comportement asymptotique de la solution du probléme
(0.1) - (0.3) , nous avons pensé qu'il serait intéressant d'étudier la stabilité
au sens de Liapounov de l'origine de R.xLz([O W 4 |

Les données initiales de notre systéme €tant les couples (uO J £} . avec
u, ER et £ € C1([0 ,Cl) , le probléme de la stabilité peut €tre posé en
divers espaces fonctionnels qui contiennent I{ij([O Y |

Les meilleurs résultats de stabilité seraient évidemment ceux exprimé€s en norme
de la convergence uniforme, i.e. en norme L” ; il semble cependant peu probable
qu'on puisse obtenir de tels résultats.

Par contre, en utilisant les propriétés établies au chapitre I (nous nous

sommes, en effet, limit€es aucas ol la plus petite valeur propre Ao du probleéme
de Sturm-Liouville (A.1) - (A.2) est strictement positive), il est possible
d'obtenir des résultats de stabilité en norme L2 et ceci sera présenté au
paragraphe suivant. A 1'aide de ces résultats, nous serons a méme d'apporter

des précisions supplémentaires sur le comportement asymptotique des solutions

en norme L (§ 2).
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1.

e

STABILITE GLOBALE ASYMPTOTIQUE DE L'ORIGINE DANS Lz([O gl st

Théoréme.

La solution nulle du probléme (0.1) - (0,3) est globalement asymptotiquement

stable, c'est-da-dire

(M

(2)

(3)

Pour tout e 2 0:, il existe - D >0 ‘tel qﬁe, pour tout uj ER et
tout f € C]([O ,C]) vérifiant les conditions aux limites (A.2) ,

luj| <D lu(t)| <e
- ‘ ¥ t3>0(3.1)
I, <D ITC, )0, <€
L L

(stabilite simple);

Pour tout r >0, il existe R >0 tel que, pour tout u, € R et
tout £ & C (10, c]) vérifiant les conditions aux limites (A.2) ,

lug|l <r lu(t) | <R
" ¥t>0 (3.2)
£t , <r ITC-,t) 0, <R
% L

(stabilite globale);

Pour tout R>0 et tout ¢ >0 , il existe 1(e ,R) >0 tel que,

J |u0| <R lu(t)| < e
- V t>1(e ,R) (3.3)

l‘llf||2<R IT(- , 1)1l ,<e
L | L




L
(c'est-a-dire u(t) et T(x,t) tendent vers zéro (T en norme

LZ([ 0,cl) ) pour t - , uniformément par rapport aux conditions
initiales u, et f dans une partie bornée B de ]RxLZ([O,c]) Yo

Démonstration de (1).

1) Comportement de u(t) :

Par (1.10) , nous savons que

lu(t)| <K
ol

K=2 max {v2W /€, sup {|x| | S(x) <W_}}
Considérons 1'hypothése |u | <D ol -D<u <D .

ler cas. i soit D > u, =

- o o

u
st & 1] ° o) ol ,
O .
Uy
= o(t) dr [o(t) > O pour O<T<uo par (1.6) 1]
‘0
(D
< o(1) dr
0
<D sup |o(1)| [ théoréme de 1a moyenne ]

T€[0,D]




0 (x)

e - - --——

o
o

2iéme cas : soit -D < u, O

o .

u
IS(u)| 2 |JO° bl axl

l‘[o o(t) dif .
u

o}

0
<J lotd| dar

u
O

0]
< j lo()| dr
-D

<D sup lo(1) |
T€[-D,0]

Nous pouvons donc conclure que, pour Iuol <D, ona

3.4.




|S(u)| <D sup lo(t) |
TE€[-D,D]

Définissons une fonction auxiliaire
1 . [O ) +m[ o [O 2 +w[

s + Wisup . je(r) |
@l ~555]

Donc, pour |u | <D,
IS(u)| <D 1(D)
(1) A(0N=0,

En effet,

>

1(0) = sup |o(1)|

T:

lo(®)| =0

car o est continue et Xx o(x) >0 pour. x #0 .

(2) 1 est continue au point s =0 .

AS-S-

C'est~8-dire, pour tout e >0 , il existe & > 0 . tel que

s <8 0= '{1(8)) <&

Par hypothése, o est continue en O , c'est-d-dire pour tout

€ >0 11 existe § A >0  tel que
14l <8 = jolr)]| <=e

Posons &6 = A .




I o
Pour |s| <6, tout T €[-s,s] est tel que |t| <A

et donc |o(t)| < e ; ceci implique que, si |s| <6 ,

U] = csup |olr)] <€
TE€[-s,s]

Exprimons Wo en fonction de D :

A L
WO = max {S(uo) , S( uo)}

+
[N el
™
Hh

<D 1(D) +

N0

£,
L
Donc,

oo + § iEil)
L

N0 2

2W0/c<

o o

D%}

N0

{D 1)

N
o o

~

=2D/& {1(D) + 5D}
Ceci implique que

VZW.7e< 2D/ 1) +_‘25D}1/2

I1 reste aanalyser le comportement de sup {[x| |S(x) <W_}.

Posons

L(W_) = sup {(x=20]|S(x) < Wo}

-L'(W)) = inf {x <0 | S(x) < W}
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Alors,
sup {|x]| |S(x) < W} = max (L,L') ;
Considérons la fonction S :
A
S(x)
X
S(x) = J o(t) dt
o}
'
Soit S, la restriction de S a Soit S_ 1la restriction de S a

[O, +o[ , elle est continue et
strictement croissante puisque,

potr tout o >0 ol(t)] 3O ,

Par suite, nous avons une bijec-

tion

S, 1[0, [ »[S(0) , lim S(x) [.
+oo

Or, S(O) = 18 o(t) dr = & et

par

lim S(x) = +o° (1.6) ,
400

", +
donc S+ est a4 valeurs dans R .

iR R

continue et strictement crois-

Alors, g existe,

sante.

Alors S_

]-=,0], elle est continue et
strictement décroissante puisque,

pour tout. ‘1 <0, olt) <0 .

Par suite, nous avons une bijec-
tion

8, ¢ )=:0) -+ J1lim 5(x) , S(O) ] =

“a

Or, S(O) =0 et

lim S(x) = +

par  {¥.6) ,

+
donc S_ est a valeurs dans R .

+ - X
1 SR -+ R exXyste

continue et strictement crois-

sante.
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D'ou D'ou

LW)) = sup {x>0 | S(x) < W} -L! (Wo) inf {x <0 |S(x) < N

inf {x<O | x>S:1(WO)}

sup {x=0 | x<S;](WO)}

- sTon) = s2'w)

Et donc,

sup {|x| | S(x) < W} = max (L, L")

max (S, (W) , -5 (W)

Nous pouvons, @ présent, estimer le majorant de u(t) :

K

2 max {vV2W /2, sup {|x] |S(x) S W

<2 max (VZD72 (10 +$ 172 max (5] 4v) , -sT' (W )))

$(D)

Cette fonction est telle que

lim ¢(D) =0 ;
D->0O
en effet,
o ~ E 1/2 Al
lim {+v/2D/€[1(D) +7D] }=0
D->0 ~

et S:] et S:] sont des fonctions continues.

I1 existe donc un D suffisamment petit tel que
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|uo| <D
= lu(t)] < K<¢(D) <e V¥t=20
€l , <D
L2
2) Comportement de T(x,t) :

Appliquons a (1.41) , 1'inégalité du triangle :

o T
2o b2
£ ya00 e D2 gV

IT(x, ) Il < {
i L2 [o |n 0

cC t =2 _(t-1) ? 1/2
+ {JO |n£0 y,(x) n JO et o(u(t)) dr|” dx} '/ “.

Etudions séparément les deux termes du membre de droite :

ler_terme :
CALhE o —)\nt 2
I lnzo £y (0e ™%
o At 2
= I (|fn| 8" 3 (théoréme de Parseval)™
n
-Zkot ?
<e £l 2
J 4
Ziéme_terme : 1
C - t _An(t—T) 2 |
J |2 y () n, J e a(u(1)) dr|” dx i

0 n=0



oo t oA (1)
2 2
= ¥ (|nn| |J g o o(u(t)) dr|”)
n=0 0
Allt
o =\ e ol I
<{ swp |os)]}? z lnnlz{e - }
se(0,t] n=0 A
n
-Xnt
' g e 2 1~e 2
= LEsw oletuenil 8 o |t e—nrl
se(0,t] n=0 )‘n
<{ swp [otu(s)]}® Int?, /a2
SiE['0,¢ ] i
En réunissant ces deux résultats, nous obtenons
—Aot
ITx, )l ,<e I£N, +  sup lo(u(s)) | Inll 5/ Ay
L L s€[0,t] L

<IN, + sup |oCu(s))| Hnll ,/ A,
L°] s€[0,t] L

Puisque o est continue, et en employant le résultat obtenu ci-dessus
pour u(t) , nous pouvons rendre sup |o(u(s))| aussi petit que -,
5eho,t]

nous le voulons.

Puisque n est une fonction connue de LZ([O el b T Ilnll2 est. fini.,
L

Quant a |[Ifll , » 1l est plus petit que D par hypothése.
L

Donc,

1T, )l ,<e .0
L
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Démonstration de (2).

1)

2)

Comportement de wu(t) :

Dans la démonstration du point (1) , nous avons trouvé, pour |u(t)]| ,

le majorant suivant :
2 max (vV2D/E (1) +$ D1, max ] W) , -S_ 00 )}}

Posons

~

R' = 2max {v21/€ (1) +S 1], max {S]' W) ,-S] ()}

(Remarquons que 811(W6) et S:1(W0) sont des fonctions continues
de. )+

En supposant |u | <r et |fll ,<r , nous avons
L

lu(t)| <R ¥t=>0

Comportement de T(x,t) :

Nous avons trouvé, ci-dessus, que

ITx, D, <T+5 lInl, swp |o(u(s))]
L 0 L™ se[0,t]

lorsque |u | <r et Ifll,<T.
o 1.2

Posons

Rt =1+ Inl, sup |o(u(s))]

A LA¥sep0,t]
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Nous savons que, pour tout s € [O,t], |u(s)| <R' ol R' est
une fonction de r .

Puisque o est continue, nous pouvons majorer |o(u(s))| en fonction

des s

Donc, pour tout r >0 , il existe R" tel que

ITC-, )l , <R"
L

En prenant

R = max (R',R") ;

nous terminons la démonstration de (2) .O

Démonstration de (3).

1) Comportement de u(t) :

Rappelons 1'un des résultats du Théoréme 1 : “

Il existe K>0 et w>0 tels que
Ju)| <k evt , Rl (1.11)

Nous savons que

- w est indépendant des conditions initiales;

- K=nux{V3WO/q, Véwo/@




o022
™~
Hh

)

W, = max {S(u ) , S(-u )} +

SRR

Sl
=
S}

lorsque |u0| <R et ||f||L2 <Ra

et ol q est une constante strictement positive telle que

q x2 < S(x) pour x assez petit.

Puisque ®w est indépendant des conditions initiales, nous avons

1im e ¥t -0

t->0

Donc, pour tout €' >0 , il existe t(e') tel que

-wt l

le ol [u(t)| <K e' ¥ttt .

Posons
e=Keg'
Alors, pour tout € >0 , il existe 1(e ,K) tel que

lu(t)]| <e R JATIR

Puisque K dépend de R , nous pouvons conclure que, pour tout
e >0:,"11 existe 1(e , R} tel que

A%
~

lu(t)| <e vVt

+13.
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Comportement de T(x, t)

Dans la démonstration de (1) , nous avons obtenu

-t
(0]
IT(. , t) e L€l , + s ou(s))] unan/xo

L se[0,t]

et nous savons, par (1.38) , qu'il existe des constantes Kb et

Wy > 0 telles que

‘wot

lou(t))| < Kj e >0

ol - w, est une constante indépendante des conditions initiales

(donc 1lim e-wot =0 ) et telle que wy, <A, et ou
t oo
K, =M a,

avec
Q, =max {V3W_ /q , V6 W /¢

et M une constante provenant des hypothéses.

Nous pouvons alors majorer |IT(- ,t)l|2 de la fagon suivante :
L

-Aot -wot
e ki Ko e

1T, t)ll ,<e
L L

inll ,/ X
L2 0

-wot
% (ufnL2 G ||nuL2/ Ay) ©

Puisque ||f||2 * KO
L

unllz,/Ao est une fonction de R qui reste
L

bormmée sur B et que




lin: 8% "0
t oo

nous pouvons conclure que, pour tout R> 0 et tout ¢ >0
existe 1(e,R) tel que

||T(-,t)||2<e ¥t (e ,R)
L

Ceci termine la démonstration du théoréme.Cl

il
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§ 2. PRECISIONS SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE L'ORIGINE EN

NORME L°

Théoréme.

Pour toute condition initiale dans un ensemble borné B de R xLz([O e hgila
solution (u,T) du probléme (0.1)-(0.2) satisfait

lim u(t) =0 (3.4)
Tt >

lim u'(t) =0 (3.5)
T >0

lim u'"(t) =0 (3.6)
t oo

lim sup |T(x,t)| =0 (3.7)
t+w. x€[0,c]

lim sup |dT(x,t)/dat| =0 (3.8)
t+= x€[0,c]

lim sup IST(X ,t)/3x| =0 (3.9) ™

txexel0.c]
uniformément par rapport a la condition initiale (uo o W g © oK
Remarque.

Nous savons que T(x,t) représente la température au point x calculée au
temps t .




5
La dérivée partielle de T par rapport au temps représente la vitesse de

variation de la température alors que celle par rapport a3 x représente le
flux de la température.

Démonstration.

Réécrivons la thése de maniére légérement différente :

Pour tout R>0 et tout e >0 , il existe 1%(e,R) >0 tel que

lu)| <R
(%)
nfl , <R
LZ
Alors,

|u(t)| <e (3.4)"
[u'(t)| <e 18:5)"
u"(t) < € ; (3.6)'
I I Vt>®

sup [Tix , t]] I ¢ 5.7)"
x€[0,c]

sup T (x,t)| <e (3.8)"
x€{0,c]

sup ITX(x,t)I g i T8, 9) "

x€[0,c]
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Démonstration de (3.4)' , (3.5)' et (3.6)' :

Nous nous servirons ici du résultat (1.11)

|u(i)(’c)|a~<Ke_‘“t i=0,1,2 ¥t=0

ol w est indépendante des conditions initiales et

K =max {vVEW 7€, VIW 7q,llall , 1€l ,,K lal,inl,/ (g -u),
L L L L
PLky (22 -ug) lal 5 int 5/ (g =)}

La constante K dépend évidemment des conditions initiales.

Montrons qu'il existe une fonction v(R) telle que, pour chaque condition
initiale vérifiant (%) , K vérifie 1'inégalité

K <v(R)
En effet,
@) V3 Wo/q et 6 WO/E sont majorés par une fonction de R ;

(Nous 1'avons vu dans la preuve de (3) de la stabilité globale
asymptotique de 1'origine).

(2) o ll £l , <fiall , R
L2 L2 1.2

Or, o est une fonction connue de LZ([O ,Ccl) ; donc llall 9 <o,
L

(3) Puisque Ko =M Qo avec

Q, = max {V3 W07q, V6 Wo/e}
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inférieur a une fonction d¢e R , et que o et n sont deux fonctions

de L2(0,c]) , nous pouvons majorer K, llall, Inll,/ (A, -w) et
i L

Ky (2 Ag=wg) Hall Inl 5/ O =ug) -

(@) Pe T lu flae M0 0
4 e S A e P
n=0 o G | n (0]

ol & est indépendant des conditions initiales

oo oo —Z(A —5)1:
< {iifa e 1Y g nGe T TN aiaer)
n=0 n=0

oo o0 —()\n—é)t
< Ida £] ¥ e iy
n=0 n=0

o -(A_-8)t
<lol, R .3 Ne i
15 n=0

Nous savons que

o -\ -9t
wEB X e L
n=0

k*

est un nombre fini.

D'autre part, puisque w ne dépend pas des conditions initiales, nous avons

1im e “t= @

t +oo

c'est-a-dire qu'il existe t*(B) tel que, pour tout t > HEO e A

Posons B = € /K ; nous aurons alors, pour tout t > T*(E LK)
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W) <K e/K =¢

Or K dépend de R ; d'ol

™€ /K = 1, R)

Démonstration de (3.7)' :

Reprenons 1'égalité (1.39) :

(o} \ 7 &
T(x, t) =j Gx, £ ;1) £(8) ds+] o(u(t)) {[ B £ ke ALY et o
0 0 0
avec
© ")\nt
G(x,E;1) = nEO () y, (&) e
D'ou,

t

e C
IT(x, t)] < |JO G(x,€;t) £(E) da|+|J S {[O G(x , 25 tas)

0

n(g) dg} dr|

Etudions séparément les deux termes du membre de droite de cette inégalité :
, C
() | sex,e50 £ a8

1/2

c
< {J |G(x, & ;t)|2 de} e ; (Holder)
0

- 2t
={z |y @lte ™ W2y g
n=0 L
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) -2\t
< T e PR vy, (par  (A.7))
n=0 15
-2At = =2(A-A)t
sorrd i BT Bl
n=0 L
Posons
o =2(A -2 )t
MMy e W

n=0

et €tudions la convergence de cette série .

Pour cela, appliquons la régle de d'Alembert :

BN e e

p ARG L
aa n+l "n

e-Z(An-Ao)t

=201 1%l wéL2 vo(1))t
=@

24 2n+1 W2/L2 +0(1) }t
=.e

B 08 1
n-ce
Donc,

c =X . t

chu,am)ﬂada<Mm”2Re°
0
3 % C

(2) IJ o(u(1)) {J G(x,&;t-1) n(g) dg} dr|

0 0

Etudions d'abord




JO Bix , £ 240 itk o

D'ou,

i i AR

oo —An(t-r)
|nEO n, Y,(x) e |

2 Ingd Dglle ™
<L -Jin y.(x)|le
n=0 =" e
oo -Ao(t-'r)
SMYUL Innl e
n=0

t C
|J0 o(u(r)) {J G(x,&;t=1) n(g) dg} dr|

0

% t -)\O =%
L T |nn| J e lo(u(t))]| dr
n=0 0

Nous allons nous servir des propriétés suivantes :

soit A > 0 arbitraire;

D]

2)

3)

4)

I1 existe M* tel que |u(t)| <M* pour tout t >0 et tout
(u0 ,f) € B (stabilité) ;

I1 existe M' tel que 1) et la continuité de ¢ impliquent
que |o(u(t))| <M' ;

I1 existe € >0 tel que |u(t)| <e implique que
lo(u(t))| <A (continuité de o en 0 );

I1 existe t(e,R) tel que |u(t)| <e pour tout t = 1(e,R)
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et tout (uo , f) € B (stabilité asymptotique)

Alors,
£ aktet)
j 6 © o (u(x)) | dr
0
t(e,R) —Ao(t-T)
= J e lo(u(t))]| dr
0
t -2 _(t-1)
+ J “ lo(u(r))| dr
1(g,R)
Or,
t(e,R) -Ao(t-T)
J e lo(u(t))| dr
0
1(e,R) -Ao(t-r)
< M I e dt par 2)
0
=Xt A t(e,R
=M e ° (eOT )-1)/>\0
et
t =A_(t-1)
J o0 lo(u(t))]| dr
1(€,R)
t =X _{t-1)
<A J g dt pari<ij et '4)
T(€,R)

-A,(t-1(€,R))

=A (1-e ) /Ao
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Réunissant ces résultats, nous obtenons

t T
|| otut 1] e, est-0 ne) e o
0 0

AOT(E,R) -Ao(t—T(e,R))

o0 =Mt e -1 1-e
<M T o] Me P + A }

n=0 A A

0 0

0 g s bt W ¢ AW =X {t=t(e,R))
<M 20 |nn|3\1—{M'e i STIEN TV R 1

n= )

-Ao(t-r(e,R))

~

oin 1-e < 1

8

»x.t . Ax(e,R)
Il D e. 9 fef -1] + 4}

M
B |
Ao n=0 2

I ™

En conclusion, il existe T*(e ,R) = 1(e ,R) tel que, pour tout t = ™ ,R) ,

sup, |T(x, )| K¢
x€[0,c]

Démonstration de (3.8)' :

Dérivons 1'égalité (1.39) par rapport au temps :

v 54
3T(x , ) / 3t = IO 3G(x, £;t) /ot + o(u(t)) jo Gx,£30) n(E) d

T C
+J o (u(t)) {J BG(x , € ; t - 1)/3t) n(E) de} dr
0 0

D'ou




anéb.

C
|8T(x , t) / 3t| < |j0(ac(x,g;t)/at)'f(g) de |

23
+ |ou(t) jo G(x, €;0) n(e) de|

t c
; |j o) 1 860, €5 t-0/00) n(e) d} dn
0 0

Etudions le second membre de cette inégalité terme a terme :

L
) | [o (BG(x , € ; t)/0t) £(&) de|
C
< {J l3G(x , £; t) /9t|2 aey'/? g , . (Holder)
0 L
Or,
o0 —}\nt
G(x,E3t) /3t =~-1 A y (x) y (€) e
n=0
Donc
c
ljo(ac(x L€ t)/ot) £(E) de
. B
1/2
ciz lr.@liale I£ 1
n=0 I L L2
1=t ) G W -2(X =X )t
& Bern o o TR VLR
n=0 L

Appliquons la régle de d'Alembert pour €tudier la convergence de la
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série

o =30 -l t
Bmig 2" a1
n

n=0

On obtient alors

(Tl ey il
n+1
n e
tm+D2 w2712 0¥ 210 ELEoM]e
’ T R -
{n“ n° /L% + O0(1)}
> 0< 1
n->
Donc,
c : AL
| oo, g0/ s agl <me © sV7 e,
At
<M e 2 S]/2 R
C L4
) lo@u(t)) [O G(x,€;0) n(E) &
- lo@)| 2 Ingl [y
<M A °2° lnnl ¥t>21(e,R) par (3.4)' et 3)

ol



3:27.

7

\

|

) :

E0 Innl e

t C
3) |[O o (ut)) {[O@G(x,a;t—r)/ao n(e) de} dr

o0 t =2 _(t-1)
J sk o(u(r)) dr|

sHduE e ¥.08 A
=Onn no

n=0
Or,

t -2 (t-1)
A - d
u IO e o(u(r)) dt

n
o0 % —An(t-T) ( :
<M| T 'n A
| i nfoe s(ur)) |
t(e,R) =A_(t-1)
: J n

e o(u(t)) dr
0
: 4 -, (t-1)
* An I e o(u(t)) dr
1(e,R)
T(e,R) -A,(t-1) it -\, (t-1)
< An M! J e dr + A, A J e dt
0 T(e,R)
=Rt X T K] -A_(t-t(e,R))
<M e ™ e’ 1]+ A[1-e " ]
ou
Ap(t-T(e,R))
1 -e < 1
Donc,l




(t C
| o) (| o0, e5e-0 /80 0@ @ al
0 0

3! & -Ant knr(e,R)
<SMA I |n|+MM I |n]|e [e -1]
n=0 n=0

o o0 -A_(t-1(e,R))
<MA In | +MM I |n|e ¥
n=0 n=0
oo o -Aot )\OT(E,R)

SMA & [n|+MM E |n|e e
n=0 n=0

I1 existe donc T*(e ,R) = (e ,R) tel que, pour tout t = T*(e o RIS

|aT(x ;) /at] <€

Démonstration de (3.9)' :

Dérivons 1'égalité (1.39) par rapport a3 x :
C :
MT(x,t)/x = [O(BG(X » €5 1)/9x) £(&) dg

(i

0

Nous obtenons alors

C
aT(x , t) / ox| < Ijo(ac(x £ 0)/0%) £(2) dE|

£

t
R |j o(u (1)) {j (BG(x , £ 3 t - 1)/5x) n(E) de} dr|
0 0

t
+ f au(n) {jo(accx,g;t-r)/ax) n(e) de} dr

3.28.




c : '
0 |f0 BG(x , £ 5 t)/0x) £(5) de]

1/2

(1
< {J |aG(x , £ ;) /ax| > dg}y' /% ufn,
0 L

Or;

=Xt

3G(x,E3t) /ax= I yr(x) y (&) e
n=0

et il existe k >0 tel que, pour tout n€N ,
|yr'1(x)| <k,

D'ol

0
|j (B6(x , £ ; ©)/0x) £(5) di|
0

- -2 t
tiz Iypwite ™32 ann,
n=0 L
oo -2k t
cgf i abie BV sy
n= L
2t e R
G T IR L A v T
=0 LZ

Nous avons étudié la convergence de la série

oo “2(A_ -2 )t
S=2>\r21e nn

3.29.

(A.15)




3.30.

en démontrant (3.8)' .

Donc,
c -2t
If (BG(x , €3 t)/ax) £(€) dg| <ke ° S/?R
0
t C
(2) II o(u(r)) {f (3G(x , £ ; t -1)/9x) n(&) dg} dr
0 0
- t -2 (t-1)
o ] n
" InEO n, }’n(X) JO e o(u(t)) dr}
i t #A _(t-1)
<k|2>\n[en g(u(t)) dr]
n=0 " 3 1

Nous pouvons appliquer ici le méme raisonnement que celui utilisé

pour borner le troisiéme terme de (3.8)' .

En conclusion, nous pouvons majorer 38T(x,t)/9x pour tout t = t(e,R) .0



ARNEXE T

PROBLEME DE STURM - LIOUVILLE
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§ 1. POSITION DU PROBLEME

Nous pouvons associer, d 1'équation différentielle (0.1b) , avec les conditions
aux limites (0.3) , le probléme de Sturm-Liouville suivant :

L) =2y (A-1)

d; y(©0) +d, y'(© =0 , dyy(c) +dyy'(c) =0 (A.2)
ol

Ly) = -(b() y' ()" + a(x) y(x) 0<x<c

Le comportement asymptotique de la solution du probléme (0.1) - (0.3) dépend de
la nature du spectre et des fonctions propres de (A.1) - (A.2) .

~

Nous allons donc, dans cette annexe, citer les résultats principaux a ce sujet

(§ 2).

Nous examinerons ensuite le cas particulier ol la plus petite valeur propre

de (A.1) - (A.2) est nulle (§ 3).

Enfin, nous é&tudierons le comportement des dérivées des fonctions propres du

probléme de Sturm-Liouville (§ 4).

Faisons les hypothéses suivantes :

1M d; d,<0 , d, d, >0 : (A.3)
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(2) soit b, b' et b" continues et b(x) >0 sur [0,c];

soit. Dy D sur PO 1k bix) >0 sue: 10.¢) , B
et b" ' existent sur ‘[0,c], et b et b-1 sont intégra- vk
bles sur [0,c] ;
(3) q est continue sur [O,c] (ou, plus généralement, q est
(A.5)

mesurable et intégrable) et q(x) 20 sur [0O,c] .
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§ 2. RESULTATS PRINCIPAUX

Théoréme.

Supposons les hypothéses (A.3) , (A.4) et (A.5) satisfaites.

Alors, les valeurs propres du probléme aux limites (A.1) - (A.2) , c'est-a-
dire les valeurs A telles que le probléme (A.1j-—(A.2) admette une solution
non-nulle, sont simples [3, pp. 293-294] , non-négatives [3, p. 416] , et
1'ensemble des valeurs propres est dénombrable sans aucun point d'accumulation
fini [3.)p..29%]

En indexant ces valeurs propres de telle sorte que O < AG < A1 < Az AR

on a

A = nf 2?17 s o (A.6)

S b
L=J o) M? & (550 MET .
0 ‘

5i Y est la fonction propre normaliséé (i.e., IS yﬁ dx = 1) correspondant
A, » alors {Yh}:;o forme une base hilbefrtienne dans LZ(O eyt m. 293},

Q7

et il existe une constante M positive telle que, pour tout n€ N ,

sup |y (X)| <M [3, pp. 334-335] . . (A.7)
0<x<c

De plus, si f est une fonction réelle quelconque définie sur [0, c] et
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vérifiant les conditions aux limites (A.Z)-, telle que f et [Db f']'esz[O 5 G

alors

e F IR A R T (A.8)

ol la série converge absolument et uniformément [ 3, pp. 293-427] ;. de fait,

Généralisation.

Nous pouvons remplacer les conditions aux limites (A.2) par les conditions

plus générales

myq YO +m, y'(0) +ny,y(e) +ny,y'(c) =0
(A.9)
m21 Y(O) + mZZ }"(O) + n21 Y(C) + nzz }"(C) =0
ol mij et n.lj sont des constantes réelles.

Le probléme de Sturm-Liouville (A.1) - (A.9) est auto-adjoint si et seulement

si

dét = dét
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Si b et q satisfont aux conditions (A.4) et (A.5) , et si 1'on suppose

que les constantes mij
se trouve sur le demi-axe réel positif, alors les conclusions du théoréme ci-

et nij sont telles que le spectre de (A.1) - (A.9)
dessus restent valables, sauf le fait que les valeurs propres ne sont plus

nécessairement simples : elles peuvent étre de multiplicité au plus 2 (en
particulier, zéro peut &tre une valeur propre double).

Remarquons que cette généralisation est valable lorsque les conditions aux
limites sont périodiques.

Fonction de Green.

Nous associons, au probléme (A.1) - (A.2) , la fonction de Green [3, p. 355]

définie par

Uy (x) uz(g) /K pour 0<x<g
G(x,¢&) = (A.10)
uz(x) u, () /K pour £<x<gc¢

ou u, et u, sont deux solutions linéairement indépendantes de 1'équation
homogéne

(b YY) -qXx) y(x) =0

satisfaisant aux conditions aux limites

i
o

d; u,(0) + d, w(0) =

|
o

d3 uZ(c) ¥ d4 ué(c) =



et oi K est une constante égale au produit de b(£) par le wronskien

W(u1 ’ uz ’ E) £ U1 (g) Ué(i) 4 u]’ (E) UZ(E)

Propriétés de la fonction de Green (A.10) [12, p. 128] :

(M Elle satisfait 1'équation
4 b L 6x,0) - qm 6x,8 =0
dx EB(- ? qx ’
pour X € {0 . Cy et X # L1

(2) Elle est continue en x = £ , c'est-a-dire

G(g"'o ,E) - G(E‘O ’ E)

(3) Elle satisfait aux conditions aux limites

d, 6(0,8) +d, & GO,8 =

I
o

45 6,8 +dy & 6(c,B) -

|
o

(4) Elle est dérivable partout sauf en x = £ , et le saut vaut

& 6(E+0,0 - 6E-0,0 = -5y - (A.11)

(5) Elle est symétrique :

G(x, &) = G(E,x)
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§ 5. CAS OU LA PLUS PETITE VALEUR PROPRE EST NULLE

Dans 1'étude du probléme de Sturm-Liouville (A.1) - (A.2) , il est important

de savoir si zéro est ou non valeur propre.

Si,
soit q 20 sur [0,c] , soit |d;] + |d;] >0 ! (A.12)

alors la plus petite valeur propre Ao est strictement positive.

Par contre, si

q. 207 sur i, €] cet d1 = d3 =0 ’ (A.13)

alors Ao = 0 est la plus petite valeur propre du probléme (A.1) - (A.2) .

Dans ce cas, la fonction propre normalisée correspondant a A, est

1/2

Y, () = £: (A.14)

Pour démontrer ce résultat, servons-nous de 1'énoncé du probléme (A.1) - (A.2) :
Lo B N R Q- (@) Y003
Ceci implique 1'existence d'une constante k telle que

b(x) y3(x) = k
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Les conditions aux limites sont
d, y50) =0, 4y =0
or, |dy| + |d)] >0 et [dg| + |dy] >0, et donc d, et d, sont des

constantes non-nulles i cause de (A.13b) .

Nous savons donc que

ell =0 "ot i) =0 ,
ce qui signifie que la constante k est nulle.
Or,par HA4) ., Bfx)y >0 swr (O ,B)".

Donc,

I
o

yé(x) , C'est-a-dire yo(x) =1

ol 1 est une constante.

Puisque Y, est normalisée, nous avons, par définition,

C
- [ V2w ax= [ 1Pax=1te
0 0

b
|

et donc
1= c_1/2

ce qui prouve (A.14) .O
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§ 4. COMPORTEMENT DES DERIVEES DES FONCTIONS PROPRES

Théoréme.

La dérivée d'une fonction propre est majorée par le produit d'une constante
et de la valeur propre associée a cette fonction propre, c'est-a-dire il

existe une constante k > O telle que, pour tout n €N ,

lya()| <k, : (A.15)

Démonstration.

En effet, d'aprés [4, p. 360] , la solution du'probléme (A.1) - (A.2) vérifie

c
Y, () = A JO Gx,8) v, (8) d&

Nous allons décompeoser cette €galité en une somme de deux intégrales, 1'une de
0!8 xjetl'amtre g x84 C .

Nous dérivons alors chaque membre de 1'é€galité en vertu de (A.11) et nous

obtenons

o
Y1) = A, [0 L 6,6 v @ de
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La fonction % G(x, &) est bornée par (A.11) .
Nous obtenons alors 1'existence d'uneconstante KXK' > O telle que, pour taut
(,x) €[0,c]x[0,c] , nous avons

o, Bl< K

Nous aboutissons donc a la majoration

Iyr'l(x)l< >‘n e/ K"}

odi M est défini en (A.7) .

Si nous posons
k=c K' M Y

nous obtenons bien la majoration souhaitée (A.15) .0O




ANNEXE IT :

SoLuTioN DE L’EQUATION DE LA CHALEUR




A2,

Considérons 1'équation non-homogéne
T (x,t) =[b() T (x,0)], - q(x) T(x,t) +n o) ,  (B.1)
oi (x,t) €10,c[x]0, +=[ , sounise & la condition initiale |
fT(x ,0) = £f(x) 0L x<¢ (B.2)

et aux conditions limites

|
o

d; T(0,t) +d, T (0,1t) =
t >0 ATy

I
o

d3 e, 1) + d4 Tx(c ,t) =
ol b, q, n et £ sont des fonctions réelles définies sur [O,c]l , ¢

. & + g s
est une fonction réelle de classe C1 sur R ' et bornée et di R B o 18, T

sont des constantes telles que

|d;| + |d,| >0

ldg] + 14,1 >0

Etudions la solution de ce probléme dans le théoréme suivant :

Théoréme.

Supposons que les fonctions n et f vérifient la condition (1.2) .

Définissons
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C
T(x,t) = jo Glx, £ 3 t) £(£) dE

t¥/C
j f BEx Bt n n(OR60) 8t dr 5 B
0’0

oi (x,t) € [0,c]lx[O,+=[, avec la fonction de Green

—Ant

Gx,g3t) = 2 y (x) y (&) e (B.5)

n=0
ol [x,Eftr&eile, c]2 %[0, +=[ yo(x) et A étant les fonctions et
valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville (A.1)- (A.2) et f L, et n

n
les coefficients de Fourier de f et n . dans le systéme orthonormé (yn)nEIN .

Alors,

(N TER £ Tt(x ,t) et Txx(x , t) sont des fonctions continues en
x eten t sur [0,clx]0, +°[ ;

(2) T(x,t) vérifie 1'équation (B.1) ainsi que les conditions aux
limites (B.3) et la condition initiale (B.2) ;

(3) T(x,t) estcontinteen (x,t) sur [O0,c]x[O, +eof,

Démonstration.

Avant de commencer la preuve de ce théoréme, rappelons quelques résultats dont

nous aurons besoin.




(M

(2)

(3)

AZ.5,

Par (A.7) , nous savons qu'il existe une constante K indépendante
de n telle que

sup |yn(x)| <K neQLY
x€[0,c]
(L8
lyn(x)|<K Xx€[0,c] N3 I SN R

Par (A.8) et (1.2) , nous avons

L |E | <eo et Lo n,| <e
n=0'n n=0 " ;

c'est-a-dire qu'il existe deux constantes positives indépendantes de

n telles que

|£.| <M,

Innl <M

Puisque ¢(t) est bornée, il existe une constante Ko O telle que

lo(t) | <K, t>0

Etudions maintenant la fonction de Green

Nous avons

he Nt

Gx, 85 1) = T yfEh,6) 2
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|y, () ¥, (&) e

ty étant un point arbitraire strictement positif.

Utilisons le critére de d'Alembert pour étudier la convergence de la série

Nous obtenons alors

288
e'>‘n+1to e—[(n+1) 1 /L +O(1)]to
— - par (A.6)
Ato - méné/Lo)]t
e 3 o
252
-[(2n+1)n"/L +O(1)]to
= e + 0 quand n > e

Cette série numérique est donc convergente et, par le critére de Weierstrass,

on en déduit que la série

o -At

Tiylx) y (e
n=0

converge uniformément et absolument sur [O, c]2 X[ ty > +oo[ gvec t, P AN

Par le théoréme de continuité des séries, la fonction G(x,£ ;t) est donc

continue sur [0,(:]2x[’c0 o
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Puisque t, est un nombre strictement positif arbitraire, G(x,§;t) est,

en fait, continue sur [O, c]zx]O , too[ .

Appliquons le théoréme d'intégration des séries pour réécrire T(x,t) sous

une nouvelle forme :

C
Jo Gx, E3t) £(5) de

c * —An‘_c
- fe  ywy,@e ™
0 n=0
oo At e
= I yn(x) e J f(&) yn(E) dg car f est continue
n=0 0
oo v—Ant
= I fn yn(x) e . par (A.8)
n=0

[ L v
j j Gx, &3 t~1) AE) o) d dr
0’0

T ie 4. -)\n(tvr) 5
- j J {z y, &)y (&) e } n(g) ¢(r) dg dr

0’0 n=0

('t - 'An(t"'T) &4
- pyme o) 1| n(®) v, (&) e ax

/0 n=0 0

t oo -\, (t-1)
g nEO n, y,(x) e ¢(1) dt

L'avant-derniére égalité résulte du fait que n est dérivable et donc continue. ‘
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La série

R
Renny: {Xx) &
n=0n‘n

¢ (1)

vérifie le théoréme de Borel-Cantelli.

En effet, chaque terme de cette somme est intégrable par rapport a Tt dans
[0,t] quel que soit x dans [O,c] et la série

o .t -An(t-r)
| mvame o(1) dr

est absolument et uniformément convergente :

. /C —An(t-r)
2| 0 ny e 8(0)] dr
T ol gl [o ™7 pecal
= a0y (xX)] J e o(t)| dr
n=0 " .
0 -“Xnt
<K M K o (1-e )/ A
° n=0 ' n
<K M KO z 1 /An
< iva par (A.6)

Par conséquent, la série

oo -An(t-r)
I y,(x)n e
n=0

¢(1)
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est absolument convergente et intégrable :

SN, -An(t-T)
Jo nE—O Yn(x) n, e ¢(1) dr
oo t -2 (t-1)
A AC I I SO
n=0

Finalement, nous pouvons écrire T(x,t) sous la forme :

o Mt ;o t “ =k feei)
T 2= "B f v (%) & iR Sy () J‘e ¢(t) dr
n=0 D ’n n=0 BN 0
avec. xa[0,clh et 't >0 .
Posons
o0 At
TH(x,t) = § fn yn(x) ¢ (B.6)
n=0
” t = (t=T)
Tix, t) = Zn () J A o(1) dt 3 (B.7)
n=0 0 %

Etudions maintenant les différents points du théoréme :

@) T(x , t) est continue :

Comme nous venons de le voir, les séries (B.6) et (B,7) sont
uniformément convergentes pour x € [O,c] et t >0 ; de plus,
elles sont formées de termes continus en x et t , '



(2)
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Par conséquent, T(x,t) qui est la somme de ces deux séries, est
continue sur [0, c]x]0, 4] .

En outre, T(x,t) peut se prolonger continfment en t = 0 , de
sorte que

o0

nio £y,

T(x,0)

f(x) par (A.8)

La derniére assertion du théoréme est donc vérifiée.

Dérivation par rapport a t :

Probléme pour TH-()—(—‘-Q :

Considérons la série formée des dérivées par rapport & t des termes
de TH(x 2 7 8-

$o : -Ant
-n=O Ay fn yn(x) e
Nous avons

=Aat o R
e n n
|>\nfnyn(x)e | <K M1 AL e

—Anto
<K M1 .An e t>t, "

tg étant un nombre arbitraire strictement positif.

Par le critére de d'Alembert, montrons que la série
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o0 =X t
z >‘n ity
n=0
converge :
Ae1to b iz 7.8
A1 © (n+N° /L +0(1) ~[(2n+1)n"/L +O(1)]tO
= : e
Ay e_xnto n Trz/L7 + 0(1)
+0 quand n - o°

Par le critére de Weiestrass, la série

oo -1
-n)io )‘n fn yn(x) e

est donc uniformément convergente sur [0, c]X| t e

Par le probléme de dérivation, on en déduit que Ty(x, t) est dérivable

par rapport a t sur [O,c]x[to,+°°[ .

Puisque t, > O est arbitraire, la dérivée de Ty(x, t) existe en
fait sur [0,c]x]0, +e[ et vaut

o =Xt 4
A n .
aTH(x ,t) /ot = nEO - fn yn(x) e .

En outre, par le théoréme de continuité des séries, cette dérivée
BTH(x ,t) /ot est continue sur [0 ,c]X]0, o[ .

Probléme pour T, (x,t) :

Dérivons terme a terme T; (x,t) et étudions la série ainsi obtenue :

Eon v, () ot - £ ono ALY ()

(1) dr

[t e‘)\n(t"f)
= n=0
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Considérons d'abord la premiére série :
Lonyyp() o(®)| <K K, T |n|
n=0 n=0

< o par (A.8)

La série en question est donc uniformément convergente pour x € [0, c]
et t>0. ;

Etudions maintenant la deuxiéme Ssérie :

t -An(t-'r)
-2, N, Y0 [o e ¢ (1) dr
At
<A K |nnl K, (1-e ) /An
<K Ko|np]

Par (A.8) et le critére de Weiestrass, cette deuxiéme série est

aussi uniformément convergente sur [0 ,c]x[O0, +=[ .

Par le théoréme de dérivation des séries, nous avons donc

oo

T;(x , t) /3t = ey | Yp(x) ¢(t)

- ¥
n=0

t -An(t—T)
Ay Ny Yp(X) IO e ¢(t) drt
avec (X ,t) €10,clx[O, =] ..
En outre, BTI(x,t)/at est continue sur [O,c]x[O, +=[ .

Finalement, nous avons donc que T(x,t) est continlment dérivable







(3)

par rapport @ t sur [0 ,c]x]O0, +e[ .

Dérivation par rapport & x :

————— v —

Probléme pour T.(x,t) :

Considérons la série obtenue en dérivant chaque terme de TH(x & 5
par rapport a X
oo ot L
na
r £y e
n=0
Par (A.15) , nous avons la relation suivante :
|y;l(x)|<>\nK1 xe[0,c] nefle e L
de sorte que
oo Xk = -t
gty () s T BRI A e
i) L T L ga2 S n
o -)\nt
ERi8 . e BT t@t >0 .
1 ronlichi s n 0
n=0

AZ:11.

Nous avons déja montré la convergence de cette série numérique.

Par conséquent,' TH(x , t) admet une dérivée continue par rapport a

xogur [0,¢1Tx]10,9f ; ep

% = g
T (x,t) /ox= T ¥ '¥vi[x)e
H #=0 n-‘n

Probléme pour T;(x,t) :
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o0 t -)\n(t-T)
nEO n, Vi) J e ¢(1) dr

la série composée des dérivées par rapport a x des termes TI ) .

Nous avons alors

oo t —An(t—'r)
2 In, ya00 | e $(x) drl
n=0 0
S t -A(t-1)
< K, EB 25X .7n Ie dt par (A.15)
F¥0 o BN 0
o0 -)\nt
= KK IoA - T/
n=0
< KHK TR nkd
1 o
< o par (A.8)

c'est-a-dire que la série

oo t . =AL(t*T)
J e E o(t) dt

est uniformément convergente sur [O,c]x[O, +=[ .

TI (x,t) admet donc une dérivée continue par rapport a X sur
[O,cIx[0,+e[ et

oo t . =A.(t-1)
J ik (1) dt

My(x,t) /ox = I n, yp(x)
n=0

Par conséquent, T(x,t) est continliment dérivable par rapport a x




(4

surr [0,c]x10, | .

Double dérivation par rapport a x :

Considérons la série obtenue en dérivant par rapport a x chaque
terme de aTH(x ,t) /ox

oo -)\nt
n—z-O frl yn(x) e

Cependant, yn(x) est une fonction propre du probléme de Sturm-
Liouville (A.1) , de sorte que

b' (x) (A, -4(x)
Yl e ¥ e iter L () n =05, 1,4,
b(x) b(x)
Par conséquent,
S G ViR - Ant
X y'(x) e = - Gy ()8
S b(x) n=0 "'P
1 oo -)\nt
= L A iy {x) e
bi) n=0 N B2
qQ(x) e *Art
+ I f e # Y (X)
b(x) n=0

et la convergence uniforme de la série étudiée, par ce qui précéde,
est assurée sur [0,c]x]O0, +o[ .

TH(x , t) est donc deux fois continliment dérivable par rapport & x
sur {0 ,c]lx]0, +of et
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2T (x, t) / ox” 5 f '()_“
9 T, (x,t)/ox" = L yi) e
S $=0 n-’n

De la méme fagon, nous obtenons que TI(x ,t) admet une dérivée

seconde continue par rapport @ x sur [O,c]x]O, +e°[ :

BZTI(x b -x_(t-1)

t
-———;;7——-‘ = nEO n, Yﬁ(x) IO A ¢(t) dt

Nous avons donc terminé la preuve du premier point.

Vérifions que la fonction T(x,t) donnée par (B.4) - (B.5) satisfait bien
1'équation (B.1)

[b(x) T, (x,t) ] - q(x) T(x, t)

oo —}\nt o0 t ‘)\n(t‘T)
= b(x) {nEO £, Yalx)fe +n§o n, Yn(x) Jo e ¢(t) dr}
o -Xnt
¥ b'(x) {nEO £ ¥n(x) e
oo : t -An(t—T) }
. B 0 Y1) J e ¢(t) dt
n=0 ™ ’n 0
oo -Xnt
- q(x) {nEO fn yn(x) e
oo t -2 _(t-1)
3 yn(x) J ik ¢(1) drt}
n=0
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00 AL

UL OB AR BACEL CRACHES 4
s

+ I {b(x) yi(x) +b' (x) v} (x)

n=0
4 —An(t-r)
- q(x) Yn(X)} n, IO e ¢(t) dt par (A.1)
o g t - (t-1)
- —nEO An fn yn(x) e —n=0 An i, yn(x) JO e d(1) dr

oTy(x , t) /3t + 3T (x, t) /3t - L n, Y, o(t)
n=0

T (x, 1) - n(x) ¢(t)

La fonction T(x,t) est donc une solution de 1'équation (B.1) . Vérifie-t-elle

aussi les conditions auxiliaires ?

Nous avons déja montré que la condition initiale (B.2) é&tait bien satisfaite;

voyons maintenant le cas des conditions aux limites.

Les fonctions propres yn(x) satisfont les conditions aux limites (A.2) , de

sorte que

d; T(0,t) +d2 T (0, t)

; o R t = (1) }
=d 2, (0) e 4+ % (0) J ¢ ¢(t) dtt +
! n=0 " Yn ) n=0 " Yn 0




oo -)\nt
*+d, {nEO £ yn(O) e
o0 t -An(t-'r)
* O | e 0(x) dr)
; : 00 -}\nt oo
| = 5.6, 8 {d; v, (0) +d, y'(0)} + {4,y (0)
W 0. { gt ¢ 4*n 1=0 1in
;- -)\n(t-’t)
+d, y]'l(O)} n, JO e (1) dt
)
=0
et, de la méme maniére,
d3T(c,t)+d4TX(c,t)=O s

A2.16.

c'est-d-dire que T(x,t) est bien une solution du probléme (B.1) - (B.3) .

Ceci termine donc la preuve de ce théoréme.O
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