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INTRODUCTION 
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1 1 

o. 1. 

Considérons le système intégro-différentiel 

J
e . 

u'(t) = -
0 

a(x) T(x, t) dx O<x < c, t>O 

(0. 1) 

avec les conditions initiales 

0 <X < C (O. 2) 

T(x , 0) = f(x) 

et l es conditions aux limites 

t>O (O. 3) 

Dans (0 . 1) , (0. 2) et (0. 3) , a , n , f , b et q sont des fonctions 

réelles définies sur [ 0, c] , tand i s que o est une fonction non-linéaire 

définie sur R . 

C ' u d. ' 0 1 
i • = 1 , 2 , 3 , 4 , sont des constantes réelles, C étant 

strictement JX)Si tiv.e, u 
0 

quelconque et 

Le syst ème (0.1) représente une description mathématique d'un modèle dynamiqu~ 

non-linéaire apparaissant dans les réacteurs nucléaires uni dimensionnels en 



o. 2. 

milieu continu. Un tel réacteur est alors considéré corrune une barre finie de 

longueur c . 

Les différents paramètres intervenant dans ce problème ont alors la signification 

physique suivante [ S] 

t 

X 

u(t) 

T (x , t) 

-a(x) ~ 0 

n (x) > o 

b(x) > 0 

q(x) > 0 

temps; 

position dans le réacteur; 

logarithme de la puissance totale du réacteur 

( u(t) = O à l'équilibre); 

écart de la température par rapport à la tempéra­

ture d' équilibre ( T(x, t) = 0 à l'équilibre); 

quotient du coefficient de réactivité défini par 

rapport à la température sur le temps de vie 

moyen des neutrons; 

élément de la puissance générée en x 

coefficient de conductivité thermique en x 

coefficient de radiation thermique en · x 

cr ( ·) avec cr (0) = 0 relation non linéaire générale entre le pouvoir 

de production et la vitesse à laquelle la 

chaleur est générée à l'intérieur du réacteur. 

Remarquons que les conditions aux l i mites (0.3) reflètent certaines situati ons 

physiques importantes 



0.3. 

le cas d
2 

= d
4 

= 0 correspond au problème physique dans lequel les 

extrémit és de la barre sont maintenues à tempéra­

ture constante; 

le cas d1 = d3 = 0 correspond au problème physique dans lequel les 

extrémit és de la barre sont isolées (flux nul). 

Nous nous intéresserons au comportement asymptotique de la solution pour t ➔ = , 

notamment à la stabilité. 

La première approche mathématique pl s élâborée de ce problème a été effectuée 

par J .J. LEVIN et J .A. N0HEL [ 6] . 

Le cas l inéaire, cr(u) = u, a été traité en particulier par BR0NIK0WSKI [ 2 ] 

De nombr euses recherches ont ensuite été entreprises dans le cas où b(x) _ 1 

et q(x) = 0 . 

Ces conditions permettent, en effet, de trouver, dans le cas linéaire a (u) = À u , 

À> 0, le comportement asynlptotique précis de la solution: 

u(t) = 0(t - 3/ 2) uniformément en x 

pour t ➔ = [ 6] . 

Dans le cas où a(u) = -1 +eu, ces mêmes conditions sur b et q permettent 

d'étudier un phénomène physique impor tant : l'effet des neutrons retardés dont 

le modèl e mathématique est plus élaboré que (0.1) , (0.2) , (0.3) , voir [ 7 ] 



0.4. 

Ce mémoir e traite le cas non-linéaire (0.1) , (0.2) , (0.3) à partir d'un 

article de BR0NIK0WSKI, HALL et N0HEL [ 1]. 

La méthode utilisée pour étudier ce problème fait intervenir de façon essentielle 

l'opérateur de Sturm-Liouville L associé à [0.1b] 

L(y) = - [b(x) y'] ' + q(x) y 0<x < c 

défini sur les fonctions y , suffisarmnent régulières sur [ 0 , c] , qui véri fient 

les conditions aux limites 

(A. 2) 

Le prob l ème de Sturm-Liouville qui consiste à trouver les valeurs propres À de 

L (i. e . ~ les À E Œ pour lesquels i l existe une fonction y '=f=. 0 telle que 

L y= À y (A.1)) sera exprimé plus précisément dans l'Annexe 1 . 

Distinguons alors deux situations 

Dans le premier chapitre, nous traiterons le cas où la plus petite valeur propre 

du probl ème de Sturm-Liouville (A. 1) - (A. 2) est strictement positive et, dans ., 

le deuxième chapitre, le cas où elle est nulle. 

La démarche suivie est cependant la même dans les deux chapitres, les différences 

étant plutôt d'ordre technique. 

Nous énonçons d'abord un th~orème concernant l'existence, l'unicité, le caractère 

borné et le comportement asymptotique de la solution (u(t) , T (x , t)) du 

problème (0.1) , (0.2) , (0.3) , quand t + 00 • 



O.S. 

Pour le démontrer, nous utilisons d'abord la méthode de GALERKIN qui consiste 

à approcher le système intégra-différentiel (0.1) par un système fini d'équa­

tions différentielles ordinaires. 

Nous étudions alors le comportement de la solution de ce système dans les Lerrunes 

1 , 2 et 4 en utilisant notamment des fonctions de Liapounov. 

Nous associons ensuite, à l'équation (0.1a) , une équation de Volterra que nous 

analysons dans les Lerrunes 3 et 5 . 

La démonstration des propriétés du problème (0. 1) , (0. 2), (0. 3) •se déduira alors de ces 
lerrunes et des résultats obtenus dans l'Annexe 2 sur la solution de l'équation 

de la chaleur. 

Enfin, dans le troisième chapitre, nus envisagerons le problème de la stabilité 

au sens de Liapounov, en adaptant à notre cas les résultats de [11]. 

Nous savons, en effet, que dans le cas du réacteur nucléaire, la position d' équi­

libre est u = 0 et T = 0; il est donc intéressant d'étudier la stabilité au 

sens de Liapounov de cette position d'équilibre. Nous le ferons en norme L2 

et termi nerons en précisant le comportement asymptotique de la solution quand 
00 

t + 00 en nonne L , toujours d'après [11 ] . 



CHAPITRE I : 

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE . LA SOLUTION DANS 

LE CAS OÙ LA PREMIÈ RE VALEUR PROPRE DU PROBLÈME 

DE STURM ~ LIOUVILLE EST STRICTEMENT POSITIVE 



Nous supposerons, dans ce chapitre que la plus petite valeur propre À
0 

du 

problème de Sturm-Liouville (A.1) , (A.2) associé à notre système est stric­

tement positive, c'est-à-dire que la condition suivante est réalisée 

q "$. 0 sur [ 0 , c ] ou (1. 1) 

(voir .Annexe 1). 

Pour obtenir des résultats concernant le problème (0.1) , (0.2) , (0.3) , 

faisons les hypothèses suivantes 

a , f , n , (b f ' ) ' , (b n ' ) ' E L 
2 

[ o , c ] 

fEC[0 , c] 

f et n satisfont les conditions aux limites (A.2) 

Cl n ;;,;. 0 n n n = 0, 1 ' ... 

où an , nn sont les coefficients de a et n 

définis comme en (A.8) 

Il existe des const antes ê > 0 et c telles que 

pour tout n EN tel que a n > 0 n n 

ssi n = o n n = 0, 1 ' ... 

(1. 2) 

(1. 3) 

(1. 4) 

_ (1 . 5) 

Il faut remarquer que les hypothèses (1.3) , (1.4) et (1.5) sont satisfaites 

dans le cas physiquement significat i f où a(x) = k n(x) , k étant une con~tante 



strittement positive. 

Imposons aussi les conditions suivantes sur la fonction cr 

cr E C1 (lR) 

x cr(x) > 0 

S(x) = J: cr(u) du ➔• 00 

a' (0) > O 

quand x -1 0 

quand lxl + 00 

Il existe une const ante r telle que 

2 a (x) ~ r S(x) VxER 

1.2. 

(1. 6) 

(1 . 7) 

(1. 8) 

Les hypothèses générales (1 .6) , (1 .7) et (1.8) sont vérifiées dans le cas 

linéaire où cr(x) = À x, avec À strictement positif. Mais, dans le cas 

phys iquement significatif où cr(x) = -1 +ex, la condition (1.8) n'est pas 

satisfai te. 

Cependant, à la fin de ce chapitre, nous verrons que cette condition peut être 

remplacée par w1e autre 

Il existe une constante r > 0 telle que 

lcr(x)I ~ r (1 + S(x)) xEJR. (1.8~ 

et (1.8~ est bien satisfaite pour cr(x) = -1 + ex 



I · 

En vertu du théorème de l'Annexe 1 et des h)'I)othèses (1.2) , on a 

}: 

n=O 
If 1 < 00 n 

1. 3. 

(1. 9) 

Enonçons maintenant un théorème qui nous assure l'existence, l'unicité, le 

caractè re borné et la décroissance exponentielle quand t + 00 , des solutions 

du probl ème (0.1) (0. 2) , (0, 3) 

Théorème 1. 

Supposons que 

alors, 

zéro n'est pas une valeur propre du problème de Sturm­

Liouville (A.1) , (A.2) ; 

les hypothèses (1. 2) , (1.3) , (1.4) et (1.6) sont 

~atisfaites; 

on a soit (1 !5) pour tout n , soit (1.8); 

pour chaque donnée initiale u ER et f vérifiant (1 .2) , le 
0 

problème (0.1) admet une et une seule solution (u(t) , T(x, t )) 

définie pour tout (x, t) E [ 0, c] x-[O, + 00 f . 

En outre, pour chaque solution (u (t) , T (x , t)) , il existe une constante ~ > 0 

telle que 



1. 4. 

iu(t) 1 ¾ K 

t ~0 (1. 10) 
sup IT(x, t) 1 ¾ K 

xE[0,c] 

Si, de plus, on a la condition (1 .7 ) et l'inégalité stricte dans (1.3) 

pour au moins un ~, alors il existe des constantes K > 0 et w > 0, 

dépendant des conditions initiales u
0

, f, telles que 

i=0,1,2 

t ~ 0 (1. 11) 

sup IT(x, t) 1 ¾ K e-wt 
xE[0,c] 

Notons que, dans le cas linéaire où cr(x) = À x, avec À> 0 , BR0NIK0WSKI, 

dans [ 2 ] , a obtenu des conclusion similaires à celle du Théorème 1 , en 

prenant des hypothèses plus générales que (1.2) et en supposant que 

00 

E 
n=0 

If 1 < 00 

n 

00 

E 
n=0 

ln 1 < 00 

n 

00 

E 
n=0 

Remarquons également que, d'après LEVIN et N0HEL, [ 7], si on remplace les 

conditions aux limites (0.3) par les conditions aux limites plus générales 

,.., 

{ 

m11 T(0, t) +m12 Tx(0, ) +n11 T(c, t) +n12 Tx(c , t) = O 

m21 T(0 , t) + m22 Tx(0, t) + n21 T(c, t) + n22 Tx(c , t) = 0 

(0.3) 

où les constantes m . . et n . . sont telles que 
lJ lJ 



1. 5. 

excepté le fait que les valeurs propr es du problème (A. 1) . , (A . 9) peuvent 

être doubles, les résultats du Théorème 1 sont encore valables. 



1. 6. 

§ 1. SYS TEME D' EQUATIONS DI FFERENTIELL ES ORDI NAIRE ASS OCI E AU PROBLEME 

Appliquons la méthode de GALERKIN au problème (0.1), (0.2), (0. 3) de l a 

f açon suivante : 

Ecrivons la solution T(x , t ) sous la forme 

00 

T(x,t) = E T (t) yn(x) 
n=O n 

Les yn (x) sont les fonctions propres du problè1r.e de Sturm-Liouville (A.1) , 

(A. 2) et an, nn et fn les coef ficients de Fourier de a , n , et f 
par rapport au système orthonormé des y (x) . n 

Supposons que la série ci-dessus sat i sfait les hypothèses des théorèmes 
d'int égr ation et de dérivation des séries ( 12) 

En fait , nous vérifierons ces condit i ons de convergence lorsque nous connaîtrons 

l'expression exacte des fonctions Tn (t) 

Montrons , à l'aide de ces théorèmes , que T(x, t) satisfait bien les condit i ons 

auxiliaires 

00 

T (x , 0) = E T (0) y (x) 
n=O n n 

00 

= E f y (x) 
n=O n n 



1. 7. 

= f(x) par (A.8) 

c'est-à-dire que la condition initial e (0.2b) est vérifiée 

00 

= d
1 

E T (t) y (0) 
n=O n n 

00 

+ dz E T (t) y' (0) 
n=0 n n 

00 

= 0 pat (A. 2) . 

De la même façon, 

Les conditions aux limites (0.3) sont donc satisfaites. 

Substituons la nouvelle expression e T(x , t) dans la première équation (0.1a) : 

U I (t) = - j
0
c a(x) {; T (t) y (x)} dx 

n=0 n n 

00 I: a(x) = - E T (t) yn(x) dx 
n=0 n 

00 

= - E a T (t) par (A.8) 
n=0 n n 



L'équat i on (0.1b) devient 

00 

00 

00 

+ n(x) a(u(t)) 

00 

+ n(x) a(u(t)) 

00 

= - [ À T (t) yn(x) + n(x) a(u(t)) 
n=O n n 

00 

par (A.1) . 

Multiplions chaque membre de cette égalité par . ym(x) , m EN, et intégrons 

entre O et c : 

= - ; À T (t) Je y (x) y (x) dx + a(u(t)) Je n (x·) y (x) dx 
n=O n n O n m O m 

Cependant, les fonctions propres ym(x) sont orthonormées, c'est-à-dire que 



r 
1 

11 

1 

1. 9. 

L 
9i m = n 

I: Ym(x) y (x) dx --
n 

si m "f n , 

d'où 

m=0,1, ... 

En réunissant ces résultats, nous pouvons donc remplacer le système intégro­

différentiel (0.1) par un système infini d'équations différentielles ordinaires : 

00 

u' (t) = - E a T (t) 
0 n n-n= 

( 1 . 12) 

T' (t) = -À T (t) +n cr(u(t)) • n n n n n=0,1, ... 

avec les conditions initiales 

n=0,1, ... 

Tronquons ce système infini pour obtenir un système fini d'équations différen­

t ielles ordinaires : 

X 1 (t) = 

avec les conditions initiales 

N 
E a z (t) 

n=O n n 
(1.13) 

n=0,1, ... ,N 

' • 



1. 10. 

n=0,1, ... ,N 

Etudions maintenant un lerrnne qui, sous certaines hypothèses, nous garantit 

l'existence, l'unicité, le caractère borné et la décroissance exponentielle 

des solutions de (1 .13) . 

Nous ver rons que les bornes trouvée sont indépendantes du rang de troncature 

et dépendent seulement des données initiales. 

Lerrrrne 1. 

Supposons que 

alors, 

cr(x) vérifie (1 .6) 

a et 
n satisfont les hypothèses (1.3) ,- (1 . 4) , (1. 5) 

pour toute condition initiale (u
0 

, 

une solution unique (x(t) , z (t) 
0 

Cette solution est définie sur R+ 

f
0 

f 1 , . . . , fN) , il existe 

, . . . , zN(t)) du système (1. 13) . 

et est bornée. 

En outre, pour chaque donnée initiale f vérifiant (1.2) il existe 

une constante O > 0, indépendante du rang de troncature N et t elle 

que 



Si, cle pJus, on a 

1 z (t) 1 ~ n n 

00 

A = E 
n=O 

la 1 < 00 n 

n=0,1, 

cr(x) satisfait (1 .8) ; 

1 . 11 . 

t ;;;. 0 (1. 14) 

' N 

l'inégalité stricte dans (1.3) est vérifiée pour au moins un n 

alors, 

il existe des constantes strictement positives 

dantes de N, telles que 

lxCt)I 
-wt e 

n=0,1, ... ,N 

Démonstration . . 

Définissons la fonction de Liapounov 

N 
WC ) = S(x) + l ~ X ' z O ' • • • ' ZN 2 L, 

n=O 

n et w , indépen­o 

t ;;;. 0 ( 1 . 15) 



où 

et rappelons que 

S(x) = f: a(T) dT 

si a n > 0 n n 

Par hypothèse, on a, pour tout x f O , x a(x) > 0, c'est-à-dire que 

{ 

a(x) > 0 

a(x) < 0 

quand x > 0 

quand x < 0 

Or, a est continue sur R de sorte que a(O) = 0 . 

1 . 12. 

(1.1 6) 

Par conséquent, S(x) 

••• ' ZN) • 

est une fonction définie positive ainsi que W(x, z , 
0 

Calculons maintenant la dérivée de W par rapport au système (1.13) 

N 
= x' (t) a(x(t)) + [ en zn(t) z~(t) 

n=O 

N N 
= -a(x(t)) n:o an zn(t ) + n:o en zn(t) [-Àn zn(t) + nn a(x(t)) ] 



1 . 13. 

W' (x_, z
0 

, .•• , zN) est donc définie négative puisque les constantes Àn et 

c sont strictement positives. n 

Par conséquent, nous avons bien défini une fonction de Liapaunov et nous pouvons 

al ors affirmer que l'origine de notr e problème est stable. Or, la stabilité de 

l'origine entraîne l'existence d'une solution indéfiniment prolongeable vers la 

droite [ 10, II, p. 6] . 

Par le problème global d'existence et d'unicité, nous pouvons conclure que cette 

sol ution est unique et, par la défi ition de la stabilité, nous pouvons aussi 

aff irmer que la solution trouvée est bornée. 

Nous avons donc obtenu la première partie des résultats attendus. 

Ce~endant, la borne trouvée dépend de la valeur de la fonction de Liapounov en 

t = 0 et donc de N. 

Cherchons alors une borne qui, elle , ne dépendra plus du rang de troncature. 

Sans perte de généralité, supposons que les constantes 

sont t elles que 
et C de (1. 4) 



1 . 14. 

ê ¾ 1 et C ~ 1 

De cette façon, le point 1 sera dans l'intervalle [ ê , ê'] comme les constantes 

en , n EN 

Posons maintenant 

Cette série est convergente car 

Parseval, 

00 

2 fE L [0,c] 

E f 
2 = 11 f 11

2 < 00 

n=O n 12 

et donc, par l'égalité de 

Cette nouvelle constante W
0 

est indépendante de N et telle que 

t ~ 0 

(1 . 17) 

(1. 18) 

En effet , puisque W' (x(t) , z
0

(t) , . .. , zN(t)) est définie négative, la fonction 

W(x(t) , z
0

(t) , ... , zN(t)) est décr oissante et donc 

0 ¾ W ( X ( t) , z ( t) , . . . , ZN ( t) ) ¾ W ( u , f , . , , , fN) 
0 . 0 0 

t~O 

+ .l 
N 

i = S(u ) E C 
0 2 n=O n n 

~ N 
¾ S(u) + 

C E f2 
0 2 n=O n 



00 

¾ S(u) + ~ L 
0 • 2 

n=0 
t2 
n 

Définissons ensuite l a constante 

¾W 
0 

r2 = max { vz W/ê sup { I xi 

Remarquons que n est fini car, par hypothèse, 

S(x) ¾ W }} 
0 

lim S(x) = oo 

jxj ➔ oo 

W(x(t) , z
0

(t) , ... , zN(t)) est une somme de termes positifs, d'où 

1 . 15. 

( 1 . 19) 

{ 

S (x) ¾ W(x(t) ·, z
0 

(t) , ... , zN(t)) ¾ W
0 

1 2 
2 C n Zn ¾ w ( X ( t) ' z O ( t) ' • • • ' ZN ( t) ) ¾ w 0 n=0,1 , ... , N 

ou encore 

{ 

jx(t)I ¾ sup {! x i 

1 ~ 2 W -2 C Z ¾ 
n o 

S(x) ¾ W } 
0 

n=0,1, ... , N 

Nous avons donc trouvé une constante n indépendante de N et telle que 

l x(t) 1 ¾ n 
t>O 

n =0 ,1, ... ,N 

Démontr ons maintenant la dernière assertion du Lemme 1. 



1. 16. 

Nous pouvons considérer, sans perte de généralité, que n
0 

> 0. 

En ef fe t , supposons que 

= 0 n=0,1, ... ,k 

et 

(k+1 ¾ N) 

(un tel indice (k + 1) existe touj ours par hypothèse). 

En vertu de (1.5) , le système (1 .13) s'écrit alors 

N 
x' (t) = E otn z (t) 

n=k+1 n 

z' (t) = -À z (t) + n a(x(t)) n n n n . 
n=k+1, ... ,N 

z'(t) = -À z (t) 
n n n n=0,1, ... ,k . . 

Les équations en z
0 

, ••• , zk sont indépendantes du reste du système et 

admettent cormne solution: 

d'où 

-À t n 

-À t 
1 z (t) 1 ¾ K e 

0 

n 

n=0,1, ... ,k 

n=0,1, ... ,k 



1 . 17. 

Le problème se ramène alors à montr r que les solutions x(t) , zk+l (t) , ... 

zN(t) décroissent exponentiellement , c'est-?,-dire que, maintenant, le premier 

indice est (k + 1) au lieu de 0 . 

Cependant, cela ne change rien au pr oblème et on peut donc supposer que n
0 

r 0 . 

Si no était strictement négatif, alors ao le serait aussi par (1. 3) et en-

r_emplaçant z par (-z ) dans ( i . 13) , on aurait un système équivalent 
0 0 

avec (-a ) au lieu de ao et (-n ) à la place de no . 
0 0 

Par conséquent, nous pouvons en toute généralité, considérer n
0 

> 0. 

Définissons une nouvelle fonction 

où 8 est une constante strictement positive, que nous choisirons avec plus de 

précision dans la suite. 

En utilisant la condition (1.7) .et la règle de l'Hospital, on obtient 

lim -- = 2 cr' (0) > 0 
x+0 S(x) 

et, pui sque cr' est continue sur lR , elle est bornée sur tout compact, c'est­

à-dire qu'il existe des constantes ~ et ~ strictement positives, dépendant 

de n, telles que 

quand I xi ~ n (1. 20) 



1 . 18. 

Supposons que 

lxCt)l ~ o 
t;;?:0 

n =0,1, ... ,N 

et utilisons l'inégalité de droite ans (1.20) 

N 2 
C z 

(3 (3 2 S(x) + t: n n 
= - - <I> S(x) -- z 

n=O 2 2 2 o 

~ W(x , z , ... , ZN) 
(3 2 (3 2 

- - a (x) - - z 
0 2 2 0 

~ W(x , z
0 

, ... , ZN) - (3 a (x) z 
·O 

car (3 > 0 

= V(x , z
0 

, .•. , ZN) 

Toujours en nous servant de (1 .20) , essayons maintenant de majorer V(x, z
0

, 

••• , ZN) 

N c z2 

= S(x) + I: n n - (3 cr(x) z
0 n=O 2 

N c z2 

~ S(x) + t: n n + i <I> S(x) + i z2 

n=O 2 2 2 o 



2 B <P C z 
= S(x) (1 + - ) + _o_._o 

B N 
(1+ - ) + [ 

2 2 C n=1 
0 

Choisissons B < min (1 / <P , c
0 

/ 2) de telle sorte que 

1 - B <P/2 > 1/2 

1 + B <P / 2 < 3/2 

. Donc, pour 

lx(t) 1 ¾ n 

lz (t)I ¾ n n 

on a finalement 

1 - B / c
0 

> 1/2 

1 + B / c < 3/2 
0 

t;;. 0 

n=0,1, ... ,N 

1. 19. 

2 

(1 . 21) 

Nous pouvons alors affirmer que V(x , z
0 

, ..• , zN) est une fonction définie 

positive pour 

lx(t) 1 ¾ n 

lz (t)I ¾ n n n =0,1, ... ,N 

Calculons sa dérivée par rapport au système (1.13) 



1 

1 

1. 20 . 

N 

+ 8 zo o'(x) n:o an zn 

N 
+ 8 o'(x) n:o an z0 zn 

Maj orons V' (x , z , ... ' ZN) en ut il isant l'inégalité 
0 

2 

lu vl 
1 2 . V 

y>O ¾-y (u + z ) 2 y 

a ' étant continue par hypothèse , i l existe une constante D > O, dépendant de 

O, telle que 

1 o' (x) 1 ¾ D 

Par conséquent, 

N 
+ B D I: 

n=O 

pour lxl ¾ O 

la 1 1 z z 1 n o n 



Notons par 

et posons 

N 
,;;;;; - r 

n=O 

N 
< - r 

n=O 

N 
= r 

n=1 

B les coefficients de n 

n 

n 

2 z n 

BD A 
B = À c - --
n n n 

,._ 

B = À ê -
0 

2 

B A D 

2 

1 . 21 . 

2 B no 
,_2 z2 

C z +-- (o2 (x) + o 2 o) 
n n 2 no 

2 B D N 
(z2 + z2) - B n cr (x) +- r lanl 

0 2 n=O n o 

2 B no 
,_2 z2 

2 ( 0 0 
C z +-- 2 - a (x)) 
n n 2 no 

BD A N 2 2 + r (z + z ) 
2 n=O n o 

BD A 2 >- 2 +n DA 
(À C - ) - z (>- C - B 0 0 ) 

n n 2 0 0 0 2 n
0 

f3 n 2 
- -'-

0 a (x) 
2 

2 (-z ) 
n dans cette expression, c'est-à-dire 

n=1, 2 , ... ,N 



de sorte que 

B ~ B n 
n=1,2, ... ,N 

Nous pouvons alors continuer à majoTer V' (x , z , 
0 

Prenons 

N 2 2 8 no 2 
.;;;; - E Bn z - B z - -- a (x) 

n=1 n o o 2 

A N 
.;;;; -B E 

n=1 

2 2 8 no 2 
z - B z - -- a (x) n o o 2 

1. 22 . 

Ce nou eau choix de 8 est compatible avec le précédent et rend les constantes 

B
0 

et Ê strictement positives. 

On peut donc trouver un nombre strictement positif 

w < min (8 n / 2 , B , Ê) 
0 0 0 

et on obtient 

N 
V' (x , z

0 
, ••• , zN) =< -w

0 
( E 
n=O 

.,;; -w 
0 

N 
( E 
n=O 

2 2 z + a (x)) n 

2 
z + cf> S(x)) n par (1.20) . 



1. 23. 

Finalement, posons 

W = ffiJ.n (2 w
O 

/ 3 C , w
O 

<p / 3) 

et remarquons que w est bien une constante définie indépendamment de N et 

des conditions initiales. D'où, 

. 3,..., N 2 
V 1 

( X ' z O ' • • • ' ZN) < -3 w s (X) - 2 C w L z 
n=O n 

N 
< -3 w S (x) - 3 w E 

n=O 2 

Puisque V(x, z
0

, ••• , zN) est définie positive, on a 

Intégrons cette inégalité entre O et t 

V(x(t) , z
0 

(t) , ... , zN(t)) 
ln • < -2 w t 

V(u
0 

, f
0 

, .•• , fN) 

ou encore 

V ( X ( t) ' z ( t) ' • • • ' ZN ( t) ) < V ( u ' f ' . • • , fN) 
0 0 0 

Par la condition (1.7) et la règle de l'Hospital , on a 

-2wt e 

par ( 1 . 17) 

par · ( 1. 21 ) . 

t ~ 0 . (1. 22) 



S(x) a'(O) 
lim 

x+O 
-z-=-->O 

X 2 

Il exist e donc une constante q > 0 telle que 

2 
q < S(x) / x pour lxl < n 

Utilisons l'inégalité (1.21) pour transformer (1.22) 

-2wt < V ( u , f , ... , fN) e 
0 0 

3 -2wt < -2 W ( u , f , ... , fN) e 
0 . 0 

,.,. 3 W -2wt 
""' - e 2 0 

1. 24 . 

t>O 

Puisque W(x , z
0 

, ••• , zN) est une somme de termes positifs, on peut aussi 

borner chacun de ces termes 

ou encore 

< 3 W 
0 

-2wt 
e 

2 -2wt z < 3 W e n o 

t > 0 

n=0,1, ... ,N 

t>O 

n=0,1, ... ,N 



·. 1. 25. 

Posons 

n
0 

= max ( v3 W / q , v6 W / ê'j 
0 0 

de sorte que 

{ 
lxCt) 1 ~n -wt e 

0 

1 z (t) ,~ no 
-wt e n 

t ;;i. 0 

n=0,1, ... ,N 

n est une constante indépendante du rang de troncature N et nous avons ainsi 
0 

terminé la preuve du Lemme 1.D 

Pour démontrer le Lemme 1, nous avo s utilisé la candi tian (l. 5) qui est assez 

restrict ive. Essayons maintenant de nous en passer en renforçant les hypothèses 

sur la f onction cr(x) . 

Le lemme 2 va nous montrer que les r ésultats du Lemme 1 
cette modification . 

Lemme 2. 

Supposons que 

restent valables malgré 

a.n et nn vérifient les conditions (1.3) , (1.4) 



alors, 

1. 26 . 

o(x) satisfait (1 .6) et (1.8) 

pour toute donnée initiale (u
0 

; 

solution unique (x(t) , z
0

(t) , 

Cette solution est définie sur R+ 

f
0 

, ••• , fN ) ' il existe une 

zN(t)) du système (1. 13) 

et est bornée. 

En outre, pour chaque condition .initiale f vérifiant (1.2) , il 

existe une constante n > 0, indépendante du rang de troncature N 

et telle que 

lx(t)I..; n 
t ;;;i, 0 (1. 14) 

lz (t)I..; n n n=0,1, ... ,N 

Si , de plus, on a 

alors, 

00 

A = E 
n=O 

la 1 < 00 

n 

o(x) satisfait ( 1.7) 

l'inégalité strict e dans (1.3) est vérifiée pour au moins 

un n ; 

il existe des constantes s trictement positives 

dantes de N et telles que 

n et w , indépen­o 



1.27. 

lx(t) 1 ~ ~o e -wt 

t > 0 (1.15) 

n=0,1, ... , N 

Démonstration. 

Par un raisonnement analogue à celui fait dans le Lemme 1 et en tenant compte 

de (1 . 3) , nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que, pour tout 

n EN , 

Les suit es 

a > 0 n et n > 0 n . 

en) Permettent alors de partitionner l'ensemble des n 
natur els en trois classes disjointes : 

A= {n E N; a > O et n = O} n n 

8 = {n EN n > O} n 

C = {n EN· a = n = 0 et 
' n n 

Pour chaque N EN , définissons les ensembles 

~ = {0 , 1 , . . . , N} n A 

CN = {0 , 1 , ... , N} n C 



Avec ces nouvelles notat i ons, le système (1 .13) s'écrit sous l a f orme 

z' (t) = -À z (t) n n n 

avec les conditions initiales 

{ 

x(O) = u
0 

z (0) = f n n n =0,1, ... ,N 

1. 28 . 

(1. 23) 

Nous pouvons résoudre le dernier ensemble d'équations différentielles de (1. 23) 

par int égration: 

et 

quand 

-À t 
f e n 
n 

{ 

K1 = sup 
n EN 

w ~ À 
0 

t ;;;i, 0 

00 

fini car 



1. 29. 

Donc, quelles que soient les donné~s initiales f , n E AN, il existe des 
n + 

solutions uniques zn(t) , n E AN , définies sur R . Ces solutions sont 

bornées et décroissent exponentiellement. De plus, les constantes trouvées 

sont indépendantes de N. 

Introdu i sons ces solutions dans la première équation de (1. 23) et nous aurons 

le système suivant 

où 

z' (t) == ->- z (t) + n cr(x(t)) n n n n 

->- t 
f e n 
n 

( 1 . 24) 

Par cons truction, les classes BN e t CN sont disjointes, de sorte qu'on peut 

r ésoudre le système (1.24) sans t enir compte des équations en zn, n E BN . '• 

Etudions donc le système 

(1. 25) 

avec l es conditions initiales 



{ 
x(O) = u 

0 

z (0) = f n E CN n n 

Nous déduirons du comportement des olutions zn(t) , n E CN, celui des 

canposantes zn(t) , n E BN . 

1. 30 . 

Si, pour un certain n E CN on a an= nn = 0 , alors l' équation en 

qui y correspond, se ramène à 

z (t) n 

z'(t) = -À zn(t) n n 

La solution de cette équation existe, est unique et vérifie les conclusions 

du lemme comme les composantes zn(t ) , n E AN. 

De plus, cette solution n'intervient pas dans_ la première équation de (1.25 ) . 

Nous pouvons, par conséquent, étudier uniquement les éléments n de CN t els 

que 

a n > O n n 

Remarquons que le système (1 .25) ne diffère du système (1.13) que par 

l' apparition du terme eN(t) dans l a première équation. 

Etudions-en le comportement 



Posons 

-,À. t 00 
0 < e Z: 

n=O 
la f 1 n n 

-,À. t ( )0 2 1/2 00 1/2 
·< e o ( Z: 1 an 1 ) ( Z: 1 fn 12) 

n=O n=O 

-,À. t 
0 

=e ll a11 2 11fll 2 L L 

1 . 31 . 

par Holder 

par Parseval . 

K=llall2 llfll2 (K fini car f et a E L 2 [ 0 , c) ) 

et donc 

L L 

-,À. t 
1 eN ( t) 1 < K e o 

Distinguons maintenant deux cas 

1er cas : CN est vide. 

t>O (1. 26) 

Nous devons, dans cette partie, nous limiter à la première partie du lemme, 

l'hypothèse supplémentaire pour avoi r la décroissance exponentielle n'étant pas 

vérifiée . 

Le système (1.25) se ramène à une seule équation 

x' (t) 

avec l a condition initiale 



x(O) = u 
. 0 

En vertu du théorème d'existence P-t d'unicité, quel que soit u
0 

cette 

équation admet une et une seule solutinn x(t) . 

Intégrons cette équation pour obteni r la solution 

x(t) 
a f -:\ t 

= u + E n n (e n - 1) 
0 

nE AN Àn 

Cherchons maintenant à borner x(t) indépendamment de N 

lxCt)I 

Posons 

1 
~ u +-

0 À 
0 

la f 1 -;\ t 
n n le n -11 
Àn 

la t 1 n n 

~ 1u
0
1 + -

1 
11 a Il 2 11 f II z 

:\ L L 
0 

où n est indépendant de N et tel que 

lx(t) 1 ~ n 

t ;;;i,, 0 

t ;;;i,, 0 

Et udions maintenant le comportement des .solutions zn(t) , n E BN 

1. 32 . 



1. 33 . 

z ( t) = e -\i t { f + f t e \i s à ( x ( s)) ds} 
n n 0 

-À t Jt ->n(t-s) 
= e n f + e a ( x ( s)) ds 

n 0 

Par hypothèse, a est continue et donc bornée sur un compact, c'est-à-dire 

qu'il existe une constante M > 0 t elle que 

Par conséquent, 

OÙ 

ja(x(t)) 1 < M 

t 
~ If j+M f 

n 0 

pour lxCt) 1 < r2 

-À (t-s) 
e n ds 

Les solutions zn(t) , n E BN, sot donc aussi bornées, uniformément par rapport 

à N . 

Ceci termine la preuve dans le cas où CN est vide. 



2ème cas : CN différent du vide. 

Définissons la fonction 

W(x , z) C z2(t) n n 

où z est le vecteur de composantes zn, n E CN. 

1. 34. 

De même, on notera par f le vecteur de composantes fn, n E CN. 

Comme dans le Lemme 1, 

C = n (1.16) · 

Cette nouvelle fonction est définie positive tout comme la fonction W définie 

dans le Lerrone 1 . 

Calculons sa dérivée par rapport au système (1 .25) : 

W' (x, z) = a(x) x' (t) + E en zn(t) z~(t) 
nE CN 

= a(x) {- E a z (t) + eN(t)} 
C 

Tl n 
nE N 

+ 

Z (t) {a - C n } n n n n 



1 2 
2 c1+cr(x) 

Utilisons l'hypothèse supplémentaire (1.8) , ce qui va nous donner 

Vu que W est une fonction définie positive et que r > 0, on a 

d W(x , z) K ------ ~ -. 2 
1 + r W(x , z) 

Intégrons ensuite entre O et t 

e 
->.. t 

0 

1 + r W(x , z) K 

dt 

t,- ln - - - - ~ - ~ --
1 + r W(u

0 
, f) 2 À

0 

-À t 
0 (1 - e ) 

1 + r W(x , z) ~ (1 + r W(u , f)) 
0 

K 

2 Ào 

1. 35. 

car r > O 

par (1. 26) . 



~ • ··---- - - --- --- -------------------------, 

1 / r + W(x , z) < (1 / r + W(u
0 

, f)) 

W(x , z) < (1 / r + W(u
0 

, f)) 

Cormne dans le Lemme 1, posons 

~ 00 

W = max {S(u
0
), S(-u

0
)} + ~ E f 2 

o 2 n=O n 

Par conséquent, 

W(u
0 

, f) = S(u
0

) + l E C t2 
2 

nE CN 
n n 

< S(u ) + ~ E f2 
0 2 

nECN 
n 

<W 
0 

En prenant 

nous avons donc 

W(x(t) , z (t)) < w
1 

et w1 est une borne indépendante de N. 

Kr/2À 
0 e 

t ;;;i, 0 

1. 36 . 

Puisque W(x, z) est une somme de tennes positifs, nous pouvons borner chacun 

de ses tennes par w1 



et donc 

{ 

jx(t)j < sup {! x i ; S(x) < w1} 

j Zn (t) j ¾ ✓cz / ê) W1 

1. 37. 

Vu que zn(t) , n E BN, a le même comportement que les composantes zn(t) , 

n E CN, nous avons 

Pour n E AN , nous avons obtenu précédemment 

avec 

K1 = sup . j f j 
nEN n 

Posons maintenant 

de sorte que 

t;;ieO 

n=0,1, ... ,N 

avec n qui ne dépend pas de N. 



'I 

1. 38. 

Démontrons maintenant la dernière partie du lemme puisque, dans le cas où CN 

est différent du vide, nous sommes ûrs qu'il existe n tel que 

Définissons une nouvelle fonction: 

V(x , z) = W(x , z) - f3 a (x) z 
. . 0 

où f3 est une constante positive que nous fixerons plus tard. 

Si O n 'est pas un élément de CN , on définit V de la façon suivante 

V(x , z) = W(x , z) - f3 a (x) zk 

avec k le plus petit élément de CN . 

De manière similaire à ce qui a été fai t dans le Lemme 1, nous obtenons 

S(x) 
f3 <l> CO 202 f3 . 

(1 - -) + • (1 - -- ) + E 
2 2 c

0 
nE CN \{0} 

¾ V(x , z) 

f3 <l> C 
2 

f3 z 
¾ S(x) (1+-)+ 0 

0 (1 + - ) + 
2 2 C 

0 

pour 

{ 

lxl ¾S°t 

• 1 2nl ¾ n 

2 
C Z. n n 

2 

E 
nE CN\{_O} 

2 
C z n n 

2 

n E CN 

., 



Prenons 8 < min (1 / ~ , c
0 

/ 2) de manière à retrouver (1. 21) 

1 3 
2 W(x , z) < V(x , z) < 2 W(x , z) 

pour 

V est donc une fonction définie po itive pour 

Calculons la dérivée de V par rapport à (1.25) 

V 1 
( X ' z) = w 1 

( X ' z) - 8 cr 1 
( x) X 1 

( t) z O ( t) - 8 cr (X) z ~ ( t) 

- 8 c-' (x) z (t) [ - E a z (t) + eN(t) ] 
o C n n 

nE N 

Redéfinissons les constantes A et D • corrnne dans le Lerrnne 1 et, par des 

transformations analogues, bornons l a dérivée de V 

1. 39. 

V' (x , z) = - E À C z2 ( t) + eN ( t) [ cr (X) - 8 cr 1 (X) z ( t) ] - 8 cr 2 
(X) n 0 

C n n n o 
nE N 



1.40. 

+ S a (x) 11.
0 

z (t) + S a' (x) z
0 

(t) I a z (t) o n n 
nECN 

..;;; - I À c z
2
(t) +eN(t) [o(x) -S o'(x) z (t) J-S o

2
(x) n

0 n n n o 
nE CN 

2 2 
2 Ào zo (t) S D 2 2 

(a (x) + 2 ) + - I l a 1 (z (t)+ z (t)) n o n 
n

0 
2 nE CN 

Posons 

B = À c - S (À 
2 

+ 2 A D n ) / 2 n 
0 0 0 0 0 0 

Connne dans le Lennne 1~ on a 
,,._ 

B ;;;i,, B n 



1 .41. • 

De plus, a(x) et a'·(x) sont cont inues par hypothèse et donc bornées sur un 

compact, c'est-à-dire qu'il existe une constante K > 0 telle que 
0 

pour 

Cho i sissons 8 de façon à avoir 

et, pour cela, prenons 

B < min (1 / <I> , c / 2 , 2 À ê / A D , 2 n c
0 

.\ ·; (). 
2 + 2 A D n ) ) 

0 0 0 0 0 0 

Alors, 

où 
~ 

B , B ) 
. 0 

Ensuite, par (1.20) , 



Posons 

et nous obtenons 

V' (x , z) ( I: z 2 
( t) + q> S ( x) ) + K eN ( t) 

n E ~ n • . o 

T < min (2 -r
0 

<P / 3 , 4 -r
0 

/ 3. ê) 

V' (x' z) ~ --r cl C L z
2(t) +12. S(x)) + K eN(t) 

4 C . n o 
nE N 

-· 

-;\ t 
- 0 

~ --r V(x , z) + K K e 
0 

par (1.21) 

par (1.26) 

1. 42 .. 

(1. 27) 

+ Il exis t e une fonction positive E(t ) définie sur R telle que cette inéquation 

différentielle se ramène à une équat ion: 

-;\ t 
• V' (x , z) + T V(x , z) = K

0 
K e O 

- E (t) 

La solut ion générale de cette équat i on différentielle est 

f
t • -;\ s 

--rt ~ TS 
V(x , z) = e {V(u , f) + e [ K K e O 

- E (s) ] ds} 
0 0 0 



1 .43 . 

V( f) e-Tt + K .K e-Tt ,... (s) ds 
Jo

t e(.T-À0)s ds -J
0

t e-(t-s)T 
= uo ' 0 c.. 

-Tt OK -tt (T-À )t 
e +- --e (e O -1) 

T - "o 

T - À 
0 

K K K K 
~ (V(uo ' f) - o ) 

T - À 

-Tt 0 e + - --

0 
T - À 

0 

t;;;i,O (1. 28) 

Mais, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 

donne 

T < À , ce qui nous 
. 0 

où 

Par ( 1 . 21) , on a 

De manière similaire à ce qui a été fait dans le Lemme 1, définissons 
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et nous obtenons alors 

t ;;i, o 

n=O, 1 , ... ,N 

en util i sant les résultats précédents pour n E AN et le fait que · zn(t) , 

n E BN , se comporte comme zn (t) , n E CN ·· 

Ceci tennine donc la démonstration du Lerrone 2. □ 



§ 2. EQUATION DE VOLTERRA ASSOC IEE AU PROBLEME 

Etudions maintenant l'équation de Vo l terra 

où 

00 a f -À t 
E n n (e n _ 1) 

n=O Àn 
t ;;;i, 0 

00 an Y) n - À t 
K

2 
( t) = E -- ( e n - 1) 

n=O À n 

en supposant que toutes les valeurs propres du problème de Sturm-Liouville 

(A.1) - (A. 2) sont strictement positives. 

1 . 45 . 

( 1 . 2 9) 

(1. 30) 

En fait, cette équation de Volterra a un rapport avec notre problème (0.1) , 

(0.2) , (0.3) : plus précisément, elle s'obtient en éliminant les T dans n 
• 1e système d'équations différentiel l es ordinaires (1.12) , associé à notre 

problème de départ. 

En effet, résolvons d'abord le derni er ensemble d'équations de ce système (1 .12) 

-À t It À s 
= e n { f + e n nn a ( u ( s) ) ds } 

. n 0 

-À t It -À (t-s) 
= fn e n + nn e n a(u(s)) ds 

0 
n =0 ,1, ... 

Introduisons ensuite ces expressions dans la première équation de (1.12) 
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u' (t) 
~ -À t ~ fot -À (t-s) 

= - l'. a fn e n - l'. an nn e n cr ( u ( s)) ds 
n=O n n=O 

la condi tion initiale étant 

Avant d ' intégrer cette équation, vérifions si les séries en question convergent 

bien uni f onnément 

-À t 
lan fn e n 1 ~ lan fnl t ~ 0 n=0,1, ... 

et 

car a et 

Par le théorème de Weiestrass, la série est unifonnément 

R+ . convergente sur 

On a le même résultat pour la série ~ e-Ànt 
l'. an nn 

n=O 
leur appliquer le théorème d'intégration des séries. 

, de sorte que l'on pourra 

De plus, la série 

Borel-Cantelli. 

vérifie les hypothèses ·du théorème de 

ff h e
-Àn(t-s) ; ; 

En e et, caque terme an nn de cette serie est integrable par 

rapport à s dans 1 ' _intervalle [ 0 , t J et la série 
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t -À (t-s) • 
Ï J lan nn e n o(u(s))I ds est convergente 

n=O O 

00 ft -À (t-s) 
E • a n e n I à ( u ( s) ) 1 ds 

n=O O n n 

¾ io(u(s)) I 
oo Jt -Àn(t-s) 

ds sup E a n e 
SE[Ü,t) n=O n n 0 

00 an nn -À t 
= sup io(u(s ) ) 1 E (1 - e n ) 

SE[Ü,t] n=O Àn 

1 00 

¾ sup jo(u(s )1 E an nn 
SE[Ü,t) Ào n=O 

la(u(s)) 1 
1 

par Holder ¾ sup -llall 2 Il n Il 2 SE[O,t) À L L 
0 

< 00 

2 car a et n E L [ 0 , c] et u(t) est bornée comme nous le verrons dans le 
lemme qui suit. 

· twec ces résultats, nous pouvons maintenant intégrer l'équation différentielle 

en u(t) que nous avions trouvée : 

00 Jt -ÀnS 
u(t) = u - E a f e ds 

o n=O n n O . 

par Fubini 



-À t 
(e n - 1) 

-
f
t {ft = -À (t-s) 

ï an nn e n a(u(s)) dT} ds 
0 T n=O . 

t . 
= u

0 
+ K1 (t) + f 

O 
K2 (t - s) a(u(s)) ds 

et nous obtenons exactement l'équation de Volterra (1.29) avec (1.30) . 

Remarquons que les séries K1(t) et K2(t) + sont convergentes sur R . 

En effet , 

= la f 1 -). t = lan fnl 
E n n I e ·n - 1 I < E 

n=O À n=O À n n 

1 = 
<- E lan fnl 

"o n=O 

1 
11 f 11 2 <- 11 a 11 2 

"o L L 
par Holder 

<= 

1 . 48. 
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et, de même, 

oo a n ->.. t 
E n n le n - 11 

n=O >.. n 

1 
<- 11a11 2 llnll 2 >..

0 
L L 

< 00 

Par conséquent, K1 (t) et K2 (t) sont continûment dérivables sur R+ et 

00 ->.. t 
K1 (t) = - E f e n 

n=O 
an n 

(1.31) 
00 ->.. t 

K2(t) = - E an nn e n 

n=O 

grâce à la convergence uniforme de c s deux séries qui a été obtenue précédemment. 

Etudions maintenant le comportement de la solution u(t) de l'équation de 
Volterra . 

Lemme 3. 

Supposons que 

les hypothèses (1.2) , (1.3) , (1.4) soient satisfaites ; 

la fonction cr(x) vérifie (1 .6) 

on a soit la conti dion (1.8) , soit (1 .5) pour tout n 



alors, 

1. 50. 

l '·équation (1.29) , (1.30) admet une et une seule solution u(t) 
+ définie sur R . 

Quélle que soit la donnée initiale u
0 

, il existe une constante 

strictement positive K t elle que 

De plus, u(t) est continument dérivable sur R+ et 

u' (t) = K' ( t) + f t K' ( t - s) a ( u ( s) ) ds 
1 O 2 

t;;.;;,,O 

où K1(t) et K2(t) sont donnés par (1 .31) . 

(1 . 32) 

Si, en plus, 

alors, 

a(x) vérifie (1 .7) 

l'inégalité stricte dans (1.3) est satisfaite pour au moins 

un n ; 

il existe deux constantes K.> 0 et w > 0 telles que 

i=0,1,2 t ;;.;;,, 0 



- - ~ - ------------------

Démonstration. 

+ Les fonct ions K
1

(t) et K2 (t) étant continues sur R 

existe . t
0 

> 0 tel que l'équation de Volterra (1.29) , 

solution unique sur 1 'intervalle [ 0 , t [ . 
0 

1 . 51 . 

et cr sur R , il 

(1.30) admette une 

Cette solution peut être prolongée à R+ si elle est bornée indépendannnent de 

t
0 

sur l'intervalle [ 0 , t
0 

[ [ 8 , 9 ) . 

• Recherchons dnnc cette borne indépendante de t . 
0 

Soit O < t 1 < t
0 

et définissons 

P = P(t) = 
1 

M = M(t1) = sup 
O<t < t 1 

luCt)I 

lcr(u(t)) I 

Considér ons la famille de systèmes d 'équations différentielles, indexée par 

N=0, 1 , ... 

N 
E a zNn (t) 

n=O n 

avec les conditions initiales 

t~O 

n=0,1, ... ,N 

(1. 33) 
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zNn (0) = f n n = 0 , 1 , . . . , N 

Pour chaque N fixé , ce système (1 .33) est de la fonne du système que nous 

avons étudié dans les lemmes 1 et 2. 

Les hypothèses de ces lemmes sont sat isfaites et nous pouvons donc en tirer 

certaines conclusions pour le système (1.33) . 

Tout d'abord, quelle que soit la donnée initiale (u
0

, 

existe une et .une seule solution (xN(t) , z
0

(t) , ... , 

(1.33), définie sur R+ . 

f 
O 

, • • • , fN) , il 

zN(t)) au système 

En outre, il existe une constante n >0 , indépendante de N , telle que 

t ~ 0 et N = 0 , 1 , . . . . ( 1 . 34) 

n=0, 1 , ... ,N 

Cherchons la solution de ce système en commençant p~r les N dernières équations: 

-À t ft À s • 
= e n { f + è n n a ( xN ( s)) ds} . 

n O n 

Introduisons ces expressions dans l a première équation et intégrons 

- E a 
n=O n 

-À t 
f e n 
n 
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Donc, 

N a f -À t 
xN ( t) = u + l'. n n ( e n - 1 ) 

o n=O À 
n 

N ft fT -À (T-S) • 
- l'. a n { 

0 
e n cr(xN(s)) ds} dT 

n=O n n 0 

N a f -À t 
= ù + l'. n n (e - 1) 

0 n=O À n 

N ft 
~ l'. a n cr(xN(s)) 

n=O n n 0 
d-r ds 

N a n ft -À (t-s) 
+ t: n n (e .n -1) cr(xN(s)) ds 

n=O À 0 
n 

Posons 

N a f -À t 
= l'. n n (e n - 1) 

n=O Àn 

(i •. e., les N-ièmes sommes partielles des séries K
1 

et K2 de (1.30) ) . 

xN(t) s'écrit donc sous la fonne 



Montrons maintenant que xN(t) 
t E [ 0 , t 1 ] quand N + oo 

00 

ju(t) - xN(t) 1 ~ E 
n=N+1 

t ~ 0 

converge uniformément vers u(t) pour 

00 

E 
n=N+1 

-À (t-s) 
1 e n - 1 1 1 a ( u ( s) ) 1 ds 

1. 54 . 

(1. 35) 

fo
t N a n -\i(t-s) 

+ E n n je • -1lla(u(s))-o'(xN(s))I ds 
n=O \i 

00 

~ E 

= 

n=N+1 

00 

E 
n=N+1 

la f ·I · ft 00 

n n + E 

À O n=N+1 
!a(u(s)) 1 ds 

oo an nn Jt 
E • ja(u(s)) 1 ds 

n=N+1 À 0 n 

Par hypoth~se, a est continûment dérivable sur R; nous pouvons donc lui 

appliquer le théorème de 1a moyenne : 
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lo(u(s)) -o(xN(s))I < lu(s) -xN(s)I sup lo'(xN(s) +;(u(s) -xN(s))I 
0<;<1 

= lu( ) - xN(s) 1 sup \a' Cs u(s) + (1 - ;) xN(s)) 1 

0< ;< 1· 

S E [ 0 , t
1 

) 

Posons 

S E [ 0 , t 1 ) 

< s P + (1 - s) n 

< s max (P , St ) + (1 - ;) max (n , P) 

= max (P , n) 

~ y(s) E[-P,P]u[-n,n1 

et finalement, 

où 

Si 

alors, 

1 a ( u ( s)) - a (xN ( s)) 1 < 1 u ( s) - xN ( s) 1 sup I a' (y ( s)) 1 s E [ 0 , t 1 ) 
YE S 

s = [ - P , P 1 u [ -n , n 1 

L = s up I a ' ( y ( s) ) I 
yES 

1 a.n f 1 'oo a.n nn f t 
\u(t) - xN(t) 1 < E __ n_+ E -- \o(u(s)) 1 ds 

n=N+ 1 Àn n=N+ 1 Àn 0 

00 



Posons 

00 

Q(N) = E 
n=N+1 

la f I a n ( ~n n + n n Mt) 
1 

00 a n 
B=L E n n 

n=O "Il 

et remarquons que ces séries sont convergentes. 

Avec ces nouvelles notations, (1.36) devient 

t 
j u ( t) - xN ( t) 1 .;;;; Q (N) + B f O j u ( s) - xN ( s) 1 ds 

. 1 . 56 . 

(1. 36) 

(1 . 37) 

Appliquons-y le lenrrne de Gronwall .dont les hypothèses sont satisfaites [ 10, 

p. 108] 

Or, 

d ' où 

lim Q(N) = 0 
n + 00 

Bt 
e 



lim 
N+oo 

Bt
1 sup I u(t) - xN(t) 1 < lim Q(N) e = 0 

O<t<t1 N+oo 

1. 57 . 

c'est-à-d'ire que xN(t) converge uni formément vers u(t) sur l'intervalle 

[ 0 , t1 ] . 

Par conséquent, il existe un indice N > 0 tel que, pour tout N > N 
0 0 

et donc 

par (1. 34) 

avec n indépendant de N et de t
0 

Nous venons donc de borner .u(t) i dépendamment de t
0 

sur l'intervalle 

[ 0 , t
0 

[ , de sorte que nous pouvons prolonger de façon unique cette solution 
, R+ . a et avoir 

lu(t) 1 < K t;;,i:o 

avec 

K = 2 n 

Montrons maintenant que u est continûment dérivable sur R+ Pour calculer 

sa dérivée, di~férentions (1 .29) et utilisons le fait que les séries (1.31) 

sont uniformément convergentes : 
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u' (t) = K' (t) + ft K' (t - s) cr(u(s)) ds + K2 (t - t) a(u(t)) 
.1 O 2 

= K' (t) + ft K' (t - s) a(u(s)) ds 
1 O 2 

t ;;;,. 0 

où ·K1(t) 

(1 .30) . 

K2(t) sont les dérivées continues données par (1.31) , des séries 

Ceci termine la première partie du l errnne. 

Avec nos hypothèses supplémentaires, nous pouvons appliquer l e résultat (1.16) 

des Lemmes 1 et 2 au système (1 .33) : il existe deux constantes n
0 

> 0 

et w > 0 , indépendantes de N , telles que 

t;;;,. 0 N = 0 , 1 , 

Vu que xN(t) converge uniformément vers u(t) quand N ➔ 00 , sur tout 

intervalle fini [ 0 , t
0

] , on a 

luCt)I 
-wt e . t ;;;,. 0 

Il reste donc à voir que u' et u" décroissent aussi exponentiellement et, 

pour cela, appliquons le théorème de la moyenne à a 

Or, 

ja(u(t)) j = ja(u(t )) - a(O) j 

< ju(t) 1 sup la'(~ u(t)) 1 • 

O<t,;< 1 

t ;;;,. 0 



,~ u(t)I < lu(t)I t ~ 0 

Donc, a ' qui est continue, est bornée sur ce compact, c'est-à-dire qu'il 

existe une constante M > ·0 telle ue 

Finalement, 

où 

la'(~ u(t)) 1 < M 

lo(u(t)) I < M lu(t )I 

K == M 0 
0 0 

< K e 
0 

-w t 
0 

t ~ 0 

t ~ 0 

Nous pouvons alors majorer u'(t) de la façon suivante 

lu' Ct) 1 

= -À t = ft -Àn(t-s) 
< E I an fn l e + I a n e I o ( u ( s) ) 1 • ds 

n==O • n==O n n O 

-À t = = Jt -À (t-s) -w s 
< e 

O 
L I an f 1 + K L a n e O e O ds 

n==O n o n==O n n 0 

-w t -À t 
e o - e o -À_ t 

0 < e Il a Il 2 . Il f Il 2 + K Il a Il 2 Il n Il 2 -----L L o L L À -w 
0 0 

1. 59. 

( 1 . 38) 
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-w t 
-À t 0 e 

< e 0 
li a Il 2 11 f II z + K 

0 
11 a 11 2 Il n Il z 

L L L L "o - wo 

-w t 
< 2 K1 

0 t~O e 

avec 

K 
K1 = max {Il a Il 2 11 f Il 2 

0 
lia Il 2 Il n Il 2} 

L L "o - wo L L 

Etudi ons maintenant le comportement de u"(t) . 

Avant de calculer cette dérivée, de andons-nous si le théorème de dérivation 

des séri es est vérifié pour K1(t) et K2(t) . 

Considérons la série obtenue en déri ant terme à terme K1 (t) 

avec t . > 0 
0 

00 

E an f À e 
n=O n n 

t
0 

arbitraire . 

-À t 
n 

Etudions la convergence de la série 

d'Alembert : 

00 

E 
n=O 

la f 1 n n 

-À t 
À e n o 
n 

t ~ t et n E N 
0 

par le critère de 



. 1 an+1 fn+1 I 
lim {-----

·n -+OO I a f 1 n n 

Àn+1 

Àn 

-(À -À )t 
e n+1 n o} . 

À -(À -À )t 
. {· n+1 e +1 n o} < l1m 

n -+oo Àn 

= 0 

00 

car E 
n=O 

la f 1 < 00 n n 

par (A. 6) 

-À t 
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et donc, pour tout t
0 

> 0 , la série 'f la f I À e n ° 
n=O n n n 

est convergente . 

-À t 
Par le critère de Weierstrass, la sér i e 

mément convergente pour t > 0. 

oo n 
n:o an fn Àn e est alors unifor-

Par un raisonnement semblable, on obt ient le même résultat pour la série 
-À t 

'f a n À e n 
n=O n n n 

Nous pouvons, par conséquent, dériver u'(t) en appliquant le théorème de 
déri vat i on des séries : 

t > 0 

+ fat = K1

1
1 

( t) K'z' ( t_ - s) a ( u ( s) ) ds - a ( u ( t) ) E a n 
n=O n n 

00 

où 

00 -À t 
K" (t) = E f À n 

an e 1 n=O n n 
t > 0 

00 -À t 
K" (t) E a n À n = e 2 n=O n n n 

. 
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Choisissons deux nombres ô et t tels que 
0 

{ 

t
0 

>0 

O < ô < "o 

et posons 

00 -(À -ô)t 
p = E !an fnl À e n o 

n=o· n 

Pour tout t ~ t
0 

> 0 , on a alors 

00 -À t 00 

1 u" ( t) 1 < E I an fn I À e n + 1 cr ( u ( t) ) I E an nn 
n=O n n=O 

00 It -À (t-s) 
+ E a n À e n I cr ( u ( s) ) 1 ds 

n=O n n n 0 

-ôt 
0 

-ôt -w t 
< e O P + K

0 
Il a Il 2 Il n Il 2 e 

0 

L L 

00 e 
-w t -À t o n -e 

+ K E a n À 
o n=O n n n 
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Cette dernière série est convergente . En effet, 

wo 
00 

~ lla 11 2 lln Il 2 + E a n 
L L Ào -wo n=O n n 

~ 
Ào 

llall 2 Il n Il 2 
À -w L L 

0 0 

< 00 

Donc, 

t>O 

où 

Il a Il 2 ·Il n 11 2 } 
L L 

Finalement, prenons 

et nous aurons bien 



1. 64 . 

ce qui tennine la démonstration de ce lerrone.D 



1. 65. 

§ 3. PREUVE DU THEOREME 1 

Si les hypothèses du Théorème 1 sont satisfaites , alors , par le Lermne 3, nous 

sormnes assurés de l'existence et de l'unicité de la solution u(t) de l'équation 

de Volterra (1. 29) , (1 .30) . 

Définissons la fonction 

T ( X ·, t) = J: G ( X ' s ; t) f ( s ) ds 

+ Jot foc G(x, l;; t - ·.sr) n(s) cr(u(T)) ds dT (1 . 39) 

avec la fonction de Green associée 

00 

G(x , s ; t) = 
-À t 

n O<x, S < C et t > Ü (1.40) 

où "n et yn(x) sont les valeurs et les fonctions propres du problème de 

Sturm-Liouville (A.1) - (A.2) . 

Cette fonction T(x, t) sera étudiée dans l'Annexe 2 et pourra s'écrire sous 

la forme : 

-À t 00 ft -;\ (t-s) 
T(x , t ) = I fn J n(x) e n + I nn yn(x) 

0 
e n cr(u(s)) ds 

n=O n=O 

00 

(1 .41) 

!vbntrons que le couple (u(t) , T(x , t)) , où u(t) est la solution de l'équation 

de Volterra (1.29) - (1.30) et T(x , t) est définie ci-dessus, est solution de 

notre pr oblème (0 .1) '- (0. 3) et vér ifie le théorème. 
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La f onct ion T(x, t) vérifie l'équat i on différentielle (0.1b) et la condit i on 

initi ale (0.3) , comme nous le démontrerons dans le théorème de l'Annexe 2. 

La fonct ion u(t) vérifie aussi la condition (0.2) mais nous devons montrer 

que l'équation intégra-différentielle (0 . 1a) est satisfaite : 

-J: a(x) T(x, t) dx 

= - E a 
n=0 n 

-À (t-s} 
e n o(u(s)) . ds } dx 

~ ft -À (t-s) fc 
- E 11n e n a ( u ( s) ) ds a ( x) y ( x) dx 

n=0 0 0 n 

~ t -À (t-s) 
E a n f e n o(u(s)) ds -o n n 0 • n- . 

par _ (A.8) 

t 
= K1 ( t) + f 

0 
K2 ( t - s) a ( u ( s) ) ds 

où K1(t) et K2(t) , données par (1.31) , sont des séries uniformément 

convergentes. 

Par l' assertion (1.32) , nous en déduisons donc que 
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u' (t) = -f: a(x) T(x , t) dx t ;;;,,, 0 

Par conséquent, le couple (u(t) , 

problème initial (O. 1) , (0. 2) , 

T(x , t) ) représente bien une solution du 

(0.3) . 

De plus, la solution u(t) est unique par le Lennne 3 et par un théorème d'uni­

cité de la solution de 1 'équation i nhomogène de la chaleur, T (x , t) est 

également unique. 

Vérifions maintenant les résultats du théorème. 

Par le Lennne 3, la fonction u(t) satisfait bien (1.10) et (1.11) . 

Montrons qu'il en est de même pour T(x, t) . 

. Par ce qui précède, u(t) est borné et donc, puisque a est continue, il 

existe une constante K > 0 telle que 
0 

lo(u(t)) 1 ~ K 
0 

t ;;;,,, 0 

Par (A . 7) , l'existence d'une constante M
1
> 0 telle que, pour tout n E N , ,, 

est assurée. 

Donc, 

00 -À t. 
IT(x,t)I ~ t: 

n=0 
1 f Y (x) 1 n n 

e n + 
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00 

f
t -À (t-s) 

+ L Inn yn(x)I e n ja(u(s)) I ds 
n=O 0 . 

00 00 

f
t -À (t-s) 

< M1 L j f j + K M
1 L lnnl e o ds 

n=O n o n=O 0 

00 00 -À t 
< M1 L 1 fnl + M1 K L lnnl ( (1 - e o ) / Ào) 

n=O 0 n=O 

00 00 

< M1 L 1 fnl + M1 (Ko/ Ào) L lnnl 
n=O n=O 

00 

1 f 1 
00 

lnnl Par (A.8) et (1. 2) , nous savons que les sorrnnes L et L 
n=O n n=O sont finies. 

Définissons 

00 00 

K = M L 1 fnl + M1 (K . /À ) L lnnl 1 n=O 0 0 n=O 

de sorte que 

sup IT(x~t)j<K t ;;;i: 0 
XE[O,c] 

Démontrons; pour tenniner, que T(x, t) satisfait aussi (1.11b) . 

Utilisons l'inégalité (1.38) de façon à avoir 



Posons 

->.. t 00 

¾ M1 
0 

E e 
n=O 

->.. t 00 

¾ M1 
0 

E e 
n=O 

00 

K = max {M
1 

E 
n=O 

00 

1 fn l + M1 K E 
0 n=O 

M K 
1 f 1 + 1 0 e n 

À - (.ù 
0 0 

1 f 1 , n 

et final ement, nous obtenons 

Remarque . 

sup 
xE[O,c] 

-w t 
IT(x , t) 1 ¾ 2 K e 

0 

1. 69. 

-w t ->.. t 
e 0 -e n 

Inn! "n - wo 

-w t 00 

0 
E Inn! 

n=O 

00 

t ;;;i, 0 

Nous avons signalé, au début du chapitre, que la condition ( 1 . 8) pouvait être ·• • 

remplacée par la condition suivante : 

il existe une constante r strictement positive telle que 

la(x) 1 ¾ r (1 + S(x)) xER 

les conclusions du Théorème 1 restant toujours valables . 

Ce changement d'hypothèse apporte une légère modification dans la preuve du 



Lemme 2. La différehce essentielle réside, en fait, dans le choix d'une 

nouvelle fonction auxiliaire. 

Définissons 

. . 1. 70. 

où W(x, z) est la fonction construite dans le Lermne 2. 

est une fonction définie-positive, comme W(x, z) . 

U(x , z , t) 

Dérivons U par rapport au système (1 .25) 

U' (x, z , t) = W' (x, z) exp (-r J: leN(T) 1 dt) 

- r leN(t)I (1 +W(x, z)) exp (-r J: leN(t) I dt) 

= (- z: À c z
2(t) +cr(x) eN(t)) exp (-r f

0
t leN(T) 1 dT) 

nE CN n n n 

- r I eN ( t) 1 u ( x , y , t) 

= r I eN ( t) 1 u ( x , z , t) 



-X t 
~Kr e O (x z t) - , , 

Puisque U est définie positive, nous pouvons écrire 

d U(x , z , t) -;\ t 
- --~-,,;;Kr e O dt 
U(x,~,t) 

ce qu i donne , par intégration, 

ou encore 

De plus, 

d 'où, 

U(x(t) , z (t) , t) K r -;\ t K r 
ln - ------ .a;; ~- (1 - e O 

) .a;; -
U (x(0) , z (0) , 0) • ;\

0 
À

0 

U(x(t) , z (t) , t) .a;; U(x(0) , z (0) , 0) 

Kr/À 
0 .a;;(1+ W ) .e 

0 

.a;; U(x(t) , z (t) , t ) 

Kf/;\ 
W(x(t) , z (t) , t) .a;; (1 +W

0
) e 0 

1 . 71 . 

par (1. 26) 

t ;;;. 0 

t ;;;. 0 

t;;;. 0 



. 1.72. 

La suite de la démonstration du Lerrnn 2 reste alors inchangée. D 

Cette nouvelle condition (1 . 8)* est intéressante car, contrairement à (1.8) 

elle est vérifiée dans le cas physiquement significatif O\Jl a (x) = -1 + ex 

(prendre, par exemple, r = 2). 



CHAP ITRE · II : 

. . 

COMPORTEMENT ASYM PTOTIQUE DE LA SOLUTION 

DANS LE CAS où LA PREMIÈRE VALEUR PROPRE 
.. 

DU PROBLÈME DE ST RM-LIOUVILLE EST NULLE 



2. 1. 

Nous supposerons ici que la plus petite valeur propre ;\
0 

du problème de Sturm­

Liouville (A.1)-(A.2) associé à notre système est nulle, c'est-à-dire 

q = 0 sur [ Ü , C] et 

Comme dans le chapitre I, nous nous servirons des hypothèses (1.2) - (1.8) 

Nous allons démontrer un théorème anal ogue au Théorème 1 . 

Théor ème 2. 

Supposons que 

alors, 

zéro est une valeur propre du problème de Sturm-Liouville 

(A.1) .- (A.2) ; 

les hypothèses (1 . 2) 
' 

(1 . 3) 
' 

(1 . 4) et (1. 6) sont 

satisfaites; 

on a soit (1. 5) pour tout n EN , soit (1 . 8) et (1. 5) 

pour n = 0 ; 

pour chaque donnée initiale u ER et f vérifiant (1.2) , le 
. 0 

problème (0.1) admet une et une seule solution (u(t) , T(x, t)) 

'• 



définie pour tout (x, t) E [O, c] x[O, + 00 [ 

En outre, pour chaque solut i on (u(t) , T(x, t)) , il existe une 

constante K > 0 telle que 

ju(t) j < K 

sup IT(x, t) 1 < K (1 + 1J
0
t a(u(s)) dsl) · 

XE[O,c] 

t~O 

2.2. 

(2. 2) 

Si, de plus , on a la condition (1 .7) et l'inégalité stricte dans (1.3) 

pour au moins un n ~ 1 , alors il exi ste des con~tantes K > O et w > 0, 

dépendant des conditions initiales u et f , telles que 

i=0,1,2 t ~O (2.3) 

si o.
0 

n
0 

> 0, alors T(x, t) satisfait l'inégalité 

sup IT(x, t) 1 ,.;; K e-wt t ~ 0 (2.4) 
XE[Ü,c] 

si l'on suppose que (1 .5) est satisfaite pour n = 0, alors il existe des 
constantes K > 0 et w > 0, dépendant des conditions initiales u

0 
et f 

telles que 

sup 
XE[Ü,c] 

t::>O (2. 5) 

Enfin, en supposant que les hypothèses (2 .1) et (1. 8) soient satisfaites 

et que o.
0 

n
0 

= 0 avec n
0 

f O , u (t ) ·satisfait (2. 3) , et il existe des 

constantes K > 0 et w > 0; dépendant des conditions initiales, telles que 



2.3. 

sup IT(x,t)-c-112 (f +n (~ cr(u(s)) ds)I ..;;Ke-wt t~O (2.6) 
x E[O,c] o o Jo • 

où l'intégrale existe pour tout t ~ 0 . 



2.4. 

§ 1. SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES ASSOCIE AU PROBLEME 

Ici aussi, nous allons appliquer la m' thode de Galerkin au problème (0.1) -

(O. 2) - (O. 3) 

De la mêrne façon que dans le premier chapitre, nous obtenons le système tronqué 
suivant : 

x' (t) 

y' (t) 

z'(t) = -À z (t) + n a(x(t)) n "nn n 

avec les conditions initiales 

(Nous avons remplacé 

x(O) = u 
0 

y(O) = f 
0 

z (0) = f n n 

z par y). 
0 

(2. 7) 

n=1, ... ,N 

n=1, ... ,N 

Le but de ce paragraphe est de montrer que, sous des hypothèses presque identi ques 

~ celles du Théorème 2 , les soluti s de (2.7) existent sur O ~ t < = et 
sont bornées indépendamment de N. 



r 1 

2.5. 

Lemme 4. 

Supposons que 

alors, 

les hypothèses du Lemme 1 ou du Lemme 2 sont satisfaites; 

pour toute condition initiale (u
0

, f
0 

fN), il existe une 

solution unique (x(t) , y( t) , zn (t)), n = 1 , ... , N , du système 

(2 . 7) , définie sur R+. 

En outre, il existe une constante n > 0 , indépendante du rang de 

troncature N, telle que 

lx(t) 1 < n 

IYCt)I < n t>O 

n=1, ... ,N 

(2.8) 

Si, de plus, 

alors, 

an nn > 0 pour au moins un n;;i, 1 

il existe dès constantes n
0 

> 0 et w > 0, indépendantes de N, 

telles que 



11 

1 

t ;;;.. O 

n=1, ... ,N 

Enfin , si 

alors, on a 

y(t) = f 
0 

x(t) et zn(t) satisfont (2.9) . 

Démonstr ation. 

Nous démontrerons ce lernrne dans la situation analogue au Lemme 2 . 

Pour cel a, introduisons les classes 

n = 0} n {1 n 
N} 

N} 

2.6. 

(2 . 9) 



Le système (2.7) devient alors 

x ' ( t) = -a
0 

y ( t) - t: 
nEAN 

y'(t) = n
0 

a(x(t) ) 

Intégrons les équations de la troisième série 

En posant 

nous obtenons 

->. t 
= - t: a f e n 

A n n 
nE N 

x' (t) = -a Y(t) - t: a zn(t) + eN(t) 
o C n nE N 

y'(t) = n
0 

a(x(t )) 

. 2. 7. 



2.8. 

Puisque l es classes BN et CN sont disjointes, nous nous restreignons au 

système 

x' (t) == -a y(t) - E a z (t) + eN(t) 
o n E ~ n n 

y' (t) == n
0 

o(x(t) ) (2. 10) 

z~(t) == -"ri zn(t) + nn o(x(t)) n E CN 

Comme À1 est la plus petite valeur propre non nulle du problème de St ùrm­

Liouville , nous pouvons majorer le t erme eN(t) de la façon suivante : 

t ~ O 

où 

K==llall 2 llfll 2 L L 

est un nombre positif et fini. 

Pour démontrer (2.8) , définissons l a fonction de Liapounov 

W(x , y , z) 2 1 
== S (x) + c y / 2 + - E 

o . 2 C nE N 

Dérivons cette fonction relativement au système (2.10) et, comme dans le 

Lemme 2, majorons la dérivée à l'aie de (1.8) 

W' (x , y , z) 2 
== - E c À z + a ( x) eN ( t )_ 

nE CN n n n 



2. 9. 

-À t 
¾ K / 2 e 1 (1 + r W(x , y , z)) 

Puisque W(x, y, z) est une fonction définie positive, nous pouvons écrire 

-À t 
d W(x , y , z) / (1 + r W(x , y , z) ¾ K / 2 e 1 

En intégr ant entre O et t et en ef fectuant le même développement que dans 

le Lemme 2 , nous obtenons 

Posons 

w c x c t) , y c t) , z c t) ) ¾ C-r1 
+ w ( u , f , f) ) 

0 0 

~ 00 

W = max {S(u), S(-u )} + ~ E f 2 
o . o o 2 n~O n 

Nous pouvons alors majorer W(x(t), y(t), z(t)) , indépendamment du rang de 

troncature N, par la constante 

dépendant des conditions initiales 

W(x(t) , y(t) , z (t)) ¾ w2 

Comme W(x , y , z) est une somme de tennes positifs, nous pouvons majorer chacun 



de ces termes par w2 

Pour n E BN, nous avons aussi 

Pour n E AN, nous savons que 

avec 

Nous posons alors 

K1 = sup . 1 f 1 
nEN n 

et nous obtenons les relations (2.8 ) . 

2. 10. 

Pour établir la décroissance exponent ielle, nous utilisons une nouvelle fonct i on 

V (x , y , z) = W(x , y , z) - 8 a (x) .y - p B a (x) z1 



2. 11. 

où 8 et p sont des constantes str i ctement positives. 

Nous supposons, sans perdre de général ité , que 1 E CN . 

Pour obtenir une égalité du type (1. 27) , nous utilisons (1.7) et (2.8a) 

ceci impl ique l'existence d'une constante d strictement positive telle que 

a ' ( x) ;;;i, d -n .,;; x .,;; n 

Nous dér ivons V(x, y, z) relativement au système (2.10) et, en posant 

~o = (-p / 2 - 1) 8 a
0 

d - 8 d A/ 2 

n E CN \ { 1} 

B = À1 ê - 8 d A (1 +p) /2 

nous pouvons majorer la dérivée de V(x , y , z) de la façon suivante 

V' (x , y , z) 

Nous posons 
,.., 

T 
O 

= min { B , B
O 

B1 , 8 n
0 

/ 2} 

et nous choisissons une constante T , indépendante de N, telle que 

,V 

T < min { 2 T O q / 3 ' 4. T O / 3 ' 4 T O / 3 C} 



2. 12. 

Nous obtenons alors 

Puisque a et a' sont èontinues sur [ -rl , r2] , il existe une constante 

K > 0 telle que 
0 

et donc 

-À t 
,s;;;; K K e 1 - -r V(x , y , z) 

0 

Après intégration, nous obtenons 

La décroissance exponentielie (2 . 9) se démontre alors de la même façon que 

dans le Lemme 2 . 

Si 

= 0 

alors la dépendance en y n'est pas couplée dans les systèmes (2.7), (2.10) . 

Dans ce cas, nous voyons aisément que 

y(t) = f 
0 



2. 13. 

Nous pouvons appliquer le Lerrnne 2 au système (2.10) privé de la deuxième 

équation et ceci, en prouvant la décroissance exponentielle de x(t) et 

zn(t) , conclut la démonstration du Lerrnne 4.□ 

Corollaire du Lerrnne 4. 

Supposons que 

a = 0 
0 

mais n t o 
0 

alors, s i les autres hypothèses du Lerrnne 4 sont satisfaites, il existe des 

constantes n
0 

> 0 et w > 0, indépendantes du rang de troncature N, telles 

que 

lxCt)I -wt 
e 

n=1, ... ,N t;;.,O 

t 
y(t) = f + n J a (x(s)) ds 

O O O 

où l'intégrale existe pour t;;., 0. 

(2 . 11) 



Démonstration. 

Lorsque 

a. = 0 
0 

et 

le système (2.10) devient 

y'(t) = n cr(x(t)) 
0 

2. 14. 

(2. 12) 

n E ~ 

L'équat i on du milieu n'étant pas couplée au reste du système, nous pouvors 

appliquer le Lemme 2 au système (2.12) privé de cette équation, ce qui nous 

permet d'obtenir (2.11a) et (2.1 1b) . 

L'intégr ale J~ cr(x(s)) ds existe pour t ~ 0 par (1.6) et par la décrois­

sance exponentielle de x(t) . □ 



2.15. 

§ 2. EQ UATION DE VOLTERRA ASSOCI EE AU PROBLEME 

Etudions l'équation de Volterra 

où 

00 ->.. t 
K1(t) -a f f n = t + I an (e -1)/"n 

0 0 n=l n 
t ;;;,, O (2 . 13) 

00 ->.. t 
K2(t) n = -ao T)o t + I an nn (e - 1) / "n 

n=l 

Nous potNons prouver que K1(t) et K2(t) sont continûment dérivables sur R+ • 

et 

00 ->.. t 

l 
K1 (t) f E f n 

- . -ao - an e 
0 n=l n 

t ;;;,, 0 (2 . 14) 
00 ->.. t 

K2(t) = -ao no - I an nn e n 
n=l 

Nous al l ons étudier le comportement de la solution u(t) de l' équation de 

Volterra dans le cas où la première valeur propre du problème de Sturm-Liouvi lle 

est nulle . 



2. 16. 

Lemme 5. 

Supposons que 

alors, 

les hypothèses (1 . 2) - (1 .4) sont satisfaites; 

la fonction cr(x) vérifie (1.6) ; 

on a soit (1.5) pour tout n ~ 0, soit (1.5) pour 

n = 0 et (1.8) 

l'équation de Volterra avec (2.13) admet une et une seule solution 

u(t) définie sur R+ . 

Quelle que soit la condition initiale u
0

, il existe une constante 

K strictement positive t elle que 

ju(t) 1 ~ IÇ t ~ 0 

De plus, u(t) ·est continûment dérivable sur R+ et 

t ~ O (2.1 5) 

où K1(t) et K2(t) sont données par (2.14) . 

Si,· en outre, 

a(x) vérifie (1 .7) 



alors, 

2.17. 

l'inégalité stricte dans (1 .3) est satisfaite pour au moins 

un n ~ 1 ; 

il existe deux constantes K et w strictement positives telles 

que 

i=0,1,2 t ~ 0 (2.16) 

Démonstration. 

Considérons, à la place de (1.33) , la famille de systèmes d'équations différen­

tielles , indexée par N = 0 , 1 , ... 

N 
x' (t) = -a y (t) - E an zNn(t) 
N o N n=1 

(2. 17) 

n=1,2, ... ,N 

avec les conditions initiales suivantes 

y (0) = f 
N o 

n=1, ... ,N 



2. 18. 

Pour chaque N , (2.16) est de la même fonne que le système (2.7) étudié 

dans le Lemme 4. En utilisant ce lerrrne et la première partie du Lemme 3 , nous 

obtenons l es premiers résultats du Lemme S. avec K
1 

, K2 , K1 et K2 donnés 

par (2.1 ~) et (2.14) . 

Il nous · r este à démontrer (2.16) . 

(2.16), i=O 

Il suffit d'appliquer (2.9) au systëme tronqué (2.17) . 

(2. 16) , i = 1 , 2 : 

Dérivons l'équation de Volterra en utilisant (2.14) 

t;;;i:O (2 .18) 

avec 

= ft -À (t-s) 
r an nn e n a(u(s)) ds (2 .1 9) 

n=1 0 

Nous avons aussi 

u" (t) 
= -À t = 

= -a n a ( u ( t) ) + r an f À e n - ( I an nn) a ( u ( t) ) 
o o n=1 n n n=1 

t;;;i:O (2 .20) 

(Nous pouvons dériver car les. séries dérivées convergent unifonnément). 



2. 19. 

Notons que, par (2.16) , i = 0 , nous avons (1.38) . Dnnc, par (2.20) 

et en employant le même raisonnement que dans le Lemme 3 , l'inégalité (2.16), 

i = 2 , est prouvée. 

Nous pouvons alors utiliser le théorème de la moyenne 

lim u' (t) = 0 
t+oo 

D'autre part, par (2.19) et par un raisonnement similaire à celui développé 

dans le Lemme 3 pour prouver la décr oissance exponentielle de u'(t) , nous 

pouvons conclure que w(t) décroît exponentiellement vers O pour t + 00 • 

En util i sant (2.18) et en laissant tendre t • vers l'infini, nous obtenons 

(2. 21) 

et donc 

u'(t) = a
0 

n
0 

( a (u(s)) ds + w(t) 

Par (1.38) , nous pouvons majorer u'(t) 

[ 

-w s -w t 
t e 

O 
ds + K1 e 

0 



1 

1 

1 

1 

avec 

-w t 
1 u' (t) 1 < K e o 

00 

t;;;i.O 

00 

Ceci prouve (2.16) pour i = 1 et t ermine la démonstration du Lemme S. □ 

Corollair e du Lerrnne S. 

Supposons 

a = 0 
0 

et Tl f: 0 
0 

alor s, s i les autres hypothèses du Lerrnne 5 sont satisfaites, l'équation de 

Volterra avec 

00 -À t 
K1(t) [, f (e n 

- 1) / Àn = a~ 
n=1 n 

00 -À t 
K2(t) = E (e n 

-1) / ~ an Tln 
n=1 

2.20. 

(2. 22 ) 

admet une solution unique u(t) . qui décroît exponentiellement dans le sens de 

(2.16) . 



2. 21 . 

Démonstration. 

Si a
0 

= 0 et n
0 

f O, le système (2.17) devient 

N = 0, 1 ' ... 

n=1, ... ,N 

. Nous voyons ·que la deuxième équation est indépendante du reste du système. 

Remarquons, en outre que 

somme commençant à n· = 1 

K1 (t) . et K2 (t) sont de la forme 

au lieu de n = 0. 

(1. 30) avec la 

Pour prouver le lemme, il sÙffit alor s d'appliquer le Lemme 4 et l'argumentat i on 

du Lemme 3 . □ 



2.22. 

§ 3. PREUVE DU THEOREME 2 

Si les hypothèses du théorème sont satisfaites, alors nous avons prouvé, dans 

le Lemme 5 , l'existence et l'unicité de la solution u(t) de l'équation de 

Volterra. 

Nous définissons alors la fonction T (x , t) par (1. 39) et (1 . 40) . 

Nous pouvons montrer que le couple (u (t) , T (x , t)) défini ci-dessus est 

la solution unique du problème (0.1) - (0.3) en utilisant les mêmes arguments 

que dans le chapitre I . 

Par le Lemme 5 , nous savons que u (t) satisfait (2.2a) et (2.3) pour 

i = 0 , 1 , 2 . 

En outre , nous pouvons écrire T(x, t) sous une forme différente : 

-1/2 
00 -À t 

-112 ft T(x , t) = f C . + t: f y (x) e n + c 
O 

a(u(s)) ds 
0 n=1 n n no 

00 

f 
t -Àn (t:-s) 

+ t: Tln Yn (x) 
0 

e . a ( u ( s) ) ds 
n=1 

Nous pouvons donc majorer T(x , t) de la façon suivante 

ce qui entraîne (2.2b) . 

(2. 23) 
'• 



Remarquons que (2.23) peut s'écrire 

f
t -1/2 

T ( x , t) = { f + n a ( u ( s) ) ds} c . + T 
1 

( x , t) 
0 0 0 . 

où, de l a même façon que dans le Théorème 1 

Supposons maintenant que a n > O • 
0 0 

Nous savon5, par (2.21) , que 

.Par (2.24) , nous obtenons alors 

et, par (1.38), 

ce qui, par (2.25) , prouve (2.4) . 

Si (1.5) est satisfaite pour n = 0, il suffit, pour prouver (2.5) , 

d'utiliser (2.24) pour n
0 

= 0 et (2.25) . 

2.23. 

(2. 24 ) 



2. 24. 

Enfin, s i a
0 

n
0 

Lemme 5 u(t) 
alors (2 . 3) . 

= 0 et n f O, nous pouvons utiliser le Corollaire du 
0 

, solution de l'équation de Volterra avec (2.22) , satisfait 

Pour montrer que T(x , t) satisfait (2. 6) , nous nous servons de 

et ·cz.25) L'intégrale de (2.6) existe pour t :> 0 grâce à 

(2.3) , ce qui achève la démonstration du théorème. □ 

(2.24) 

(1.6) et 



CHAPITRE III : 

STABILITÉ ASYMPTOTIQUE EN NORME L2 



3. 1. 

Après avoir analysé le comportement asymptotique de la solution du problème 

(0.1) - (0.3) , nous avons pensé qu'il serait intéressant d'étudier la stabilité 

au sens de Liapounov de l'origine de R x L 2 ([ 0 , c ]) . 

Les données initiales de notre système étant les couples (u
0

, f) , avec 

u E R et f E C 1 ([ 0 , c ]) , le problème de la stabilité peut être posé en 
0 

divers espaces fonctionnels qui contiennent R x C 1 ([ 0 , c]) . 

Les meilleurs résultats de stabilité s eraient évidemment ceux exprimés en norme 
00 

de la convergence uniforme, i.e. en norme L ; il semble cependant peu probable 

qu'on puisse obtenir de tels résultats . 

Par contre, en utilisant les propriétés établies_ au chapitre I (nous nous 

sommes, en effet, limitées au cas où l a plus petite valeur propre "o du probl ème 

de Sturm-Liouville (A.1) - (A. 2) est strictement positive), il est possible 

d'obtenir des résultats de stabilité en norme L2 et ceci sera présenté au 

paragraphe suivant. A l'aide de ces résultats, nous serons à même d'apporter 

des précisions supplémentaires sur le comportement asymptotique des solutions 
00 

en norme L (§ 2) . 



3.2. 

§ 1. STABILITE GLOBALE ASYMPTOTIQUE DE L'ORIGINE DANS . L2 ([0, c]) 

Théor ème. 

La solution nulle du problème (0.1) - (0.3) est globalement asymptotiquement 

stable, c ' est-à-dire 

(1) Pour tout E > 0, il exis te D > 0 tel que, pour tout u
0 

E R et 

tout f E C 1 ([ 0 , c ]) vérif iant les candi tians aux 1 imites (A. 2) , 

(2) 

(3) 

=> 

{ 

iu(t) 1 < E 

- Vt ~ 0(3 .1 ) 

11T(• , t)ll 2 < E 
L 

( .6 .ta bill.té. .6 hnple) ; 

Pour tout r > 0, il existe R > 0 . tel que, pour tout u .E R et 
1 . 0 

( 
. . . 

tout f E C [O, c]) vér i f iant les conditions aux limites (A. 2) , 

{ 

iu0 1 < r 

llf Il 2 < r 
L 

(.6.tabili.té. globale); 

Pour tout R > 0 .et 

I luof < R 

l JI f 11 2 < R 
L 

tout E > Ü , 

=> 

{ 

iu(t.) 1 < R 
Y.. t ;;;,, 0 (3. 2) ., 

11 T( • , t) 11 2 < R 
L 

il existe T (E 'R) >O t e l que, 

{ 

iuCt)I < E 

Vt~T( E ,R) (3 . 3) 

11 T(. , t) Il z < E 
L 



11 

1 

1 

3.3. 

(c'est-à-dire u(t) et T(x , t) tendent vers zéro (T en nonne . 

L 2 ([ 0 , c ]) ) pour t + 00 , uniformément par rapport /3.UX conditions 
2 initiales u

0 
et f dans une partie bornée B de R x L ([ 0 , c ]) ) . 

Démonstrat ion de (1). 

1) Comportement de u(t) : 

Par (1.10) , nous savons que 

lu(t) 1 .< K 

où 

K = 2 max { y2 W
0 

/ ê , sup { lx! 1 S(x) < W
0

}} 

Considérons l'hypothèse lu
0

1 < D où •D < u
0 

< D. 

1er cas ~ soit n·> u > O : 
------- 0 

[ cr ( T) > 0 pour O < T < u par ( 1 . 6) ] 
0 

< D sup icr(-r) 1 [ théorème de l a moyenne l 
TE[O , D] 



1 1 

2ième cas --------- soit -D < u < 0 
0 

o(x) 

~ f
0 

lo(T) 1 dT 
-D 

~ D sup io(T) I 
TE[-0,0) 

Nous pouvons donc conclure que, pour lu
0
I < D, on a 

3.4. 



3.5. 

Définissons une fonction auxiliaire 

1 [ 0 ' +oo [ -+ ' +oo [ 

s -+ sup !a(T) 1 

T E [-s~s] 

Donc, pour lu
0

1 < D , 

Pro2riétés_de __ l : 

(1) 1(0) = 0 . 

En effet, 
1:,. 

1(0) = sup la(T) 1 

T=Ü 

= la(O) 1 = 0 

car a est continue et x a(x) > 0 pour . x t- 0 . 

(2) 1 est continue au point s = 0. 

C'est-à-dire, pour tout E > 0, il existe o > 0 tel que 

!s i< ô ~ ll(s) 1 < E 

Par hypothèse, a est continue en O, c'est-à-dire pour tout 

E > 0, il existe 6 > 0 tel que 

Posons o = 6. 



Pour !si< 6 , tout TE [ -s, s] est tel que ITI < 6 

et donc !a(T) 1 < c ceci implique que, si !si < 6 , 

Il( ) 1 = sup !a(T)I < c 
TE[-s,s] 

Exprimons W
0 

en fonction de D: 

Donc, 

~ D 1 (D) + I Il f 11\ 
L 

2 W / ê < 1 {D 1 (D) + ~ Il f 1i2 2} 
0 C t.. L 

~ 
< i {D l (D) + I D

2
} 

= 2 D / ê { 1 (D) + -z D} 

Ceci implique que 

../2 W /ê < ✓z D/ê {l(D) + ~ D}l/Z 
0 2 

Il reste à analyser le comportement de sup { !xi I S(x) < W
0
}. 

Posons 

L (W ) = sup {x ~ 0 1 S (x) < W } 
0 0 

-L'(W) = inf {x < 0 i S(x) <.W} 
0 0 

3.6. 



3.7. 

Alors, 

sup { 1 x 1 1 S (x) ~ W
0

} = max (L , L') 

Considérons la fonction S 

Soit S+ la restriction de S à 

[ 0 , +00 [ , elle est continue et 

strictement croissante puisque, 

pour tout T > 0, a(T) > 0 . 

Par suite, nous avons une bijec­
tion 

S + [ 0 , +00 [ -+ ( S ( 0) , 1 im S (X) [ . 

Or, 

+00 

0 S(O) = fo a(T) dT =o . et 

lim S(x) = + 00 

+oo 
par (1 . 6) 

, R+ donc S+ est a valeurs dans 

A S-+ 1 ·. JR+ ~ R+ • lors, ~ exLste, 

continue ~t strictement crois­

sante. 

X 

Soit S la restriction de S à 

] - 00 , 0] , elle est continue et 

strictement décroissante puisque, 

pour tout T < 0, a(T) < 0. 

Par suite, nous avons Ufle ·bij ec­

tion 

s ] - 00 , 0] -+ ] lim S(x) , S(O) ] 
-00 

Or, S(O) = 0 et 

lim S(x) = + 00 par (1.6) , 
-00 

+ 
donc S est à valeurs dans R . 

Alors s-1 : R + -+ R- existe, 

continue et strictement crois­

sante. 
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11 

1 

D'où D'où 

. -1 = S (W) + 0 

Et donc, 

s up { 1 X 1 1 s (X) ~ w O} = max ( L ' L ' ) 

Nous pouvons, à présent, es timer le majorant de u(t) 

= cp (D) 

Cette fonction est telle que 

lim cp(D) = 0 
D ➔ O 

en effet , 

-1 
et s+ et s-1 sont des fonctions continues. 

Il existe donc un D suffisamment petit tel que 

3.8. 



2) 

{ 

ju
0
l < D 

llf 11 2 < D 
L 

=> ju(t)j ¾ K ¾ ~(D) < E V·t ~ 0 

Comportement de T(x , t) • : 

Appliquons à (1.41) , l'inégalité du triangle 

f
c 00 -À t 

IIT(x, t) Il 2 ¾ { 1 E f y (x) e n 1
2 dx} 112 

L O n=O n n 

3.9. 

f
C ~ ft -À (t-T) 

+ { 
0 

1 E Y (x) n e n cr(u(T)) dT i
2 dx} 112. 

n=O n n O 

Etudions séparérœnt les deux termes du merrbre de droite 

1er terme 

2ième terme -----------

00 

= E 
n=O 

-À t 
(if I e n ) 2 _ 

n 

-2À t 
¾ e 

O 
Il f 11\ 

L 

(théorème de Parseval) ' 



3.10. 

À t 
00 -À t e 11 

- l 2 2 2 • n 
,;;; { sup lcr(u(s)) I} E lnnl {e ---} 

sE[O,t] n=O À 

= { sup 
sE[O,t] 

n 

-À t 
n 

2 oo 2 1-e 2 
lcr(u(s)) I} E lnnl {---} 

n=O Àn 

,;;; { sup lcr(u(s)) 1 }2 lln 11 2 
2 / À; 

sE[O,t] L 

En réunissant ces deux résultats, nous obtenons 

-À t 
IIT(x,t)ll 2 ,;;;e O llfll 2 + sup jcr(u(s))I llnll 2 /À 

L • L sE(O,t] L o 

_,;;;llfll
12

_ + sup lcr(u(s))I llnll 2 /À
0 sE[O,t] L 

Puisque a est continue, et en employant le résultat obtenu ci-dessus 

pour u(t) , nous pouvons rendre sup jcr(u(s)) 1 aussi petit que .• 
sE[O,t] 

nous le voulons. 

Puisque n est une fonction connue de 2 
L ([O,c]), llnll 2 

L 
est fini. 

Quant à llfll 2 , il est plus petit que D par hypothèse. 
L 

Donc, 

Il T( • , t) Il 2 < s . □ 
L 



3. 11 . 

Démonstration de (2). 

1) 

2) 

Comportement de u(t) : 

Dans la démonstration du point (1) , nous avons trouvé, pour iu(t) 1 , 

le majorant suivant : 

Posons 

-1 (Remarquons que S+ (W
0

) et s-1 (W) sont des fonctions continues 
- . 0 

de r ). 

En supposant I u
0

1 < r et Il f Il 2 < r ~ nous avons 
L 

iu(t) i < R' 

Comportement de T(x , t) 

V t ~ 0 

Nous avons trouvé, ci-dess s, que , · 

lorsque 

Posons 

1 
IIT(x,t)ll2~r+x- lln ll 2 sup lo(u(s))I 

L o L sE[O,t] 

llf 11 2 < r 
L 

1 R"=r ·+- llnll 2 sup !o(l:l(s))I 
Ào L s E [ O, t] 



3 . 12 . 

Nous savons que, pour tout s E [ 0 , t] , lu(s) 1 < R' où R' est 

une fonction de r. 

Puisque a est continue, nous pouvons majorer lcr(u(s)) 1 en fonction 
de r . 

Donc, pour tout r > 0 , il existe R" tel que 

11 T ( • , t) 11 2 < R" 
L 

En prenant 

R = max (R' , R") 

nous terminons la démonstrat ion de (2) . □ 

Déoonstration de (3). 

1) Comportement de · u(t) : 

Rappelons l'un des résultat s du 1héorèrne 1 

Il existe K > 0 et w > 0 tels que 

lu(t) 1 < K e-wt 

Nous savons que 

w est indépendant des conditions initiales; 

K = max { y3 W / q 
0 

V t ~ 0 . (1.11) 



où 

lorsque lu
0

1 < R t llfll 2 < R, 
L 

3 .1 3 . 

et où q est une constante strictement positive telle que 

q x2 ~ S(x) pour x assez petit. 

Puisqœ w est indépendant des conditions initiales, nous avons 

lim 
t ~ o 

-wt e = O 

Donc, pour tout c' > 0, i l existe T(c') tel que 

lu(t) 1 < K c' 

Posons 

E = K E 1 

Alors, pour tout s > 0, i l existe T(E, K) tel que 

!u(t) 1 < E 

V t ~ T 

Puisque K dépend de R , nous pouvons conclure que, pour tout 

E > 0, il existe T(E, R) tel que 

iu(t) 1 < E V t ;;., T 



2) 

3. 14. 

Comportement de T(x , t) 

Dans la démonstration de (1) , nous avons obtenu 

->.. t 
0 

11 J:(. , t) Il 2 ~ e Il f Il 
2 

+ sup 
1 1 sE[O,t] 

lcr(u(s))I Il n Il 2 / >..
0 1 

et nous savons, par (1.38) , qu'il existe des constantes K
0 

et 

w
0 

> 0 telles que 

où . wo 

(donc 

avec 

-w t 
lcr(u(t)) 1 ~ Ko e 0 t~O 

est une constante indépendante des conditions initiales 
-w t 

lim e o = 0 ) et telle que w0 < >..
0 

et où 
t+oo 

et M une constante provenant des hypothèses. 

Nous pouvons alors majorer Il T( • , t) Il 2 de la façon suivante 
1 

IIT(·,t)llz~e 
1 

-À_ t 
0 llfll 2 +K e 

1 o 

-w t 
0 

Il n Il 2 / >..
0 1 

Puisque Il f 11
12 

+ K
0 

Il n 11
12 

/ >..
0 

est une fonction de R qui reste 

bornée sur B et que 



lirn e 
t+oo 

-w t 
0 = 0 

3. 15. 

nous pouvons conclure que, pour tout R > 0 et tout E > 0, il 
existe -r(E, R) tel que 

11 T( • , t) Il z < E 
L 

Ceci termine la démnstrat i on du théorème.□ 

V t ;;;i: T(E ,R) 



r I l 

3 .16. 

§ 2. PRECISIONS SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE L'ORIGINE EN 

00 

NORME L 

Théorème. 

Pour t oute condition initiale dans un ensemble borné B 

solution ( t1 , T) du problème (0. 1) - (0 . 2) satisfait 

2 de lR x L ([ 0 , c ]) , la 

lim u(t) = 0 
t --+OO 

lim u' (t) = 0 
t -+OO 

lim u" ( t) = 0 
t -+OO 

lirn sup IT(x , t)I = 0 
t -+OO XE[O,c] 

lim sup 1 aT (x , t) / at 1 = o 
t -+00 xE[O,c] 

lim sup 1 àT(x , t) / axl = O 
t -+00 XE[O,c] 

unifonnément par rapport à la condition initiale (u , f) E B . 
-0 

Remarque. 

(3.4) 

(3. 5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3 .8) • 

(3. 9) 

Nous savons que T(x , t) représente la température au point x calculée au 

temps t . 



3. 17. 

La dérivée partielle de T par rapport au temps représente la vitesse de 

variation de la température alors que celle par rapport à x r eprésente le 

flux de l a température. 

Démonstrat ion. 

Réécrivons la thèse de manière légèrement différente : 

Pour tout R > 0 et tout E > 0 , il existe -r*(E , R) > 0 tel que 

Alors, 

{ 

iuol < R 

llfll 2 < R 
L 

1 U(t) 1 < E • 

1 U' (t) 1 < E 

lu"(t) 1 < E 

sup IT(x, t) 1 

xE[O,c] 
< t 

sup ITt(x,t) i < E 
XE[O,c] 

sup ITx(x,t)I < E 
xE[O,c] 

(3 . 4) 1 

(3.5) 1 

(3. 6)1 ·, 

(3. 7) ' 

(3. 8) 1 

(3. 9) ' 



. 3. 18. 

Démonstrat ion de (3.4)' , (3.5)' et (3.6)' 

Nous nous servirons ici du résultat (1.11) 

i=0,1,2 Vt;;;i:O 

où w es t indépendante des conditions initiales et 

La constante K dépend éviderruœnt des conditions initiales. 

Montrons qu'il existe une fonction v (R) telle que, pour chaque condition 

initiale vérifiant (*) , K vérifie l 'inégalité 

K < v(R) 

En effet, 

(1) J3 W
0 

/ q et )6 W
0 

/ e sont majorés par une fonction de R ; 

(Nous l'avons vu dans la preuve de (3) de la stabilité gl obale 

asymptotique de l'origine}. 

(2) Il a Il 2 11 f 11 2 < Il a 11 2 R 
L L L 

(3) 

Or, a est une fonction connue de • L 2 ([ 0 , c]) . ; donc Il a Il 2 < 00 
• 

L 

Puisque K =Mn avec 
0 0 
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(4) 

3. 19. 

inférieur à une fonction de R, et que a et n sont deux fonctions 

de L 2([ 0, c]) , nous pouvons majorer K
0 

lia Il 2 lin Il 2 / (À
0 

-w
0

) et 
L L · 

K (2 À - w ) lia 11 2 Il n Il 2 / (À
0 

- w
0

) 
0 0 0 L L 

00 -(À -ô)t 
p = E la f 1 "n 

e n o to >O 
n=O n n 

où ô est indépendant des conditions initiales 

00 

la f 12) 1;2 < ( E n n n=O 

00 00 

¾ E la f 1 E 
n=O n n n=O 

00 

,e;;; lia Il 2 
R E À 

L n=O n 

Nous savons que 

00 

k* = E À 
n=O n 

-(À -ô) t 
e n o 

est un nombre fini. 

00 

2 -2(À -ô)t 1/2 
( E À e n o) 
n=O n (Holder) 

-(À -ô)t 
À e n . o 
n 

-(À -ô)t 
e n o 

D'autre part, puisque w ne dépend pas des conditions initiales, nous avons 

lim e-wt = 0 
t -+00 

c'est-à-di re qu'il existe T*(S) • * tel que, pour tout t ~ -r (8) 

Posons 8 = e: / K nous aurons alors, pour tout * t ~ -r (e: / K) , 



Or K dépend de R; d'où 

* • * -r ( e: / K) = -r ( e: , R) 

Démonstration de (3.7)' : 

Reprenons .l'égalité (1 .39) 

avec 

D'où, 

->- t n G(x , f,: ; t) = E y (x) . y CO e 
n=O n n 

00 

3.20. 

jT(x, t) 1 ~ if: G(x, E;,; t) f(E;,) dt;,j + 1J: o(u(-r)) {J: G(x, E;,; t-T) 

n ( t;,) dt;,} dT 1 

Etudions séparément les deux termes du membre de droite de cette inégalité 

(Helder) 

00 -2À t 
= { E IY (x) 1

2 e n } 1 / 2 Il f Il 
2 n=O n L 



( 2) 

Posons 

2 = - 2À t 1/2 
~ {M E e n } Il f Il 2 

n=O L 

2 -2À t = - 2(À -À )t 1/2 
= {M e • 0 E e n ° } Il f Il z 

n=O L 

= -2(À -À )t 
m = E e n ° 

n=O 

et étudions la convergence de cette série . 

Pour cela, appliquons la r ègle de d'Alembert 

= e 

- 2{[ 2n+1 ]n2 /L 2 + 0(1) }t 
= e 

-+ 0 < 1 

Donc, 

f
c -À t 

j O G ( x , ; ; t) f (;) d; 1 < M m 
1 
/ 

2 
R e o 

if: o(u(T)) (J: G(x , E,; t-T) n(E, ) dE, ) dTI 

Etudions d'abord. 

3. 21 . 

(par (A. 7)) 



r / 

J: G(x ' l; ; t - T) n (l;) dl; 

D'où, 

00 -À (t--r) 
~ r ln I IYn(x) 1 e n .... n 

n=O 

00 -À (t--r) 
~ M r lnnl e o 

n=O 

~ M r ln 1 n n=O f 
t -À (t--r) 

e o 
0 

!a(u(-r)) I d-r 

Nous allons nous servir des propriétés suivantes 

soit 6 > 0 arbitraire; 

.3 . 22 . 

1) Il existe ~ tel que !u(t) 1 < ~ pour tout t ~ 0 e t t out 

(u
0 

, f) E B (stabilité) ; 

2) Il existe M' tel que 1) et la continuité de a· i rnpl iquent 

que la(u(t)) 1 < M' ; 

3) Il existe e: > 0 t e l que I u(t) 1 < e: implique que 

la(u(t)) 1 < 6 (continuité de a en O); 

4) Il existe -r(e: , R) tel que lu(t) 1 < e: pour tout t ~ -r( e: , R) 



et tout (u
0 

, f) E B (stabilité asymptotique) 

Alors, 

f
t -;\ (t--r) 

e 
O 

jcr(u(-r))I d-r 
0 

f
t -;\ (t--r) 

+ e 
O 

lcr(u(-r)) 1 d-r 
• -r (E,R) 

Or, 

JO

T(E,R) wÀ (t--r) 
e O 

I cr ( u (-r)) 1 d-r 

et 

f
t . 

-r(E,R) 

-;\ t 
= M' e o 

À T(E,R) 
(e

0 
-1) /À 

-À (t--r) 
e O lcr(u(-r) ) 1 d-r 

0 

-3. 23. 

par 2) 

-;\ (t--r) 
e o d-r par 3) e t 4) 

-À (t-T(E, R)) 
= 11 (1 - e O 

) / À 
0 



1-

3.24. 

Réunissant ces résultats, nous obtenons 

À T(E,R) -À
0 

(t-T(E,R)) 
1 - e 

-----+6-------} 
e O 

- 1 

= -À t À T(E,R) -À (t-T(E,R)) 
~ M E I nn I À1o {M' e o [ e o - 1 ] + 6 [ 1 - e o ]} 

n=O 

-À (t-T(E,R)) 
où 1 - e O ~ 1 

En conclusion, il existe T*(E 'R) = -r(E 'R) tel que, pour tout * . t ~ T (E , R) , 

sup IT(x , t) 1 < E 

xE[O,c] 

Démonstration de (3.8)' : 

Dérivons l'égalité (1.39) par rapport ·au temps 

D'où 



3.25. 

C 

jaT(x, t) / atl < 1 J
0 

(aG(x, t;, ; t)/at)' f (ç) dt;,I 

C 

+ la(u(t) ) f o G(x, ç; 0) n(ç) dsl 

Etudions le second membre de cette inégalité te.rrne à terme 

(1) 1 I: (8G(x ' s ; t)/at) f Cs) dç 1 

(Helder) 

Or, 

Donc 

2 -1À t = 2 -2(À -À )t 1/2 
~ {M e O 

[ À, e n ° } llf 11 
2 n=O n L 

Appliquons la règle de d 'Alembert pour étudier la. convergence de l a 



(2) 

série 

00 -2(À -À )t 
S = E ÀZ e n ° 

n=O n 

On obtient alors 

Donc, 

· -2(À -À )t n+1 o 
e 

-2(X -X )t n o 
e 

+ 0 < 1 
n+oo 

1 (aG(x , c;,; t)/at) f(t;,) dt;, 1 ~Me 
O s1I2 

llfll 2 J
e · -À t 

0 • L 

-À t 
< M e o Sl/Z R 

lcr(u(t)) I: G(x, s; 0) n(f;,) dsl 

00 

00 

3.26. 

<M t. E ln 1 n n=O 
V t ;;;:i: T (e: ' R) par (3.4)' et 3) 

où 



• 3. 27. 

00 

E lnnl < oo 
n=O 

00 ft -À (t-T) 
= 1 E nn yn(x) À e n cr(u(T)) dTI 

n=O n O 

00 ft 
~ M I E n À 

n=O n n O 

Or, 

J
t -À (t-T) 

À e n cr(u(T)) dT 
n 0 

J
t -À (t-T) 

+ À e n cr(u(T)) dT 
n T(E,R) • 

où 

-Àn(t-T(E,R) ) 
1 - e ~ 1 

Donc, 



- - - - ------ ----------,--------- ---

3 . 28 . 

00 00 -À t À T( E: ,R) 
..;;M 11 · E lnnl + M M' E .lnnl e n [en -1] 

n=O n=O 

00 00 -À t À T( E: ,R) 
..;; M 6 E 1 ~ 1 + M M' E 1 ~ 1 e o e o 

n =b n=O 

Il ex iste donc -r*( E: , R) = T ( E: , R) t e l que , pour tout t ;;;;, -r* (E: , R) , 

1 ar (x , t) / at 1 < E: 

Démonstration de (3.9)' 

Dérivons l'égalité (1.39) par rappo r t à x 

aT(x , t) / ax = J: (é3G(x , E;, ; t )/ax) f (Ô d E;, 

Nous obtenons alors 

1 aT(x, t) / é3ll:I ~ 1 J: (é3G(x , E;, ; t)/ax) f ( E;, ) _d E;, 1 

+ 1 J: cr(u ( t)) { fa (aG(x , E, ; t - t l/ ôx) n (E,) dE, } dt l . 



3.29. 

Or, 

et il existe k > 0 tel que , -pour tout n EN, 

IY~(x) 1 ..;; k Àn (A.15) 

D'où 

1 f: (aG(x, ~ ; t)/ax) f(~) d~ 1 

00 -2À t 
f { E IYJ(x) 1

2 
e n }

112 
llfll 2 

n=O L 

Nous avons étudié la convergence de la série 

00 -2(À -À )t 
S = E À

2 e n ° 
n=O n 



3.30. 

en démontrant (3.8)' . 

Donc, 

C -À t 
1f

0 
(aG(x, ~; t)/ax) f (~) d~I < k e 

O s112 
R 

~ It -À (t-T) 
= 1 [ n y'(x) e n a(u(T)) dTI 

n=O n n O • 

~ ft - À (t-T) 
~ k 1 [ À n e n a(u(T)) dTj 

n=O n n 0 

Nous pouvons appliquer ici l e même raisonnement que celui utilisé 

pour borner le troisième terme de (3.8)' . 

En conclus ion, nous pouvons i:najorer aT(x, t) / ax pour tout t ;;. T(E: , R) . □ 



ANNEXE I : 

. . .. 

PROBLÈME DE STURM - Lrouv1 LLE 
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§ 1. POS ITION DU PROBLEME 

Nous pouvons associer, à l'équation dif férentielle (0.1b) , avec les conditions 

aux l i mites (0.3) , le problème de Sturm-Liouville suivant : 

L(y) = À y (A. 1) 

où 

L(y) = -(b(x) y'(x)) ' + q(x) y(x) O<x<c 

Le comport ement asymptotique de la solution du problème (0.1) - (0.3) dépend de 

la nature du spectre et des fonctions propres de (A. 1) - (A.2) . 

Nous allons donc, dans cette annexe, citer les résultats principaux à ce sujet 
(§ 2) . 

Nous examinerons ensuite le cas parti culier où la plus petite valeur propre 

de (A. 1) - (A. 2) est nulle ( § 3) . 

Enfin, nous . étudierons le comportement des dérivées des fonctions propres du 

problème de Sturm-Liouville (§ 4). 

Faisons les hypothèses suivantes 

(1) (A.3) 



1 ' 

(2) 

(3) 

soit b , b' et b" continues et b(x) > 0 sur [ 0 , c] ; 

soit b(x) ~O sur [O,c], b(x) >O sur (O,c), b' 

èt b" existent sur [ 0 , c ] , et b et b-1 sont intégra­

bles sur [ 0 , c l 

q est continue sur [ 0 , c] (ou, plus généralement, q est 

mesurable et intégrable) e t q (x) ~ 0 sur [ 0 , c] . 

A1.2. 

(A. 4) 

(A. 5) 
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§ 2. RESULTATS PRINCIPAUX 

Théorème. 

Supposons les hypothèses (A.3) , (A .4) et (A.5) satisfaites. 

Alors, l.es valeurs propres du problème aux limites (A. 1) - (A. 2) , c'est-à-

d;ire les valeurs À telles que le problème (A. 1) - (A. 2) admette une solution 

non-nulle, sont simples [3, pp. 293- 294] , non-négatives [ 3, p. 416] , et 

l'ensèmble des valeurs propres est dénombrable sans aucun point d'accumulation 

fini [ 3 , p . 2 9 3 ] . 

En indexant ces valeurs propres de telle sorte que O < "o < À1 < À2 < ... , 
on a 

(A.6) 

où 

(b (x)) - 1 2 dx L = fo
c / 

[3, p. 415]. 

Si y est la fonction propre normalisée (i.e., foc y2 dx = 1) correspondant n • n 
à "n , alors {yn}~=O forme une base hilbettienne dans L 2 

(0 , c) [ 3, p. 293] , 

et il exi ste une constante M posit i ve telle que, pour tout n EN, 

sup · 1 y (x) 1 <; M n 0¾X¾C 
[ 3, pp. 334-335] . . (A. 7) 

De plus, si f est une fonction réelle quelconque définie sur [ 0 , c] et 

L __ -
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vérifiant les conditions aux limites (A.2), telle que f et [b f']'EL 2[0 , c ], 

alors 

f(x) 
00 

= E f y (x) 
n=O n n 

(A. 8) 

où la série converge absolument et uni f ormément [ 3, pp. 293-427] ;. de fait , 

00 

E I fnl < oo 

n=O 

Généralisation. 

Nous pouvons remplacer les conditions aux limites (A.2) par les conditions 

plus générales 

m11 y(O) + m12 y'(O) + n11 y(c) + n12 y'(c) = 0 

m21 y(O) + m22 y' (0) + n21 y(c) + n22 y' (c) = 0 

où m . . et n .. sont des constantes réelles. 
l J lJ 

Le problème de Sturm-Liouville (A.1) - (A. 9) .est auto-adjoint si 

si 

dét [ 

m11 
m, 2 l 

dét [ 

n11 n12 
= 

m21 m22 n21 h22 

(A. 9) 

et seulement 
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Si b et q satisfont aux conditions (A.4) et (A.5) , et si l'on suppose 

que les constantes mij et nij sont telles que le spectre de (A.1) - (A. 9) 
se trouve sur le demi-axe réel positif, . alors les conclusions du théorème ci­

dessus restent valables, sauf le fait que les valeurs propres ne sont plus 

nécessairement simples : elles peuvent être de multiplicité au plus 2 (en 

particulier, zéro. peut être une valeur propre double). 

Remarquons que cette généralisation est valable lorsque les conditions aux 

limites sont périodiques. 

Fonction de Green. 

Nous associons, au problème (A. 1) - (A. 2) , la fonction de Green [ 3, p. 355] 

définie par 

pour O..;;; x..;;; ~ 

(A. 10) 

pour ~..;;; x..;;; c 

où u1 et u2 sont deux solutions l inéairement indépendantes de l'équation 
homogène 

(b(x) y'(x))' - q(x y(x) = 0 

satisfaisant aux conditions aux limites 
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et où K est illle constante égale au pr oduit de b(s) par le wronskien 

Propri étés de la fonction de Green (A .10) [ 12, p. 128] 

(1) Elle satisfait l'équation 

d d 
dx (b (x) dx G (x , s) ) - q (x) G (x , s) = 0 

pour x E [ 0 , c ] et x -:f E;, . 

(2) Elle est continue en x = s , c'est-à-dire 

Gu: + o , s) ·= G c s - o , s) 

(3) Elle satisfait aux conditions aux limites 

d d1 G (0 , s) . + d2 dx G (0 , s) = 0 

d . d3 G(c , s) + d4 dx G(c , s) =. O 

(4) Elle est dérivable partout sauf en x = s , et le saut vaut 

d • d 1 
<lx . G c s + o , s) - dx G c s - o , s) = - b c s) (A.11) 

(5) Elle est symétrique : 

G(x, s) = G(s , x) 
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§ 3. CAS OU LA PLUS PETITE VALE UR PROPRE EST NULLE 

Dans l'étude du problème de Sturm-Liouville (A.1) - (A.2) , il est important 

de savoir si zéro est ou non valeur pr opre. 

Si, 

soit q t. 0 sur [O ,c] , soit jd1 j + jd3 j > 0 (A. 12) 

alors la plus petite valeur propre À
0 

est strictement .positive. 

Par contre, si 

q = 0 sur [ 0 , c] et d
1 

= d
3 

= 0 (A. 13) 

alors À
0 

= 0 est la plus petite val eur propre du problème (A.1) - (A. 2) . 

Dans ce cas, la fonction propre normalisée correspondant à À
0 

est 

y (x) = c-112 (A.1 4) 
0 

Pour démontrer ce résultat, servons-nous de l'énoncé du problème (A.1) - (A. 2) 

L(y) = À y = 0 = -(b(x) y'(x))' 
0 0 0 0 . 

Ceci implique l'existence d'une constante k telle que 

b(x) y~(x) = k 



1 

Les conditions aux limites sont 

d y' (c) = 0 _4 0 

Or, i<l11 + jd2j > 0 et jd3 j + jd41 > O et donc d2 et d4 sont des 

constantes .non-nulles à cause de (A. 13b) . 

Nous savons donc que 

y~(O) = O et y' (c) = 0 
0 

ce qui signifie que la constante k est nulle. 

_Ot, par (A.4) , b(x) > 0 sur (0, c) 

Donc, 

y'(x)=O 
0 

, c'est-à-dire 

où 1 est une constante. 

Puisque y
0 

est normalisée, nous avons, par définition, 

J
e 2 Je 2 2 1 = y (x) dx = 1 dx = 1 C 

0 ° 0 

et donc 

-1/2 1 = C . 

ce qui prouve (A.14) . □ 

A1.8. 
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§ 4. COMPORTEMENT DES DERIVEES DES FONCTIONS PROPRES 

Théorème. 

La .dérivée d'une fonction propre .est majorée par le produit d'une constante 

et de la valeur propre associée à cett e fonction propre, c'est-à-dire il 

existe une constante k > 0 telle que , pour tout n EN , 

(A. 15) 

Démonstration. 

En effet, d'après [ 4, p. 360] , la solution du problème (A.1) - (A.2) vérifie 

y (x) = -À fc G(x , ~) yn(~) d~ n n 
0 

Nous allons décomposer cette égalité en une somme de deux intégrales, l'une de 

0 à x et l'autre de x à c . 

Nous dérivons alors chaque membre de ·l'égalité en vertu de (A. 11) et nous 

obtenons 
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La fonction lx G(x , ~) est bornée par (A.11) . 

Nous obtenons ~lors l'existence d'une constante l' > 0 telle que, pour tout 

(~ , x) E [ 0 , c] x [ 0 , c] , nous avons 

Nous aboutissons donc à la majoration 

où M est défini en (A.7) . 

Si nous posons 

k = c K' M 

nous obtenons bien la majoration souhaitée (A.15) . □ 



) 

ANNEXE II : 

SOLUTION DE L'EQUATION DE LA CHALEUR 
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Considérons l'équation non-homogène 

(B. 1) 

où (x , t) E ] 0 , c [ X:] 0 , +00 [ , sot.nnise à la condition initiale 

T(x , 0) ::; f(x) Ü <X< C (B. 2) 

et aux conditions limites 

t>O (B. 3) 

où b , q , n. et f sont des fonctions réelles définies sur [ 0 , c] , cp 

est une fonction réelle de classe c1 sur R+ • et bornée et d. , 1 ¾ i ¾ 4 
1 

sont des constantes telles que 

Etudions la solution de ce problème da s le théorème suivant 

Théorème. 

Supposons que les fonctillils n. et f vérifient la condition (1 .2) . 

Définissons 
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T(x , t) = J: G(x , E, ; t) f(E, ) dE, 

+ f: J: G(x, E,; t - ,) n(E.) $(,) dE, d, , (B.4) 

où • (x , t) e [ 0 , c] x [ 0 , +oo [ , avec l a fonction de Green 

(B. 5) 

où (x, ç, ; t) E [O, c12 x[O, +00
[ , yn (x) et Àn étant les fonctions et 

valeurs propres du problèire de Stunn-1.iouville (A.1) - (A. 2) et fn et nn 

les coefficients · de Fourier de f et n_ . dans le système orthononné (y n) n ElN 

Alors, 

(1) T(x, t) , Tt(x, t) et Txx(x, t) sont des fonctions continues en 

x et en t s UT [ 0 , c ] x ] , +oo [ ; 

(2) T(x, t) vérifie l'équation (B.1) ainsi que les conditions aux 

limites (B.3) et la condition initiale (B.2) ; 

(3) T(x,t) estcontinueen (x,t) sur [O,c]x[0,+00 [, 

Démonstration. 

Avant de corrmencer la preuve de ce théorème, rappelons quelques résultats dont 

nous aurons besoin. 
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(1) Par (A. 7) , nous s avons qu ' il existe une constante K •indépendante 

de n telle que 

(i.e., 

sup IYn(x)I ~ K 
xE[O,c] 

xE [O,c] 

(2) Par (A.8) et (1.2) , nous avons 

00 

z: 1 fn 1 < 00 

n=O 
et 

n=0,1, ... 

n=0,1, ... ) . 

00 

c'est-à-dire qu'il existe eux constantes pos i tives indépendantes de 

n telles que 

n=0,1, ... 

(3) Puisque ~(t) est bornée, i l existe une constante K
0 

> 0 telle que 

~K 
0 

Etudi ons maintenant la fonction de Green 

00 

Nous avons 

-À t n 

t ~ O 



·-À t n o e 

t étant lll1 point arbitraire strictement positif. 
0 

t ~ t 
0 

Utilisons le critère de d'Alembert pour étudier la convergence de la série 

Nous obtenons alors 

00 

L 
n=O 

-). t 
e n o 

- [(2n~1)TI 2/L 2+0(1)] t
0 = e + 0 

par (A. 6) 

quand n + 00 

A2.4. 

Cette séri e numérique est donc convergente et, par le critère de Weierstrass, 

on en déduit que la série 

00 -À t 
E Yn(x) Yn(;) e n 

n=O 

converge uniformément et absolument sur • [ 0 , c 12 x [ t , +oo [ avec t > 0 . 
0 0 

Par le théorème de continuité des séries, la fonction G(x,;; t) est donc 
2 continue sur [ 0 , c ] x [ t

0 
, +oo [ 
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Puisque t est un nombre strictement positif arbitraire, G(x, l; ; t) est, 
0 . 

en fait, continue sur [ 0, c 12 x] 0, +00 [ 

Appliquons le théorème d'intégration des séries pour réécrire T(x, t) sous 

une nouvelle forme : 

00 -À t 
= E f y (x) e n 

n=O n n 

f
t fc . 
0 0 

G(x, l; ; t - -r) n(l;) cr (u (T)) dl; d-r 

00 

E n y (x) 
n=O n n 

-À (t-T) 
e n 

car f es t continue 

par (A.8) 

L'avant-dernière égalité résulte du f ait que n est dérivable et donc continue . 
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La série 

vérifie le théorème de Borel-Cantelli. 

En effet, chaque terme de cette somme est intégrable par rapport à T dans 

[ o., t] quel que soit x dans [ 0 , c] et la série 

est absolument et unifonnément convergente 

oo Je 
2:: IYn(x) 

n=O 0 
nn 

-À (t-T) 
e n <P ( T) 1 dT 

00 I; e 
-À (t-T) 

2:: lYn(x)I lnnl 
n 

l<P(T) 1 dT = 
n=O 

00 -À t 
<K M K 

. n 
2:: (1 - e )/À 

0 n=O n 

00 

~K M Ko 2:: 1 / Àn 
n=O 

< 00 par (A. 6) 

Par conséquent, la série 
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est absolument convergente et intégrable 

Finalement, nous pouvons écrire T(x , t) sous la fonne : 

T(x , t) = + E n y (x) 
n=O n n Jot' 

avec x E [ 0 , c ] et t > 0 

Posons 

00 -À t 
TH(x , t) = E fn yn(x) e n 

n=O 
(B. 6) 

00 

J
t -À (t-T) 

T1 (x, t) = E nn Yn(x) i n ~(T) dT 
n=O · 0 

(B. 7) 

Etudions maintenant les différents points du théorèrre 

(1) T(x , t) est continue 

Cornne nous venons de lev 1r , les séries (B.6) et (B,7) sont 

uniformément convergentes pour x E [ 0 , c ] et t > 0 ; de plus, 

elles sont formées de termes continus en x et t . 



(2) 
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Par conséquent, T(x, t) qui est la somme de ces deux séries, est 

continue sur [ 0 , c] x] 0 , +oo [ 

En outre, T(x, t) peut se prolonger continûment en t = 0 , de 

sorte que 

00 

= f(x) par (A,8) 

La dernière assertion du théorème est donc vérifiée. 

Dérivation par rapport à . t 

~r2~1~~~-~2~r __ !Hi~-L!l : 

Considérons la série formée des dérivées par rapport à t des termes 

de TH(x , t) 

Nous avons 

->.. t 
1-Àn fn Yn(x) e n 1 ~ K M1 

À e n 

-À t n 

-À t no 

t
0 

étant un nombre arbitraire strictement positif. 

Par le critère de d'Alembert , montrons que la série 

t ;;;i, t 
0 



00 -À t 
n o 

L Àn e 
n=O 

converge : 

-À +1 t e n o 
---=--- = 

-À t no e 

(n+1 ) 2 n2 /L2 +0(1) 

n
2

n
2
/L2 +0(1) 

+O 

Par le critère de Weiestrass, la série 

00 

- L 
n=O 

À f y (x) e 
n n n 

- À t n 

A2.9. 

-((2n+1)n 2/L2+0 ( 1)1 t
0 e 

quand n + 00 

est donc unifonnément convergente sur [ 0, c 1 X[ t
0

, +oo[ 

Par le problème de dérivation , on en déduit que TH(x , t) est dérivable 

par rappor.t à t sur [ 0 , c ] x[ t
0 

, +00 [ , 

Puisque t
0 

> 0 est arbitrai re, la dérivée de TH(x, t) existe en 

fait sur [ Ü , C ] X] Ü , +oo [ et vaut 

En outre, par le théorème de continuité des séries, cette dérivée 

aTH(x, t) / at est continue sur [0, c] X]O, +00 [ 

~IQ~!~~~-~2Yr __ I1f~~-!l 
Dérivons tenne à tenue T1 (x , t) et étudions la série ainsi obtenue 
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Considérons d'abord la premièr série 

par (A. 8) 

La série en question est donc uniformément convergente pour x E [ 0 , c] 

e t t;;;,, 0 . 

Et udions maintenant la deuxième série 

f
t -À (t -T) 

1-À n Yn(x) e n ~(-r) d-r n n 0 

~ K Ko ln 1 n 

Par (A.8) et le critère de Weies trass, cette deuxième série est 

aussi uniformément convergent e sur [ 0 , c] x [ 0 , +oo [ • 

Par le théorème ·de dérivation des séries, nous avons donc 

00 

- E À n y {x) 
n=O n n n 

avec (x , t) E [ 0 , c] x [ 0 , +oo [ • 

fo
t -À (t- -r ) 

e n 

En outre, aTI(x, t) / at es t" continue sur [O, c] x[O, +oo[ • 

Finalement, nous avons donc que T(x , t) est continûment dérivable 





(3) 
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par rapport à t sur [ 0 , c] x] 0 , +oo [ • 

Dérivation par rapport à x 

~!Q12~~~~-2QY! __ TH..(~_,_!l : 

Considérons la série obtenue en dérivant chaque terme de TH(x , t) 

par rapport à x 

00 

E 
n=O 

-À t n f y' (x) e • n n 

Par (A.15) , nous avons la r elation suivante 

XE [0,c] n = O, 1 

de sorte que 

00 -À t 
E If y' (x) e n 1 < K1 Ml 

n=O n n 

00 

E 
n=O 

Àn e 
-À t n 

OO -À t 
E Àn e no 

n=O 

, ... 

t ;;;i, t > 0 . 
0 

Nous avons déjà montré la convergence de cette série nt.nnérique. 

Par conséquent, TH(x , t) admet une dérivée continue par rapport à 

X Sur [ Ü , C ] X] Ü , +00 [ , e t 

00 

aTH(x , t) / ax = E 
n=O 

~!Q~!~~-2<2~r __ Tri~_,_!l 
Soit 

f y' (x) e n n 

-À t n 
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la série composée des dérivées par rapport à x des termes T 1 (x , t) . 

Nous avons alors 

00 

f
t -).. (t--r) 

L Inn y~(x) e n <j>(-r) d-r 1 
n=O 0 

00 

J
t -À (t--r) 

~ K1 K L À lnnl e n d-r par (A. 15) • 0 
n=O n 0 

00 -À t 
= K1 K L À lnnl (1 - e n ) / À 

0 n=O n n 

00 

< 00 par (A.8) 

c'est-à-dire que la série 

00 It -À (t--r) 
1 n y'(x) e n <j>(-r) d-r 

n=O n n 0 

est uniformément convergent e sur [ 0 , c ] x [ 0 , +oo [ • 

T1 (x , t) admet donc une dérivée continue par rapport à x sur 

[ 0 , C ] X [ Ü , -too [ et 

00 It -À (t--r) 
aT1 (x,t)/ax = 1 n y ' (x) en <j>(-r) d-r 

n=O n n 0 

Par conséquent, T(x, t) est • continûment dérivable par rapport à x 



(4) 
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SUT [ Ü , C] X] Ü , +oo [ . 

Double dérivation par rapport à x : 

Considérons la série obtenue en dérivant par rapport à x chaque 

t erme de 

00 

I: 
n=O 

-;,\ t 
f y"(x) e n n n 

Cependant , 

Liouville 
yn(x) est une fonction propre du problème de Sturm­

(A.1) , de sorte que 

y"(x) = n 

b' (x) (Àn - q(x)) 
-- y' (x) - ----yn(x) 
b(x) n b (x) 

Par conséquent, 

00 

I: f y"(x) 
n=O n n 

-).. t 
e n = 

b 1 (x) 

b(x) 

00 

1 00 

I: 
b(x) . n=O 

q(x) 00 

+-- I: 
b(x) n=O 

n=0,1, ... 

-À. t 
n 

-À t 
À f y (x) e n 
n n n 

-À. t 
f e n 

Yn(x) n 

et la convergence uniforme de la série étudiée, par ce qui précède, 

est assurée sur [ 0, c] x ] 0 , +oo[ . 

TH(x , t) est donc deux fois continûment dérivable par rapport à x 

SUT [ Ü , C ] X] Ü , +00 [ et 



2 2 = -À t 
a TH(x , t) / ax = E f y"(x) e n • 

n=O n n 

AZ.14. 

De la même façon, nous obtenons que TI (x , t) admet une dérivée 

seconde continue par rapport à x sur [ 0 , c] x] 0 , -+<x> [ : 

= E n y" (x) 
n=O n n f

t -À (t-T) 
e n ~(-r) d-r 

0 

Nous avons donc teminé la preuve du premier point . 

Vérifions que la fonction T(x , t) donnée par (B .4) - (B . 5) satisfait bien 

l'équation (B . 1) 

= -À t = ft -À (t--r) 
= b (x) { E f y" (x) e n + E n y" (x) e n H-r) d-r } 

n=O n n n=O n n 0 

-À t 
+ b ' (x) { E fn y~(x) e n 

n=O • 

= ft -À (t-T) 
+ E n y' (x) e n ~(-r) d-r} 

n==O n n 0 

-À t 
- q(x) { E f y (x) e n 

n=O n n 

= ft -À (t-T) 
+ E n y (x) e n ~(-r) d-r} 

n=O n n 0 
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00 -À t 
Z: {b(x) y" (x) + b' (x) y;(x) -q(x) yn(x)} fn e 

n 
= 

n=0 n 

00 

+ Z: {b (x) y"(x) + b' (x) y ' (x) 
. n=0 n n 

f
t -À. (t--r) 

q(x) y (x)} n e n $(-r ) d-r n n 0 
par (A. 1) 

00 -À t 00 

f
t -À. (t--r) 

= - Z: À f y (x) e Z: Àn nn y n (x) e n $(-r ) d-r 
n n n n=0 n=0 0 

00 

= aTH(x , t) / at + ar1 (x , t) / at - z: n y (x) $(t) 
n=0 n n 

La fonction T(x, t) est donc une solttion de l'équation (B.1) . Vérifie-t-elle 

aussi les conditions auxiliaires? 

Nous avons déjà montré que la condition initiale (B.2) était bien satisfaite; 

voyons mai ntenant le cas des conditions aux limites. 

Les fonctions propres y n (x) satisfont les conditions aux limites (A . 2) , de 

sorte que 

00 -À t 00 ft -À (t-T) 
= d1 { Z: f y (0) e n + Z: ~ y n (0) 0 e n $(-r) d-r } + 

n=0 n n n=0 



AZ .16. 

oo Jt -À (t-T) 
+ r n y'(O) e n ~(T) dT} 

n=O n n 0 

00 

{dl yn(O) 

= 0 

et, de la même manière, 

d3 T ( c , t) + d 4 T x ( c , t) = 0 

c'est-à-dire que T(x, t) est bien une solution .du problème (B.1) - (B.3) 

Ceci tennine donc la preuve de ce théorème.□ 
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