
Institutional Repository - Research Portal
Dépôt Institutionnel - Portail de la Recherche

THESIS / THÈSE

Author(s) - Auteur(s) :

Supervisor - Co-Supervisor / Promoteur - Co-Promoteur :

Publication date - Date de publication :

Permanent link - Permalien :

Rights / License - Licence de droit d’auteur :

Bibliothèque Universitaire Moretus Plantin

researchportal.unamur.beUniversity of Namur

MASTER EN SCIENCES MATHÉMATIQUES

Étude d'un système intégro-différentiel de la dynamique des réacteurs

Dohet, Christine; Moreau, Pierre

Award date:
1977

Awarding institution:
Universite de Namur

Link to publication

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

            • Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
            • You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
            • You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal ?
Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 29. Apr. 2024

https://researchportal.unamur.be/fr/studentTheses/e7ce3e83-9ac2-4374-bf79-540b10b9a0ba


~-----c- ,----------,--------------

PROMOTEUR : 

D. WEXLER . 

FACULTES UNIVERSITAIRES NOTRE-DAME DE LA PAIX 

NAMUR 

ANNEE ACADEMIQUE : 1976 - 1977 

ETUDE D'UN SYSTEME I NTEGRO-

D I FFERENTI EL DE LA DYNAMIQUE 

DES REACTEURS 

MEMO IRE PRESENTE POUR L'OBTENTION DU GRADE 

DE LICENCIE EN SCIENCES MATHEMATIQUES 

PAR 

CHRISTINE DOHET 

P !ERRE MOREAU 



Nous tenons à remercier D. Wexler 
pour l'aide qu'il nous a apportée tout 
au l ong du mémoire, principalement lors 
de l a réalisation du chapitre I. 

Nous signalons que ce travail a été 
fa i t en commun : la rédaction du chapitre 
I et de la seconde annexe est due à C. 
Dohet et celle des chapitres II et III et 
del 'annexe 1, à P. Moreau . 



INTRODUC TION 

Nous considérons le système intégra-di fférentiel : 

u' (t) = - f~ a (x) T(x,t) dx 

sa tisfaisant aux conditions aux limites 

a1 T(0,t) + a2 Tx(0,t) = 0 

b1 T(c,t) + b2 Tx(c,t) = 0 

et aux condi t ions initiales 

T(x,0) = f(x) 

t > 0 , 0 < X < C 
(0.1) 

(0.2) 

(0.3) 

(0.4) 

Dans (0.1)-(0.4), a , b , q , n , f sont des fonctions à valeur réelle 
définies sur [0,c]; u0 , c , a1 , a2 , b1 , b2 sont des réels, u

0 
étant 

arbitraire, c strictement positif, 

et 

Nous remarquons que (0.1) peut être considéré comme une équation de diffusion 
soumise à un certain contrôle d'un système dynamique. 

Le système (0.1) représente une description mathématique d'un modèle 
dynamique l i néaire apparaissant dans les réacteurs nucléaires unidimensionnels 
en milieu continu. Un tel réacteur est alors considéré comme une barre finie de 
l ongueu r c . 

Da ns ce cas, les divers paramètres i ntervenant dans ce problème ont 1 'inter-
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prétation physique suivante [ 6,9] 

t 

X 

u(t) 

T(x,t) 

-a(x)-< 0 

n(x) ~ O 

b(x) > 0 

q(x) ~ 0 

- temps 

- position dans le réacteur 

logarithme de la puissance totale du réacteur 

( u(t) = 0 à l 1 équilibre); 

- écart de température par rapport à la température 
d 1 équilibre ( T(x,t) = 0 à l'équilibre); 

- quotient du coefficient de réactivité défini par 
rapport à la température sur le temps de vie moyen 
des neutrons; 

élément de l a puissance générée en x 

- coefficient de conductivité thermique en x 

- coefficient de radiation thermique en x 

En ce qui concerne les conditions aux limites (0.2), elles reflètent 
certaines situations physiques importantes 

le cas a2 = b2 = 0 correspond au problème physique dans lequel 
les extrémités de la barre sont maintenues à 

température constante; 

le cas a1 = b1 = 0 correspond au problème physique dans lequel 
les extrémités de la barre sont isolées. 

La prem,ere approche mathématique du problème des réacteurs nucléaires a 
été effectuée par J.J. Levin et J.A. Nohel [ 9] . Par la suite, de nombreuses 
recherches ont été entreprises pour améliorer les résultats dans le cas linéaire 
[1, 8 p. 224] et pour étudier l'extensi on au problème non linéaire suivant: 

u'(t) = - f~ a(x) T(x,t) dx 

où u(t) , T(x,t) vérifient (0.2), (0 .3) et (0.4) et où cr est une fonction 
réelle non linéaire. Nous citons, entre autres, [ 2,6, 10] . 
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Ce mémoire traite le cas linéaire développé à partir d'un article de 
Bronikowski [ 1 J . Signalons que les hypothèses sur n II n est localement 
holdérienne et de carré intégrable sur (0,c) 11 ont été remplacées par la 
condition plus simple de continuité sur le compact [0,c] 
l'hypothèse n E L2(ü,c) est suffisante (chapitre I). 

Dans certains cas, 

Précisons maintenant les conditions imposées aux paramètres du problème 

(0.1)-(0.4) 

2 a , f E L (0 ,c) 

f E C(O,c) 

17 E C ([ 0 ,c 1) 

b , b I E C (J O , c ] ) 

b(x) > 0 

q(x) ;;;i, O 

quel que soit x dans [O,c] 

quel que soit x dans [0,c] 

a1 , a2 , b1 , b2 sont des constantes 

a1.a2 ~ 0 et !a1! + !a2! > 0 

b1.b2 ;;;i, o et lb1! + lb2 1 > o 

u
0 

est une constante arbitraire 

c est une constante strictement positive. 

HYPOTHESE ADDITIONNELLE. 

q(x) 1- 0 sur [ Ü, C] ou 

(0.5) 

(0.6) 

(0 . 7) 

(0.8) 

(0 .9) 

(0.10) 

( 0. lla) 

(O.llb) 

(0.12) 

(0.12) nous assure que la plus petite va l eur propre du problème de Sturm-Liou

ville associé à 1 'équation aux dérivées partielles est strictement positive 
(annexe 1). 

Le contenu des trois chapitres du mémoire est le suivant : 

Dans le chapitre I, nous établissons un théorème d'existence et d'unicité 
des solutions pour le problème (0.1)-(0. 4). Un point important de la démonstration 
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est la propriété del 'opérateur fx [ b(x) fx1 d'être fermé. La composante u 

de la solution [ u,T] du problème (0.1)-(0.4) est obtenue comme solution d'une 
équation intégrale de Volterra et T s'exprime alors par 1 'intermédiaire de u , 
n , des données initiales et de la fonction de Green associée. 

Lecomportementasymptotiquedelasolution (u,T) du problème (0.1)-(0.4) 
est exprimé dans le chapitre II. Les démonstrations sont basées sur .les trans
formées de Laplace. 

Dans le chapitre III, nous donnons un résultat concernant la dépendance des 
solutions par rapport aux petites variations des conditions initiales et des 
paramètres. 

REMARQUES. 

Si (0.12) n'est pas vérifiée, c'est-à-dire si 

q(x) = 0 sur [ 0 ,c] et (0.13) 

alors la plus petite valeur propre du problème de Sturm-Liouville est nulle; ce 
cas est esqu i ssé dans 1 'annexe 2. 

L'espace des classes de fonctions de carré sommable sur (0,c) est noté 
L2(0,c) et sa norme li• 112 ; {A,·) et (B,·) désignent respectivement une 
référence del 'annexe 1 ou de 1 'annexe 2. 



CHAPITRE I 

EXISTENCE ET UNICITÉ D'UNE SOLUTION D'UN 

SYSTÈME lNTÉGRO-DIFFÉRE TIEL UNIDIMENSIONNEL 

ENONCE DU THEOREME. 

Supposons que : 

a, f E L2(0,c) 

fEC(O,c) 

nEC([O,c]) 

(0.12) est vérifié , 

alors (0.1) admet une solution unique (u ,T) qui satisfait aux conditions 
initiales (0.3) et (0.4) et aux conditi ons aux limites (0.2) . 

LEMME 1. 

Si nous considérons l'équation de Volterra pour t ~ O 

où 

et 
~ -1 À t 

K2(t) = ~ an nn Àn (e- n -1) 
n=l 

(0.5) 

(0 . 6) 

(0.7) 

( 1. 2) 

( 1.3) 

alors l ' équation (1.1) admet une soluti on unique, continûment dérivable sur R+ . 
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DEMONSTRATION. 

Nous allons d'abord étudier la convergence des séries (1.2) et (1.3) ainsi 
que celle de leurs dérivées. 

( 1. 4) 

( 1. 5) 

où N f n sont les coefficients de Fourier développés dans la base hilber-""'n ' n ' n 
tienne respectivement des fonctions a , f , n 

Par l'inégalité de Schwartz et (0.5), les séries 
absolument convergentes. 

00 

I: k. n=l , n (i = 1, 2) sont 

De même, les séries 00 -1 
I: k. Àn n=l , n ( i = 1, 2) restent absolument convergentes 

car les valeurs propres forment une suite strictement positive et croissante 
(voir annexe 1). 

Par conséquent, les séries Ki(t) convergent absolument et sont bornées 
quel que soit t > O En effet 

00 

1 I: Ki(t)I 
n=l 

Considérons les séries dérivées 
00 -À t 

Ki(t)=- n~l kin e n , chaque terme de 

la série initiale admettant une dérivée continue et la série dérivée correspon
dante convergeant uniformément, nous pouvons en conclure que, pour i = 1, 2 , 
les séries dérivées Ki(t) convergent uniformément et sont bornées quel que soit 
t ~ 0 . 

Ceci nous permet d'affirmer que Ki(t) E c1ro,00
[. 

Ensui te, nous allons montrer l'existence et l'unicité de la solution de 
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l 1 équation de Volterra (1.1) par la méthode des contractions. 

Considérons E1 l'espace des fonctions continues sur [0,T] où T est à 
déterminer. E1 est un espace de Banach muni de la norme sup. 

ll<PIIE = sup l<P(t)I 
1 tE[O,T] 

quel que soit <P dans E1 . 

Définissons l'opérateur U1 par 

tel que : 

quel que soit t dans [0,T]. 

Pour toutes les fonctions <P , ~ E E1 , nous avons les inégalités suivantes 

.;;;; N T Il <P - ~ IIE 
1 

où 

Cette i négalité étant vérifiée quel que soit t dans [0,T] , nous en 
déduisons que : 

A présent, nous pouvons choisir une valeur pour T et nous la prenons égale à 

N/2 . u1 est donc une contraction de rapport strictement inférieur à 1 . 
Nous en déduisons l'existence et l'unicité d'une solution continue sur [0,T] . 

Il nous reste à prolonger cette solution sur [0,00 [ • 

Sur [0,2T] , nous étudions la solution de (1.1) dont nous connaissons déjà 
la solution unique sur [0,T]: 
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Posons : 

Considérons E2 l'espace des fonctions continues sur [ T,2T] et définissons 
l'opérateur u2 par 

tel que 

U2 E2 + E2 

cp + U2cp 

quel que soit t dans [ T ,2T] 

Pour toutes les fonctions cp , 1jJ E E2 , nous avons les inégalités suivantes 

~ N T Il cf> - 1jJ IIE 
2 

Cette inégalité étant vérifiée quel que soit t dans [ T,2T] , nous en 
déduisons que : 

L'opérateur u2 étant une contraction de rapport strictement inférieur à 1 , 
nous avons, de même, l'existence et l'unicité d'une solution continue sur [ T,2T] 

En itérant ce procédé sur les intervalles de la forme [ nT,{n+l)T] où 
n E ~ , nous avons défini la solution unique et continue sur tout intervalle de 
la forme [0,nT] où n E ~ et est arb i traire. 

L'existence et l'unicité d'une solution pour l'équation de Volterra (1.1) 
est aussi prouvée sur lR+ . 

Enfin, nous allons montrer la dérivabilité de la solution u(t) + sur lR 
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ainsi que la continuité de cette dérivée. 

u(T) étant continue sur [0,t] et K2(t) E C1(:R+), l'intégrant de (1.1) 
est continu et continûment dérivable par rapport à t . En outre, comme 
K1(t) E c1(R+) , nous en déduisons que u(t) est continûment dérivable sur R+ 

et que sa dérivée vaut: 

quel que soit t dans [0,=[ 

LEMME 2. 

( 1.6) 

C.Q.F.D. 

Considérons, pour t > 0 et x dans [0,c], 1 'équation non homogène : 

(1.7a) 

avec les conditions aux limites (0.2) et la condition initiale (0.4) où nous supposons: 

(1.8) 

les fonctions f et n vérifient les hypothèses du problème de même que les 
constantes a1 , a2 , b1 , b2 

Alors, 1 'équation (1.7a) admet une solution T(x,t) de la forme suivante 

où G(x,~,t) est définie en (1.9). 

Remarques : 

1) Nous appelons solution de (1.7a) une fonction réelle T(x,t) définie sur 
[ 0,c] x IR~ de classe c1 et dont la dérivée seconde par rapport à x est 
continue sur [ 0,c] x[ t

0
,+=[ où t 0 > 0 , satisfaisant aux conditions aux 

limites (0.2), de même que à 1 'équation (1.7a) et à la condition initiale au 
sens de L2 : 

Il T( ·, t) - f{ •) 11
2 

+ 0 quand t + 0 

2) Nous définissons la fonction de Green associée au problème par 

( 1. 9) 



pour ( X ' ç ' t) E [ 0 'C ] 
2 

X ] 0 '+ 00 
[ • 

Quel que soit t 0 fixé, t 0 > 0 , cette série converge absolument et unifor-
mément sur [ 0,c 12 x[ t 0 ,+ 00 [ • Par conséquent, la fonction de Green est 
continue sur [ 0,c]2 x[ t

0
,+ 00 [. 

DEMONSTRATION. 

Nous al lons chercher une solution de 1 'équation (1.7a) sous la forme 

(1.10) 

où TH(x,t) est une solution de 1 'équat i on homogène 

( 1. 7b) 

soumise à l a condition initiale (0.4) et aux conditions aux l imites (0.2). 

T1(x,t ) est une solution de l'équa t ion non homogène (1.7a) soumise à la 
condition i nitiale 

T1(·,t) ~ 0 au sens de L2 lorsque t ~ O (0.4b) 

quel que so i t x dans [0,c] et aux conditions aux limites (0 . 2) . 

Première par tie 

Posons 

nous allons démontrer que, premièrement , TH(x,t) est bien définie et continue 
sur [0,c] x[t0 ,+ 00 [ où t 0 >0 

deuxièmement , TH(x,t) est une solution de (1 .7b) 
vérifiant les conditions aux limites (0 .2 ) et la condition initiale (0:4). 

De la continuité de la fonction de Green sur [ 0,c J2 x[t
0

,+ 00
[ , t

0 
> 0 et 

de (0.5), nous déduisons l'existence de cette intégrale. Nous allons en modifier 
légèrement l a forme pour arriver à 1 'expression 

En effet, considérons la somme part ielle 



Pour x et t fixés, SN est intégrable sur [0,c] et converge presque 
partout vers G(x,ç,t) f(ç) quand N t end vers l'infini. 

D'autre part, l'inégalité suivante étant vérifiée : 

JSN(x,ç,t)J est majorée par une fonction intégrable sur [0,c] 

Les hypothèses du théorème de la convergence dominée de Lebesgue étant 
satisfaites par SN , nous avons le résultat recherché. 

Par conséquent 

00 

E 
n=l 

-À t f y (x) e n n n 

quels que soient x dans [0,c] et t E [t0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 

1. 7. 

(1.11) 

Remarq uons, en outre que TH(x,t) est continue car la série converge unifor-
mément quel que soit (x,t) E [0,c]x[t0 ,+ 00

[ où t
0 

> 0. 

Nous allons maintenant prouver que TH(x,t) défini en (1.11) est une 
solution de (1.7b). Effectuons formell ement le calcul des dérivées et ensuite 
viennent les justifications . . 

aTH 00 - À t (x,t) = - E Àn f n y n ( x) e n 
at n=l 

aTH 00 -À t (X, t) = E f y' ( x) e n 
ax n=l n n 

a2r 00 -À t H ----=-z ( X , t ) = E f y 11 (x) e n 
ax n=l n n 

1) Dérivati on_ear_raeeort_à __ t __ : 

- La dér ivée du terme général est continue pour x E [0,c] et t E nt 
0 
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- La série dérivée converge uniformément quels que soient x dans [0,c] et 
t dans [ t 0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 . 

En effet : 

où IY (x) 1 ~ M n (A .4.) 

quel s que soient x dans [0,c] et n dans :N
0 

etoù nous choisissons F tel que: 

(0.5) 

quel que soit n dans ~
0

. 

- À t Majorons le terme général Àn fn Yn(x ) e n par le terme général 
À MF e-Ànto d'une série absolument convergente (critère de d'Alembert et n 
(A.3) ). 

Par l'application du critère de Weiers trass [ 11, p. 19], la convergence 
uniforme de la série dérivée est évidente quels que soient x dans [0,c] et 
t dans [ t 0 , + 00 [ • 

aTH 
De plus at est continue sur [ O,c] x[ t 0 ,+ 00

[. 

2) Dérivati on_ear_raeeort_à __ x __ : 

Nous étudions la convergence de la sér ie 

Par l ' annexe 1, nous savons que les dérivées des fonctions propres sont 
majorées 

Si nous appliquons cette majoration à la série, nous obtenons 

(A.7) 

ce qui nous per.metde revenir au cas examiné lors de la dérivée première par 



rapport à t . 
âTH 

De plus, ax est continue sur [ 0, c J X[ to,+ 00 [ OÙ to > 0 

3) Double_dérivation_ear_raeeort_à __ x __ : 

Considérons l'équation différentielle 

Par (0.9), l'égalité ci-dessus est équ ivalente à 

y"(x) = _ b' (x) y' (x) _ U\n - q(x)) Y (x) 
n b (X) n b'( X) n 

sur [0,c] 

1.9. 

Par ce qui précède, la convergence uniforme de la série des dérivées secondes 
est assurée pour t dans [ t 0 ,+ 00 [ 

Nous en déduisons la continuité de 
t 0 > O . 

, t 0 > 0 et x dans [0,c] . 

a2TH 
~ pour (x,t) E [ 0,C] X[ t O ,+ 00 [ OÙ 
ax 

Pour terminer cette partie de la démonstration, il nous reste à montrer que 
TH(x,t ) vérifie (1.7b) et satisfait aux conditions aux limites (0.2) et à la 
conditi on i nitiale (0.4). 

Rempl açons TH{x,t) par l'expression définie en (1.11) dans (1.7b) pour 
arriver à une identité : 

Cette égal ité est bien vérifiée car, les Yn(x) étant les fonctions propres de 
l 'opérateur de Sturm-Liouville correspondant aux valeurs propres Àn (voir 
annexe 1), la série suivante est nulle : 

D'autre part, les fonctions propres satisfaisant aux conditions aux limites 
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(A.2), TH(x,t) vérifie (0.2). 

Enfin, nous voyons que TH(x,t) sa t isfait à la condition initiale au sens 
de L2 . En effet, les séries TH(x,t) et f(x) convergeant dans L2 quels 
que soient x dans [ 0 ,c J et t dans [ t 0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 , leur différence 
est convergente dans L2 Par conséquent, la norme au sens de L2 est majorée 
de la façon suivante 

2 00 t2 [ e- Ànt_ 112 11 TH( • , t) - f ( • ) 112 = E = 
n=l n 

N t2 [l-e-Ànt 12+; f2 [ 1 - e -Àn t 12 ~ = E 
n=l n n n=N 

N t2 [ 1 - e -Àn t 12 + ; f2 ~ E 
n=l n n n=N 

Pour N assez grand, la seconde série devient, par (0.5), aussi petite que nous 
le voulons; pour t suffisamment petit, le premier terme étant une somme finie, 
le résul tat est le même. 

Voilà qui termine la démonstration de la première partie du Lemme 2. 

Deuxième partie 

Posons 

t C 
T 

1 

( x , t) = J 
O 

J 
O 

G ( x , ~ , t - T ) n ( ~) g ( T ) d~ dT 

où G(x,~,t ) est définie en (1.9). 

Nous montrons successivement que T1(x,t) est bien définie et continue quels 

.que soient x dans t0,c] et t dans [ t 0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 , et que T1(x.,t) 

est solution de (1.7) vérifiant les conditions aux limites (0.2} et la condition 
initiale (0.4b). 

Nous supposons que n satisfaità (0.7), à savoir n E C([O,c]) Tout 
d'abord, nous allons vérifier l'existence de cette intégrale double quels que 
soient x dans [ 0,c] et t dans [ t 0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 . 

De (0.7) et de la convergence uniforme de la fonction de Green sur 
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1.11. 

[O ,c]2 x[ t0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 , nous déduisons l'existence del 'intégrale par 
rapport à ~ sur [0,c] . En examinant les coefficients de Fourier de n 
développés dans la base hilbertienne, nous obtenons l'égalité suivante 

( 1. 12) 

Pour trouver 1 'expression de T1(x, t) , nous appliquons le théorème de Borel
Cantelli. En effet, chaque terme de la série définie en (1.12) est intégrable 
par rapport à -r dans [0,t] quel que soit x dans [0,c] 

D'autre part, nous connaissons les inégalités suivantes 

quels que soient x dans [0,c] et n E ~, 

que l que soit n E ~ et 

sup lg(-r)l~G ( 1.8) 
-rE[û,t] 

Nous avons alors cette majoration 

(1.13) 

qui nous permet de déduire la convergence de la série majorée en utilisant la 
propriété (A. 3) et le critère de Weierstrass. 

Sous ces conditions, il en résulte 1 'égalité suivante 

( 1.14) 

quels que soient x dans [0,c] et t dans [t0 ,+ 00 [ où t 0 >0. 

La série T1{x,t) convergeant uniformément quel que soit (x,t) dans 
[ O,c] x[ t

0
,+ 00 [ où t 0 > 0 , elle est con tinue par rapport au couple (x,t). 

Vérifions maintenant que T1(x,t) satisfait à la condition initiale (0.4b). 



1.12. 

La série T1(x,t) convergeant dans L2 quels que soient x E [ 0,c] et 
tE[ t 0 ,+ 00 [, nous pouvons majorer sa norme au sens de L2 de la manière suivante 

IIT~(·,t) Il~= Ë n~ U6 e-Àn(t--r) g(-r) d-r]2 ..;; 
n=l 

~G2 oo 2(1-e-Ànt)2 
""" E n n _,___---.-.-____,__ ..;; 

n=l À n 

..;; G2 [ ~ n2 (1- e-Ànt)2 + Ë n~] 
Ài n=l n n=N 

Pour N assez grand, la seconde série devient, par (0.7), aussi petite que nous 
le désirons; il en est de même pour le premier terme qui est une somme finie, si 
nous choisissons t suffisamment petit. Par conséquent 

Il reste à voir que T1(x,t) défini en (1.14) est solution de (1.7a) et 
vérifie les conditions aux limites (0.2). 

Si nous supposons sur n des hypothèses plus fortes que (0.7), nous vérifions 
tous ces po i nts. Ces hypothèses sont 

n E c2([ O,c]) 

n satisfait aux conditions aux limites 
a1 n(O) + a2 n'(O) = o 

(1.15) 

(0.2) 

En effet, nous remarquons tout d'abord que sous ces hypothèses, les coefficients 
de Fourier de n développés dans la base hilbertienne peuvent être majorés : 

(A.11) 

Ensuite, nous effectuons formellement le calcul des dérivées de T1(x,t) 

at 
- ; nn yn(x) À J 0t e-Àr,(t--r ) g(-r) d-r + Ë n y (x) g(t) 

n=l n n=l n n 
( 1.16) 



ax 

a2T I 00 t - À ( t--r ) 
-.,, = E n y 11 

( x) J O e n g ( -r ) d-r . 
axl. n=l n n 

1) Dérivati on_ear_raeeort_à __ t __ : 

1.13. 

(1.17) 

.( 1.18) 

Cons i dérons le terme général de l a première série de (1.16); la majoration 
suivante est alors vérifiée : 

(voi r (1.13)) . Ceci implique, par le critère de Weierstrass, la convergence 
uniforme delapremièresériede(l.16) quels que soient x dans [0,c] et t 
dans [ t 0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 . 

Considérons le terme général de la se conde série de (1.16); par (1.8), (A.4) 
et (A . 11 ) , nous avons la majoration suivante 

Inn Yn(x) g(t)i ~ ~MG 
n 

La conver gence uniforme de la série est évidente quels que soient x dans 
[0,c] et t dans [t0 ,+ 00 [ où t 0 > 0 et la série est exactement n(x) g(t) 

aT1 
La dérivabilité sans le signe somme est permise et at est bien défini comme 
en (1.16 ) ; elle est également continue sur [0,c]x[t0 ,+ 00 [ où t 0 > 0. 

2) Dérivati on_ear_raeeort_à __ x __ : 

Nous avons, par (A.7), la relations ivante: 

quel que soit n E ~ 

Par cons équent, cette majoration nous permet de revenir au cas examiné lors de 
ar1 1a dérivée première par rapport à t et de trouver la continuité de ax 

pour (x,t) E [ Ü,C] X[ ta,+ 00 ( OÙ t 0 > Û . 



1.14. 

3) Double_dérivation_~ar_ra~eort_à __ x __ : 

Par un ra isonnement analogue à celui effectué dans le cas de TH(x,t) , nous 
avons la convergence uniforme de la série des dérivées secondes quels que 
soient x dans [ 0,c] et t dans [ t

0
,+ 00 [ où t 0 > 0 . 

a2r 
Nous en déduisons la continuité de ~ pour (x,t) E [0,c]x[t0 ,+ 00 [ où 
ta> o . ax 

Il nous reste à vérifier que T1(x,t) défini en (1.14) est solution de (1.7a) 
et satisfait aux conditions aux limites (0.2) . 

Remplaçons. TI par l'expression définie en (1.14) dans (1.7a) pour arriver à 

une identité : 

00 t -À (t-T) 
- q ( x) L n n y n ( x) f O e n g ( T) dT + n ( x) g ( t) 

n=l 

Cette égalité est bien vérifiée car l es Yn(x) sont les fonctions propres de 
l'opérateur de Sturm-Liouville. 

Enf i n, T1(x,t) vérifie les conditi ons aux limites (0.2) car les fonctions 
propres Yn(x) les vérifient (A.2). 

En conclusion, lorsque n vérifie (0.2) et (1.15), T1(x,t) défini en 
(1.14) est solution de (1.7a), satisfait aux conditions aux limites (0.2) et à 

la condition initiale (0.4b) et est continue pour (x,t) E [ 0,c] x[ t 0 ,+ 00 [ où 
t 0 > 0 . Cependant, nous avons choisi une hypothèse moins forte sur n(x) , à 

savoir n( x) E C{[0,c]) (0.7). Dans ce cas, il nous reste à voir que T1{x,t) 
est dérivable une fois par rapport à t et à x , deux fois par rapport à x et 
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que ces dérivées sont continues pour (x,t) E [0,cJx[ t 0 ,+ 00 [ où t
0 

> 0 . 

En appliquant le théorème de Weierstrass, nous allons choisir une suite de 
fonctions nk vérifiant (0.2) et (1.15) qui approchent n au sens de L2 et, 
cela, presque partout. 

Pour chaque k E :tJ, nk vérifie (0. 2) et (1.15) et n satisfait à (0.7); alors : 

nk converge vers n dans L2 et, cela, presque partout. (1.19) 

Définissons T~(x,t) comme étant une solution correspondant à nk de 
l'équation (1.7a) vérifiant bien les conditions aux limites (0.2) et la condition 
initiale (0.4b). 

Pour t 0 > O. fixé, nous étudions la convergence del' équation sui vante lorsque 
k tend vers l'infini 

( 1. 20) 

quel que soit (x,t) E [ 0,cJ x[ t 0 ,+ 00 [. 

Nous constatons la convergence uniforme de T~(x,t) vers T1(x,t) quel que 
soit (x,t) E [O,c]x[t0 ,+ 00[. En effet, compte tenu de (1.8), (A.4) et des 
propriétés des fonctions et valeurs propres définies dans 1 'annexe 1, en appliquant 
l'inégalité de Schwartz à ln~-nnl , la majoration suivante est immédiate: 

k k oo 1-e-"nt 
1 T I ( X ' t ) - TI ( X ' t ) 1 < M G Il n - n 112 L 

n=l À n 

oo 1 - e -Àn t 
Par (1.19) et par la convergence uniforme de la série L --- quel que 

n=l "n 
soit t dans R+ , nous obtenons la convergence uniforme désirée qui nous permet 
de poser: 

T1(x,t) = lim T~(x,t) 
k +oo 

(1.21) 

Par la continuité de q et de g , la convergence uniforme de nk(x) g(t) et 
k de q(x) T1(x,t) vers respectivement n(x) g(t) et q(x) T1(x,t) est immédiate 

qtUels que soient x E [ 0,c] et t E [ t 0 ,+ 00 [. 
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1.16. 

Examinons la convergence des dérivées intervenant dans (1.20). 

Dérivée_ear_raeeort_à __ t __ : 

Par un changement de variable dans (1.14 ) , T1(x,t) devient 

( 1. 22) 

Nous dérivons (1.22) et obtenons 

aT I 00 -À t 00 t À t 
- = g ( 0) I: n y ( x) e n + I: n n y n ( x) J 0 e - n g ' ( t - -r ) d-r 
at n=l n n n=l 

En effet, la première série est uniformément convergente quel que soit (x,t) E 

[0,c] x[ t 0 ,+ 00 [; il en est de même pour la seconde série en appliquant les 
hypothèses (0.7), (1.8), (A.4) et le critère de Weierstrass. 

Nous étudions la convergence de la première série. Par un raisonnement analogue 
T~( x, t) , nous obtenons 1 a à celui effectué lors de la convergence uniforme de 

majoration : 

-À t e n 

Par (1.19) et par la convergence uniforme de la série r e-Ànt, la convergence 
n=l 

de la première série est uniforme quel que soit (x,t) E [ 0,c] x[ t 0 ,+ 00
[. 

De manière analogue, 

aT~ 
Par conséquent, at 
[ 0 , c l x [ t 0 , + 00 

[ • 

Par ce qui précède, 
sur [ 0,c] X[ t 0 ,+ 00 [. 

nous obtenons la convergence uniforme de la seconde série. 

ar1 converge uniformément vers at quel que soit (x,t) E 

ar1 (x,t) 
T1(x,t) · et --- - sont continues par rapport à 

at 
(X, t) 

Montrons que T1(x,t) est dérivable par rapport à x et qu'elle satisfait 
à (1.7a) ai nsi qu'aux conditions aux limites (0.2). 

Nous définissons, dans L2(0,c) , l 'opérateur A par 



A cp(x) = ~ {b(x) d p(x)) 
dx dx 

dont son domaine D(A) est l'ensemble déf ini par 

cp 1 es t presque partout dérivab le 

cp 11 E L 2(0,c) 

cp véri fie (0 .2 ) 

1.17. 

( 1. 23) 

( 1. 24) 

Nous assurons que cet opé rateur est fermé. Pour démontre r ce t te proposit i on , 
nous employons le critère suivant: 

Soit une suite (cpn)n E lN cpn E D(A) 

défi nie de telle manière que cpn ➔ cjl dans L2 

L2 
( 1. 25) 

et A cpn ➔ l/J dans 

al ors cp E D(A) et A cp = l/J 

Nous choisissons une sous-suite (cpq n)n E lN extraite de (cpn)n E lN 

de te ll e sorte que cpqn ➔ cjl dans L2 et, cela, presque pa r tout ( 1. 26 ) 

et A cpq ➔ l/J dans L2 et, cela, presque par tout . 
n 

Le théorèmed 1 approximationdeWeierstrass nous assure l ' existence d 1 une telle sous

suite. 

Prenons a, x deux points distincts de convergence de la série (cpqn)n E ~ 

et appliquons 1 1 opérateur A à cette série 

d cp ( x) 
A cpq (x) = ~ (b(x) qn ) 

n dx dx 

En intégrant deux fois cette expression sur 1 'intervalle [a,x] , nous obtenons : 

J X b (-r) cp q' (-r ) d-r : b ( Œ) cpq' (a ) ( X - Œ) + f X de f e [ b ( L) cjl I (-r ) ] I d-r 
a n n a a qn 

L'intégrati on par parties du premier membre nous donne 
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b (X) <Pq (X) = b (a) <Pq (a) + f X b 1 (T) <Pq (T) d-r + 
n n a n 

( 1. 27) 

+ b(a) <Pq' (a) (x - a)+ fx de Je [ b(-r) <Pq' (-r)] d-r 
n a a n 

En utilisant le choix de a , x et (1.27), nous en déduisons la convergence de 

la série (ct>qn(a)) et nous posons 

1 i m cp' (a) = 1 ( 1. 28) 
n-+oo qn 

Par (1.26) et (1.28), le passage à la limite appliqué à (1.27), quand n tend 
vers l'infini, nous donne l'expression suivante : 

b ( x) cp ( x) = b (a) cp (a) + f X b 1 (T) cp (T) d-r + 1 b (a) ( X - a) + 
a 

( 1. 29) 

Con111e l'égalité (1.29) est vérifiée presque partout et que le membre de droite 
est continu, nous en déduisons la continuité de cp(x) sur [0,c] . Par consé
quent, en appliquant le raisonnement inverse de celui-ci, la dérivée seconde par 
rapport à x de (1.29) est bien définie comme étant: 

[ b(x) cp' (x) ]' = \/)(x) 

et nous avons terminé la preuve de (1.25). 

Dans le cas qui nous occupe, nous considérons 

nk -+ n dans L2 et, cela, presque partout 

à chaque nk , nous associons un rt(x,t) et la série T~(x,t) 
mément vers T1(x,t) quel que soit (x,t) E [0,c]x[t0 ,+ 00[. 

(1.19) 

converge unifor-

Appliquons-lui l'opérateur A fermé et nous arrivons aux résultats (1.24) 

pour un t fixé dans [ t 0 ,+ 00 [ • 

r
1
(x,t) est continûment dérivable par rapport à x sur [0,c] 

ar1(x,t) 
--- est presque partout dérivable ; 

ax 



2 a T1(x,t) 2 est L (0,c) ax2 
vérifie (0.2) 

1.19. 

En remplaçant (1.11) et (1.14) dans (1.10) , la solution générale del 'équation 
(1.7a) est de la forme 

( 1. 30) 

quel que so it (x,t) E [0,c]x[t0 ,+ 00 [. 

Par ce qui précède, nous savons que T(x,t) est continue par rapport au 
couple (x,t) sur [ O,c] x[ t 0 ,+ 00 [ de même que sa dérivée par rapport au temps. 

A présent, montrons la continuité de la dérivée première de T(x,t) par rapport 
à {:x,. t) sur [0,c]x[ t 0 ,+ 00 [. Nous intégrons (1.7a) sur [0,x) par rapport 
à la variab le d'état: 

f X oî{ C t) ds = b(x) aT(x,t) - b(0 ) ol(O,t) - f~ q( s ) T(s,t) dç: + 0 at ax ax 
(1.31) 

+ g(t) I~ n( s ) ds 

quel que soit ( x , t) e [ 0 , c J x [ t 0 , + 00 [ • 

Par (0.9), la division de cette éq ua tion par b(x) est définie. Nous 
répétons l'intégration sur [0,x) par rapport à la variable d'état. En effet, 

T(x,t) et aT~~,t) sont continues sur [0,c]x[t0 ,+ 00 [ et (0.7) et (0.8) sont 
vérifiées. L'intégrale de (1.31) a la forme suivante : 

f X _1_ f y a T (ç; 't) ds dy = T (X, t) - T ( 0, t) - b ( 0) a T ( 0, t) f X _1 _ -
0 b(y) 0 at ax 0 b(y) 

(1.32) 

- I~ - 1
-Ib q(s) T( s ,t) ds dy + g(t) I~ - 1- lb n(s) ds dy 

b(y) b(y) 

quel que soit (x,t) E [ 0,c J x[ t 0 ,+ 00 [. 

De (1.32), nous pouvons déduire la continuité de aT(O,t) 
ax par conséquent, 



la continuité de aT{axx't) dans (1.31) est immédiate sur [0,cJx[ t 0 ,+ 00[. 

La conti nuité de la dérivée seconde par rapport à x de T{x,t) sur 
[0,c]x[t0 ,+ 00 [ résulte directement de l ' équation suivante 

a
2
T(x2t ) = _1_ aT{x,t) __ 1_ aT(x ,t ) + q(x) T(x,t) _ n(x) g(t) 
ax b(x) at b(x) a x b(x) b(x) 

1.20. 

( 1. 33) 

quel que soi t (x,t) E [ O,c] x[ t 0 ,+ 00 [. En effet, cette équation est définie 
par (0.9) et (0.7a). 

Ainsi se termine la démonstration du Lemme 2. 

REMARQUE . 

Comme nous l I avons signalé dans l I i ntroduction, l 'hypothèse · "n E L 2 ( O, c) 11 

est suffisant e pour établir l'existence d'une solution T(x,t) du problème 
(0.1)-(0.4) . Tous les raisonnements effectués dans ce lemme restent valables 
sauf le dern ier. En effet, la continuité de la dérivée seconde par rapport à x 
n'est plus prouvée dans (1.33). 

LEMME 3. 

Considérons l'équation homogène pour t > 0 et x dans [O,c] 

( 1. 7b) 

soumise aux conditions aux limites (0.2) et à la condition initiale (0.4b). 

Alors, la solution del 'équation (1 . 7b) est identiquement nulle pour tout 
x dans [0, c ] et pour tout t ~ 0 . 

DEMONSTRATION. 

Définissons la fonction V(t) conti nue et à valeur réelle sur l'intervalle 
[ o,+oo[ : 

V(t) = 
0 

.!_ f ~ T2 { x, t) dx 
2 

si t = 0 , 

si t > 0 

T(x,t) étant une solution del 'équation (1.7b), elle est continue sur 

( 1.34) 
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[ 0,c] x[ t
0

,+ 00 [ et dérivable par rapport à t Par conséquent, la dérivée de 
(1.34) est, selon (1.7b) et en intégrant par parties : 

De (0.2), (0.9), (0.10), (O.lla) et (O.llb), nous déduisons l'inégalité suivante 

quel que soit t > 0 

V(t) est une fonction semi-définie positive, décroissante, et, par (0.4), 
elle tend vers O lorsque t tend vers O . Par conséquent, V(t) est nulle 
sur [0,+00 [ . 

Il en découle immédiatement que 

T(x,t) = 0 

quel que so i t t ~ 0 et pour presque tout x E [O,c] , et par la continuité, 

nous avons l a solution triviale pour tout x dans [O,c] 

THEOREME 1 : THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE DE LA SOLUTION. 

Supposons que : 

a , f E L2(0,c) 

fE C(O,c) 

n E C([O,c]) 

(0.12) est vérifiée 

(0.5) 

(0.6) 

( 0. 7) 

Alors (0.1) admet une solution unique (u,T) qui satisfait aux conditions 

aux limites (0.2) et aux conditions ini t iales (0.3) et (0.4). 

DEMONSTRATI ON. 

Par le Lemme 1, nous savons que l'équation de Volterra pour t ~ 0 

( 1. 1) 
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où (i = 1, 2) (1.2), (1.3) 

admet une so l ution unique u(t) E c1(R+) 

Nous al l ons montrer que le couple (u(t),T(x,t)) dont la prem,ere compo
sante est la solution de (1.1) et la seconde, une solution de (0.lb) satisfaisant 
aux conditions aux limites et à la condition initiale (0 .4), vérifie 1 'équation 

(0 . la): 

u' (t) = - fg a (x) T(x,t) dx (0.la) 

Par le Lemme 2, nous connaissons 1 'expression d'une solution (1.30) dans 
laquelle u(t) est la solution de (1.1) 

quel que soit (x,t) E [0,c)x[t
0

,+ 00 [. Remplaçons ce T(x,t) trouvé dans 

l 'expression suivante : 

C f o a (x) T(x,t) dx 

L' intégration terme à terme est permise car a vérifie (0.5) et les deux séries 
sont uniformément convergentes quels que soient t ~ t 0 et x dans [0,c] . 

Par Fubini et (0.5), (0.4) et (1. 5), l ' équation prend la forme: 

et nous constatons que le second membre n'est autre que la dérivée (1.6) de 

l'équation de Volterra (1.1). Par conséq uent 

fg a (x) T{x,t) dx = - u'(t ) pour t > 0 (0.la) 
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Nous avons donc prouvé l'existence de la solution (u(t),T(x,t)) de (0.1) 
dans laquelle u(t) est la solution de l 'équation de Volterra et T(x,t) , la 
solution définie en (1.30) par le Lemme 2 de 1 'équation (O.lb). 

Nous étudions, à présent, l'unicité de la solution (u(t),T(x,t)). 

Supposons qu'il existe deux solutions (uj(t),Tj(x,t)) pour j = 1, 2 du 
problème (0 .1)-(0.4) et posons : 

u3(t) = u2(t) - u1(t) 

T3(x,t) = T2(x,t) - T1(x,t) 

Le couple (u3(t),T3(x,t)) est solution de l'équation (O.lb) satisfaisant aux 
conditions aux limites (0.2) et aux cond i tions initiales (0.3b) et (0. 4b) : 

u(O) = 0 (0.3b) 

Pour j = 1, 2, comme uj(t) est c1 sur 1R+, nous lui associons, par le 

Lemme 2, une solution T1(x,t) de (O.lb) vérifiant (0.2), (0.3) et (0 .4); cette 
solution es t définie par (1.30). 

* T.(x,t ) = 
J 

Ë f n y n ( x) e - "nt + Ë n n y n ( x) f ~ e -À n ( t-T ) u ;( T ) dT 
n=l n=l .., 

( 1. 30) 

quel que soit (X, t) E [ 0, C ] X [ to, + 00 [ où to > 0 

Posons : 

* * Comme la différence entre les séries déf inies par T2(x,t) et T1(x,t) est 
* absolument convergente, T3(x,t) est de la forme 

* Remplaçons, dans l'équation (0.la), T3(x,t) : 

U31 (t) = - fat ; n a e- Àn (t-T) U3( T) dT 
n=l n n 

par ( 1. 5) 
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Comme la convergence de cette série est uniforme pour t > 0 , nous intégrons 
de O à t et obtenons le résultat su i vant par une intégration par parties et 
par (0.3b) : 

En appliquant (1.3), nous avons 

qui n'est autre quel 'équation de Volte r ra (1.1) avec u(O) = 0 et K1(t) = 0 
pour tout t ~ 0 Par le Lemme 1, cett e équation admet une solution unique. 
Par conséquent, u3(t) = 0 quel que soit t ~ 0 . 

De ce fait, T3(x,t) est solution del 'équation homogène (1.7b) satisfaisant 
aux condit i ons aux limites (0.2) et à l a condition initiale (0.4b). Par le Lemme 3, 

nous savons que cette équation admet une solution unique, T3{x,t) = 0 quel que 
soit {x,t ) E [ 0,c] X) 0,+ 00 [ 

THEOREME 2 : THEOREME SUR LE COMPORTEME T DE LA SOLUTION u(t) ET DE SA DERIVEE 

LORSQUE t TEND VERS L'INFINI. 

Sous l es hypothèses du théorème précédent, nous affirmons l'existence d'un 
réel M strictement positif défini de telle manière que : 

u(t) = O(eMt) 

u' (t) = O(eMt) 

où u(t) est la solution del 'équation de Volterra (1.1) pour t ~ 0 . 

DEMONS TRA TI ON. 

et 

Posons M > 0 défini de telle manière que 

00 

M = max{ E lk;nl 
n=l 

i = 1, 2 

( 1. 35) 

( 1. 36) 

( 1.37) 

( 1. 38) 
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Ki(t) et Ki(t) peuvent être majorées de la façon suivante en appliquant (1 .2), 
(1.3) et (1.38) : 

IKi(t)I ~ M · quel que soit t ~ 0 

et quel que soi t t ~ 0 

Majorons l' équation de Volterra (1.1) par (1.37) et (1.38) 

t lu(t)I ~ M1 + M f O lu(T) I dT 

et, en appl iquant le lemme de Gronwall , nous obtenons : 

que l que soit t ~ 0 

Par cons équent : 

(1.35) 

Si nous cons idérons la dérivée del 'équat ion de Vo l terra et majorons (1.6) de 
manière ana l ogue, nous obtenons : 

et (1.36) est démontré. 
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CHAPITRE II 

COMPORTEMENT AS YMPTOTIQUE DE LA SOLUTION 

(u(T),T(x,T)) ÜUAND T -+ oo 

Dans le problème du réacteur nucléaire, nous savons que la position 

d'éq uilibre est u = 0 , T = 0 . Il se rait intéressant de connaître les condi

tions sous lesquelles chaque composante de la solution approche 0 quand 

t ~ 00 • Nous formulons ci-dessous un t héorème de stabilité asymptotique 
globale dont la démonstration est basée sur les transformées de Laplace. 

THEOREME. 

Supposons que: 

Cl , 

f E C(0,c) 

nEC([0,c]) 

k2n ~ 0 4uel que soit n E ~o , 

i l ex i s te au moi n s un m E ~ 
0 

tel que k 2m > 0 

Alors il existe un nombre unique strictement positif a
0 

tel que 

qu and 

oü j E {0 ,1,2,3} et j + 1 est l'ordre maximum des pôles de 

00 -ts U(s) =J
O 

e u(t) dt 

(1) U(s) représente la transformée de Laplace de u(t) . 

(0.5) 

(0.6) 

(0.7) 

( 2. 1) 

( 2. 2) 

( 2. 3) 



sur la droite : 

L : 0 = - 0 
0 

De plus , posons 

A = min{n Inn -f; O} 

et j , 0
0 

comme ci-dessus. 

Alors 

quand 

uniformément pour O ç: x <; c ~ où 

F(t) 

/ - À t 
e A 

1 • - 0 t 
= Î tJ e o 

i . - 0 t 
! t J e 0 
l 

Finalement, posons 

A lors 

B = min{n I fn -f; 0} 

- À t 
TH(x,t) = O(e B ) 

unifo rméme nt pour O ~ x ~ c . 

t j+l ou e 

qua nd 

t ➔ 00 

- 0 t 
0 

s i 

s i 

si 

t ➔ 00 

2 .2. 

( 2. 4) 

"A< 0 o 

"A> 0 o (2.5 ) 

"A = 0 
0 

( 2 .6) 

Remarquons que A existe toujours par (1 .5) et (2.1). Si B n'existe pas , 
nous n'aurons pas, dans la solution du problème (qui existe puisque nous nous 

trouvons dans le cadre des hypothèses du chapitre I) de partie TH(x,t) . 

Avant de prouver ce théorème, nous allons citer ou démontrer quelques lemmes. 

Après ce t héorème, nous donnons l'origi ne de j et les comportements asymptot iques 

correspondants pour u(t) et T1(x ,t) quand t + 00 • 



2.3. 

LEMME 1. 

A travers ce lemme, nous recherchons la transformée de Laplace de u(t) 
(le résultat est exprimé en (2.7)). 

Les hypothèses du théorème 2 du chapitre I nous assurent l'existence d'une 
constante M > 0 telle que 

u(t) = O(eMt) 

u' (t) = O(eMt) 
quand t -+ 00 • 

De ce fait, nous déduisons l'existence des transformées de Laplace de 
u(t) et u' (t) au moins pour Res= a> M . 

( 1. 35) 

( 1. 36) 

Nous al lons rechercher la transformée de Laplace de u(t) en partant de 
la dérivation del 'équation intégrale de Volterra (1.1) : 

u'(t) = -
00 - ;\ t 00 

r kln e n - r 
n=l n=l 

( 1. 6) 

En utilisant la transformée du produit de convolution et une application du 
théorème de Beppo - Levy nous permettant d'intégrer terme à terme, nous obtenons 
( U(s) est la transformée de Laplace de u(t) ) : 

1 - r k - - - r k2n 1 ( ) 
n=l ln s + À n=l -- U s 

n s + À n 

00 00 

s U(s) - u(O) = 

qui peut encore s'écrire : 

00 

(s + ;\ n) - 1 u - r kln o n=l 
U(s) = 

( s + Àn) - 1 
00 

s + r k2n 
n=l 

(2.7) 

Dans la su i te, nous écrivons la transformée de Laplace de u(t) par 

U( s) = (2 .8 ) 

où H1(s) et H2(s) représentent res pectivement le numérateur et le dénominateur 

de ( 2. 7). 



2.4. 

LEMME 2. 

U( s) = (2. 8 ) 

est holomorphe, dans le plan c.omplexe excepté en deux types de points 

a) les pôles s = - \ n du dénominateur H1(s) pour lesquels k
2
n = 0 

b) les zéros du dénominateur H2{s) 

Remarque. 

Si k2n f O, la singularité correspondant à s = 

levée en posant : 

lim U{s) = 
s ➔ - À 

n 

DEMONSTRATION. 

Soient 

R = {s E [ 1 s f -\n, n E 1N
0

} 

R
0 

= {s E [ 1 1 s + \ n 1 ;;;, cS > O , n E JN
0

} 

Nous définissons, pour s ER 

u -
0 

s + 

-\ de n U{s) peut être 

(2.9) 

(2.10) 

Nous constatons que chaque Him(s) (i = 1, 2) est holomorphe sur R0 , Him 
étant des combinaisons linéaires finies de fonctions holomorphes sur R0 De 
plus, chaque H;m(s) converge uniformément vers Hi(s) (i = 1, 2) sur Ra et, 
de ce fait, sur n'importe quel compact de R . En effet, nous avons les majora
tions suivantes : 



IH-(s) - H. (s)I ,s;;; 
l lm 

00 

I 
n=m+l 

00 

I 
n=m+l 

2.5. 

1 k • 1 ,n 

et, par la démonstration du Lemme 1 du chapitre 1, nous savons que les séries 
00 

~ k sont absolument convergentes. /.., in 
n=l 

Ayant la convergence uniforme des Hi m(s) vers Hi(s) (i = 1, 2) sur 
tous les sous-ensembles compacts de R , le théorème de K. Weierstrass nous assure 

l'holomorphie des Hi (i = 1, 2) sur R . 

La conclusion du Lemme 2 s'ensuit tr ivialement. 

Dans le Lemme 3, nous allons local is er les singularités de U(s) 

LEMME 3. 

Sous les hypothèses du théorème, i l existe un réel strictement positif et 

unique a
0 

tel que : 

i) U(s) est holomorphe dans le de mi -plan a> -a
0 

ii) il existe un réel 
[ a , -a 

O 
[ x i 1R 

a < - a tel que U(s) 
0 

est holomorphe dans 

iii) U(s) a au plus trois pôles sur la ligne L a= -a
0 

et dont la somme 

des ordres n'est pas supérieure à quatre. 

DEMONSTRATION. 

1. Localis ation des singularités du type a du Lemme 2 (c'est-à-dire les pôles 
s = - ,\ 

n 

Posons : 

du numérateur pour lesquels 

et 

k2n = 0 ). 

k2n = O} si cet ensemble est non vide, 

sinon. 

Par la croissance stricte des .\n (cf. Annexe 1), nous en déduisons que toutes 

les singularités du type a se trouvent dans le demi-plan a ,s;;; - .\ . 
p 

2. Localis ation des singularités du type b (c'est-à-dire les zéros de H2(s) ). 

Considérons, pour m ~ M oQ M est choisi pour vérifier (2.2): 



2.6. 

m -1 
H2m(s) = s + E k2 (s + À ) 

n=l n n 
(2.10) 

et définissons jm 
n compris entre 1 

de H2m(s) (2.2) 

comme étant le nombre de coefficients k2n non nuls pour 
et m. Le nombre jm représente le nombre de pôles 

nous assure déjà que j ~ 1 m 
Remarquons que, si 

et 

j = 1 quel que soit m ~ M m nous avons 

alors les zéros de H2(s) sont les zé ros d'une équation du second degré . La 
conclusion du Lemme devient triviale dans ce cas. 

Supposons donc jm > 1 ; nous pouvons écrire (2.10) en renumérotant et en ne 

gardant que les k2n non nuls par 

jm 1 
H2m(s) = s + E k2n (s + Àn)

n=l 

qui peut aussi se transformer en : 

Pm( s ) représente un polynôme de degré jm + 1 à coefficients réels ne compre-
nant pas de facteur de la forme s +Àn Sinon, H2m(s) n'aurait plus que 

jm- 1 pôles. 

De ce f ait, H2m(s) et: pm(s) possèdentlemêmenombredezéros jm+l 
comptés avec leur multiplicité parmi lesquelles les racines complexes arrivent 
par paires conjuguées. 

Décomposons H2m(s) en partie réelle et partie imaginaire 

m 1 m k2n (a + Àn) 
H2m( o + i T) = a + i T+ E k2n E = a + 

Js + Àn12 
+ 

n=l a + h +À n=l n 



+ i 
m k 

T ( 1 - E 2n ) 
n=l I s + Àn 12 

S = 0 + i T 

Le choix de m ~ M nous assure, pour o ~ 0 , que 

m o+À 

Re [ H2m(s)] = o + E k2n n > O 
n=l js + À 1

2 
n 

D'où, l'existence des zéros de H2m(s) ne peut être recherchée que 
dans le demi-plan o < 0 . 

Considérons maintenant la fonction réelle 

m k2n 
E 

n=l o + À n 

2. 7. 

(2.11) 

et regardons le comportement de H2m( o + i o) quand o tend vers les extrémités 
des inte rvalles formés de deux pôles consécutifs : ]-Àn+l'-Àn[ 

1 i m H 2m ( o + i o) = + 00 

o-+-Àn+l 
> 

1 i m 
o-+-À < n 

- 00 

La fonction H2m(o + i o) étant cont i nue, le théorème de la valeur intermédi
aire nous assure 1 'existence d'un nombre 0

1 compris entre deux pôles 
consécutifs tels que H2m(o' + i o) = 0 . Comme H2m(s) possède jm pôles, 
il existe jm-1 intervalles de la forme ]-Àn+l ,-Àn[ Par conséquent, 
au moins jm-1 zéros distincts sur l'axe réel négatif et au plus deux 
racines complexes conjuguées de partie réelle négative peuvent apparaître . 
En outre, 1 'ordre des zéros ne peut être supérieur à trois. 

De la convergence uniforme de H2(s) surchaque sous-ensemble compact de R 
(voir démonstration du Lemme 2) et d'une application du théorème de Hurwitz 

[ 7, p. 283], nous déduisons que H2(s) a au moins un zéro réel entre les pôles 
adjacen t s et au plus deux zéros comp l exes conjugués dont 1 'ordre n'est pas plus 
grand que trois. Il est à remarquer que, s'il existe un zéro complexe, tous 
les zéros sont simples. 



1 

Tous les zéros étant 
s1 comp l exe tel que 
partie réelle (-01) 

zéros de H2m(s) . 

1 

dans le demi-plan négatif (2.11), il existe 
s1 = -01 + i Tl (01 > 0) zéro de H2(s) 
est supérieure aux parties réelles de tous 

2.8. 

au moins un 
dont 1 a 

les autres 

Si maintenant nous rassemblons les résultats 1. et 2. et si nous posons : 

(2.12) 

nous obtenons que toutes les singulari t és de U(s) se_ situent dans le demi-plan 
gauche déterminé par la droite L : a = - a

0 
. Le point i est ainsi démontré . 

Comme les parties réelles des singularités sont différentes, il existe un 
réel a compris entre la singularité l a plus proche de -0

0 
et -a

0 
lui-même 

tel que U(s) est holomorphe dans [ a , -0
0 

[xi lR . Ceci démontre i i 

Le po i nt iii se démontre par le tableau suivant en se basant sur les 
résultats 1) et 2) du point i de la démonstration. Ce tableau donne les 
différentes situations des singularités sur la droite L : a = - a 0 • 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

Pôle de Hl ( s ) 

sur L 

- a = -À p 
0 

- À p 

-À p 

- À p 

-À p 

- À p 

1 
1 
1 

Zéros de H2(s) 

Réel 

- À p (1) 

- À p (1) 

- À p (2) 

- À p (3) 

- a 
O 

= - a 1 ( 1) 

-a l ( 1) 

- 0 1 (2) 

-01 (3) 

su r=-L--T - - Somme 

i Complexe des ordres 

-À p ± i a 

-À p ± i s 

1 

3 

2 

4 

3 

4 

1 

3 

3 

3 

2 



2.9. 

Le chiffre entre parenthèses est l'ordre du zéro réel de H2(s) . 

Ce tab leau sert, en fin de chapitre , a établir le comportement asymptotique 
de la solut ion u(t) . 

Le l emrne suivant nous permet d'exprimer les comportements asymptotiques 
souhaités. L'énoncé et la démons t ration de ce lemme peuvent être t rouvés dans 
[ 5, p. 488] 

LEMME 4. 

a) Supposons que U(s) 
s

0 
, a < Re(s

0
) < b 

est holomorphe dans l'intervalle a <a< b excepté en 
où U(s ) a une s ingula r ité isolée. 

La partie principale du développemen t de Lau ren t de U(s) en s = s
0 

a l a 
forme : 

b) Supposons que U (o + i -r ) -+ 0 quand 1-r 1 -+ 00 uniformément pour a < a < b 

f +oo it-r u· • ) d 'f - T 0 et que _
00 

e la+ , -r -r converge uni ormement pour t ~ > . 

Alors l a fonction V(t) définie par 

V(t) = - 1- fbb+~oo ets U(s) ds 
2 '1T i -100 

converge pour t ~ T et la relation asymptotique suivante est vérifiée 

'pourvu que la série entre parenthèses ne soit jamais nulle pour t ~ T . 

Remarquons premièrement que ce lemme peut être étendu au cas où U(s) a 
un nombre fini p de singularités isol ées dans l'intervalle. Si les singula
rités sont en s = sn et si la partie principale du développement en série de 
Laurent de U(s) en s = sn est 

n=l, ... ,p 



2.10. 

alors la relation asymptotique prend la forme suivante 

(2.13) 

Secondo, si, dans le lemme, s
0 

est un pôle d'ordre j de U(s) , alors 

dès que a < Re(s 0 ) quand t ➔ =. Pour montrer ce comportement, il suffit de 

remarquer que 

o(eat) 
+-----

tj-1 eRe(s 0 )t 

Si, dans le lemme, U(s) a un nombre fini p de pôles s d'ordre J. n n ' 
n = 1, ... , p te 1 s que Re s 1 ~ Re s 2 ~ ... ~ Re sp , a 1 ors 

j -1 
V(t) = O(t l quand 

Le lemme suivant montre que U(s) vérifie 1 'hypothèse b du Lemme 4 . 

LEMME 5. 

Si nous ajoutons, aux hypothèses du théorème, les hypothèses d'existence 
a'un a < -a

0 
( a

0 
défini dans le Lemme 3) tel que U(s) est holomorphe 

dans [ a, -cr 
O 

[ x i lR et, de p 1 us, si nous posons T > 0 , a 1 ors : 

i ) 

i i ) 

lim U(s) = 0 
ITI ➔ = 

J ~ e i tT U ( a + i T ) dT 
-= 

uniformément pour tout a E lR 

converge uniformément pour t > T . 



2 . 11. 

DEMONSTRATION. 

Des expression H1(s) et H2{s) de (2.8) et par la convergence uniforme 
des séries dérivées, nous obtenons : 

00 -2 
= E kln ( s + À ) 

n=l n 
(2 .14) 

{2.15) 

Comme s a l'expression s = o + i T , nous déduisons 

que nous reformulons pour tout o E R et n E ~o par 

(2.16) 

Posons : 

et montrons successivement que : 

1) H1(s) = 0(1) quand ITI ➔ OO uniformément pour o E JR . 

Il suffit de remarquer que, de (2.8) et (2.16), nous avons : 

IH1(s) j ¾ luol + _N_ {2.17) 
jT 1 

2) H;/s) = 0(1) quand ITI ➔ OO uniformément pour 0 E JR . 
( 

De (2. 15) et (2.16), nous avons 

IHz(s) 1 ¾ 1 + A 
hl 

3) -2 H1(s) = O(ITI ) quand ITI ➔ OO uniformément pour 0 E JR 

De (2.14) et (2.16), nous avons immédiatement 



2.12. 

4) !Tl suffisamment grand nous assure que 

5) 

quel que soit a E lR . 

Pour prouver cette assertion, choisi ssons T* > O tel que, si 
nous avons : 

L'existence de T* nous est assurée par 

00 -2 N 
E i k2n 1 1 s + À 1 ¾ - 2 n=l n ITI 

Ce résultat nous permet de choisir T* de telle manière que T*2 > 2N . 

(2 .18 ) 

De la définition de H2(s) et d'un calcul similaire effectué dans le bas de 
la page 2.6., nous déduisons 

j a + X 2 oo k 2' 
IH2(s)I = (a+ i k2n nz) + ITl2 (1- E 2n) ~ 

n=l ls+Ànl n=l ls + Àn1 2 

* Par le choix de T et (2.18), nous obtenons 

IH 2(s) 1 > b_)_ 
2 

pour 

U(s) = 0( jTj- 1) quand ITI ➔ 00 uniformément pour o E m . 
En appliquant (2.17) et le point 4 * pour ITI > T , nous avons : 

IU(s)I ¾ 2 0(1) 
IT 1 



2.13. 

6) quand uniformément pour a E R . 

Remarquons que : 
1 

H1(s) H2(s) - H2(s) H1(s) 
u I ( S) : - -----,..-----

H2 ( s) 

et, en combinant les résultats précédents pour * ITI > T , nous déduisons 

Remarquons que le point i est une conséquence de 5 . En effet 

lim U(s) = 
IT 1 + oo 

Les fonctions U(s) ne possédant pas de singularité sur la ligne a = a , 

les fonctions U(a + i T) et U' (a+ i T) sont continues pour tout T E R 

Alors, pour des nombres quelconques y 1 , y 2 , t vérifiant O < y 1 < y2 
et t ~ T, nous obtenons, par intégrati on par parties sur la droite a = a 
entre y 1 et y 2 , la formule suivante : 

2 ; t T e U ( a + i T) 2 __ l J 2 ei tT U, ( a + ,· Y itT ly y 
JY

1 
e U(a + i T) dT = T) dT 

it Y1 it Y1 

Si nous prenons le module et si nous majorons, nous aboutissons à 

Y2 "tT 1 1Y2 Y2 II e 1 U ( a + i T) dT 1 < - { 1 U ( a + i T ) 1 + J I U' ( a + i T) 1 dT} . 
Y1 T Y1 Y1 

(2.19 ) 

'si nous fixons un E > 0 arbitraire, nous pouvons, par 5 et 6 , déterminer 
un T > 0 tel que, si T < y1 < y2 , l'expression (2.19) est plus petite que le 
E choisi. De même, en choisissant y3 et y4 tels que y3 < y4 < 0 et en 

Y4 i tr 
appliquant le même raisonnement à l'intégrale J Y

3 
e U(a +i T) dT , nous 

aboutissons à la conclusion ii du Lemme 5. 



2.14. 

Après avoir établi ces différents l emmes, il nous est possible d' ét udier 
l e comporteme nt asymptotique de la soluti on. Cette démonstration est trai t ée 

en trois étapes 

A. Le comportement asymptotique de u(t) 

B. Le comportement asymptotique de TH(x , t) lors que t -+ 00 • 

C. Le comportement asymptotique de T1(s,t ) 

DEMONSTRATI ON DU THEOREME. 

A. Comportement asymptotique de u(t) . 

Posons M comme dans le Théorème 2 du chapitre I et b > M . 

Alors, par le Lemme 3, U(s) est hol omorphe sur [ a,b] xi lR excepté sur l a 
droite L : a= - a

0 
où il exis t e au plus trois pôles. En plus, par le Lemme 5, 

nous pouvons appliquer le Lemme 4 à la fonction V(t) définie par : 

Nous devons remarquer que, par le cho i x de b et la théorie des transformées 

de Laplace : 

V(t) = u(t) t > 0 

et le comportement asymptotique de u(t) est, en tenant compte des conclusions 
du Lemme 3, de la forme générale suivante 

3 4 k-1 
e5nt akn t 

+ o(eat) u( t) = E E (2.13) 
n=l k=l (k - 1)! 

où Sn est une singularité de U(s) sur la droite L : a = -a
0 

. 

Les formes exactes de u(t) sont traitées plus en détail après la démonstration. 

En conclusion, de (2.13), des remarq ues du Lemme 4, et de la partie réelle de 
sn (c'est-à-dire - a

0 
), nous déduisons le comportement asymptotique (2.3) de 

u(t) lorsque t -+ 00
• 

B. Comportement asymptotique de TH(x,t ) . 

Rappelons-nous la forme de TH(x,t) définie par 
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(1.11) 

et posons B le plus petit entier n tel que fn f O , si il existe, (A.4) 

et l'existence des fn coefficients de Fourier de f développé dans la 
base hilbertienne nous assurent del 'existence d'une constante M1 telle que 

Montrons que : 

uniformément pour x E [0,c] 

- À t 
e B 

pour n ~ 1 

quand 

En effet 

00 -(>- - À )t 
¾ M1 E e n B 

n=B 

qui converge pour t > 0 puisque "n ~ "B quel que soit n ~ B . 

C. Comportement asymptotique de Tr(x,t) . 

Souvenons-nous que T1(x,t) s'exprimait par: 

t C TI(x,t) =fofo G(x,E,;,t-1) n( ~) U(î) d~ dî 

Comme dans B, nous obtenons l'existence de M" tel que 

( 2. 6) 

ln Y (x)I ¾ M" n n quels que soient n E :N et x E [ 0 ,c ] . 
0 

Notons A le plus petit entier n tel que nn f O . 

Nous assurons que : 

uniformément pour x E [0,c] car 

E 
n=l 

e -À At 

pour 

00 -( À - À )t 
E e n A 

n=A 
t > 0 
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qui converge pour t > 0 car Àn ~ ÀA pour tout n ~ A . 

Supposons T1(x,s) la transformée de Laplace de T1(x,t) pour x E [0,c] 
arbitraire, c'est-à-dire : 

par (1.14) 

qui devient, en appliquant la transposée de Laplace du produit de convolution : 

(2.20) 

Cette relation est valable dans un demi-plan à droite. Plus précisément, si 

nous déf i ni ssons 

nous trouvons que g(x,s) est holomorphe sur l'ensemble 

R = {s E a: 1 s -1 -Àn , A ¾ n} 

Ainsi , le premier pôle de T1(x,s) est en s = - ÀA si -a 
0 

sur la droite L · a= -a • 0 Dans chacun des cas, il existe 
a' <cr< b' dans lequel T1(x,s) est holomorphe sauf en un 

(2.21) 

< -ÀA ou bien 
un intervalle 
nombre fini de 

pôles. Nous venons donc de nous mettre dans la situation a du Lemme 4. Dans 
ce qui suit, nous allons vérifier l'hypothèse b . Par l'expression (2.20), 
il suffi t de montrer que g(x,s) est uniformément borné pour O ¾ x ¾ c , 
a' ¾O¾ b' ITI ~ 1 puisque, parlelemme 5, U(s) ➔ O quand '1-! ➔ 00 • 

Pour montrer que g(x,s) est borné, no us choisissons des n ~ N tels que 
-Àn < a' . De ces hypothèses, nous pouvo ns déduire les majorations 

sui vantes 



[(a' +À )2 + 1 fl/2 
n 

par les différents choix de a' et 1 . 

2 .17. 

Nous pouvons constater que la série positive de terme général 

[(a' + ;\n)2 + 1r1/2 se comporte comme la séri e de terme général 1/n2 (A.3). 
Il en résulte que g(x,s) est unifo rmément bornée pour x E [0,c] et 

a' ¾ a¾ b' puisqu'elle peut se décomposer en une somme finie et une série 

uniformément convergente. 

La majoration uniforme de g(x,s) entraîne la convergence de î 1(x,o + i 1) 

vers O quand 111 + = uniformément pou r x E [O,c] , a' ¾ a¾ b' 

En outre, de la forme T1(x,t) (2.20) de la continuité de 
pour 1 E lR et du comportement asymptotique de U(a' + i 1 ) 

(Lemme 5), nous déduisons la convergence uniforme de : 

g(x,a' + i 1) 

quand 111 + = 

pour x E [0,c] et t ~ T > O 

Les deux convergences ainsi trouvées permettent d'appliquer le Lemme 4 à la 

fonction T1(x,s) . Les termes qui apparaissent dans l'expression asympto

tique de T1(x,t) sont des fonctions uniformément bornées de x [ voir 
formule (2.30) ]. Le terme reste dans l equel ces expressions apparaiss~nt satisfait 
à 1 a re 1 a ti on o ( ea' t) [ 5, p. 489 ] . 

Etudions en détail la fonction F(t) décrite dans le théorème. Sa forme 
dépend de la situation de ÀA par rapport à a0 défini en (2.12). 

Si ÀA < a 0 , nous obtenons que la première singularité de T1(x,s) est un 
pôle simple en s = -ÀA , alors T1(x,t) s'exprime par 

- ÀA t a' t 
= e T1(x) + o(e ) (2.22) 

Si : 

ceci implique : 

quand uniformément pour x E [O,c] . 



2 .18. 

Si ÀA > o0 , il en découle que 
droite L : o = -o

0 
que U(s) . 

somme ne commence qu'à n = A . 
dont la somme des ordres n'est 

î 1(x,s) a les mêmes si·ngularités sur la 
Sur L , g(x,s) est holomorphe puisque sa 

U(s) possède au plus trois pôles sur L 
pas pl us grande que quatre. Nous pouvons en 

conclure que T1(x,t) et u(t) ont la même limite quand t + 00 bien qu'ils 
ne possèdent pas la même expression asymptotique. Finalement: 

-o t 
F( t) = tj e o où j est défini dans le théorème. 

Si ÀA = o0 , î1(x,s) a, en s = -o
0 

, un pôle soit simple si -o
0 

n'est pas 
un pôle de U(s) , soit un pôle d'ordre au moins deux et inférieur à quatre 
si -o est un pôle d'ordre inférieur à trois de U(s) 

0 

Dans le premier cas : 

-o t 
F(t) = O(tj e o) 

et, dans le second cas : 

. -o t 
F(t) = O(tJ+l e o) 

où j a la signification donnée dans l'énoncé de ce théorème. 

ETUDE DETAILLEE DES DIFFERENTS COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES DE u ( t) ET DE TI~-

Nous nous rappelons que, dans le Lemme 3, nous avons donné la nature et le 
nombre de pôles· de U(s) sur L : o = -o

0 
Nous allons étudier leur effet 

sur le comportement asymptotique de u(t) . Nous discutons ensuite les formules 
asymptotiques pour T1(x,t) en partant de celles de u(t) . 

Dans la suite, nous nous servons des notations suivantes. 

Si H2(s) a un zéro d'ordre m en s = -o
0 

et pas d'autre zéro sur la 

droite L : o = -o
0 

, alors nous posons 

Si H2(s) a un zéro conjugué en s = s
0 

que H2(-o
0

) f O , alors nous exprimons 

et s = s où 
0 

H2(s) par : 

(2.23) 

et tel 



-,-

2.19. 

où (2.24) 

Si H2(s) a un zéro conjugué en s = s0 et s = s0 et, en plus, un zéro réel 
en s = -0

0 
d'ordre m, nous définissons alors H2(s) par: 

Les expressions asymptotiques pour u(t ) emploient les fonctions réelles 
suivantes : 

(2.26) 

(2.27) 

dans lesquelles les coefficients ak (k = 1, ... , j) sont les coefficients de 
la partie principale du développement en série de Laurent de U(s) en s = -0

0 

où U(s) a un pôlie d'ordre j ; a
0 

et a
0 

sont les résidus de U(s) respecti
vement en s = s

0 
et s = s

0 
; a sati sfait l'hypothèse ii du Lemme 3 . 

Défi ni ssons : 

alors ~(s) a une singularité en -0
0 

et, par la théorie des fonctions complexes, 
nous avons : 

ak = l im 
0 ➔ -0 

0 

<P(j-k) (0) 

(j-k)! 

Défini ssons encore, quand 0
0 

= Àp où Àp est défini dans le Lemme 3 

ETUDE DES 11 CAS POSSIBLES. 

1. Un pôle simple en s = -0
0 

= -Àp dû à un pôle de H1(s) alors 

( 2. 28) 



OÙ 

u ( t) 

l im 
s -+ -cr p 

l im 
s-+ - À 

2.20. 

p 

2. Trois pôles simples en s = -cr = -À ; le premier est dû à un pôle de · H1(s) 
0 p 

et les deux autres sont les compl exes conjugués s
0 

et s
0 

où s
0 

= -cr
0 

+ i T
0 

dus à des zéros conjugués de H2(s) . Alors, par (2. 13) : 

u ( t) = u1(t) + w(t) 

OLi li m (s -s
0

) 
H1(s) 

l im 
H1(s ) Hl(so) 

ao = = = 
s -+ s H2(s) s-+ s (s - s

0
) w(s) 2 i T

0 
w(s

0
) 

0 0 

H1(s) 
l im 

H1 (sJ Hl(~) 
ao = li.!!!_ (s-s

0
) = = 

s -+ s
0 

H2(s) s-+ s
0 

(s - s
0

) w(s) 2 i T
0 

w(~) 

l im 
H1(s) - klp - klp 

al = ( s + Àp) = = 

T; w(-Àp) s -+ - À H2(s) (-i T O) ( i T
0

) w( -Àp) p 

d'où u(t) s t 5at - o(eat) = u1(t)+e 0 a
0 

+ e a + = 
0 

et, finalement, par (2.27), nous avons 

3. Un pôle d'ordre deux en s = -cr
0 

= - Àp dû à un pôle d'ordre un de H1(s) et 
à un zéro simple de H2(s) Alors 

r 



r-----------:---- ------------ - - -

2.21. 

dans laquelle les coefficients a1 et a2 sont déterminés par la fonction 

~(s) = (s + À )2 U(s) = p 

et la formule (2.28). 

4. Un pôle d'ordre deux en s = -a = - À 
0 p dû à un pôle d'ordre un de H1(s) et 

s = s
0 

et s = s
0 

. Alors aux zéros simples en s = -a = -À 
0 p 

u(t) = u2(t) + w(t) 

ijJ( s) 
OÙ a = lim (s - s ) U(s) = lim --------= -

0 s-+s
0 

° s-+s
0 

(s-s
0
)(s+a

0
)Y1(s) 

et où al , a2 sont déterminés par 1 a fonction 

= (s + Àp) 2 U(s) 
1jJ ( s) 

~(s) = 
p(s) Y1(s) 

et la formule (2.28). 

5. Un pôle d'ordre trois dû à un pôle de H1(s) en s = -a = -À et à un zéro 
0 p 

double en s = -a = -À 
0 p de H2(s) . Alors 

u(t) = u3(t) 

Les coefficients a1 , a2 et a3 sont déterminés par la fonction 

et la formule (2.28). 

6. Un pôle d'ordre quatre en 
un zéro triple de H2(s) 

s = -cr
0 

= -Àp dû à un pôle simple de H1(s) et à 

Alors : 

u(t) = U4(t) 



dans laquelle les coefficients a1 , a2 , a3 et a4 sont déduits de la 
fonction 

<P ( s) 

7. Un pôle si mple en s = a - 0 dû à un zéro simple de H2(s) alors 

OÙ lim cp( O\s ) = lim 
s -+ -a 

O 
s -+ -a 

0 

2.22. 

8. Trois pôles simples en s = -a0 , s = s
0 

et s = s
0 

dus à des zéros de H2(s) . 
A lors 

OÙ a = 1 im 
O S -+ S 

0 

a1 = lim (s +a
0

) U(s) = 
s +-·ao 

1 i m 
s -+ a 

0 

--------= 

H1(s) 
--------= 
{ s - s 

O 
){ s - 5a) Y l ( s ) 

9. Un pôle d'ordre deux en s = -a 
0 

dû à un zéro double de H2(s) . Alors 

où les coefficients sont déterminés par la fonction 

10 . Un pôle d1 ordre trois en s = -a0 dû à un zéro d'ordre trois de H2(s) . Alors: 

u(t) = u3(t) 

Les coefficients sont déterminés par l a fonction 



2.23. 

11. Deux pôles simples en s = s
0 

et s = 5a dus aux zéros conjugués de H2(s) . 
Alors : 

u(t) = w(t} 

OÙ a = 1 im 
0 

S+S 
0 

En ce qui concerne le comportement asymptotique de T1(x,t) , nous savons 
que 

A) si ÀA < a0 , nous obtenons (2.22) dans laquelle T1(x) est exprimé par 

T1(x) = lim (s + ÀA) T1(x,s) = 
s +-ÀA 

(2.22) peut donc se formuler: 

-À t 
T ( t) ( ) U( -'A) e A + o(ea•t) I x, = nA YA x /\ 

et le terme reste est uniforme en x . 

B) si ÀA > ao , nous avons vu que T1(x,s) a les mêmes singularités sur 

L . a= -a 
0 

que U(s) dès que g(x ,s) est holomorphe sur L Notons 1 es 
coefficients de 1 a partie principale de Ti(x,s) en s = -a 

0 
par Ak(x) 

k = 1, . . . ' j où j est l'ordre du pôle de U{s) . A0 (x) est le résidu 

de T1(x,s) en s = s 
0 

lorsque Sa est un pôle de T1(x,s) . Nous définissons 



2.24. 

de même 

1 

ml 

et montrons que 

(2.29) 

Nous prouvons notre assertion par récurrence. Si m = 0 , nous obtenons : 

Supposons maintenant que (2.29) est vérifée jusqu'à l'étape m- 1 et 
démontrons qu'elle le reste pour m (m ~ 1) 

m-1 1 a a g(x,s) 
-1 - - [11 • 

mas (m-l)!asm s=-cro 

(2.21) 

Par la convergence uniforme de la sér ie dérivée, nous obtenons ainsi (2.29). 

Si s = s
0 

est un pôle de îr(x,s) , nous avons dans ce développement: 

et 

A
0

{x) = lim (s - s
0

) î 1(x,s) = 
S+S 

0 

j 

l im 
S ➔ S 

0 

Ak(x) = E a. c. k(x) . k 1 1-
1= 

où j est l'ordre du pôle. 

{holomorphie de g(x,s) sur L ) 

k=l, ... ,j 

Pour démontrer cette égalité, dével oppons g(x,s) en série de Taylor au 
voisinage de -cr

0 



a g(x,-a0) 
g(x,s) = g(x,-a0) + ---- (s + a

0
) + ... 

a s 

Multiplions par U(s) le développement; nous obtenons 

m 
00 1 m a g(x,-a0) 

= E - (s +a) 
m=O m! 0 a sm 

Si j est l'ordre du pôle, le coeffi cien t Ak(x) devient 

l im 
s-+ -a 

0 

k k a g(x,s) 
lim (s+a0) U(s)g(x,s)I + lim (s+a0) +lu(s) = 

s -+ -a 
O 

s=-a0 s +-o
0 

a s 

1 aj g(x,s) 
+ - l im (s - 0

0
/+j U(s) --~-

j ! s -+ -a 
O 

a s J 

j 
= E a. c .. (x) 

l l -J i=k 

+ 0 = 

s=-a 0 

= 

2.25. 

+ 

s=-a 
0 

(2.30) 

Comme Yn(x) es.t uniformément borné pour tout x E [O,c] et tout n E lN et 

par le comportement des >..n [ A.3] , nous en déduisons que les c .(x) sont 
r.1 

bornés sur [0,c] ainsi que les coefficients Ak(x) . 

Si nous définissons maintenant simi lairement au cas du comportement de u(t): 



2.26. 

-cr t 
W ( X , t ) = 2 ( Re ( A O ( X ) ) COS T 

O 

t - I m ( A O ( X ) ) S i n T 

O 

t) e O + 0 ( e a t ) 

où a satisfait à ii du Lemme 3, nous obtenons les mêmes comportements asympto
tiques pour TI(x,t) que pour u(t) où nous remplaçons, dans les onze cas, 
uj(t) par Tj(x,t) et w(t) par W(x,t). 

Dans le cas C , ÀA = cr0 , les formules asymptotiques pour T1(x,t) sont 
obtenues en remplaçant uj(t) par Tj+1(x,t) et w(t) par W(x,t) défini en 
(2.26) et (2.27). Les coefficients A0 (x) dè W(x,t) sont toujours donnés par 
a0 g(x,s0 ) mais il n'existe plus une relation simple entre les Ak(x) et ak 
pour k ~ 1 Pour rechercher ak , il faut se servir de la formule (2.28) 
et définir ~(s) comme étant: 

Les coefficients Ak(x) que nous trouvons sont aussi bornés sur [O,c] 

COROLLAIRE DU THEOREME DONNANT LE COMPORTEMENT DE LA SOLUTION LORSQUE t + = 

Sous les hypothèses du théorème. 

Alors, pour chaque nombre y satisfaisant 

nous avons 

u ( t) = 0 ( e -y t) 

T(x,t) = O(e-Yt) 

'DEMONSTRATION. 

Par le théorème, nous avons 

u(t) 

e-·yt 
= 

u(t) 

uniformément pour x E [ O,c] 

quand t + = . 

quand t + = 



2.27. 

TH(x,t) TH(x,t) ->-st 
-( "B-y) t e 

= <; M2 e -+ 0 
-yt e->-st -yt e e 

quand t -+ ?O 

uniformément pour XE [ 0 ,c J 

Le comportement de T1(x,t) s'étudie de manière identique. 



CHAPITRE III : 

DÉPENDANCE CONTIN E DES SOLUTIONS 

PAR RAPPORT AUX QUANTITÉS VARIABLES 

ET AUX CONDITIONS I NITIALES DU PROBLÈME 

Dans ce chapitre, nous allons étudier la dépendance continue des solutions 
par rapport aux valeurs initiales u0 et f et par rapport aux paramètres du 
problème n et a définis dans l'introduction. 

Nous al lons considérer l'espace produit r comme étant le produit cartésien 
:R X [ L 2 ( 0, C) ]2 X C ( [ 0, C ] ) . 

Nous définissons dans r la norme d'un point P = (z,f,a,n) de r par 

11 P 11 = i z i + Il f 11 2 + Il a 112 + Il n 11 2 

Si nous prenons deux points Pi = (zi ,ai ,ni ,fi) (i = 1, 2) de r , nous 
posons : 



3.2. 

et 

De même, le couple (ui(t),Ti(x,t)) dans lequel Ti(x,t) peut être, 
comme dans le chapitre 1 (voir 1.10), représenté par TiH(x,t) + Tir(x,t) est 
la solution du problème initial (0.1) (0.2) (0.3) (0.4} ayant pour conditions 

initiales ou paramètres 

u = z. 
0 l 

n = ni 

f = f. 
l 

Ayant donné ces quelques préliminaires, il nous est possible d'énoncer le 

théorème suivant 

THEOREME. 

2 Soient: ai , fi E L (0,c) (i = 1, 2) (0.5) 

f i EC(]0,c[) 

ni E C([ 0,c ]) 

ô > 0 , T > 0 et 0 < r < Àl 

Alors, il existe une constante K > 0 telle que 

i ) 

i i) 

(0.6) 

(0.7) 

uniformément pour 0 ~ t ~ T ; 

t > 0 , uniformément pour 0 ~ x~ c 

iii) !T
11

(x,t)-T21 (x,t)l~h(t)IIP1 -P2 11 uniformément pour O~x~c 
0 ~ t ~ T 



où 1) 

2) si a < l 
4 

DEMONSTRATION. 

3.3. 

h(t)=Kt3/ 4 -o 

Par les hypothèses sur les fonctions f; , n; , a; , nous avons, grâce au 
théorème du chapitre 1, une solution un ·que du problème initial pour chaque i 

Dans la démonstration, nous partons de l'équation intégro-différentielle 
définie en (1.6), c'est-à-dire : 

où K1' 1.(t) =-Ë a. f. e-Ànt 
n=l n, n, 

i = 1, 2 ( 3. 1) 

(3.2) 

(3.3) 

dans lesquelles an; , fni , nn; 
de Fourier de ai , fi , ni (i 

représentent respectivement les coefficients 

Avant de montrer le point i 
tions. 

= 1, 2) développés dans la base hilbertienne. 

du théorème, nous allons établir deux estima-

Posons D = max{lla; 112 , lin; 112 , llf; 112 (i = 1, 2)} (3.4) 

et montrons 

a) (3.5) 

b) (3.6) 

quel que soit t ~ 0 

Pour montrer (3.5), nous définissons, pour t > 0 



3.4. 

F ( ) 
00 

( ) -1/ 2 Àn t i x,t = E fni Yn x e . 
n=l 

Ces deux séries sont de carré intégrable sur [O,c] ; en effet, par l 'orthogona
lité des fonctions propres Yn(x) sur [O,c], nous obtenons : 

et, comme t > 0 , par le théorème de Riesz-Fischer, nous avons 

2 C 2 00 2 2 
Il Ai 112 ( t) = JO Ai ( x, t) dx < E a . = Il a1. 112 n::;: l n1 

2 C 00 2 2 11F,-ll2(t)=fo(x,t)dx < E f -=llf,-112 
n= l n1 

quel que soit t > 0 . 

De plus, montrons les inégalités suivantes 

Par la définition de la norme dans L2(0,c) , nous obtenons : 

( 3. 7) 

(3 .8) 

d'où, en appliquant les mêmes arguments que précédemment, nous &boutissons aux 
inégal i tés : 



3.5. 

En outre, en raisonnant de la même manière, nous avons 

foc A.(x,t) F.(x,t) dx = i a . f . e-Ànt 
1 1 n= l n1 ni 

égalité qui peut être décrite en employant (3.2) par: 

pour t > 0 

De ce fait 

En nous servant de 1 1 i néga 1 i té de Cauchy-Schwartz et des i néga 1 i tés ( 3. 7) , ( 3. 8) , 

(3.9) et (3.10), nous obtenons : 

!K11 (t) - K12(t)I ~ lla1 112 lltfll2 + ll6all2 ll f 2 112 

et nous aboutissons à la majoration souhaitée en (3.5) en faisant intervenir la 

définition de D (3.4). 

Par un raisonnement similaire, nous serions àrrivés à montrer l'inégalité 

(3.6). 

Ayant démontré les inégalités (3,5) et (3.6), nous sommes à même de 

,démontrer le point i 

Supposons T > 0 et étudions, grâce à (3.1), la différence suivante : 

U l ( t) - u 
2 

( t) = K 1l ( t) - Kl 2 ( t) + f ~ ( K21 ( t - 't ) u l ( 1' ) - K2 2 ( t - T ) u 2 ( T ) ) d T = 

= Kll ( t) - K
12

( t) + f ~ ( K21 ( t - T) - K22 ( t - T) u1 ( T ) d-r + (3.11) 



( 

3.6. 

En posant 

et 

l'équation (3.11) s'écrit : 

Nous posons : c1 = max I u1 (t) 1 

tE[O,T] 
(3.12) 

et H > 0 tel que JK22 (t)I ~ H pour t E ffi+ . (3.13) 

Es timons l1(t) ; en nous servant de (3.6) et (3.12), nous avons 

Conme nous travaillons sur l'intervalle compact [0,T], cette inégalité devient : 

Estimons également I2(t) ; en nous bas an t sur (3.13), nous obtenons 

II 2(t)I ~ H IJ Ju1(-r) - u2(-r )I d-r 

En combinant les inégalités (3.5), (3.14) et (3.15), nous obtenons 

lu1(t)-u2(t)I ~ D (ll6fll2 +116all2)+C1 DT (116nll2 +11 6all2) + 

En posant 

nous avons : 

(3.14) 

(3.15) 

En intégrant de O à t et en employant la condition initiale ui(O) = zi et 

le thêorême de la moyenne sur [ 0,t] oü t E [0,T] , nous obtenons : 



A cette inégalité, 1 'application du lemme de Gronwall-Bell man fournit : 

HTt lu1(t) - u2(t)1 <(121 - 221 + o1 T(ll6fll2 +11.c:.n112 +116all2)] e 

3.7. 

Si nous prenons HT2 
K ;;;i, max{D1 T, 1} .e , nous abouti s5ons au résultat demandé, à 

savoir: 

(3.16) 

uniformément pour O < t < T . 

Attachons-nous à démontrer la conclusion pour T(x,t) . En (1.10), T(x,t) 
a été défini par: 

C t C = f O G(x,s,t) f(s) d t,; +f Of O G(x,s,t- T) n(s) u(s) ds dT 

t > 0 . où G(x, s, t ) est défini en (1.9)pour x, sE [0,c] 

Considérons G(x,s,t) comme une fonction de s Nous assurons que 
G(x,s,t) est une fonction de carré intégrable en s sur [0,c] . En posant 
M > 0 comme dans (A.4), tel que IYn(x)I < M et en posant aussi r > 0 tel 
que O < r < Àl ( 1), nous obtenons, par 1 'orthogonalité des fonctions propres 
Yn(s) sur [0,c]: 

Par le choix de r , l'inégalité prend la forme : 

-2À t e n , t > 0 

IIGll~(x,t) < M2 e- 2rt Ë e- 2(Àn-r)t t > 0 (3.17) 
n=l 

En utilisant l'artifice (2), il existe une constante K(8) où 8 = l/2+2o, 

(1) De telle manière que Àn - r reste positif quel que soit n . 

(2) V B > 0 , 3 K( B) > 0 tel que e-x < K(8) x-B ~ x > 0 . 

Démonstration : (e-x x8) 1 = (8 - x) xB-l e-x 



3.8. 

6 > 0 telle quel 'inégalité (3.17) prend la forme : 

IIGll~(x,t)..;;;M2 e-zrt K(l/2+26) Ë [2t(>.. -r)((l/2 + 26 )..;;; 
n=l n 

où 

Par le choi x del 'exposant et le comportement asymptotique des Àn (A.3), nous 
obtenons : 

où K' =Ml. (; (>..n _ r)-(1/2 -26))1/2 
n=l 

Grâce à la majoration (3. 18), nous allons estimer la différence des parties 
homogènes des solutions Ti(x,t) i = 1, 2 

(3.18) 

(Schwartz ) 

Cette majoration n'est rien d' autre que ii 

Pour estimer maintenant la différence entre les parties non homogènes des 
solutions Ti(x,t) i = 1, 2 , nous no us servons de (1.14) pour obtenir: 

8 = x est un extrémum global ; 

(e-x x8) 11 = (8 (8 -1) x- 2 - 2 8 x-l + 1) x8 e-x 

en 8 , on a : 1 - 1/8 - 2 + 1 = -1/8 < 0 
donc maximum. 



3.9. 

et le transformer en : 

(3.19) 

où 

et 

Par (3.16) et une application de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons, pour 
W1(x,t) : 

t i W l ( x, t) i ~ K Il Pl - P 2 Il J O Il G 112 ( x, t - -r) Il n l 112 d-r , 

et, par (3.4) et (3.18), nous obtenons : 

IW1(x,t)i ~ DKK' IIP1 - P2 11 f6 e-r(t--r)(t--r)-(l/4 +ô) d-r. 

Vu que ô < 3/4 , nous pouvons intégrer et finalement trouver : 

t3/4 - ô 
i W l ( x, t) i ~ D K KI Il Pl - P 211 ---

3/ 4 - ô 

En ce qui concerne w2(x,t) , posons 

Q = max I u2 ( t) 1 

tE[ 0,T] 

et, comme pour w1(x,t) , nous obtenons 

Finalement, en majorant (3.19), nous avons 

uniformément pour x E [ 0 ,c] , 
tE[O,TJ 

uniformément pour x E [ 0 ,c] , 
tE[O,T] 

3/4 - ô 
~ K 1 

[ D K + Q] Il Pl - P 2 11 _t __ 
3/4 - ô 



Si nous posons: 

K" = K 1 
[ D K + Q] 

3/4 - o 

nous avons iii) . 

3.10. 



ANNEXE 1 

L E p R O B L È ME D E S T U R M - LI O U V I L L E 

Avec les conditions aux limites (0.2), l'équation (O.lb) est intimement 
liée au problème de Sturm-Liouville suivant 

Soit l ' équation différentielle 

(b(x) y'(x)) 1 
- q(x) y(x) = - À y(x) sur [0,c] (A .1) 

satisfaisant aux conditions aux limites 

(A. 2) 

Nous supposons que : 

b E C 1[ 0, c 1 
' 

b(x) > 0 ' 
pour tout X E [ 0 ,C] 

q(x);;:;, O pour tout XE[Ü,C] 

al a2 ~ 0 

bl b2 ;;:;, 0 

1 al 1 + 1 a2i > 0 

lb1I + lb2l < 0 

Sous ces hypothèses, nous avons : 

1) l.a non-existence de valeurs propres négatives [ 3, pp. 294, 416 J , 

2) l'existence d'une suite strictement crois sante (Àn)n E 1~ de valeurs propres 



Àn simples, positives [3, p. 293] et telles que [3, p. 412] 

lim À = +oo n 
n+oo 

et dont le comportement asymptotique est donné par [3, p. 415] 

OÙ L = J~ (b(x) f l/ 2 dx quand n + 00 ; 

Al.2. 

(A.3) 

3) si l'on ajoute l'hypothèse (0.12), la plus petite valeur propre Àl qui est 
strictement positive [ 3, p. 294] 

4) l'existence d'une base hilbertienne de L2 constituée de fonctions propres 
orthonormées Yn(x) appartenant à L2(ü,c) associées aux valeurs propres Àn 
[ 3, p. 293 ] 
Ces fonctions propres sont uniformément bornées par rapport à x et à n 
[ 3, p. 334] , c'est-à-dire : il existe M tel que 

(A.4) 

quels que soient x dans [0,c] et n dans ~ . 

Au problème (A.1)-(A.2), nous associons la fonction de Green [ 3, p. 351] 
définie par : 

u1(x) u2(t,;) 

K 
pour Ü.,;;; X.,;;; f,; 

G(x,E,;) = (A.5) 
u2(x) u1 (t,;) pour f,;.,;;; X.,;;; C 

K 

dans laquelle u1 et u2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 

(b(x) y' (x)) 1 
- q(x) y(x) = 0 

satisfaisant aux conditions aux limites 
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et dans laquelle K est une constante égalant b(x) W(u1,u2,x) ; W est le 

Wronskien pris en x . 

PROPRIETES DE LA FONCTION DE GREEN (A.5). 

1) Elle satisfait l'équation : 

pour x E [0,c] et x F, . 

2) Elle est continue en x = , , c'est-à-dire 

3) Elle satisfait aux conditions aux li mites 

4) Elle es t dérivable partout sauf en x =, et le saut vaut 

~G(,+o,,) -~G(,-o,,) = 
dx dx 

1 ---
b(') 

5) Elle est symétrique 

G(x,,) = G(,,x) 

(A.6) 

Dans ce qui suit, nous allons montrer que la dérivée d'une fonction propre 
est majorée par le produit d'une constante et de la valeur propre associée à cette 

fonction propre, c'est-à-dire il existe K > 0 tel que : 

(A.7) 

Preuve : 

En effet, d'après [4, p. 360], le problème (A.1)-(A.2) a une solution 
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Nous allons décomposer cette égalité en une somme de deux intégrales, l 1 une 
de O à x et l •autre de x à c . Nous déri~ons alors chaque membre de 
l 1 égalité en vertu de (A.6) et nous obtenons 

d La fonction ëfx G(x,~) est bornée par (A.6). Nous obtenons alors l 1 existence 
d 1 un K1 > 0 tel que, pour tout (~,x) E [0,c]x[O,c], nous avons: 

Nous aboutissons donc à la majoration 

où M est défini en (A.4). 

Si nous posons K = c K1 M , nous obtenons bien la majoration souhaitée (A.7). 

Dans cette dernière partie del •annexe, nous allons traiter le comportement 
des coefficients de Fourier (nn)n E ™ lorsque n est deux fois continûment 
dérivable sur [ 0,c] et satisfait aux conditions aux limites. Nous montrons 
qu 1 ils ont un comportement en 1/n2 . 

Soit : 

soumis aux conditions aux limites : 
f 

a1 n(O) + a2 n
1 (0) = o , 

a1 Yn(O) + a2 y~(O) = 0 , 

b1 n(c) + b2 n
1 (c) = O 

bl Yn(c) + b2 y~(c) = 0 

En multipliant (A.8) par n(x) et en intégrant de O à c , nous obtenons 

(A.8) 

(A.9) 
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1 C 1 C nn = - Jo n(x) q(x) Yn(x) dx - -J n(x) (b(x) y~(x))' dx . 
Àn Àn 0 

Majorons le coefficient de Fourier : 

1 1 C C lnnl ~- Q + - B [ IIo n(x) y~(x) dxl + IIo n(x) y"(x) dxl] (A.10) 
Àn Àn 

en posant 

et B = sup {lb(x)I, lb'(x)I} 
XE[Ü,C] 

Nous allons maintenant intégrer par parties les deux termes du crochet; nous 
avons , pour le premier terme : 

Comme IYn(x) 1 est uniformément borné et n' continue, ceci nous permet d'en 
déduire que 

II~ n(x) Y~(x) dxl 

est uniformément borné. Pour le second terme, en intégrant deux fois par parties, 
nous obtenons : 

Par un raisonnement similaire à celui effectué au premier terme, nous trouvons 
que : 

est uniformément borné. Nous pouvons montrer, en utilisant les conditions aux 
l imites (A.9), la majoration uniforme de n(c) y~(c) - n(O) y~(O) 

Supposons que b2 f O . Alors, nous pouvons exprimer y~(c) par 
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Par contre, si b2 = 0 , par (O.llb), nous avons n(c) = 0 . Il s'ensuit donc 
la majoration n(c) y~(c) . Il en est de même pour n(O) y~(O) 

En résumé, nous venons de montrer que le terme entre crochets dans (A.10) 
est uniformément borné pour une constante C . Nous en déduisons la majoration 
suivante : 

lnl~_!_[Q+BCJ n À 
n 

Finalement, par le comportement asymptotique des Àn (A.3), nous arrivons au 
résultat suivant : 

quand n ➔ oo 

Dans les démonstrations, nous désignons par C la constante positive vérifiant 

l ' inégal i té 

quand n ➔ oo {A.11) 



ANNEXE 2 

Supposons l'hypothèse (0.13) vérifi ée 

q(x) = O sur [ 0 ,c 1 et 

Alors, la plus petite valeur propre Ào du problème de Sturm-Liouville est 
nulle et le vecteur propre associé y0 (x) est de la forme : 

pour X E [ 0 ,C ] 

(0.13) 

(B. 1) 

En effet, les valeurs propres formant une suite strictement cro issante, 
positive (annexe 1), 0 est la plus pet ite valeur propre del 'opérateur de 
Sturm-Liouville. La relation (A.1) nous permet de définir son vecteur propre 
associé : 

(b(x)y'(x))' =0 
0 

sur [ 0 ,c 1 

Par (0.9) et (0.13), en intégrant successivement entre O et x , nous 
obtenons que y0 (x) est une constante. Comme les fonctions propres sont ortho
normées, la constante vérifie 

C 2 C 2 JO y0
(x) dx =J O {constante) dx = 1 

et le vecteur propre y0 (x) est déterminé par (B.1). 

Nous esquissons les résultats correspondant à ceux établis avec l'hypothèse 

(0.12) tout au long des trois chapitres. 

Tout d'abord, nous avons un théorème d'existence et d'unicité de la solution 

du problème (0.1)-(0.4). Son énoncé est identique à celui vu dans le chapitre I 
si ce n'est que l'hypothèse (0.12) a été remplacée par (0.13). 

Le principe de démonstration est essentiellement identique. Comme dans 



A2.2. 

le Lemme 1, nous définissons l'équation de Volterra associée au problème (0.1)
(0.4) par : 

u(t) 

où 
00 -1 -Ànt K.(t) = -k. t + E k- À (e - 1) 

, 1 o n= 1 1 n n 

Remarquons que Ki(t) E c1([0,+oo[) et u'elles ne sont plus nécessairement 
bornées pour t ~ 0 . 

( 1.1) 

(B.2) 

Les séries dérivées (B.2) étant uniformément convergentes pour t ~ 0, 
elles sont définies par: 

Similairement, posons 

-1 00 -À t G(x,~,t) = c + E y (x) y (~) e n 
n=l n n 

pour 

La fonction de Green associée au problème (0.1)-(0.4) est continue sur 
[ O, c 12 

x [ t
0

, +oo [ où t
0 

> 0 . 

(B . 3) 

(B.4) 

De la même manière que dans le Lemme 2, la solution T(x,t) de (1.7b) est 
définie par (1.10) et : 

(B.5) 

Elle est continue sur [0,c]x[t ,+oo[ ainsi que ses dérivées premières par rapport 
0 

à t, x et seconde par rapport à x ; elle satisfait également (0.2) et (0.4). 



Par conséquent, le couple (u(t),T(x,t)) est la solution unique du 

problème (0.1)-(0.4). 

A2.3. 

Comme Ki(t) ne sont pas nécessairement bornées pour t + 0 , nous ne 
pouvons plus appliquer le Lemme de Gronwall dans la démonstration du Théorème 2 
pour trouver un comportement de la solution u(t) et de sa dérivée lorsque t 
tend vers l'infini. Cependant, une autre méthode est esquissée dans [ 1, p. 369); 

cette méthode permet de contourner cette difficulté. 

Lorsque (0.13) est satisfaite, le théorème du chapitre II établissant le 
comportement asymptotique de la solution (u(t),T(x,t)) lorsque t tend vers 
l'infini subit quelques modifications que nous énonçons ci-dessous. 

Supposons que (0.5), (0.6), (0.7), (0.13), (2.1) et (2.2) sont satisfaites 
de même que 

ou k10 = k20 = 0 

Alors il existe un nombre unique strictement positif 0
0 

tel que 

quand t + 00 

où j E {0,1,2,3} et j + 1 est l'ordre maximum des pôles de U(s) sur la 

droite L : 0 = -0
0 

Considérons A B , 0
0 

, j définis comme dans le chapitre II; alors 

-1/2 t TI(x,t) -n 0 c f o u(-r) d-r = F(t) quand t + 00 

uniformément pour 0 ~X~ C , où 

e -ÀAt si ÀA < 0
0 

F(t) tj -0 t 
= e o si ÀA > 0

0 

tj e -0ot ou tj+l e -00 t si ÀA = 0 
0 

et quand t + 00 

(B. 7) 

(2.3) 

(B .8) 

(B.9) 



uniformément pour O ~ x .ç c 

Par contre, si (B.7) n1 est pas vérifiée 

alors TH(x,t) satisfait à (B .9) et 

u(t) - d = O(tj e-oot) quand 

A2.4. 

t ➔ 00 {8.10) 

et -1/2 t TI(x,t) -n
0 

c f O u(T) d1-G(x) = O(F(t)) quand t + 00 (8.11) 

unifo rmément pour O~x~c , OÙ . . 
- klO 

d = 
00 

k -1 
L Àn 

n=l 2n 
{B.12) 

00 -1 G(x) = d I nn Àn Yn(x) 
n=A 

(B.13) 

La démonstration de ce théorème suit le même schéma que celle du chapitre II. 
Tout comme dans le Lemme 1, nous obtenons la transformée de Laplace de u(t) 

U(s) 
Jl(s) 

= 
J2(s) 

U(s) est définie par (2.7) à la seule différence que les sommes sur n commencent 
à 0 et non plus à 1 

Lorsque (B.7) est vérifiée, toutes les singularités de U(s) se trouvent 
dans le demi-plan a< 0 (2.11) et la démonstration de (2.3) reste valable. 

Lorsque (B.7) n1 est pas vérifiée, U(s) a un pôle simple en s = 0 . 

Nous définissons a
0 

comme étant la prem1ere singularité située à gauche du 
pôle simple O et la droite L : o = -a

0 
garde les propriétés vues au chapi tre II. 

Par (2.13), nous avons le développement de u(t) : 
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-a t 2 t 3)+a +o(eat) lorsque u(t) = e O (a1 +a2 t+a3 t + a4 t -+ 00 
0 

OÙ ao = l im s U(s) = l im s 
s -+Ü s-+ 0 

nous obtenons alors (B.10). 

00 
kln (S+À )-l u - E 

o n=O n 

( s + "n) -1 
00 

s + E k2n 
n=l 

= 
- klO 

=d (B.12) 
'f k "-l 

n=l 2n n 

Lorsque (B.7) 
( 1. 14) auquel 

L'étude du comportement de T1(x,t) se base sur (B.6). 
est sati sfaite, (B.8) est immédiate car (B .6) n'est autre que 

-1/2 t s'ajoute le terme n
0 

c f O u(T) dT . Lorsque (B.7) n'est pas satisfaite, 0 

étant un pôle simple de J1(s) , nous avons l'expression suivante par (2.22) : 

OÙ 

CX) 

( s + "n) -1 u - E kln 
CX) 

( s + "n f 1) 
o n=O 

ao = l im s ( E nn Yn(x) 
( s + "n )-1 

= 
CX) 

s-+ 0 n=A s + E k2n 
n=l 

= d G(x) par (B.12) et (B.13). 

Remarquons que (B.5) est exactement TH(x,t) défini en (1.11) auquel 
s'additionne le terme f

0 
c-112 . De (2.6), nous déduisons (B.9). 

Le corollaire de ce théorème nous donne le comportement de la solution 
lors que t -+ 00 . 

Sous les hypothèses du théorème précédent, lorsque (B.7) est vérifiée, nous 

avons : 

lim u(t) = 0 
t-+00 

-1/2 00 
l i m Î ( X, t) = C ( f 

O 

+ n 
O 

f O U ( T) dT) 
t-+00 

De même, lorsque (B.7) n'est pas vérifiée, nous observons que 
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lim u(t) = d 
t + oo 

Les notations et les hypothèses du théorème définies dans le chapitre III 
restent valables; seuls les résulta ts changent 

11 existe une constante K > 0 tell e que 

i ) uniformément pour O ~ t ~ T 

i i) uniformément pour O <: x < c , 

avec t > 0 . 

i i i ) uniformément pour 

où 1) 

2) si o < 3/4 h(t) = K t 314 - 0 + K' t c-l/2 

Le principe de démonstration est i dentique si ce n~est quel 'indice de 
sornnation en n cornnence en O au lie u de 1 . Par conséquent, par un 
raisonnement similaire, nous aboutissons au résultat (3.16) demandé : 

uniformément pour* 0 ~ t ~ T 

Pour T(x,t) , nous avons un résultat différent 'de celui du chapitre III. 
'En effet, comme G(x,ç;,t) est définie (B.4), l'inégalité (3.17) prend la forme 

IIGll~(x,t) ~ M2e-2rt ; e- 2Pn-r)t+c-l t > O 
• n=l 

Par le choix de r , B définis en page 3.7 , nous obtenons 

(B.14) 



où K' est exprimé en (3.18). 

Appliquons cette majoration à la différence des parties homogènes des 
solutions Ti( x,t) i = 1, 2 : 

A2.7. 

Pour estimer la différence entre les parties non homogènes des solutions 
Ti(x,t) i = 1, 2 , nous introduisons de ux f onctions auxiliaires w1(x,t) et 
w2(x,t) vérifiant (3.19) : 

w1(x,t) = f6 J~ G(x,~,t--r) n1(~) (u1(-r) -u2(-r)) d~ d-r 

Par (3. 16) et une application de 1 'inéga l ité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons, 
pour w1(x,t) 

et par (3.4) et (B.14), nous aboutissons à : 

ô étant strictement inférieur à 3/4 , nous pouvons intégrer et arriver à 

K' t3/4-ô 
IW1(x,t)i ~ D K IIP1 -P2 11 [----+c-112 t] 

3/4 - ô 

{

X E [ 0 ,C] 
uniformément pour 

tE [0,T] 

En appliquant un même raisonnement à w2(x,t) et en posant 

nous avons 



K' t3/4-6 
IW

2
(x,t) 1 .;;;; Q ll6nll

2 
[---- + c-l/

2 
t] 

3/4 - 6 

Ma jorons (3.19) : 

t3/4 - 6 

IT
11

(x,t) -T
21

(x,t)i.;;;; (D K+Q)[---+.c"".
112 

t] llf>1 -P 2 11 
3/4 - 6 

Si nous posons : 

K" = 
K'[DK+QJ 

3/4 - 6 

et K'" = D K + Q 

nous avons i i i . 

A2.8. 
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