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1-1 I NTRODUCTION 

Le point de départ de notr e travail est d'étudier par la théorie 

de l'élasticité les déformations de petites cavités sphériques au sein 

d'un matériau homogène. De par sa géométrie, le problème se ramè ne à 

l' étude d e s vibrations d'une sphèr e pleine. L'étude des vibrations d'une 

sphère est un problème bien connu; plusieurs méthodes sont présentées 

au chapitre 3 : la méthode de Lamb (1882) (15), la méthode de Sezawa (1929) 

(28, 29 ) et enfin la méthode utili s ant pour la rés olution de l' équation de 

mouveme nt, les potentiels de Lamé e t de Helmholtz (10). Cette méthode très 

séduisante au point de vue mathématique nécessite la mise en place d'une 

importante théorie préalable qui la rend apte à résoudre d'autres types 

de problèmes. C'est pourquoi dans le mémoire, on utilise la méthode de 

Sezawa qui est la plus directe de ces trois méthodes . 

D'autre part, il existe d a ns les milieux semi-infinis, plusieurs 

types d'ondes de surface, les onde s de surface transportant dans certains 

cas , beaucoup plus d' énergie que les autres types d'ondes. Or, le problè-

me des d éformations des cavités s phériques étant naturellement lié à des pro

blèmes é nergétiques, il nous a par u intéressant d'étudier le problème des 

ondes de surface autour d'une sphè re ou d'une cavité sphérique. Comme il 

est nécessaire, pour établir les o ndes de surfaces autour d'une sphère ou 

d 'une cavité sphérique, de connaître l es modes ordinaires de vibration, 

notre premier travail était d'étab lir ce s modes de vibration. Après avoir 

comme nc é p a r un cas simple , ce lui des vibrations purement radiales (chapi-

tre I I), on est pass é au cas général (chapitre IV) dont on montre d'ailleurs 

qu'il se ramène dans un cas particulier au cas radial pur. 

Ensui te, avant de passer à l'étude des ondes de surface de l .a sphè

r e et de la cavité sphérique, il nous a paru utile d'étudier les ondes de 

surface ordinaires dans un milieu semi-infini homogène limité par une sur-
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fac e p lane (ondes de Rayleigh). Notons que ce modèle est utilisé en 

g é ophysique e t en s é i smologie pour décrire les ondes de surface de la 

t e rre e n approximant localement l a surface du globe terrestre par un 

p lan (1 è re pa rtie du chapitre V). 

Il e x iste plusieurs méthod es pour déterminer les ondes de surfa

c e d 'une sphè re. La première mé t h ode consiste à retrouver ces ondes à 

parti r des modes de vibrations s tationnaires de la sphère. Cette opéra

tion s 'effectue par un processus d e passage à la limite. Ce processus 

fon c t ionne b ien pour la sphè r e , mais pour la cavité sphé rique, il ne 

nous a pas é t é possible de l'effe ctuer à cause d'un manque d'information 

s ur l e s fonctions de Hankel à variable complexe. Le chapitre V se termi 

ne p a r quelques commentaires à c e propos. 

Il e x iste d'autres méthode s concernant les ondes de surface dans 

des probl èmes à géomé trie sphérique. Ces mé thodes né cessitent des techni

q ues non é l éme ntaire s (transformation de Watson, transformation des fonc

tions de Lege ndre par d es foncti on s de Clemmow) qui entrent dans le cadre 

d ' u n t ravail plus large (voir Ans e ll (2)). Pinkne y (32 ) a également trai

t é l e s ondes d e Rayl e i g h autour d 'une sphè re à l'aide d'une t e chnique de 

per t urb a tion s ur un pla n tangent à la surface. 

Enfin, dans un but pratique, le chapitre VI présente quelques va

l e ur s numé riques (e.a. les fr éque nces des vibrations de la sphè re) et quel

ques r e pré s entations géomé triq ue s d'ondes de surface et de modes de vibra

t i o n de la sphère. 

Les chapitres 2, 4 et 6( 1 ) et les annexes I, II, III ont été rédi

g és par Claire Petit et les chapitres3, 5 et 6 (2, 3, 4) et les annexe s 

IV et V ont é t é rédigé s par Alix Crépin. 



1-2 TABLE DES SYMBOLES 

a= rayon de la sphère 

p = densité du milieu 

À etµ= constantes de Lamé 

E 

V = 

µ(3À+ 2µ) 
À + µ 

À 
2(À+µ ) 

= module de Young ou module de traction 

coefficie nt de Poisson 

w pulsation angulaire 

vitesse des ondes longitudinales 

et =~ 
p 

= vitesse des ondes transversales 

n = k a 

~ = h a • 

3 



CHAPITRE 2 

V+BRATIONS RADIALES D' UNE SPHERE ET D'UNE CAVITE 

SPHERIQUE. 

2-1 Vibrations . radiales d'une sphère 

Soit une sphè re é lastique de 

rayon a . On choisit l'orig ine 

des coordonnées sphériques 

r, 0, <j) au centre de la sphère. 

Figure 2-1. 

z 

X 1/1 

+ 
Le s vibrations étant radiales, le déplacement u est dirigé 

s u ivant le rayon et ne dépend que der, c'est-à-dire u
0 

= u<P = O 

et u = u (r). r r 
L'équation de Lamé s'écrit 

2-+ 
a u v -+ -+ 

- µ v x (9 x ~) p = { À+ 2µ) ( 'v. u) 
at

2 

-+ -+ 
Posons div u = 6 . Rot u = 0 par l'hypothèse { 2-1) . 

4 

(2-1) 

Le gradient, la div et le rot s ont écrits en coordonnées sphériques dans 

l ' annexe 2. 
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L'équation de Lamé devient ainsi par l'hypothèse (2-1) 

p (2-2) 

Séparons les variables u (r,t) - u (r) f(t) r r 

En r emplaçant ceci dans (2-2), on obtient f(t) 
iwt = e 

Après séparation des variables, l'équation (2-2) s'écrit 

(2-3) 

➔ ➔ 

Puisque le rot u = o, u s'écrit comme le gradient d'un potentiel sca-

l aire ~- Par l'hypothèse (2-1), ce gradient revient à une dérivée par-

tiel l e par rapport à r, c'est-à-dire t(r) = u (r) = R-5t. r ar 

Par l 'hypothèse (2-1) , 6 div il = div (~~) et 'v 
2
~ exprimés en coor-

donn ées sphérique (annexe 2) sont égaux. L'équation (2-3) s'écrit: 

- P w2 ~ - ( >.. + 2 11) a (v' 
2 

,!,,) or - 1-' ar 'I' 

En i n tégrant par rapport à r et n posant 

'v 2 ~ + h2 ~ = 0 

2 
w 

2 
ci 

on obtient 

(2-4) 

La laplacien 'ï/
2 ~ en coord . sphériques 

( 2-1) : 

(annexe 2) devient par l'hypothèse 



1 d 
2 dr 

r 
L'équation (2-4) devient 

0 

6 

(2-5) 

C'est une équation de Bessel sphé rique (annexe 1) dont la solution est 

<jl ( r) Aj (hr) + By (hr ) 
0 0 

oü j n (hr) et yn (hr) s ont les fonctions de Bessel spbé riques de première 

e t deuxième espè ces. Pour la boule 

tian e st irrégulière en r = o (y
0

(x ) 

, on élimine y (hr) car cette fonc
o 

Donc, <jl(r) = Aj (hr) 
0 

Le déplacement u (r~ 
r 

= d<jl (r) 
dr 

= > 

u (r) = A 
r 

u (r,t ) = A 
r 

dj (hr) 
0 

dr 

Cond itions aux limites 

COS X ) 
X 

s' écrit donc 

dj (h r) 
0 . 

d r 

iw t 
e 

La t ension à la surfacer= a de la boule est nulle. 

-+ 
La t ension= T.n oü T t enseur des tensions (annexe 2) 

-+ 

(2-6) 

(2-7) 

n = normale à la surface dirigiée vers l'exté-
-+ r ieur de la matière =;:- n = ( 1,0 ,O) 



=> T = T = T = 0 
rr r8 r<j) 

Par l ' hypothè se (2-1), les équations Tre = Tr<P 

sati s faites, il reste donc 

au 
r 

ar 
0 en r 

7 

= O sont trivialement 

a (2-8) 

Cett e équation d é termine les valeu rs acceptables de k et par conséquent 

de w. 

Posons c 2 = E. 
t p 

et À= p 

2 
- h <j) 

À+2µ 
p 

(pa r l ' équation 2-4) 

L' é q uation (2-8 ) devient donc, en remplaçant u et <P par leur valeur en 
r 

( 2-7) e t (2-6) : 

d a j (hr) 
( - k 2 A . (l ) ) 2c 2 A ( o ) Jo 1 r + t dr dr 0 (2-9) 

Puisq ue j (x) 
0 

=~ 
2x Jl/2(x ) = 

sin x 
, l'équation (2-9) devient 

X 

2 
2c! > (- k

2 
A sin /hr) )+ 

2c! 
d (OS (hr) sin(f)J= (C t A 

dr 
0 

hr r 
hr 

2 sin (hr)) 
?C2 

=;> 2c!) (-h 
- t 

( ( 2-h
2

r
2

) sin(hr) - 2hr cos (hr)) = (Ct + -- 0 
r 3 

hr 
(2-10) 

Mult i plions par hr
3 

et divisons p a r cos(hr) qui ne peut être égal à zéro. 

(voir remarque ) . 



f (x) 

0 

tg (h.El_ 
4c2 

t = en r = 
hr 

4c! 
2 2 2 

- C h r i 

La condition limite s'écrit don c finalement 

tg(ha) 
ha 

1 
= -------~ , _ l: ::tr 

8 

a 

( 2-11) 

Cette équation donne les valeur s de h admissibles, et par suite, celles 

de w. 

Re pré sentation graphique de l' équation (2-11) Figure 2-2. 

g(x) 

n: 
2 

tg.X 

37f 

2 
7n: 
2 

graphique de tg.x-~ où x- ha et À-µ -> ~-'f3 1-- _______ _. ______ Ct _ 
4 1 

97f 

2 

X 



L'équation ( 2-10) peut s'annuler pour 

1) cos(hr) = 0 et 4c
2 
t 

2 h2 2 c,Q, a = o 

9 

c 'est-à-dire pour ha= (2n + 1) ; n € Z et kR 

I l faudrait donc que (2n + 1) ~ =/ µ 
4 ;\+2µ 

(2-11) 

Ce tte égalité est impossible. Exe mple pour un solide incompressible 

2) 

À= 00 =>ix+iµ = O -1 (2n + 1) ~ s.;- n. De même, si À=µ 

=> I µ /3 -1 (2n + 1) TT s.;- n. = 
;\+3µ 3 4 

sin(hr) = 0 et 4c
2 

ha 0 
t 

c 'est-à-dire ha= nTT et ha= o~ 
ide ntiquement nulle. 

=>ha= O qui est la solution 

2-2 Vibrations radiales d'une cavi té sphérique. 

La résolution de ce problème est identique à celui de la boule. 

Las ule diffé rence r és ide dans la solution de l'équation de Bessel sphé

rique (2-5). -Pour la cavité, on prend comme solution les fonctions de 

Hanke l sphériques de première et deuxième espèce 
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qi (r) = A h ( 1) (hr) + B h ( 2 ) (hr) 
0 0 

où h ( 1) (x) j (x) + i Y (x) n n n 

h ( 2) (x) j (x) + i yn (x) 
n n 

Le choix de la fonction de Hankel de première ou de deuxième espèce donne 

au d éplacement une forme d'ondre r entrante ou sortante. En effet: 

h(l)(kr) 
. (-n) 

ihr 
tend vers 

l 
lorsque 

ihl'.' 
e h -+ 00 n 

h( 2)(kr) 
.n 

-ihr 
tend 

-l 
lorsque h vers 

ihr 
e -+ 00 n 

( 1) i (hr+w,t) . 
Si l'on choisit h (hr), on obtie nt le facteur e qui donne au 

n 

déplacement u (r,t) la forme 
r 

d'une onde rentrante. Par contre, si l'on 

( 2) 
c hoisit h (hr), le facte ur 

n 
i (-h r+ wt) 

e donne à u une forme d'onde sor-
r 

tante . Pour la cavité , on choisi t des déplacements sous forme d'onde 

sorta nte : 

=> u(r) = dcjl ( r) 
a r 

Ah (hr) 
0 

A ( sin (hi) 
h r 

- i cos (hr)) 
hr 

Les c onditions limites pour une c a vité libre sont les mêmes que celles de 

la s phère libre. En effet, .la tension nulle à la surfacer= a, s'écrit: 

-+ -+ 
T . n = 0 où n = (-1, o, 0) 



c'est-à-dire T = T = T = 0 
rr r0 rcjl 

Par l'hypothèse (2-1), il reste T = O 
rr 

11 

en r = a 

L'équation à la limite pour la cavité s'obtient donc à partir de l'équa

tion à la limite pour la boule (2-9), en remplaçant j (hr) par h(
2

) (hr). 
0 0 

Puisque h( 2) (hr) = 
0 

sin(hr) i cos(hr ) 
_h_r __ - hr 

Ce tt e équation (2-9) devient 

en r = a , c'est-à-dire 

-k2(c2 _2c2) (sin (ha) _ i cos (ha)_) + 
i t ha ha 7 

2 { 
2Ct 2 2 . 
ha 3 [(2-h a ) sin (ha) -2ha cos(ha)] 

'· 

i [(2-h
2 

a
2

) cos(ha) + 2ha sin(ha~} 0 

Multi plions par ka. Après simplification, l'équation s'écrit 

sin(ha) [- C2h2 
i 

4c!] + -- + 
a2 

cos (ha) [ - 4C:h l 
+ i [ 

4c
2
h l 

sin(ha ) + + i cos (ha) [-c~h 
2 

+ •:i] = 0 

Mettons cos(ha) - i sin(ha) en év idence 



- - -,-- - - - - - - -

2 2 
4C 4C h 

] [ 

2 2 ] 
[cas( ha) - i s in( ha) (- i )(-c i h + a1) -+ -O 

. 2 
Simpl ifions par cos( ha ) - i sin( ha ) et remplaçons h 

2 w - i 

=> w 

4c2 
t 

4c
2 
t + --
2 

a 

- 2- = 0 
él 

~ 
/~ + 1 

2 
c l 

par 
2 

w 
2 

c l 

12 

(2-12) 

( 2-13) 

Cett e racine est bien acceptable physiquement, car elle donne un amortis

sement dans le temps. 
i wt 

En e ff e t , e s ' écri t 



CHAPITRE 3 

ETUDE DES VIBRATIONS D'UNE SPHERE. 

PRESENTATION DE TROIS METHODES. 

3-1 Position du problème 

13 

Les vibrations d'un milieu élastique homogène et isotrope non 

soumis à des forces volumiques extérieures vérifient, dans le cas de 

p e t i ts d éplacements , l'équation du mouvement 

'.\ -+-+-+ 
(/\ + µ) 'ï/('ï/.u) + 

2-+ 
)J I':. u = 

ou d e façon équivalente (voir a nexe 3 ) : 

2-+ -+ -+ -+ 
(.), + 2µ ) 'ï/ U - )J 'ï/ X 'ï/ X U = 

2-+ a u 
--2, 
at 

où À et µ sont les constantes d Ei Làmé du milieu et p sa densité. 

(3-1) 

(3-2) 

La résolution de l' équat ion du mouvement donne la forme générale 
-+ 

du déplacement u où subsistent c ertaines constantes. Celles-ci sont fi-

x ée s par les conditions aux limites à la frontière du milieu. Ces der

niè r e s donne nt égale me nt les fr équences des v ibrations. 

La condition limite est l a tension nulle à la surface de la sphère 

ou de la cavité sphérique. Si Ï\ est la normale pointée vers l' extérieur 

de la surface et T le tenseur des tensions, la condition limite s'exprime 
-+ -+ 

Tn = o en r = a avec a= rayon de la sphère. ( 3-3) 



coordonnées s~héri~ues 
z 

X 

Fi gure 3-1. 

14 

Il est naturel pour ~ e p~oblème d'utiliser les coordonnées sphé

riques r, 8 et qi(Fig3-1) Dans ces coordonnées, (3-3) devient (3-4) en r = a 

"[ (r' e, <P , t) = 0 (3-4a) 
rr 

"[re (r, e, <P , t) 0 (3-4b) (3-4) 

1: r<P (r, e , <P , t ) = 0 (3-4c) 

Les différentes approches pour la résolution du problème diff~

r ent essentiellement par la f açon de résoudre l'équation du mouvement 

(3-1 ) ou (3-2). Dans ce chap itre , J méthodes de résolution sont présen

tées schématiquement, cho::une comprend la résolution de plusieurs équa

t ions d'Helmoltz scalaires. L 'utilisation des conditions aux limites et 

l a déduction de l'équation d e s fréquences est identique dans les 3 cas. 

On trouvera à la page suivante une présentation schématique des 

3 méthodes. 
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METHODE DES POTENTIELS METHODE DE LAMB METHODE DE SEZAWA 
➔ ➔ 

a) /1 = d i v u a) 6 = div u 

2 2 
'ïJ cj,+h cj,= 0 

2-+ 2-+ k
2 

-+ 
'ïJ u+h u = ( 1-2 ) 'ïJ .6 

k 

'ïJ
2
6 + h

2
6 = 0 

➔ 

➔- ➔ 

w, = rot u 

L'équation du mouve

vement exprimée en fonc
➔-

tion de 6 et w. 

b) u b) changement de variables 

'ïJ
2cp+ h

2
cj, = O 

'ï/ 2 \jJ+ h 21jJ = 0 

v2x+ k
2x = o 

c) SOLUTION PAR 

SEPARATION 

cj,, 1jJ et X connus 

c) 

d) 

p 

2➔ 2-+ +-
'ïJ u+k u=O et 'v.u=O 

SOLUTION PAR HARMO-

NIQUES SPHERIQUES 

➔ 
6 et u

8 
connus 

➔ ➔ ➔ 

u = UH + u p 

1 

V2
w +k

2
w = 0 

r r 
2 • 2 

'ïJ We=k w8 = F(w r) 

w<P=G(wr,we) 

c) SOLUTION PAR 

SEPARATION 

➔-

6 et w connus 

d) Ù=~x 
➔ _1_ (jt,. w -

k2 h2 

-
Introduction de la forme générale du déplacement 
➔-

u dans le système des conditions limites. 

Condition de compatibilité du système des C.L. 

______ /___ ---~......._ __ _ 
Equation des fréquences Equation des fréquences 

d s vibrations sphéroïdales. 

Calcul des déplacements 

a s sociésaux vibrations. 

SPHEROIDALES. 

des vibrations torsionales. 

Calcul des déplacements 

associés aux vibrations. 

TORSIONALES. 
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3-2 Méthode des potentiels de Lamé et de Helmoltz 

L'idée de, départ de cette méthode est d'appliquer le théorème 

- -+ de décomposition de Stokes-Helmkoltz au champ des deplacements u; on 

écrit donc : 

(3-5) 

Dans cette décomposition , ~ et l sont des fonctions respectivement sca

laire e t vectorielle de l a posi t i on et du temps;~ et l sont appe l é s ~

tentie ls de Lamé associés au champ des déplacements. 

On peut , pour la facilit é des calculs, ajouter une condition sur 

le "potentiel vecteur 'P" 
q u i s ' écrit : 

= o. 

Une telle condition est la condition de jauge 

(3-6) 

Il a é té démontré (Somigliana (1892) , Duhem (1848), Stenberg et Gurtin 
-+ 

(1962 ) ou Long (1967)), avec ou sans la condition de Gauge, que si u (x,t) 

es t une solution d e l'équation de mouveme nt (3-1) ou (3-2 ), il exis te des 

potentie l s de Lamé~ et l permettant la décomposition (3-5) et ces pote n

tiels doivent alors v é rifier les équations : 

2 v2~ 
a2~ 

C Q, 
at 

2 
( 3-7) 

- c2 V X V a/.l 
X Ïp = -

t 
a t

2 

où (3-8) 
2 À .+2µ c2 E. 

C Q, =-- et = p t p 
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L'équation (3-7) est séparable en coordonnées sphériqueso De plus, 

grâce à la condition de jauge, on peut décomposer le potentiel vecteur Î 
de l a manière suivante en coordonnées sphériques : 

(3-9) 

où i es t un facteur de dimension , 

et ~ et X sont deux potentiels s c alaires qui avec le potentiel <P sont 

appelés : potentiels de Helmholtz. 

Par cette décomposition du potentiel l, l'équation (3-8) devient 

équivalente au système 

c 2 'v2~ = 
é)2~ 

2 2 
t 

(3-10) 

c2 'v2x = ix 
2 

clt 
2 

( 3-11) 

En c oordonnées sphériques , on aboutit donc à trois équations de Helmholtz 

scalaires ( 3-71, (3-1 01 et (3-1 1) . Par construction, ces équations s ont 

s é pa rables . 

Si on pose <P (r, e, <P , tl <P (r , 0 , <Pl 

~ (r, 0 , <P , tl = ~ (r, 0, <Pl 

X(r, 0 , <P, tl = X (r , 0, <Pl 

iWt 
e 

iWt 
e 

iwt 
e 

ce qui revient à choisir la d épendance temporelle du déplacement, on ob

tient à partir de ( 3-71 , (3- 101 et (3-111 : 
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( 92 2 
(3-12a) + h ) <P ( r, e, <P) = 0 

('ï/2 + k2) ljJ(r, e, cjl) = 0 (3-12b) (3-12) 

('ï/2 + k2) x<r , e, cjl ) = 0 (3-12c) 

où h w/c .Q, et k = w/ct. 

Il faut maintenant résoudre les équations de Helmholtz (3-12). 

On obtient ainsi (annexe 4) pour cjl(r , 0 , </>) , ljJ(r, 0, cjl) et x(r, 0 , cjl) 

des expressionsde la forme 

où 

Fm (r, 0, cjl) 
n 

1 

lîrr 

b hou k suivant le ca s, 

n = o, 1, 2, ... , 

m 
P (cos 0) 

n 
im:j> 

m == O, ± 1 , ± 2 , ... et -n ~ m ~ + n, 

8 n+1 / 2 (x) = Jn+l/2 ( x)' Yn+l/2 (x) 
i 

ou I-ln+l/ 2 (x), i 

(3-13) 

1, 2. 

Pour la sphè re, on é limine Yn+l / 2 (x) qui n'est pas r égulière en r = O. 

( 2 ) 
Pour la cavité sphérique , on choisit Hn+l/2 (x) qui a la forme 

d ' u ne onde plane sortante pour x + ~ . 

+ Les potentiels dont on dérive le déplacement u (r, 0, cp ,t) pour 

l es formules (3-5) et (3-9) s ' écrivent dans le cas de la sphère 

cjl (r,0 , cjl , t) 
1 m imcjl iwt (3-14a) = -- J n+l/2(kr) p (cos e) e e 

1hr n 

1/J(r, e, <P , t) 
1 

J n+ l/2(kr) Pm(cos e > 
imjl .iWt 

(3-14b ) (3-14) = -- e e 
lkr 

n 

x_ (r, 0 , <P , 
1 

J n+l/2(kr) 
m 0 ) im:/> .iWt (3-14c) t) = P (cos e e 

& n 
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pour. n = O, 1, 2, ... et m = O, ±1, "±:2, ... ave c -n ~ m ~ +n. 

Dans le cas de la cavité sphérique , on remplace la fonction 
( 2 ) 

Jn+ l / 2 (x) par H n+l/ 2 (x) dans ( 3- 13) et (3-14). 

3-3 Mé thode de Lamb 

La méthode présentée par H. Lamb en 1882 a été reprise par 

A.E . H. Love en 1944 dans son traité sur la théorie mathématique de l' é 

las t i cité . 

Il est à remarquer que Lamb utilise les coordonnées cartésiennes 

et c 'est donc ce systè me de coor données qui sera utilisé au cours de ce 

paragraphe. 

Si l e s composa.ntes du d éplace ment en coordonnées cartésiennes sont 

appe lées u , u 
X y 

et 

carté sien : 

(~ + ll ) (~ 
ax 

, 

+ 
ave c 6 = div u = 

La première 

posant 

+ 
u 

l' équation du mouvement ( 3-1) s' é crit en repère 

ati ati ) ' a
2

u a
2

u a
2

u 2 . 
p(-x __ y __ z_) ay + u 'v . ( u , u u ) , 

é)z X y' z 
a t

2 
, 

a t
2 

at
2 

(3-15) 

au a u au 
X ---X + z --+ Tz ax ay 

d émarche de Lamb consiste à séparer le temps en 

+ 
V COS ( lùt + E: ) (3-1 6) 

où w es t la fréquence angulaire ou pulsation . 
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L' équation (3-14) après séparation du temps a la forme 

k2 
(V ,V V )=(1 - -) 

X y, z h2 
(3-17) 

où 

A partir de (3-17 ), on déduit également une équation pour 
-+ 2 2 

6 = div u : ('ï/ + h ) 6 = O. (3-18) 

Il faut résoudre les 3 équations de Helmholtz scalaires non 

homogènes (3-17) env , v et v. Or, on trouve 
X y Z 

part iculière de (3-17) en fonct ion de 6: V = -
p 

facilement une 
1 

grad 6. 
h2 

solution 

(3-19) 

Ainsi, le problème revient à résoudre les 3 équations de Helmholtz 

sca l aire homogènes : 

('ï/2 + k2) (v V V ) = 0 
X y z 

avec 
(3-20) 

av av a 
X _y_+ z "' --+ dZ- o. ax é) y 

Pour connaître la soluti on particulière_, il faut encore résoudre 

l' équation (3-18) en 6 homogène et scalaire. 

H. Lamb écrit les soluti ons de ces équations scalaires homogènes 

au moyen des harmoniques sphériques. Si on poser= /x2
+y

2
+z

2
, on obtient: 

00 

a) 6 = l wn ~n(hr) 
n=o 

où w = harmonique sphérique solide de degré net n 

~ (Z) 
n Jn+l/ 2 ( Z) , n = 0, 1, 2 , .... 

(3-21) 

(3-22) 
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00 

[ ,j,n (kr) 
ax axn a<j>n+l 

I n 
b) V = (y- - z-- + 

X a z ay dX 
n=o 

- n+l ijJ (kr) k2r2n+S a <Pn+l l 
~ (r2n+3) (3-23) 

n+ 2 n+2 

où Xn et <j> sont d e s harmoniques sphériques solides de d e gré n. 
n 

Le s 2 autre s composantes v et v sont obte nue s par permutation 
y z 

circulaire d e x, y et z dans (3-23). 

Fina l e ment, l a composante en x du d éplaceme nt s' écrit 

00 

= cos (wt+E) 
n =o 

[- 1 a 
- - (w ijJ (kr})+ 
h2 cl x n n 

8Xn 8Xn a<j>n+l +1 2 2 +5 
l/J (kr) (y-,.,- - z- + clx ) - ~ l/J (kr) k r n 

n oz ay n+2 n+2 

où l/J (x) es t définie e n (3-22) et 
n 

' · 

a 
dX 

<j> et X sont des harmon i ques sphé riques s o l i des d e degré n. 
n n 

3- 4 Mé thode de Sezawa . 

La mé thode de Sezawa apparaît dans des articles publiés en 1927 

et 19 29 ( 27,29 ) traitant les vib r ations d'une sphè r e en vue d'étudier la 

propagation de s ondes de surface autour de la t e rre . Nou s util iserons 

c et t e mé thode au cours du chapi t re 4. L'idé e de base de la méthode est 
+ + 

de travaille r avec l e rotationne l w et la diverge nce 6 du d éplacement u. 

A partir d e l' équation du mouvement (3-2), on établit les équations que 

doi ve nt satisfaire 6 e t ; ; don c si 6 = 9.; et: = 9x ~ a ve c 
-+ 
w = 
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;/t, 2 
( 6; 8, cf>) (3-25) = CQ, Fl r, , 

é) t 
2 

é)2w 
c2 r -

(w 8 , cf>) (3-26) = F2 ; r , , 
é)t 

2 t r 

2 
é) we 

c2 
F_3 (w 8, cf>) , (3-27) --= 

' w8 ' wcp r, 
ci t 

2 t r 

2 

e t ~= c2 
F4 (w w8 , w<t, r , 8 , cf>) • (3-28) 

é)t 
2 t r' 

Les équations (3-25) et (3-26 ) sont découplées. On les résout 

en séparant d'abord le temps en posant 

!::.(r, 8 , cf> , t) 
iwt = e !::.( r , 8 , cf>) 

w (r, 8, cp, t) 
r 

iwt 
=e w( r , 0,cf> ). 

r 

Cela nous conduit pour l', (r, 0 , cf>) à l' équation 
'· 

2 2 
(V + h ) !::.(r , 8 , cf>) = O. 

Si, de plus, on pose w' (r r , 
1 e, et>> = r 

w' 
r 

(r , 0, cf>) = O. 

w (r , 8 , cf>) , (3-26) donne 
r 

(3-29) 

(3-30) 

Les équations (3-29) e t (3-30) sont des équations de Helmholtz 

scalaires homogènes que l'on t r aite par séparation de variable de la ma

niè re classique (voir annexe 4) . 



Pour résoudre (3-27}, on utilise la relation 

➔ 

div w 0 
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(3-31) 

qui pennet d'exprimer la dépendance en w~ de F
3 

en fonction de wr et w0 . 

Comme wr a été calculé plus haut, on obtient pour w0 (r, 0, ~, t) une 

équat ion d é couplée de la forme : 

(3-32) 

L ' éq uation (3-32) peut être r ésol ue de la même façon que (3-25) et (3-26) 

en uti li sant un autre cha ngeme nt de variable : 

1 
sine 

(3-33) 

Le calcul de w~ (r, 0, ~, t) s'effectue aisément à partir de 

(3- 27) lorsque wr(r, 0 , ~, t) e t w0 (r, 0 , ~, t) ont été déterminés. 

➔ 

Il reste à calculer le d éplacement u (r, 8 , ~ , t) à partir de son 
➔ 

rotationnel w (wr, w0 , w~) et de sa divergence 6(r , 8 , ~ , t). Pour cela, 

on a (annexe 5 ) la formule : 

➔ 

u (r, 8 , ~ , t) 
1 ➔ 

- rot w 
k2 

1 
2 grad 6. 
h 

(3-34) 

On trouvera au chapitre 4 (4-4 2) l'expression générale du déplace
➔ 

ment u ainsi calculé. Celui-ci est une combinaison linéaire de 3 termes 

dont les coefficients sont A, B et C : • 
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3-5 Conditions limites. 

Le système ( 3-4) des cond itions aux limites en r = a s'exprime 

fac i lement e n fonction des composantes ur' u
0 

et u<I> du d éplacement et 

de sa divergence 6(r, 0 , <f> , t) sous la forme (annexe 2) : 

'[ (r, e, <f>) 
rr 

-rrO (r, 0 , </>) 

a 
= \ 6 + 2µ - (u) = 0 

ar r 

'[ r<f> ( r' e' <I>) = 
1 

r sin 

(3-36a) 

(3- 36b) 

O. (3-36c) 

➔ 

Après avoir remplacé le s composantes de u(r, 0 , <f> , t) par leur 

(3-36) 

expression générale calculée plus haut, on établit la condition de com

patibi lité du système pour que les 3 constantes d e la formule g é nérale 

(3-35) du déplace ment ne soient pa s toutes nulles . 

La condition de compatib ilité se factorise en 2 équations qui 

sont les équations des fréque nce s des d éplacements. Ces équations .carac

t éris tiques contiennent des fonc tions de Bessel de première espè ce dans 

l e cas de la sphère et de fonc t i ons de Hankel de seconde espè ce dans 

le cas de la cavité sphérique . 

3-6 Les équat ions des fréquences et les différents types de vibrations. 

La première équation des fréquences s'écrit pour n = 0,1,2, ... 



où 

n 

(n-1) (n+ 2 ) 

2 
n 

1 
-+ 
2 

(n-1) ( 2n+1) 

n2 

w. a 

c' t 
et B. (x) = J. (x) 

1. 1. 

( 1) 
ou H. (x) . 

1. 
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(3 -37 ) 

Bn+1/2<f;)f 0 

L'équation (3-37) donne les fréquences des vibrations sphéroïdales 
-+ 
u 5 (r , 8 , ~ , t1 dont les caracté r istiques sont les suivantes : 

-+ 
1) us(r,e,cp,t) = (B=O) (3-3 8) 

2) (3- 39) 

-➔ 

3) rot u
5

(r, 8 , ~ ,t) i O sauf pour n = O. (3-40) 

Si n = O, on est dans l e cas des vibrations radiales. pures. Le 

cas n = 1 est un cas spécia l pou r l equel le centre de la sphère se déplace 

sur un axe passant par les pôles . 

La seconde équation des fréquences s'écrit pour n = 1, 2 , ... 

( 3-41) 

ave c les mêmes notations que (3-37). Elle donne les fréquences des 
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vibrations "torsionales" dont le s caractéristiques sont les suivantes 

1) (A=C=O) ( 3-42) 

0 (3-43) 

(3-44) 

➔ 

4) la composante radiale (uT)r est nulle. 

Pour n = 1 et m = O, on a des rotations pures autour de l ' axe 

pass an t par les pôles de la sphè re . 

Il est à signaler que dans la présentation de H. Lamb ( 15) 

r e p r ise par A.E.H. Love ( 1 7) les vibrations sphéroïdales dites de 

deux ième classe, sont associées aux harmoniques sphériques w et <P tan-
n n 

dis que les vibrations "torsiona les" dites de première classe, sont asso-

ciée s aux harmoniques sph é rique s X . 
n 

Remarquons que suivant l a méthode des potentiels de Helmholtz, 

l es vibrations sphéroïdales son t a ssociées aux potentiels scalaires <Pet 

X a l ors que les vibrations "tors ionales" dérivent du potentiel scalaire ljJ . 

On a ainsi le tableau suivant: 

VIBRATIONS VIBRATIONS 
SPHEROIDALES. TORSIONALES. 

➔ ➔ -+ 
Mé thode des potentie ls UA , u u 

C. B 

Mé thode de Lamb w , <P xn n n 

Mé thode de Sezawa <P , X ljJ 

1 



CHAPITRE 4 

VIBRATIONS D'UNE SPHERE Eî D'UNE CAVITE SPHERIQUE . 

.. 4-1 Introduction . 

Soit une sphère de rayon a. 

On choisit l'origine des 

coordonnées sphériques 

(r, 0 , ~) au centre d e la 

sphère . 

z 

Figure 4-1. 

27 

L'équation de Lamé pour un milieu élastique isotrope non soumis à des 

forces extérieures s ' écrit 

où ➔ u est le vecteur déplacement de composantes ur, u 
8
, u ~ 

P est la masse spécifique du solide 

À et µ sont les coe f ficients de Lamé. 

(4-1) 

On résout-l'équation de La mé en coordonnées sphériques Figure 1 (chap 3 ) 



28 

4 - 2 Résultats principaux du c apitre 

Dans ce paragraphe les pr i ncipaux résultats de calcul sont écrits 

avec la numérotation suivant laquelle ils apparaissent dans la résolu

tion détaillée . 
-+ 

On poseldiv u = 6 
-+ -+ 

rot u = w où 
-+ 
w = 

On obtient à partir de Lamé (4- 1), 4 équations scalaires, aux dérivées 

p a rt i elles , en 6, wr' w
8 

e t w~ 

__ 1_ a . (·e~)+ 
2 a8 sin ae 

r sin8 

a
2

w 

[

a
2

w 4 awr 2 1 a 
aw 

r µ __ 1:_ + (s in8 r p -- = ---+ --::W + ae) 
at

2 c)r2 r or 2 r 2 . e ae 
r r s i n 

1 a2wr] 
+ 2 . 2 0~2 r sine 

,, 

2 

ll a2 (w0r ) 
2 

8
2

(wcpsin0) a w
0 + 1 a w0 1 

p --= µ - ---
a t 

2 r c)r2 2 2 
aq/ 

2 . 2 a~a 0 r sine r sine 

1 a
2

w ] 

ara: r 

2 

µ~.!.. /(w~~ + 
[ 

_1_ c)(w sin0) 
1 a [ 1 élw e ] a w~ 1 a p -- = - -- -- ----

2 r ar 2 2 a e sin0 a - r2 ae sin0 a~ c)t r e 

1 a

2

w l 
r sin8 ara; 

(4-10) 

(4-11) 

(4-1 2) 
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Sol ution de ces équations aux dérivées partielles 

Jn+l/2(hr) [ ~ [ • 
6 = ---- A P~(cos 0) + A' Q~ (~os 0 ) Ecos m<jl + F sin 

Ir 
iWt 

e (4-17) 

w = Jn+l/ 2(kr) [B 
r 3/2 

r 

m m 
P (cos 0) + B ' Q 

n n (cos 0~ [G cos m<jl + H sin m<jl] 

w ={J n+l/2 (kr) 
0 -Ir [ 

Pm(cos 0 ) 
c-n 

sin 0 

m 
Q (cos 

n 
sin 0 

8)] 

iwt 
e (4-19) 

[ 
B -

d_P_m_(_c_o_s_0_) 
n + B ' 
d 0 

dQ:d (:os8 J] j [ G cos m<jl + F sin m</i] eiwt 

( 4-31) 

w ={.!_ J n+l/2 (kr) [ C 

<P m Ir 

dPm (cos 0 ) 
n 

d 0 

[. Pm (cos 0) 
_n ____ + B' 

sin 0 
_Q~ (cos 0 ) ]j [-G 

sin 0 
"-

Le déplacement 
➔ 1 ➔ 
u = - rot w 

k2 

1 
2 grad 6 
h 

s'écrit 

u = [-n(n+l) 
r . 2 

mk 

Jn+l/ 2 (kr) 

3/2 
r 

] 
iwt 

sin m<jl + H cos m<jl e 

iwt 
e 

(4-38) 

(4-42) 
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h2 
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n+l / 2 a rn , d rn rn J (hr)~ • ~ 
r3/2Aa8 pn (cos 8) + A d8 Qn(cos8)- _n_(_n_+_l_)_s_i_n_8 

rn 

sin 8 

Jn+l/2(kr) 

Ir [ 

Jn+l/2 (hr) [ 
3/2 A 

r 

Jn+l/2(kr) 

rr 

rn rn ] P (cos 8) + B' Q (cos 8) 
n n 

1 
- -2- · 

rn 
(cos 8) + p 

n 

k rnr 

sin rn<j, ] e iwt 

(4-43) 

1 
A'Q~ (cos 01]- n(n+l) 

• dQrn l 
+ B ' ~ + 

a0 
1 

2 
k r sin 8 

rn 8) + C' Q (cos 
n 

[ E sin rn<j, - F cos rn<j, ] 
iwt 

e (4-44) 

Les conditions limites pour une sphère libre c'est-à -dire sans tension 

à la surfacer= a, s ' écrivent: 

au 
À6 2µ 

r 
0 + --= 

or 

au
8 ue 1 

au 
r 

Tr- -+ --- 0 
r r a0 

1 
au ~ u<P r --+ -= 0 en r = a 

r s in 8 acp ar r 
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La c;:ondition de compatibilité de ce s ·ystème donne: 

2 !::.[.!.. + 
k n 

[- 1 
-+ 
2 

ou bien 

(n--:-1) Jn+l/2( n ) -

où on pose n = ka , s 

(n-1) (2 n+l) 
2 

n 

Tl Jn+3/2 (n) 

= ha 

Jn+3/2 ( ç;) 

jn+1/2 (s ) 
+ 

+ ( * _ 2n(n~~} (n+2}) 
Jn+3/2 (n)] 

Jn+l/2(n) 

(4-58) 

0 ( 4-63) 

= 0 

Les racines de l' équation ( 4 - 58) donnent les fr équences des oscillations 

sphéroïdales et celles de l' équation ( 4-63) les fréquences des oscilla

t ions torsionales. 

,, 
4 - 3 Transformation de l' équati on de Lamé 

-+ 
Posons div u 

-+ -+ 
et rot u = w 

L ' é quation de Lamé (4-1) devient 

2-+ a u -+ p = (À+ 2µ) 9 (6) - µ .Vx(w) 
at

2 

a ) Calcul de la divergence de (4-2) 

p 
-+ 

( À + 2µ) V. V (6) - µ9. (Vx w) 

( 4-1) 

(4-2) 

(4-3) 
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or 'ï/ . 9 div grad = Laplacie n 2 -= 9 et 9. (9 x. w) div rot= o. 

L 'équation (4-3) devient 

(4-4) 

Le Laplacien en coordonnées s phériques (annexe 2 ) donne 

·i 6 [ 1 a 2 al\ p -- = O.. + 2µ) r2 ~r (r -) + 
a t2 0 ar 

1 
2 

r sin0 

a (sin0 at,, ) 
aë ae 

+ 
1 

2 . 2 
r sine 

(4-5) 

b ) Calcul du rotationnel de (4-2) 

(4-6) 

Pui s que 9x 9(6) = rot grad d ' un scalaire= O, (4-6) s ' é crit 

(4 -7 i 

Calcul de la composante r adiale de l'équation (4-7) 

+ 
le rot rot w (annexe 2 ) donne 
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1 a 
(sine a°r 

1 cl 
clw 

= - (rwe)) + 
. eae 

(sin8 cl~) 2 
sine cl8 2 

r r sin 

cl
2

w 
2 

1 1 cl ( rw <P) r (4-8) + -2 . 28 cl</>2 2 
sin8 cl<jl clr 

r s in r 

on exprime le 1er et le 4ème t erme du membre de droite en se servant 
-+ -+ -+ 

de la rela tian div w = 0 (pui sque w = rot u et div rot = o) . 
-+ 

La dérivée partielle par rapport à r de div u (annexe 2) donne : 

cl2 (r 
2 w ) 

1 r 1 cl (sine cl 
(rw e)) + -

2 
clr2 

2 ae ar 
r r sin e 

(4-9) 

1 2 
(rw <P) 

+ 
2 cl cl rcl<j> = 0 

r sin e 

Par (4-9), la somme du 1er et du 4ème terme du membre de droite de (4-8) 

es t égale à : 

r 

1 
2 

cl
2 

2 
(r w ) 

clr2 r 

cl
2
w r = --+ 

clr
2 

4 --
r 

aw 2 _.E.+-w 
clr 2 r 

r 

L 'équation (4-8) devient ains i : 

p a
2

w a
2

w aw 2 1 r r 4 r 
--= --- + ---+ -w + 2 

clr 
2 r clr 2 r 2 

sine µ clt r r 

1 cl
2

w r + 2 . 2 cl</>2 l'.' sine 

cl 
aw 

( sin e cl~ ae 
(4-10) 



<=> 

Calcul de la composante angulaire (w
8

) de l'équation (4-7) 

2 

Q. a w 8 = - [ rot rot w] 
\J at

2 

-+ 
Le rot rot w (annexe 3) donne 

2 

!in 8 / da$ [ r 

a we 
Q. __ = 
\J 2 r 

at 

1 
e [ a

8
e 

(sin8wcp ) sin 

- -1._[ sin 8 [ ;Ê_ (rw ) 
ar J r 0 -';~ l]] 

2 
a we 

Q. - = 1 a2 1 
at

2 2 2 (w cp sin 8) + \J r sin 8 2 . 2 
acp ae r sin 8 

2 
1 a2 

(rwe ) -
1 a wr 

+ -
ar

2 r ar ae r 

2 

~
a w 

[ rot rot w j cp 2. = -
i1 a t

2 

-+ 
Le rot rot w (annexe 3) donne 

(ws>J] a 
- aî 

2 
a we 

a11? 

2 -~ l [ 1 [ awr 8 e wcp>]] ~
a w 

a (r sin Q. = 

\J at 2 ar sin 8 """aî - ai 

a [r 1 
[}8 (sin 8w) -

a 
(w8>]] j - ae 

sin 8 
cp acp 

34 

( 4-11) 
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1 a 1 aw e 
- 2 as (sin e aëj,) 

r 

4-4 Solution des équations aux dérivées partielles (4-5), (4-9), 

(4-10) et (4-11) déduites de Lamé. 

-+ 
a) Equation pour 6 = div u (4-5) 

Par (annexe 1), l'équation (4-5) s ' écrit 

séparons le t emps : 6(t, r, 0 ,~) 6(r, e, ~) 

L ' équation (4-12) devient 

p (- w
2

) 6 ( À + 2µ ) 'ï/2 
( 6) . 

<=> 'ï/
2 

(6) + h
2 

6 = 0 où 

iWt 
e 

c ' est une équation de Helmo l tz scalaire homogène dont la solution 

générale (annexe 4) est : 

6(r,0 , ~) 1 [ (i) (i+1) ] = v'r AZ n+l / 2 (hr) + BZn+l/ 2 (hr) • 

(4-12) 

(4-13) 

(4-14) 

m 
(cos 0) + DQ 

n 
(cos 0)]. [ E cos m~ + F sin m~ ) ] (4-15) 

i = 1 ou 3 . 
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Z
(l) ( 2) 

Pour la sphère, n+l/ 2 et z +l/ 2 sont les fonctions de Bessel de 1ère 

e t 2ème espèce : Jn+l/ 2 et Yn+l/ 2 • 

l 't ' h' • z( 3 ) Pour a cavi e sp erique , n+l/ 2 
(4) 

et zn+l/2 sont les fonctions de Hankel 

de 1ère et 2ème espèce : H(l) 
n+l/2 

et H( 2 ) 
n+l/2 

Pm (cos 0) et Qm (cos 0 ) sont les fonctions de Legendre associées de 1ère 
n n 

et 2ème espèce . 

Pour la sphère , 

en r = o, ainsi 

(4-16) 

on élimine Yn+l/ 2 (hr) car cette fonction est irrégulière 

m 
que Q (cos 0 ) car cette fonction est irrégulière en 

n 

cos 0 = ± 1, c'est-à-dire 0 = o ou TT. 

Par (4-13), (4-14) et (4-15 ) , on obtient donc 

. Jn+l / 2 (hr) [ l 
6(t,r,0,cj)) = -~-- . A Pm (cos 0) . Ir '. n 

[ E cos mcp + F sin mcj) J 

-+ -+ 

iwt 
e 

b) Equation radiale pour w = rot u (4-10) 

(4-17) 

Posons w 
r 

w' 
r 
r 

(dans l'équation (4-10) pour obtenir V
2

w• dans le membre 
r 

de droite. L'équation (4-1 0 ) devient ainsi : 

Q I._ 
a 2w• 

2 
aw • 

1 
a 2w• 

2 1 4 
aw • 

4 1 2 r r r r 
= --+ - ---+ -w + 2~ - -w + -w' 

µ r 
at

2 2 ar r ar2 3 r 3 r 3 r 
r r r r r 

1 1 a 
aw • 

1 1 
a

2
w• 

(sin 0 a~ ) 
r + -

ae 
+ 

2 . 2 a cp2 r 2 
sin0 

r 
r r sin 0 



En simplifiant l'équation et en utilisant (annexe 2) on obtient 

p 
2 

=µV (w') 
r 

s éparons le temps : w' 
r 

(t,r, 8 ,cp) = 

. 2 
p(-w )w' 

r 
2 = 11V ( w' ) 

' r 

w' 
r 

=> w' = rw = solution de He lmoltz r r 

(r,0,<jl) 
iwt 

e 

où B w 
µ 

(4-18) 
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=> 
1 

w = . solution de He lmoltz . r r 
On a donc par (4-18) et (annexe 4 ) 

w (t,r,0,<jl) 
r 

[G cos m<jl + H sin mcj> 1 iwt 
e 

-+ -+ 

(4-19) 

c) Equation angulaire p our w = rot u (composante w
0

) (4-11): 

On exprime le premier terme du membre de droite de (4-11) en fonction 
-+ 

e t w en utilisant l a relation div w = o . (annexe 2) 
r 

-+ 
En multipliant div w p a r sin

2
0 et en dérivant ensuite cette rela-

tian par rapport à 0 , on obtient : 

1 
+ -

r ae aqi 

Ce tte r e lation perme t ainsi d ' éliminer w<jl dans l' équati on (4-11) qui 

s'écrit donc : 

0 



Posons w == 

a
2 1 

we 
=> p--= 

é)t2 

a 
2 ' w · 

e 
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2 2 
l cl we l cl (w r ) 

+ ---- -- + ----- a (sin
2

e r ) 
2 20 ~~2 3 20 a0 élr 

1 +----
2 . 2 

r s1.n e 

w' 

r sin o~ r sin 

a ·cl (we sin 

a e (sine ae 

0) 
) 

1 
r 

e 
sine 

pour f ai re apparaître V2
we dans le membre de droite 

µ[~ 

+ 

et multipl ions les 2 membres par 

2 
é)2 (w e a (wer) 1 

cl r2 
+ 

2 . 20 acp2 r s1.n 

1 a a (w' ) 

2 ae (sin e a~ ) 
r sin0 

Il 
V2

(w~) 

'- a (w 
1 r 

+ 
3 r 

sine 
r 

/) 

sine 

cl . 2 cl (wr 
r2) 

1 
ae{s]. n e clr 

sin0 

a
2

w 
sin e r 

=> Q_ 'v2(we ) 
a , . 28 )---2 = + ae s1.n arae ]J 3 

e 
clr r 

é)t sin r 

séparons le temps w8 (t, r, 0 , </> ) == w' (r,0,</>) . eiwt 

3 
r 

1 

sin e 

cl(w r
2

) 
cl . 2 r 

ae (sine --a-r--)+ 

En effectuant toutes les dérivées , on obtient 

sine 
r 

(4-20) 

== - ~ [ r case 
0
:: + 2 cos 0wr + sin .e a:~ 1 (4-2 1) 

r 

) 
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Ceci est une équation de Helmoltz non homogène dont la solution est 

w0 = solution de Helmoltz homogène+ une solution particulière 

donc w
0 

= 
w' 

0 
sin 0 

solution de Helmoltz homogène · = ---------------=----+ sin 0 

w e particulière 

sin 0 

(4-22) 

Calcul d'une solution particulière de l'équation (4-21) 

On remplace dans l'équation (4-21) w par sa valeur trouvée en (4-19) 
r 

que l'on note : 

w (r,0,cp) = f(r) BPm (cos 0 ) h ( <p ) 
r n 

où f(r) = 
Jn+l/2(kr) 

3/2 
r 

h ( </>) = G cos m<j> + H sj n !JI t' 

Pour faciliter les calculs, on pose x = cos 0 

(4-23) 

>, 

a _a_ 
=> a0 =acos 0 

acos 8 = _ /;7 a 
a e ax 

dW dPm(x) 
Dans (4-21) on a sin 0 a : = - 0 . /1~x

2 
. f (r) h (</>) (B ~x ) 

L'équation (4-21) devient: 

2 [ m df (r) 
- r 2 r x h(</>) B Pn(x) dr 

d 
+ 2x h(</>) f(r) B Pm (x) + f(r) h(</>) (x

2
-1) B 

n 
P~ (x) ] 

dx 

(4-24) 



2 
Posons w0 particulier= R(r) (x - 1) 
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(4- 25) 

La dépendance en~ de w0 est h(~) car la dépendance en~ doit être la 

même dans les 2 membres de l ' équation (4-24 ). La dépendance particu

liè re e n x de w8 perme t de s e servir de l' équation de Legendre associée 

dans la suite des calcul s . 

Par le changement de variab l e (4-2 3), l e laplacien (annexe 2 ) devient 

_1 _ _Q__ (r2 .]_) + _1 _Q__ 
2 a r a r 2 a x r r 

2 a ( 1-x )-
a x 

+ 1 ~ 
2 • 2 2 

r (1-x) a~ 

= _1_ ~ (r 2 dR ) (x2 _ l) 
2 dr dr h(~ ) 

r 

dPm(x) 
+ 

1 2 n 
- 2---2- R(r). (-m )h(~ ) B--d-x-

2 
(x -1) 

r ( 1- x ) 

(4- 26) 

Le 2ème terme du membre de d roite de (4-26) s ' écrit : 

(BP~ (x) 1 l] 
Par l' équation de Legendre a ssociée (annexe 1) , c e terme devient 

R(r) d [ 2 [ -- - (1-x) n (n+ l) -
2 dx 

r 
(4- 27) 

L ' équation (4- 24) devient donc e n uti lisant (4-26) et (4-27) et en 

simplifiant par h(~ ) : 



2 
m R(r) 

+ 2 
r 

2 
- m 
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8
d P~(x)] 

dx 

m 
P (x) 

n 

df(r ) m 2 dPm(x)] 
dr + 2x.f(r) B Pn(x) + f(r) (x -l)B ~x 

Identifions dans cette 
m 

2 d Pn(x) 

m 
équati on, les coefficients de x B P (x) et de 

n 

(x - 1) B dx 

On obtient ainsi 2 équations : 

1 d 2 dR 
2 dr (r dr ) 
r 

n(n+ l) R ~ k2R = -2f 
2 2 

r r 

2n (n+l)R 2 df 4f + = + -- + 2 2 r dr 
r r 

L'équation (4-29) donne 

R 
1 df 

2f = r-+ n(n+l) dr 

or f (r)_ = 
Jn+l/2(kr) 

r 
3/2 

R = 
1 

n(n+l)r [ 1 -1/2 
2r Jn+1/2(kr) + 

(4-28) 

(4-29) 

+1/2 d 
Jn+1/2(kr)] r 

dr 
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donc R(r)= 1 ~ f rl/2J (k)1 
n(n+ l)r dr l · n+l/2 r 

(4-30) 

e t ce R vérifie aussi l' équat ion (4-28 ). 

Par (4-25), (4-30) et le changement de variable x = cos 8 , on a 

1 ~ r rl/2 • l dpm(cos 8) 
we particulier = n(n+l)r dr l Jn+1/ 2 (kr) sin 8 B n d 

8 

[ G cos m<j) + H sin m<P] 

Pa r (4- 22 ) on obtie nt ainst 

IJ n+l/2 (kr ) Pm(cos 8 ) 
1 C n w8 (t ,r, 8 , <j)) = rr· sin 8 

+ 
n(n+ l)r 

d 
m 

0 ) ] . 
P (cos 

iWt d (/r Jn+l/2(kr) ) • 
n 

(G cos m<j)+ H sin m<P) e B 
d 8 dr 

(4-31) 

"➔ + 

d) ~~~~~=~~-~~:~=~=~~-=-~u~_:_:_~~~-~- (composante_w<P ) : 

Pour calculer w~, on se ser t de l'équation (4-11) qui s'écrit 

1 a2
(w~sin8 ) = 

2 . 2
8 

a<P 0 
r sin 

Par (4-19), (4- 31) et la relation k
2 

1 
+ 2 • 2 

r sin 8 

2 
= pw , cette équ ation s'écrit 

µ 



1 
2 . 2 8 r sin 

2 . a (w cpsin 0 ) 

acp a0 

- 2 (1.w) C 

{ 

k 2 . 2 lJn+l/2(kr) 

w rr 

+ 1-[_i_ r d 2 
r 

2 
m 

2 . 20 r sin 
[ 

Jn+l/2 (kr) 

rr 

1 d Jn+l/2(kr) 
( 3/2 ) . B 

r dr 
r 

43 

dPm 

} iwt n 
(G cos m<j) + sin m<j) )e 

~ 
H 

" (4-32) 

La dépendance en cp et en t doi t être la même dans le membre de gauche et 

dans le membre de droite, c'es t pourquoi on doit avoir : 

(4-33) 

Ai nsi dans les 2 membres appara ît le même terme en <Pet en t 

(G cos mcp + H sin m<j) ) eiwt 

gui se simplifie. 

Par le changement de variable (4-23) , l'équation (4-32) devient donc 



- - -- ~ - ----------------- - ----------

(-1) /(1-x
2

) 

2 2 
r ( 1-x ) 

a 
ax (wcp (r,x) Q) = 

m 
P (x) 

C n 

ri=-;z 

c 1--Z: 
✓ 1- x 

_2_m_2 __ 2_ {Jn+1~2 (kr) 

r ( 1-x ) /r 

(-1) 

r 
d [ Jn+l/2(kr)l 

dr 3/2 B 
r 

B dp~ /1-x2 } 
dx 

44 

Multiplions les 2 membres par /27 r 2 et mettons les fonctions de x en 

évidence : 



+ C 

[ 
2 . 

k Jn+1/2(kr) r 
3/ 2 

2 
( 1-x ) 

Jn+1/2(kr ) ] 

rr 

(,/r Jn+l/2 (kr)] 

d [ Jn+1/2(kr)] 
+ r dr 3/ 2 

r 

dPm 
n 

+ B -
dx [ -r-n m_( n_

2

_+_1 _) 
d 

dr (,/r Jn+l/2(kr)11 

2 3/2 d
2 

Le terme k r Jn+l/ 2 (kr) + r--2 (& Jn+l / 2 (kr)) 
dr 

Pa r l'équation de Bessel sphér ique (annexe 1), ce terme devient 

45 

(4-34) 
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= n (n+l) j (kr) If-n 

= n ( n+ 1) 
Jn+l/2(kr) 

rr 

La somme du premier et du troi ième terme du membre de droite de (4-34) 

s' écrit donc : 

Jn+l/2(kr ) 
(4-35) 

rr 

Par l ' équation de Legendre asso ciée (annexe 1) , le terme (4-35) est égal 

à : 

- (1-x ) (C Pm(x)) - 2x (C Pmn(x)) 
[ 

2 d 2 d l Jn+l/2 (kr) 

dx2 n dx /; 

ou 

d [ 2 d ] Jn+1/2(kr) -- (1-x) (CPmn(x )) ', 
dx dx /r 

Le deuxième terme du membre de droite de (4-34 ) est nul (annexe 1 ) 

Pr (4-36) et (4-37), l'équation (4-34) devient 

d 
(w</> J1-x

2
) 

-Jn+ 1/ 2(kr ) 
d [ 2 d 

(C P~(x))l = - ( 1-x ) 
dx ;;; dx dx 

2 
d 

[ ,Ir Jn+1/2 (kr) l dPm 
m n 

+ 
rn(n+ l) dr 

B 
dx 

(4-36) 

(4-37 ) 
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on intègre par rapport à x 

-Jn+l/2( kr) 

rr 
( 1 x2) d (C Pm(x)) 

- dx n 

Le change me nt de variable x cos 0 donne 

-Jn+l/2 (kr) 
. 20 

dPm 
1 

- w<P (r, 0 ) sin 0 
n 

(-= sin C ae sin0 rr 

m2 1 d 
(/i Jn+l/2 (kr)) B 

m 
0) + 

n (n+l) 
P (cos 

r dr n 

donc 

w</> (r, 0 ) = 
-Jn+l/2(kr) 

rr 
m

2 
1 d /r 

n(n+l) r dr ( r Jn+l/2(kr)) • 

Pa r (4-3 3) w<P s' é cri t finaleme n t : 

d 
d r 

dPm(cos 0) 
n m c-----+----
d 0 n(n+l)r 

P~(cos 0 )] 
. 0 (-G sin 

iWt 
sin m</> + H cos m</>)e 

(4-38) 
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4-5 Calcul du déplacement u➔ 

6 et~ sont calculés e n (4-17), (4-19), (4-31) et (4-38). 

Dans l e chapitre 3, o n a montré que le d éplace ment li s'écrit e n f _onction 
->-

d e 6 e t w. 

➔ 

u = 
1 ➔ 

- rot w 
k 2 

grad 6 

a ) Ca lcul du déplace ment radial u 
r 

L' e xpress i o n du rot et du grad e n coordonnées sphé riques (annexe 2), donne 

1 
u 

r 
sin 8 

a 1 
a0 (si 8 wcp) - -k2--_--

r sin 8 

1 86 

En remplaçant 6,w
8
et wcp par (4 -17), (4-31) et (4-38), on obtient 

Jn+1/ 2 (kr) 

3/ 2 
r 

1 
si n 8 

+ 

m 2 ~ d: (/i J n+ l/2 (kr)) _s_i_~-8-
n(n+l )k r 

d 

d 8 

m Jn+1/2 (kr) 

k 2 r3/ 2 

(_ G sin mcp + H cos mcp ) e iwt 

C 

p 

. 20 s i n 
2 m 2 d: (/; Jn+l/2 (kr)) 

k n(n+l)r 

_B _____ (-G sin m0 + H cos mcp)e d P~} . i wt 
sine d 8 

( ~ s1.· n m~)eiwt E cos m'I' + F 'I' 

(4-3 9 ) 
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Les termes contenant la constan te B s'annulent. 

Pour que les d é pendances en~ soient toutes les mêmes dans le membre de 

droite , on pose G = -F et H = E 

En regroupant les termes,(4-39) devient 

k2[; C' 
m 

1 
0 d~ [ sin0 d~ (CP~)] 

m p 
n u -

r sin . 20 sin 

A Pm(cos 0) 
d J 1/2 (hr) } n ( n+ ) 

h2 dr rr 

] Jn+l/2(kr) 

3/2 
r 

(4-40) 

(Ecos m~ + F sin m~)eiwt 

(4-41) 

En simplifiant le premier terme du membre de droite par l'équation de 

Legendre associée (annexe 1), (4 -41) s'écrit 

{ -
n (n+l) Jn+l/2(kr ) 

C Pm (cos 0) 
1 d Jn+l/2(hr) 

u = - -- ( 1/2 ) r 
m k

2 3/2 n h2 dr r ' r 

A Pm (cos 0) [ Ecos m~ + F sin m~J eiwt 
n 

(4-42) 

b) Calcul du déplacement angulaire u
0 

Par (annexe 2) , u
0 

s'écrit 



1 
aw 

r 1 
2 

- k r 

50 

a 1 at 
ar (rw~) - -2- 38 

"' h r 

En remplaçant 6, wr, wq, par (4-1 7), (4-19), (4-38) et par (4-40), on 

obtient: 

m 

u8 = k2 . 8 
s1.n 

Jn+l/2(kr) 

5/2 
r 

( ~ s1.·n m~)eiwt E cos m'I' + F 'I' 

1 

m 
1 d dP n m 

-k2 dr (/; Jn+l / 2 (kr~. C d8 - 2 
mr n(n+l)k r sin8 

(/r Jn+!/
2

(krl). BP~ } • (E cos mf+ F sin m$)eiwt 

Jn+l/2(hr) 

3/2 
r 

d m 
A d 8 Pn • (Ecos mq>+ F sin mq>)eiwt 

regroupons les termes : 

[-

J 1/2 (hr) n+ d m 
3/2 :Ad 8 pn 

r 

m 

. 2 
s1.n8k 

Jn+1/2(kr) 
5/2 + 

1 

d
dr~ (/~ Jn+l/2 (kr))l 

n(n+ l )r r 

dPmn J BPm _ 1 d ( r ( 
n -k2 dr vr Jn+l/2 kr)) • C d8 

mr 

(E ~ + F s1.·n m~)eiwt cos m"' "' 
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Le deuxième terme du membre de droi te peut se simplifier (annexe 1) u 0 

s' écri t donc finalement: 

Jn+l/2 (hr) d m m 
3/2 . A d0 Pn- m(n+l) sin0 

1 d 

k
2 dr 

mr 

r 

c) Calcul du déplacement angulaire u$ 

Jn+l/2(kr) m 
1/2 .BP n 

r 

(Ecos m$+F sin m$)eiwt 

(4-43) 

Le rot et Je · grad en coordonnées sphériques (annexe 2) donnent 

1 

sin 

En r emplaçant 6, wr, w
0 

par (4-1 7) , (4-19), (4-31) et par (4-40), on 

obtient: 



1 

52 

u ,i, = [ 2 1 d (/i J + 1/2 (kr)). CPm + __ l ___ d2 ✓- ) 
~ k r sin0 dr n 2 dr2 ( r Jn+l/2(kr) 

k n(n+l)r 

ae ] 
i~ 

(E s i n mcp - F cos mcp )e 

m 

Jn+l/2 (kr_) 

5/2 
r 

,T n+l/2 (hr ) 
+ _ 2___ 3/2 

h sin 0 r 

(E sin m cp - F cos mj) )e.i.wt 

Uù t 
APm (E sin mcj)- F cos mcp )e 

n 

Regro p ons les termes 

u 
<P 

1 +----
k

2
r sine 

.1 

Jn+l/2 (hr ) 

3/2 
r 

m 1 [ 1 AP + -
n k2 n(n+l)r 

.B 

iwt 
(E s in mcp - F cos rrtp)e 



Le deuxième terme du membre de d r oite peut se simplifier 

(anne xe 1 ) . u~ s'écrit finalement 

Jn+l/2(hr) 1 

3/2 
A Pmn - ---

n(n+l) 
r 

Jn+1/2(kr) 

rr 

dPm 
n 

8 
d8 

53 

+ 2 
1 

d~ (v'r Jn+l/ 2 (kr )). C P:.)(E sin m~ - F cos m~)eiwt 
k r sin0 

(4-44) 

4-6 Conditions limites pour une s phère libre 

Puisque la sphère est libre, la tension à la surfacer= a est 

nulle . 

Les 3 composantes du tenseur des tensions 

nulle s en r = a (cfr chapitre 3). 

sont donc 

Trr' Tr
0 

et Tr~ en coordonnées sphériques sont donnés en (annexe 2 ) 

a) Calculs de T 

Trr = À.6 + 2µ 

rr 

au r -- = 0 
a r 

en r = a 

En remplaçant 6 et u par (4-17) et (4-42), (4-45) devient 
r 

À. Jn+1/2(hr) 
~] 

iwt 
A Pm ( cos 0 ) [ E cos m~ + F sin m e + 

rr n 

[- 2µn (n+l) 
d Jn+l/2(kr) m 2µ 

( 3/2 ) C P (cos 0) -
m k

2 dr n h2 r 

d2 J 
. (cos 0)]. [Ecos m~ + F 

( n+l/2(hr)) 
A Pm 

d/ rr n 

(4-45) 

sin m e = ~1 iwt 
0 



[ ] 
iwt 

La s implification par Ecos m~ + F sin m~ e donne 

Jn+l/2(hr) 

rr 

b) Calcul 

d 

dr 

de T 

Jn+l/2(kr) l 
( 3/2 ) 

r 

r 0 

---------------

él ue ue 1 
élu 

r 
T r0 = + - as 0 

él r r r 

Pm (cos 0) = O 
n 

en r = a 

en r = a 

54 

(4-46) 

La substitution de u 
r 

et u
0 

par (4-42) et (4-43) et la simplification 

par (Ecos m~ + F sin m~ ) eiwt dpnne 

[ 

A d Jn+l/2 (hr) C 1 d 2 

- h2 dr ( r3/2 ) - mk 2 r dr2 (/; Jn+l/2 (kr)) 

d 0 [ 
m B 

+n(n+l)s in0 
d /n+l/2 (kr) ) ] 

dr /r 
m 

P (cos 0) 
n 
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[ 

A J n+l/2 (hr) 

+ 2 /2 + 
h r5 

7 ~ ~ (/r Jn+l/2 (kr)) 
mk r l _d_Pm_n_(_c.,,..o_s0_) 

d 0 

- [ m B 
J n+1/2(kr) 1 . Pm (cos 0) 

n(n+l) sin 0 3/ 2 J n 
r 

+ [-

m 
d J 1/2 (hr) n (n+l )C Jn+l/2 (kr) l d P (cos 0) 

A ( n+ ) n ---- ( 3/ 2 · ) d 0 • rh2 dr Ir 2 
mk r r 

d Pm(cos 0 ) 

= 0 

m n 
Pn ( cos 0 ) et d 

0 
mise évidence, le coefficient de A simplifié 

par (annexe 1) et l'équation m l tipliée par (-1) donne : 

[ 

Jn+l/2 (kr) 2 d r 
n(n+l) r 5 / 2 - r 2 d r (vr Jn+l/2(kr)) + 

1 d 
2 

+ r d r 2 (/r J n+l/ 2 (kr)} (4-4 7) 

mB [ + ----- -
n(n+l)sin 0 

d ( Jn+ l /2 (kr)) + Jn+l/2 (kr) ] 

dr Ir r3/2 _ 

m 
Pn(cos 0) = o en r=a 

c ) Calcul de Tr
0 

'î = ----,-
r<f> r sin 0 

1 Ur dU U<f> 
aêjï + Tr" - r = o. 
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La s ubstitution de ur et u© par (4-42) et (4-44) et la simplification 
iwt 

par (E sin m~ - F cos m~)e , donne : 

m [ _r_s_:_n_0_h_2 
d / n+l/2 (hr)) 

dr , 
vr 

n(n+l)C + ---'----'--
rnl/ sin 0 

[ 

mA 
+ 2 

h sin0 

d J n+l/2 (hr ) C d 2 

dr ( 3/2 ) + 2 2 (Ir Jn+l/2 (kr)) 
r k r sin0 dr 

C 

- mA 

h
2 

sin0 

d 
dr 

Jn+l/2(hr) 

5/2 
r 

'\ 

B 
n(n+l) 

d /n+l/2 (kr)) 

dr /r 

d0 

__ c ___ d~ (Ir Jn+l/2 (kr) )l 
k

2 
r

2 
sin0 'j 

m B 
P (cos 0) + ---

n n(n+l) 

J·n+l /2 (kr) 

3/2 

m 
d P (cos 0) 

n 
d0 

= 0 
r 

d Pm(cos 0 ) 
m n 

Mettons P (cos 0) et------
n d0 

en évidence et simplifions le coef-

ficient de A (anne xe I). 



{ 

mA 

h
2 

sin0 

B + --
n (n+l) 

+ 

d J n+l/2 (hr) 

dr ( 5/2 ) 
r 

1 
+

r 

C [ Jn+l/2 (kr) 1 a2 

2 n(n+l ) .,.5/2 +rdr2 (hjn+l/2(kr) ) 
k sin0 .. 

[ 

_ d tn+l / 2 (kr)) + Jn+l/2 (kr) l d P~(cos0) _ 
dr 3/2 • d0 - O 

/r r 

en r = a 
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(4-4 8) 

Posons 
a =ÀJn+l/2(hr ) - 211. d2 tn+l/2(hr)) 

Ir h
2 

ar
2 /r 

en r = a (4-49) 

S = ~ n(n+l) 
m k2 

d 
dr 

d 
dr 

Jn+l/2(kr) 
( 3/2 ) 

r 
en r = a 

Jn+l /2 (hr) 1 d Jn+l/2 (hr) ] 
( 5/2 ) + r dr ( ) en r = a 

r rr 
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0 
1 

[ 

J n+l/2 (kr) 2 d 
n (n+l) 5/2 - 2 dr 

r r 

1 d 2 l 
+ ;- dr 2 (v1r Jn+l/ 2 (kr)) en r = a 

E: = __ m __ -,-0 [
n (n+ 1) sin 

d (Jn+l/2 (kr) Jn+l/2 (kr) ] 
dr ) + 3/2 

en r = a 

rr r 

sine 
Les conditions limites (4-46), (4 -47) et (4-48) multipliée par 

m 

donnent par (4-49) les 3 équatio ns 

(a.A+ 8C) Pm (co s e ) = 0 
n 

d 
m 

P (c os0) 
(yA + oC) 

n m (4-50) + E:B P (cos0 ) = 0 
d 0 n 

m 
" . 20 d P (cos0 ) 

(yA + oc) 
m E:s1.n n 

P (cos0 ) + 
2 

B 
d 0 

0 
n 

m 

Pour que le système (4-50) soit compatible en A, B, C, il faut et il 

s u f f it que le déterminant soit égal à zéro 

Pm m 
a (cos 0 ) 0 S P (cos0) 

n n 

m m 
d P (cos 0) d P (cos0) 

n m 
0 

n 
dét y E: P (cos 0 ) 

d0 n d 0 

m 
. 20 d P (cos 0 ) 

Pm sin . n m 
y (cos0) E: 2 d 0 

o P (cos0 ) 
n n 

m 

= 0 



<=> 

Simplifions par Pm (cos 0 ) 
n 

sin • 20 l m2 c:: 1.ao - yB) = 0 

= 0 

Le premier facteur est différe nt de zéro, c'est-à-dire 

m 
d P (cos0) 

n 
d 0 

2 
m 

. 20 sin 

c a r la d é rivé e d'une fonction de Legendre s'écrit 

d0 
n cotg 0 m 0 n+m 

Pn(cos) - s i n0 

Le d é terminant s'annule donc pour 

c:: = O ( 4-51) ou ao - yB = o 

m 
P 

1 
(cos0 ). 

n-

(4-52) 

ce "ou" est exclusif, car ils ne pourrai_ent s'annuler 

en même t emps. 
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Si l'on prend E = O comme condition de compatibilité, le système des 

conditions limites (4-50) donne A= C = O. 

Par contre, si l'on prend ao - yB = O, on obtient B = o. 

En effectuant toutes les dérivée s, a, B, y, o et E , donnés en (4-49), 

s' écrivent : 

E = 

a = 

0 = 

y = 

B 

ra lr 
n(n+l)sin0 

-2n(n-l)JJ 

h2 

1 

[

2(n
2
-1) 

m k2 

J n+ l/2(ka) 
(-n+l) 3/2 

a 
+ 

Jn+l/2 (ka) l 
1/2 

a 

Jn+l/2( ka ) 2 Jn+3/2(ka) 
+ ïZ 3/2 

Jn+l/2 (ka) ] 

a 
5/2 

a a 
1/2 

2(n-1) Jn+l/2(ha) 2 Jn+3/2 (ha) 

h2 a 
5/2 

.!._ [-2n(n+1) (n-1)µ 
m k2 

h 3/2 
a 

J n+ l/2(ka) 2n(n+l)JJ __ .;__ __ + --'---.:..-:-
5 / 2 k 

a 

Jn+3/2 (ka) ] 

3/2 
a 

(4-53) 



- - - - ---- - - - - - - - - - ------------. 
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Ca l cul de l'équation 4-52 

Div ison a par ~ Jn+l/2(ha) 1/2 
a 

ô par 
1 

Jn+l/2 (ka ) 1/2 a 
(4-54) 

2 
Jn+l/2(ha) y par 

1/2 
a 

Jn+l/ 2 (ha) et Jn+l/ 2 (ka) ne pe vent être égaux à zéro (voir remarque) . 

Pos ons M et N -· 
Jn+3/2(ç) 

Ji;_+ 1 / 2 ( ç) 
où n = ka et ç; = ha . (4-55) 

Par les étapes de calcul (4-54 ) et (4-55) , l'équation (4-52) s'écrit 

.!_ ( _n(n-1) _ 2 
m h2 a2 ha 

2 
N + (À+2µ)_\ (2 (n -1) 

2µ ) k2 a2 
2 

+ka 

a = !l 
k 

par (4-55) 

1 
ha N 2 2 + ka M = O 

) (
-2n(n+l) (n-1) 2n(n+l) ) 

k a 
(4-56 ) 



À + 2µ k
2 

-----'-= 

2 
puisque h 

2 = Q_~ et k 
2 

À+2µ 

L' équation (4-56) s'écrit donc : 

~N)(-2n(n+l)(n-1) + 2n(n+l ) M)= 0 
hn 2 n n 

h 2 
Après l'avoir multipliée par - , l'équation (4-57) devient 

k 2 

2h(n-1) (n+2) 2h(n-1) (n+ 2 ) (n+l) N _ 2n(n-1) (n+2)M 
2 MN- 3 3 

k n k n n 

2h M (n-1) ( 2n+ 1) + -N + -+ ---'---'---:.... 
kn n 2 n 

Par (4-55), on a finalement 

1 
-+ n 

(n-1 ) (2n+1) 
2 .n 

1 
2 

= 0 

Jn+3/2(ç) 

Jn+1/2(ç) 
+ 

C'est l'équation des fréquence s des osèillations sphéroïdales. 
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(4-5 7) 

(4-58) 
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Re ma rque 

Remultiplions l'équat i on (4-58) par Jn+l/ 2 (n). Jn+l/2 (s) et montrons 

que ce s d e ux facteurs ne peuvent pas être nuls. 

1) Si Jn+l/ 2 (n) = 0 et Jn+l/ 2 (s) 1 O, l'équation (4-58) devient après 

simplification par Jn+3/ 2 (n) : 

2 h 
k 

(n-1) (n+2) J ( s) + (~!_ 
2 n+ 3/2 n n 

2n (n-1) (n-2)) 
3 Jn+l/2(~) = o 

n 
(4- '.",9) 

Ce tte é quation est incompatibl e avec Jn+l/ 2 (n) = O car elle impose 

de s valeurs den différentes. Vérifions le pour n = 0 et n = 1. 

Pour n = o, l'équation (4-59) s'écrit : 

or 

(4-60) 

J 
112 

(x) = 11-x sin x et J 
312 

(x) = 11-x (si: x - cos x) 

J3/2(x) 
=>---

Jl/2(x) 
= 

1 
X 

- cotg x 

(-~-61) 

Pa r (4-61) et le remplacement des par ha et de k/h par Ct/Ct, l'équa

t i on (4-60) s'écrit : 

tg(ha) 
ha 

1 
(4-62) 
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Le s racines non triviales de c ette équation (graphique 2-2) 

sont incompatibles avec celles de l'équation J
112

(n) = 0 qui sont 

(4-61) : 

n = kTT , k e z 

Pour n = 1, l'équation (4-59) s'écrit 

0 
h s=-n k . 

Le s racine s non triviale s de cette équation, qui sont (4-61) 

h k n sont incompatib les avec les racines de J
312

(n) = O 

t g (n> = n. 

2) Si Jn+l/ 2 (s) = o et Jn+l/ 2 (n) i O, l'équation (4-58) devient après 

s i mplification par Jn+l/ 2 (n) • Jn+)/2(s) 

2h 
k 

1 
-+ 
n 

(n-1) (n+2) 
2 

n n+l/2 <n> 

(n+l)) 
n 

= 0 

nh Pour n ~ O, on obtient par (4-6 1) : tg n = - k dont les racines 

sont incompatibles avec celles de l' équation Jl/
2

(s) = O. 

L' équation (4-51) s' écrit 

m ( J n +l/2(ka) Jn+3/2(ka) ) 
n(n+l) sin 0 (-n+l) 3/2 + k 1/2 O 

a a 
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3/2 
Multiplions par a et remplaçons ka par n 

( 4-63) 

C'est l' équation des fréquence s des oscillations torsionales. 

4 -7. Cas d'une cavité 

On choisi t l ' origine 

coordonnées sphérique s 

(r, 8, ~) au centre de 

la cavité sphérique. 

Figure 4-2. 

Le problème d 'une cavité sphér ique dans un solide infini élastique se 

t raite de la même façon que la sphère. 

La seule différence r é side d ans le remplacement des fonctions de Bessel 

de 1ère et 2ème espècespar l es fonctions de Hankel de 1ère et 2ème es-

(voir équation 4-15). 

Remarque 

Le choix de la fonction de Hankel de 1ère ou de 2ème espèce donne au 

déplacement une forme d'onde rentrante ou sortante . En effet: 

Lorsque kr tend vers l'infin i , on a . 



donc· 

=> 

1 
j (kr) tend vers 

n kr 
sin (kr - nTT) 

2 

(kr) _tend vers 
1 

(kr - nTT ) 
yn - cos 

kr 2 

h(l)(kr ) 
n 

= jn (kr) i y (kr) + -+ 
11 

h( 2 ) (kr) = j (kr) - i y (kr)-+ 
n n n 

( 1 ) 
Hn+l/2 (kr) 

(2) 
Hn+l/2(kr) 

~ 
TT 

. ( ·-n) 
1. 

fu 
e 

r:;- .n 
-+ - ✓ ::.__1._ -ikr 

e 
TT fu 

ikr 

. (-n) 
1. 
ikr 

.n 
-1. 
ik r 

ikr 
e 

-ikr 
e 

quand kr-+ oo 

quand kr-+ 00 

66 

• l' h • 't H(l) S1. on c 01.s1. n+t/ 2 
. i (kr + wt) 

on obtient le facteur e qui 

donne au déplacement u la forme d'une onde rentrante. Par contre 

. l' h . 't H( 2 ) 1 f i(-kr+wt) d - -+ f s 1. on c 01.s1. n+l/ 2 , e a c teur e onne au une orme 

d 'onde sortante. 

Pour la cavité, on choisit des déplacements sous forme d'onde sortante. 

Le s conditions limites pour une cavité libre sont les mêmes que celles 

d e la sphère libre. En effet, la tension nulle à la surfacer= a, 

s'écrit : 

-+ ➔ 
T . n = 0 e n r = a où n = (-1, O, 0) 

c' e st-à-dire T = T = T = 0 
rr r8 r <P 

en r = a . 

-+ 
Le déplacement u et l'équation des fréquences de •la cavité sphérique 

H( 2 ) dans les expression (4-42), 
n 

s 'obtiennent donc en remplaçan t J par 
n 

(4-44), (4-58) et (4-59) obtenues pour la sphère. 
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4-8. Cas particulier n = O 

L'équation des fréquence des modes sphéroïdaux pour une sphère 

(4-58) donn e , lorsque n = O, l 'équation des fréquences des vibrations 

radiales calculée au chapitre 2 . 

Soit n O, par ( 4-61 ) l'équation (4-58) s'écrit 

2; [ k + 2 ~~tg n ] [ 

ou 

~ [ 4 cotg 
kn n 

c' e st-à-dire 

n + 2 ] [ 

1 

n2 

f3 
hn 

k 
hn 

h 
kn 

(hn ) ] [ - 1 cotg 
cot g + 2 -k n 

hn] -¼[4 
cotg n - c o tg (-) . k n 

cotg (hn ) - ..!_ l = 0 
k 4 

" 

n l = 0 

+ 2] = 0 

le deuxième facteur de cette équation donne, en remplaçant n par ka 

et h/k par et/Ci, l' équation des fréquences du cas radial (2-11). 

Le premier fac teur doit ê tre écarté car ses racines éliminent 

d a ns (4-53) les termes o et y qui ont men dénominateur et qui ne peu

v e nt exister lorsque n = 0 car -n~ m~ n => m = O. 

Le même raisonneme nt peut se faire pour le cas du trou. 

Soit n = 0, par la substitµt i on de J par H(
2

) et par (4-61), 
n n 



- -T 

l' éq uation (4-58) s'écrit 

2 h 
k 

h 

kfl 

[ t<~ l [ h~ - i] 

[ 2 +~][hkn-i] 

hi 
kfl 
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[- 1 t] 0 + = 
2 

1 
[ 2 + ~ ] 0 = 

4 

~ l = o 
4 J 

Le deuxième facteur de cette éq ation donne l ' équation des fréquences 

d' une cavité dans le cas radial ( 2-12 ) .• 

wa 
Le premier facteur doit ê t re écarté, car sa racine ri = = - 2i 

et 

donne une pul.sation imaginaire, c e qui supprime le caractère p é riodique 
iwt 

du facteur e 
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CHAPITRE 5 

LES ONDES DE SURFACE 

5- 1 Introduction 

L'observation dessecousses liées aux tremblements de terre met 

en évidence i•existence de 3 v i tesses de propagation pour les ondes· 

si s miques. Les 2 premières vi t.e sses, soient CQ, et et sont celles 

d'ondes peu destructrices. Ce sont les ondes longitudinales et trans

ve r sales auxquelles sont assoc iés des déplacements dirigés suivant la 

dir ection de propagation dans l e cas des · ondes longitudinales et conte

nus dans le plan normal à la d i rection de propagation dans le cas des 

ondes transversales. La troisième vitesse, soit CR, inférieure aux 

de x premières (en fait C < C < Cn) , est celle des ondes de surface. R t )1., 

Les ondes de surface possèèent les caractéristiques suivantes 

1) Le d éplacement associé est de type elliptique (comme pour les vagues 

du milieu marin), et il est contenu dans le plan normal à la surface 

et dirigé suivant la directi on de propagation. 

2) L'amplitude du déplacement décroît à mesure que l'on s'enfonce vers 

le centre de la terre. 

C'est Lord Rayleigh, en 1885, qui le premier a mis en évidence ma

thématiquement l'existence d'onde s ayant ces caractéristiques. Rayleigh 

a déterminé des ondes de surfac e dans un milieu semi-infini bordé par un 

plan ave c une tension nulle à l a surface. La mé thode de Rayleigh est 
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d écrite dans la première partie de ce chapitre. 

Dans le cas de la sphère , nous ne connaissons pas de procédé si

mi l aire qui mettrait en évidenc e des ondes de surface. Toutefois, par 

un processus de passage à la l i mite à partir de l' équation des fréquen

ce s des oscillations sphéroïdal es,. on retrouve l'équation des vitesses 

é t ablie par Rayleigh dans le c a s décrit ci-dessus. Ce processus est 

e xpliqué dans la seconde partie de ce chapitre. 

Remarquons que le modèle mathématique de Rayleigh est utilisé en 

s é ismologie et en géophysique g râce à une approximation locale de la 

surface terrestre par un plan. 

L'intérêt des ondes des rfaces est évident lorsqu'on considère 

l' é nergie qu'elles transporten t. On trouve chez K.F. Graff (12) 

p . 356 un exemple où pour une ~erturbation due à une force ponctuelle 

n o rmale à la surface, 67 % de l 'énergie est transportée par les ondes 

d surface (27 % pour les ondes transversales et 6 % pour les ondes 

l ongitudinales). 

5- 2 Ondes de surfaces dans un demi-espace limité pour un plan 

(ondes de Rayleigh). 

On travaille en coordonnées cartésiennes et on choisit que le 

mi lieu occupé par la matière ::;oit le demi-espace z ?- O. On suppose le 

v i de dans le demi-espacez < O. La frontière est ainsi formée par le 

plan z = O. 
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z 

w 

0 y 

X 

Figure 5-1. 

Le milieu élastique étan t homogène et isotrope, l'équation d'onde 

s ' écrit (voir annexe III) : 

En considérant les vitesses longitudinale et transversale 

= ~, (5-1) s'écrit 
p 

(5-1) 

(5-2) 

On envisage comme solu tion une onde plane se propageant suivant 

l'axe ox et dont l'amplitude décroît lorsque z augmente : 
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-+ -+ i(k.r-wt) 
( 5-3) u = a e f { z) 

-+ 
où k = vecteur pulsation d'onde , w = 

-+ 
et r = vecteur 

-+ 
position r = (x,y,z). 

Puisque la direction de propagation est ox, on sait que 
-+ 
k = (q,o,o). Si on appelle C a vitesse de phase (ou vitesse de 

propagation), C 
w w on a : .. 

11t11 p 

De plus, on peut montrer que f(z) doit être une exponentielle 
- a z 

e 

On obtient donc 
-+ -+ i(qx-wt) -az 
u = a e e 

La résolution du problème se fait en 2 étapes 

-+ 

(5-4) 

1) On introduit u dans l'équat ion d'onde, ce qui donne la forme des 
-+ 

composantes a, a et a d u vecteur a. Il reste des constantes qui 
X y Z 

sont déterminées par les c onditions initiales du problème. 

2) On traite les conditions l imites qui fournissent la valeur de 

C (C = -~),vitesse de propagation de l'onde superficielle. 

1 . Traitement de l'équation d' o nde 

-+ -+ - az ei (qx-wt)) a) 6.u = 6. (a e 

2 a 2 2 
ei (qx-wt)) (-a-+ +_a_) -+ -az = (a e 

ax
2 2 . 2 

cly . a z 

-+ -+ 2 q2) -az i (qx-wt) 
6.u = a (a - ·e e (5-5) 



b) 

<=> 

c) 

-+ (.l_ a div u = ' ax c)y 

div li (a iq -= 
X 

a , 
a z 

a a) 
z 

) . 

--a z 
e 

-+ 
div u 
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-+ -az e i(qx:-wt) ) (a e 

i (qx-wt) 
e . (5-6) 

. . "'2) - az+i (qx-wt) 
a i a q,o,- aa iq + a ~ e 

Z X Z 

2 
- w -az 

a e 
i (qx...:wt) 

e • 

(5-7) 

(5-8) 

-+ 
L' équation d'onde vector i elle par rapport à a se décompose en 

3 équations scalaires par rapport à ax' ay et az~ 

2 
(C Q, 

2 -w a 
y 

2 -w 

• 2 2 2 

a 
X 

a (a -q) = -w a 
z z . 

(5-9a) 

(5-9b) 

(5-9c) 

On peut regrouper (5-9a ) , (5-9b) et (5-9c) dont les inconnues 

s ont ax, a et a dans le sys tème suivant écrit sous forme matricielle 
y z 
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2 c2 2 2 2 2 
C~) (-iqa) a - q C + w 0 (C - a 0 

t ,Q, ,Q, X 

C2( 2 2 2 
(5-11) 0 - q )+w 0 a = 0 t a y 

2 
c!> (-iqa) 

2 2 2 2 2 
(C - 0 a C -q Ct+w a 0 

,Q, z 

Le système (5-11) est homogène en a, a , a . Pour que les solu-
x y z -+ -+ 

t ian s ne soient pas trivialement nulles, il faut que a f o, ce qui est 

possible si la condition de compatibilité du système est vérifiée. 

En tenant compte du fait que w= qc, la condition de compatibilité 

de (5-11) se factorise comme s u it: 

4 2 2 
a - a q (2 

ou bien 

2 2 
C /C ,Q, 

(5-12) est une équation bicarrée en a dont les racines sont 

2 2 
La racine de (5-13) est a = a

2
. 

La condition de compatib i lité détermine ainsi 2 possibilités 

2 
pour • a 

2 
a 

2 
ou a 

2 
Ci · 

2 

(5-12) 

(5-13) 

(5-14) 
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Or, la dépendance en z de la solutionest e Pour que 
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l' e xponentielle décroisse lorsque z augmente par valeurs positives, 

il faut choisir les valeurs POSITIVES de a
1 

et a
2

, c'est-à-dire : 

et 
2 

C /C2 
t 

(5-15) 

a
1 

et a
2 

sont appelés les FACTEURS DE PENETRATION de l'onde de surface. 

Pour a= a
1 

, le système (5-11 ) admet les racines 

a = z q 
a 

X 
et a 

y 
= O; a arbitraire. 

X 
(5-16) 

En posant ax = -iqC 1 
( C 

1 
e C arbitraire) , on obtient le premier 

vec teur propre du problème . 

-a z 
1 i(qx-wt) 

e '· e • (5-17) 

Ave c a a
2

, le système (5-11) admet les racines 

-ia2 
a = a 

X q Z 
et ay = c 3 (c

3 
e (C arbitraire),(5-18) 

En choisissant ax = -i a
2 

c
2 

(c
2 

e C arbitraire), le second vecteur 

propre s'écrit 

- - -- --------------- - - - - -



-a2z+i (qx:--wt) 
e 

La solution générale a donc la f orme suivante 

+ 
u (x,y,z,t) (u(x,y,z,t ) , v(x,y,z,t), w(x,y,z,t)) où 

-a1z -a z 
u(x,y,z,t) = -i(q c

1 
e + a

2 
c

2 
e 

2
) 

-(q x-wt) 
e 

v(x,y,z,t) = c
3 

i (qx-wt) 
e 

w(x,y,z,t) 
-a1z -a z 

= (a
1 

c
1 

e + q c
2 

e 
2

) 

2. Traitement des conditions a u x limites 

a) Calcul du tenseur des déf ormations. 
- - - - - - - - - -

i (qx-Wt) 
e 
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(5-19) 

(5-20a) 

(5-20b) 

(5-20c) 

En coordonnées carté siennes, le tenseur des déformations a les 

composantes 

En tenant compte 

du du 
ha ut,on 

X 

= af a 3y 

au. 
l 

(-- + 
dX. 

J 

du fait 

du 
z = ~ 

du. 
__ J ) pour i et j = 1 , 2, 3. 

dX. 
l 

(5-21) 

que pour le déplacement calculé plus 

= 0 puisqu'il n'y a pas de dépendance 

en y, on obtient le tenseur de s déformations suivant 



s = 

ëlu 
ëlx 

1 ëlv 
2 ëlx 

1 ëlv 
2 ëlx 

0 

1 ëlv 
2 ëlz 

b) Calcul du tenseur des t en sions. - - - - - - - -

1 (a u + ëlw 
2 ëlz ëlx 

1 ëlv 
2 ëlz 

ëlw 
ëlz 
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(5-22) 

Soit T le tenseur de tensions. La loi de Hooke pour un matériau homo

gè ne isotrope dit que : 

T = À(Trace S) E + 2µS (E = matrice unité) 

où À etµ sont les constantes de Lamé du milieu. ,, 

T 

Ainsi, le tenseur complet s'écrit 

av 
µ ax 

av 
µ az 

(5-23) 

(5-24) 
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c) ~xp~es~io~ de la condition à la limite. 

Comme dans les chapitres précédents, l'absence de tension à la 

surfac e s'exprime par : 

+ + 
T • n = 0 en z = 0 avec n = (O, O, 1). (5-25) 

+ 
(n e st un vecteur unitaire normal à la surfacez= O). 

En notant T .. les composa ntes du tenseur des· tensions, (5-25) 
1.J 

donne les 3 équations suivantes : 

0 <=> (au aw) 0 '[13 = µ-+- = 
az ax 

(5-26a) 

0 <=> 
0 V 

0 '[23 = µaî (5-26b) 

0 <=> ( À 2µ) aw 
À. 

au o. '[33 = + -+ -= 
az ax 

(5-26c) 

"' 
En introduisant les expre ssions de u, v et w dans -r

13
, -r

23
, T

33 

e t en tenant compte du fait que (À+ 2µ)/µ = c2;c!, on obtient par 

u n calcul simple les 3 expressions ci-dessous : 

1.
. i (qx-Wt) 

µ q e (5-27a) 

-a
2

z i(qx-wt) 

T23 = - J.rn.2 c3 e e ( 5-27b) 
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i (qx-wt) (C 
T 33 = \J q e 1 (5-27c) 

Si on exprime que z = o dans (5-27), il vient 

i i (qx-wt) 
(2a

1 cl -· q C (C2/c! - 2)) = 0 \J q e 
2 (5-28a) 

- \J a2 c3 
i (qx-wt) 

= 0 e (5-28b) 

i(qx-wt) (C (c 2; 2 - 2) - 2 c a) = O 
\J q e 1 q et 2 2 • (5-28c) 

2 Ce s trois équations doivent être vérifiées Vt > O et V (x, y) e m. . 
Dè s lors : 

(5-28b) => c
3 

= 0 (5-29) 

(5 - 28a) · et (5-28c) forment un système de 2 équations homogènes à 

2 i nconnues c 1 et c 2 dont la condition de compatibilité (dét = O) 

s' écrit: 

(5-30) 

En remplaçant a
1 

et a 2 par leur expression 

c2 / c2> 
1/2 

c2 / c2> 
1/2 

al = q (l - e t a
2 

= q (1 -
i t 

on obtient l'équation 
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(5-31) 

(5-31)· est "l'équation de RAYLEIGH " qui donne la vitesse de propaga

tion Cou CR des ondes de surfa ce en fonction des vitesse de propaga

tion Ci et et des ondes longitudinales et transversales. 

L'expérience montre que la vitesse de propagation des ondes de 

surface est la plus petite des 3 vitesses de propagation. En fait, 

on a: 

(5-32) 

L'existence et l'unicité d'une racine de l'équation de Rayleigh (5-31) 

vé rifiant cette condition a été démontrée (voir (4) Tome II, p. 407-408). 

Pour trouver cette racine , on élève les 2 membres de (5-31) au car

r é et en posant s = CR/C, il vient après un développement élémentaire 
t 

où l'on simplifie pour s2 (s # 0) 

2 s - 16 (1 - = o. (5-33) 

2 
Ce tte équation montre que s n e dépend que du rapport et/ 2 qui est 

cl 
c onstant pour chaque milieu .élastique donné. En effet: 



1 

1 
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en fonction des coefficients de Lamé À etµ 

1 - 2V 
= 2 ( 1-V) 

en fonctio n du coefficient de Poisson v. 

Pour tous les maté riaux connus, V varie entre O et 1/2. (Cela 

c o rrespond à la variation de À entre zéro et l'infini). Pour À=µ, 

on à V= 1/4. 

Ainsi, pour V= o, ~ v aut 0.87403 2 tandis que --

pour V= 1/2, ~ vaut 0.955312 et toutes les valeurs 

d e , sont comprises entre ces 2 valeurs extrêmes. On a le tableau 

suivant: 

\) À C ' CR/C t/CQ, t 

0 0 
1 

0.874032 
12 

1/4 À 
1 

0.919402 = µ 
13 

1/2 \) 0 0.955312 

On constate également que la vitesse de propagation CR des_ ondes de 

s urface ne dépend p as de la l ongueur d'onde ou de la fréquence, ce qui 

veut dire qu'il n'y a pas de phénomène de dispersion d'ondes. 
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L'équation (5-29) montre que c
3 

= 0, c'est-à-dire que la compo

s a nte suivant y du déplacement associé à l'onde de surface est nul. 

La forme générale du déplacement est donc 

~ (x,y,z,t) = ( u(x,y,z,t ) , o, w (x,y,z,t)) (5-34) 

o ù u et w sont donnés par les f ormul~s(5-20). Il apparaît donc clai

r ement que le déplacement associé à une onde de surface plane dans 

u n demi-espace limité par un plan n'a de composante que suivant la di

r e ction de propagation de l'onde et la normale à la surface limite. 

Remarques 

+ 
1 . En choisissant une direction de propagation quelconque k = (q,p,o) 

+ 
dans le plan xoy, on trouv un déplacement u = (u,v,w) dont les 

composantes suivant ox et oy : '· u et v ont la propriété 

u 
V 

IR 
3 

V x,y, z ,t et Vt ;r o. (5-35) 

Cela prouve que le déplacement est contenu dans le plan formé par 
+ 

la direction de propagation k et l'axe OZ qui est normal à la sur-

face l imite . 
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z 

y 

X 

Fiqure 5-2. 

2) En observant les formule s (5~20a) et (5-20c) qui donnent u et w, 

on remarque l'imaginaire i qui crée un déphasage de n/2 entre u 

et w. De ce déphasage, il résulte que le déplacement de chaque 

particule au cours du temps est elliptique autour de la position 

de repos. 

5-3. Ondes de surface d'une sphère. 

On a vu dans le paragraphe précédent que le déplacement associé 

à une onde de surface est contenu dans le plan comprenant la direction 

de propagation et le vecteur normal à la surface. Cela correspond pour 
-+ 

la sphè re, à un déplacement dirigé suivant e 0 
-+ 

et e (fig.3-1). 
r 

Or, 

on a vu à la fin du chapitre 3 que seuls les déplacements sphéroidaux 
-+ 

ont une composante dirigée s uivante . Il est donc normal d'envisager 
r 

ce type de déplacement pour rechercher des ondes de surface. 
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La technique consiste à faire tendre n vers l'infini dans l'équation 

des fréquences des oscillations sphéroïdales qui a é té établie au cha

pitre IV. A la .limite, cette de rnière a la même forme que l'équation 

de Rayleigh (5-31), ce qui pe et de retrouver les ondes de surface. 

a) Passage à la limite 

L'équation (4-58) des f réquences des oscillations sphéroïdales 

s ' écrit : 

avec 

1 
-- + 

2 
(n-1) (2n-1) + (-nl _ 2n(n-1) (n+2)) Jn+3/2(n) 

n 2 n 3 Jn+1;2<n> 
= 0 

wa 
~ 

wa 
n = = 

et e Q, 
, h w 

eQ, 
' k = et a = rayon de la sphère. 

1 
Posons \) = n +-

2 

Re marquons que pour n grand, o n a les relations suivantes : v>n>~. (5-36) 

On peut voir dans les t ab les (chapitre V) que la première inéga

l i t é est vraie à partir de n = : 16 pour À = µ et à partir de n = 37 
eQ, 

p o ur À= 00 • La seconde inégal ité est évidente puisque n = ~ est 
et 

t oujours> 1. 

En posant v sech a
1 

= t e t v sech B{ = n, (a 1 ~ O, B1 ➔ O) (5-37) 

on obti e nt grâce à l'approxima t ion de Debye (( 1 ) p. 365 ) pour V» 



e t 

Jv+l (s) 
Ainsi ~ 

J <s) 
\) 

Jv+l <nl 
même De ~ 

J <nl 
\) 

exp . v(tanh a 1 - a 1) 

/2 TI v tanh a
1 

- a l 
e 

/1 
2 

+ (coth a
1
)/v 

-8 1 
e 

li . 2 
+ (coth 8

1
)/v 

Eliminons a 1 et 81 par les rela tions (5-37). On a 

D'où 

or 

et 

h 
k 

v/s 

v/n cosh 8
1 

n , ce qui donne f i nalement 

1 

1 - (~ !l) 2 
k V 

(V./s)
2 

=-~--
(V/s)

2
-1 

2 
En remplaçant coth a

1 
à l '.aide de (5-41) dans 1 'expression 
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(5-38a) 

(5-38b) 

(5-39a) 

(5-391:?) 

(5-40a) 

(5-40b) 

(5-41) 



/1 + (coth
2 

a
1
)/V , on obtient après un calcul simple 

2 
coth 

V 

1 - (~ 
k 

1 - (~ 
k 

l>a r un calcul semblable, on obtient 

c e qui donne 

e t finalement 

(coth 8 ) 2 
1 

2 
coth 81 

1 + -----
V 

1 

(v/n>
2 

2 
(v/n) -1 

2 
1-<n/v) 

- (n/v)
2 

+ 1/v 

4- - (n/v) 
2 

Calcul du rapport JV+l ( s )/JV(s) · 

1 
+ -

V 

-al 
Transformons d'abord le numérateur e qui apparaît dans 

(5 -39a) . 

-a 
1 

e 
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(5-42) 

(5-43) 

(5-44) 



s i 

= [ v/S ~ + ✓ 1 s
2
tv~r puisque v/~ > 0 

[ ~ ~ ( 1 + J, - (; &i2f puisque ~ 
h 

= = iZ n 

2 J, (~ !l) on pose A = , (5-45) s'écrit plus simplement: 
k V 

h 
k 

!l 1 
V 1 + A 

A l'aide de (5-39a), (5-42) e t (5-46), on obtient finalement 

~ !l 1 
k V 1 + A 

Calcul du rapport J 
1

Cn )/J Cn). 
\!+ \) 

La transformation est s i milaire à la précédente. 
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(5-45) 

(5-46) 

(5-47) 

-s 
En posant B = /1 - (n/v) 2 , l e numérateur e 

1 
de (5-39b) s'écrit 

-s 1 
e = !l 1 

\) 1 + B 

A l'aide de (5-39b), (5-44) e t (5-48), on obtient donc 

• (5-48) 
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!l 1 
\J 1 + B 

(5-49) 

Transformation des autre s quantités de l'équation des fréquences 

On va exprimer tout en fonctio n de \J, h et k. Cela donne 

(n-1) (n+2) = (\! - 3/2 ) (\! + 3/2) , 

(n + 1) = (\! + 3/ 2 ) , 

(n-1) (2 n+l) = (\! - 3/2 ) 2\J 

2n(n-1)(n+2) (2\! - 1} (\! - 3/2) (\! + 3/2) , 

w/k h 
= w/h = k 

Transformation de l'équa tion des fréquences 

Par (5-47), (5-49) et (5-50), l'équation des fréquences devient 

1 
-+ 
n 

!:.. D._ _1_ 
k \J l+A 

(\!-3/2) (\!+3/2 
2 

n 

2 1/2 

[ 
n 1 ( 1 - Cn/v) ) 
v l+B l-Cn/vl2+1/ 

1 - Cnh/v k) 
( 

2 )1/2 

(5-50a) . 

(5-50b) 

(5-50c) 

(5-50d) 

(5-50e) 
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+ ~ ~ _( 2\J-1) (v-3/:2) (\!+3/2) ] 
n • 2 

n 

!l _1_ ( 1 - (n/\Jl 2 )1;2 = o 
\J 1 +A 2 

1 -(n/\Jl +1/\J 
( 5-51) 

Lo rsque n tend vers l'infini, on a \J + 00 et n + 00 Ainsi on a 

l e s résultats (5-52) : 

1 

n 
➔ 0 

(\!-3/2) (\!+3/2) 
2 n 

2 
\) 

➔-
2 

n 

\J +1/2 ➔ \J 

n n 

2\J(\J-3/2) 
2 

1 
( 1 -

(2V-l) (~;3/2) (v+3/2)) ➔~ -
2 2 n 

n n 

( 

1- (T7/\J) 2 )1/2 + 1 e t 
( 

1-(nh/\Jk) 2 )l/
2 

1-(nh/\Jk)
2
+1/\J • 1-(17/\!) 2+1/\J 

2\J3 
➔-

3 
n 

➔ 1. 

Grâce à (5-52), l'équati on (5-51) devient après développement 

du premier membre : 

h
2 

1 1 
2- -----

k2 l+A l+B 

h2 \J2 1 1 \J2 
2----- - +2 

k
2 2 l+A 2 2 

Tl Tl 

Or A =Jl-(~ !]_) 
2 

k V 
= > 

de m~me 

B =/1-(n/\J) 
2 

=> 
2 2 

1-B = ( n/\J) . 

Ai nsi 

(~)2 
k 

s'écrit encore 
1-A

2 

2 
1-B 

\)2 1 
2---

2 l+B n 

Gr âce à (5-54), l' é quation (5-5 3) prend la forme 

0 (5-53) 

(5-54a) 

(5-54b) 

(5-54c) 
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(5-55) 

(1-B
2

)
2 

2 
On peut multiplier (5-55) par 

2 
puisque 1 - B ~ 0 et on obtient 

ap rès un développement élémentaire 

(5-56) 

En remplaçant A et B par leur valeur (voir (5-54)), on obtient finale

ment l'équation (5-57) qui a la même forme que l'équation de Rayleigh 

(5-31) , mais avec d'autres var i ables 

h 
k 

4 1 - , îZ &> 1 - , ~ > [ 
h 2] 1/2 [ 2] 1/2 (5-5 7) 

b) Interprétation de l'équation (5-57) 

En comparant 

et 

(5-31 ) et (5 -57) et en tenant compte du fait que 

, que n = 
et 

et que V = n + 1/2, on obtient: 

1 

wa = CR quand n ➔ oo 

~\12 _________ __ ~ 
(5-58) 

où CR est la vit.esse de propagation des ondes de surface du même milieu 

élastique dans le cas d'un demi -espace limité par un plan. Envisageons 

l e problè me des déplacements sous forme d'ondes progressives au lieu 

d ' ondes stationnaires. Soit une onde progressive passant par les pôles 
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+ 
et se propageant suivant la d irection e

8
. Le d éplacement à la surface 

étant proportionnel à Pm (cos 8). Jè~s m~ 
n lsin m~ 

, on peut supposer que la 

+ 
l o ngueur d'onde À à la surface dans la direction e

8 
vaut approximative-

2 TI a 
ment n ' + 

112 
où a est le r ayon de la sphère (cfr Eringen (10) p. 833 

et Sato et Usami ( 26) p. 45) . Par (5-58), on obtient alors 

CR = À w/2TI = C où C est la vi t esse de propagation de l'onde progressi-
+ 

v e dans la direction e 8 . On interprète ce r ésultat par le fait 

q ue n devient grand, c'est-à-d i re lorsque la longueur d'onde 

que lors-
2 an 
n+l/2 

de vient petite par rapport au rayon , les ondes se reserrent à la surface 

et se propagent à la vitesse des ondes de surface du cas plan (ondes de 

Ra yleigh). 

5-4 Ondes de surface d'une cavi té sphérique. 

On a vu dans le chapitre IV que les déplacements pour la cavité 

s phérique sont obtenus à partir de ceux de la sphère en remplaçant les 

fonctions de Bessel de première espèce Jn+1/2(kr) ou Jn+1/2(hr) par des 

fonctions de Hankel de deuxième espèce 
( 2) 

Hn+1/2(kr) ou 
( 2) 

Hn+1/2(hr). 

De même que dans le cas d e la sphère (paragraphe préc.édent, on pour

r a it dans le but de retrouver l 'équation de Rayleigh (5-31), faire tendre 

n vers l'infini dans l'équation des fréquences des vibrations sphéroïdales 

de la cavité . sphérique. Or, pour effectuer le processus de passage à la 

limite , il est nécessaire de co nnaître un développement des fonctions de 

Hankel de deuxième espèce à variable complexe pour n + 00 • Il faudrait 

en outre connaître le comportement des fréquences des oscillations sphé

roïdales d e la cavité lorsque n est grand. Dans le cas d e la sphère, les 
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f r équences ont été calculées par Sato et Usami (Tables au chapitre VI). 

Or, pour la cavité sphérique, le calcul des racines de l'équation 

d e s fréquences sphéroïdales n écessiterait la connaissance du comportement 

d e s fonctions de Hankel d'indice demi-entier à variable complexe. 

Ne connaissant ni le déve l oppement pour n ➔ 00 des fonctions de Hankel 

à variable complexe, ni les r a cines de l'équation des fréquences de la 

c a vité, il ne nous a pas été possible d'effectuer le passage à la limite 

comme dans le cas de la sphèr . 

Signalons cependant pour l'étude des fonctions de Hankel à varia

b l e complexe, les références (7), (9) et (19). 



CHAPITRE 6 

VALEURS NUMERIQUES ET REPRESENTATION 

GEOMETRIQUE . 

6- 1 Fréquences des oscillation s libres 
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Les solutions numérique s des équations (4-58) et (4-63) qui don

nent les fréquences des oscillations sphéroïdales et torsionales d'une 

sphère libre homogène ont été calculées par Sato et Usami (1962) dans 

les tables qui suivent ~ (6-1), (6-2) et (6-3). 

Le s valeurs données sont celles den d'où on peut tirer la fré

q uence V : 

n = ka où V e~t la fréquence . 

Ces solutions numériques sont sans dimension et sont donc valables pour 

d es sphères aussi petites que l'on veut. 

Remarque. 

Les racines de l' équation des fréquences sphéroïdales pour n = 0 sont 

l es fréquences des vibrations radiales de la sphère (chapitre 2). 

Prenons À= ]J. Les tables donnent dans ce cas : 

n = = 4.440 , 10.494 , 16.073 , 21.579 
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À => 
et 

/3 - µ = 
et 

wa. /3 /3 . Donc n = = X 
et 

Les racines x correspond antes sont donc 

x = 2.563, 6.059, 9.280, 12.459, qui sont bien les racines de l'équa

tion des fréquences des vibrat ions radiales, données au graphique ( 2-2) 

d u chapitre 2. 
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Table 6-1 Fréquences des osci l lations torsionales d'une sphère homogène. 

(Les 5 premiè res racines i sont données pour chaque indice 

d e Bessel n, n =;= 
2

~V~) . 
t 

~ 1 2 3 .\ 5 

1 * :>. 7ti:) !l. li!l5 12. :122 15. 5 1-l 
2 2 . ;; Ill 7. J:lli lll . Sl,1 1:1 . ï7 I lti .!JH3 
:1 :1. Hl iS 8 . 4•!4 ll.!:18 1 l ri. 175 18. 41 2 
. j 5. 11 \J;i 9.7 12 1:J . 2111 Il i. :·,.1 -l 19. g1,9 
:i ti . 21i[i I ll . 9:i ll 1-l . 5 10 17 .885 2 1. 1811 

li 7. ,1111 12. !(ili l :i.7H7 19 2111 22 . :,2!) 
7 8 . 5211 1:1. ] li4 17. 11-15 .,,. ,11.1 2:1. ~,,u ~.• 
H !l.W I 1-1 . :Ï -18 IH .287 2 l. 7hll 2!i. 17-l 
l) Ill . 71 J lf1.ÏLII 19. :i1 5 2:i. 115,1 21i. -l 7:I 

111 11 . 7!!2 Ili . 882 20. 7:1 1 2.1. :no 27. 'llill 

Il I:! . Hlili 18. li:l5 2 1.!i:17 lS. ~,:>:l 29. 11:15 
12 u . 1,:1s 19. 1811 '2.3. 1:1.1 '2.7 . îblJ :!O. 2'19 
1:1 \ .\ . ~l<i!l 211. 3! !1 2-1 . :122 2H. Ill:, :11 . 5:,:i 
1-1 Il i. USti 2 1. -1 :,2 '2.5. 511-1 '2.9.2:J:J 32. 1'112 
1 :, 17. 11 5 22. 579 2(i . (i78 :JU. •l-1 3 3-1. 11.\ Il 

lt i 18. lli8 2:1.702 '2.7. H-17 3 !. t-l-: 7 :15. 2î2 
l î l!l . 218 2-1. 821) 29 . 11111 :12. 8-1-1 :rn . 497 
IH 211 . 21ili 2:>. !U-1 :Hl. l(iH 34. 11:15 :17. 7 1(i 
l!l 2 1.:Jl:l 27. 11.1.1 :n .:.m :15.222 :Hl.!12'1 
ZII 2.!. :1:,7 28. 151 32.4711 31i . -1li:J 411. 1:Jli 

21 2:1. :;11<1 29 . 2S5 33 . (i15 37 .579 41 . 3:' lJ 
22 l -1. -l ., !l ::o. :15(i :J -1 . 7:i6 :l!l . 7;, I 42. 5:11; 
2:1 :.!:> . 47 1) :J l. •15.J :1:i.h9:l :i!l . !l l !-l 4:1. 7: Il 
'2. -1 '2.(i . 5 17 :12. :iStl :!7. 027 4 1. 118:I ,1-1. !1 19 
~~) :.!7. :î:i-1 :13 . fi -!:I :18 . 1:,8 4:.! . 244 4 li. 1(1.1 

•. 
'2. li 28 . :i!lll :1.1.7:15 :l!l . 28(i 43. -111 1 -17 . 2ii5 
2ï 2!1 . li2 -I :l:i. H'2.-I 411 . ·11 2 .~.t . r,~;, 48. 4h2 
'2. H :!11. li:,8 :lti. !llll -li. S:M 45. 711:i 49 . (,:,7 
t.!I :; 1. l,!I 1 :!7. !!'Ili -12. (i54 -Ili. H:>'.I 511. 8117 
:1 11 :1 :r ,2:1 :l!-l. 07!1 ,1:J. 772 47. !1118 5 1. 97:i 

:1 1 :1:1 . 'l!t-1 -11 1. lfi l 4-1. H8H -19 . 11111 :,3 . 1'411 
:;i :J.\ . 78:, 4 1. :! 11 41i. 11111 511 . 2H II 54 . ::112 
:1:1 :1:i . Hl-1 42.:1 1 !J 47 . 11 2 :i Ul 7 5:i . 4fi 1 
:1 .1 :Ili. H 1:1 -1:J .:;% 4H. 22 1 52 . :,:,:1 5fi. li1H :,~, :17. 872 4•1.4 72 4!l . :129 ;,:J. liH5 57. 772 

:al :18 . 91111 -lfi. 5-Hi fi ll . -1 35 5-1. 8 11i :-H . !12-1 
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Table 6-2 Fréquences des oscillat ions sphéroïdales d'une sphère homogène 

~-

(1 

1 
'l. 
:l 
·1 
5 

fi 
7 
8 
9 

Ili 

l i 
12 
1:1 
14 
15 

Ili 
17 
18 
1 Cj 

211 

21 
22 
2:1 
2-1 
25 

~Il 
'l.7 
28 
2!1 
3 (1 

:11 
:~2 
:n 
:1-1 
3:, 

:]fi 
:17 
:rn 
:l!l 
1111 

-11 
-1::! 
.J:l 
,1.1 
4:> 

,!l i 
,j '/ 
-18 
4!.J 
SIi 

avec À = µ . (Les 5 

indice de Bessel n 

1 2 

11. '1411 111 . ,19.1 

" :1. -124 
2. fi.JO 4 .'Hti5 
:l. !l l fi fi . •l:d 
!ï , 1111'1 8. {lfi2 
ti . 11:u 9 . fî3G 

7. 1121 11. 1 :i7 
ï . iHi 12. fil5 
8,%:, 1-1 . 0117 
!l. Cill7 15: :l39 

111 . Xf,5 Hi . fil 9 

11 . ';"CiH ,7 .857 
12. ï :\ <l 19. ()(i.\ 
1:1, h7II 20.24:i 
14 . (i l2 2 1. 4 llH 
1:i . :i•lfi 22.5:ifi 

lfi. 478 23. fiCl2 
17,4 11) 24.H IH 
18 . :l-11 25. ~ljfi 
Jf.j . 2fiCl 27. 04 7 
211. l !l9 28. l !ï2 

2 1. l 2fi 29.2!ï3 
22. 1154 :lO . 3-1 9 
n.~IH J :11 . 4'1! 
2:1 . !IPH :12.52!1 
2-1. ~:1:1 :n.,;15 

2:i. 7:, !J :M. (i<l7 
21i. fi~'-1 :is. ï77 
27 . li 1(1 :Hi . W,S 
28. 5:14 37. 9:HJ 
29 . 4:i9 :l'l. 11114 

:111 . :!H2 411 . (IÏ4 
:11 . :m? 41. 1 •14 
:1:r 2:m •12. 212 
:l:! . l f,,1 ·13. 2ï!l 
34.0ï7 44. 343 

:1s . 001 .J5. 1f11H 
:1:i . !12:l 4fi . •Hi'l 
:11i . :,,.17 •17. :,:Hl 
:17, 71,'I •1H. :,•111 
:18.fi!il •l'l . fi,fH 

:l!l . li J,I ;, 11 . Î \lli 
•Ill . :,:Hi 5 1. îli2 
•11. •l :i9 :,'/., 8 18 
•12. :IH(I S:J. 8î2 
o.:\113 :i4. !l2fi 

44 .' r-2:i ;.;, , ~ï 9 
•l!,. 1-17 !~,, . n:i 1 
·11i . llf iH r,H. IIHZ 
•Ili . !l'I I :,9 . 1:1:i 
,17 . 9 12 1' 11. 18:l 

premières racines 
2 7TV a , n =-c--). 

i sont données pour chaque 

t 

~ •I :, ., 

Jfi.llï:l 2 1. :;,f.J 

fi . 771 7.ï-14 111 ,69:, 
8. :129 9. 7~ 11 12. 1:,7 
9. 7115 1 1. 'ï 18 1:1·. 1;:;9 

11. 11 39 1:l. 5r,:1 J:, , 211 1 
12 . :Hi8 1:,. l ïf.J li> . 8 18 

13 . 710 !fi . {i62 IH . !iflf.j 
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ln . 4fi l 1!).41 5 2 1. i--:11; 
17 .E fi7 :w. ï:,1 :!:l . ,11111 
19. 2F.2 22. (Il-;() 211. r'!iti 

20. ti92 23.412 2fi . :lOR 
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23 . 4:,fi 21, 103 2!1, (J:Hi 
24. 7(17 27 . 4ti-1 :lll . 370 
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27.:l9II :!0 .2(111 :1:1.1122 
28 . fi4:i :li . 5fi,I :M . :1:,tl 
2'1 . 878 :12 . 917 :1:,, 68:J 
:11. 1192 :1.1. 254 :lî. 02 1 
:l2. 2!ltl '..1:i.5n ·:18, :l( i4 

:l3. 474 3fi . Rï:I :J!-1. 7111 
::4. (i4 fi :18. 152 41 . 11:,:i 
~5. !'119 :19 . 412 '12. :l'I:, 
:: r;_ !lfi4 411. fi ;,:, ,1:1. î2fi 

_:IR . 111 -11. 882 45. li'l(i 

:19. 252 4:1.0% 4(i , :1:i:J 
•Ill . :11'8 411. 2<18 •l î . (i•l-1 
4 1. :,1 <) 4S . 4Hfl -18. 921 
42 . (i4:, 1lfi. fi71 511 . l !l2 
4:l. 7fi7 4 ï. e,iri 51. •t:lil 

44 . HHli 4'1 . 111:1 :,2 . fili• I 
,tfi. 11111 :, fi, 174 5:1 . !'h7 
47. 113 :i l . :1:: 11 ;,;, . 11q~~ 
48. 22:l S2. •1811 Sfi . :J1 12 
49 , 32!-l s:1. fi21; :,7 , 497 

:iO. 4'.l4 !i4. 71i8 :i8. liH :I 
!ï l . :i:lfi :,:, , (1117 r,'l . Hli4 
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:i:!. ï:M :,H . 1 î:1 lil . 2117 
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:,:, . !1 24 lifl. 428 (i4 . s ::o 
S7 . llll i fil . 5:, 1 li:,. liHf i 
S8. 1117 fi2 . fi72 lili . t(lï 
:,!l , 197 fi:I. ïfl! liî. 9>':i 
fill. 284 li•l . 907 fi'l , 1:111 

fi l .:1;-1 fifi . 11 22 îfl , 272 
li:'. . 4:ifi fi7.l:M ,' 1. •I 1 1 
fi:L r, ,111 li8. 2-l!i n . r, ,18 
fi,I . li2i.! fi! I. :1r,.1 ï:l . liH2 
c::i. ïfl•I 70 . 41i l 7-1. 8 11 



97 

Tab le 6-3 Fréquencesdes oscillations sphéroïdales d'une sphèr e homogène, 

avec À= 00 (Les 5 premières racines i sont données pour chaque 
21TVa 

indice de Bessel n, n = ) . 
et 

~ 1 2 3 4 :, 

1 * 3.8711 7 .. 1.1:J IO . 7 1:1 1:1. !l;ill 
2 2. (i(i(i 5. 4î~I 8. 877 12 . Hi! l :ï . :IHli 
:i •l . 11112 7. )(1(1 111 . 2!18 1:1. :,ï7 Ili . 81î 
•I :,. l li 1 8 . liî4 11 . î 19 ,~. 97:, 1 H. 221i 
5 li . Wi 111. Hi9 l :l . 1,12 l fi . :!fi:l · l!I . ti17 

(i 7. 2!"1 11. 51'8 H .5fi-l 17 . ï4;, :w . 99:i 
7 8.:i:w 12 . 9-11 1:i . 974 J'l . 122 22 . ::ii:i 
8 9. :1:12 l •I. 240 17. :Hifi :W.4% 2:1 . ï28 
9 Ill . :1 :1.1 15 . 4% lH .7:1:J 2 1. Rti-1 2:i . 118;, 

Ill 11 . 328 l fi . 72:l 211 . llî3 2:i. 224 2fi . ,1:17 

11 l :~ . :1 18 17. 92:! 21. :18fi 2-1. 574 27 . ï ·R 1 
12 13. :111:i 19. IIM 22 . '174 2:i . 911 211. 12:i 
13 1.1. 28:> 20.2fi8 2:1 . 9.111 27. 2:1:J :Ill .. lfi l 
14 1:i. 21i4 21. 4 20 2:i. 181-i 28. 5-10 :11 . 788 
l~ lo . 241 U.Sfil . 2fi . 415 29 . R:.12 :1:1. 1117 

lli 17. 211-i 23. fi'):! 27 . fi29 31. ll i!l :14 . ,1] li 
17 18. 189 2•1. Hl8 28. 8:111 32 . :lïl :1:i . 7 15 
18 19. lt il 25. 9:l(i :lll . 0211 33 . li20 :17 . 11111 
19 2ll. t :12 27. IMS :.11 . 2110 :1 1. 8:18 :1R. 282 
211 21. 101 28 . 155 :l2 . :lïl :l li . 08-1 39 . :i:,O 

21 22 . 0711 29.2:iB 3:J . 535 :17. :1 1111 411 . 8118 
22 2:1. 0:18 :m. :1:ifi '.H.h92 38. ;,117 .12. 11;,7 
2:1 2,1. 1111:, :11.4 51 :1:i . Rl:J :i 9. 711ti ,i :1.2!Hi 
2.1 24. !171 :i2.54:I 3(i . 988 411 . 1l'l7 4,1. :,27 
2S 2:, . 9'.iî ~:1. n:1 1 38. 128 42. 118 1 ,1:, . 7:,0 

' 2fi 2(i. 90:J :!4 . 717 :i!I . 2!i4 4:J. 2!i9 .1fi.flli(i 
27 27 . 81i7 35 . 1'1111 411 .: ,!l:i 44. ,t:12 48. 17:i 
28 28 . 8:12 :l6 . HS I 41. 52:l 45. :i99 49.:m 
29 29 . 79!i :17 . %11 42. fi47 4'1 . 7,i l :i ll . :,7:1 · 
:Ill :i11 . 7:i'-l :19 . 11 :l(i 43 . 7fi8 47.9 19 :i l . 71i-1 
:11 :11 . 722 40 . 111 44 .88fi 49 . 1132 :i2 . 9:,11 
:12 :12. (i8:, 4 1. 184 4fi . 111)1 :ill . 222 :i1. J:ll 
:1:r :1:1. li•l7 42 . 2:i:i 47 . 11 :1 5 1. :Hi8 :i:i .:!IIH 
:M :1<1 . (i ! fl 4:l .:J2.1 48 .22:J 52 . :, Il :,fi . ,11111 
:15 :15 , :i7I 44. :in .\9 . 3:11 !ï:1 . Ci:il ~.7. fi. 18 

:11; :Hi . :,:Cl ,1 :i . ,1:i!l 511 . 4:1r, !i•I. 787 :i8 . Hl :! 
.;17 :rt . ,1!1~, ,!fi . 1,2·1 :, 1. ~.:1 11 !i:i. 1121 :,<1. !17-1 
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~Il •ICI . :lïH 4!1 . 7 12 ;1,I . 8:Hi '.i!l ,:1118 fi:1. 4:19 

41 41 . :1:18 !'i il . ï7~ ;)~) . ~,::2 fill . 4:12 fi-1. :iHH 
42 -12 . 29!1 s 1. 8:12 57 . ll2Ci li l . S:i-1 li:i . 7:1:, 
4:J 4:1. 2:,9 52.890 :,8 . 11!1 fi2 . fi7:l lifi . fl î 9 
4•1 4-1. 2 19 :i:!. ~l.18 59 . 2 111 fi :!. 791 1,8 . 11:w 
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4!) 49 . 018 :,9. 22 1 fi!. (i44 6!1. :::i,t ï:1.(,% 
:,f) 49 . 977 fill . 27:l fi5. 727 70 . ,1(i2 74. 82:i 



98 

6 - 2 Calcul de la période des sci l lations sphéroïdales ayant la plus 

basse fréquence. Applicat ion au cas de l a terre. 

Or 

1. Calcul de la période 

Les tables du paragrap e 6-1 donnent les valeurs den= wa/ Ct. 

et w = 2n/ T, donc T = où a= rayon de la sphère 

et T = période. 

2. Calcul de et 

et /µ / p où ]J modul e de cisaillement du matériau 

et p = la densité du milieu . 

E 
où ]J 2 ( 1+v) 

E modul e de Young 

et \) = coeff icient de Poisson. 

Pour l'acier, on a µ(acier) = 7,.907 x 10
10 

N/ m
2 

puisque 

(6-1) 

(6-2) 

E (acier) 20 , 4 x 10
10 

N/m
2 

et \!(acier) = 0,29. 

Comme la densité de la terre vaut p(terre) = 5,52 x 10
3 

kg/m 3 , .on 

ob tient en supposant la terre aussi rigide que l'acier, la vitesse 

d e propagation des ondes trans versales qui vaut: 

et = /µ / p = 3 , 785 m/s 

3. Calcul de la période T dans le cas de la terre 

(6-3) 

On suppose également l a terre incompressible , ce qui revient à 

dire,\= 00 En consul tant l a table des fréquences des oscillations 
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sphéroïdales, on trouve que l a fréquence la plus basse correspond au 

mode fondamental pour n 2. On a dans ce cas n = 2,666. (6-4) 

En prenant le rayon de la terr e 

(5-3) et (6-4) : 

a= 6,370106 m, on obtient avec(6-1), 

4. Remarque 

6 
T = 2TT x 6 , 37o x lO = 3.966,37 secondes 

2 , 666 X 3 ,785 

= 66,11 minutes 
(6-5) 

On a constaté expérime ntalement que l'onde élastique . se propa

g eant autour de la terre et q i possède la plus grande longueur d'onde 

e t la plus basse fréquence correspond effectivement aux oscillations 

s phéroïdales pour n = 2. La période observée est de± 54 minutes. Pour 

obtenir ce résultat mathématiquement, il faudrait tenir compte de la 

p esanteur, de la rotation de l a terre, de l'inhomogénéité de la terre qui 

e st formée de couches de natures différentes et il faudrait aussi con

naître les valeurs précises de s constantes élastiques des différents ma

tériaux qui la composent. 

6 -3 Modes de vibration de la sphère 

On trouvera ci-dessous les expressions générales des 2 types de 

· v ibrations de la sphère dont l es caractéristiques sont décrites dans 

l e paragraphe 6 du chapitre 3 . 
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1. Modes torsionaux. - -

(uT) = 0 
r 

Jn+1/2(kr) 
m 

- m B 
P (cos8) 

iWt 
(uT) 

n 
(Ecos mq> + F sin mq>)e (6-6) 

e 
n (n+l) Ir sine 

Jn+1/2(kr ) 
m 

d P (cos8) 
iwt 

(uT) 
- B n 

(E sin mq>-F cos mq>)e = 
d 8 

<P 
n (n+l) rr 

Remarquons qu ' il n'existe pa ùe mode torsinal pour n = o. 

2 . Modes ~ph~ro!da~x.:. 

(us) 
= [- ~ ~ tn+l/2 (h r) ) n (n+l) C Jn+1/2(kr) 

] P: {cos 0) 
h2 dr /r k2 3/2 

r r 

( ~ s1.·n m~)eiwt E c os m't' + F 'I' 

Jn+l/ 2 (hr) ~- 1 d l d Pm(cos8) 
3/2 - 2-d (v'r Jn+l/2(kr)) ~ e 

r k r r 

( ~ s1.·n m~)eiwt E c os m't' + F 'I' (6-7) 

m 
Jn+l/2 (hr) C 1 d l P n (cos 8) 

r3/2 + k2-; dr (/r Jn+1/2(kr))j sin 8 

( ~ s1.·n m~ )eiwt E c os m't' + F 'I' 
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Lorsque le problème es t indépendant de la longitude, on a 

m O et les déplacements se représentent assez simplement. (Fig. 6-1). 

Les caractéristiques d e s ondes de Rayleigh sont décrites dans le 

c hapitre S. Quant aux ondes de Love, elles apparaissent dans un milieu 

s emi-infini formé d'un substr at et d'une couche superficielle de natures 

différentes. L'amplitude des déplacements est constante dans la couche 

s uperficielle et diminue exponentiellement avec la profondeur dans le 

s ubstrat. C'est une onde d e surface si on considère l'ensemble couche 

+ substrat. Le déplacement a ssocié à une onde de Love a une seule compo

s ante transversale (perpendiculaire à la direction de propagation et pa

r allèle à la surface du milie u ). 

Or, quand m = O, il ne subsiste dans les déplacements torsionaux 

d e la sphère que la composante (uT) <I> , tandis que les déplacements sphé 

r oïdaux ne conservent que le s composantes (u5 )r et (u5 ) 
0

. En envisa-+ 

geant le problème en fonctio d'ondes progressives dans la direction e 0 , 

i l apparaît donc que les mode s tbrsionaux n'ont qu'un déplacement trans

v ersal parallèle à la surface , alors que le déplacement associé aux modes 

s phéroïdaux est situé dans l e plan normal à la surface et contenant la 

direction de propagation. 

On voit donc l'analogie qui existe entre les déplacement associé s 

a ) aux modes torsionaux et a x ondes de Love; 

b ) aux modes sphéroïdaux et a ux ondes de Rayleigh. 

(voir figure 6-2). 
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CONCLUSIONS ET EXTENSIONS 

Le calcul des modes de vibration d ' une sphère homogène ou d ' une 

cavi té sphérique dans un milieu homogène est un problème bien connu . Il 

exi s te plusieurs méthodes de résolution (cfr chapitre III) ; on a choisi 

dans ce travail la méthode de Sezawa plutôt que celle d ' Eringen afin d'a

voir un développement direct jusqu'à l ' expression des déplacements sphéroï

daux et torsionaux. En effet, E~ingen , après avoir calculé les composante s 

ur' u 0 et u~ du déplacement complet, fait appel aux résultats de Sato e t 

Usami , lesquels se sont référés a u travail de Sezawa pour scinder le dépla

ceme nt complet en parties sphéroîdale et torsionale. 

Le calcul des ondes de surface, quant à lui, exige encore quel

ques développements . On ne conna ît en effet a ucune forme explicite d ' ondes 

de surface autour de la sphère ou de la cavité sphérique. 

En fait, pour la sphè r e, on connait explicitement les modes de 

vibra tion ordinaires et leurs fr équences (calculées par Sato et Usami (24)). 

Plus précisément, pour chaque mode de la sphère (c'est-à-dire met n fixés), 

l'équation des fréquences détermi ne les valeurs den= w a/et où et= µ/p 

est fixée par le matériau ains i , 1~ fréquence angulaire w =n et/a est 

inversément proportionnelle au r ayon. Cela signifie que pour un mode donné, 

les fr équences associées sont d' autant plus grandes que le rayon de la sphè

re e s t petit. D'autre part , la dépendance des déplacements par rapport à r 

(dis t ance au centre) est déterminée par l'argument (kr ou hr) des fonctions 

d e Be ssel qui est proportionnel à nr/a. Pour une fréquence donnée , la dé

pendance est donc proportionnell à la profondeur relative r/a. 

Le problème de la cavi té sphérique est immédiat lorsqu'on a r éso

lu c e lui de la sphère : il suffit de choisir les fonctions de Bessel appro

priées . Dans ce cas cependant, le s fréquences (complexes) des vibrations ne 

sont pas connues. Pour les cale 1er, il faudrait employer un procédé numé 

rique correspondant à celui qu'ont employé Sato et Usami pour la sphère ; 
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la d ifficulté vient du fait qu' il s'agit ici de fonctions de Hankel à va

riable complexe dont on ne conna ît pas très bien le comportement. 

Dans le cas particul ier des vibrations radiales (n=o), on a pu 

calc uler aussi bien les fréquences des vibrations de la sphère que celles 

de l a cavité sphérique. On constate une différence importante entre les 2 

cas : pour la sphère, il existe une infinité de fr équences possibles alors 

qu ' i l n'en existe qu'une seule pour la cavité. Ce fait est peut-être spé

cif i que au èas particulier et il demande à être confirmé ou infirmé par le 

calc ul des fréquences complexes de la cavité pour d'autres valeurs 

de n . 

Les ondes de surface ordinaires du cas plan (ondes de Rayleigh) 

poss èdent deux caractéristiques i mportantes : 

1. u n facteur de pénétration par lequel leur amplitude diminue avec la pro-

f ondeur; 

2 . une vitesse de propagation fixée pour chaque matériau et déterminée par 

" l'équation de Rayleigh". 

C'est précisément parc e que, lorsque n tend vers l'infini, la vi

tesse de propagation d es vibratio ns sphéroïdales tend vers cette vitesse ca-
,, 

ractéristique que l'on considère que celles-ci deviennent des ondes de sur

fac e . Sur ce point, autant la mé thode utilisée par Ansell (2) que celle 

que l'on a utilis ée au chapitre V se basent sur le même raisonnement. 

Toutefois, on peut se demander si l'égalité des vitesses de pro

pagation est une preuve suffisant e pour considérer que l'on obtient des ondes 

de surface. Cela revient en effe t à éliminer a priori le cas d'ondes de s ur

fac e se prop ageant autour d'une s phère avec une vitesse différente de cel le 

d es o ndes de surface dans un mil i eu semi-infini bordé par un plan. 

Il est utile de constater à cet égard que les ondes de surface au

tour d'une sphère ou d'une cavité sphérique ne sont pas déterminées avec un 

f acte ur de pénétration comme les ondes de Rayleigh ordinaires. Le rôle du 

f acte ur de p é nétration semble lié dans ce cas à la variation de l'indice n 
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(de s fonctions de Bessel). Une approche sommaire pour les premières valeurs 

de n montre en effet que lorsque n augmente, l'amplitude des vibrations sphé

roïda l e s diminue progre ssivement au centre de la sphè re. Ce phé nomène deman

à êtr e v érif ié à l'aide d'une mé thode numérique pour les grandes valeurs de 

n et s'il es t confirmé, on aura u ne autre preuve que les vibrations sphéroï

dales se comportent comme des ondes de surface lorsque n tend vers l'infini. 

La méthode de Ansell ( 2) citée plus haut est intéressante car elle 

donne une transformation des onde s stationnaires en ondes progressives dans 

la d i rection 0 autour de la sph ' re, ce qui permet de mettre en évidence plus 

e xpl i citement les ondes de surface . De plus, ce procédé est applicable à la 

f oi s dans le cas de la sphère et dans celui de la cavité sphérique . . 

ceme nts 

En fait, pour une per t urbation ponctuelle (m = o), on a des dépla-

Pv-1/2( - cos 0) • t 
proportionnels à --------eiw où V~ V(W). Cette forme est 

cos TIV 

obten ue par l'application d'une transformation de Watson sur la forme ordinai

re d s d é place ments. Le noe ud de la méthode décrite par Ansell est d'écrire 

la fonction de Legendre Pv-l/ 2 (- c os 0) en termes de fonctions de Clemmow 

EV-
112 

(:!:: 0) par l'intermédiaire de la formule suivante : 

TI 
2 

Pv-l/ 2 (- cos 0 ) 

c o s '!TV 

(C-1) 

La mise sous forme d'ondes progressives dans la direction de 0 vient du fait 

que l o rsque V e st grand, on obtien t le facteur exp (iw(t ± 0 a)) dans le dé-

veloppement des fonctions de Clernrnow E 
1 

,
2

(± 0). 
V-/ 

(a est le rayon de la sphè-

r e o u d e la cavité sphérique). 
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ANNEXE 1 

FONCTIONS SPECIALES 

A) EQUATIONS DE BESSEL 

L'équation_de_Bessel_cylindr ique_s'écrit_: 

2 
d y(x) 

2 
dx 

+ .!._ dy(x) + (1 _ n
2

) y(x) 
x dx 2 

X 

Solution y(x) = A J (x) + B Y (x) 
n n 

ou 

y (x) = A H ( l) (x) + B H( 2)(x) 
n n 

00 
(- 1 ) k 2k+n 

J (x) = I (~) 
n 

k=o 
k! (p+K) ! 2 

00 

(x) (x) 1 n X + 
-n I y = J X Dk n n 

k=o 
' 

H ( l) (x) J (x) + i y . (x) et 
n n n 

X 

= 0 

est la fonction de Bessel 

de première espèce 

k 
est la fonction de Bessel 

de seconde espèce. 

H( 2 ) (x) = J ( x) i y (x) 
n n n 

sont les fonctions d e Hankel de première et seconde espèces. 

Si_x_=_kr,_l'équation_de_Be s se l_cylindrique_s'écrit 

2 
n) y(kr) = 0 

L'équation_de_Bessel_sphérique_s'écrit_: 
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2 
2 dy(x) n (n+l) d y(x) 

(1 ) y (x) 0 +- + - = 
dx

2 X dx 2 
X 

Solution 

y(x) = A ' Jn (x) + B y (x ) ou y(x) = Ah(l)(x) + Bh( 2 )(x) 
n n n 

et 

sont les fonctions de Bessel sphériques de première et seconde espèce. 

h ( 1 ) (x) = j (x) + i y ( x) 
n n n 

et h( 2 )(x) 
n 

j (x) - i y (x) 
n n 

sont les fonctions de Hankel sphériques de première et de deuxième 

e spèces. 

Si_x_=_kr,_l'équation_de_Bess el_sphérique_s'écrit_: 

d 2 j (kr) dj (k r) ,, 
2 r 2 n + 2r n + (k 2 r - n(n+l) j (kr) 

dr2 dr n 

Résultats utilisés dans le mémoire 

a ) L' 6qua tion (1) s ' écrit 

d 
dr 

dj (kr ) 
(r

2 
n ) + k

2 r
2

j (kr) = n(n+l) j (kr) 
dr n n 

0 (1) 



b ) 

c ) 

Divisons par r et dérivons ensuite par rapport à r. 

On obtient 

[ 
d d j (kr) l 

d~ ! . dr (r
2 

d: ) + k
2 d 

dr (r jn(kr) 

a2 -l d . ~ d [ 1 d 2 d j n ( kr) ] 
- - (r J (kr)) - - - - (r dr ) 
dr 2 dr n dr r dr 

est identiquement nul. 

J n+l/2 (kr) l 
5/2 

r 

Jn+l/2(hr) 
d ) 5/2 

d 
dr 

Jn+l/2(hr ) 
( 3/2 ) = 

r 
- r 

r 
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1 Jn+l/2(kr) 

n (n+ 1) rr 

Les r ésultats b), c) et d) sont "obtenus en utilisant les relations 

s uivantes : 

d 
dx 

J (x) 
n 

d 
-d J (x) = 

X n 

n 
= - J (x) - J 

1
(x) 

x n n+ 

Six= kr, ces relations s'écrivent 



d 
dr 

J (kr) 
n 

n 
= - J (kr) - J (kr) 

r n n+l 

B) EQUATION DE LEGENDRE 

L 'équation de Legendre assoc iée s ' écrit 

2 
(l-x2) d y(x) _ 2x dy( x) + 

2 dx 
dx 

n(n+l) -

o ù y (x) 

2 
m 

2 
(1-x) 

y (x) = O 

m m 
P (x) et Q (x) sont les fonct i ons de Legendre de première et de 

n n • 

deuxième espèce . 

Si_ x _=_cos E) , _ l ' équation_ de_ Le gendre_ s' écrit 

1 
sin 0 

2 
m 

. 2 
sin 
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ANNEXE II 

EXPRESSION DU GRADIENT, DE LA DIVERGENCE, 

DU ROTATIONNEL,DU LAPLACIEN 

et 

CALCUL DU TENSEUR DES TENSIONS EN COORDONNEES 

SPHERIQUES. 

-----------=---=~------------------------------

A) EXPRESSION EN COORDONNEES CURV ILIGNES GENERALES · 

111 

En coordonnées curvilignes générales, l'élément de longueur ds vérifie 

3 3 
' ' dx i dx k l l gik 

i = l k=l 
où gik = produit scalaire des vecteurs 

➔ ➔ 

de base e . et ek. 
J. 

N.B. : g ik 1 cofacteur de gik • = . 
g 

Pour un repère orthonormé g . k =;_ 0 J. • 
pour i ,f k. 

Posons g = dét (g .. ) et e. 
J. J J. 

=~ 
J. J. 

Dans ces coordonnées, grad, div , rot et laplacien s:écrivent 

➔ 

a ) grad </> = 'v</> = vecteur cova riant dont les composan t es sonL 

➔ 9. ➔ 1 I é) (/gai) b ) div a = a = é)x J. 1g i 

➔ + + é)ak 
c ) rot a = 'ÏJ X a = tenseur anti symétrique bik = 

é)x 
i 

formé 

à partir des composantes covariantes du vecteur. 
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Remarque : 

En 3 dimensions, on obtient donc un tableau 3 x 3 qui n'a que 3 com

posantes distinctes 

0 C - b 

-c 0 a 

b -a 0 

(a ,b,c) est un vecteur habitu ellement appelé "le rotationnel". 

d) Laplacien Q) = V
2cp = i 1 

;-;; axi 
g i,k 

a 

s ont les composantes contrava riantes du gradient. 

e) Calcul du tenseur des tensio s 

Le principe des tensions de Cauchy nous dit qu'en un point d'une sur

f ace fermée , la densité des forces de contact vis-à-vis de cette sur

f ace d é pend uniquement de la n ormale à cette surface au point considéré. 

Ainsi, la tension en un point P s'écrit 

-+ 
T . n où T = T = tenseur des tensions 

ij 
-+ 
n = o rmale extérieure à la surface au point P. 

On travaille dans le domaine linéaire de l'élasticité, c 1 est-à-dire le 

domaine où la relation tension - déformation est linéaire. 

Cette relation s'appelle : LOI DE HOOKE. 

Po_ur un matériau élastique i s otrope , la loi de Hooke en coordonnées 

cartésiennes s'écrit : 

(A partir d'ici, on utilise la convention d'Einstein). 



T . . 
l. J 

= À c5 . . + 2 µ 
l. J 

oü T .. est le tenseur de s tensions 
l. J 

E: . . 
l.J 

1 
est le tenseur de s déformations= 

2 

au. 
l. 

clxJ + 

À etµ sont les constan tes de Lamé du matériau . 

o.. est le symbole de Kronecker 
l.J 
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En coordonnées curvilignes générales, la loi de Hooke s'écrit 

oü 

E: 1 (17 17 ) 
= 2 vn um + vm un mn 

'v u = n m u. 
J 

= tenseur contravariant 
E: 

mn 

·est la dérivée covariante par rapport 

aux composantes covariantes de u 

-+i = e • est l e symbole du Christoffel. 

Propriétés 

1 ) 

2 ) f. k,Q, 
l., 

3) 
ia. 

g f ' k 
Cl. , J 
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B) EXPRESSION EN COORDONNEES NATURELLES 

Dans le cas d'un système de coordonnées curvilignes orthogo

n a les, on introduit les composa ntes naturelles qui donnent les "lon

g ueurs" des composantes. Les c omposantes naturelles sont liées aux 

c omposantes covariantes et cont ravariantes par les formules suivantes: 

a . 
l 

i 
a e. = 

l 

a. 
l 

e . 
l 

La règle générale est de divise r les composantes covariantes et de mul

tiplier les composantes contra vatiantes par les modules des vecteurs 
-+ 

d ~ base (e.) correspondants. 
l 

Exemple en coordonnées spi.é riqu es 

2 2 2 2 2 
ds = dr + r d8 + r . 28 sin 

+ 

Da ns c e c as , les fonnul e s princ ipale s de dérivation deviennent en terme 

d e ces composantes naturelles ; 

a). grad <P = vecteur dont les c omposantes sont ai = 

-+ 
b) div a 

1 

/g 
E 
i 

a. 
l 

e. 
l 

1 
e . 

l 

acp 
dX 1 
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1 [ 3(akek) a (a . e . ) ] + 1. 1. 
c) (rot a) = ax 1. 3xk 

ik eiek 

a(/9 
1 ~) 

1 
(e k) 2 

d) Laplacien <P = E 
/g k ax 

e) Le tenseur des déformations en coordonnées naturelles s'écrit 

avec 

1 
e e 

m n 

La loi de Hooke en coordonnées naturelles s'écrit 

• 1 - 1 (gi j Puisque es coordonnees sont orthogona es = 0 

'I .. 
1.J 

= e . e . [Àgij gmn e 2 f + 2µ 
1. J m mm 

C) EXPRESSION EN COORDONNEES SPHERI QUES 

1 
Les coordonnées x 

2 
X 

3 
x sont 

ii 
g e.e. 

1. J 

r, e, <P 

si i f j), on a 
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• 
2 

-- dr
2 

+ r
2 

d0 2 + r 2 si·n 20 L é lément de surface ds 

La matrice des gik s'écrit 

1 0 0 1 0 0 

2 ik J_ 0 g ik 0 r 0 => g =- 0 
2 

2 . 20 
r 1 

0 0 r s1.n 0 0 2 . 20 r sin 

Le s seuls symboles de Christoffe l non nuls sont 

f 1 22 = -r , r2,33 

r 3 13 
. 20 

r3,23 
2 
sin0 cos0 = r sin , = r , 

1 1 . 20 1 1 = > r22= - r r33 = - r sin , r12 = 
r 

2 
r33 = - sin0 cos0 

3 1 r3 0 r13 = = cotg r 23 

dét gik 
4 . 20 g = = r sin 

e3 = /g33 = r sin 0 

Les expressions du grad, de la div., du rot et du Laplacien deviennent 

donc en coordonnées sphériques 



a ) 

b ) 

c ) 

grad 6. ( 36. 1 'èJ6. 1 a6. > = , ;- as , r s in0 ar acp 

-+ 1 ['a(ur r
2
sin0) a (ue r sin0) a (ucp 

r) l div u + + 

-+ 
rot w 

= 
2 . e ar r sin 

2u au 
r r Cotg8 

= -;-- + Tr + ar lie 

1 [ ~wr a . 
_r_s_i_n_8 "aî- a; (r sine 

-+ 
rot rot w = 

1 

ae 

1 aue 
+---+---

r ae r sin8 
1 

(rwe) 

j l aae [ sin8 ( 
a " aw r)] a [ • 1 

lr2 
sinO 

a;- (rwe) - a8 - aëjï sin 8 

w4i)]j (
a wr a 

(r sin 8 
ëlcj> - a; 

-r-s-:n-0 [ a~ [ r ~in0 ( a'e . (s in 0 w4) - }4 lwe>) l 
sin - ';;)]] 

acp 

aucp 

acjï 
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d) 9
2 

(6) 
1 +---

r
2 

s.in0 

Résultat utilisé dans le mémoire 

_1 _l__ (r2 a (6)) = 2 
2 ar ar r 

r 

am> + a2( M 
ar 2 

cl r 

aae [-r-~-in-0 

}0 (sine :t> + 

1 
r 

a2 
(6r) 

ar
2 

e) Le_tenseur_des_tensions_en_coordonnées_sphériques 

Le tenseur des déformations n coordonnées sphériques s'écrit 

- - - 1 [ 1 
au au

0 u~ ] r 
E12 = Er0 = E0r = 2 i as+ ar 

" 

½ [ r 1 au 
~- ~] r 

E13 = Ercp = Ecpr acp • + sin0 ar 

.!_[l 
au~ 

ucp cxtg0 ) 
1 au0 ] 

E23 = Eecp = Ecpe = 
< ae + 

2 r r sin0 clcp 

1 a I rj u . ) Pour m n , on a E 2 
(·- e u e. 

mm a xm m m mm J J e j 
m 
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= E</J</J = 
1 au~ . u t e -d- + rr + co g 

r sine o~ r 

La loi de Hooke s'écrit 

-
T .. 

1. J 

2 
e 

m 
E + 2µ .g 

mm 
ii jj 

g e. e. 
1. J 

2 - - + mm 
remarque g e E = E ·- div u 

m mm mm 

- 2 (À-1 /::, Pour i j T .. = e. + 2µ 
1.1. 2 1. 

e. 
1. 

au 
=> T = À6 + 2µ _r_ 

rr ar 

-
À6 + 2µ 

i aue 
-ree = (---+ 

r ae 

1 
T </Jcj} = À/::, + 2µ ( 

r sine 

,, 

1 
-u ) 
r r 

au<P 
--+ 

a cp 

1 
2 

e. 
1. 

u 
2+ 
r 

= !::, 

2 ( .. ) À6 e. 
2 1. 1.1. 

e. 
1. 

cotge 
ue ) r 
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+ 2µ E .. 
1.1. 
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'f 
1 1 Ë .. ) 2µ -

Pour i j , '( . . e. e. (0 + 2µ 22ei e . = C .. 
l. J l. J J J.J J.J 

e . e . 
l. J 

- µ [ _1_ clur + ~U0 - u: ] = > '( 0r = '( 
r0 

= r ae cl r 

=µ[r 1 sin0 
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ANNEXJ;: III 

EQUATION DE LAME 

Pour résoudre des proble mes dynamiquesen élasticité linéaire 

isotrope, on se sert 

1. des équations du mouvement 

a1 ji 
-,..,-- + f . = p a . 
oX. l 1. 

J 

où î .. = tenseur des tension s 
J 1. 

(A3-1) 

f = force extérieure par uni té de volume 

p = densité du milieu 

a . = composante de l'accélération 
1. 

2. de la loi de Hooke qui donne une relation linéaire entre les tensions 

et les d é formations : 

î . . = À e: ô
1
.J. + 2µ e: . . où e: . . = tenseur des déformations (A3-2_) 

l] mm 1.J 1.J 

À etµ sont les constantes de Lamé du 

milieu 

3 . du tenseur des déformations qui pour des petits déplacements(c ' est-à

dire dans le domaine d e la déformation linéaire) s'écrit : 

e: . . 
l] 

l au. 
(--1. + 

2 ax. 
J 

au . 
_]_ 

ax. 
l 

(A]-3) 



Afin d'obtenir un système d' équations aux dérivées partielles 

dans les seules variables u ., on remplace d'abord dans (A3 -2 ) 
1. 

E .. par sa valeur tirée de (A3-3 ) 
1.} 

au . 
~_]_ ) 

X. 
1. 

et on introduit ensuite (A3-4 ) dans (A3-1). 

a
2

u 
2 

au . 
2 

au. 
À 

m 
ô .. ( 1. J ) f. 

dX,dX 
+ µ + 

dX. dX. 
+ 

1.J dX . dX. 1. 
J m J J 1. J 

a
2

u a
2

u . 
(À+µ) m + µ l. + f. pa. 

dX. ax dX .d ){, 
= 

1. 1. 
1. m J J 

= pai 

ce qui, en notation vectorie l le, peut encore s'écrire 

( ' ➔u + µ02 ➔u + ➔f A+µ) grad div v 

'ï/2 ➔ ➔ 

ou encore, en remplaçant u par grad div u - rot rot 

➔ ➔ ➔ a2~ 
(À+ 2 ) grad div u - l-1 rot rot u + f = p 

at 
2 

➔ 

u 
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(A3-4) 
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ANNEXE IV 

RESOLUTION DE L'EQUATION DE HELMHOLTZ HOMOGENE 

-------------------------------------=-----=---

En coordonnées sphérique s (Annexe II), l'équation de Helmholtz 

9
2

F + k
2

F = O, s'écrit: 

1 

2 . 28 r sin 

2 
+ k F (r,8,~) = 0 

F( r ,8,~) est séparable sous la forme 

la séparation, on trouve : 

2 
,, 

2 
d F

1 + 2r 
dFl 

(k2 2 2 
r 

2 
--+ r p ) 

dr 
dr 

1 d . dF 2 2 
2 

(p 
q --- (sin e ae) + -sin8 d8 . 2 

sine 

0 

Fl = 

) F2 

où pet q sont les constantes d e séparation. 

0 

= 0 

a
2 

J --2 F(r,8,~) 
a~ 

(A4-1) 

(A4-2) 

(A4-3) 



La solution de (A4-3) est F (~) = E eiq~ + F e-iq~ 
3 

Pour 
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l'unicité des solutions sur la sphère, F
3

(~) doit être de période 2TI 

ce l a impose à q d'être entier. Soit q = m = o, !1, ~2, ... 

En suite, q étant fixé, l'équation (A4-2) n'admet des solutions non tri

via les r égulières que si p = n (n+ l) avec n = 0, 1, 2, 3, ... et 

-n ~ m ~ +n. En posantµ= cos 8, l'équation (A4-2) s'écrit 

2 
( 1-µ ) n(n+l) -

2 
m 

2 
1-µ 

(A4-5) est l'équation de Legendre associée dont la solution est 

m m 
F

2
{8 ) =CP (µ) + D Q (µ). n n 

(A4-5) 

Par le changement de variable F
1 

{r) = R(r)/fu, l'équation (A4-1) 

pre nd la forme d'une équation de Bessel cylindrique d'indice n + 1/2 : 

2 d
2

R dR 2 2 
r -- + 2r - + (k r 

dr2 dr 

don t la solution est R(r) = A Jn+l / 2 (kr) + B Yn+l/ 2 (kr). 

La solution générale de l 'équation de Helmoholtz s'écrit donc 

oo n 
F( r , 8 ,cf>) = I I 

n=-00 m=-n 

[ 
m m ] im~ - im~) C Pn (cos 8 ) + D Qn (cos 8) (E e +Fe 

où les constantes A, B, C, D, E et F dépendent de k, net m. 
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ANNEXE V. 

+ 
COMPARAISON ENTRE LES POTENTIELS DE LAME <j) ET 1/J 

DU DEPLACEMENT ET LE ROTATIONNEL ET LA DIVER-
+ 

GENCE w ET 6.. 

Soit ii(r,8,<j),t) le déplacement, on a vu dans le chapitre 3 que 
+ + + + 

1 'on peut décomposer u en potent iels de Lamé <P et 1/J tq u = grad 8 + rot iµ ( 3-5) 

(en ajoutant éventuellement la condition de jauge). 
+ 

Dans ce cas, si u est solution de l'équation de mouvement (3-1), les 

pote ntiels de Helmholtz doivent vérifier les équations suivantes : 

2 2 2 2 ct 9 (r,0,<j),t) = a <P (r,O,<j),t)/at 

et 

" 
a

2
; (r,8,<j),t)/at

2 

où 

c~ =À+ 2µ/p etc!= µ/ p . 

-➔ 

En choisissant pour <Pet 1/J une dépendance par rapport au temps de 

la forme eiwt, on trouve facileme nt que <Pet; vérifient les équations 

suivantes : 

(3-6) 

(3-7) 

(3-8) 

1 
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2 2 
V ~(r,0,~,t) + h ~(r,0 ,~ ,t) = O . (A5-1) 

et 

➔ :z- :t 2-~ V x V x ï (r,e,~,t) - k ~ (r,0,~,t) = 0 (A5-2) 

où 

h =w/Ci et k 

➔ ➔ ➔ 

Or, avec:= 9 x J et 6 

immédiatement ~ 

V. u , la décomposition (3-5) de u donne 

V(r,0,~,t) 
2 = V q>(r,0,<P,t) (A5-3) 

et 

➔ 

w (r,0,~,t) (A5-4) 

pui sque la divergence d'un rotationnel et le gradient d'une divergence 

sont deux quantitésidentiquement nulles. 

Les comparaisons de (A5-1 ) avec (A5-3) et de (A5-1) avec 

(A5-4) montrent que : 

~(r,0,~,t) 
1 

6(r, 0, ~,t ) = 
h2 

et 

$(r,0,~,t) 
1 ➔ 

= -w (r, 0, ~,t). 
k2 

La formule (3-5) peut donc s'écrire 

1 1 ➔ 

2 grad 6 (r, 0,~ ,t) + 2 rot w (r,0,~,t). 
h k 

(A5-5) 

(A5-6) 

(A5-7) 
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