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I NTROVUCTI ON 

Les associations biologiques sont des systèmes vivants hiérarchisés. 
Cette hiérarchie apparaît sous divers points de vue et notamment quant 
aux vitesses d'accroissement propre relatives des populations en inter

action. Cette constatation, et le fait de considérer un modèle d'équa
tions différentielles pour décrire des systèmes biologiques; engendre 
assez naturellement des petits paramètres dans le modèle. Dans de te lles 
circons tances, l'étude d'un second modèle déduit du premier en annulant 
ces pa r amètres serait avantageux. Les théorèmes de A. N. Ti khonov - ( .1.), 

(.5.) - nous donnent des conditions suffisantes permettant cette 
réduct i on lorsque les paramètres apparaissent devant des dérivées. 

La premi ère partie de ce travail est entièrement basée sur (.1.), dont 
nous avons modifié la démonstration du théorème de base, et sur (.5.), 
don t nous avons corrigé une légère erreur. 

A parti r d'une littérature récente (.12. ), nous avons très partiellement 
analys é une méthode qui, lorsque la réduction proposée est licite, fournit 

la sol ution du modèle d'équations différentielles original sous for~e de 
séries asymptotiques; cette méthode ne nécessite pas l'intégration des 
équati ons. 

C'est dans le cadre des oscillations de relaxation (parce qu'elles présen
tent to utes les caractéristiques du mouvement qui apparaissent dans la 
première partie) que nous avons fai t cette seconde étude. 

r . 
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PRELHIINAIRES Po6,itfon de-6 p1tob.tè.me-6 dan!.> de-6 c.M é..té.me.n,tahz.e-6 

e., t f.>U./1. dM ex.e.mp.t e-6 f.>imp.te-6 . 

( 1) 

( 2) 

dx 
dt - f(t , X , µ) t, X, µ E ]< 

µ > 0 

Considérons 1 ' équat ion différentie l le (1) soumise à la condition initiale 
( 2) . 

Le théorème de dépendance continue des solutions d'une équation différen

tielle par rapport aux paramètres no us dit que la solution de cette équa

tion sera continue par rapport àµ si f est continue par rapport à tous 

ses arguments et vérifie la condition de Lipschitz par rapport à (x, µ) . 

Ainsi, s i on considère l 1équation 

( 3) dx µ âî = f(t, x), po ur (2), 

nous voyons que nous avons un problème de continuité de la solution de 
cette éq uation enµ= O. 

Donc, si (3) admet une solution pou r (2), on ne peut affirmer que cet t e 
so lution sera proche , pourµ petit, de la courbe d'équation f (t, x) = O. 
La question que nous nous posons es t de savoir sous quelles hypothèses 

nous aurons cette proximité et pour quel intervalle de t. 

En outre, nous voudrions que ce rés ultat soit indépendant de petites per

turbat ions dans la conditi on initia le (2). 

Nos conclusions pourront être étendues à des systèmes différentiels plus 

générau x. 

Soit donc (31 où f es t continue et bornée 
P O dx I t • dx • f our µ ➔ , ëff ➔ 00 e s1gn ëff = s1qn . 
les tan gentes aux courbes intégrales sont 

2 sur n, ouvert de R . 
Donc si f(t, i} est non nul, 

d'autant plus parallèles à 
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l'axe ox que µ est petit . La seule situation où l'on peut espérer avoir 

tim x(t, µ) = ~(t) 
µ-+o 
(où x{t, µ) désigne une solut ion de (3) et x = ~(t) désigne la raci ne, 
supposée ici unique et de classe c1, de f(t, x) = 0) 

de façon indépendante des conditions initiales sera donc le cas où f est 

négat if au dessus de x = ~(t) et positif en dessous. 
Si f est différentiable, la condit i on suffisante pour avoir cette situa
tion est 

(4) él f 1 < 0 
àx X=~ ( t) 

Ce cas sera naturellement appelé l e cas stable. Les autres situations 

possibles sont un cas d'ins tabilité et deux cas de semi-stabilité (dans 
ces de ux derniers cas , on peut espérer que lim x(t, µ) = ~(t) pour des 

µ-+o 
condit ions initiales d'un côté seu lement de x = ~(t)). 

Plaçons-nous par exemple dans un des cas de semi-stabilité et voyons ce 
qui se passe pourµ-+ 0 (fig. 1). 

1 

* 
-t------------- 1:. 

fig. 1 fig. 2 

Si on remarque que : 

1) (x
0 

-<J> (t
0

)) f(t
0

, x
0

) < 0 est une condition suffisante pour que 

x(t, µ) s'approche de x = ~(t); 
2) plus µ est petit, plus ce rapprochement est rapide; 

dx 3) of ne s'annule qu'en x = ~(t); 
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f on vo i t que, pourµ assez pe tit, x(t, µ) s'approchera de x = ~(t) et res

te ra dans son voisinage auss i lon gte mps que ~'(t) es t positif, et ne tra

versera cette courbe (pour s ' en él oigner da ns notre cas) qu'à l' i nstant 

où ~' (t) s'annule (fig. 2) . 

De s raisonnements analogues peuven t se faire dans l es autres cas (stable, 
ins tab le et semi-stable). 

Que se passe-t-il quand f(t , x) = 0 admet plusi eurs racines? 

Une étude analogue nous mo ntre que la solution x(t, µ) s'approchera de la 

raci ne st able ou semi-stab l e la pl us proche en suivant d'autant plus près 

l a droi te t = t que µ est petit. Ensuite, elle restera au voisinage de 
0 

cette raci ne jusqu'au momen t où el le rencontrera soit une autre racine 

(don t la nature déc i de ra de l 'évol ut ion de x(t, µ)), soit un morceau d ' une 
autre nat ure de la même rac i ne . 

Considérons 

( 5) µ > 0 

et ana lysons qual i tativement l' évolution de x(t, µ) pour deux conditi ons 
ini t i al es distinctes (- 3; 4) et (- 3 , 0) et pour µ très petit, La fig. 3 

nous montre l a situat ion 

/ ,, 

/ /,' 
. / j ' L / , 
/ f / 

'/' 1 ,' 
1 , 

l: f ig . 3 
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De cet exemple (5) se dégage nt quat re types de com portement pour la solu

tion de ce problème particulie r. Ces quatre types de comportement sont 
caracté risti ques aux systèmes quel 10n va envisager. 

Ils sont (par exemple pour la solution partant de (- 3, 0)) 

1) un "mouvement rapide" , correspondant au morceau de trajec
toire all ant de (- 3, 0) aux abords de la racine x = - t; 

2) un "mouvement d 'atterrissage ", correspondant au morceau de 
trajectoire voisin del 1endroit où la courbe intégrale 
atteint les parages de x = - t; 

3) un "mouvement 'lent", correspondant au prolongement ctu "mor

ceau d 'atterrissage " et allant jusqu 1aux abords de l 1endroit 
où la traj ectoire qui t te le voisinage de x = - t. 

4) un "mouvement de chute", correspondant au voisinage de l I en
droit où la trajectoire quitte le voisinage de x = - t. 

N.B. Les fronti ères de ces différents morceaux pourront être précisées 
dans la seconde partie de ce trava i l. 

La première partie de ce travail présentera le théorème de Tikhono~ qui 

donne des conditions suffis antes pour que la solution d1un système de 
type (6), pour (7), tende pour E ➔ 0 vers la solution supposée uniq ue du 
système (8), toujours pour (7), ceci avec des hypothès es faibles sur les 
seconds memb res de (fi) 

dx 
{ ât = f(x, y, t) 

E * = F(x, y, t) 

( 6) ( 7) 

dx 

{ 
O

dt = f(x, y, t) 
( 8) 

= F(x, y, t) 
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La . se conde part i e fournira une méthode qui présentera différents morceaux 

cr1 une so lu t ion de systèmes autonomes particuliers de type (6), ceci sous 

forme de séri es asymp t ot i ques; cette présentation ne nécessitera que la 
conna i ss ance des seconds membres des systèmes. Les systèmes que nous 
consi dé rerons dan s ce t te seconde partie sont ceux qui peuvent donner nais

sance à des osc i l l at i ons de relaxation. 
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PRE/.iHRE PARTIE Tlié.otr.è me. de. T Dzhono v ( 1948 ) (.1 .) 

I.1. Soit 

dx x E Rn-l ; t E R; + 

~ 
ëff = f(t , X, z) z' µE R 

0 

( 1. 1) 
dz 

f = (f l' f n-1) µ ëff = F(t , X, z ) ... ' 

où f et F sont des fonctions bornées et continues dans un ouvert S"2 de 
Rn+l et à valeurs respectiveme nt dans Rn-l et dans R. 

Par l e théorème de Peano ( .2.), on a que pour les conditions initiales, 

x(t(o) µ) = x(o ) 
(1. 2) J ' ' 

) z(t(o), µ) = z(o ) , 

le système (1 . 1) admet une solution 

= x(t , µ) , pour autant que (t(o), x(o), z(o)) E S"2 

( 1. 3) 

= z(t, µ ) 

Pou rµ = 0, on a le système réduit 
dx f ( t , z) 

~ 
ëff = X, 

( 1. 4) 

F:t, X, z) = 0 

so umis à 

( 1. 5) 

I. 2. Hypothèses : 

( 1. 6) De l 1équation F(t, x, z ) = 0, on peut extrairez = qi (t, x) sur 

un ou vert Dqi de Rn. 

( 1. 7) qi est continue sur Dqi . 
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( 1.8) 

11. 9) 

(1.10 ) 

(t(o), x(o)) est intérieur à D<P . 

Pour (1.5), le système (1.4) admet une solution unique, notée 

x(t), sur l 1ouvert d1existence de celle-ci. 

z = <ji (t, x) est une racine isolée de F(t, X' 

de signe en cette racine. 
Autrement dit Vd tel que a c D<P, 3 E

0 
> 0 tel 

F(t, x, <ji (t, x) + E) . F(t, x, <ji (t, x) _ E) < 

z) = 0 et F change 

que VE< E 
0 

0, ceci V(t, x) Ed. 

I.3. Position du problème : 

I.3.1. A quelles conditions la solution x(t, µ), z(t, µ) de (1.1) tend
elle, pourµ tendant vers 0, vers la solution du système (1.4), 
équivalent au système (1.11) : 

(1.J.1) dx - -ëff = f(t, X, <ji(t, X)) 

pour l a condition initiale 

(1.12) 

Nous noterons 

(1.13 ) î(t) = </l (t, x(t)). 

I.3.2. La limite de la solution considérée de (1.1) dépend-elle du ;choix 
de z(o) et cette limite est-elle stable par rapport aux conditions 
initiales? 
Par là, nous entendons : s 1il y a effectivement convergence de la 
solution de (1.1) vers la solution de (1.11), pourµ~ 0 et pour les 
conditions initiales (1.2), (1.12), y aura-t-il encore convergence 
pour les conditions initiales 

J x(t(o) + o, µ) = x(o) + n 

l z(t(o) + o, µ) = z(o) + E 

où o, net E sont de petites perturbations. 

8 



1.4. On dira que z = ~(t, x) est une racine stable si dans (1.10), 

F(t, x, ~(t, x) + E:) < 0 et F(t, x,~(t, x) - s) > 0 

N.B. Si Fest différentiable par rapport à z, une condition suffi

sante de stabilité est ~~(t, x, ~) ~ O. 

n-1 1.5. Soit une surface z = h(t, x) ; x E R ; t, z E F, déterminée sur 
un ouvert Dh c Rn On dira qu'elle est bien orientée par rapport 
au système d'équations différentielles 

( 1.14) 
M = \/J ( t' X' z) 

{ dz " ,,, , ( t ) ëJî 't' , X, Z 

si le champ de vecteurs défini par les parties droites de (1.14 ) 

traverse la surface dans un même sens en tout point de cette sur-
face. Plus précisément, si z = h(t, x) est différentiable et n'a pas de 
normale perpendiculaire à l' axe oz, la traduction analytique de cette 
propriété est la constance du signe de Sh sur toute la surface où 

n-1 
(1.15) Sh(t, x) = - ~h(t,x) - L ah(~~~) ljJ

1
.(t,x,h(t,x)) + \jJ

1 (t,x,h(t,x)) 
at i=l 1 

N.B. Sh est le produit scalaire du vecteur du champ au point (t, x, 

h(t, x)) avec la normale à la surface en ce point. 

1.6. Considérons le système (1.1). On peut trouver deux surfaces c1 

(1.16) 
(1.17) 

z = h(t, x) 

z=H(t,x) 

(t, x) E K 

(t, x) E K 

(K : compact arbitraire de D~l n'ayant pas de normales perpendiculaires à 

l'axe oz et telles que 

(1.18) Vn tel que o < n < E 
0 

V(t, x) E K 

{ 
~ ( t , X) n < h ( t ' X) < H t ' X) r ' · 

~(t, x) < H(t, x) < ~(t, x) + n 
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En effet ~(t, x) est cont inue sur l e compact K. 

Alors~ µ > 0 te l que Vp :0 <µ<µ ,le champ vectoriel déterminé par 
0 0 

les parties droi tes de (1.1) est bi en orienté par rapport à h et à H, sur 

K. En effet f et F sont bornées dans ~-

De plus si z = ~(t, x) es t stable, le champ traverse h dans le sens des 

z croissants et H dans l e sens opposé. En effet, on a 

(1.19) 

ah ( t, X} _ n-1 ah(t, x} 1 E f.(t,x,h(t,x)) + - F(t,x,h(t,x)) > 0 at i=l ax. l µ 
l 

aH {t,x) n-1 aH(t, x} 1 - E f.(t,x,H(t,x)) + - F(t,x,h(t,x)) < 0 at i =l ax. l µ 
l 

Nous avons (1.1 9) parce que z = ~(t, x) est stable, que n < e
0

, queµ< µ
0 

ah aH ah aH et que aî ' af• ~ ' ~sont continues et donc bornées sur K de même que 
l l 

fi et F (i = 1, ... , n-1). 
Dès lo rs, pour (t(o), x(o), z(o)) suffisarrment proche de la surfacez= 

~(t, x) (notion préci sée en I.8), la courbe image de la soluti~n (1.3 ) tra
verse z= h(t, x) ou z = H(t, x), pourµ assez petit, en un temps t 1(µ). 

De plus , si µ ➔ 0, la norme de la vitesse du point représentatif de ; la so

lution (1.3) tend vers+ 00 (car la composante de cette vitesse suivant 
l'axe oz, la seule non bornée, tend vers + 00 si (t(o), x(o), z(o)) est en

dessous de z = ~(t, x) et vers - 00 si ces c.i. (•) sont au-dessus). 
Dans ce cas, on voit que t 1(i.i) ➔ t(o). 

N.B. Ceci est une justification intuitive donnant une image géométrique 

de la situation. Une justification systématique sera donnée en I.8. 

Remarquons que pour l es instants ultérieurs à t 1(µ), cette solution (1.3) 

reste comprise entrez = h(t, x) et z = H(t, x) d'après (!,19). On a donc 

( 1. 20) h(t, x(t, µ) ¾ z(t, µ) ¾ H(t, x(t, µ)) 

(* ) c.i. sera mi s po ur "conditions i nitiales". 
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où TK es t l'i nstant pour lequel la projection parallèle à oz sur l'espace 
_ R~ .:des (x, t) de la courbe intégrale considérée de (1.1) quitte K. En 

d'autres termes, TK est l'instant de percée de cette courbe intégrale 
dans le cylindre K x ~-

I.7. Si z = ~(t, x) n'est pas stable, l'orientation du champ par rapport à 
h et H sera inversée et donc : 

a) si (t(o), x(o), z(o)) n'est pas sur z = ~(t, x), la solution 

(1.3) ne peut s'approcher de z = ~(t, x) et donc de la solu
tion de (1.11) quandµ ➔ O. En effet, si en I.6., on choisit 
n < lz(o) - ~(t(o), x(o)) 1, le "tube" de rayon n centré en 

z = ~(t, x) est interdit à la courbe (1.3); 

b) si (1.3) est constamment sur z = ~(t, x), 

exemple :{¾Ê = f(t, x, z) = 0 

µ ¾É = F(t, x, z) = z - z
0 

c.i. x(o) = x 
{z(o) = o 

zo 

il y aura malgré tout, parmi les courbes intégrales de (1.1) 

avec des c.i. perturbées, des courbes s'écartant de z =,~(t, x) 
c'est-à-dire de z = z

0 
dans notre exemple. 

ÇQQ~! ~~ ÎQQ : Si z = ~(t, x) est une racine instable de F(t, x, z) = 0, il 
n'exi ste pas de conditions initiales pour lesquelles (1.3) tende, pour 
µ ➔ 0, vers la solution de (1.4) de façon "stahle" par rapport aux condi
tions initiales. 

I.8. Introduisons l a notion de zone d'influence de la racine stable 

z= Nt,x). 
On appellera zone d'influence de la racine stable z = ~(t\ x) l'ensemble 
des points (t(o), x(o), z(o)) tels que 

11 



Si Z ( O) > <j) ( t ( O) , X ( O) ) , a 1 0 rs ( t ( O) , X ( O) , Z) E 11 et F ( t ( O) , X ( O) , Z) < Ü 

Vz te l que z(o) ~ z > cp (t(o) ,x(o)) 

Si Z ( O) < <j) ( t ( O) , X ( O) ) , a 1 0 rs ( t ( O) , X ( O) , Z ) E 11 et F ( t ( O) , X ( O) , Z) > 0 

Vz te l que z(o) ¾ z < cp (t(o) ,x(o)) 

I. 9. Théorème : 

S • (t(o) (o) (o)) • , • , .., d '" f.., d & , x , z est &nter&eur a &a zone &n &Uence e 

z = cp (t , x), racine stable de F(t, x, z) = 0 , alors 

(1. 21) 

( 1. 22) 

lim x( t , µ ) = x(t) 
µ+o 

lim z( t , µ ) = z(t) 
µ+o 

Remarquons que cette lirrrite est indépendante du choix de z(o) 
(cfr (1.11) , (1.12)) et que (1 . 21) et ( 1 . 22) res tent valables 

pour des conditions initiales suffisarronent peu perturbées par 

rapport à (t (o), x(o), z( o)) puisque ce point es t intérieur à 

la zone d 'influence . 

En outre (1 . 21) a lieu uniformément sur [ t ( 0 ), T K] et, (1 . 22) 

unif ormément sur tout intervalle du type [ t*, Î K] où t* > t (o), 
et TK = i nf {TK(µ ) ; µ > O}. 

I.10 . • Pou r fixer les idées, soi t z(o) < cp (t(o), x(o)). Conme 

(t(o ) , x(o), z(o) ) est un point i ntérieur de la zone d'influence de z = 

cp (t, x), ~ n
0 

te l que tous les po in ts (t, x, z) vérifiant lt - t(o)I ¾ n
0

; 

lx; - x~o) 1 ¾n
0

, i = 1, ... , n-1; z(o) ¾ z < cp (t, x) sont dans cette même 
zone . L'ensemble de ces points sera noté lJ. 

Soit maintenant E
0 

> 0 et soient z = h(t, x) et z = H(t, x), deux surfaces 
bien or ientées par rapport au champ vectoriel déterminé par les parties 
droi tes de (1.1) et tel que , .. 

V( t , x) E K <P( t, x) - E
0 

< h( t, x) < cp (t, x) < H(t, x) < cp (t, x) + E
0 

12 



Soient Met tels que 

M > 1 

V(t, X, Z) E lJ !fi(t, x, z)! < M; i = 1, ... , n-1 
V(t, X, z) E U tel que z ¾ h(t, x) F(t, x, z) > 0 > 0 

(ceci est possible car F > 0 et continue sur le compact {(t, x, z) 
!t - t( o) I ¾ n ; jx. x( 0 )! ,;;; n , i = 1, ... , n-1; z(o),;;; z ¾ h(t, n} ). 

0 1 1 0 

Soit t f0
) arbitraire tel que t(o) 

Notons t 1(µ) l a première valeur pour laquelle x(t, µ) , z(t, µ) traverse h. 
Pour µ assez petit, une te lle valeur existe et est plus petite que tf 0

). 

En effe t, dans le cas contra ire, on aurait 

!ti o) - t(o) 1 < no ; z(o) ¾ z(ti o)' µ) < h(ti o), 

t(o) 

dz > o d • I l d z dt ::;i: §_ ( t ( o) - t ( o) ) 
ëff µ' one aussi t(o) ëff ~ µ 1 

o(t(o) - t(o)) 
et si µ < --

1-~-- où L = max (h(t, x) - z(o))+ 1 
!t - t(o)I ¾ no 

lx. - x( 0 )! ,;;; n • i = 1 n-1 
1 1 0' ' ' • •• ' 

on aurait z(tf 0) , µ) 
qu i es t absurde. 

- z( t(o), µ) > Let donc h(tf 0), x(o)) - z(o) ;;,. L, ce 

La courbe x(t, µ), z(t , µ ) traverse donc z = h sur n'importe quel interval
le] t (o), tf o)[ à condition queµ soit assez petit. Ensuite, étant entre 

h et H, elle ne peut plus quitter ce tte région, du moins jusqu'à 1 'instant 

TK, c 'es t-à-dire 
...._, 

Vµ < µ
0

(s
0

) Vt [t1(µ ), TK], h(t, x(t, µ)) ¾ z(t, µ).;;; H(t, x(t, µ)) 

d'où 
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( l._23) z(t, µ) = rp(t, x(t, µ) + €(t, µ) 

avec I E ( t , µ) 1 < 2 E 
0 ~ 

V t te 1 que t 1 ( µ) ¾ t ¾ T K 

De plus , nous avons montré que t 1(µ) + t(o), pour µ+ O. 

On conc lu t que x(t, µ) vérifie le système 

(1.24) dx of= f(t , X, </J (t, X)+ E:(t, µ)) 

avec les conditions initiales 

(1.2 5) i=l, ... ,n-1 

où ni (µ ) ➔ 0, pourµ+ O. En effet 

J

tl(µ) 
- t(o)) ni(µ) = fi ( t, X, z)dt ¾ M(t 1(µ) 

t(o) 

Soit t* > t(o) arbitra ire, * tel que * t(o) < tl(µ) ¾ t* 3 µ µ ¾ µ ~ 

D'aut re part, 

( 1. 23) * ¾ µ (E:) (Eo > 0 arbitraire) ~ Vµ<µ 
0 0 

IE(t, µ) 1 < 2 * ~ E:o Vt E [ t , T K] 

Do nc 

(1. 24) x( t, µ) x( t) un i formément 
* ,.,, 

( *) ➔ sur [ t , T K] 
µ+o 

Montrons que 

(1.26 ) x(t, µ) c.u. x(t) sur [t(o), T K] 

Remarquons que IJµ > 0 Vt, s E [t(o), TK],lx(t, µ) - x(s, µ)I ¾ M lt- si 
et(do)nc ..... que la famil l e {x(t, µ)}µ >o est uniformément équicontinue sur 
[ t o , T K] . r 

Par l ' équicontinuité en t(o), on a que VE> 0, ~ t~ > t(o) tel que 

( *) t h . 4. 3 , p. 5 9 i n ( . 3 . ) 
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1/µ > 0 t(o) < t < t~ ⇒ ! x(t, µ) - x(t(o), µ)! < E/2 

Par la continuité de x(t) en t(o), on a que IJ E > 0, 3 t; > t(o) tel que 

IJµ > Ü t(O) < t < t; ⇒ !x(t) - x(t(O)) 1 < E/2 

D'où 

IJ E > 0 Vµ > 0 t(o ) < t < min(t;, t;) ⇒ lx(t, µ) - x(t)I < E 

par ( .1 24) 

x(t, µ) c.u .~ x(t ) 
µ➔o 

d ' où l I on t i re ( 1. 2 6 ) . 

Par ail leurs, d'après (1.23) et (1.24), on a que z(t, µ) C.U. z(t) sur 

[ t*, T K] où t* > t(o), arbitrai re et K compact arbitraire de D<P. ■ 

I. 11. Si en outre les parties droites de (1.1) sont définies 1/z E R, on 

peut i ntroduire les notions suivantes 

- la zone d'influence + 00 est l'ensemble des points (t(o), x(o), 

z(o)) tel que z (o) > <P(t(o ), x(o)) et IJz E [ qi (t(o), :X(n)), z(o)], 

(t(o), x(o), z) E 0. et F(t(o), x(o), z) > O; 

- la zone d'influence - 00 es t l'ensemble des points (t(o), x(o), 

z(o)) tel que z(o ) < qi (t(o), x(o)) et 1/z E [ z(o), qi (t(o), x(o))], 

(t( o), x(o), z) E 0. et F(t(o), x(o), z) < O. 

Nous n'étudierons pas le comportement de (1.3) lorsque (t(o), x(o), z(o)) 

est dans l'une de ces deux zones éventuelles. 

( Retenons simplement que IMI -+ 00 V(t, x, z) E 0. .) 
µ-+o 

I. 12. Si F(t, x, z) = 0 possède plusieurs racines stables isolées 

z = qik (t, x) (k = 1, ... , p), alors tout point (t, X, z) rqui n'appartient 

pas à la surface déterminée par l 'une de ces racines, appartient au bien au 
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domaine d'influence d'une racine stable quelconque, ou bien à l 1unedes 
deux zones infinies éventue lles, ou bien se trouve à la limite des zones 
d'infl uence de deux racines stables. Pour le voir, il suffit de remar
quer que , si (t(o), x(o), z(o)) n'est pas dans une des zones introduites 
en 1.11, et si F(t(o), x(o), z(o)) t- 0, le point représentatif de (1.3) 

dans Rn+ l se déplace presque paral l èlement à oz (µ ~ et f, F bornées dans 

~), dans le sens des z croissants ou décroissants suivant le signe de 
F(t(o ) , x(o), z(o)) et F ne change pas de signe jusqu'au moment où elle 

s'annule. Dans ce cas, le point limite détermine la racine stable de fa
çon que le point (t(o), x(o), z(o)) soit intérieur ou à la frontière de 
la zone d'influence de cette racine stable. Si on a F(t(o), x(o), z(o)) 
= 0 sans que (t(o), x(o), z(o)) soit sur une surface stable, c'est que ce 

point est à la frontière de deux zones d'influence, frontière qui définit 
donc une racine instable et invers ément. 

N . B°. 1 ) Dans ( I. 12 ) , ( t ( o ) , x ( o) ) E ~ D . 
k=l qik 

2) Le fait de considérer des racines semi-stables n'introduit aucune 

difficulté supplémentaire, ni même un raisonnement différent. 
C'est pourquoi nous avons exclu ce cas dans les hypothèses du théo
rème. 

1.13. Considérons l'ensemble limite des courbes x(t, µ), z(t, µ) pour 
µ+O. Cet ensemble comprend plus i eurs morceaux : 

a) Un segment parallèle à l 'axe oz à partir de (t(o), x(o), z(o)) 
jusqu'au point (t(o), x(o), (t(o), x(o))) qui se trouve à la 

racine stable z = qi(t, x) de F(t, x, z) = 0 dans le domaine 
d'influence de laquelle se trouve le point initial. 

b) Une courbe correspondant aux x(t), z(t). Cette courbe coITTTience 
en (t(o), x(o), qi (t(o), x(o))) et va jusqu'au point (TK, x(K), 

qi(TK, x(K))) où (TK, x(K) ) est à la frontière ~u compact arbi

traire K choisi dans Dqi . 
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N 

•• - P-our l es instants ultérieurs à T K, on ne peut prédire ce qu'est cet en-

semble limite dans le cas général. 

Nous verrons dans la seconde partie de ce travail que cet ensemble limite 

peut en fait être une trajectoire pé riodique ayant le caractère d'oscilla
tions de relaxation. 

1.14. On peut considérer de façon ana logue le système 

( 1. 27) 

dx 
, ëff= f(t, X, z) 

\ dz. 
µj of= Fj(t, x, z) µj > O; j = 1, ... , m 

où f et F = (F1, ... , Fm) sont con t inues et bornées dans leur ouvert de 
définition commun ~ c Rm+n+l (ou un quelconque de tels ouverts), et à va

leurs respectivement dans Rn et Rm . 

Da ns ce cas, nous examinons le comportement d'une courbe intégrale décrite 
par 

( 1. 28) x(t, µ) , z(t, µj ) ; j = 

et déterminée par 

x(t(o), µ. ) = x( o) 
( 1. 29) l z(t(o), 

J 

µ. ) = z(o) 
J 

pour µj + O; j = 1, ... , m 
Le système réduit correspondant es t alors 

dx 
J ëlîFt( t=, f ( t, x, z) (1.30) l 

X, z) = Ü 

où 

(1.31) 

1, ... , m, 

Supposons que (1.30) a une solutio unique x(t), z(t) pour (1.31) ; con
sidérons l es systèmes d'éq uations : 
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( 1. 32 ) F(t , x, z1, ... , zj _1, z, z. +l' ... , zm) = 0 
0 JO 

jo = l' ... ' m 

On supposera que (1 .32) admettent une racine isolée dans le sens défini 

auparavant 

( 1. 33 ) j
0

=1, ... ,m 

En outre, on suppose que de (1.33) , on peut obtenir de façon univoque 

( 1. 34) j=l, ... ,m 

où les ~j sont défini s sur un ouvert D~ de Rn+l. 

Dans ce cas, (1.34) sera appelée racine normale isolée del 'équation 
F(t, x, z) = O. 

On ~ira que (1.34) est stable si chaque fonction (1.33) est stable dans le 
sens défini plus haut. 

La zone d'influence de (1.34) sera ici définie comme l'ensemble des 
(t, x, z) appartenant aux zones d'influence de toutes les racines (1.33). 

Dans ces conditions, Tikhonov a montré le théorème suivant, essentiellement 
basés r le même raisonnement que le précédent: 

Théorème 

Si (t(o), x(o), z(o)) est intérieur à la zone d 'inf luence de (1.3 4), 

alors 

(1.35) 

( 1. 36) 

lim x(t, \J ·) = x(t) 
)J , ➔O J 

J 

lim z(t, \J .) = z( t ) 
J )J-➔O 

J 

j=l, ... ,m 

= 4l (t, x(t)) j=l, ... ,m 

(1 . 35) et (1 . 36) ayant l ieu uniformément respectivement sur 
[t(o), TK] et sur [ t*, TK] (mêmes not ations qu 'aù t héorème 1) et 

indépendarrment du choix de z(o) et de f açon "stable " par rapport 

aux conditions initiales . 
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Si (1. 34) est instab le , c 'est- à- dire s1, au mo1,ns une surface 

(1 . 33 ) est instabte, alors on n 'a jamais (1 . 35 ) et (1. 36) , du 

moins de façon "stable " par rapport aux condi tions initiales. 

~~~~rg ~ ~ : Si le système (1.33) n' était pas totalement réso l uble par rap
port à z , l es surfaces dé finies pa r (1.33) n'auraient pas d'intersection 

commune . On comprend que dans ce cas, le comportement de (1.28) dépen

drait de l a façon dont les µj tendent vers O. Ce cas ne sera pas en vi
sagé ic i. 
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1.15. En 1952, Tikhonov écrivit u article reprenant essentiellement l'idée 
. __ du -;précédent. En renforçant les hypothèses de son théorème, il a obtenu un 

énoncé plus adapté aux notions cl assiques de stabilité (.5.). 

Théà rème 

Considérons les systèmes suivants : 

dx 

{ 

at = f(x, z, t) 

(1.37) 
dz 

µ ëff = F(x, z, t ) 

x(t(o), µ) = x( ) 
( i. 38) I ( o) ( o) 

\z(t ,µ)=z 
1:,-

dx 

l
at= f(x, z, t) 

(1.39) 
0 = F{x, z, t) 

(1.41) dz ar = F(x, z, t) 

( 1. 42) z(r) = z(o) 
0 

, système complet 

pour les c.i. 

, système dégénéré 

pour les c.i. 

, système auxiliaire 

pour les c.i. 

où , dans les systèmes (1.37), (1.39) et (1.41), f et F sont des fonctions 
conti nues et bornées d'un ouvert n de Rn+m+l à valeurs respectivement dans 
Rn et Rm; dans le système (1.39), l 'équation F(t, x, z) = 0 admet une ra
cine uni que isolée z = ~(x , t) où ~ est une fonction continue d'un fermé 
borné 1î de Rn+l à valeurs dans Rm; dans le système (1.41), x et t sont des 
paramètres appartenant à IT; nous supposons en outre que les systèmes (1.37), 
(1.39 ) et (1.41) ont une solution unique pour les c.i. données, respecti
vemen t (1.38), (1.40) et (1.42). 
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Préc i sons encore deux notions 

-a") z = cp (x, t) est une racine iso lée de l'équation F(t, x, z) = 0 dans le 

sens suivant : 

3 E: > 0 t.q. ·,rz: lz - cp(x , t)I < E: , z "f cp (x, t); (x, t) E U 
~ F ( t , X , z ) "f O . 

b) Pour l es c.i. (t(o), x(o)), la zone d'influence de la racine isolée 
z = cp(x, t) est l'ensemble des points z(o) tels que la s_olution de 
(1.41), pour (1.42), tend, pou r r tendant vers 00 , vers cp (x(o), t(o)). 

Dans ces conditions, l a solution du système complet tend pourµ tendant 
vers O vers la so lution du système dégénéré si : 

1) la racinez= cp (x, t) est une so lution asymptotiquement stable du sys
tème auxiliaire et stab le à la Liapounov pour toutes les valeurs fixées 

0

dans U des paramètres x et t; 

2) les conditions initiales z(o) appartiennent à la zone d'influence de 
z = cp (x, t) pour les conditions initiales (t(o), x(o)). 

Cette convergence est uniforme pour tout temps ne dépassant pas 1 'instant 
où l a solution de (1.39) quitte l e domaine U x Rm. 

B~f!l~rg~~ : 
Ce théorème a lui aussi été général isé dans (.5.) à des systèmes de type 
(1.27). 

Après la démonstration d'un lemme sur laquelle nous allons revenir, la dé
monstration de ce théorème se bas e essentiellement sur la même idée que 
cell e du théorème de 1948; c'est po urquoi nous ne la ferons pas. 

Enoncé du lemme : 

Si le système (1.41) admet z = cp (x, t) conme point singulier 

asymptotiquement stable et stable à la Liapounov pour tout (x, t) 

dans D, alors 
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0 r-+oo 

t) t.q. Vz
0 

= z
0 

(a} 

= cp(t , x) Ve 3 ô(e), indépendant de (x, 

jz(o) - z 1 < ô(e ) ~{lim z(e ) 

jz( r ) z
0

j < e 'fr> 0 (b) 
ceci V(t, x) E IT 

Or, dans ( .6.), on trouve un contre-exemple de(a) 
Soit le système (variables polaires de R2) 

( 1. 42) 

dr 2 2 2 

l 
aî = - r(a - r) 

d0 _ l 
ëff -

pour lequel r = 0 est un point singulier asymptotiquement stable et stable 
à la Liapounov Va E [0, 1 ), ~niquement pour des c.i. dans la boule ouverte 
de ce ntre 0 et de rayon a. Il n' existe donc pas de ô > 0 t.q. les solutions 
à c.i. dans la boule de rayon ô centrée à 1 'origine, tendent pour t + 00 

et po ur tout a dans [0, 1 ), vers r = O. 
L'erreur qui a été commise dans l a démonstration du lemme est la suivante 
en ve r tu des hypothèses du lemme, on a que 

Ve> 0 , V(t
0

, x
0

) E IT, 3 ô(e, x
0

, t
0

) t.q. jz(o) - cp (t
0

, x
0

)1 , < é(e, x
0

, t
0

) 

~ jz( e) - cp (t
0

, x
0

)1 < e 
Ve~ 0 al) 

~ lim z(r) = cp (t
0

, x
0

) 

r-+oo a2) 

sup ô(e, x
0

, t
0

). 
( x

0
, t

0 
)EIT 

On a 8 ~ e. 

De ceci, Tikhonov conclut que sur la frontière de la boule centrée en 
ct>(t

0

, x
0

) et de diamètre 20, il y a au moins un point ze t.q. la trajectoire 
issue de ce point rencontre la boule de diamètre 2 e centrée en cp(t

0
, x

0
) 

en au moins un temps r
0

. Ceci est faux car il se peut qùe la trajectoire 
issue d'un point quelconque de cette frontière reste constamment comprise 
entre les deux boules considérées sans rencontrer celle de rayon e. 
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Ceci no us amène à modi f i er légèrement les hypothèses du théorème de 1952 

-€n ' dema nda nt que l a raci ne z = ~ (x , t) soit uniformément (par rapport à x 

et à t dans D) asymptotiqueme nt stab le et stable à la Liapounov . 

. De nomb reux tra vaux ont été faits sur le même problème que celui 

pos é pa r Tikhonov, même dans le cas où les seconds membres des systèmes 
différenti els dépendent également du petit paramètre. nans ce cadre, si

gnalons un théo r ème de Anosov qui généralise strictement celui de Tikhonov 
de 1952 à des se con ds membres de classe c1 dépendant du petit paramètre 
(. 8 . ) . Ce t héorème sera énoncé dans le paragraphe 1.16. 

Dans ( .7.), on pe ut éga lement tro ver une extension de ces théorèmes à des 

c.i. dé pendant éga l emen t du petit paramètre. 
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1.16. Exemplesd~application du théorème de Tikhonov et du théorème 

d'Anosov (énoncé dans cette section). 

Dans ce paragraphe, nous envisageons d'abord le modèle de Michaelis
Menten d'u ne réa ction enzymatique où intervient naturellement un petit 

paramèt re. Ensuite nous examinerons le problème posé par le modèle de 

Vo l te rra dans le cas d'une association biologique d'un nombre impair 

d'espèces qui se trouvent en relation 11 proie-prédateur 11
• 

I.16. 1. Modèle de Michaelis-Me nten de réaction fermentative. 

Consi dérons l e probl ème sui vant : 

Que se pas se-t-il si on met en présence une certaine quantité Ede fer

ment avec une quantité S rle substrat, sachant que le substrat est intro
duit · à vitesse constante v? 

Cette réact i on présente trois stades 

1° mi se en présence du ferment et du suhstrat 

E + S 

2° fo rma tion d'un complexe 

[ E S l 

3° production d'un produit et de ferment 

p + E 

Le schéma général de cette réaction est 

E + S [ E S ] p + E 

(réversibilité a priori des deux 11 sous-réactions 11
). 

Les coeffici ents ki sont les vites ses relatives de transition d'un stade 

à un autre. 
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Habituellement, on fait l'approximation suivante 

- - 1~- ~itesse de formation de [E SJ à partir de P + E peut étre négligée 
(k_ 2 "' 0). 

Les équations du modèle de Michaeli s-Menten sont 

( E. 1) 

dS aî = - k1 SE + k_ 1 [ES]+ v 

dE aî = - k1 SE+ k_ 1 [ES]+ k2 [ ES] 

d[ ~ ~] = k l SE - k _ l [ ES ] - k 2 [ ES l 

dP aî = k2 [ ES] 

(E.1.1) 

(E.1.2) 

(E.1.3) 

(E.1.4) 

où les quantités S, E, [ES] et P sont exprimées en moles/litre. 
De ( E. 1. 2) et ( E. 1. 3) , on t i re 

(E.2~ d(E dt[ESl) = 0 

d'où 

( E. 3) E + [ ES l = E 
0 

([ESJ
0

=0) 

Ceci réduit (E.l) et on obtient 

(E.4.1) 
( E. 4) 

~~f!l~!:'9 ~~ : 
A ce niveau, les biologistes dé duisent qu'au 11 steady-state 11

, et donc 
là où le second membre de (E.4.2) s'annule, on a 

E
0 

S k_ 1 + k2 
[ ES 1 = K + S (*) où K = 

m m kl 

Cette re l~tion est effecti vement accessible expérimentalement. En fait, 
cette accessibilité ne trouve pas de justification dans la méthode qui a 

fourni la relation. Cette méthode nous dit que si le steady-state existe, 
alors on a(*). 
Le théorème de Tikhonov va nous di re qu'en fait(*) est un steady-state 
stable dans le sens du théorème. Ceci sera du méme fait une explication 
de l'accessibilité de (*) .. 
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En annulant les seconds membres de (E.4), on obtient les valeurs station
• - Mires de S et f ES] : 

K V 

(E.5) s = k E - V 
2 0 

r ITJ = f 
2 

Remarquons que S > 0 et donc 

( E. 6) 

Passons aux variables sans dimensi ons 

( E. 7) 

(E.4) devient 

où 

[ ES l 
X= --

[ rs-1 

s y 
"S" 

dx 1 f dt = 1 [ ay - x ( a + y - 1) l 

) #t = ;_ f - y ( a - x) + bx + ( a - b - 1) ] 
y 

Eo Eo k2 
a = -- = V > 1 

[ ITJ 
par (E.6) 

k_ 1(a-l) 
b =~-~ 

k_l + k2 

T x = ( k 1 "S") -1 

Ty = (kl [tS) )-1 

\ [ ES l -4 Or 1 ' expérience montre que 1 = -- peut être d'ordre 10 et même d'or-
y "S" 

dre inférieur. 

probl ème . 
Par 

(E.9) 

T 
Dans de telles conditions, r est un petit paramètre du 

y 

T 
X 

1 = E: 
y 
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.. (E.8) de vi ent 

(E.10) 
dx 

J E ëff == ay - x ( a - 1 + y) 

l %f == - y(a - x) + bx + (a - b - 1) 

Ln posant 

(E.11) X == ~-~ay"--~ 
(a - 1 + y) et (E.12) 

(E.10.1) 

(E.10.2) 

~ = X - X 

et en considérant y comme paramètre, on obtient 1 'équation aux variations 
corres pondant à (E.10.1) : 

(E.13) E M- = - (a - 1 + y )~ 

qui admet coITTTie solution 

( E .J4) 

d'où on déduit que x est un équilibre asymptotiquement uniformément stable 
de (E. 10.1) (et isolé), par (E.6) et le fait que y doit être positif. 

Nous sommes dans les conditions d'a pplication du théorème de Tikhonov qui 
nous di t que la solution de (E.10) tend vers la solution de (E.10.2) où 
x = x, quand Ete nd vers 0, et uniformément sur tout compact de 1 'axe réel 
pos itif. 

Ceci justifie le fait que 1 'on puis se atteindre expérimentalement la rela
tion (E.11) qui est, en termes de variables initiales, la relation (*). 
C'est cette rela tion qui permet d'obtenir la loi de Michaelis-Menten qui 
établit un rapport entre la vitesse de réaction enzymatique et la concentra

tion S. 
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1.16.2. Modèle de Volterra d'une association biologique d'un nombre 
impair d'espèces en relation 11 proie-prédateur 11 

Soit Ni ,(i = 1, ... , n)le nombre d'individus de 1 'espèce i. En supposant 
que l es Ni soient des fonctions dé r ivables du temps t, Volterra étudie un 
cas assez général d'interaction qui peut être décrite par les équations 

dN. 
+ _!_ 

n 
( E.15 ) 

, 
a. N. E a .. N. N. ( i , j 1, n) at = = ... ' 1 , 8- j=l 1J , J , 

où a .. E R, + la matrice A= (a .. ) est antisymétrique. ai , 8. E R et 
1J , 1J 

Supposons que le déterminant de A soit non nul. Dans ce cas, il existe un 
point d'équili bre non nul M

0 
(N 10 , ... , Nno) défini par les équations 

n'=
(E.16 ) s. a.+ E a .. N. = O 

1 1 j=l lJ JO 
(i=l, ... ,n) 

Si n = 2k, on peut démontrer le théorème suivant (.9.) : 

Théorème 

Si aucune racine de l'équation 

n'est un multiple d'une autre, alors il existe, dans un vo~s~nage 

de M
0

, k = i familles à deux paramètres de solutions ~ériodiques. 

Malhe ureusement, si n = 2k + 1, alors le déterminant de A est toujours nul 
et le théorème n'est plus applicab le. 
Volte rra montre ((.10.), p. 59), que dans ce cas, il est impossible que 
toutes les espèces subsistent avec des variations bornées. D'autre part, 
en étudiant une association biologique réelle, on ne peut jamais être sûr 
du nombre exact d'espèces en interaction. En outre, la procédure habituelle 
consi s te à négliger les espèces "trop rares", en supposant implicitement que 
les solutions d'un modèle complet (avec toutes les espèces en interaction 
consi dérées) et d'un modèle réduit sont toujours proches. 
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No~s allons montrer, à 11 aide d 1 un théorème de Anosov (.8.), que cette 
hypothèse exige des précautions, et étudier 1 1 approximation du 11 modèle 
compl et impair 11 par un modè le réduit pair dans le cas où un des coeffi

cients ai (an par exemple) est bea ucoup plus grand qu 1 un autre, ak par 
exemp l e , et de même signe. 

ak 
Soit donc le système (E.15) et introduisons un petit paramètre s = - > 0; 

an 
(E. 15) peut s 1 écrire 

(E.17 ) 

que _nous appelerons modèle complet. 
Appelons 

(E .18 ) 
dNs n-1 
--::r:.:-t= N +_!._ Z: N N 

uL as s O as r s r' µs r=l 

le modèle réduit. 
Enonçons le théorème de Anosov 
So ien t le système complet 

s = 1, ... , n; n = 2k + 1 

s=l, ... ,n-1 

J x = f{x, y, s) n m 1 
OÙ x E F ; y E F ; f, F E C (0 ); 

\ sy = F{x, y, c ) {O ouve rt de Fn+m+l) 

s E ] 0 , s0] ; s /4; 1, 

le système réduit 

= f(x, y, 0) 

= F(x, y, 0), 

et le système anxillaire 

y= F(x, y, 0) où x est paramètre. 

Nous supposerons que le système d1 ëquations F(x, y, 0) = 0 possède une 
racine y= y(x), unique et isolée dans un domaine D de Fn. 
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Th éorème 

Si 

(1) Vx E D, y= y (x) est une position d 'équilibre uniformément 

asymptotiquement stable et stable à la Liapounov du système 

auxiliaire, 

(2) (x(o ) , y(o)) E ~. où ,/Jj compact de la zone d 'influence de la 

racine y= y(x), 

N. B. Ici la zone d ' influence de y = y(x) est l ' ensemble des 

points (x , y) E Rn+m pour lesquels les solutions du sys

tème auxiliaire avec les c . i . (x, y ) tendent vers y pour 

t -+ + oo , 

(3) t 1 est tel que pour t( o) ~ t ~ t 1, la solution x(x(o), t) du 

système réduit ne sort pas de D, 
alors Vo > 0, ~ EO > 0 et V(x(o), y(o)), voisinage de (x(o), y(o)) 
tels que ( > ( Ü et (x(o) ' y (o)) E V(x(o)' y(o)) ~ lx(x(o)' y(o) ,t,E) 

- x(x(o) , t)I ~ o, Vt E [ t (o), tl ] 

(par x(x(o), y(o ), t, E) , nous notons la solution du système com

plet pour les c.i . (t(o) , x(o), y(o)). 

Appliquons ce théorème pour x = N = (N1, ... , Nn_ 1) 

y = Nn 
La ra cine y= y(x) est ici 

(E.19 ) 

et l e système auxiliaire 

(E.20 ) 

Nous voyons donc que nous sommes dans les hypothèses du théorème de Anosov 

uniquement si ak' et don c a , son t négatifs. n ~ 

Et donc , on peut nég l ige r la neme espèce (à coefficient d'accroissement pro-

pre él evé) seulement si cette espèce est prédatrice. En effet, dans ce cas 
seuleme nt, nous po uvons affirmer que les solutions du m~dèle complet de 
2k + 1 espèces et du modè l e réduit de 2k es pèces sont arbitrairement proches 

sur un i ntervalle fini du t emps si leurs conditions initiales sont suffisam

ment proches . 
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I.~6. 3. Systèmes bi ologiques - Modèle différentiel - Hiérarchie temporelle. 

Les phé nomènes biologiques et biochimiques que l'on observe sont en général 
très complexes. D'une part, un modèle mathématique d'équations différen
tiell es est as sez bien adapté à la description de ces phénomènes et d ' autre 
part, 1 'emploi d'un tel modèle est a priori très délicat. 

En effet, la particularité principale de ces phénomènes est une variation 
tempo relle de certaines quantités caractéristiques (nombre d'individus de 

chaque espèce, biomasse, ... ), variation due aux changements d'autres quan
tités. 

Cependant, ces interactions peuvent être complexes (ainsi pour le modèle de 
Volte r ra, les seconds membres des équations différentielles sont des poly
nômes en les vari ables dépendantes et même, pour les modèles de Monod 

en bi ochimie, des fractions polynomiales); elles sont aussi multiples (les 
systèmes biologiques sont des systèmes ouverts et influençables par quantité 
de fa cteurs extérieurs). 

Du point de vue du mathématicien, il est donc important de disposer de cri
tères permettant la simplification d'un modèle différentiel i~itial. La 
simplification la plus naturelle consistant à diminuer le nombre d'équations 
déterminant le comportement du système. Cette simplification, que · l'on fait 
toujo rs lorsqu'on écrit un modèle différentiel est en fait très souvent 
justifiée. 

En effet, la plupart des états stationnaires biologiques et biochimiques 
sont en fait des états d'équilibre jouissant d'un certain type de stabilité. 
Ceci n 'est évidemment pas une justification suffisante de la simplification 

effectuée. Il faut ajouter à cela le fait que les associations biologiques 
évoluent suivant une hiérarchie temporelle qui engendre naturellement des 
petits paramètres dans le modèle d'équations différentielles. 

Si, dans le modèle "comp let" on néglige 1 'équation qui décrit la variation 
d'une quantité Q(t) et que 1 'on remplace Q(t) par sa valeur stationnaire Q 
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(~esp. sa valeur initi al e Q
0

) dans les autres équations, c'est pour la 
- raiso n suivante : 

On sait que Q est un éq uilibre jouissant d'une certaine stabilité et d'au

tre part, on s'intéresse particulièrement au comportement de quantités 
Pi, i = 1, ... , n, qui varient beaucoup plus lentement que Q. Dans ce 
cas, on sait que lorsqu'on obtiendra une variation sensible des quantités 

Pi, i = 1, ... , n, la quantité Q aura atteint une valeur très proche de 
Q depuis longtemps . 

Ceci justifie intuitivement le fa i t quel 'on puisse souvent remplacer les 
"variables ra pides" par leur valeur stationnaire (resp. les "variables len
tes" par leur valeur initia le, ceci par un raisonnement analogue). 
La théorie de Tikhonov est une justification systématique de cette simpli
fication . 
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Sous certaines hypothèses, nous disposons de conditions suffisantes nous 

permett ant de dire si une solution de (1.1), pourµ petit, est une appro
ximation uniforme de la solution de (1.4), respectivement pour les c.i. 
(1.2) et (1.5) et cela dans des domaines de variations bien définis des 
variab les x et t. 

Dans un cadre plus restreint (celui de systèmes de type (1.1) autonomes et 
admettant des trajectoires ayant le caractère d'oscillations de relaxation), 
nous allons d'abord définir la notion de solution discontinue de systèmes 
du type (1.4); ensuite, nous verrons dans quelles circonstances cette solu
tion est approximée de façon uniforme par la solution (que nous supposerons 
unique) de (1.1); finalement, nous construirons des séries asymptotiques de 
différents "morceaux" de 1 a so 1 uti on de ( 1. 1), séries qui ne nécessiteront 
que la connaissance du second membre de (1.1). 
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SECONDE PARTIE P.tté..6e.n-tation a.6tJmptotiqu.e. de.-6 é.qu.ation-6 de. 
cü66é.1te.nt6 "mo.ttc.e.au.x." de. .6oll.LÜon d'un .6tj.6-
tème. cü6 6é.1te.ntie.l , dan-6 f.e. c.ac/Jr..e. d' o.6cJ.lla
tio n-6 de. .tte.lax.atio n ( . 12 . ) 

II.A. Oscillations de relaxations. 

II.A.l. Exemple : 

Considérons le système 

(II.l) où t, x, y F F., E petit paramètre réel 

et le système dégénéré 

(II.2) 
1 y - ½ X3 +X= Ü 

l * = - X 

Toutes les trajectoires de (II.2) sont sur la courbe d'équation 

(II.3) 1 3 
y - J X + X = Ü (fig. 4) 

et on a en fait cinq trajectoires entières de (II.2) 

( -
00

• s 1) • ( + 00
• s 2) • (o. s 1) • ( o • s2) • ( o) 

(ces cinq trajectoires étant considérées corrrne morceaux de (II.3)). 

Les di rections du mouvement sont indiquées par des flèches. 

Il faut remarquer que le point de phase de (II.2) commençant son mouve

ment en P
0 

et se trouvant par exemple sur la branche (- 00
, s1) de (II.3) 

atte i nt s1 en un temps fini. A partir de ce point, il ne sort aucune tra

jectoire de (II.2). C'est pour cela qu'en ne considérant que le système 
dégéné ré, on ne peut pas faire de conclusion quant au comportement ulté 
rieu r d'un tel point de phase. 

- - - -----~-
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D'autre part, il est facile de construire un champ vectoriel des vitesses 
~e- phase du système (II.1) (E ~ 1) (fig. 5). L'analyse de ce champ montre que 
la trajectoire de (II.l) commençant en Q

0 
qui n'est pas sur (II.3), entre 

dans un petit voisinage de la branche (- 00 , s1) ou de la branche]+ 00 , S2[ 
et ensuite passe, pour les temps ultérieurs, au voisinage de la courbe 
fermée déterminée par les arcs (P

2

, s1), (P1, s
2

) de (II.3) et les segments 
horizontaux (S 1, P1) et (S2, P2). Nous noterons cette courbe 0

0 
(fig. 6). 

Au voisinage de ce contour 0 , il existe une trajectoire fermée 0 de (II .1) 
0 E 

{cfr par exemple théorème V, section 2, chap. VI de (.11.)). 
Les équations (II.1) nous montrent que les morceaux de 0 qui se trou-

E 

vent au voisinage des arcs (P 2 s1) et (P1 s2) de 0
0 

sont parcourus par le 
point de phase avec une vitesse lente par rapport à la vitesse de parcours 
des morceaux voisins des segments (S 1 P1) et (S2 P2) qui pour E très petit, 
sont parcourus presque instantanément (la composante horizontale de la vi
tesse de phase y est d'ordre E-

1). 
Ce sont des mouvements périodiques de ce type quel 'on appelle mouvements 
ou oscillations de relaxation. 

y 

-------t-+--------t--------1--+------- )( 
0 \. 

'\ 

' '\, ,s 

·--

fig. 6 
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II.A. 2. Cas d'un système de deux équations différentielles scalaires 
auton omes du premier ordre 

Consi dé rons le système 

(II.4) 
EX= f(X, y) 

{y= g(x, y) 

où x, y sont des scalaires réels et E réel, petit et positif; f et g de 
clas se c1 et bornées sur leur domaine de définition corrvnun, 
et l e système dégénéré 

(II. 5) 
j ~(x, y) = 0 

1 y= g( x, y) 

Nous avons vu sur un exemple que des systèmes de type (II.4) pouvaient 
admettre des trajectoires fermées ayant le caractère d'oscillations de 
relaxation. Les différents types de mouvements quel 'on observe sur cet 
exem ple sont en fait typiques pou r les systèmes de type (II.4) : 

- mouvement de chute (voisinage de s1 et s2); 
- mouvement rapide (voisinage des segments (S1 P1) et (S 2 P2)); 
- mouvement d'atterrissage (voisinage de P1 et P2); = 
- mouvement lent (voisinage des arcs (P1 s2) et (P2 s1)), 

Les mouvements lents et rapides peuvent être expliqués en tennes de stabi
lité et d'instabilité des positions d'équilibre del 'équation 

(II. 6) EX= f(x, y) où y paramètre 

Les mouvements de chute et d'atterrissage peuvent être expliqués par la 
bifu rcation de la nature de ces posit ions d'équilibre. 

Cons i dérons dans R2 l a courber d' équation 

(II.7) f(x, y) = 0 

Nous supposerons que r est unique et que V Vr, voisinage der, 3 Av > 0 
r 

t.q. Vx, y (x, y)~ vr ⇒ jf(x, y )J ~ Av . 
r 
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L1 ensemble de tous les points der où 

(11.8 ) a ax f{x, y) < 0 

est vérifiée sera appelé morceau stable der. 

L1 ensemble des points der où 

(11.9 } a ax f{x, y} > 0 

est vérifiée sera appelée morceau i nstable der. 
Les morceaux stables et instables der sont séparée par les points où 

{11.10) a ax f{x, y) = 0 

est vérifiée. Nous supposerons que ces points sont isolés sur r. 

Cohsi dérons l 1 équation (11.6). Il existe une correspondance biunivoque 
entre les points der et toutes les positions d1 équilibre de la famille 
d1équ tions (11.6) où y est paramètre. En vertu de (11.8) et (11.9), les 
morceaux stables der sont composés des points d1équilibre stable de (11.6) 
et les morceaux instables des points d 1équilibre instable. Les points sé
parant ces morceaux sont les points où (II.7) et (II.10) sont vérifiées et 
sont des points de confluence des positions d 1 équilibre stables et insta
bles de (11.6). 

Analysons les caractéristiques du mouvement sur une trajectoire de phase 
a rb i t rai re de ( I I. 4 ) ( fi g . 7) . 

En chaque point du plan de phase {x, y) (ou bien dans un domaine plus res
treint où on considère (Il.4)), l e vecteur de vitesse de phase 
est déterminé par 

(II.11) cr (x, y) = (.!. f{ x, y), g(x, y)) (ex. fig. 5). e: 

Soit Q
0 

le point initial du mouvement, s 1 il est à distance finie, non nulle 
de la courbe d 1 équation (II.7), al ors le vecteur de vitésse de ph ct e possède 
une première composante infiniment grande (à condition que Q

0 
ne soit pas 

11 trop près 11 de (11.7)) et une seconde bornée, pour e: très petit. La coor-
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donnée x varie donc très vite pendant un temps oü y ne change presque pas. 
Le mo uvement sur la trajectoire de (II.4) considérée est presque horizontal 
(parallèle à la droite d'équation y = y1 oü Q

0
(x

0
, y1)) en vertu de 

(II.1 2) 

Le caractère de ce mouvement ne change pas jusqu'au moment oü les composan
tes du vecteur vitesse de phase deviennent de même ordre. Pour cela, le 
point de phase doit s'approcher der à une distance d'ordre E· Autrement 
dit, le point de première coordonnée x qui se déplace suivant la loi ( II.12) 
doit s'approcher d'une des positions d'équilibre stable de (II.12). 

Si l'équation (II.12) n 1 a pas de position d'équilibre stable, le point de 
phase de (II.4) va à l'infini presque instantanément en suivant une 11 quasi
parallèle 11 à la droite d'équation y = y1. Si le point de·- phase s'est appro
ché effectivement d'un équilibre st able de (II.12), le mouvement ultérieur 
est plus régulier : le point représentatif 11 suit 11 la position d'équilibre 
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stable de (II.6), qui se déplace sur la courber si y varie. La vaaiation 
-èe'y est "lente" en vertu de (II.5) et de nos hypothèses sur g. Si sur 
ce morceau stable de r , il n'existe plus de position d'équilibre de (II.6), 
alors y atteint une valeur de bifurcation, par exemple y= y2 (fig. 7). 
Dans le cas où il n'y a pas de te l le valeur, le point de phase de (II.4) 
s'en va à l 1infini, "lentement", en restant au voisinage der. Si la po
sition d'équilibre stable dispara · t effectivement en y= y2, le point de 
phase de (II.4) s'en va, "suivant" la droite d'équation y =. Y2 dans un voi
sinage d'une autre position d'équ i libre stable de 

(II.13) 

Si cette position n'existe pas, i l s'en va à l'infini. 
Comme nous 1 'avons vu, ce type de mouvement peut être une trajectoire fermée 
et correspondre à des oscillations de relaxation. Il se peut quel 'on ait 
pl~sieurs trajectoires de ce type pour un même système (II.4) (fig. 8). 
Ces considérations nous amènent à appeler x la variable rapide et y la va-
riable lente. y 

fig. 8 
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L'~quation (II.6) oü y est paramètre est l'équation des mouvements rapides 
-correspondant au système (II.4). 
Tout ceci peut être répété pour des systèmes (11.4) oü x E Rn et y E Rm. 
Noùs avons analysé le cas m = n = 1 car il peut être facilement visualisé. 
Nous garderons ce cadre, non restrictif, dans la suite. 
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ll~A.3. Equations du système dégénéré et leurs solutions. 

Considérons l e système (11.5). En vertu de la première équation de (11.5), 
les trajectoires du système dégénéré se trouvent sur la courber d 1 équation 
(11.7). Soit r la réunion des morceaux stables der; soit r

0 
l'ensemble 

des points vérifiant (11.10) -
Pour trouver les solutions de (11 .5), il faudrait d 1 abord résoudre (II.7) 
par rapport à x et trouver 

(11.14) 

puis résoudre 

(11.1 5) y = g( t/J (y)' y). 

Soit (x
0

, y
0

) un point quelconque der tel que 

(U·.16) 

et soit 

(II.17) y= y(t), 

solution de (II.15) vérifiant 

(II.18) 

Il est clair que 

(11.19) 
X= x(t) = t/J(y( t )) 

y= y(t) 

est une solution de (Il.5) de conditions initiales (x
0

, y
0

) pour t = t
0

. 

Autrement dit, les trajectoires de (11.19) en t = t
0 

partent de (x
0

, y
0

) 

et restent sur r, du moins là où r a pour équation (11.14). La construc

tion de (II.1 9) est donc possible pour les valeurs de t telles que 

(II. 20) f(x, y(t)) = 0 

est vérifi ée et peut être résolue de façon univoque parrrapport à x. En 
vertu du théorème de fonctions implicites, on peut dire que la solution 
(II. 19) est bien déterminée de t

0 
à t 1 où t 1 est le premier instant où 
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.., . (11.21) af ax (x(t), y(t)) = O; 

c-,-est-à-dire l'instant où la trajectoireatteintpourlapremièrefois r
0 

en 

(II.22) 

En général, nous ne pouvons rien di re sur le comportement ultérieur de 
(11.19) en ne considérant que le système (11.5)~ à partir de (11.22), nous 
n'avons aucune trajectoire de (Il. 5) pour des temps croissants. Mais si 
on peut traiter les trajectoires de (11.5) comme les limites des trajec
toires de (11.4) pour E + 0, alors en tenant compte del 'analyse faite 
plus haut, dans certains cas nous po urrons prolonger (11.19) pour t > t 1 
Pour t E [ t

0
, t 1 [ , le mouvement se passe sur r _; pour t = t 1, i 1 coïncide 

avec (11.22). Supposons que sur l a droite d'équation 

( 1 I. 23) 

il ~xiste une trajectoire de (Il.6 ) qui, pour r + - 00 , s'approche de x(t1) 
et pour r + + 00 de x., où dans (II .6), on a d'abord fait le changement 
d'échelle t = !. Dans ce cas, le po int de phase de (11.5) fait un saut, 

E 

pour t = t 1, à partir de (11.22) jusqu'au point 

(11.24) 

der . Le mouvement ultérieur du po int de phase se passera sür r jusqu'à 
la rencontre éventuelle avec un nouveau point de r

0 
où on aura de nouveau 

une 11 chute 11 et ainsi de suite. Dans ce cas, la fonction 

(11.25) (x(t), y(t)) 

est discontinue et vérifie (Il.5) pa rtout sauf aux points de chute. Cette 
fonction ainsi construite sera appel ée solution discontinue de (II.5) (dans 
le cas où elle peut être construite comme nous l'avons fait). La trajec
toire correspondante dans le plan de phase est une courbe continue mais · 
comprend des morceaux de deux types qui se succèdent (morceaux der_ par
courus en un temps fini non nul et morceaux de parallèles à 1 'axe x, par
courus instantanément). Si avec ces morceaux, on obtient¾une trajectoire 
fermée, nous 1 'appellerons trajectoire périodique. 
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II .B. Présentation asymptotique des solutions par rapport au petit paramètre. 

Dans cette section, nous nous proposons de trouver les solutions de (II.4) 
sous forme de séries en E , séries telles que si on tronque la série à un 
cer tai n rang, on soit capable de prédire 1 'ordre de 1 'erreur commise, en 
fo nction de E . 

Dans le cadre que nous no us sommes fixés (celui des oscill~tions de relaxa
tion), cela pourra ètre f ait pou r toute la trajectoire divisée en un nom
bre fin i de morceaux. 
Le ca l cul des coefficients des séries ne nécessitera que la connaissance 
de f et de g. Ces résu ltats ont été obtenus par Michenko et Rozov et sont 
le pro longement des reche rches de Pontriaguine. 

Il:B. 1. Détermination du cadre de travail. 

Soit 

( 1. 1) { 

~ X = f(x, y) 

y= g(x, y) 

oü x, y, E sont des rée l s et f et g sont définies sur tout 1~ plan de phase 
(x, y), di ffére nt i ables autant de fois qu'il faudra. 
Soi t 

( 1. 2) 
J f (x, y )= 0 

\ .Y = g(x, y) 

le sys tème dégéné ré . 

Soi t r l a courbe unique d'équati on 

( 1. 3) f(x, y ) = 0 

Nous supposerons que r n'est pas forcément connexe et que tous ses points 
son t ord inaires dans le sens oü r , . 

( 1. 4) 
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est vérifiée sur r . Les points der pour lesquels on a 

(Ï.5) f~(x, y) = 0 

seron t dits non réguliers. Nous supposerons que les points non réguliers 
der sont isol és et non dégénérés dans le sens que 1 'on a : 

( 1. 6) 

en tous les points non réguliers de r. 
So i t l e morceau régulier der limité pars* et S (fig. 9). • Sur ce morceau, 

la re l ation (1.3) peut être résolue par rapport à x et on peut écrire 
1 'équation de ce morceau sous la forme 

(1.7) x = x
0

(y) 

, * D ou y E ] s 2, s 2 [. ans ce cas, on a 

(1.8) f(x
0

(y), y) = 0, 

relat ion d'où l'on tire 

Â 
.&. 

y 

fig. 9 

s 
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(1,9) X~ (y) = 
f;(x

0
(y), y) 

f~(x
0

(y), Y) 

Soit S(s 1, s2) un point non régulier der. Au voisinage de ce point, la 
relation (1.3) n1est pas résoluble par rapport a x. Mais en vertu de 
(1.4), on a f 1(x, y) f 0 au voisi na ge de Set (1.3) peut être écrite sous 

y 
la forme 

(1.10) 

Dans ce cas, Y(s 1) = s2 et on a 

(1.11) 

De (1.11), (1.5) et (1.6) on dédu it 

(1.12) 

En utilisant la formule de Taylor, écrivons (1.10) sous la forme 

(1.13) 

où e E (0, l] et x1 ~ x ~ x2. 

La relation (1.6) nous montre que dans un voisinage de S, la courbf r 
peut être décrite par l 1équation (1.13) d1une 11 parabole 11

• 

* Nous dirons que le morceau der compris entre S et S est stable si on a 

(1.1 4) 

* Vy E ]s 2, s2 [ (instable si> 0). 

* Comme entre S et S, f~ ne s 1annule pas sur r, fa des signes différents 
des deux côtés der. Nous avons supposé que les points non réguliers 
étaient non dégénérés, et donc chacun de ces points est une frontière com
mune a un morceau stable et un mo rceau instable der. Nous allons suppo
ser en outre que sur les morceaux stables et aux points singuliers, il 
n1y a pas de position d1équilibre de (1.1) (c 1est-a-dire qu 1 en ces points 
g(x, y) f 0). 
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Le _point S sera appelé point de chute si en S, on a 

(1.15) 

c'est-a-dire une des quatre situations illustrées al~ fig. 10. 
La relation (1.15) implique en fai t que si S est maximum local (respecti
vement minimum), alors g(S) est positif (respectivement négatif). 

D'après nos hypothèses, g aura le même signe sur tout le morceau stable 
dont une extrémité est S. Si ce morceau est borné, il est limité par un 
point de chute et par un point qui n'est pas un point de chute. Le point 
P(x*·, /) du plan de phase de (1.1) appartiendra a la zone d'attraction du 

* morceau stable (1.7) entre S et S si x = x(e), solution de 

dx * (1.16 ) ëfë = f(x, ~) 

poyr- l a condition initiale x(o) * = x , vérifie la propriété 

y 

+· 
< 

,, 1 

f(S)>o,f (S)>o,~(5\>o 
., j 

y 

,, ' 
rl'JC {S)<o, '~ (S)>o, 1ts\<o 

fig. 10 
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(1.1 7) lim x(e) = x (y*) 
8-++oo 0 

Nous retrouvons l'équation des mouvements rapides de (1.1), (1.16) qui 
n'est autre que la première équation de (1.1) où on considère y co~me pa
ramètre et où on est passé au temps e = t/€. 
Si (x* , y*) appartient à la zone d'attraction du morceau stable (1.7) alors 
le po i nt P*(x

0
(y*), y*) sera appelé point d'atterrissage (fig. 11). 

Enfin, nous supposerons que parmi tous les points singuliers der, deux 
points ne peuvent avoir la même ordonnée. 
Soit S(~1, ~2) un point de chute situé sur la frontière de la zone d'at-

* '\, * tracti on d'un morceau stable (1.7 ) et distinct de S et de S. s2 E] s2, s2[. 
Si la branche instable qui sort de la position d'équilibre semi,-stable 

x = ~l de (1.16) pour y* = ~2 possède la propriété (l.171~ alors P, point 
d'intersection de la droite d'équation y= s2 avec le morceau s: S der, 
sera appelé le point d'atterrissage qui suit le point de chute S. Sinon, 

'\, 

le point d'atterr i ssage qui suit l e point de chute S n'est pas déterminé 
(fig. 11). 

48 



11 .B.2. Approximation d'ordre zéro . 

Po ur le système (1.2), nous avons i ntroduit la notion de solution pério
dique discontinue (nous ne nous in t éressons ici qu ' aux trajectoires ayant 
le caractère d'oscillations de rel axations) et de trajectoire de phase 
conti nue associée . 

Nous ne considérerons pas ici les trajectoires de phase issues de points 
instables ou non rég uliers der. 
Sou li gnons que les trajectoires de ph ase de (1.2) peuvent être calculées 
si f et g sont connues ains i que l e point initial . 
So it Q

0
(x

0
, y

0
) le point initial. 

Soien t , pour cette condit ion initi ale, 0
0 

et 0E les trajectoires de phase 
des systèmes (1.2) et (1.1 ). 
Et so i t 

~ 

X= X(t, E), y = y (t, E) 

l a so l ution unique de (1.1 ) telle que 

(2.2 ) 

Toutes nos hypothèses nous permettent d'affirmer que 0 est la l imite unie 
forme de 0 pour E ~ 0 (*) . 

E 

(*) t héorème p. 674 de ( .1 1. ) 
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II.B.3. Construction du développement asymptotique pour le mouvement lent. 

'\, 

Soit le morceau de mouvement lent PS du morceau stable de la trajectoire 
'\, 

0
0 

coï ncidant avec un morceau de l a courber. P(p1, p2) est ici un point 
d'atterrissage , et S(s 1, s2) un point de chute qui est un point frontière 
du morceau d' équation (1.7); le second point frontière étant s*(s;, s~) 
(le cas où s; = ± 00 n'est pas exc l u ici). 
Nous avons la relation suivante 

* . '\, s2 sign g(S) < p2 sign g(S) < s2 sign g(S). 

Soit R(r1, r2) un point quelconque de ce morceau, proche de S, et 

R0 (r~, r~) 
'\, 

un point quelconque de ce morceau, proche de P. 
L'éq uation du morceau de r , e0 R, peut être écrite sous 1 a forme 

( 3 .,1 ) X = x
0

(y), r~ si gn g(S) < y si gn g(s) < r2 sign g(s) 

Soit R*(r~, r;) un point du morceau s* S, proche des*. En vertu de la 
stab i lité de (1 . 7), il existe k > 0, telle que le long de R* R 

(3 .2 ) 

Comme il n'y a pas de points d'éq uilibre de ( 1. 1) sur le morceau stable 
( 1. 7 ) , il existe u m• voisinage du morceau R0 R de r, défini par 

ro 
2 sign g(S) < y sign g(S) < r2 sign g ( s) , lx xo (y) 1 

t el que, pour E assez petit, le champ vectoriel défini par les parties 
droi t es de (1.1) soit partout dirigé vers 0

0 
sur la frontière de UM, sauf 

peut-être en y= r2 ou en y= r~. 
De pl us, en diminuant ksi nécess aire, on a la relation 

(3.3 ) lg(x, Y)I > k > 0 

en chaque point de Um. , ,. 

< ô 

En vertu des condisérations de II .B.2, on sait que la trajectoire 0 entre 
0 E 

dans Um par le morceau de sa frontière d'équation y= r2 et quitte ce do-
maine par le morceau d'équation y= r2. 
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Sur_ l a portion de 0 qui est intérieure à U , la coordonnée y du point de 
E m 

~hase varie de façon monotone avec le temps en vertu de (3.3). 
C'est pourquoi l'équation de ce morceau peut être présentée sous la forme 

(3.4 ) x = xE(y, E), r~ sign g(S) ~ y sign g(S) ~ r 2 sign g(S) 

où y est la nouvelle variable indépendante et où (3.4) est solution de 

(3.5) E dx = f(x, _y}_ = h(x y) dy g{"x,yT , • 

C'est à partir de cette équation que nous allons rechercher le développe

ment asymptotique de la solution correspondant au mouvement lent. 
Cons i dérons la série formelle (3. 6) de façon qu'elle vérifie formellement 

* (3.5) sur ]s 2 , s2 [ 

(3.6) 

Remp l açons (3.6) dans (3.5) et dé r ivons formellement en utilisant la for

mule (3.7) 

(3.7 ) 

oo n 00 

F(z
0 

+ L En zn) = 
n=l 

F(z
0

) + L En L 
n=l k=l 

y 

, .. r 
' ' 

5 

fig. 12 

k! L 
i 1+ ... +ik=n 

f.;;;i,1 
J 
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On ob t ient 

00 

n 
E L E 

n=o 
x'(y) = h(x (y), y)+ n o 

. L . Xi (y) 
1 1+ ... +,k=n 1 

i .;;i:1 
J 

Et en égalant les coefficients des mêmes puissances de E, on a que 

D'où , en vertu de (1.8), (1.9), (3.2), (3.3), (3.8), on a 

= -
f_~(x

0
(y), y) g(x0 (y), y) 

f~2(xo(y), y) 

Xi (y) 
1 

Xi (y) ) 
k 

L 
i 1+ .. +ik=n 

i .;;i:1 
J 

Les xi(y), i = 0, 1, ... , sont déterminés et différentiables si y varie 

* entre s
2 

et s
2 

et chacune de ces fonctions peut être calculée uniquement 
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à 1 'aide des parties droites de (1.1) et de leurs dérivées • 

..Dans le paragraphe suivant, on verra que 

( 3 •. 12) 

est une approximation asymptotique d'ordre En+l du morceau lent (3.4) de 

0 pour E ~ 0, dans le sens où 
E 

(3.13) xE(y, E) = XN-l(y, E) + O(EN); r~ sign g(S) ~ y si_gn g(S) ~ 
~ r2 sign g(S) 

IJN E 1'l 
0 

En particulier on a bien que le morceau (3.1) de 0 est une approximation 
0 

d'ordre zéro de ce morceau de mouvement lent. 
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II.B.4. Démonstration de (3.13). 

Nous allons établir la liaison en t re les fonctions Xn(y , E) et la trajec
toire 0 , c'est-à-dire voir pour quels morceaux de cette trajectoire la 

E 

présentation asymptotique de type (3.13) est valide. 
Ensuite, nous démontrerons la formule (3.13) pour les morceaux lents (3.4) 
de 0 . 

E 

Lemme 1 Si R*et R sont fixés comme en II.B.3, alors Vn EN, 3 M > 0 t.q. n 

Ce résultat découle immédiatement des relations (3.9), (3.10), 
(3.11), (3.2) et du fai t que f et g et leurs dérivées sont bornées 
dans un voisinage du mo rceau R* R de 0

0 
ne contenant pas les 

points non réguliers s* et S où h~(x
0

(y), y) = O. 

Lemme 2 Pour E assez petit,~ Cn > 0 t.q. le produit scalaire du champ 
vectoriel défini par les parties droites de (1.1) par le gradient 
de la courbe (4.2) (res p. (4.3)), évalué en un point arbitraire 
de cette courbe, soit > O (resp. < 0) où 

(4.2) K1(Y, x) = x - Xn(Y, E) + en En+l = 0 

* r2 sign g(S) < y sign g(S) < r2 sign g(S) 

(4.3) K2(y, x) = x - ~n(Y, E) - en En+l = o 

r; sign g(S) < y sign g(S) < r2 sign g(S) 

Démo nstration : 

Ce produit scalaire que dKll nous noterons at , est 
(1. 1) 

égal à 

dXn(.Y, E) dy 
dy ëff 

dKl dx 
at (1.1) = ëff -

et en vertu de (1.1) et de (4.2) , 
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dKll 1 
-;rr- = ;: g( Xn(Y,E) 

; Ul, (1.1) c-

Trouvons le t erme dominant de cette expression pour E assez petit. 
Par l e lemme 1, on a que 

n+l g(Xn(Y, E) - en E 'y)= g(xo(y), y)+ O(E) 
(4.4 ) 

dX (y ,E) 
ndy } 

h(x ( ) e n+l ) h(X ( ) ) e n+l h'( ( ) ) + O(cn+2) n Y ,E - n E ,Y = n Y ,E ,Y - n E x xo y ,y c-

Par l e proces sus de construction des xi(y) (3.8), nous avons 

(4.5 ) dXn + cn+l n+2 
E ay = h(Xn(Y,E),y) c- xn+l(y) h~(xo(y),y) + O(E ). 

Les relations (4.4), (4.5) et (3.11) donnent que 

En vertu de (4.1) et (3.2), il est possible de choisir en> 0 assez grand 

pour que ~~li soit strictement positif sur tout le segment [ r~, r2J 
( 1.1) 

dK2I (la démonstration est analogue pour at ). 
( 1.1) 

Soit R
0 

un point intérieur à l'arc R~ R der. Démontrons le théorème sui
vant : 
Théorème 1 

Soient (1. ?) un morceau st ab le der, la fonction Xn(Y, E), n ~ 0, 
déterminée par (3.12) et x = x(y, E) la so lution de (3.5) pour la 

. 0 
C , "l, , y = r

2
. 

Supposons que ~ E
0 

> 0, ~ c > 0 t.q. VE <E
0

, 

Alors VE< E
0

, la soluti on de (3.5) est dét erminée sur tout le seg
ment 
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( 4. 7) r~ sign g(S) ~ y sign g(S) ~ r2 sign g(S) 

et peut être écrite sous la forme 

(4.8) x(y, s) = X (y, s) + R (y, s), Vy t.q. (4.7). n n 

De plus, on a que~ C~ > 0 t.q. 

1 1 
n+l 

(4.9) Rn(Y, s ) < C~ s 

uniformément sur (4.?). 

Démonstration 

1. Remarque dans (.12.), chap. II,§ 19-22, on montre que 1 'on a effec
t i vement (4.6). 

2. • Ce théorème est en fait un corollaire du lemme 2. En effet, considé
rons la bande TI entre les courbes (4.2) et (4.3) et soit en une cons-
t nte telle que le lemme 2 soit vérifié (fig. 13). 
En augmentant encore éventuel l ement en, en vertu du lemme 2 et de (4.6), 
on peut affirmer que le point initial (x(r~, s), r~) correspond à une 
trajectoire de phase de (1.1) qui se trouve dans la bande TI de laquelle 
cette trajectoire ne peut sort ir et dans laquelle il n'y a aucune posi
tion d' équilibre de (1.1) si s est assez petit. C'est pourquoi la solu
tion de (3.5) est déterminée sur tout le segment (4.7) et que son graphi
que se trouve à l'intérieur de la bande TI. De ceci, on déduit (4.8) et 
(4.9). ■ 

)( 

fig. 13 
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II.B.5. Coordonnées locales au voi sinage du point de chute S(s 1~ 21, 

Les formules (3.9), (3.10), (3.1 1) montrent que la série (3.6) ne peut 
plus être considérée comme présentation asymptotique de la trajectoire 
0E: sur tout le segment [ r~, s2] . Ceci à cause de la singularité du point 
S. Nous allons donc construire d'autres séries asymptotiques au voisi
nage de ce point S. 

Pour trouver ces séries, introduis ons à la place de x et y, les coordonnées 
locales E;, et n de manière que le point de chute soit à l 1origine et qu'un 
arc der, voisin de S, devienne une parabole. On peut passer à ces coor
données comme suit 
Au voisinage de S, l'équation de r est (1.13). Soit la fonction 

xY"'(s +ex) 
----.--1-- sign [ f 11 (S) f' (S)] 

X .Y 

Cette fonction est réelle au voi sinage de x = 0 et est dérivable. De plus, 
on a 

(5.2) 
./f"(S) 

<t>(o) = 0, <I>' (o) =V/ 2xf' (S) j 
y 

En vertu de (1.12), :3 p_ 1 < 0, :3 P+l > 0 t.q. Vx E [p_ 1, P+ll <1>
1(~) > O. 
* ' De (5 .1), il est donc possible d'extraire x = 1/i(Y), - q. ¾y¾ q où q. et 

* q sont deux nombres réels positifs. Donc :3 q, 0 < q < 1 t.q. ljJ est bien 
définie sur [- q, q]. Soient p_1 = 1/i(-q) et P+l = ljl (q). 
Considérons US= {(x, y ) 1 s1 + p_1 ¾ x ¾ s1 + P+l et s2 - q ¾ y¾ s2 + q}. 
En choisissant q assez petit, on peut dire que dans US, f~, f;, et g gardent 
le même signe. 
Int rod uisons 

( 5. 3) 
j ç, = cp ( X - S l) S i gn f ~ ( S) 

1 n = (y - s2) s i gn g(S) 

Ces formules étab lissent une correspondance biunivoque entre Us et un voisi
nage U

0 
del 'origine du plan des nouvelles variables. 
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Il I 

f. (S)<o, f (5)><>, ~(S) <O 

" l 
y 

0 

fig. 14 

" 

0 ..... ,~ 
1 

. -- _I 

(fig. 14) 

Par (1.15) et (1.13), le morceau de (1.10) qui correspond à x E [s 1 + p_ 1, 

s1 + P+ll a pour équation 

(5.4) 2 n = - s , - q < s < q. 

En effet, en vertu de (5.3), (5.4) n'est rien d'autre que 

f 
X
II ( s ) fy' ( s ) ) ' E [ + + ] x sl P-1' sl P+l ' 

qui, grâce à (1.15), est exactement (1.13) pour x ~ [s 1 + p_ 1, s1 + P+l]. 

La relation (1.11), sur x E [s1 + p_1, s1 + P+ll, devient par (5.3) la rela
tion 

(5,5) 
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Au; voisinage de S, le morceau stable der a pour équation dans les nou-
- vëll es coordonnées 

2 n = - s , - q ~ s < o. 

Dans ces mêmes coordonnées, ( 1. 1) devient 
2 

E S = s + n 
a (t, n) 

(5.6 ) 
n = B(s , n) 

où 
_ (s2 

+ n)~'(s sign f;(S)) sign f~(S) 
a (s , n) = f(s 1 + ~(~ ' sign f~(S)), s2 + n sign g(S)) ' 

( 5. 7) 

B(s , n) = 7g(s1 + ~(s sign f~(S)), s2 + n sign g(S )) I 

Remarquons que a (s , n) est bien détenninée partout dans U
0

, y compris sur 
la courbe d'équation (5.4). En effet, en vertu de (5.5), on a que 

f(s 1 + ~( s sign f;(s)), s2 + n sign g(S)) = 

= (s2 
+ n) f;(s 1 + ~(s sign f;(s)), s2 - s2 sign g(S) + 

+ 0(s2 
+ n) sign g(S)) sign g(S) 

où e E [ 0, 1] et f;(x, y) -1 0 dans US. 
On a aussi que a (s , n) et B(s, n) sont dérivables par rapport à set n 
autant de fois que nécessaire dans la suite. 
Enfin, on a que V( s , n) E U

0 
3 k > O t.q. 

(5.8 ) a (s , n) ;;;i: k; B( ~, n) ;;;i: k 

Ceci est dû au fait que, par (1.15), g est non nul dans Us · 

Nota t ion Dans la suite de ce paragraphe, les fonctions a, B, y, des va
riables set n dérivées par rapport à s (resp: n) k fois et 
évaluées en (s, - ~2) seront notées afk), B~k), y~k) (resp. 

(k) 0 (k) (k)) 
an ' µn 'Yn • 
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Soient 0-(qï, q2) + + + les points de 0
0 

tels et Q (ql, q2) que 
, 

- sl + 1/J (- q sign f" ( s)) ql = sl + P-sign f 11 {S) = X 
X 

+ + p . f"(S) = s1 + 1/J(q sign f~{S)) ql = sl s1gn 
X 

Q- est sur le morceau stable der et Q+ sur le morceau horizontal 11 sortant 11 

- + de S {fig. 14). L' éq uation du morceau Q Q de 0
0 

s'écrit dans les nou-
vell es variables 

(5.9 ) n = n
0

(s ) - s2, - q < s < o 
- 0 0 < s < q 

Nous avons vu que 0
0 

est une approximation uniforme de GE pour E + O. C'est 
pourquoi, pour E assez petit, GE entre dans US en traversant le segment 
d'équation 

- -x = q1, q2 sign g(S) < y sign g(S) < s2 sign g(S ) 

et quitte US en traversant le segment d'équation 

x = qt, s2 sign g(S) < y sign g(S) < s2 sign g(S) + q 

De pl us, cette trajectoire 0E se trouve dans US partout au-déssus du morceau 
Q Q+ de 0

0 
si g(S) > 0 et partout au-dessous si g(S) < O. Le mor:ceau de 

GE qui se trouve dans Us sera appelé "morceau de chute". 
En vertu de (5.3), la courbe GE devient dans U

0 
une courbe décrite par un 

point de coordonnée (s(t, E), n(t, E)). 
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II.B.6. Présentation asymptotique de la trajectoire au début du morceau 
de chute. 

Dans U
0

, nous avons la relation (5.8) et la courbe image par 
0~ , est partout au-dessus de la courbe d'équation (5.9), 0~. 
coordon née s varie de façon monotone en fonction du temps et 
ce morceau peut être présentée sous la forme 

(6.1 ) 

Cette fonction (6.1) est une solut ion de 

(6.2 ) 

OÙ 

( &. 3) y(s, n) = a(s, n) B(s, n), 

( 5. 3) de 0 , 
E: 

Sur 0~, la 
1 'équation de 

définie partout dans U
0 

et dérivable autant qe fois qu'il sera nécessaire 
dans 1 a suite. 
Les relations (5.8) nous disent que 3 k > 0 t.q. V(s, n) E U

0
, 

(6.4 ) Y(s , n) ~ k 

Nous allons en fait rechercher la solution de (6.2) non sur [- q, ;q], mais 
sur [- q, - a1] où a1 > 0, a1 -+ 0 pour s-+ 0 (ceci pour la validité du dé
veloppement asymptotique que 1 'on va obtenir). 
Nous recherchons donc 

(6 .5 ) 

sous forme de série formelle 

(6.6) 

et coïncidant avec (6.1) sur leur intervalle de définition commun de telle 
sorte que (6.6) vérifie formellement (6.2) sur - q < s ~' o. Les coeffi

cients de (6 .6) peuvent être déterminés de la façon suivante : 

61 



Po~r n
0

(s) on prend (5.9) considérée sur - q ~ s < O. Ce choix est natu
·-- -rél ca r (5.9) est un morceau de 0~. 

Ens ui te , nous remplaçons n par (6.6) dans (6.2) et nous dérivons formel
lement en utilisant la formule 

(6 .7 ) 1 
CX) 

L 20 + 
n=l 

Nous obte nons 
CX) 

n' + L 
o n= l 

c I est-à-di re 

1 = - + 
20 n E: Zn 

00 

E: [y+ L 
n= l 

CX) CX) 

n ' + L En n' = l + y L 
0 n=l n nl n=l 

OÙ 

A = n ,v 

CX) 

+ L 
n=l 

A n,v 

00 

n Y+fl/ L n 
E: L + . L . 

h=l k=l 2
0 

11+ ... +1k=n 
i .#1 

J 

2. 
, 1 

2. 
,k 

ni +l 
l 
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En égalant les coefficients des mêmes puissances de €, on obtient 

n' = l o n1 

d'où 1 'on tire 

( 6. 9) 

lll = y~ - ~ ll2 
ll l 

. L . n; +l n; +l 
11+ ... +lk=n-v 1 k 

;,;;;.1 
J 

2 
et co1T111e - -1z = -

4 Yt F 0, il est possible de trouver nn par récurrence; 
T) 1 

on obtient en fait pour n ;;;. 2 
2 

T) 1 
nn {t ) = y (- n~-1 + ~n-1 ) 

- 1 (- y I y Â, ) - "2t "2t nn-1 + "2t ~n-1 
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n-1 
- r. 

k=l 
n-2 V 

- r. r. 
V= 1 l = 1 

Nous allons montrer que, dans les crochets, 
trième termes est égale à 

S:" 

n-2 
r. n n' 

V=l n-v v 

n; +l -
k 

r. ni +l n; +ll 
; 1+ ... +ik=n-v-1 1 k 

i.~1 
J 

la somme du second et du qua-

■ Si nous reprenons l'expression den~ obtenue en (6.8), nous avons que 

n-2 n-2 v (--ll) " k 
r. n n' = Y r. r. nn-v"""T+r. r. . n; +l ••• n;k+l + 

v=l n-v v v=l k=l n1 11+ ... +,k=v 1 

n-2 
+ r. 

v=l 

i.~1 
J 

r. ni + 1 
i 1+ ... +ik=n-r 1 

; .~1 
J 

Dans le second membre, le premier terme peut encore s'é~rire 
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n-2 v n-2 n-2 
( car E E <c> E E ) , 

; v=l k=l k=l v=k 

c'es t -à-dire encore 

n-2 
y E E ni +l 

k=l i 1+ ... +ik+l=n-1 1 
n. 1 (où ik+l = n-v-1) 1k+l+ 

i -~ 1 
J 

Dans ce même membre, le troisième terme est égal à 

n-2 n-2 r 
E E E 

r= 1 v = r+ 1 l = 1 

0 n-2 n-2 r v-r 
Or E E E E c::> 

r=l v=r+l l=l k=l 

n-2 

E 
i 1+ ... +i k=n-r 

i -~1 
J 

n-2 v-1 n-2 n-2 

\ +l 1 
n. +l (car L L <c> L L ) 1k v=l =r+l r=l v=r+l 

n-2 r n-2-r n-2 
E E E E 

r=l l=l k=l v=k+r 

65 

E nn-v r ni
1
+l ••• ni +i ·= r ni +i··•ni +l 

v=k+r i 1+ ... +ik=v-r k i 1+ ... +ik+l=n-r-1 1 k+l 
i -~1 

J (où ik+l = n-v-1) 

Et donc ce troisième terme s'écrit 

n-2 r 
E E 

r=l l =1 

D' où on déduit que 

n-2 n-2 k 
~ n n' = y ~ (-l)" ~ n n + 
t... 1 n-v v k1...l 7<+r. t... • 1 il+l ••• i,, l+l v= = n1 11+ ... +, k+l=n- ~+ 

n-2 v (l) ,, 
+ E E Y r n- n 1 n 

1 l 1 7T · · 11 •• • i 1 n1 (n-v-1)+1 v= = 11+ ... +11=v 
i.~1 

J 



n-2 v 
+ L L 

v= l l =1 

n-2 v n-1-v 
+ L L L 

v=l l =1 k=l 

L ni +l 
i 1+ ... +ik=n-v-1 1 

i.~1 
J 

Ce qui nous donne la relation de récurrence plus corrrnode 

ni + 11 
k 

1 n-1 n-1 y(v)(~ - l) 
n ' 

nn( ~) = "2E [ L nn-)~) n~(~) - L v. x 
~ v=l v=l 

(6.10 ) 

X L 
i 1+ .. . +\=n-1 

i -~1 
J 

• 

Les relations (6.10) montrent que l es ni(~) sont définies et dérivables sur 
[- q, 0[. Remarquons que le calcul de ces fonctions ne nécessite que la con

naiss ance de y(C n) et de ses dérivées sur [ - q, 0[. 

Dans l e paragraphe suivant, nous verrons que 

(6.11 ) 

pour € + 0, est une approximation asymptotique du morceau (6.5) de e dans 
€ 

le ses où, pour € + 0, VN 1 E ~, 
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6 

(6.12) 

OÙ 

(6.13) 



II.B .7. Liens entre les fonctions Hn( s , E) et la trajectoire eE. 

Lenme 3 Vn E ~ 3 Mn> 0 t.q. 

(7.1) ls3n- 2 nn(s) 1 < n, - q < s < O 

Démonstration : 

Démontrons (7.1) par récurrence sur n 

2 -y -1 1° n
0

(s) = O(s), - q < s < O; n1(s) = ~ = O( s ), - q < s < 0 et 

2 1 
- Y -sYY s -4 n

2
(s ) = 

8 
s" = O(s ), - q < s < o. (7.1) est donc vérifiée pour 

n = 0, 1, 2. 

2° Soit (7.1) vérifiée pour p < n-1, c'est-à-dire 

Vp < n-1 

Montrons d'abord que 

Vp < n-1 Vm > 0 n(m)(s) = O(s2-m- 3P), - q < s < 0 (**) 
p 

µ ( s) 
D'après {*), Vp < n-1 np(s) = ~p-Z où - q < s < 0 et où ,µp{s) est bor-

née sur cet intervalle. s 
Remarquons que, en vertu de (6.10) et(*), la fonction µp{s) est une 
combinaison linéaire (à coefficients qui sont des puissances entières 
posi tives ou nulles des) de produits de puissance entières positives 
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o nulles de y et de quelques-unes de ses dérivées. En vertu de nos hypo
t èses, on a donc que µ~k){s) est bornée sur [ - q, O[, quel que soit 

l'entier naturel k (car µ~k)( s ) est de la même forme que µP(s) 

s µP(s) - (2p- 2) µP(s) _ 1-3p 
C'est pourquoi Vp < n-1 n'(s) = 3P_ 1 - O( s ) 

p s 
sE[-q,0[ , 

c'est-à-dire (**) pour m = 1. 
Nous voyons que np(s ) (et il en sera évidemment de même pour toutes les 

------ - -



µp(ç,) 
dérivées de n (E;.)) est aussi de la fonne 3P_ 1 sur [- q, 0[ et que, par 

·; p ç, 

un raisonnement analogue à cel ui fait pour m = 1, on obtiendra (tt) pour 

_m ;;.i, 1. 

Dans ce cas, la formule (6.10) nous montre que 
n-1 

n (E;, ) = O( E;, -1) [ E O(E;,2-3(n-v)) O(E;,l-3v) + 
n v=l 

E 
n-1 

+ E 
V= l 

0(1) 
i 1+ ... +iv=n-1 

i .;:;,,:1 
J 

= O( E;, -1) [O(E;,3(1-n ) ) + O(E;,5-3n))] 

Ceci achève la démonstration de la formule (7.1) et du lemme 3. 

Montrons maintenant que si, Vn ;;.i. 1 
00 

nn(E;,) = 1 E nn E;,k, lorsque E;. ~ o 
E;,3n-2 k=o k 

(7.2 ) , cette série formelle est telle que 
n-1 

(7
.
3

) nl __ y n __ 3n-4 E v n-v n ;;.i, 2 . 
o - °2"' no - --r no no v=l 

00 1 1 k -y 1 -y 
D'après (7.2), n1 = 7: E nk E;. • or n1 = "21:' d'où n0 = 2 • 

k=o 
2 t" 1 

1 oo 2 k -y -sYYc;, 
D'après (7.2) encore, n2 = :ir E nk E;, ; or n2 = 

8 
c-4 , d'où 

E;, k=o s 

2 2-1 2 -y ~2 -4 v (2-1 )+1-v 
n =-,,-=- E n n • 
o o v=l o o 

Soit (7.3) vraie Vp ~ n-1; montr ns qu'elle l'est aussi pour p = n 

00 

D'après (7.2), n = 3
1 

2 E nnk E;.k = 
n E;, n- k=o 

D'autre part, nous avons la formule (6.10). Nous obtenons donc pour n ;a,: 2 
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00 n c-k+2-3n 1 n-l 
I nk s = 2Ë [ I 

k~o ~ v=l 

D'où on déduit que 

1 n-l n-v v 
nn

0 
= -,r I n (-3v+2)n 

c v= l o o 

Il reste donc à voir que le second membre de cette relation est égal à 

pour n ~ 2 

Distinguons deux cas : 

1} ·n = 2k+ 1. Dans ce cas, 

n-1 1 n-v I I n (-3v+2) 
v= l o 

2) n = 2k. Dans ce cas, 

1 n-l n-v v 1 k-l n-v v 1 n-l n-v v 
7 v:1 no (2-3v) no= 7 v~l no (2-3v) no+ 7 v=~+l no (2-3v) no+ 

+ ½ n~- k( 2-3k) n~ 

Cec i achève la démonstration de la relation (7.3). Cette relation montre 

que Vn e ~, n~ < 0 et donc que 
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nn( s ) -+ + 00 pour s -+ 0 si n est impair 
.. _ JF.4) 

nn( s ) -+ - 00 pour s -+ o si n est pair 

Lemme 4 Soient les courbes d I éq ation 
n+l 

( 7. 5) K1(s , n) = n - n(s, E) + e E 0, - q < s < - cr1 s3n+1 = n 

n+l 
(7.6) K2(s , n) = n - n(s, E) - en ;3n+l = 0, ~ q < s < - cr1 

Pour E assez petit, 3 en > 0 t.q., en chaque point de la courbe 

, ~ . dKl I dK2 I d equat,on K1 = 0 (resp. K2 = 0), crç (6. 2) (resp. ~ (6. 2)) 

est > 0 pour n impair (resp. < 0) et< 0 pour n pair (resp. > 0). 

Démonstration : 
--;~ - ----aRi- dn dHn(s, E) 

at"l(6.2) = ~ - dt,; 

e En+l 
+ d n 
~ -ç;-..3,.....n+.,...1,..... 

n+l 
y(F,;, Hn(s, E) - en s3n+1) 

= E -2--------n-,-+ ..... 1-

s + Hn(s, E) - en ;3n+l 

dHn(s, E) . (3n+l)eén+l 
a~ - s3n+2 

Trouvons le terme dominant de cette expression pour E assez petit et pour 

En+l 1 

s3n+l • s2+Hn(s,E) 

2 n+l 2 l 
- y'(s, Hn(s,E)) en(E3n+l) 2 2 + ... ] 

s ·1s + Hn(s,E)) 
où tous les tennes du second membre, à partir du quatrième, sont d'ordre 

~ • ~ 1 - 2n-À1(6n-2) ~ ~ ~ Àl super,eur ou ega a E pour - q - ½ - - cr1, cr1 = E . 



On obtient, en rangeant les t ermes par puissances croissantes en E, que 

· - --- , le premier membre de cette de rnière relation est égal à 

Y(s, Hn (s , E) ) n 4 Cn n+l-À1(3n+2) 
E 2 + E 3n-1 + O( E ) 

E;, + Hn( E;,, E) y s n+l 
C _E __ 

n E;, 3n+l 
Hn( E;, , E)) 2 2 est le 

4 C (Hn( s , E) + E;, ) 
En ef fet, le terme dominant de E y(E;, , 

C n+2 
n n = E 3n-l (les a~tres termes sont 

y E;, 
t 

n . , - ·t n Y E erme en E qui s ecr, 2 2 3n+l 
E n1 f;, 

au moins d'ordre En+2-À1( 3n+l ) . 

D' autre part , le terme 

y ' C En+l 
n n ; or y 1 es t d~ordr 

nl E;,3n+1 n 

2) Si on pose A(E;,, E) = 

Y ( E;, , Hn ( E;,, E) + A ( E;, , E)) 

= E E;.
2 + Hn (E;, , E) + A( E;, , E) 

A ( s E ) + ] - dA ( s ' E ) 
(s2 + Hn( t,: ,E) )2 • • • ds 

y(s, Hn(s , E)) 
= E 

2 
+ des termes provenant : 

s + Hn ( s, E) 

D'où 

(*) 

n+l 
~ du premier terme de (*) et t ous d I ordre E au moins, sauf 
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(ç H (ç )) A~ ç , E) dont le terme dominant est 
E y ' n ' E (ç2 + Hn( ç ,E))2 

n+l 
E nn+l n n 4 ç2 

- E y - -2- 2- qui es t d'o rd re E et vaut - E -Y- nn+l (ic i nous 
E nl 

avons con sidéré 1 'ordre en E pour ç fixé). 

~ du second te rme de (* ). Cel ui d'ordre le moins élevé en E (pour ç fixé) 
es t En+l n~+l qui est d'ordre En+l ç-l+2-3(n+l), c'est-à-dire 

n+ l n+l- À1(3n+2) 
E n~+l = 0( E ), - q < ç < - a1. 

et donc nous avons obtenu l es relations 
n+l 

y(ç , Hn( ç ,E) - en ~3n+l) 
( 7. 7) E n+l 

ç2 + H (ç ,E) - C -E~.----..-
n n ç~n+l 

y( ç , Hn( ç ,E)) 
+ E n 4 en 

+ = E 
ç2 + Hn( ç ,E) 3n-1 y ç 

+ 0( 
n+l- À1(3n+2) 

- q < ç < - al ; 
À 1 

) a l = E 

Ces éga li tés montrent que , pour E ~ 0, 

dKll n 4 3n+l 
T = E 3n-1 {ç nn+l( ç) 

(6.2 ) ç y 

n+l->,1 (3n+2)) 
+ C }· + 0( E n 

n- À1(3n-1) 
où l e premier terme du second membre est d'ordre E en vertu de (6.4) 
et de (7.1) et est donc dominant par rapport au second si et seulement si 
0 < Àl < 1/3. 

dKll Dès l ors, toujours en vertu de (7. 1), ~ C > 0 t.q. T < 0 en tout 
n s (6.2) 

poin t de (7. 5), pour E assez petit , si n est pair( > 0 si n est impair). 
La démo nstration de la seconde partie du lemme 4 est en. tous points sembla
bl e. 
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Théorème 2 : 

Soient Àl t .q. 0 < Àl < 1/3, Hn(~, E), n ~ 0 déterminée par 
(6 . 11) et n = n(~, E) la solution de (6. 2) pour la c.i. ~ = - q. 
Supposons que 3 E

0 
> 0, 3 C > 0 t.q. VE< E

0 

(7.9) ln(- q, E) - H (- q, E)I < C En+l 

Alors VE< E , la solution de (6.2) est déterminée sur tout le 
o Àl 

segment [- q, - a1], a1 = E et peut être écrite sous la forme 

De plus , on a que 3 C~ > 0 t.q. 

(7.11) 
n+l-À1(3n+l) 

IRn( t,; , E)t < C' E uniformément sur [- q, - a1]. 

Démonstration 

■ Ce théorème est en fait un corollaire du lemme 4. Il est clair que pour 
n impair, la courbe (7.6) passe partout au-dessus de la courbe (7.5) et pour 
n pair, en-dessous. Considérons la bande TI entre ces deux courbes et soit 
en > 0 une constante telle que le lemme 4 soit vérifié. Par, ce lemme et en 
vertu de (7.9), la trcyjectoire considérée de (6.2) se trouve à l'intérieur 
de l a bande TI (il suffit éventue l lement d'augmenter en de telle m~nière que 
le point initial (- q, n(- q, E)) soit dans TI) et est détermfnée sur tout le 
segment [ - q, - a1] . De ceci on déduit (7 .10) et (7 .11). ■ 

Véri f ions que 1 'on a bien la relation (7.9) : 
Il existe une relation entre les coefficients des séries (3.6) et (6.6). 
Formellement, (6.6) devient grâce à (5.3) : 

(7.12) y= s2 + n
0

(~(x - s1) sign f;(s)) sign g(S) + 

+ E n1(~(x - s1) sign f;(s)) sign g(S) + ... 
n + E nn( ~(x - s1) sign f;(s)) sign g(S) + ~ .. 

qui est une inversion formelle de (3.6) et dont le coefficient de En est 



expri mé à 1 'aide des coefficients de (3.6) dont les indices ne dépassent 
. __ p_ai n(~). Grâce aux formules (3.10) et (6.10), il suffit de voir ceci 

pour les premiers coefficients de (7.12) que nous réécrivons formellement 

(7.13) 

(7.14) f(x, y
0

(x)) = O. 
f~(x, y

0
(x)) 

Nous avons que y'(x) = o - fy(x, y
0

(x)) 

De plus, les relations f(x
0

(y), y)= 0 et (5.5) montrent que 

(7.15) 

où11
0
(') est donnée par (5.9). 

f y(x
0
b), y) g(x

0
(y), y) _ 

1 
g(x

0
(y), Y) 

D'au_tre part x1 (y) = - ~--------- - X0 (Y) fx' (x
0

(y), y) 
" f ~ (x

0
(y), y) 

g(xo(Y)' y) 
Nous allons maintenant montrer que f~(xo(Y), y)= 

ce qui achèvera la démonstration de (~). 
Portons (7.13) dans 

(7.16 ) d y = e: ~ ax ~ 
et dérivons formellement de telle sorte que (7.13) vérifie formellement 
(7.16 ). Nous obtenons, en égalant les coefficients des puissances de e: 0 , 

que 
g(x, y

0
(x)) 

y~(x) = f;(x, y
0

(x)) y1(x) 
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g(x
0

(y), y) - g(x
0

(y), y) 
d ' où on dé du i t que ..,..,..., ____ ,_........_...... - .......,,-----r-T"'r"""--,-..---.-- -f~(x

0
(y), y) - f;(x, y

0
(x)) y~(x) -

- y~(x) fy(x,y0 (x))y1(x) 
f;(x, y

0
(x)) y~(x) 



Montrons maintenant que (6.5), q i décrit la trajectoire 0 au début du 
E: 

-morceau de chute, vérifie bien (7.9) quel que soit n > O. Choisissons q 
comme cela a été suggéré au paragraphe II.B.5 . 
Soi t Q-(qÏ , q2) comme dans II. B.5 (fig. 14 et 15) et soit B(qi, r2) le 
poin t d1 i ntersection de 0e: avec la droite d1 équation x = qï, qui est sur la 
frontière de US; soit encore ~(r1, r2) le point ayant la même ordonnée que 
B et qu i se trouve sur l •arc PS. 
Le point Best un point f inal d1 un morceau de mouvement lent et un point 
i ni tia l d ' un morceau de chute. Il est évident que r2 dépend de e: et aussi 
que r 2 + s2 quand e: + O; c'est pou r cette raison que le morceau de mouve
ment lent AB de 0 peut êt re rep résenté par les séries asymptotiques des 

E: 

paragraphes II.B .3 et II .B.4. 
Dans (7. 9) intervient la valeur de n (- q, e: ) quel 'on peut calculer de la 

E: 

f açon sui vante : 

y 

0 ,c 

0 
0 

0 
' 

D 

fig. 15 
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Fixons n ~ 0 et, en utilisant (3 .13), on peut calculer 1 'abscisse de B 

(7.17) - n+l q1 = xE(r2, e) = Xn(r2, e) + O(e ) 

(7.17), par (5.3), devient 

(7.18) 

En vertu de la liaison établie entre les séries (3.6) et (6.6) par 1 'inter
médiaire de (5.3) et donc de (7. 12 ), nous savons que (7.18) est inversible 
et que 1 'on a 

c'est-à-dire (7.9). 
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Dans (.12.), le second chapitre est consacré à une étude similaire à celle 
-faîte dans notre seconde partie, et ceci pour le reste de la trajectoire 
0 divisée en un nombre fini de morceaux : 

€ 
Nous avons étudié les morceaux de mouvement lent et les débuts de morceaux 
de mouvement de chute. Les auteurs de (.12.) étudient ensuite les voisina
ges des points de chute, les fins de morceaux de chute, les morceaux de 
mouvement rapide et d'atterrissage. 
L'étude de ces deux derniers morceaux est faite sous l 'hyp~thèse qu'ils 
sont consécutifs à un morceau de chute. On obtient donc des présentations 
asymptotiques pour toute la trajectoire 0€ excepté pour les morceaux de 
mouvement rapide et d'atterrissage qui commencent au point de phase ini
tial. Le second chapitre de (.12 . ) se termine par l'étude de ces deux 
types de mouvement. 
Le chapitre III détermine le\ conditions d'existence de solutions périodi
ques stables ayant le caractère de relaxation, pour les systèmes différen
tiels de type (1.1). 
L'intérêt principal de toute cette étude est de déterminer la période T 
de l a solution de (1.1) dont la trajectoire est 0. Le chapitre IV permet 

€ 
d'établir la formule 

T = K + ~ En/3 TT(~-2) 
€ o,o n=z v=o 

où (n) = k si 
k+l si 
k si 

Kn,v l~(~ 

n = 3k 
n = 3k+l 
n = 3k+2 

Dans cette formule, le calcul des coefficients K v ne nécessite que la con-n, 
naissance des seconds membres de (1.1). Ces résultats sont publiés pour la 

première fois dans (.12.) et sont le prolongement de travaux de Pontriaguine. 
Cette étude complète n'a pu être faite dans le cadre du présent travail. 
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