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1. 

A V A N T - P R 0 P 0 S 

Lorsqu'un problème comprenant des nombres réels est résolu 

par ordinateur, on ne peu t pas déterminer avec certitude quel est le 

nombre de chiffres signi f icatifs exacts du résultat obtenu. La 

raison en est simple. Le s réels représentés en machine ne 

possèdent qu'un nombre do nné de chiffres significatifs. Par 

c onséquent, le produit, l a somme et le quotient de deux de ces 

nombres n'auront pas, en général, une représentation machine 

e xacte, ce qui entraîne · une erreur appelée erreur d'arrondi. 

Cette erreur se propage a u cours des opérations et le résultat 

f inal ne sera jamais qu' une approximation du résul ta.t exact. 

Si l'on ne peut pa s connaître avec certitude la valeur de 

l'erreur d'arrondi, nous pourrons cependant en donner les bornes. 

Celles-ci sont plus ou mo ins grandes suivant, d'une part le 

nombre et le type d'opéra tions effectuées. et, d'autre part 

la structure des nombres en machine et la façon dont les 

opérations fondamentales sont exécutées. Il est donc nécessaire, 

avant de procéder à une é tude sur la précision des résultats, 

d'analyser les lois selon lesquelles un nombre réel qui n'est 

pas représentable en machine sera approximé par un nombre plutôt 

que par un autre, que ce nombre réel soit une donnée du problème 

ou le résultat d'une opér ation fondamentale. 

Dans un premier c apitre, nous effectuerons cette analyse 

dans le cadre d'une appr che axiomatique proposée par 

Kulisch [4-6]. Cette appro'che présente un grand intérêt, car 

elle nous permet de nous d égager d'un _calculateur particulier. 

Ce pendant, comme les algorithmes du chapitre 2 sont programmés 

s ur l'ordinateur Siemens 4004, nous particulariserons ensuite 

l'étude aux opérations e n virgule flottante, en simple et en 

double longueur, de cet ordinateur. 
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Dans un second chapitre, nous appliquerons ces résultats 

a u problème suivant. On considère un polynôme qui s'exprime 

s ous la forme de deux po l ynômes factorisés : 

n m 
p(x) = k 1 7T (x - a . ) + k 2 7T (x - b.) 

i=l 1 i=l 1 

e t on désire calculer ses racines. L'origine de . ce problème 

provient notarornent de la synthèse des filtres [10]. Nous 

verrons que la nature des résultats diffère énormément suivant 

l a manière de procéder. L'analyse régressive[~] nous permet 

d 'interpréter les résulta ts calculés comme la solution exacte 

du problème perturbé et l a précision des résultats dépendra 

d e la sensibilité des ré s ultats aux variations des données et 

d es variables intermédia i res et de l'importance de ces var i ations. 

Dans un algorithme donné , il sera important que les résultats 

s oient moins sensibles a x variations des variables intermédiaires 

qu'aux variations des do nées : se pose alors le problème de 

l 'algorithme adéquat. Nous illustrerons ceci par l'application 

d e deux méthodes au problème de la factorisation du polynôme p(x). 

La méthode usuelle calculera les coefficients du polynôme et 

f actorisera le polynôme. La méthode produit évitera le calcul 

des coefficients. Les f onctions algébriques [11] nous four-

• niront un moyen d'évaluer la sensibilité des racines aux 

variations des coefficien ts. 
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LES OPERA'rIONS ARITHMETIQUES FONDAMENTALES 

SUR L'ORDINATEUR 

1. I NTRODUCTION. 

Dans la littératur e, nous avons rencontré plusieurs 

f açons d'étudier l'approx imation d'un nombre réel par un 

nombre flottant, la maniè re dont s'effectuent les opératio~s 

f ondamentales entre flot t ants et les erreurs qui en découle n t . 

Des résultats importants nous ont été donnés par Wilkinson [1] 

e t Sterbenz [2] et nous . nous sommes intéressé s à une approc he 

a xiomatique f a ite principalement par Kuliscr. [3-7]. ~~ 

Notre étude des nombres flqttants co~porte trois parties. 

En premier lieu, nous ver rons que l'approximation d'un nombre 

réel par un nombre flotta nt peut être considérée comme. une 

a pplication d'un ensembl e dans un sous-ensemble. Ensuite, 

nous étudierons les opéra tions fondamentales effectuées par 

l'ordinateur et p lus par t iculièrement par l'ordinateur 

S iemens 4004 [s]. Finalement, nous montrerons la non-validité 

d es lois alg ébriques tel l es que l'associativité, la distri

butivité, ... 
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2. REPRESENTATION DES NOMB RE S FLOTTANTS SUR ORDINATEUR. =====================---------------=--------------

2 .1. Concept de grille. 

Définition 1. 

Soit Mun e nsemble non vide. La relation~ sur M 

est appelée relation d'ordre sur M, et nous .dirons que · 

l M, {: 1 est un ensemble ordonné, si et seulement si 

(réflexive) X f.X 

2) ~x,y,z€M x !: y et y~ z ====> x ~ z (transitive) 

3) 'tix,yE:..M X f y e t y f X (antisymétrique) 

Nous dirons que l M, ~} . est un ensemble tàtalement 

ordonné si et seulement si 

1) lM,~} est un ens emble ordonné 

2) ':/x,yE.M X~ y O U y~ X 

Dé finition 2. 

Soient { M, ~ } un ensemble ordonné et un sous-ensemble 

S de M. 

Pour tout x E- M, nous noterons 

Ls (x) = { y E: s I y f x } 

et US (x) = {y(= S I y~ x }· 

Le sous-ensembl~ S de M est appelé grille de M 

si et seulement si 

1) VxE:M,Ls(x)-/- 0 et • us(x)-/- 0 

2) 'vx E:M 3y~Ls(x) 'vze::Ls(x) z~y 

et 3y'6Us(x) 'efz'(:Us(x) z'~y'. 

.,s-... 
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Les éléments y et y' sont uniques. 

Pre uve 

Supposons que pour un x quelconque de M, y et y" 

sont des éléments d e L
8

(x} qui vérifient 

"J z E: L
8 

(x) z ~ y et z ~y". 

En remplaçant z par y" et y, nous obtenons 

y" (.. y et y ~ y " . . 

Donc, par la propriété d'antisyrnétrie de la 

relation f, 

y= y" 

et nous avons vérif i é l'unicité de y. 

démontre de manière analogue. 

Notations. 

L'unicité de y' se -
Les éléments y et y' seront notés respectivement 

max L8 (x) et min u8 (x ). 
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2 .2. Introduction aux nombres flottants. 

Théorème_l. [9]. 

Soit un nombr e entier b > 1. 

Pour tout nombre réel y différent de zéro, il existe 
CX) 

un entier net une suite de nombres entiers (c.). 1 tels que 
l l= 

oo bn-i 
y = x -E:,.. c . = x c 1 c 2 . . . c n . . c n+ 1 . . . 

i=l l 

avec x E {+,-}· 

lf_c1 .sb - 1 

Of,ci~b - l . pour i > 1, 

et il est impossible qu'il existe un entier k tel que, 

quel que soit l' ent:Ler j > k, 

c . = b - 1. 
J 

a) Version multiplic ative du principe d'Archimède. 

Si A et B sont deux nombres réels tels que A> 1 

et B > O, alors i l existe un entier n et un seul vérifiant 

An-lfB<,An. 

b) Démonstration du théorème. 

Supposons .y)O. Alors b et y vérifient les hypo

thèses du princip e d'Archimède. Par conséquent, il existe 

un entier n tel que y'=- [bn-l, bn [. 

Or [bn-1, bn [- b~: [ibn-1, (i+l) bn-1 [ 

et les intervalle s gbn-l, (i+l) bn-l[ sont deux à deux 

disjoints. Il s ' ensuit qu'il existe un et un seul 

entier c 1 tel que 

y E [cl bn-1, (cl + 1) bn-1 [ 

Or [ c 
1 

b n-l, ( c 
1 

+ 1) b n- l [ = 

avec 1 ~ c 1 ~ b - 1. 



r: n-1 et les intervalle st_C 1 b + 

sont deux à deux disjoints. 

seul entier c 2 t e l que 

7 . 

. bn-2 
J. , 

Donc, il existe un et un 

y E. [cl bn-1 + c2 bn-2, cl bn-1 + (c2 + 1) bn-2 [ 

En pou.rsuivant i ndéfiniment le processus, nous obte nons 
00 

une suite (ci) i =l de nombres entiers tels que 

1 ~ c 1 ~ b 1 

O.!,c.çb 
J. 

1 pour i > 1 

et vérifiant 
OC> 

y = ~ 
i=l 

n-i 
C. b . 

J. 

Supposons à présent qu'il existe un entier k tel •• 

que, quel que so i t l'entier j > k, c. = b - 1. 
J 

k . 
~ n-i Posons A= ? c . b . Par conséquent, y vérifie les 
i=l 1. 

inégalités suiva ntes : 

A + (b - 1) bn-k-l '- A + bn-k ""'Y< 

Donc : 

YGiOiG 
i [ + ~ .(b - 1) bn-k-s, A + bn-k , 

s= l 

ce qui est impos s ible car 

Dif i [ + L (b - 1) bn-k-s, A+ bn-k = ~-
s=l 

En conclus ion, quel que soit le nombre entier k, 

on peut trouver un entier j>k tel que c. f b - 1. -
J 
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Considéron s l'ensemble des nombres réels noté 

lR et un nombre e ntier b > 1. 

Définissons les e nsembles Set M comme suit: 

(Dl) il existe (c.)~ 1 et e entiers tels 
1 1= 

que x = ~ 0 . c 1 c 2 
avec x El+,-} 

............. c be noté m be 
p 

ou 

1 ~ c 1 ( b - 1 

O!,c. , b -1 
1 

pour i > 1 

e 1 ~ 0 et e 2 ~ 1 entiers 

X = + Ü • Ü Ü 

(D2) et M = { x E lR I x = 0 ou B1 ~ \x\ ~ B2 

avec B1 = 0 

(b - 1) (b - 1) 

p fois 

Nous désignerons les éléments de S par "nombres flottants 

normalisés" et nous appellerons 

m la mantisse ou partie fractionnaire de x 

b la base 

e l'exposa nt de x. 

S est l'ensemble des nombres représentables en machine 

dont la mantisse, exprimée en base b, comporte au maximum 

p chiffres. L'ex posant est borné inférieurement et 

supérieurement pour éviter un dépassement de la capacité 

de la machine. 

Donc, S dépend d e quatre constantes inhérentes à la 

machine et nous pouvons écrire 
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Conséguences. 

Considérons l es ensembles Set M définis par (Dl) 

et (D2). Ils véri f i ent les propriétés suivantes 

1) ~.'.:~~:~~~: {M, ~ } :~! .. !~!~~~:~! .. ~:~~~?.~ .. :! .. ~ .. :~! .. ~?. 
sous-ensemble de M. 

2) Le sous-ensemble S est une grille de M. 

Pre uve 

Vérifions que quel que soit x E: M, il existe 

y~ L
8 

(x) et y' E. Us (x) . tel s que 

'c;J z e. L
8 

(x) z 5. y et 'Vz' e. u
8 

(x) z' ~ y' 

Six= O, alors y = y' = O vérifient (1). 

( 1) 

Dans le cas où x f O, par le théorème 1 et l'hypothèse 

x E:. M, • il existe (c.) :'0 1 et e entiers tels que 
l 1= 

x = x O . c
1 

c 2 ... be; x t ( +, -) , e
1 

~ e ~ e 2 , 

et O ~ c . ~ b - 1 pour i ) 1. 
l 

Si, pour tout i > p, c. = O, alors x ES et y = y' = x 
l 

vérifient (1). 

Par contre, 

sant x > O, 

et e y' = b 

s'i l existe i > p tel que c. f O, en suppo-
1 

p 

> 
i=l 

vérifient (1). 

Dans le cas contraire, c'est-à-dire x <. O, 

cf:. c. b-i + b-p) E LS(x) 
i= l l 
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et 
e P -i 

y'=-b ~c.b E.U
5

{x) 
i=l 1 

• 

vérifient (1). 

Donc, quel que s o it x E M, (1) est vérifié. 

De plus, t out élément x ~ M est tel que 

et 

Par conséquent, 

Il suit de (2) e t (3) que S est une grille de M. 

L'unicité de y et y' tels que nous venons de 

les définir est u ne conséquence de la propriété 1. 

Comme précédemment, nous les noterons respectivement 

3) La grille S de M est symétrique en ce sens 

que 'ç x E S, -x E:. S . 
······················••·••······ 

-

( 2) 

( 3) 
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Si T et S son t des grilles de M vérifiant T .C:. SC. M, 

alors Test une gri l le de S. 

Pre uv e 

Pour XE":S, c e qui implique x E M, on • a par 

hypothèse-

LT(x) f 0 et UT (x) f 0, 

3 y E. LT (x) Vz e:_ T(x) z ~ y 

et 3y 'E. UT(x) V z' E UT (x) z•~ y' 

Par conséquent, Tes t une grille de S. 

Considérons n entier n !_ p et définissons les 

ensembles M, Set T de la façon suivante 

(F2) M = lx€ m 1 X = 0 ou Bl !;. \X\~ B2 

Bl 0. 1 
el 

avec = b 
e2 

) B2 = O • .( b-1) (b-1) ..... (b-1),b ..._,. 
n fois 

(F3) et 

Les ·sous-ensembles S et T de M sont des grilles de M 

-

et Tc s _c M. Donc, l 'ensemble des nombres flottants 

normalisés dont la man~isse comprend au maximum n chiffres 

en ~ase b est une gr ille de l'ensemble des flottants dont 

la mantisse comporte au maximum p chiffres avec p ~ n . 



2.3. Les "approximations". 

Définition 3. 

Soient { M, ~} un ensemble ordonné et Sc.. M, S une 

grille de M. 

12. 

L'application 0: M ~ S est appelée "approximation" de M 

dans S si et seuleme nt si 

1) Vx,y EM 

2) VxE.S 

Nous 

inférieure 

supérieure 

Théorème 2. 

x ~ y ⇒ D (x) ~ 0 {y) 

D (x) = x 

(monotone) 

(optimale) 

appeller ons 0: "approximation" par une valeur 

si, pour tout X€ M, D (x) ~ x; par une valeur 

si, pour tout XE: M, Çl (X) ~ X. 

~-.... 
•✓ 

Soient l M, ~ ~ un ensemble ordonné et Sc. M une grille ,. 

de M. 

L'application O : M ~ S est une "approximation" par une 

valeur inférieure s i et seulement si 

°'1xE M 0 ( x) = max L S ( x) . 

Par contre, 0 est une "approximation" par une valeur 

supérieure si et seu lement si 

Vx E. M D (x) = min US (x). 

Pre uve 

Supposons que pour tout x E. M, D (x) = max Ls {x) . Si 

x et y sont des élé ents de M tels que x ~y, alors 

Ls(x)c Ls(y). Donc , max Ls(x)~ max Ls(y). 

Par conséquent, si x ~ y, 

D (x) ~ D (y) 

et la monotonicité de l'application D est vérifiée. (4) 
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Si x est un élément de S, alors x E: LS (x) et par hypothèse, 

Donc x = max LS (x} e t, par conséquent, si x E S 

X = Q (X) 

et l'optimalité de D est vérifiée. 

Par définition 

y~ x . 

Donc x~max LS(x} ou de manière équivalente, 

x~O(x). 

(5) 

( 6) 

Il suit de (4), (5) et (6) que D est une "approximation" 

par une valeur infér ieure. 

Inversément, si D est une "approximation" par une 

valeur inférieure, 

0-(x) ~ X 

où O(x) est un élément de LS(x). 

Supposons qu'il existe y E: LS (x) tel que 

O(x)fy~x. 

Par la monotonicité de l'application D, 

O(O(x) )~ 0(y)~ O (x). 

Or O est optimal e t O(x), y sont des éléments de LS(x). 

Donc 

O(x) ~ y ~O(x). 

Ou encore O(x) = y. Et -finalement 

L'autre partie du théorème se démontre de manière 

analogue. 
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Corollaire. 

Il existe une et une seule "approximation" par une 

valeur inférieure e t une seule "approximation" par une 

valeur supérieure d'un ensemble _ordonné \M,~} dans une 

grille S de M. 

Notations .. 

Nous , noterons max LS(x) et min US(x) respectivement 

V (x) et f1 (x ) . 

Soient Set M définis par (Dl) et (D2). Pour 

tout XE M, 

V(x) = - 11(-x) 

et LÎ(x) = -V(-x). 

Preuve 

Suivant les notations employées précédemment e t 

les conséquences tir ées des définitions de Set M par (Dl) 

et (D2), 

Vcx) = max Ls(x 
00 

-i Or, si X = be L c . b , 
i=l .l 

b -i 
C. 

l 
= - min US (-x). 

= 
Par contre, six= - be~ 

Donc V(x) = - ~ .(-x). 

i=l 
P · 

(L c . 
l i=l 

-i 
C . b , 

l 

-i -p b + b ) = - min US (-x) . 

La seconde égalité se démontre de la même maniè re. -
-1 



Théorème 3. 

Soient tM,~) un ensemble ordonné, Set T des 

grilles de M telles que TC S <. M. 

Si V, V 1 , V 2 sont l e s "approximations" par une valeur 

inférieure qui véri f ient 

'yl M ) s 

v2 s )T 

V M ➔ T 

alors, pour tout x E: M, 

Pre uve 

Etant donné q ue TC S, pour tout x €: M, 

Il s'ensuit - : 

'\/(x) = max LT (x ~ V 1 (x) = max LS (x). 

L'application \/ 2 es t monotone et optimale, donc 

V2 (v'(x)) =V(x) ~ V 2 (V1 (x)). 

15. 

(7) 

Par _hypothèse, '\/ 1 e t \/2 sont des "approximations" par une 

valeur inférieure, c e qui entraîne 

L'application V est monotone et optimale. Donc 

Il suit de (7) et (8 ) 

t/2 ('1
1

(x)) = t/(x. -



Le théorème s e vérifie aisément dans le cas 

d'"approximations" par une valeur supérieure. 

16. 

Soient T, M e t S définis par (Fl), _(F2) et (F3). 

Les sous-ensembles S et T de M sont des grilles de M telles 

que TC SC M. 

Nous pouvons donc a ppliquer le théorème à ces ensembles 

particuliers. 

Si V, vl, v2 "approx iment" un nombre réel par un nombre 

flottant de valeur i nférieure et 

V: M ) T 

'\/1 M > s 

V2 s )T 

alors, pour tout rée l X t" M, 

Si hi., h. 1 , h. 2 "approx iment" un nombre réel par un nombre 

flottant de valeur s upérieure et 

/J. . M > T . 
.61 M ) s 

.6 2 : s > T 

alors, pour tout rée l X E.-M, 

/1 (x) = /j, 2 (/11 (X) ) • 
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2. 4. Les "approximations " dans les ensembles totalement ordonnés. 

Théorème 4. 

Soit \M,~} u n ensemble totalement ordonné. Si le . 1 

sous-ensemble S de M est une grille de Met si les appli

cations V: M ~ S e t 11: M ~ S sont les "approximations" 

respectivement par une valeur inférieure et par une 

valeur supérieure, a lors, quel que soit x~M, il n'existe 

pas d'élément y E: S v érifiant 

Preuve 

Supposons qu'un tel y existe. Or y E: S implique 

y E M et M est un ens emble totalement ordonné. Donc 

Vxt:M y~ X OU y~ X. 

Supposons y~ x. Cela entraîne 

En raison des carac t ères monotone et optimal de l'appli

cation V 

ce qui est impossible. Donc, il n'existe pas d'élément 

y E: S vérifiant V(x) <. y< /).(x). -

Théorème 5. 

SoientlM,~\ u n ensemble totalement ordonné, une 

grille S de M, une "approximation" tJ: M --) s et les 

"approximations" de M dans S par une valeur inférieure et 

par une valeur supérieure notées respectivement V et f1. 

Pour tout xE:M, cons idérons I = lYE: M\'l(x) ~ y~ LÎ(x)}. 

Si xES, alors O(x) = V(x) = LÎ(x) = x et si x<j.s, alors 

on peut construire r 1 et r 2 , des sous-e~sembles de I 
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tels que 

1) I 1 U I 2 = I 

2) Vx1 <=. I 1 'vx2 & I 2 x
1 
< x

2 

3) si x~ I
1 

□ (x) = V(x) 

4) si x t.I
2 

0(x) = t(x) 

Pre uve 

Considérons u n élément x de M. Si x E:. S, alors, en 

raison de l'optimal i té des applications tl, V et 1::.., 

Q{x) = V(x) = 1::..(x) = x. 

Prenons le cas où x f S. Par définition des applications V 
et 6 

V(x)~x~l::..(x). 

Or □. est monotone e t optimal. Donc 

D ( V (X) ) = V (X) f □ (X) {: ~ (X) = D (.L\ (X) ) • 

Et, par le théorème 4, 

O(x) . = V(x) ou O(x) = ll(x). 

Définissons I 1 et I 2 de la façon suivante 

Il = \yE:I\ tJ(y ) = 'v(x)} 

I2 = lY (:-II tJ(y ) = D. (x)}. 

De ces définitions, il . découte immédiatement 

I = I 1 \J I 2 

si x 6 I 1 □ (x) = V (x) ; mais 

si x E- I
2 

D(x) = b. (x). 

Il nous reste à prouver que, quels que soient x
1 

E I
1 

et x 2 E: I 2 , x 1 <.. x 2 . 



Par l'absurde, suppo sons qu'il existe x 1 E: r 1 et x 2 E: r 2 
tels que x 1 ~ x 2 . 

Or, x 1 et x 2 sont d e s éléments de I, donc 

V(x) ~ x 2 ~ x 1 ~ l1.(x) . 

19. 

En appliquant l' "app roximation" D à ces inégalités, nou·s 

obtenons .: 

Par hypothèse, x 1 6.. I 1 et x 2 er2 , donc 

t/'(x) ~ Di.(x), \/(x ) !:: b,(x). 

ou 1i]'(x) = l1(x). 

Ceci est impossible é tant donné que xfs et la démonstration 

du théorème est ache vée. -



fi 
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2.5. Les "approximations " symétriques. 

Définition 4. 

Soient M une partie de JR., Sune grille symétrique 

de M et □: : M ~ S une "approximation" de M dans S. 

L"'approximation" Q sera dite symétrique si, par définition, 

VxE M Cl(-x ) = -O(x). 

Soient Set M définis par (Dl) et (D2). Nous allons 

reprendre les notati ons du théorême 5 pour définir diffé

rentes "approximat:j..ons" symétriques utilisées sur 

ordinateur. 

1) arrondi: R(x). 

Si X~ 0 

Il = l_"y(x), V (x) ; f:1(x) [ 

I2 = [V(x) ; f1(x), b. (x~. 

2) Approximation éloignée de zéro : 't'(x). 

Si X~ 0 

Il = t V(x)} 

I2 = ] V(x), 6(x}J 

Si X(. Ü 

Il = [V(x), .f:1 (x ) [ 
I2 = lll (x)} . 
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3) Approximation di r igée vers zéro : 'f (x) . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . . .. .. .. .. ... .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 
Si x~O 

r
1 

= ['v(x), i1 (x) [ 

r 2 = l6(x)} . 

Si X<. 0 

r 1 = l'7(x)} 

r
2 

=] V(x), ~ (x)]. 
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2.6. Etude de l'erreur. 

1) ConceEt_d'erreur_relative. 

Soit x f O et x une approximation de x. On 

définit l'erreur relative Ê par 

ou, de façon équi valente, 

x=x(l+t) . 

2) Bornes_d'erreur2_dues_aux_"aE12roximations 11 _'v.· et 6.. 

Soient S et M définis par (Dl) et (D2) et x E. M. 

Si x të; S, alors 'v(x) = L}(x) et l'erreur relative t. est 

égale à zéro. 

Supposons alors que xJLs. 
et e entiers tel s que 

Donc, il existe (c.)~1 1 1= 

e = -i 
x=!kb ~c1 b ,*El+,-}. 

i=l 

Six, l'approximation de x, est définie par 

e .,..r_ -i l } x=!kb .z_c . b ,!tE: +,-
. 1 1 1= 

alors, l'erreur r elative ~vaut 

t. = 

OCJ 

Or ~ 
i=p+l 

c::>e:> 

-L 
i=p+l 

~ 
i=l 

b -i c. 
1 

-i -p 
c. b < b 

1 
et 

Nous pouvons donc en déduire 

c:::x::> 

L 
i=l 

c. 
1 



Si, par contre, x est défini par 

(1= 
i=l 

c. b -i + b -p) , 
J. 

alors, l'erreur relative f. 
oc::, 

-i ~ - C. b + b 
i=:e+l J. 

C. -= OC> 

L -i 
C. b 

i=l J. 

OC> 

Or, 0 <. 2 -
i=p+l 

-i -p 
c. b < b 

J. 

Ce qui entraîne 
cc:. 

vaut 

-p 

puisque xf S. 

o< - ~ 
i=p+l 

c . b - .i + b -p < b -p. 
1. 

De plus, 

= L C. 
i=l J. 

-i 
b 

-1 
~ b • 

Par conséquent,\ E 1 <. bl-p. 
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3) Bornes_d' erreurs _dues_aux_ "aEeroximations" _RL 't' _et 'f. 

En utilisant les bornes d'erreurs obtenues pour 

les "approximations" V et~, nous obtenons les 

r~sultats suivant s : 

a) IR(x) - xi<! bl-p 
X 2 • 

b) j 'Y (X) X - X \ < b 1 -p ~ 

c) j'f(x) x - x j <.. b l -p. 
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2.7. Représentation des nombres flottants sur l'ordinateur 

Siemens 4004. 

L'ordinateur Siemens 4004 travaille en base 16. La 

conversion des nombr es décimaux en nombres hexadécimaux 

s'effectue au moyen du système de conversion de base 

représenté ci-dessou s : 

Décimal 
base 10 

Système _de_conversion_de_base. 

Hexad écimal 
bas e 16 

Décimal 
base 10 

Hexadécimal 
base 16 

·-------------·-------------·-------------·-------------· . . . . . . 

. . 

0 0 8 8 

1 1 9 -9 

2 2 10 ·A 

3 3 11 B 

4 4 12 C 

5 5 13 D 

6 6 14 E 

7 7 15 F 

Deux sortes d e nombres flottants sont pris en 

considération : les flottants de longueur simple et ceux 

de longueur double. Les premiers comportent 32 bits (ou 

huit chiffres hexadécimaux) et les seconds 64 bits (ou 

seize chiffres hexa écimaux) qui se répartissent comme 

suit: 

1 bit pour le s i gne de la mantisse 

7 bits pour l'exposant 

24 bits pour la mantisse en simple longueur 

56 bits pour la mantisse en double longueur. 

3t. 

js Jexpo!.. j 
g .9 

:V 
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Le point de l a fraction est supposé se trouver à 

gauche du premier c hi ffre de la mantisse. 

Etant donné que 7 bits servent à représenter 

l'exposant, il exis t e au maximum 128 représentations 

possibles. Pour ne pas l'affecter d'un signe, l'exposant 

est incrémenté d'une valeur constante égale .à 64 en base 10 

(ou 40 en. base 16). 

tique. 

Ce nombre, e x posant + ·64 10 , est appelé caractéris-

CARACTERISTIQUE . EXPOSANT 

:---------------------------:------------ . : 

Décimal : Hexadécimal : Décimal 
:------------ :-------------:-------------: 

0 

64 

127 

0 

40 

7F 

-64 

0 

+63 

Les nombres f lottants normalisés représentables 

sur l'ordinateur Siemens sont donc des éléments de 

S = S(l6, 6, -64, 63 ) s'ils sont en simple longueur, 

de S = S(16, 14, -6 4 , 63) s'ils sont en double longueur. 

La représenta tion flottante normalisée du nombre 

zéro sera donnée par le signe+, une caractéristique 

et une mantisse nulles. 

L'ordinateur Siemens utilise l 111 approximation 11 dirigée 

vers zéro. Par conséq ent, six est une donnée d'un problème, sa 

représentation en mach ine est ~(x) . 

_J 
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3 . L'ARITHMETIQUE=SUR=ORDINATEUR. 

3.1. Point de vue axiomatique. 

Définition 5. 

Soit un ensemble M non vide. Définissons sur M une 

loi interne notée x : Mx M ---M. Nous appellerons 

l'ensemble M groupo ï de et nous le noterons lN,*\· 

Définition 6. 

Soit un groupoïde lM,*\· L'ensemble M possède un 

neutre à droite pour la loi * s'il existe un élément e E M .S:-; 

tel que 

°Vx E. M X Xe= X. 

L'ensemble M possède un neutre à gauche pour la loi* s'il 

existe un élément e G M tel que 

e X X= X. 

Sie est .à la fois neutre à gauche et à droite, nous 

l'appellerons neutre de M pour la loi*· 

Définition 7. 

Soient l M, * \ un groupoïde, \ M, ~} un ensemble ordonné 

et une grille S de M. 

Défihissons sur Sune loi interne~: S x S --->~ S. Cette 

loi donne à ts, ~}une structure de groupoïde. Sous ces 

hypothèses, introdu i soµs les définitions suivantes : 

1) tS, ~}respecte l a structure d'ordre sur M par rapport 

à la loi x si 

Vx,y,z,tE.S xxy~zxt =======')~ X fla y ~ Z lil t . 

2) l S, lx!} est un grou poïde optimal si 

Vx,yE.S X ,'f yE:S > xœ y= X X y. 
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3) Dans le cas parti culier où M est une partie de lR., 

l S, lx!} est un gro poïde dirigé vers zéro si, pour tout 

x,yE.S, 

X X y ~0 

==⇒)► x~y"?:,xxy 

===>> X~ y~ X X y. 

Théorème .6. 

Soient l M, x} un groupoïde, l M, f) un ensemble ordonné, 

une grille S de M e t Dx : M ) S une application de M 

dans S. Définissons une loi interne !il : S x S ► S de -~; 

la façon suivante 

'tf x,yE. S x ~ y = Dx (x x y) . 

1) Si D x est une app lication monotone, alors l S, ~} respecte 

la relation d'ordre sur M par rapport à la loi x. 

2) Si D* est une app lication optimale, alors ls, fil) est un 

groupôïde optimal . 

3) Si la loi x est commutative dans M, alors la loi fil est 

commutative dans S. 

4) Si M c lR. et, pour tout x E M 

x<O 

X ~Ü 

==')~ (J X (X) ~ X 

==:::!J) IJ * (x) ~ x, 

alors l S, ~} est un groupoïde dirigé vers zéro. 

Pre uve 

1) Soient x,y,z,t E: S tels que x x y~ z x t. Les éléments 

x * y et z x t s o nt des éléments de Met, par hypothèse, 

D * est monotone. Donc 

D * (x x y) ~ D x ( z x t) • 



Il suit de la dé f inition de la loi !il 

X !iJ y~ Z fil t . 

Par conséquent, t S, lif} respecte la rela tian d'ordre 

sur M par rappor t à la loi x. 
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2) Soient x,yE S te l s que x x y E. S. L'appU,cation □* est 

optim~le, donc 

Il s'ensuit 

X !il y= X% y . 

Dès lors, l S, li} E~st un groupoïde optimal. 

3) Soient x, y~ S. Par hypothèse, 

x fia y = □* (x * y) et y fil x = D * (y x x) • 

Or la loi x est c ommutative dans M. Donc 

Par conséquent, l a loi !il est commutative dans S. 

4) Considérons les e nsembles S et M tels que Sc M c JR et 

les éléments x, y é S. 

L'élément x x yE M. Si x x Y< O, alors, par hypothèse~ 

X li! y = D (x 
X * y)> X .,, * y. 

Par contre, Si X * y~ o, 

X [3a y = □X (X * y)~ X * y. 

Donc, \ S, li } est un groupoïde dirigé vers zéro. -
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Théorème 7. 

Soient lM, %}un groupoïde qui possède un neutre 

à droite noté e et S c. M, une grille de M telle que e E: S. 

Si la loi li! : S x S > S donne à l S, fil} une structure 

de groupoïde optimal , alors e est un neutre ·à droite d~ 

S pour la· loi !il. 

Pre uve 

Soit un éléme nt x E: Sc M. L'élément e est neutre à -~ 

droite de M, donc 

X Xe= X. 

Or, par hypothèse, t S, ~} est un groupoïde optimal 

et x €. S. Dès lors, 

X~ e =XXe= x. 

Par conséquent, e e s t neutre à droite de S pour la loi~

• 



3.2. Etude des opérations arithmétiques sur l'ordinateur 

Siemens 4004. 

30. 

Considérons l es ensembles S = S(b,p,e1 ,e2 ) 

et M définis par (D l ) et (D2) (voir section 2. 2.), Y et '-t1 
les "approximations " respectivement éloignée de zéro 

et dirigée vers zéro. Introduisons un nouvel ensemble 

noté Tet· défini par 

T = T ( b , p-1 , el , e 2 ) . 

Cet ensemble nous s e ra utile par la suite. Nous noterons 

'Yx et'fx les "approximations" de M dans T respectivement -~-; 

éloignée de zéro et dirigée vers zéro. Les opérations fonda

mentales+,-,. et/ t elles qu'elles sont exécutées par 

l'ordinateur seront notées ffi, B, Q et IZl. 

Le problème e st le suivant : soient x Et+, - , . ,/} 

et ·~ E. \.fil, B , El , IZl}, quelle est 1 'application Dx qui 

vérifie 

\Jx,ye. S (S '\_o} si X = /) X ffi y = □X (x X y) ? 

De la connaissance des applications Ox, nous déduirons 

des propriétés relat i ves aux lois _Hl, I.:I, Q, l.Zl et nous 

trouverons une borne de l'erreur due à l'approximation 

de x x y par x .lil y. 

Pour plus de f acilités, nous ne considérerons pas, 

au cours de cette é t ude, le problème de dépassement de 

capacité. Quel que soit x .~ y= mbe, nous supposerons 

e 1 ~ e ~e2 . Le dépas sement de ces bornes provoque l'arrêt 

de l'exécution d'un programme. Les termes "underflow" 

et "overflow" désignent respectivement un dépassement vers 

le bas (e < e 1 ) et u n dépassement vers le haut (e) e 2 ). 

Et enfin, nou s dirons qu'un nombre flottant est 

"shifté" vers la dro ite (ou vers la gauche) d'un chiffre 

hexadécimal quand i l subit les transformations suivantes 



1) la mantisse est déplacée vers la droite (tiu vers la 

gauche) d'un chiff re -hexadécimal. 

31. 

2) le premier chiffre de la mantisse devient zéro (le 

dernier dans le cas d'un "shifting" vers la gauche). 

3) la caractéristique est augmentée (ou diminuée) d'une 

unité. 

Un nombre flottant b e f- O est normalisé par un "shifting" 

vers la gauche ou v ers la droite lorsque 

ou • 1ml > 1. 
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3 .3. Addition et soustrac tion en virgule flottante. 

3 .3.1. Description des op érations sur l'ordinateur Siemens. 

La soustrac tion sur ordinateur consiste en une 

addition après cha ngement de signe du nombre à soustraire. 

Dès lors 

X 8 y = X ffi ( ·- y) . 

C'est la raison pour laquelle nous nous limiterons à 

l'étude du process us de l'addition. 

1) Addi tion_de_deux_,_ ombres_f lottants_de_longueur _simele. 

Soient x,y E- S(16,6,-64,63). 

1ère étape. 

Les caractéristiques des deux nombres sont comparées l'une 

à l'autre. Si el l es ne sont pas identiques, le nombre 

ayant la caractér i stique la plus petite est "shifté" vers r 

la droite jusqu'à ce que les exposants soient égaux . 

Seuls les sept premiers chiffres de la mantisse de ce 

nombre sont conser vés. 

2ème étape. 

Les mantisses sont additionnées pour former la mantisse 

de la somme intermédiaire. Celle-ci consiste en un 

signe et sept chif fres hexadécimaux plus, éventuellement, 

un report (elle pe ut être, en valeur absolue, supérieure 

à 1). Le septième chiffre est appelé chiffre de garde. 

Il conserve une pa rtie intéressante de l'addition exacte 

quand il y a eu " s hifting" avant l'addition. 

3ème étape. 

La somme intermédi aire est ensuite normalisée et seuls 

sont gardés les s i x premiers chiffres de la mantisse. 



Exemples. 

a) 0.FFF987 16° EB 0.F83768 16-2 = 0.l00FlB 16 1 

En effet, la s omme intermédiaire est 

0.FFF987 160 + 0.00F8376 160 = l.00F1BE6 16o. 

Ensuite, le ré sultat intermédiaire est normalisé 

et ia mantisse e st tronquée à six chiffres. 

= 0.FEC33B 16-l 
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b) 0.105368 16o B o.673457 16-2 

s'obtient de l a manière suivante le résultat inter-

médiaire est 

0.105368 160 0.0067345 160 = 0.0FEC33B 160; 

le résultat fina l est obtenu après normalisation du 

résultat intermédiaire. 

Remarque Le chiff re de garde ne se conserve pas au 

cours d' une série d'additions. 

2) Addition_de_deux_nombres_flottants_de_lon~ueur_double. 

Soient deux éléments de S(16,14,-64,63). 

1ère étape. 

Si les caractéristiques ne sont pas égales, elles le 

deviennent après un shifting à droite du nombre ayant 

la caractéristique la plus petite. Seuls les quatorze 

premiers chiffres de · la mantisse sont conservés. 

2ème étape. 

Les mantisses sont additionnées pour former la mantisse 

de la somme intermédiaire. Celle-ci consiste en un signe 

et quatorze chiffre s hexadécimaux plus, éventuellement, 

un report. Il n' y a donc pas de chiffre de garde. 
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3ème étape. 

La somme intermédiaire est normalisée et sa mantisse est 

tronquée à quator ze chiffres hexadécimaux. 

Exemples. 

a) 0.1 160 8 0. FFFFFFFFFFFFFF 16-l = 
En e~fet, le r ~sultat intermédiaire est 

0.1 160 O. FFFFFFFFFFFFF 160 = 
0.00000000000001 16°. 

Le résultat fi al est obtenu après normalisation du 

résultat intermédiaire. 

Remarque le résultat exact de la soustraction 
-14 est 0 .1 16 . S'il y avait eu ·un chiffre 

de garde, c'est ce résultat que nous aurions 

obtenu. 

b) 0.FF4 160 ffi 0 .1 96314ABCD1378 16-l = 
0.100D6314ABCD13 16 1 . 

En effet, la somme intermédiaire est 

0.FF4 160 + 0 .0196314ABCD137 160 = 
l.00D6314ABCD137 16o. 

Le résultat intermédiaire est normalisé et seuls les 

quatorze premiers chiffres de la mantisse sont gardés. 

Remarque l'existence d'un chiffre de garde n'aurait 

pas accru la précision de ce résultat. 

3.3.2. Etude du processus de l'addition. 

Pour pouvoir étudier simulta nément le processus 

de l'addition en simple et en double longueur, nous 

introduisons le n mbre q. Celui-c i vaut 1 lorsque 

l'addition s'effectue avec l'aide d'un chiffre de garde 

et 0 dans le cas contraire. 



Soient x et y deux nombres flottants signés 

x = mbe et y = nbf 

oü m,n et e,f sont respectivement les mantisses et 

exposants de x et y. Nous supposerons Lxl ~ IYI. Si 

tel n'est pas le c as, nous nous y ramenons en échan

geant les rôles de x et y. 

Il est ·possible que X et y soient nuls et alors 
e l 

X = +O. 00 ... b = y. 

Par conséquent, EB 
el 

X y = +O .00 ... b 
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Considérons x f O. Désignons par n' la mantisse obt enue 

après le déplaceme nt den de e-f chiffres, c'est-à-dire 

n' = b-(e-f)n , 

et par n" la manti sse qui consiste en le signe et les 

p+q premiers chiffres den'. 

La mantisse u' de l a somme intermédiaire est 

u' = m + n", 

et u est la manti s se obtenue après normalisation de u'. 

Le nombre entier g sera défini par 

x [ff y = 'f (ubg) . 

Nous allons séparer notre étude en deux cas. 

1) Les_nombres_x_et_y _sont_de_même_si~ne. 

Dans ce cas, lu'I = lm+n"I < 2 et lu'I ~!ml~ b-l -~ 

Si b-l~ lu'I< 1 alors u' = u. Il s'ensuit 

. \,/) e 
x B3 y = \ ( ub ) . 

Par contre, si ]u 'I ~ 1 alors u = u'b-1 . Donc 

x 83 y = 'f ( ub e + l' ). 
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Dans les deux cas , les p premiers chiffres de u sont 

aussi les p premie r s chiffres de m+n'. Par conséquent, 

X I±f y = 'f (X + y) . 

2) Les_nombres_x_et_y _sont_de_si~ne_contraire. 

Dans ce cas, lu'I = lm+n"I .f. 1ml <. 1. 

Supposons u' f O. Ce sera toujours le cas six f y. En 

effet, u' = 0 quand m+n' = O. Or b-l~ lml~ 1, donc 

b -l ~ 1 n' [ ( 1. Par conséquent, y n'a pas subi de "shif ting" 

avant d'être addi t i onné à x, c'est-à-dire e = f et n" = n. 

Puisque m + n = O, x = -y. 

Si u' f o, plusieur s cas sont possibles. 

a) e - f ~ q. 

Alors n" = n' e t u' = m + n'. 

Par conséquent , x ffi y= i(x + y). 

b) q = 1 et e - f > 1. 

Alors met n" v érifient les inégalités suivantes 

b-l ~ 1ml < 1 et O {: ln"I <. b-2 . 

Donc b-2 < 1ml - ln 11 I < 1. On en déduit b-2 < lu'[ < 1. 

Si ubg Ee S, alors x 83 y = 'Y (x + y) . Par contre, 

si ubg f S, alors x ffi y= 'f (x +y). 

Démontrons la r emière affirmation. 

-1 1 Supposons b ~ lu' <. 1. Alors u' = u. De plus, n" 

et n' vérifient 

1 n 11 1 ~ 1 n' 1 '-. 1 n" 1 + b -p. 

Donc I m 1 - 1 n II 
l - b -p '- 1 m \ - \ n ' 1 ~ 1 m 1 - 1 n" 1 . 

Par conséquent , 

1 ub g \ - b - ( p -g) ( 1 x + y 1 ~ 1 ub g 1 avec g = e. 

Par contre, si b - 2 < 1 u' 1 <. b- 1
, alors u'b = u. 



Les mantisses n " et n' vérifient 

ln"I f ln'l l. ln"I + b-(p+l). 

Par conséquent , 

l ubg 1 - b - (p-g) <. 1 x + yl f I ubg I avec g = e-1. 

Etant donné que ·ubg E= S, 

x 83 y= i (ubg) ~ ubg. 

Donc, 1 x 83 y 1 - b - ( p-g > t... 1 x + y 1 ~ 1 x E8 y 1 . 

Il s'ensuit 

X 83 y = 't' ( X + y) . 

Démontrons la s e conde affirmation. 
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La mantisse u c omporte au plus p+l chiffres. Donc, 

si ubg tj. S, u c omporte p+l chiffres et le (p+l) ème 

chiffre est di f férent de z 6ro. Dès lors, u' = u 

et ~ ( ( lu I - b - ( p+ 1 ) ) b g) = . ~ ( 1 ub g 1 ) . 

Les · mantisses n ' et n" véri f ient 

\ n" \ !:- 1 n ' \ t.. 1 n" 1 + b - ( p+ 1 ) . 

Donc lm! - ln" I - b-(p+l) .( 1ml - ln•!< 1ml - ln"I. -
L'application 'f est monotone. Il s'ensuit 

i ( ( \m \ - \n " \ - b - ( p+ 1 ) ) b g) = i ( lub g t) ~ 

~ ( f x + y 1 ) !::: '-\Uub g 1 ) = 1 x Hl y 1 . 

Et finalement • 

X 1fl y = i\ x + y) • 

c) q = 0 et e - f = 1. 

Avant d'être a dditionné e-1 à x, le nombre y= nb 

subit un "shift i ng" à droite d'un chiffre hexadécimal. 

Le pème chiffre den est perdu au cours de cette 

transformation . 



Par conséquent n"be = ix(nbe-l) 

Le nombre u'be E S, donc 

Finalement 

X EEl y = X + lf X {y) . 

d) q = ·o et e - f > 1. 

La mantisse u' vérifie 

b - 2 < 1 u ' 1 < 1 et ub g <S S 
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Si b-1 f lu•I <. l alors u' = u et, en raisonnant comme 

nous l'avons f a it pour démontrer la première affirma

tion en {b), nous obtenons 

X E!3 y = t' (X + y) . 

Si b-2 llu'l( b - 1 , alors u = u'b6T. Donc 

x EB y= "fX(x + y). 

Finalement , nous pourrons énoncer le théorème 

suivant: 

Théorème 8. 

Soient x e t y des nombres flottants notés x = mbe 

y .= nb f avec e ~ f . 

Six et y sont de même signe, alors 

X 83 y = 'f (X + y) . 

Par contre, six et y sont de s~gne contraire 

1) q -f O, alors 

x 1B y = 'f (x + y) ou x ffi y = 't' (x + y) . 

2) . q = 0 et e = f , alors 

x EB y=x + y 

q = O et e - f = 1, alors 

X EB y = X + 'f X {y) 
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q = O et e - f > 1, alors 

x 83 y = 't' (x + y) ou x EB y = 't' x (x + y) . 

3.3.3. Propriétés de l'a dition en simple longueur. 

1) Le_grouEoïde \ S, EB} ne_reseecte_eas_la_relation_d' ordre 

sur_M_Ear_raEeort_à_la_loi_+. 

Considérons l'exemple suivant 

x = 0.1 160, y = -0.543 16-S, z = O.FFF 160, 

t = O.ABE 16-:-S 

x +y= O.FFFFABD 16-l <'._ O.FFFFABE 16-l = z + t. 

Par contre, 

x E!3 y = O.FFFFAC 16-l > O.FFFFAB 16-l = z ffi t. 

2) Le_groueoïde ls, m\est_oEtimal. 

Soient x e t y E S. Posons x EB y = □+ (x + y) . 

Donc D + = '--\> ou D + = 't'. Or 'f et 't' sont des appli

cations optimales . Dès lors, par le théorème 6, le 

groupoïde \_ S, EE \ e st optimal. 

3) La loi EB est commutative dans S. 

Ceci est u ne conséquence du théorème 6 car la 

loi + est commutat ive dans JR . 

4) Le_grouEoïde ls, IB } n'est_Eas_un_groueoïde_dirigé 

vers zéro. ---------
Si X = 0.1 16° et y = -0.543 16-s , 

X + y = O.FFFFABD • 16-l ? 0 et 

X EB y = O.FFFFAC 16-l > X ± y 

l S, EEl \ n'est donc p as un groupoïde dirigé vers zéro. 
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5) Quel_gue_soit_x E s L_x_ œ _o_ = _o_ m _x_ = _x. 

Le groupoïd e l S, E8} est optimal. Donc, par le 

théorème 7, 0 e s t neutre de S pour la loi 133. 

3 .3.4. Propriétés de l'addition en double longueur. 

1) Le_grouEoïde {s, m.\ ne_resEecte_eas_la_relation_d'ordre • 

sur_M_Bar_raEEOrt_à_la_loi_+. 

Prenons par exemple 

X= 0.1234567 8 912345 16°, 

- 4 y= -0.19 16 , 

z = O.1234567891238 16°, 

-4 t = 0.38 16 . 

X+ y= 0.123 456789123437 < 0.12345678912344 = Z + t. 

Par contre, 

x E8 y = O.12 345678912344 ) O.12345678912343 = z EH t. 

Cet exemple montre bien que \. S, 83 \ ne respecte pas la 

structure d'ordre sur M par rapport à l'addition dans m.. 

2) Le_grouEoïde l S, EB \ n' est_Eas_ oetimal. 

Considérons les nombres suivants 

x = 0.1 16 1 e t y= -O.l 16 1 + b-p_ x et ye. S. 

Le nombre x + y = b -p <:: S. Pourtant, 

x 83 y= b-(p··l ) · f x + y. 

Donc le groupoïde \ S, _EEJ } n'est pas optimal. 

3) La loi • 83 est commutative dans S. 

4) Le_grouEoïde \ S, EB} n'est_Eas_un_groueoïde_d-irigé_vers_zéro. 
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5) Quel_gue_soi t_x E: s L_x_ 83 _o _ = _o _ EB _x_ = _x. 

La représentation flottante normalisée de zéro 

est 
el 

+0.00 ... 0 b . 

Soit x = mbe ES. Donc epe
1

. 

Si e = _e 1 , alors x B3 O = x + O = x. 

Si e = e 1 + 1, alo rs x ffi o· = x + lf x (O) = x + o. 

Sie - e 1 ) 1, alo rs u = m + 0 et b-l ~ lu l( 1. 

Par conséquent, x .EB O = '-Y (x + O) = x. 

Finalement, zéro e st un neutre de S pour la loi .EB. 
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3 .3.5. Etude de l'erreur r elative. 

Si l'addit i on s'effectue avec l'aide d'un chi ffre 

de garde, quels q u e soient x ,Y E: S, 

x EB y= (x + y) (1 +c.) aveclE.I<: bl-p_ 

En effet, q f O i mplique 

x EE y = Î (x + y) ou X Ei3 y= \(X . + y). 

( 9) 

Par conséquent, x 1B y = (x + y) ( :I.:, + f.) et t... vérifie 

1 f. 1 <. '. bl-p. 

Si l'addit i on s'effectue sans l'aide d'un chi ffre 

de garde, quels q ue soient x et y E S, 

x .83 y = x(l + c. 1 ) + y{l + f.. 2 ) 

et I é 11 , 1 é.. 2 I < b 2
-p. 

Le nombre q vaut z éro. Si x .Ei3 y = 'f (x + y) ou 

X m y = 'Y (x + y ) , alors 

x EE y = (x + y) ( 1 + t. ) avec l E. k bl-p. 

Dans le cas x ffi y = 't' x (x + y) , 

X 83 y = (X + . y) (1 +E.) avec 

Et enf i n, si x .EB y = x + 'f x (y) , 

x JE y= x + y (l + t.) avec IE kb2-P. 

Par conséquent, quels que soient x et y~ s, 
nous pourrons mettre x J±l y sous la forme 

x .EB y= x(l + c. 1 ) + y(l +t. 2 ) 

et lf..
1

1, !é 2 l < b 2-P .. 

Remarque : Si q = 0, nous n'avons plus une borne 

intére ssante pour€ tel que 

X ffi y = (X .+ y) ( 1 + t..) . 

(10) 



Si nous prenons l'exemple 

x = 0.1 16 1 et y= -0.1 16 1 + b-p, 

les ré sultats sont les suivants : 

X EB y 

X + y 

= b-(p-1) 

= b-p. 

L'erreu r relative E vaut donc 

= b - 1 = 15. 

43. 
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3 .4. Multiplication en v i r gule flottante. 

3 .4.1. Description des opérations sur l'ordinateur Siemens. 

1) MultiElication_de_deux_nombres_flottants_de_lon~ueur 

~!1.!!:e!~-

Soient x e t y<=- S (16 ,6 ,-64 ,63). 

1ère étape. 

Les caractéristiques sont additionnées et la somme, 

moins 64, forme l a caractéristique intermédiaire. 

2ème étape. 

44. 

Les mantisses sont multipliées. La mantisse du produit 

intermédiaire occupe douze .chiffres hexadécim~ux. 

3ème étape. 

Le produit intermédiaire est normalisé et sa mantisse est ,. 

tronquée à six chi ffres hexadécimaux. 

Exemple . .............. 
0.111111 16° -~ 0.111111 16° = 

En effet, le produ it intermédiaire est 

0.01234565432 1 16°. 

0.123456 16-l 

Après normalisation, seuls les six premiers chiffres de 

la mantisse sont pris en considération pour former la 

mantisse du résul t at final. 

2) MultiElication_de_deux_nombres_flottants_de_lon~ueur 

double. 

Soient x e t y des éléments de S(l6,14,-64,63). 

1ère étape. 

Les caractéristiq es sont additionnées. La somme, moins 64, 

forme la caractér i stique intermédiaire. 



45. 

r 

2ème étape. 

Les mantisses sont multipliées. La mantisse du produit 

intermédiaire cons iste en les quatorze premiers chiffres 

du résultat exact . 

3ème étape. 

Le résultat intermédiaire est normalisé. 

Exemple. 

0.1 160 @ Q. FFFFFFFFFFFFFF 16-l = 

0.FFFFFFFFFFFFF0 16-2 

En effet, le résu tat inte~médiaire est 

0.0FFFFFFFFFFFFF 16-l. 

Après normalisation, nous obtenons le résultat final. 

3 .4.2. Etude du processus de la multiplication. 

Cette étude nécessite l'introduction d'un nombre 

entier q. Celui-c i vaut 0 ou p suivant que la mantisse 

du résultat inter édiaire comporte pou 2p chiffres. 

Soient x e t y deux nombres flottants signés, 

x = mbe et y = nbf. 

Six= 0 ou y= 0 , la mantisse du résultat intermédiaire 

vaut zéro. Après normalisation, 
el 

x El y = +o . oo .. ·. o b . 

Considérons à présent le cas oü x et y sont 

différents de zéro . Nous désignerons paru' la mantisse 

qui consiste en l e s p+q premiers chiffres de m.n et 

paru la mantisse obtenue après normalisation de u'. 
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Le nombre entier g est défini par 

Les mantisses met n vérifient 

-1 
b ~lnl.::.l. 

·- 2 
Par conséquent, b k lu'I< 1. 

-1 Supposons b , lu'I< 1. Dans ce cas u' = u et les 

p premiers chiffre s de u sont aussi les p premiers chif

fres de m.n. 

Par conséquent 

X E) y = i (X • y) • 

Considérons à prés ent le cas b- 2 ~ 1 u I I < b -l et q f. O. 

Les p premiers chi ffres de u = bu' sont les p premiers 

chiffres de m . n c ar q f. O. 

Dès lors 

x El . y = i (x . y) . 

Finalement, dans l e cas b-2~ lu'kb-l et q = O, la 

mantisse u = bu' c onsiste en les p-1 premiers chiffres 

de m . n. Donc ub g E T. 

Il s'ensuit 

X (:f y = i ~ ( X . y) . 

Nous résumons les résultats dans le théorème suivant. 

Théorème 9. 

Soient x e t y deux 

= '-\' (x 

'f(x 

Si q t O, X G y 

Si q = 0 1 X El Y = 

nombres flottants signés. 

y) . 

y) ou x El y - ·i ~ (x . y) . 
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3.4.3. Propriété s de la multiplication en simple longueur. 

1) Le groupoïde \ S, ,0} respecte la structure d'ordre sur M 

par rapport à la l oi•. 

2) le groupoïde \ S, El) est optimal. 

3) La loi E1 est commu tative dans S. 

4) Le groupoïde \ S , .S ~ est un 9roupoïde dirigé vers zéro. 

5 ) Quel que soit x E: S , x _El 0. 1 b = 0. 1 b El x = x. 

Ces propri é tés sont les conséquences des 

théorèmes 6, 7 et 9. 

3 .4.4. Multiplication de deux nombres de double longueur. 

1) Le_~roueoïde \S, •} ne_reseecte_eas_la_relation_d'ordre 

sur_M_ear_raeeort_à_la_loi• . 

Considérons les nombres suivants 

X= 0.1111111 1111111 16°, 

y= 0.Fllllll l lllllF 16-l, 

z = 0.10000000000000 16 1 , 

t = 0.1012345 6 789ABF 16- 1 . 

X ... y = 0.101 2 3456789ABDBC ... 

< 0.10123456789ABF 

X El y = 0.101 2 3456789ABD > 
0.10123456789AB0 

Prenons pa s exemple 

x = 0.FFFFFFFFFFFFFF 16o, 

1 y= 0.1 16 . 

= z . t. 

= z ._EJ t. 
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X• y= XE S et 

x Ef y= 0.FFFFFFFFFFFFF0 160 f x ~ y. 

3) La loi El est commutative dans S. 

4) Le_siroueoïde ts, ·} est_un_siroueoïde_dirisié_vers_zér~. 

Quels que s oient · x et y E S, 

x El y = 'f (x • y) ou •X [:] y = ~x (x .- y) . 

Par conséquent, s i X . y~ o, 

X 8 y ~ X . y 

et si X . y< o, 

X l:l y ~ X . y 

5) Il_n'existe_eas_d:élément_neutre_dans_s_eour_la_loi 0. 

Si nous reprenons l'exemple 

x -~ 0~FFFFFFFFFFFFFFFF _ 160 

è = 0 : 1 16 1 

X@ e .f X 

Le nombre e était le neutre pour. et pour~ en 

simple longueur. 

3 .4.5. Erreur relative. 

Si la mantisse du résultat intermédiaire comporte 

au moins p+ 1 chiff res, quels que soient x, y E: S, 

X @ y = (x # y ) (1 + E.) avec 1 é. 1 <. 
1-p b . ( 11) 

En effet, q f 0 implique 

X El . y = 'Î (x . y) . 

Par conséquent, X GJ y = (x , y) (1 + f.) et €. vérifie 

IE.l<b1-p. 
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Si la manti sse du résultat intermédiaire comporte 

p chiffres, quels que soient x, y E: S, 

x Gl y = (x • y ) ( 1 + ~) avec (12) 

Si q = O, on a x Q. y = i (x • y) ou x Q y = 'f ~ (x • y) . 

Dans le premier c a s, 

X f:f y = (x - y ) (1 + t. ) avec 1 E 1 <. bl-:-P. 

•', , 

Dans le second cas , 

xgy= (x . y ) ( 1 + €..) avec I é 1 <. b 2 -p. 

Par conséquent, quels que soient x, y E S, 

x Q y= (x • y ) (1 + t..) avec lf-1<. b 2-P. 
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3 .5. La division en virgu le flottante. 

3 .5.1. Description de l' opération sur l'ordinateur Siemens. 

Soient x e t y E S(l6,p,-64,63) où p = 6 ou 14. 

1ère étape. 

Les caractéristiques du diviseur et du dividende sont 

soustraites. La d ifférence, augmentée de _64, forme la 

caract~ristique du résuitat intermédiaire. 

2ème étape. 

Les mantisses du . d ividende et du diviseur sont divisées 

pour donner la mantisse du quotient intermédaire. 

Celle-ci comprend les six premiers chiffres hexadécimaux 

du résultat exact en simple longueur, les quatorze 

premiers en double longueur, plus un report possible. 

3ème étape. 

Le résultat intermédiaire est normalisé. Sa mantisse 

est tronquée à six chiffres en simple longueur et à 

quatorze chiffres en double longueur. 

3.5.2. Etude du processus de la division. 

Soient x e t y des nombres flottants signés 

x = mbe et f y = nb f O. 

Désignons paru' l a mantisse du quotient intermédiaire 

et paru la manti s se obtenue après normalisation de u'. 

Le nombre g sera c elui qui vérifie 

x r7i y= ubg 'LJ, 

Six= O, alors x r;z:J y · = x /y= O. 

Prenons le cas x t- O. Les mantisses met n vérifient 

b- 1~Jml<l et 

Donc , b - l < 1 u 'I < b. 

-1 
b ~lnl<l. 
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Supposons b- 1~\u' l< l. Alors u = u' et u consiste en 

les p premiers ch i ffres de la mantisse du résultat exact. 

Par conséquent 

X tzl y = 'f (X / y) . 

Dans l'autre cas, c'est-à-dire 1 ~ 1 u' k b, la mantisse 

u = u'b consiste e n les p+l premiers chiffres de la 

mantisse du résul t at exact et 

x IZl y = 'f (x / y) = 1 (ubg) . 

Nous résumons nos résultats dans le théorème 

suivant : 

Théorème 10. 

Soient x e t y deux nombres flottants signés 

et y f O. La divi sion flottante vérifie 

x lZl y = "f (x / y) . 

3.5.3. Propriétés de la division en virgule flottante. 

1) Le groupoïde \ S, !Zr\ respecte la structure d'ordre sur M 

par rapport à la l oi/. 

2) Le groupoïde lS,JZJ\ est optimal. 

3) Le groupoïde \s, IZl} est un groupoïde dirigé vers 

4) Le nombre 0. 1 bl e st neutre à droite de s pour la 

loi LZl . 

3.5.4. Etude de l'erreur . 

Quels que s oient x, y~ S tels que y f O, 

x tzf y= (x / y) (1 + f.) avec IE.. I <. bl--p_ 

Ceci est une conséquence immédiate du 

théorème 10. 

zéro. 

(13) 



Soient x, y et z E S= S(l6,p,-64,63). Posons 

p' = p-1 si p = 6 et p' = p-2 si p = 14. 

4 .1. Associativité de la loi additive. 

La loi+ est associative dans JR en ce sens que 

îJx,y,zE:JR (x + y) + z = x + (y+ z) . • 
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Par contre, la loi ffi n'est pas associative dans S. 

En effet, considérons les résultats (9) et (10) obtenus 

dans la section 3.~. Nous pouvons en déduire 

X ffi (y m z) = x(l + é. 1) + y(l + E. 2) + z (1 + E3), 

où El, é2 et E..3 vér i fient 

1 - b-p 
1 < 1 + El < 1 + b-p' 

(1 -p' 2 - b ) < 1 + E. 
J.. 

<. (1 + b-p') 2 i = 2, 3. 

Mais 

(x ffi y) FB z = x 1 + E..' 1 ) + y(l + t..' 2 ) + z(l + t.' 3 ) 

où ~• 1 , ( 1

2 et E' 3 vérifient 

( 1 - b -p 
1 

) 
2 < 1 + E: <. ( 1 + b -p 

1 

) 
2 

J.. 

1 - b -p 
1 < 1 + f ~ .( 1 + b -p 

1 

• 

i = 1,2 

Par conséquent, les erreurs associées aux nombres x, y et z 

ont·des bornes qui d épendent de l'ordre dans lequel les 

additions sont effec tuées. 

Illustrons l a n'on validité de l'associativité 

de EB. dans S par un e xemple très .simple. Soient 

x, y et z E: S ( 16 , 6 , - 6 4 , 6 3) . 

X = -0.534591 

y = +O.537893 

z = +O.56789A 

Nous avons alors 

X Efl. (y ffi. Z) 

16- 2 . 

-2 = 0.897A 16 . 



1 

Mais 

-2 
( x JE y) .EH z = O . 8 9 7 A 9 4 1 6 

qui est aussi le ré sultat exact de l'addition. 

53. 



4.2. Associativité de la loi multiplicative. 

La loi• est a s sociative dans m.. C'est-à-dire 

(X • y) ., Z = X .,. ( y ~ Z) • 

Nous allons montrer que la loi EJ est pratiquement 

associative dans S. Considérons les résultats (11) et 

(12) obtenus dans l a section 3.4. Nous pouvons en 

déduire 

avec 

et 

avec 

( 1 - b -p ' ) 2 < l + E. 2 <. ( 1 + b -p ' ) 2 . 

Par conséquent 

< x ,EJ y) ,G z = x 0 < y G z ) 

Pour E2 petit, on a 

Finalement, 

(x .B y) .G z = x B (y 8 z) ( l + /) 

où Ï vérifie 

( l - b -p 
1

) 
4 <. 1 + / < ( 1 + b -p 

1

) 
4 . 

Exemple. 

Soient x, y et z E S (l6,6,-64,63) où 

X= 0.FE 

y= 0.l000FF 16 1 

0.101006 161 . z = 

54. 
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Nous avons alors 

(x G y) G z O.FFOE3F 

et 

x B (y .ÈI z) O.FFOE2F. 

Le rapport (x El y ) 8 z (1 + , ) véri:l:i.e bien = 
X B (y Ël z) . 

(1 16-5)4 <'.'.. 1 + 1 ( (1 + 16-5)4. -
FFOE2.F 
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4 .3. Distributivité de l a loi multiplicative par rapport 

à la loi additive. 

La multiplica tion dans lR est distributive par 

rapport à 1' addition . Donc, pour tout x, y, z E: lR , 

X • (y + Z) = ( X • y) + (X • Z) . 

Cette propriété n'es t flaS vérifiée pour [r] et .IB dans S. 

Considérons d'abord le cas 

( y fi z ) = ( y + z ) ( 1 + t. ). 

Alors, 

X -:È] ( y .ŒJ Z) = X • ( y + Z ) ( 1 + Î) 

où Î vérifie 

( 1 - b -p 
1 

) 
2 < 1 + fY/ < ( 1 + b -p 

1 

) 
2 . 

Par contre, 

(voir 3.3.(9)). 

(x EJ y) @ (x G z) = (x • y) ( 1 + c. 1 ) + (x • z) ( 1 + ½) 

avec 

(1 

Exemple. 

b -p 
1 

) 
2 <. 1 + E. < ( 1 + b -p 

1 

) 
2 

1. 
i = 1,2. 

Soient x, y, z éS(l G,6,-64,63), JE et .El qui vérifient 

- (9) et (11). Si 

. X= 0.111111 

y= -0.1 

z = 0.l0000E, 

nous avons 

X .0 ( y JB z ) = 0 . EEEEEE 16 - 6 

qui est le résultat exact alors que 

-6 
(x El y) .EB (x 0 z) = O.E 16 . 



Si la loi ID vérif i e 

(y ffJ z) = y (1 + o{ ) + z ( 1 + j:>) 

alors 

OÙ 

et 

où 

(x Œ] y) EB (x Œ] z) 

( 1 - b -p' ) 2 .( 1 + t.' . '-.. ( 1 + B -p' ) 2 . 
1 

57. 

(voir 3. 3. ( 10) ) , 

i=l,2 
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4 .4. Simplification à ga che et à droite. 

Six, y et z sont . des nombres réels et x f 0, 

X • y = X • Z =====~> y = z . 

Cette propriété est quasiment vérifiée dans S. 

Soient x, y et z des éléments de s, X f 0 et X 0 y = X 

Alors, il existe El et f2 tels que 

X .Ël • y = (x . y ) ( l + El) = (x . z) ( l + é2) = X B 

et 

l - b -p 
1 

< l + f. i < l + b -p 
1 

i = 1,2 . 

Par conséquent, 

où 1 vérifie 

-p' 2 p' 2 
(l - b ) < l + j < (l + b- ) . 

Exemple. 

Soient x, y et z ~ S (l6,6,-64,63) et _8 qui vérifie la 

relation (11) , 

X= 0.11 16 1 

y= 0.FF 

z = 0.FF000F. 

Nous avons 

X _8. y = X .0 _z 

et cependant, y f z. 

y 
Le quotient --z vérifie 

16-5)2 
y 

(l - <. - -z 

= 0.l0EF 16 1 

l 16-5)2. = l - < (1 + 110001 

z, 

fil z. 



4.5. Inverse pour la loi multiplicative. 

Dans JR, si x -f O, x . (1 / x) = 1. 

Qu'en est-il de cett e relation dans l'ensemble S? 

Si X f O et X~ S, 

x El (llZ!"x) = x • (1/x)(l+E)(l+'Ï) 

= (1 + [) (1 + Î), 

où f. et 1 vérifient 

59. 

1 - b-p' < 1 + E < 1 + b~p' 

1 - b l -p < 1 + '7 < 1 + b l .:..p 

(voir 3.4. (11) et (12)) 

(voir 3.5. (13)). 

En particulier, si l a loi 8. vérifie la relation (11), 

x _G ( 1 _rzr x) = ( 1 + c{ ) 

avec 

Exemple. 

Considérons un nombr e x ES ( 16, 6 ,-64, 63), B qui vérifie 

la relation (11) et x = O.AB5938. 

x _El (1 .IZJ x) = O.FFFFFE -f 1, 

mais 
2 

On peut génér aliser cette propriété de la manière 

suivante : dans JR, si x -f O, 

X ~ (y / X) = y. 

Cette propriété est quasiment vérifée dans S. En effet, 

x G (y IZl x) = y ( 1 + f) (1 + 1 ) 
où E et '7 vérifient 

1 - -p' b <. 1 + f. < 1 + b -p' 

1 - bl-p < 1 + Î < 1 + bl-p. 



Dans le cas particul ier où p' = p-1, 

X 8 (y JZl X) = y (1 + "\) 

où 

( 1 - b -p 
1 

) 
2 <. 1 + -( < ( 1 + b -p 

1 

) 
2 . 

Exemple. 

Six= O;FA6BC3 et y = O.AB5938, qui sont des éléments 

de S(16,6,-64,63), e t si _E) et. JZJ. vérifient les 

relations (11) et (1 3), 

X (il (y fZI X) O.AB5937 y. 

60. 
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Chap. II EFFET DES ERREURS D'ARRONDI SUR UN ALGORITHME 
===========================================-=-===-==========--------

1. I NTRODUCTION. 

Dans ce deuxième c hapitre, nous allons effectuer une 

a nalyse d'erreur à propos du problème suivant. 

Nous disposons de deux polynômes factorisés 
n 

P1 (x) = kl TT (x - a.) 
i=l l 

m 
p 2 (x) - k Tr (x - b.) - 2 

i=l l 

Nous désirons calculer l e s zéros du polynôme 

L'intérêt de ce pr oblème est assez clair 

deux aspects : 

1.1. Synthè se des filtre s ~o]. 

(14) 

(15) 

(16) 

en voici 

Dans la synthè se des filtres, nous sommes amené s 

à manipuler des polynômes et, bien souvent, nous nous 

trouvons en face d' u n problème similaire à celui expos é 

ci-dessus. 

1.2. Calcul des racines de polynômes orthogonaux. 

Nul n'ignore l 'importance des fonctions orthogonales 

dans le problème de l a quadrature de Gauss par exemple , 

ou encore le rôle des polynômes de Tchebycheff, Legen~re , . .. 

Pour ces polynômes, nou.s disposons bien souvent d'une 

relation de récurre c e qui va nous permettre de calculer 

leurs racines de proche en proche. 



Exemple. 

Pour les polynômes d e Legendre, nous disposons des 

deux premiers polynômes 

Po(x) = 1 

P1 (x) = x 

et de la relation d e récurrence 

(m + 1) p +l(x) = (2m + 1·) p (x} - m p 1 (x). m m m-

62. 

Dans les deux cas, nous nous trouvons en face d'un 

problème de précision numérique. Nous verrons que la méthode 

u suelle qui consiste à c a lculer les coefficients, puis à 

f actoriser le polynôme, nécessite un nombre considérable de 

c hiffres. Or, nous somme s limités par la représentation de 

c es nombres sur machine. Pour éviter ces difficultés, une 

deuxième méthode a été pr oposée: la méthode produit. 

Nous étudierons t out d'abord le comportement des racines 

l orsque les polynômes son t définis par les coefficients, en 

u tilisant la théorie des fonctions algébriques. Nous effec

t uerons par après une ana lyse de la méthode de Newton-Raphson, 

u tilisée pour calculer l e s racines et, enfin, nous verrons en 

quoi la méthode produit p ermet d'améliorer la précision numé

rique des résultats par r apport à la méthode usuelle. Nous 

terminerons par quelques exemples numériques. 
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2. METHODE_USUELLE. 

2 .1. Principe de la méthode. 

Dans une première étape, nous allons calculer les 

coefficients des po l ynômes p 1 (x) et p 2 (x) définis en (14) 

et (15). 

Ces coefficie nts sont des fonctions symétriques . 

des racines. A par t ir de (16), nous pouvons alors faci

lement calculer les coeffici~nts du polynôme p(x). 

Dans la seconde étape, consistant en la factorisation 

du polynôme p(x), nous allons utiliser la méthode de 

Newton-Raphson, généralisée dans le cas complexe pour 

obtenir toutes les r acines de ce polynôme. 

Nous allons donc analyser la sensibilité des 

racines vis-à-vis de changements des coefficients, étude 

faite par Hille [1 1] et par Wilkinson [1 Ï· Ces changements 

des coefficients proviennent du calcul des coefficients 

et des erreurs d'approximation dans la méthode de Newton

Raphson: dans ces d eux cas, nous allons essayer d'estimer 

ces erreurs. 
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2 .2. Les fonctions algéb~iques. 

2 .2.1. Définitions. 

Soit un po l ynôme à deux variables complexes 

+ pn(z) (17) F ( z, w) = Po(z ) 
n + P1 ( z) 

n-1 + w w 

OÙ m . 

p. ( z) ± k = a . k z 
J k=O J , 

(j = O, ... , n) . 

Pour une valeur f i xée de z,. l'équation en w 

F(z,w) = 0 

admet normalement n solutions distinctes finies 

(18) 

Ce sont les différents éléments de la fonction algébrique 

que nous allons étudier. 

Il existe cependa n t certaines valeurs parti culières 

de z pour lesquelles l'équation en w (18) n'admet pas 

n solutions distinc tes finies. Ces valeurs, appelées 

points exceptionne ls de F(z,w) sont de trois types : 

- le point à l'infini 

- les racines de p0 (z) 

- les valeurs de z pour lesquelles Je polynôme en w ( 1 7) 

admet des r acines de multiplicité supérieure à 1. 

Urt point non exce p tionnel sera dit ordinaire. 

Nous a l lons étudi e r le comportement de la fonction w . (z) 
l 

(i=l, . . . ,n) qui co ïncide en z0 avec w0 , au voisinage 

de z0 dans le cas où w0 est une racine finie de multi

plicité égale ou s upérieure à 1 du polynôme F(z0 ,w). 

2 .2.2. Rappel sur les f onctions méromorphes. 

Soit une fonction f(z) à valeur et variable 

complexe& Nous dirons que f(z) est méromorphe en un 

domaine D si elle n'admet pas d'autre? singularités 

que des pôles d' ordre (de multiplicité) fini(e) en D. 
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Rappelons deux résultats que nous utiliserons 

ultérieurement : soient C une courbe simple, fermée, 

orientée positive ent etc* le compact délimité par C. 

1) Princiee_de_l'argllffient_généralisé. 

Si f(z) est méromorphe sur c* et n'admet ni pôle 

ni zéro sur C, s i g(z) est holomorphe sur c*, alors 

J f .g(z) f' (t) dt= 
.2.ilT f(t) 

C 

m n 
~ .g ( a . ) m . - L g ( b . ) n . 
j=l . J J j=l J J 

où a . (j=l, ... ,m) sont les 
J 

zéros de f(z), de multipli-

cité m. situés dan s ex, et 
J 

b. ( j=l, ... , n) sont les pôles ,S;; 
J 

n. situés dans c*. de f(z), de multip licité 
J 

2) Théorème de Rouché . 

* Si f(z) est méromorphe sur C et peut s'écrire 

comme la somme de deux fonctions méromorphes sur c* 

f(z) = g ( z) + h (z) \J zE c*, 

si g(z) et f ( z) n'admettent ni pôle ni zéro sur C, 

si, en plus 

lg(z) 1 > lh(z 'r/ zE c, 

alors la différenc e entre le nombre de zéros et le 

nombre de pôles, c omptés avec leur multiplicité, appar

tenant à C~ • est i dentique pour g (z) et f (z). 

2 .2.3. Fonctions inverses . 

Nous voulon s êtudier les solutions de l'équation 

f(z) = w 

où f(z) est une f o nction holomorphe sur I z l~R. 

Théorème 11. 

Si f(z) sat isfait aux conditions 

f(O) = 0 

f 1 (0) cf 0 

f(z) -f 0 

(19) 
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pour une circonfér ence C de 

la fonction 

centre o et de rayon l.-:::::. r, 

g (w) = j_ J 
2i ÏÎ C 

t f' ( t) 

f(t)-w 
dt 

t h 1 h 1 1 ' \f (Pei 8) 1. es o ornorp e po r w 1C:::: rn = min 1 e 
Pour de telles va l eurs çe w, z = g(w) est · 1a solution 

unique ·de (19). 

Pr e uv e 

Considérons les de ux fonctions holomorphes f(z) et ~ 

f(z)-w où jwl~rn. 

Sur la circonférence C, nous avons !f(z)I~ ID> 1-wjet 

par application d théorème de Rouché, nous savons que 

l es fonctions f(z) et f(z)-w ont un même nombre de 

zéros sur O ~ 1 z 1 _ L · 
Comme f(z) y admet un zéro simple, nous concluons que 

l 'équa tian ( 19) a dmet une sdution unique notée g (w) si tuée 

dans 0~ jz I~(. Appliquons maintenant le principe d e 

l'argument généra l isé à la fonction f(t)-w; nous obt enons 

1 [ t f' ( t ) dt = g (w) . 
- f(t)-w 
2i Tf C 

Démontron s mainte ant qu'il s'agit d'une fonction holo

morphe. Nous avo s ·1 1 égalité 

1 = 1 + 
f(t)-w f ( t ) 

réalisée pour jw I f rn (1-ô) 

w + 
2 

w + ... , 

(0< ô<: 1) et tEC. 

Si nous multiplias cette série par la fonction bornée 

t f' ( t) et si nous intégrons terme à terme,· nous obtenons 

g(w) = f:. wn - 1- J t f' (t) dt 
n =O 2 i IT C f ( t) 

• 



Théorème 12. 

Supposons que 

f(0) = f'(0) = 

f(k)(O)fo 

f(z) f 0 
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= f(k-l) (0) = 0 

Alors, _pour de p e t ites valeurs de !wl, l'équation (19) 

admet k racines 

z 1 (w) , z 2 (w) , . .. , zk (w) 

qui tendent vers 0 avec w. Il existe une fonction g(W), ~ 

holomorphe pour I W I assez petit, telle que les k d é ter

minations de g (wl/k) repré$entent les soJutions de ( 19) 

dans un certain ordre. Si w décrit un circuit autour 

de l'origine, ces solltions sont permutées de manière 

cyclique. 

Pr euve 

Soit C' une circonférence de centre 0 et de rayon (..:::: r, 

soit m = min lf<( e i 8 ) 1· 
e 

Pour lwl~m, les f onctions f(z) et f(z)-w ont un nombre 

i dentique de zéros sur 0 ~ j z l~l . La fonction f ( z) -w 

adme t donc k zéros notés z 
1 

{w) , ... , zk (w). En w=0; elles 

coïncident avec l 'origine. 

D'autre part, il existe a tel que k!ak = f(k) (0). 

Soit W tel que w = Wk. Nous savons que 

f (z) = (az)k l-1 .+ >{' bnzn] 
n=l 

et que la foncti n G. + ~ bnznl ne s'annule pas 
L n=l _\ 

sur 0 ~ 1 z 1 ~ r. 

ac 
Soit une famille (cp)P=l 

oO 

11 + L. bnz 1 1/k = 
L n=0 

vérifiant 
00 

1 + L. 
p=l 

c zP 
p 
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et considérons l' équation 

F ( z) = az [1 + ) c zP 1 = W. 
p=l p j 

Par application d théorème précédent, nous savons 

qu'il existe une f onction g(W), holomorphe pour IWl assez 

petit, qu'il exis t e une circonférence C centrée en 0 

et de rayon assez petit;telle que 

g(W) = 1 f t f'(t) dt 
2iIT f(t)-W 

g(W) vérifie 

F(g(W)) = w 

(F(g(W)))k = Wk = w 

f(g(wl/k)) = w (20) 

Or, la quantité a peut aussi bien être remplacée par Ja 

avec '?k = 1; W peut être remplacé par 7 W et wl/k 
1/k par ? w l'équation (20) demeure valable. 

Les k zéros zj(w) peuvent dès lors se représenter de la 

manière suivante : 

• 1/k z . (w) = g ( w J w ) 
J 

où W = 
2iTI"/k • 

e i/k) 2r7j=l, ••• ,k 
arg(w <7< 

Dans cette représentation, les zéros sont permutés de 

manière cyclique, lorsque w parcourt un circuit autour 

de l'origine. 

2 .2.4. Fonction implici te . 

Théorème_l3 (de la fonction implicite). 

Supposons que la fonction F(z,w) soit de la 

forme 
0,0 00 

F(z,w) = L L 
m=O n=O 

avec ao,o = 0 

a m,n 
m z n w 

• 
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et que cette doub l e série soit absolument convergente 

pour I z 1 ~ R1 , 1 w 1 ~ R2 . 

Alors, il existe une fonction f(z), unique, holomorphe 

en un certain voi s inage I z 1 < f tel que 

f(O) = 0 

F(z,f(z)) = O 

Cette fonction 

f ( z) = 1 

2i1T 

es t représentée 

{c
w Fw(z,w) 

F(z,w) 

par 

dw 

où F (z,w) est la dérivée partielle par rapport à w 
w 

( 21) 

de F(z,w) et C es t une circonférence lw 1 = r avec r<R2 . 

Preuve 

La fonction 

2 n 
F(O,w) = a 011w + a 012w + ... + a 0 ,nw + 

admet un zéro simp le en w = O. Il existe un nombre r 2 
O<r2 ~ R2 tel que F(O,w) f O O< lwl <r2 . 

Lorsque z tend ver s O, F(z,w) converge uniformément 

vers F(O,w); par c onséquent, pour r fixé, 0<r«::r2 , 

il existe r 1 , O < r 1 < R1 tel que 

jF(z,w) - F(O , w)I.C:::::::IF(O,w)I , lzJ!:r1 , jw 1~r (22) 

Par le théorème d e Rouché, ceci implique que pour tout z, 

1z 1 ~r1 , _ F(z,w) e t F(O,w) ont le même nombre de zéros 

sur Jw l <::r. F(z, w) .admet dès lors un zéro simple, f (z), 

donné par la formu le 

f (z) = 1 

2ilT 

F (z,w) 
w 

F(z,w) 
dw 

où C est une circo nférence de centre O et ~e rayon r . 

Cette intégrale ex iste: F(O,w) f O sur Cet donc 

par ( 2 2 ) , F ( z , w) f O pour I z 1 ~ r 1 . 



D'autre part, l'i ntégrale 

1 

2iU l w 
F(z,w) F (z,w) - F (z,w) F (z,w) z,w z w . 

(F(z,w)) 2 

existe et vaut f' (z). f(z) est donc holomorphe . 

2 .2.5. Fonctions algébriques. 
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dw 

• 
·considérons la fonction F(z,w) définie en (17). 

Théorème 14. 

Soit z
0 

uh point ordinaire de F(z,w), et si w
0 

est une racine du polynôme F(z
0

,w), alors il existe 

une seule ·fonctio n w(z,z
0
), holomorphe dans un disque 

1z-z
0

1 ~ r 1, telle q ue 

w ( zo, zo) = wo 

Preuve 

Développons la fo nction F(z,w) en série autour de (z
0

,w
0

) 

et 
n 

= ~= 
j= l 

m 

L 
k=l 

1 

j ! k ! 

où m = max m . e t F . k(z,w) désigne la dérivée partielle • J J, d 
de F(z,w) d'ordre j par rapport à z et d'ordre k par 

rapport à w. Par les hypothèses sur zO, nous avons que 

r 0 , 0 (z0 ,w0 ) = O e t . F
011 

(z0 ,w
0

) f o. Nous pouvons donc 

appliquer le théor ème de la fonction implicite. Nous 

obtenons donc une fonction unique, w(z,zO), holomorphe 

dans un voisinage de zO ; tz-zOt.::::_r1 , vérifiant 

w(z
0

,z
0

) = w
0 

• 
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La fonction 

Théorème 15. 

w(~z0 ) peut donc 

= L. dn (z-zo)n 
n=l 

s'écrire sous la forme 

où d 1 . -/- 0 

Si z
0 

est ne racine simple du polynôme 

en w, F(z,w
0

) et s i w
0 

est une racine de multipli-

cité k; l < k ~ n, du polynôme en w, F (z
0

,w), alors en 

un voisinage de z
0

, il existe une fonction g(Z), 

holomorphe pour IZ I assez petit, les k déterminations 

de g ( (z-z
0

) l/k) r e présentant l:!s k solutions œ l'équation 

qui en z
0 

coïncide nt avec w
0

. 

Preu ve 

Les hypothèses sur z
0 

et w
0 

se traduisent sur les d érivées 

partielles de F(z,w) par les relations 

Fo,o (.zo,wo) = 0 

Fo,1 (zo,wo) = = FO,k-1 (zO,wO) = 0 

Fo,k(zo,wo) -;. 0 

F1,o(zo,wo) -;. 0 

En récrivant l'équation (18) autour de (z0 ,w
0

), nous 

obtenons 

z~z0 = c2 , 0 (z-z0 )
2 + c1 , 1 (z-z0 ) (w-w0 ) + ... + c0 , k (w~w0 f + ... 

où 

C . . 
l,J 

Nous avons que c
0

, k f . O et aucun terme ne contient uni

quement une puissa nce de (w-w
0

) inférieure à k. L'appli

cation du théorème de la fonction implicite nous fournit 

la fonction soluti on 

k Ô k+l z-z = c (w-·w ) + k+l (w-w0 ) 0 O,k 0 
+ ... (23) 



Aucun terme en (w- w0 ) de puissance inférieure à k ne 

peut apparaître pu isque la fonction implicite est 

représentée par l a formule (21). 
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Par le théorème 12 , nous pouvons maintenant connaîtr e 

les solutions de l 'équation (23) et donc (18) . • Les k 
1/k déterminations de la fonction g((z-z

0
) ) sont les k 

fonctiqns wi(z), (i=l, ... ,n), qui en z
0 

coïncident 

avec w
0

. Plus pré cisément,. nous obtenons que, pour une 

détermination de (z-z
0
)l/k, la série 

Oô 

~ dn (z-zü ) n/k + zO 
n=l ~ 

représente une de s k solutions de l'équation -(18). 
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2 .3. Sensibilité des racines aux variations des coefficients. 

2 .3.1. Nombre de conditionnement. 

Considérons un problème (P) dont les données 

sont les nombres a . 
l 

(i=l, ... ,n) et dont les solutions 

sont les nombres x . ( j =l, ... ,m) . 
J 

Nous diro s que le problème Pest mal conditionné 

si de petites erreurs relatives sur les données entraînent 

des erreurs relatives importantes sur les solutions. Il 

est clair que de s problèmes de ce type sont indésirables, 

car pour obtenir un nombre déterminé de chiffres signi

ficatifs de la s olution exacte, il nous faut alors 

déterminer les données avec un nombre de chiffres exacts 

plus conséquent. 

Les nombres k .. définis par J,l 
~X. 

k . . = ~ (j=l, ... ,m et i=l, ... ,n), J,l aa. 
l 

oü aa. est une ~rreur absolue sur la donnée a. et ax. est 
l l J 

l'erreur ~bsolue sur le résultat x. qui en découle, nous 
J 

donnent l'informa tion nécessaire à la connaissance de la 

sensibilité des r ésultats aux variations des données. 

Lorsque nous travaillons avec des nombres flottants, nous 

sommes surtout i n téressés par les erreurs relatives sur 

les solutions. 

la relation 

~ x. 
~ 6K . . 

J J,l 

Donc, les nombres K . . définis par l,J 

âa. 
l 

a. (j=l, ... ,m et i=l, ... ,n) 
l 

nous donnent l'information nécessaire. Nous appellerons 

ces quantités nombres de conditionnement du problème. 
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2 .3.2. Sensibilité des r a cines aux variations des coefficients. 

Considérons un polynôme défini par ses coefficients 

p(x) n n-1 = a x + a 1x + ... + a
0 n n-

(24) 

dont les racines s ont z 1 , z 2 , ... , zn. 

Considérons les racines du polynôme obtenu après 

perturbation des c oefficients, c'est-à-dire les 

racines z (6), (r= l, ... ~n), de f (x) = p (x) + G g (x) . r 
n n-1 où g(x ) = bnx + bn_ 1x +. ... + b

0 
est appelé polynôme 

perturbateur. 

1) Cas_d'une_racine_s imEle. 

Supposons que z , (r=l, ... ,n), soit une racine r 
simple de p(x). Par le théorème 14, nous savons que 

la racine zr(l) de f(x) est une fonction holomorphe en◊, 
n 

Zr(t;) =Zr+ ~ Pk6 k (25) 
k=l 

où la série en G e st convergente pour\G\assez petit, 

et pour ces même s valeurs de G, nous avons 

où 

n . 
l :::,;- b. (z +h) 1 = O 

i=O 1 r 

Cette dernière r e l ation peut encore s'écrire sous la 

forme 
n 
~ 
i=O 

où 

i c . h 
1 

+ 

1 p (i) ( z ) 
r • 1 1. 

et 

= 0 

d. = __!_ g(i) (z ) 
1 . 1 r 

1. 

(26) 

Comme la formule (26) · est vérifiée pour lGlassez petit, 

le coefficient d e G (en particulier) doit s'annuler 

clP l +do= o. 



En fatsant les i dentifications nécessaires, nous 

obtenons 

et nous pouvons écrire, par (25) 

z (8) 
r . 

S i g (x ) 
s = a X , s 

(s =O, ... ,n), alors 
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(27) 

et 6 représente une erreur relative sur le coeffic i ent as. 

Les nombres de c nditionnement K valent donc 

K = r,s 

s - 1 -a z 
s-r 

2) Cas_d 'une_racine __ multi}?le. 

r,s 

s=O, . .. , n. 

Supposons maintenant que zr' (r=l, ... ,n), soit une 

racine du polynôme p (x) , de multiplicité k, ( l< k !::. n) . 

Par le théorème 15 , nous savons que 

z (6) = z r r 

oO 

+~P . 
j =l J 

représente une de s k racines qui en 6 = O, coïncident 

avec z . La sér i e en 6 est convergente pour Ill assez r 
petit et pour ces m~mes valeurs de 6 

n 
) i 

n 
h)i z: a . (z + + é,~b.(z + = 0 

i=O l r i=O i r 

00 
j /k 

OÙ h = ~ P. {, 
j =l J 

Puisque p(zr) = p' (zr) = 

p(k)(z) f O. 

= P(k-1) (z ) = O, 
- r 

r 
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L'égalité ci-avant , après des transformations similaires 

au cas précédent, peut s'écrire 

n 

L 
i=k 

i c.h + 
l 

Puisque cette expr ession s'annule de manière identique 

au voisinage de l = o, le coefficent de el/k (en parti

culierl s'annule : 

k 
ck pl +do = 0 

Nous obtenons donc 

-k! g(z ) 
t' 

et, par conséquent , 

V
.-_-k-! _g_(_z_r_) 1 

Z ( ê,) = Zr + ( ) 
r p k (z) 

r 

Remarquons que si◊ est une erreur relative de l'ordre 

de 10-16 sur un c oefficient, alors l'erreur relative sur 

la racine z r sera de l'ordre de 10-16/k_ Désignons 

par t;' cette erreu r relative 

k = 2 6 ' ,V 10-8 

k = 3 (; ' ,V 10-s (x) 

ce qui signifie que , dans les cas envisagés, tout au 

plus les 5 ou 8 premiers chiffres significatifs de la 

racine calculée ser ont fiables. La racine z est di te r 
mal conditionnée. 

(x) L'ordinateur Siemens 4004 travaille en chiffre hexadécimaux 

et dispose en double précision de 14 chiffres _pour la 

mantisse, ce qui en base 10 revient à disposer d'environ 

16 chiffres. 
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2 .3.3. Quelques distributions typiques de. racines. 

Puisque les racines multiples sont mal condition

nées, nous pourrions nous attendre à ce que des racines 

proches l'une de l 'autre soient mal conditionnées. 

D'autre part, de s racines qui ne sont cependant pas 

proches peuvent n é anmoins être mal conditionnées. 

Nous avons vu que pour des racines simples 

g ( z ) 
Zr (6) - Zr N - li p 1 ( ~ ) , 

r . 

mais le coefficient de 6 peut devenir très important. 

Considérons maintenant quelques distributions Y 

typiques de racines. 

1) Distribution linéaire de racines. 

Soit la di s tribution de racines : 1, 2, ... , 20. 

Pour considérer l'effet d'une perturbation du kème 

coefficient sur l e s racines, prenons le polynôme 

perturbateur xk 
k z 

dz ,v fi r 
r P, (z ) 

r 

k=0, ... , 20 

r=l, . .. , 20 

k r 
--il------- = ê, A 

( 20-r) ! (r-1) ! 

A ·prend sa valeur maximale pour k = 19 et r = 16 : 

A= 0.24 1010 , alors que pour r=l, A= 0.82 10- 17 . 

Dans le cas où nou s ·sommes intéressés par une pertur-

bation relative du coefficient ak, 
k . 

a k r 
dZ ~ ~------r (20-r) ! (r-1) ! 

A prend alors sa valeur maximale pour r = i6, k = 15 

A= 3.7 1014 
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Wilkinson montre ainsi que les racines proches de 

l'origine sont pra tiquement insensibles aux variations 

des coefficients , tandis que les ~acines éloignées 

de l'origine sont d'autant plus sensibles. 

Si nous considérons la distribution linéaire de 

racines k+l, ... , k+20, la sensibilité de? racines 

devient plus impor tante si k croît. Si k=-10, alors 

le polynôme est mieux "conditionné" et la racine 

la plus sensible e st la dix-huiti~me. 

A prend sa valeur pour r = 18 et k = 19 
3 A= 0.20 10. 

2) Distribution_~éométrigue_de_racines. 

Comme second exemple, nous allons considérer 
-1 -2 -20 un polynôme dont l es racines sont 2 , 2 , ... , 2 . 

Supposons le coeff icient a 20 du po~ynôme normalisé à 

l'unité, nous avons les coefficients du poly~ômes p(x) 

qui obéissent à l a majoration 

jak I < 4 _2 -(1,12) (20-k) (21-k) k=0, ... ,20. 

Nous avons 

2-2) ... (2-r _ 2-r+l) 

_ 2-r-2) ... (2-r _ 2-20) 

Nous avons 

P = (-l)r-1 [ ( l 2-r+l) ... (l _ 2-1)] / 2(1,12) r(r-1) 

Q = [ o _ 2-1 ) ... (1 _ 2-20+r)] / 2r(20~r) 

Les expressions e ntre crochets convergent vers le 

produit infini 

(1 - 2- 1 ) (1 - 2 - 2 ) (1 - 2- 3 ) 



et une estimation assez grossière nous donne que ces 
1 1 expressions sont situées entre 2 et 4 , de sorte que 

_lr(39-r) _!r(39-r) 
¼ 2 

2 
> IPQ 1 ~ 1 ~ 2 

2 

et 
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A cause de la grande diversité en grandeur des racines, 

considérons les c hangements relatifs 

a z r <:::: 16 2(J,/2) r (41-r-2k) 

Pour une valeur f i xée de k, cette expression prend sa 

valeur maximale pour r = 20-k, de telle sorte que 

1 
ôzrzr 1 ) '- 16 . l 'àakl . iJ/2) (20-k) (21-k 

pour tout k. 

Par la majoration constatée sur les coefficients ak, nous 

obtenons finalemen t 

13z:r «; 64 1 Ôa:k, . 1 ak 1 2Q/2) (20-k) (21-k) 

~ 64 l 'ila:k 1 

Cette relation mon tre que de petites erreurs relatives 

sur les coefficients ne peuvent provoquer des erreurs 

relatives importan tes sur les racines. Ceci montre que 

pour des racines proches l'une de l'autre, ·leur rapport 

joue un rôle très important. 
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Wilkinson montre e nsuite l'effet d'une perturbation sur 

1 ff • • t d 1 - ~ 1 ~ 2- 31 1 e coe 1c1en a 1 9 u po ynome, ega e a . sur es 

racines : avec 9 chiffres décimaux significatifs, 

seuls 3 des 20 r ac ines sont modifiées et ce sur le 

dernier chiffre significatif uniquement. 

3) Conclusion. 

Nous aurio ns pu croire que, puisque des racines 

multiples sont ma l conditionnées, les racines proche s 

l'une de l'autre l e seraient également. 

Par ce der nier exemple, nous voyons que ce n'est 

pas toujours le c a s; le rapport entre ces racines joue 

un rôle important . 

Remarquons également que la grandeur des rac i nes 

joue un rôle impor tant. Plus les racines sont grandes, 

plus elles sont ma l conditionnées. 
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2 .4. Analyses d'erreur. 

2 .4.1. Les erreurs d'arr ndi. 

Si un progr amme s'effectue en nombres flottants, 

disposant de p ch i ffres, il existe une limite à la 

précision que l'o n peut obtenir à chaque opération . 

Considérons une opération comme étant la déte~- , 

minatiqn d'un nombre x, · fonction d'un ensemble de 

paramètres a., (i=l, ... ,n) rappelées données : 
]_ 

x=g(a1 , ... , an) (29) 

.cette fonction ne comportant que des opérations ari t hmé- ~ 

tiques élémentaire s. 

Même si le s données sont connues de manière précise, 

elles peuvent ne pas pouvoir se représenter en nombres 

flottants de p ch i ffres; nous devons dès lors nous 

contenter d'une a pproximation à p chiffres, source d'un 

premier type d'err eur : l'erreur inhérente. Remarqu_ons 

cependant que pour des problèmes de type physique, 

chimique, ... , la précision des observations est souvent 

inférieure à cell e offerte par l'ordinateur, de telle 

sorte que les erre urs d'observation sont de loin plus 

importantes que l e s erreurs inhérentes à l'ordinateur. 

D'autre par t, la fonction g définie en (29) c omporte 

un certain nombre d'opérations arithmétiques élémentaires 

et des erreurs d' a pproximation sont commises à chaque 

étape : c'est la deuxième source d'erreurs. 

2 .4.2. Analyse progressive-régressive. 

Pour estime r la validité des résultats obtenus, 

nous disposons de deux types d'analyses 

progressive et l' a nalyse régressive. 

l'analyse 
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1) Analyse_Erosressive. 

Déterminons la solution x à partir des données 

a., (i=l, ... ,n), pa r la relation (29). La valeur calculée 
l 

x est différente de la valeur exacte, ceci à cause des 

erreurs d'arrondi . Dans ce type d'analyse, nous cherchons 

une borne pour l' e xpression 

( 30) 

2) Analyse_résressive . 

Nous montrerons que la valeur calculée x est la 

valeur exacte obtenue à partir de (29) en perturbant 

les données 

et nous donnerons des bornes pour ces perturbations. 

Dans cette analys e , l'erreur d'approximation est exprimée 

sous forme d'une erreur inhérente. 

Nous pourr i ons objecter que l'analyse régressive 

est incomplète, puisque ce qui nous intéresse finalement, 

ce n'est pas la p e rturbation des données, mais bien la 

différence (30). Pour compléter cette analyse, il nous 

reste à donner de s bornes pour les variations des 

solutions, suite aux perturbations des données. 

Remarque L'exposé c i-dessus a été adapté au cas de 

l'ordinateur Siemens 4004 et nous avons envisagé 

la simple et la double précision. A cet effet, 

-rappelons que les calculs se font en base 16 et 

que nous d isposons de 6 chiffres pour la simple 

précision et de 14 chiffres pour la double 

précision . 
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2 .5. Calculs des coeffic i ents. 

Dans la méthode usuelle, nous allons calculer les 

coefficients. Si nous disposons d'une relation de 

récurrence, comme d a ns le cas des polynômes de Legendre, 

nous pouvons facilement déterminer ces coefficients. En 

général, cependant, nous devons les calculer à partir des 

racines des deux po l ynômes factorisés. Notre but est de 

donner le polynôme calculé sous la forme 

n n-1 
d 1 (1 + E1 )x + d 2 (1 + E2 ). + ... + dn+l(l + En+l) 

Calculons tout d'abord les coefficients d'un des 

deux polynômes, soi t 
n 

p (x) = k TT 
r=l 

(x- z ) r 

Nous allons calculer successivement les coefficients du 

polynôme 
i 

k TT 
r=l 

(x - z ) . r 

Supposons être à la ième étape: 

(di-1 i-1 di-1 i-2 + + di-1) ( ) 1 x + 2 x ••• i x-zi 

d i- 1 i + di-1 i-1 + + di-1 = 1 X 2 X ••• i X 

i-1 i-1 i-1 i-1 - (z.d1 x + ... + z.d. 1x) - z.d. 
l. l. 1.- l. l. 

Les ·coefficients subissent donc les transformations 

suivantes : 

= k 

d i. di.-1 _ d i -1 
J = J 

2 i j -1 (j=2, ... ,i-l) 

i i-1 
di+l = di 2 i 

Sur ordinateur, en double précision, les opéiations 

s'effectuent de la manière suivante : supposons que les coef-



ficients calculés s ont 

( j =2 , ... , i) 

a~= a~-l (1 + c .) - z.a~-1
1 

(1 + d.) (1 + e . ) 
J J J l J- J J 

( j =2 , ... , i-1) 

a~= d~-l (1 + 6 ~-l) (1 + c.) 
J J J ' J 

i-1 + ~ i_-1) (1 ) - z .d. 1 (1 v 1 + d . + e. 
l J- J- J J 
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où le terme en d.e . a été négligé. 
J J 

similaires, nous ob t enons 

Par des approximations 

-i i-1 (1 6 i-1 
C . ) d. = d. + . + 

J J J J 
i-1 (1 + 6 ~-1 d. e . ) -z . d . 1 + + 

1 J- J-1 J J 

d ~ ( 1 i = + [, . ) . 
J J 

Dans un cadre généra l, nous ne pouvons cependant pas donner 

des bornes significa tives pour 1 + 6 ~. 
J 

Reposons le problème . Nous voulons calculer la somme de 

deux nombres d 1 et a2 , dont nous connaissons des approxi

mations a 1 = d 1 (1 + e 1 ), a 2 = d 2 (1 + e 2 ) avec 

(1 - 16-12 )ni ~ 1 + e'. ~ (1 + 16-12 )ni (i=l,2) 
l 

n 1 et n2 sont deux ombres entiers déterminés précédemment. 

Soit d = d 1 + d
2 

et d la valeur calculée de la somme 

d = d 1 (1 + e 1 ) + d 2 (1 + e 2 ) 

où 12 n.+l _12 n.+l 
(1 - 16- ) l L. 1- + ei ~ (1 + 16 ) l (i=l,2) 

Soit e défini par l a relation d = d(l + e). 



Nous avons 

e = (d1e 1 = d 2e 2 ) / rd 1 + d} 

Soit E = _maxj\e11, le 21}, alors 

lei~ 
(1 dl 1 + ld2 I ) E 

:.::1::~:: .. :~~ : d 1 et d 2 sont de même signe. 

Alors ld11 + ld21 = ld1 + d 2 \ 
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et nous pouvons donner des bornes satisfaisantes pour e 

( 1 = 16-12) n+ 1 ~ 1 + e ~ ( 1 + 16- 12) n+ 1 

Deuxième cas : d et d sont de signes différents. ........................ 1 • 2 

Sans perte de généra lité, supposons que d 2 soit supérieur 

à d 1 en norme, alor s 

ld1 1 + 1 d2 I 
/elÊ----- E = KE 

ld2 1 - 1 dl 1 

Nous voyons qu'aucune borne satisfaisante ne peut être 

donnée pour I e 1: l e facteur multiplicatif K est toujours 

supérieur à l'unité et devient très important lorsque le 

dénominateur de l'exp~ession ci-dessus est quasiment nul. 

Nous pourrions éventuellement rétorquer que la majoration 

est trop importante dans le cas où d 1 et d 2 sont de signe 

opposé; mais rien ne nous permet d'affirmer que e 1 et e 2 
sont de signes opposés. En conséquence, nous devons 

effectuer cette maj o ration. 
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En pratique, le calc ul des coefficients peut s'effectuer 

sans erreur si les r acines des deux polynômes factorisés 

exigent peu de chiff res pour leur représentation. Dans 

les autres cas, cela signifiera une perte des un ou deux 

derniers chiffres d e s coefficients. 

Remarque : Si nous u tilisons la simple précision dans les , 

calculs, l'exposé ci-dessus n'est pas modifié .. , 

dans une voie essentielle et les mêmes conclu

sions son t de rigueur. 



2 .6. Effets des erreurs d 'arrondi sur la méthode de 

Newton-Raphson. 

2.6.1. Evaluation du polynôme. 
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Cette évaluation se fait de manière classique 

par le schéma de Hërner. Ce schéma évalue le polynôme 

par la _formule 

Les calculs s'effe ctuent dans l'ordre suivant 

so = a n 

sl = s 0 x + a n- 1 

s = s 1x + a n n- 0 

Quel résultat obte nons-nous sur ordinateur? 

1) En_double_erécis~on. 

Les opérati ons d ' addition et de multiplication 

s'effectuent suiva nt les règles 

2 1 El 2 2 = 2 1 • 2 2#(1 + e3) 

où 1e. 1~16-12 
l 

Le polynôme calcul é est de la forme 

(i=l,2,3) 

( 31) 

a (1 + E )xn + a 
1

(1 + E )xn-l + ... + a
0

(1 + E
0

) 
n n n- n~l 

où (1 _ 16 -12)21+1 ~ · l + E. ~ (l + 16 -12)21+1 
l 

( i=O, ... , n) 

En effet, les dif f érentes étapes s'effectuent comme suit 

a n 

(i=l, ... ,n) 



C. 
l 

où ( 1 - 16-12 ) ~ 1 + di L l + 16-12 

e. 
l 

Par conséquent, 
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(i=l, ... ,n) 

l+e. = (l+c.)(l+e.+1 ) ... (l+d) 
n-1 1 1 · n 

(i=l,. ... ,n) 

Ces quantités sont donc comprises entre les bornes 

( 1 _ 16 -12 ) 2 n+ 1 -6- (1 _ 16 -12 ) 2 n ~ 1 + E 
n 

: ' ,1 

~ (l + 16 -12)2n ~ (l + 16 -12)2n+l 

(l _ 16 -12)2i+l ~ l + E. ~ (l _ 16-12)2i+l 
· 1 -

( i=O, ... ,n-1) 

2) En_simEle_Erécision. 

Nous obtenons un résultat similaire. La seule 

modification est a pportée par le fait que 

S. = (s. 1x (1 + e. ) + a . ) ( l +· C.) 
l 1- l n-1 l 

(i=l, ... ,n) 

Nous pouvons repre ndre la même démonstration en postulant 

que c. = d .. Par conséquent, nous obtenons que le 
l l 

polynôme calculé e st 

n n-1 an(l + En)x + an_ 1 (1 + En_ 1 )x + ... + a 0 (1 + E0 ) 

( i=O, ... , n) 

2 .6.2. La méthode de Newt on-Raphson. 

Soit zk, une racine pas trop mal conditionnée 

du polynôme (31) (le sens de cette hypothèses deviendra 

plus clair ultérie urement). Les approximations zk + hr 

sont déterminées par les formules : 
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2 k + hr+l + h 
p(zk + hr) 

= z r 
p' (zk + hr) 

h2 
p (zk) + hrp' ( zk) + r p" ( zk) + ... 

2 = z + h r p' ( zk) 
h2 

+ .!. 
p" ( z ) + r k = z 2 

p' ( zk) + 

où les termes omi s au numérateur et au dénominateur 

comprennent les p issances supérieures de hr. Si zk est 

une racine isolée , alors p' (zk) t O, et nous avons : 

p" ( zk) 
hr+l rv ---- h; 

2p' (zk) 

à proximité de la racine. 

2 .6.3. Effet des erreurs d'approximation sur la méthode de 

Newton-Raphson. 

Supposons que nous nous situons en un point 

zk + h
0 

tel que e f fectivement, la méthode de Newton

Raphson converge v ers la racine zk. 

Notons par : 

( 3 2) 

zk + hr les approximations successives calculées; 

zk + hr+l l'approximation exacte obtenue par la 

mé thode de Newton-Raphson, à partir 

p , p 1 

r r 

de zk + h • r' 

les valeurs calculées du polynôme et de 

sa d érivée en zk + h; . r 

les valeurs exactes du polynôme et de sa 

dér i vée en zk + hr. 

Nous avons les err eurs absolues IPr - Prl et I P; - P;I 

qui sont du même ordre. A proximité de zk,IPJ devient 

relativement peti t face à \P;\ si zk n _'est pas une racine 

multiple. Dès lor s, l'erreur relative commise lors du 



calcul de la dériv é e est négligeable face à l'erreur 

relative du polynôme. 
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Calculons tout d' a bord le polynôme : la valeur e x ac t e 

de p(zk + hr) est la valeur exacte d'un polynôme dont 

les coefficients s ont a. (1 + E.) et dont les racines 
l l 

sont z (E) où E = (EO,E 1 , ... ,En) 

n 
p = a (1 + En ) TT (zk + h - z. (E)) r n i=l r l 

n 
p = a TT _(zk + h - z. ) r n i=l r l 

p h + zk - zk(E) n zk + h - z. (E) 
r (1 + E ) r TT r l = p n h i=l + h r zk - z . r fr . r l 

Pour autant que zk soit suffisamment isolé des autres 

racines, le produi t final est proche de l'unité, et ceci 

pour tout hr. Par conséquent, Pr/Pr est proche de 

l'unité aussi long t emps que les hr considéré s sont p lus 

grands que I zk - zk (E) 1 . Nous avons supposé que l' e rreur 

relative de la dér i vée était négligeable face à l'erreur 

relative du polynôme. Par conséquent, nous pouvons 

écrire 

p 
r 

P' r 

où Br est principa l ement déterminé par P /P et sera r r 
négligeable aussi l ongtemps que lhrl n'approche 

pas I zk - zk (E) 1 e n grandeur. 

Considérons l'ordr e de convergence de la méthode. A 

partir de (32), nous savons que pour\h I assez petit, r 
nous avons la maj oration 

1 hr+ll ..::: A h;+l 
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La méthode de Newt on-Raphson convergeant rapidement, 

nous pouvons suppo ser que 

Alîï \..:::: 0.1 r 

D'autre part, 

+ h zk = r+l 

+ îï zk = r+l 

z ·+ 
k 

zk + 

p 
r 

P' r 

h 

h 

p 
r 

r P' r 

(.1 + -r 

Par conséquent, nous avons ·la 

I hr+l l 6 (1 + lBrl) \ hr+ 1 l 

(1 + 1 B l) A h 2 
r r 

~-1 ( 1 + 1 B 1 ) + r 

p 

B ) r 
r P' r 

majoration suivante 

+ lBr\\îïr\ 

+ \Br\ \ îïr \ 

IBrt] Ili 1 r 

Il est clair que l es erreurs d'approximations peuvent 

finalement détruir e la convergence quadratique. Mais 

aussi longtemps que l Br\ ..:::. 0.1 (par exemple), nous 

(33) 

avons I hr+ 11 ~ 0. 2 11 hrl de telle sorte que la convergence 

se prolonge de manière satisfaisante puisqu'il s'agit 

d'une convergence linéaire. 

A partir de (33), en se souvenant que Br est principa

lement déterminé par • l'erreur relative commise lors de 

l'êvaluation du po lynôme, nous pouvons dire que la 

convergence cesse lorsque l'erreur commise en calculant 

P est d'un ordre de grandeur comparable à sa vraie valeur, r 
de telle sorte que la valeur calculêe n'a plus aucun 

chiffre significat if correct. Or, cette erreur vaut 
n 
~ i 
L- ai Ei zk , 
i=O 

tandis que la vra i e valeur vaut approximativement p' (zk)hr. 



La convergence s' a rrêtera donc lorsque 

L_a . E . zki 
l l 

= 0 ( 1) 

2 .6.4. Interprétation géométrique. 

Considérons la famille de polynôme 
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n n-1 
an(l + En)x + an_ 1 (1 + En_ 1 )x + ... + a 0 (1 + E0 ) 

où (1 16P')2i+ l 6 1 + Ei ~ (1 + 16~P')2i+l ( i=O, ... , n) 

p' est un nombre d é pendant du nombre des chiffres d e ~ 

la mantisse. 

Considérons les r a cines z. (E) de la famille du polynôme. 
l 

Par les fonctions algébriques, nous savons que ces 

racines sont situées dans une boule de centrez. et 
l 

dont le rayon (i d é pend des nombres de conditionnement. 

-- - - --

Fig. 2.1 

Dès que hr est d' un ordre de grandeur comparable à fi' 

cette convergence quadratique qe la méthode de Newton

Raphson se réduit à une convergence linéaire et, une fois 

arrivée dans la boule, le polynôme n'a plus aucun chiffre 

significatif exac t . Il se produit un cycla_ge qui 

maintient le point courant zk + hr dans cette boule. 

Si la racinez. n ' e st pas assez isolée, ou que les 
l 

nombres de condi t i.onnement sont trop importants, il peut 
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arriver que cette r acine devienne de multiplicité 

supérieure à 1, ou même complexe. La figure 2.2 repré

sente les cas suivants : 

• z 
8 

Fig :-2-:-2 

z 2 et z 3 sont des r acines proches qui restent r ~e l l s 

distinctes : elles sont bien conditionnées. z 4 et z 5 
sont des racines complexes conjuguées qui le restent. 

z8 et z9 sont des r acines complexes conjuguées qui 

peuvent devenir des racines doubles · : elles sont mal 

conditionnées, tandis que z 6 et z 7 sont des racines 

distinctes réelle s qui peuvent devenir complexes 

conjuguées. 
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3 .1. Principe. 

A partir des racines de deux polynômes factorisés, 

il y a naturellement moyen d'évaluer les polynômes et 

donc le polynôme somme sans passer par les coefficients. 

Il en est de même pour la dérivée de ce dernier polynôme. 

Par conséquent, la méthode de Newton-Raphson peut s'appli

quer. Nous appeller ons cette méthode, la méthode produit. 

Resituons rap idement les notations 
n 

P1 (x) = kl 7T (x - a . ) 
i=l l 

n 
P2(x) = k2 TT (x - bi) 

i=n 
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3 .2. Nombre de conditionnement du problème. 

3 .2.1. Sensibilité des r a cines aux variations des racines des 

polynômes factorisés. 

Si & repré s ente une erreur relative sur la racine 

ai de p 1 (x), le po lynôme sera de la forme 

k 1 (x - ai) ... (x - ai -lai) ... (x - an)+ p 2 (x) 

Le polynôme pertur bateur est donc 

g (x) = a. -
l 

P1 (x) 

(x - a. ) 
l 

Puisque, dans le c as d'une racine simple 

ôz . r 
z r 

= 

p 1 ( z ) 
r 

a . p 1 (z ) 
1 · r 

z (z - a. ) p'(z) r r 1 r 

Les nombres de conditionnement sont donc 

P1 (x) 

K = rs 
aspl (zr) 

(s=l, ... ,n) 
z (z - a )p'(z) r r s r 

Dé manière similai re, pour les racines du deuxième 

polynôme, nous ob t e nons : 

K = rs 
bsp2 (z-r) 

z (z - b )p'(z) r r s r 

(s=l, ... ,m) 

3 .2.2. Sensibilité des r a c ines aux variations des constantes 

multiplicatives k 1~ 2 . 

Si 6 repré s ente une erreur relative sur la 

constante k 1 , le polynôme sera de la forme 

k 1 (1 +[,) (x - a 1 ) ... (x - an)+ p 2 ·(x) 

= P 1 (x) + P2 (x) + l P1 (x) • 



Le polynôme pertur bateur est donc de la forme 

g (x) = P1 (x) 

et le nombre de c onditionnement vaut 

K r,n+m+l = 
z p' (z ) 

r r 

De maniè re similai re, si nous envisageons une erreur 

relative i sur k 2 , nous obtenons 

P2<zr) 
K r,n+m+2 = 

z p' (z ) r r 

Remarquons que l' u n est l'opposé de l'autre. 

96. 



97. 

3 .3. Evaluation du polynôme. 

Dans l'algor i thme précédent, nous avons vu que les 

deux principales sources d'erreur étaient le calcul des 

coefficients et la méthode de Newton-Raphson. Dans ce 

deuxième algorithme , la seule source d'erreur provient de 

la méthode produit e t, comme nous l'avons vu, les erreurs 

effectuées lors de l 'évaluation du polynôme _y occupe une 

place pl~s importante. 

3 .3.1. En simple précisi n. 

Evaluons t out d'abord le premier polynôme. 

opérations s'effe tuent dans l'ordre suivant 

t. = t. 
1 

(x - a.) 
1. 1.- 1. 

(i=l, ... ,n) 

Les 

Par conséquent, l e s valeurs calculées sont, lorsque nous ,. 

travaillons en simple précision: 

t
1
. = t. 1 (x - a. ) (l + e. ) ( l + c. ) 

1.- 1. 1. 1. 

OÙ (1 16-5 ) ~ l + e. ~ 1 + 16-5 
1. 

c. 
1. 

Par conséquent, 

p1 (x) = p 1 (x) (1 +Ei) 

(i=l, ... ,n) 

où 1 + Ei = (l + e 1 )(1 + c 1 ) ... (l + en)(l + en) 

Ce nombre obéit donc aux inégalités 

(1 - 16-5 ) 2n ~ 1 + Ei ~ (1 + 16-5 ) 2n 

De manière similai re, 

p2 (x) = p 2 (x) (1 + E~P 

(1 - 16-5 ) 2m ~ 1 + E2 ~ (1 + 16-5 ) 2m 
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La valeur calculée du polynôme vaut donc 

p (x) = (1 + El ) (1 + e) P1 (x) + ( 1 + E2 ) ( 1 + e) P2(x) 

= (1 + E l ) P1 (x) + (1 + E2) P2(x) 

OÙ (1 16 -5)2n+ l ~ 1 + El ~ (1 + 16 -5)2n+l 

(1 - 16-5)2m+ l 
~ 1 + E2 '- (1 + 16 -5)2m+l 

Conclusion: En s i mple précision, pour autant que les 

données soient représentables de manière exacte sur 

ordinateur, les p e rturbations enregistrées lors de 

l'évaluation du po lynôme se transportent uniquement sur 

les constantes mu l tiplicatives. 

3 .3.2. En double précisio n. 

Considérons le premier polynôme 

to = kl 

t. = t. 1 (x (1 + e.) - a. ( 1 + C . ) ) (1 + d.) 
l 1- l l l l 

( 1 + C.) 
t. 1 (x l (1 + d.) (1 + ei) = a. 

1- l (1 ei) 
l + 

= t. 1 (x - a. (1 + fi) ) (1 + g i) 1- l 

où (1 - 16-12)2 ~ 1 + f. ~ (1 + 16-12)2 
l 

Par conséquent, 
n 

P1 (x) = (1 + Ei)kl TT (x - a. (1 + f. ) ) 
i=l l l . 

où ( 1 - 16 -12) 2n ~ 1 + E! ~ ( 1 + 16 -12)2n 
l 

De manière similaire, 
m 

P2 (x) = (1 + E2)k2 TT (x - b. ( 1 + f ! )J 
i=l l l 

où (1 - 16-12) 2m * 1 + E' ~ ( 1 + 16 -12)2m 
2 



La valeur calculée du polynôme est donc 

n 
p (x) = (1 + E 

1
) k

1 
TT 
i=l 

(x - a. ( 1 + f.) l 
l. l. 

où (1 

m 
+ ( 1 + E2) k2 TT 

i=l 
(x - b. ( 1 + f' ) ) 

l. 1 

16-12)2 ~ 1 +fi~ (1 + 16-12)2 • 

f '. 
l. 
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_12 2n . +l _12 2n.+l 
(1 - 16 ) ~ 1 + E. ~ (1 + 16 ) 1 

l. 
(i=l,2) 

Comparé à la simpl e précision, nous remarquons qu'en 

plus des perturbat ions sur .les constantes multipli

catives, des perturbations apparaissent également au 

niveau des racines des deux polynômes factorisés. 

, , 
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4 .1. Description des prog rammes. 

4 .1.1. Premier algorithme : RERAC 

Ce premier algorithme effectue la méthode dite 

usuelle. Elle comprend deux parties : le calcul des 

coefficients du po lynôme p(x) et la recherche de ses 

racines. 

1) Calcul des coeffic ients. 

La sous-rou t ine COEFF calcule les coefficients 

d'un polynôme dont nous connaissons les racines. I 1 est ,::; 

appliqué aux deux polynômes 
n 

P1 (x) = kl TT (x - ai)' 
i= J. 

m 
P2(x) = k2 n (x - b.) 

1. 

La mé thode utilisé e a été décrite dans ce présent chapitre 

(cfr section 2.2. 5 . ). La sous-routine COPOLY calcu l e 

les coefficients u polynôme p(x) = p 1 (x) + p 2 (x) à 

partir des coeffic i ents des deux polynômes p 1 (x) et p2 (x). 

Ces résultats per e ttent de calculer le polynôme et sa 

dérivée en un poin t par un schéma de Horner dans la 

sous-routine RESULT . 

2) Recherch e des rac i nes. 

Cette recherche se fait par la méthode de Newton

Raphson. La correction de Newton-Raphson est donc 

p(x) 

p' (x ) 

Dans un premier t emps, nous calculons la correction de 

Newton-Raphson re lative à la fonction auxiliaire 

f (x) = p(x) 



où les quantités c . sont les n racines de p{x) déjà 
l C 

déterminées. La c orrection est alors de la forme 

-(p'(x) 

p{x) 
~ 
i =l 

_1_)-1 

X - C. 
1 
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. Lorsque nous arrivons au voisinage d'une racine non 

encore déterminée , nous considérons la correction de 

Newton-Raphson re l ative -à la fonction initiale p{x). 

Ceci sera détermin é par un index Nl qui sera rendu non 

nul. Nous conviendrons que nous nous situons au 

voisinage d'une r a cine si nous vérifions la relation 

1 CORX / X ..::: 10-s 

CORX désigne la correction de Newton-Raphson évaluée 

au point X. 

n 1 
Le terme correcti f :E_c ---- est calculé par la 

i=l X - C. 
l 

sous-routine SIRAC. 

3) Critères_de_choix . 

a) Correction de ewton-Raphson importante. 

Ceci signifie ue la factorisation est complète. La 

correction de ewton-Raphson est le rapport entre les 

valeurs du poly nôme et de sa dérivée. Si la facto

risation est c omplète, la fonction auxiliaire est une 

constante et l a valeur de sa dérivée est donc nulle. 

Par les erreurs d'arrondi, il se peut cependant que 

cette correctio n ne soit pas infinie, mais importante. 

Si le cas se r produit cinq fois au cours du processus 

d'une même rac i ne, · nous arrêterons donc le programme 

(au cours des i térations, nous pouvons parfois nous 

trouver au voi s inage d'une racine de la dérivée et le 

même phénomène peut se reproduire). Un index N2 compte 

la répétition de ce cas. 
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b) Dans le cas c ontraire. 

L'index N3 compte le nombre d'itérations de la méthode. 

Si au bout de cinquante itérations, nous ne somme s pas 

au voisinage d ' une nouvelle racine (comme convenu 

ci-dessus), nou s modifions le point de départ en 

ayant soin de l ui donner une partie réelle et une 

partie imaginai re non nulle. En effet, dans le cas 

de polynômes à coefficients réels, si le point de 

départ de la mé thode est un réel pur, nous resterons 

sur l'axe réel. Pour déterminer les racines complexes 

conjuguées, nou s devons donc partir d'un point dont la~ 
~ 

partie imaginai re est non nulle. Arrivé au voisinage 

d'une racine, nous nous .accordons dix itéiations 

supplémentaires et le point obtenu sera considéré 

comme nouvelle r acine du polynôme (l'index N2 compta

bilise ces itér ations), à moins que la relation 

CORX / X 1 ~ 5.10-lG 

soit vérifiée, cas dans lequel le point X sera 

considéré comme racine. La recherche d'une racine 

se fait à l'int é rieur de la sous-routine RAC. 

La nature des r é sultats obtenus par cette sous-routine 

est renseignée par les valeurs de la variable K : 

1) K = 0 

2) K = 1 

3) K 1 

la é thode de Newton-Raphson ne converge pas; 

la factorisation du polynôme est complète; 

une r apine est trouvée. 

Le point de départ de la mé thode de Newton-Raphson 

sera donné par l a (n +l)ème racine du second polynôme 
C 

factorisé. Ceci impose que ce polynôme soit toujours 

du degré le plus élevé. 



4) Analyse_de_la_sens ibilité. 

Nous calcul ons les nombres de conditionnement 

relatifSà une rac i ne si cette racine est simple et 

non nulle. 

K = r,s 

Ces nombres sont donnés par les formules 
coef c s-l 

s r 
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oü coef, (s=l, ... ,n +l) désignent les coefficients du s s 
polynôme p(x) 

n +l s n +1-i 
p (x) = ~ c oef. x s 

l. i=l 

4 . L 2. Deuxième algorithme : RACCOM. 

Ce deuxième algorithme effectue la méthode produit. 

Elle ne diffère de l'algorithme précédent que par la 

manière dont se c a lculent le polynôme et sa dérivée 

en un point. 

1) Evaluation_du_Eoly nôme (sous-routine RESULT). 

Nous employons la formule : 
n m 

p (x) = k. TT (x - a.) + k 2 TI 
l. i=l l. i=l 

(x - b.) 
l. 

2) Evaluation_de_la_dérivée (sous-routine DERIV). 

Nous calcul ons les dérivées Pi (x) et p2(x) au 

point x et nous e f fectuons leur somme pour obtenir p' (x). 

Pour calculer la d érivée pi(x) par exemple, nous procédons 

de la manière suivante : 

a) X est situé à p roximité d'une racine de p (x) 
............................ . . . ................................................... 1 ..... . 

Soit ar cette r acine. 

p' (x) = 
l 

n 
17-
i= l 
f r 

(x - a. ) 
l. 



b) Dans le cas co traire : 

n 
p' (x) = L-1 

i=.t 

p(x) 

X - a . 
l 

cette dernière expression étant calculée par la 

sous-routine SI RAC, identique à l'algorithme 

précédent. 

104. 

Elle s 'ef f Eë! ctue de manière similaire à 1 'algorithme 

précédent, dans u ne sous-routine RAC. 

4) Analyse_de_la_sens ibilité. 

Comme dans l'algorithme précédent, ne sont calculés 

que les nombres d e conditionnement relatifs aux racines 

simples non nulles du polynôme. Ces nombres sont donnés ,. 

par les formules : 

P1 (c r ) 
K = r,O 

cr p' (c r) 

K = r,i 
a j_ P1 (cr) 

c (z - a.) p'(c) r r 1 r 
(i=l, ... ,n) 

b. p 2 (c ) 
l r 

K . = r,n+1 c (c -b.) p'(c) r r 1 r 

(i=l, ... ,m) 
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4 .2. Discussion des résu l tats numériques. 

4 .2.1. Préliminaires. 

La théorie exposée à propos des effets des erreurs 

d'approximations r la méthode de Newton-Raphson nous 

permet d'affirmer que, lorsque la convergence de la 

méthode est arrêté e, les chiffres des points courants, 

invariants pendant les dernières itérations,sont alors 

fiables et nous do nnent une valeur approchée de la 

racine du polynôme . Dans la présentation des résultats, 

nous soulignerons les derniers chiffres que la méthode 

de Newton-Raphson a modifiés lors des précédentes 

itérations si la r acine calculée n'est pas obtenue avec 

une précision max i male, c'est-à-dire si la convergence 

de la méthode est arrêtée. Les chiffres soulignés sont 

des chiffres non s ignificatifs. 

D'autre part , tout comme le fait Wilkinson dans 

la discussion de s es exemples, nous ne retiendrons comme 

nombre de conditio nnement relatif à une même racine que 

le plus grand en valeur absolue. Il est significatif 

de la sensibilité de la racine aux variations des données. 

En effet, lors de l 'évaluation du polynôme, toutes les 

données sont pert rbées en même temps de manière 

similaire. 



4 .2.2. ExemEle 1. 

1 ) !22!:!!!~~ê • 

DEGRE DE P(X): 10 

CONSTANTE MULTIPLICATI VE: 
-------------------
( o . , ;7'.J iJDOOOO(d)[i rJ t)l) l) D ( 1 !, 0.L)O~üOUüûDuOOUGGOD 00) 

f< A C I N [ ~ D f J' ( X ) : 

c o.1 0 ··11_1 :yi o:rn uu00 11c,c1
[) n1, c- . oooociJ0c;(1 0o oooo uD GO> 

< G.2 :1J.J1JU GOOü ll WH11_j l_:D U1, ü .OUUüL101JCO(OùOGOUD 00) 
( 0 • 3 ·YJ ._l t.lO O i.i 'j L1 'J l )!.) 0 C , 1 D C: ! , ' J • 0 Cl U C O O U U U ü 1) Cl ü û O U D O O ) 
< n .1. ,J(lIJULl('r)uUi'JU,-l (i O:.lD 01, OcOùOOCO iJC(JOOODOUUD 0<1) 
( J . 5 IJ U O U 0 0 Ü U () ( ; Ü l I i ) (.1 (; D U 1 , U • 0 0 () 0 () LJ JJ O (j (J O Ü O O 1) U D O U ) 
( 1:-i • 6 W ) . J 1) 1) u n O u (J u (J u ù f_l D u 1 , n . fj L û O O O O O O J O u 1) 0 L) 0 0 0 (J ) 

< fJ . 7f) ·10oqonouo!Jï) ')OL' D U1, U.COOOOOüCOG(j Oû ü ' lOD. (.l()) 

( !) • 8 [_) i) 1J d ,J 0 0 f )(! L' u c, '. l O G D ,'} 1 , . () 0 G O C O O Q O G ü u O Cl O u 1.) L) 0 0 0 ) 
( t'l . 9 UJ .UOO .JU CJ()tJCJ UU U ü Cl ·1, U. UOU(lOD ü Ou üUUCIUO O D • 00 > 
< rJ • 1 : ) ' 1<J :J O O U O (,, U ü '.Hl C C L: Cl 2 , U • U O U O O O O O O ü O LJ O U O ü D O O ) 

ri E (; ~! E (, E r ( X ) : ·1 ( 1 

CONS TA NTE MULflPLICATI VE : 
-------------------
( •J . ·11JJ .)IJOOOOO::·.J(l;')u i')D C: 1, ,·J.O()uOOOO OüOOUOC)GOD 00) 

P /!. C I t,J E S D E P ( X ) : 

( '1 • 1 5 ;J J<j :) 1) L' Li f:1 P r 1 : 1 U (1 (; D C: 1 , () • ü Cl O O O O {)() () 0 0 ü C O O U D 00) 
< • 1) • 2 '> ·1 U U (H) l.l l: C• n U U C i.i 1 \ D U 'I , o. ooooco1000ouoooo o □□) 
< n. ·3·5 •J,J iJflOGü u :L1n() v n u·~ , C.OU GOUOO OGOOGGOUOD un) 
< u D t1 5 u •J o o o c 0 u u ci c o r<i c, 1.., 1 , D.01.;0Q û OOOOiJ (tOO OfJO D Q ,J ) 
( ,J . 5 5 ~ ,) :J J 0 Ci fJ U t CJü I J ! J D U 1 , iJ .UU fîOürJOIAlUOCOO UOD OU > 
( •-~. fi 5; 1 ·) '.) ') 0 00 ~1 1:i (; O·J f) •_1·0 u1, O .U00 U OOü O C □ UOUU GC o o □ · ) 
( ·J . IS ·l•Jf)'.)tlJ ()fJC1 '.""1nuui.10 O'I r O.OIJ i)CI QUC' 0 1..i GOOOCU(jD OC) 
( ·J O .35 ..) iJ ) -:i (l O ( 1 t_; Cl { .1 J (J fJ (.; D (j 1 , o. oor.i nno oooo oo cooo o ou> 
( n. r; 'i i) () :);)O L.Jù OfltJ (I UU~) D • 0·1, O. OC.10UU LJ OOOCOUCOOUD 00) 
( iJ . 11)5l)J lDUu ùuU C, Jf/ (: [) û 2, C .OU COOCJO U:J UOG UUU D 00) 
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2) Résultats. 

a) Par la méthode usuelle. 

ù L L, r: l J r· p C ( X ) : •j L 

H f... C 1 ~. l ~ r, f: ~ C ( X J : 

( 0 .141 473574 3~ 8 6 5 91 L 01, O .. oooono □ LiüOCUüOOOD Qü) 
{ 0 . 21676O~Uu9~,) ~TT~ G1 . o . ooooaoooü □□ uuooou UU) 
( n . '3 :5:D l 2 3.3270 '..i 3 39'J .,, D l, o.ooononuoo ucooü uGD □ ü ) 

c n .4 ?9~ 30J9)L-4u ~1~l CL o . O0nooncuuu u ouu □ uo □ c) 

c □ . 52~54 1 Q] 8 ~ ~~~~~~~ ·u1. O. OOOüOUOU UO üüUOüUC Cü) 
C 0. 623 4S 8Y4 144J LLG7 L C1, o . noooooooouu □JOOOD UU) 
< 1 .7 20319 u UU~~U7u~ uD U1 . o . 0nooonoouuouuuuuu □ L) 
( n. 8 1 r1 q C: 7 u u 7 _:; l .5 4 ~ 7..:. C C •i, 0 . ononnoooucuuuoooo · uul 
( ::' . 9 ·1 5 ?. ~; 9 ·1 9 ..:. L .:., '..i ._ u 0:; l ' ü 'I , a. ooonnouuccuuucuuc _O~l 
( ~-1 ~U35lu4lJu~J iG 0 l U~ , o. oauouuuuuuu uuo ooo GO) 

\, C ~, ~ T ,\ N T E M l; L ï I f. L l L ,\ T l ',i L ; 

c n . ~ C ClOO □ i.,uULuw(jl L uu 0'! , n. onoqooococouoo:.iu1> ou ) 

b) Par la méthode produit. 

DE GRE DE PC {X): 10 

fl /, C I ~! l ~' D E P C ( X ) : 

--------~--------
< '] . 1L1 '1475 5.7 434 ~67"i5v C-1, ·: i . OOCOCOl1GtJOrJ o u UOOD 00 ) 
( U. ? V;, 7 6 'l 8 i"J 6 9 r; 7 5 4 ï' f D 1., 1 , 0 . (10 U O C,(J .J lJ l.l lJ C ·:HJ (JO O D O (J) 

< U . . 5 3 3 U 1 2 3 3 2 7 n 2 6 7 0 D 1, . IJ"l , ,) . 0 0 ü ll O O O QrJ O U O O u U U D C., U ) 
< □ .4 ?96~J399n32221 9U V1, OoOOCO OOO OOOOOO OOU D 00) 
C ') • ":i 2 6 5 4 1 ( \ '.> 8 5 9 U Id 3 9 [; ~; 1 , C • 0 ü Cl n l! U O O O On ü O OC u D O (; > 
( !J . 6 2 .J l1 5 8 9 41 ,, !) 9 c; 1) 6 H> U 1 , C • ü U U (}() 0 :l Or Jlî (l U O O JO D O O) 
c o . 120J1Q~ Dü96777 81n 0 1, u . uo oouo u ooo □ aüo ou o ou > 
C 0 . 8 1ô 9 13 1ô6 72973 3 UL1 l.J ü1, n,, fi üUOUO DOOO UOOOOüD fJO ) 
C '1 .91 -~2:3':Jî 9 3 0 L1 2 453 :) c, o ·t, O.UO COüOUOOOü OüUOOD OU ) 
( (} . ·1,J,)8526425651329[, 1.;2 , (l .lJ L)UOLJCJOCOCCOOOUO_D UO) 

CO~S TANT E ~ULTJPLI CATI VF : 
-------------------
( d . 2 ·1·11) .J :l () () •:) C10UOOO J,D (; 'i, O. OOuUOG OC,OG f:llJOU PUD 00) 
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Considérons tout d'abord les racines obtenues par 

la méthode usuelle . Comme nous pouvions nous y attendre, 

ces racines sont a ssez mal conditionnées. Elles sont 

en effet très sens ibles aux variations des coefficients. 

Les nombres de conditionnement des racines sont respec

tivement: 

0. l 103 

0.43 106 

0.42 106 

0 . 25 104 

0 . 86 106 

0 . 86 105 

0.25 105 

0.11 107 
0.12 106 

0.96 106 

Signalons la bonne correspondance entre l'ordre de gran

deur de ces nombre s et le nombre de chiffres non signi

ficatifs des racines. 

Effectuons maintenant le changement de variable y= x-5. 

Théoriquement, comme le laisse prévoir Wilkinson, les 

racines doivent ê tre mieux conditionnées. En effet, nous ,. 

obtenons des résultats sans un seul chiffre significatif. 

Résultat. 

DErrt GE PC(X): 10 

Rf< CI Ml-~: ''F PC(X) : 

(- "),,~5::i5 2-; ~ 2s6·s ) 1;2 ~ i'f.< û î, G ., C'CiUU(i())C1 Cll[10D0 ) 8 D f)(;) 

(-.t1 . ~6 -12391)3")1, 2 t,5 3 :2D U'I, C1 . 0UU1ufllJCUUù!1UûCOD OC.) 
(- 11.1"16} S7:,S 72973'~ C.C1 l 1 G1 , O. C!üCllC(':.)('lJuUOUIJCO D 0 0 ) 
(- r1.7;} _-S 1 Q~()')9ô77? :q fc; uG , (l . ( 1(J(,(iC,U()( : Ol10n(lOCIO D QCI) 

( J ,., ,u, 1 4 1 n s -:i :; r; 'J 1, .3 3 ; 7 u l • u, c D c) n cc c; l: u r ci r 1 (.1 o on oc D CJ c ) 
< i) • i ~ 3 t, S ,) ;u, l t, ! ') S ::i ~. f , ,(1 ) î , U • U !l l : 0 G J CH: 0 li O Li Ci 'J ü LI O (; U ) 
< ') . 2 ~ r·1 S 1 u 1• .) ci Q t, ï' 7 7 7 S 1 

l, ( i 1 ~ O • ~ (I L. li ü ll lJ r •. ü ( i L i (1 0 0 ) J [) ü Q ) 
( : 1. 3 1 ~' ') :3 7 '; 0 7 2 9 / ,) 2 ~, C [. :., 1 , (' . r, u (' C C1 j OC O LI Ci n LJ (.1 J (J [\ () r1 ) 

< ' l.. 4 1 .,_ "? -~ '1 ; , .H' t, 21, :i 2 1 C . Li î , U ., c, U CO C JOU J (1 Ct OU O '.) l.J [l C J ) 
( ' l • :i 7 'Vi? -'i 4 ~ S 6 5 ~ ~ 2 S (, [) 1,1 î , C • D lJ U O (JO u (; (; CUO ;JOU() D On ) 

C 0 ' j.s T ,. i I T r~ ... , l IL. T I Cl L I C , \ T I V [ : 
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Par contre, si nou s effectuons le changement de 

variable y= x+k, avec k positif, les racines deviennent 

de plus en plus mal conditionnées. Pour k=20, nous 

n'obtenons même plus aucune racine. 

Considérons maintenant les racines obtenues par 

la méthode produit. Elles sont toutes bien conditionnées 

et, si . nous calcu l ons les nombres de conditionnement, ... , 
. -1 

nous obtenons qu' i ls sont tous de l'ordre de 10 au 

maximum. Pour vérifier les· résultats obtenus, effectuons 
-15 la translation: . y = x + 1.10 . Nous obtenons 

DLGRE Uf PC(X): !U 

f~ A .; l r~ ES D F. PC ( X ) : 

( 0 • 1 4 1 4 7 3 ..> 7 4 J 4 0 u 7 l 5 û U 1 , 0 . Cl O O O !lfl O c,. 0 U U U U O OU D O O ) 
C 0.236760~U~YS7 54 7 ·1~ 01 , O.OOOOOOUOOUOUOOOOD 00) 
< □ .333 □ 1233i1u~01 01c 01, o.ooonoouoaooouoooo uo> 
< 0.429680J99üS22 ~ ~GU 01. 0.0000000000000000D 00) 
C 0.52 6 541U5~S9U4 J 4U~ 01. O. OOOOOOOOOüüODUüOD 00) 
< 0.62345 894140)5 u6 ~U 01. O.OOOOOOUOUOOOOOOOD OU) 
c n.12 □ 31 9 ciü □ v077 7 J ~~ 01, o.nooonououoooooooo □ o> 
< o.8169 37oG7~97J J0 1o 0 ·1, o.oooooouuouooo □ oüo uo> 
< n.91~23 9 19S0424 jJ1 u 01, o.ooononouooooooouo □ o> 
( (J - ·1 C! 0 ;3 5 2 u 4 .:.. .:., 6 .;, U 2 9 C O 2 , 0 . 0 0 0 () 0 0 0 ü U ü O O O O O ü D O O) 

.::0 1 • .:iT i'. l~TF 1~ULTI PL1L ATI 'w'l : 

( 0.20000 0û0UUUllLCC3ü 0l,. 0.61743743.:'.822659H;- ·l5) 

Les racines calculées ont également été soumises à la 

translation!. La précision est donc maximale. 

D'autre part, nous avons 

âz r 
ai P 1 (zr) 

-----l 
(z -a . ) p'(z) r i r 

= 

où é désigne une e r reur relative sur la racine a . . 
l 
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Si nous effectuons une translation y=z+k, A se transforme 

de la manière suivante : A devient A+ kA. Par conséquent, 

ce nombre ne tend plus vers O lorsque z s'approche de r 
l'origine par translation. Théoriquement, cette racine 

devient donc très mal conditionnée. Vérifions le en 

effectuant la translation y= x - 5.26541. 

Par la méthode usue lle, · 1a cinquième racine calculée 

vaut 

0.585904338730 7878 10-6 

et il n'y a aucun nombre non significatif. Par la 

méthode produit, nous obtenons 

0.58590433868 98221 10-6 

Mais nous avons 7 chiffres non significatifs. Ceci est 

donc tout-à-fait compatible avec le nombre de condition

nement calculé. 

_Nous pouvons donc affirmer que les racines calculées 

par la méthode produit sont plus fiables que celles 

calculées par la mé thode usuelle. Comparons maintenant 

les racines calculées dans les deux cas. Nous constatons 

que seuls les chiff res non significatifs différenci e nt 

les résultats calculés. 

R~marque: Vu la forme des racines des deux polynômes 

initiaux , les coefficients des polynômes 

seront alculés avec un minimum d'erreur. 



4 .2.3. Exemple 2. 

Données. 

a) Premier polynôme. 

L' L l, [; i.. ., [ I • ( X ) : 11 

-. C t, :, T 1:, ; , f -: •1 l L T 1 f L l -;, , . ï .i.. 'J l : 

( - l • 7 î : ,J (,i'_) nt_; l~ .., L, L L; U , lJ J \, 
< - :1 . ·.) r: n n :1 u 1J u cc u u L Lu Li., 

( • 1 • > 1 : 0 lJ f1 ri L; L IJ " LU L L l, u ;_ 

C n . 1 0 n fj Cl J l; 1; L (; lJ U U l; C ;, ,.; 

- b) Secona polynôme . 

t• i. L. 1 \ L 1 ! n ( ·, • ) : 4 

1) . () 0 t ln () n J U L () ü ü GU O '.) D (1 ü ) 
') . fll)()n(jl)lJüCüUüUUOJI) Ju) 
0 . onnn0ouLOC uL CGUO ~ Cl ) 
n. onoGn0JL;O GOUUüO0~ J O) 

( - ~ I • ·1 u ï' ,.:J l O 1. :., .) ;' 1 , ~ , ' • ':., ::i v f.i ·; , (_' . (1 (l (} (l () 'l ~ L, l, Ü l,; (J lJ Ü Ü '-Jl Ü l,; ) 

< -- , . ·, , ' ., :i . .'.> 1 .., ,_ , , . " _ ·1 .., '... ._ ., u ï , r; . r.1::1 rJ n fJ nu L, u c (, c u u u u u ::i L ) 
r, • ·' ' ;i 9 li 1, S _. _; '/ _, 'J G L, ,J '.J ~ t, (1 i , ,. ; • t) f) fl ( l () !J U (J Ü (J Ü L; '..J v Ü U L LJ li ) 
: l . l '. I 1h: :i •:·; ., ., t., - '.,., c.. l. _ 1 l C,. , il . U Lli Il n 1.i J LUC u U O (J J (J D ) C' ) 
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es racines du second poiynome ont ete caicuiees 

avec une précision maximale, de manière à ce que la somme 

de ces deux polynômes se réduise à un polynôme de degré 1, 

dont la racine vat l'unité. Par la méthode usuelle, si 

les coefficients u polynôme sont calculés de manière 

exacte, cette rac i ne serait obtenue immédiatement avec 

une précision max i.male. Par la méthode produit, nous 

obtenons : 

0.99999999999 97 802 

et le calcul du nombre de conditionnement maximum nous 
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4 donne une valeur 0 .13 10. Cette racine est assez mal 

conditionnée. 

4 .2.4. Exemple 3. 

Donnée. 

1,; L. L 1.; L v r-. r· < ':( > : ,. 

1;,·, L ... r,L ::i 0 1· 1- ( X ); 

( - '1 . l Y) (î Cl I' ~ Uli L l 1..., u " lJ L ,; Cl 'j • •l • n t l D n r •J U J U CO U ü ü O O ~ U ü ) 
( - l • ':i : , J n fFl ;,_, v L! L L L G l, (J U L: Li i , 0 . 0 1) () n ~) n C U Li U U u C U U J D ~ ü ) 
< 0·1. rn ri n ri DL l, u l., l~ L L-l.J l, u ~ Ci'l , '.'i . 01v1n nu J L J '.J Gu J ü J u o J u ) 
( r. . 1 1: nn,_, :) Ll.J '.i\,(;1.,L,L l JL 1i ._ , n . lîl l) (' îj ()U CCCU LJ (j JCJl) (.jlJ ) 

ü l L.. r \ L L 1- P ( X ) : ,, 

(. L. 1 .. :., ., ,-. I·; T r. • • 1 • L r 1 i 1.. 1 (, ;, -, l 'J L :. 

1, ,, L : ' ; [ :.i !-. ! Ï' ( Y. ) ; 

( - ri • 7 ·, i 'j ? 7 ~ 'l • • ..) l ', /, .:, 1; ; ,, l, • 1 , ri • n n n r () r, 8 u l, G Ci lJ O C, 0 ü D G lJ ) 
( - _ri . t, \ ,., :: 4 'l i ·; 'j ,_; i .., .:J, L, /L li', , n . f 1 f1 r, r_, P '.1 J L L, C tJ U QUO U {) U l; ) 

( -l . ? '-'9 29! ) ..;;;') ï'"rcU :.,:., U i, 'l . ilr1rJ!Jf) iJ ..., iJJ LLi üJUOuD l.Jü ) 
( ') • 1 1 ,1 ) !., 5 .::'. J _; , : , ... '.:, i'., ~ î -· G l,l (_ l.. . 1 ) • () ,, Cl u ( l (j ù LI (: 0 u ù Cl [j O u [J u u ) 

Nous devrions théoriquement obtenir une racine 
double valant l'un i té, les racines du deuxième poly-

nôme ayant été ca l culées de manière adéquate et obtenues 

avec une précision maximale. En fait, nous obtenons 

l.000000878428 469 

0.999999888656 4796 
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Nous perdons au moins la moitié des chiffres disponibles, 

comme nous l'avion s d'ailleurs prévu théoriquement. 

4.2.5. Exemple 4. 

DLLRE vE F (X): 

c n.10663QJ ~; ,9l4 u □ o~-o~. 0~aooon ou uouooouooo oo> 

l</\ L lt~ l :5 !H. P ( X ) : 

---------------
( O.O OOOOÜL Li JLUL UGUü ~ OL,- 0 .19516 1 ?~4 4102 00üD 0 'l) 
( n. no 00 fl Ou ûuC uu ü LU 0;, CU,-0.12332 94H71C46UOüD u 1) 
( n.o oonnoca cuuL cLL UL OC ,- 0 .1 0 71 ?9~17o2 1~000C U ·1) 
( 0. nonoonuuuL.ouuLuuo üU,-0.10?41 ~5 126~ 850000 0 J) 
( 0 .00 0000 vü ü~ü □ ûüU LD oo ,- o .1no 9613eM 4457 □ uoü 0 1) 
( 0 . 0DOOUnGCUCuLüUU Uu OU,-0.100541 99 7~13 /00CD 01) 
( n.no uonouo0uc~~LuL u OQ , 0.1 one;, .. 199 7 e73 7 ooolJ U 1 > 
( 0 . 000000u UUULGU üU UU oc . 0 .1009~1 jùd~ 4570UOD 0'1) , n. onoooo~ uauou ucu uu 0 ,., 0 .1 02 41 ~57l65d5000ü 01) ' u , 
( 0 . n0□ 00 0 vüUUCLUL U u~ (;(J , 0 .1 071 ?98 176212 00UD 01) 
( n.onooooJ □ uccuu u u u~ Ll U • n.1 233~9 ~3 71046 000~ ü'I) 
( !1 • 0 (10 0 0 0 û U Li U u U U U O (; D üu. 0 .1951 6 iï244"lUèOOUu Q'I) 

D l L, Il l lJ r: P ( X ) : ·\ :i 

CU 14:; T 1\ l•l 1 f M li L T I i·' L l C fi i .. V • ; 

(. ().1 [l(\()lJ0..;ü0LiJ0GU0LilJ u ·1. o . 00000(JJO OLJCOüliJüu 00) 

( 0 .n onOOOJUÜLlJ0UULÜC ou,-n.9995q72~6~ù04UOOD 00) 
( 0 . nnrJO (',O JCJ Gu UüUL l.J C t, uu ,-n. 09543~2476~99OO □ D 0 U) 
( n . nn O ()0 !lJ UL:L, 0Ü Uli Ul.J lJ ou,-n.9~1? B64?37G 8 9 □□ uo 0 U) 
( ·l . nn o o00uLil10uJUU CCD' ou ,- n .93 b11h17 e5 0L6 UUOD 0 0 ) 
( '1 • Cl ll O 0 0 n ù U U J U C L UU U J UL,-0.81489027774U20G OU 0 U) 
( 'l . !l(lfl(J(1f1uOGu{)lJUG Cù iJ GC ,- 0 . 5 14 957S322965üü0D OU) 
( n.o nn0onuuu::..uuuc uuD CJ L, o .noo ooouuuucouuooo 00) 
( n .oooo oou □ üGOu u u u oo U L , 0.514957)32~9ESOOUD OU) 
( n. 0 0 ('00 fJùùU JUU GLJ Uùl, 0 0 , o.A~4B9 O27l74u:uoo o 0 0 ) 
( •l • 0 0 (' 0 f, () U J GLU L L CU (J L: uC. 0 . 9 ~ -~ 1 ·: -~ "! 7 0 '.5 6 8 c3 U O ü t.: Ou) 
( () . Ü Clrl O (1 () lJ J U Ll lJ Ü L(; U U D (J u, 0.9 ~ 1?8A49U7~b90UOD OlJ) 
( n. oonooo~0uuuu~ü UUü oc , O. Q954~0l 4/6999 00üD U O) 
( n . oao o oououu uL J0 □ J o Cl' ~ 0.9995~7 256 26U4000D CU) 

-~ 



a) Par la méthode usuelle. 
·••••••••••••••••••• •• •••••• •••••••••••••••• 

Dl:CH .L t;E PC ( Y.): 

( - n . 8 9 5 7 4 I+ ') '.:.i ,, 4 9 4 0 ; l v L - 0 ,:, ,, - 0 . l O (l O ,, /) 4 v ::i 6 0 I 5 6 cl~ O O 1 ) 
( n . ~ 9 4 :~ s ô c ;:i 1 i ..:: s .:; ... :s u 1., - o ~ ,. - n . 0 96 F, ') ,~ s 3 'd i 1 Y 6 6 .3 u o u ) 

C-0.1~521~~3Uj4/4 uS~~ - ü1 ,- 0 . 985385i10 7 930/USD OU) 
< 0 • -s 7 7 , r :s ·1 1::i v ;_, i 11. w L - u 1 .. - o . si 4 s ;:; 4 -i: 0 9 ; :: o u 3 7 ±tJU c ù o > 
c - 0 . 1 o ) 2 b 4 v l i ... s ,, ) =- u 7 u u u, - n . 8 t, '3 :; n ? J? w s 1 4 Li 4 ·1 1 o u o ) 
( O. 394 8 56J9U~~9_,u:1c - u .... n.996 ~??53~G~4L337D 00) 
C-~.12521 5 j3u~ 944i~~c - U1, 0 . 9~538530992320bSD 00) 
< 'l . -:s 7 1 ·1 7 3 ·; 1 s 7 L, _-:; 1 r :.:, 7 L, - u 1 . o . 9 4 9 P. 4 -,. 6 (11 0 9 n 1 6 u ü o u > 
< - '1 . ·1 n s 2 o 4 .., l 1 2 3 ., .: ) 0 '+l> u c . ri . R 4 r, :5 n 7 J 9 6 3, 1 ~. t u u 3 o u o > 
< - n . 8 9 .H 4 ? SC J 'h:. 7 0 u:,; l- t;, - C ~ , n. 1 0 () r, 'l 6 4 6 '.:i / i:. 6 4 1 2 91.) U 1 ) 
c n . . n ~~ n s 0 1 1 .:. :.:. •; ,, : :î ..:; L u u . o . s s s s 7 9 ·1 7 2 <.:- 9 l ::i 2 z 1 u . o u ) 

( - '7 • ·5 j 2 <O O l SS J 'i 6:.:, U • -· <i t,:, Cu , 0 . 1 4 5 ~ 5 1+2, b 4 J 4 o 4 6 7 9 D -1 '.;, ) 
( n.?~~ 1 3 5~11~)1~u 04U üü ~- r .55 557°17: u 9 7 5494D 00 ) 

L CI l:., r ,, 1·; T f: M li L T I F' L l (; /1 T .. '.' E ; • 

('l · t u ,, o . nnonon0uuO UO UOOOD UO) 
- ----- ·-- -

b) Par la méthode produit. 

DC <...nL 11[ Pl'.'(X): lJ 

HA l.I rJ Ui n F p C ( X ) : 

( -0 . R 9 ?, 7 I, 7 -> 0 .:i _; <., u -> _; ~J . ., - 0::; , - 1.) • 1 0 0 [11 ,S 4 o 5 7 t G 2 0 D û D Ü i) 
( '1 . 3 CJ 4 ? 5 f, .i J ï' 9 0 '.:i ! ;__!!_ ~! (; - 0 i:. , - () • 9 9 f , R ~ ; -> 3 ?, 3 2 J 5 6 7 o D O ü ) 
( - f'J • 1 .?. 5 2 1 :- '.) j o 7 û-> 4 ) _~ L. - U 1 • - () . q 8 5 3 8 5 .5 G 9 9 4 :5 .5 7 14 D ü U) 
( '1 • 3 i' 7 1 7 5 'J ·j j i ·1 û 7 J 0 'I 1, - L: l , - 0 . 9 4 9 8 '• ·i; t.. 9 1 8 9 1 3 0 5 G ù O C ) • 
(- ~ . 105?6~~71~3JJ9~~c uu,-0.843'i07U96}11U541D UU) 
( n . 39 4 S5~SJ79ü51jS U~- u ~. 0 . 9 ° 6P2 c~3S3285b76D OU) 
c-n.1 25 215J367U:.:;4JG ~D - 0 1. 1 . 9~ ~~85Sü9943S7 14D UC) 
( n . 37ï' 17'i 9 1'.>7 'iüi.::.i0 l :;-O ï, fl.949 B4~691091 ,:,O5Ou 00) 
( - n . 1 C! 5 2 6 4 ., 7 ·1..:. tL .:', 9 <., J C' u li • (1 • 8 4 3 3 n 7_U 9 6 3 1 10 5 4 1 D U U ) 
(-fl. 89 :., 7 t .. 7_;c,::;ù0 v :::i3~ul.t - ü3 , (~ . -10001 6 4uS7Jo.2.059D 0 ·1 ) 
< 1 l . 2 ~ -i ! -~ L; "' I 7 ,._ ':J 11 4 i .:: 1 (; li U ,. 0 . 5 5 5 5 7 9 'l -12 6 9 7 5 2 51 D O O) 
C - n . 3. :s 2 ') r~ ? .;; i u '7 ,J ::i ü , .:. '..> IJ OU • L1 • ?. t.. 1'1 :i 1 7 ::i .:; ü 1 6 9 l 9 6 D -1 6 ) 
< O . ?. 5 f' 1 .'.-'5 v ·1 7.::. ; 'I 4 • 2 l ;.; (; U , - U . 5 S 5 5 7 9 'J 12 6 9 7 5 2 5 1 D O L.: ) 

L c, 1 ~ '..> T ~ 1 J r F ''ôf J L T I 1 ' L l Ci, T l V [ : 

/ ------------------------
( '1 . ·l !J 000OLiUÜÙLJL1.,Uül ~ U l _- o .t➔ 10194:i'19lü30 79 0[; -·}o) 

114. 
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Cet exemple est un cas comme on en· rencontre 

souvent en synthès e des filtres; la plupart des commen

taires effectués d ans l'exemple 1 peuvent également trou

ver leur place ic ' . Remarquons en outre que, parmi les 

résultats calculés , il y a six paires de racines complexes 

qui sont conjuguée s. Les racines obtenues par la mé thode 

produit le montrent clairement, tandis que les racin~s 

obtenues par la mé thode produit, en négligeant leurs 

chiffres non signi ficatifs; ne sont pas encore complexes 

conjuguées. Il e s t nécessaire de supprimer encore deux 

chiffres suppléme t aires. Ceci peut s'expliquer de la 

manière suivante. 
~ 

Vu la forme des racines des polynômes : 

factorisés, les c oefficients du polynôme somme vont se 

calculer avec des e rreurs plus importantes qui vont 

essentiellement porter sur les un ou deux derniers 

chiffres de ces coe fficients. Cette erreur se transporte ,. 

sur les racines e n rendant non significatifs un ou deux 

chiffres supplément aires. Dans l'exemple 1, nous n'avons 

pas assisté à ce ph énomène, vu la forme des racines des 

deux polynômes initiaux. 

Remarquons f inalement que les chiffres non 

-significatifs sur l a partie réelle et la partie imaginaire 

représentent des quantités de même ordre. 

4.2.6. Conclusion. 

La méthode produit nous fournira des bons résultats 

pour des problèmes qù les racines des deux polynômes 

initiaux sont proches l'une de l'autre, de sorte que l èc 

racines du polynôme somme alternent avec les racines 

initiales et soient simples. Les quantités p 1 (x) 

et p' (x) sont approximativement du même ordre pour les 

racines de p(x). ne racine sera mal conditionnée si elle 

est proche de l'origine, comme le montre l'exemple 1. 
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Pour l'exemple 2, nous pouvons constater que 

les résultats ne s ont pas toujours meilleurs par la 

méthode produit. Sile polynôme p{x) est de degré 

strictement inféri eur aux degrés des polynômes initiaux, 

si la racine cale l ée se trouve isolée des racines 

données initialement, cette racine peut également devenir 

mal conditionnée. 
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PROGRA M RERAC 
lMPLICIT co~~LEXC16 (A, 8 ,L,~,P,X,Y) 
ülMENSION A<~O), L(iü)_ cc~u), COEF(2U) 
REA D 777, NP 
FUkMAT (12) 
L.:Ü 775 JP=1,Nf ' 

TAuLl ~E ARI~ULES 

~~*u*** ~*i*~~J*~*~~~u~w~*~********~*~*~*=***** **********Q** 
\'.:i 

•;i DONNEES 
* ';l*** *** * LES Dl:.lit:;ES CES POLYI OMES SONT DE S [NTIERS LLiS 
~ U~ FORMAT (l~). 
Q LES AUTkE~ ~üh N[lS SONT DES N~M~RES CüMPL EXES 
w [XPRI ~FS [N UlUBLE PRECISION. ILS SüNT LUS ~vus LN 
~ MAT (21"25.1ù). 
~ IL Y A UNE ~CN NEI:. ~AR CARTE. 
'.l 

~ NP * NO MB HE DE PR ~8 Ll~LS A TRAITl:.R 
-~ * 
ô NA t: DEGRL L>U PkE Mil:.R f' OLYNOME 
~ A(I) O VECTEUR DES RACINES DU PREMIER POLYNOME 
~ CPA O SA CONSTANTE MüLTlPLICATIV[ 

~ Nb ~ DE GRE DL ~LC GN D P~LYNO~E 
".J CP B .i SA CUI~~ TnlHE MUL Tl PLI CATI VE: 
..:i IJ(I) ù VECTELil< Dl~ HACIIJ[S DU SECüfJU POLYNOME 

'Ô 

* 
* SOlJS* 
~ 

* FOR-~ 

* I':: 
~ 

* 
* ._., 

* 'C: 

u 
\": 

* ~, 
* ~~oo~o ~o~~c0~o~a~w~c0~~0~00~0~o coeo*~*~u~c*Q*~*~~u*w******* 

'.J 

'-' RESUL Tf\TS 
,.::z ,;i 0 -:) ,C, ~'Cl Cl ~ ,'J 

~ NS * DEGRL Du PuL YNOML SOM ME 
-'COEF(I)f:- VFCTl:.UR uU, CO~fflCJFNTS OU POLYNOM E SOMME. 
~ C(I) ~ LES RACINES ~u PuLYNO~E SO MME 
·::J C.PC * CONSTAt TE MLJL.TIPLl CATIVF. DU POLYNOME SUMMI.:.. 
'>l 
'-' DlF 

t-

* NO MclRL L~ Cü ND lTl~NNE~E~T UES RACINES PAR 
~ R~PPUhT AUX DONNEES INTERMEDlAlRES QU[ S~NT 
* COEF Fl Cl un s 
* 

* 
* l'.'J 

* 
* 
* 
~ 

~ 

-:t 

* 
LES (J 

* 
* 

,y 
'·. 



5 l C 
52 C 
53 C 
54 C 
55 C 
56 C 
57 C 
58 C 
59 C 
60 C 
61 C 
62 C 
63 C 
64 C 
65 C 
66 C 
67 C 
68 C 

C AUTRES VARlAUL[~ 
~ ****u*Q*~w~~~~~w 
-;i 

:1 NC 
,·, ,,, 

'"' M 
w 

-
(J X 
... p 
\.;' [) 

;~ 

* N0M ü RL Dl RACl~E~ DU P0LY~0ME SOMME DlJA 
o CALClJLEES 
~ VERIFlE Lh RELATION: M = NC + 1 
* INDIULE LAN TUWL CES RESULTATS CBTlNUS 
* LA RECHlUCHE U'~N[ RACINE 
O POINT C~LRANT • 
* VALtUR UU P0 LYN~M[ SOMME AU POINT X 
* VALEUh CE 5A D[HiVEE AU P0I~T X 

LECTURE ET IMPklS~lüN ~LS DUNNE·ES 

..:z 
,A 

"" 

* 
* * 
* 
* LCRS DE * 
* 
* 
* 
* 
* 

69 C 
70 C 
71 C 
72 C 
73 C 
74 C 
75 

DANS LES D0N~EE~, LE ül RNlER P0LYNO~E SEkA T0~J0üR& D[ DEGRE LE 

76 
77 
78 
79 
80 
81 C 
82 
83 
84 
85 
d6 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 

[LE:VF.. 

REAU 10 00, N~, CPh 
IF (NA.GT.O) READ 1Uü1, (H(l),1=1,NA) 
R[AD 1000, NU, CPL 
lF (NR.GT.0) READ 1Uù1, (8(1),1=1,NB) 

1000 FORMAT (I2,/,2u~ 5 .1J) 
1001 fURMAT (2D25.12) 

FR l lH 8 99 9 
8 9 9 9 f U R MAT ( 1 H 1 , 5 X , ' L ü Nt~ E E S ; ' , / .,. 6 X , 6 ( 1 Ho) , / /) 

f'RINT 9000, l~A, Cl-'A 
lf (NA.GT.0) PRINT 90Ui,(A(I),1=1,NA) 
1- RlNT 9 0 00, 1,8 , CFL 
lF (N 8 .~T.0) PRINT 9GU1 , (u(I),I=1,NB) 

900U FORMAT. (1H0,////,10X,'t lG Rl DE P(X) :',2X,ll,/,10X,13(1H-), 
1 / / , 10 X, ' (. c.; IJ:.; TAN Tl. r,, L L Tl PL l CA T 1 V [ ; ', / , l 0 X, 2 4 C'l H-) , 
·1 /,1SX,'('.~i3.1~ , •,•,D23.16,')') 

9 0 U ·, FORMAT < 1 H () , 9 X , ' RA CI rv [ ~ ÎJ L P < X ) : ' , /, 10 X , ., 5 C 1 H - ) , / , 
·1 ( 1 5 X , ' ( ' , Li'- 3 • 1 u , 1 ~ ' , t 2 .3 . 1 6 ,, ' ) ' , ) 

1-'f<INT 9002 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

9002 
C 

FvRMI\T (1H1) 

C 
C 
C 

100 

l!Jl T IALlSA îlt,N 

CALL COP0LY (A,U,~A,~G,C ù LF,NS,CPA,CF8) 
lf (NS.EQ.0) GO Tl, 901 



10·1 IJ !:: P 1 = N S + 1 
PR ltJT 901 Z .. l~ S .. ( ~ 01:. f C l) .. N S P 1 , l , l = 1 , N S F' 1 ) 102 

103 
104 
105 

901 ~ fORM AT (1 H0 , / //,10X,' Dl GR l uE P(X):',I 2 .. ///,15X, 

106 
107 
108 

10 
C 

109 
110 
111 
112 C 
113 C 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 

C 

C 
C 
C 
C 

.1 23 
124 C 
125 C 
126 C 
127 C 

100 

126 200 
129 
130 
131 C 
132 C 
133 C 
'13 4 C 
135 300 
136 
137 
138 C 
139 C 
140 C 
141 C 
142 C 
143 
144 
14 5 C 
146 C 
14 7 C 
148 C 
149 C 
150 C 

1 'P(X)= (',D ~:;.16 ,',',02 3.16,') ·tl X id: (',12,'-',12,. ') ',/, 

1 (/ / .. 2 ·1 X, ' + (' , D .c 3. 'I 6 , ' , ' , D 2 3 . 16 , ') •~ X '1'1 ( ' , I 2.,. ' - ' , 12, ' ) •) ) 

PRINT 9002 
NC = 1) 
l11 = 1 
X = 9 ( M) 

RE CHE RCHE D'UNl RACIN[ 

K = 0 
~ttLL RAC (X, CuEf .,.( J~ ,c ... tJ l , K) 
lF ( K - 1 ) 10ù , 2U0 , 30û 

LE PROCEDE Nl CONVl GE PAS. ARRET ~u PRuGRAMME~ 
g********~**w*~*v**~*~*~*********~*****~*~***Q~ 

CPC = C0FF(1) 
1~ S = N C 
GO TO 9 00 

LA FACTORl~ATILN lS T CLMPLETE. 
~ao ~co~aa~uc~~O~Q~~ ~o~~****~** 

CPC = COEF(1) 
NS = N C 
GO TO 901 

UNF. RAC IN E · S T TR OL,VEE . 

t~ C = N C + 1 

C (NC) = X 
IF ( NC . EQ. NS ) ül.: TO 200 

tH, UVF. All FOJNT l>l: L. [PART. · RlCHF.R CHE D'L NE f,lJTHE RACINI:. 

H = NC + 1 
Gü TO Hl 

IMFWESSIO~ DLS RLSU LTA TS LBTENUS. 



C 

151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 C 
165 C 
166 C 
167 C 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
.174 
., 75 

90'1 Pl-<INT 9009 
9009 FORMAT (1H1, ~UX ,'LA FACTORISATION EST COMPL~TE.',//,21X, 

1 'LE DLGR[ ~U P0LYNCME SOMME EST MAXIMUM.') 

90u IF (NC.EG.0) GO TC 911 
f'RINT 901'), tJC, (L(l), I=1 ,~ .. C) 

9010 FORMAT C1H0,///,5X,'HA~INLS CALCULEES',/,SX,17(1H*), 
~ ///,1 0X ,' D[GRE E Pl(X):',3X,l~,/,10X,15(1h-), 
·1 ///,1UX,'RAC1NE S D~ PC(X):',/,1UX,17(1H-),/, 
1 C 1 5 X , ' ( • .. u :.'. 3 . ·1 6 ... • , t .. t 2 3 • 16 , ' ) ' ) ) 

911 PRINT 9011, CPC 
901 1 FCR~AT <1 H0~ /,10X,'CON STA~T[ MULTIPLlCATlVE:',/, 

'l 10X,24(11-),/,1 ::>X ,'(',D~3.16,',',l.)23.1o,')') 

ANALYSE DE LA S~N~lUlL TE DES RESULTATS 

PR INT 7000 
7UûU fCRMAT (1H1,4X,'AlJALYS L Dl LA SENSIBillTL UES Rt::SULTAL>:',/, 

1 . 5X,40(1H*),///) 

i.,U 7100 K=1.fJS 
X = C(K) 

PRINT 705 0 , K, X 
170 
177 
173 
179 
180 
181 
182 
"183 
184 
185 
186 
187 
188 
189 
190 
191 
192 
193 
194 
195 

· 7050 FORMAT (1f-40,4X,'C(',12 ,') = <',.D23.1o.•,•,u~3.16,') '> 

196 
197 
198 
199 
200 

70oU 

707U 
7080 

7090 
7100 

l; = CP C 
ll O 7 0 6 0 J = 1 .. 1.J S 
IF (J.EQ.K) GuTC 7üuU 
[) = D * (X - C(J)) 
CONTINUF 
u = D * X 
IF ((DA BS(DRlAL(C)).LT.1.~-5()).AND. 

l (üABS( OI~hL(U)).LT.1.D-50)) GU T0 7100 

J = 0 
I.II F = {OE F(N SP 1) /[; 
PRIN T 7070, ~, J, Dlf 

F-Z = (1.D0,0.üU) 
L-O "/() 80 J=1,NS 
PZ = PZ ·!'l X 
L, l F = C O F F ( N !:i r ·t - J ) ..:..p Z / L· 
PRitH 7070, l-., J.,. 1;11: 

f O R r,1 A T ( 1 H O , 4 X , • 0 l f ( • , 1 , ' " ' ,. I 2 , ' ) = 
CüNTINUE 
Hn NT 7 090 
FORMAT (1HO,//,c..,5('1H=) ,//) 
C.LNTINUE 

< • ,o~3.1o,', • ,.1.>23.16 •> 'l 



201 
202 
203 
204 775 
205 
206 

PRlNT 9002 

COtHtNUE: 
sror 
l:Nl> 



1 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 C 

10 C 
11 L 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 C 

• 24 C 
25 C 
26 C 
27 C 
28 C 
29 C 
30 C 
31 C 
32 C 
33 C 
34 C 
35 C 
36 C 
37 C 
38 C 
39 C 
40 C 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

SUBROUTINE CùPüLY (A, b.N A,N~,COEF,NS,CPA,CPB) 
IMPLICIT COMPLEX~1o (A -H ,0-Z) 
~IMENSION A(1), Ll(1), AC(ZO), BC(20), CUEF(20) 

~ VARIA BLE$ D'ENTREE 
~ ~Q*~ * ***~~ ~ U Q ~~Q~M 

\l 

* NA * DE~ RE UU Pkl:. MIER POLYNOME 
~ A(I) 0 VELTEUR DES ~~CINES DU PREMIER POLYN~ME 
~ CPA * SA CONJTttNTE MULTlPLICATIVI:. 

w NU * DEGRE uU Sl:.C LND POLYNOME 
';,l B (I) Cl VECTEUR l>U, RACINl:.S DU SF.CON D PuLYNOME 
~ CPB * SA CuNSTANTl MULTIPLICATIVI:. 

\.J 

w VARIA BLES ~I:. S~RTIE 
w ** * ~ * *~O QQO ~uu ~ ~~~~ 

* C: 

* 
* 
* C 

* 
* ·tl 

r;:., 

* 
* 

wCU EF(J) ~ VE~TEUR ~ES C0 EFFICIENTS DU P~LYNOME SOMM[ * 
~ NS * DEbR[ ~U POL YN OME SOMME * 
~ ~ * 
~~*v~******~~~*~~u~»**v*~~~**************~*****~***Q******* 

AUTRES VARIAGLE:; 
Q Q Q* v * * *Q ~~~~ ù ~~ 

* AC(I) * COEF f iClE NTS CU P~LYNOME MONIQUE DE DlGRE 
~ O üONT Ll~ rAC iN lS ~ONT A(I):1= 1 , ... ,NA 
'k 8C(I) * COlFflClEI lS LI U ~CLYNOMF. '\'IONIQUE DE DEGRl 
~ ~ DONT LLS HAL IN ES SONT B(I):1=1, ... ,NB 

C A L L C O E F F ( A , N 1-<. , /, C ) 
LALL COEFF Cu,Nu,UC) 
IF (N 8 .GT.NA)G0TL 20 J 

* ù 

* 
'~ 

NA * w 
NB * 

* 
* 

~ 
> 



51 

52 
53 
54 
55 C 
56 C 
57 C 
58 C 
59 C 
60 
61 

1- FR CAS: NU = Nk . 

CALCUL ~tS CC L FF IClENTS. 

NS = P-JA + 1 
lJO 2 10 J=1,N S 

62 
63 
64 

2 10 
C 

C () E F ( I ) = C P I\ "'A C ( .L ) + - PO ~·ll C ( I ) · 

C 
65 C 
06 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
7 b 
79 C 
80 C 
8 ·t 
82 
83 
84 
8 5 
86 
87 
se 
89 
90 
91 
9Z 
93 

C 
C 
C 
C 
C 

212 

CALCUL UL ULLR - DU POLY~OME S~MME . 

lf CCD A9 S(CO EF C1 )).LT. ·I .D- '.;; u) G() TO 2 13 
N~ = N .~ 

IU TU RN 
213 DO 2 11 1=2,N S 
211 CCEF (I-1) = COEf ( l ) 

NS = NS - 1 
l F ( N S. E Q . 1 ) l. ü TU 2 '14 
GO T O 212 

2 ·14 f ' IUNT 200 1 
2001 FORMAT (1 H1,/////, 5X,' LE S DE UX POLYN OMES SE RE DU lSE~T 

20 :> 

2Uo 

207 

l ' C O N S T A N T E • ' , / , '.> X , 1 A R R E T D U PR O G R A M M E • • ) 

tJ S = 0 
HETURN 

2-IFME CAS: NB > NA 

LE DFGRE l>U PC LY Nu lff S.ü MfliE VAUT NB. 
IL FAU T SIMPLLMENT CALCU LER LES COEFFlLiENTS. 

IJOA=Nt:1-NA 
~O 206 . I=l,N bA 
~ u E f ( I ) = C P lJ \.lu ~ ( 1 ) 

N8 AP=N B A+1 
t~S = NA + 1 
DU 207 I=N BA~' , t,::, 
CuEf(I) = CP A1.11-1C (l-tHHd 
ris = NR 

+ CP 8*8 C ( I) 

94 k LTU RN 
95 EtJ D 

A UNE ', 



1 
2 
3 

, 4 
5 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
1 1 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 
23 
24 
25 
26 
27 1 
28 
29 
30 
31 10 
32 
3 3 20 
34 
35 
36 30 
37 
38 
39 
40 
41 
42 j:; 

43 
44 
45 
46 
47 4 
48 5 
49 
50 

~ U URO lJ TI NE Cl- E ff (A,. tJ A, AC) 
I MPLICIT COMI-LEX-..rj6 {A -H ,0-Z) 
D I M E N S I O N A ( ·l) ,, A C ('l) ., C ( , 0 ) , E ( 2 0 ) 

\.J 

~ VARIAeLES O'lNTREE 
~ ****~~***C**~**g*Q 

0 NA O DELRE DU POL YN OML 
* A(I) ~ RACINL S LE Cl PLLYNOME 

Y VARIA 8 LES DE Sl,Rîl[ 
~ ********Cü~QQy~*Q~~ 

w AC(I) ù CO[fflClEIJî$ DE CE POLYNOME 

i\CCI> = (1.D0,0.D0) 
1;0 1 J=?,20 
AC{J) = (O.ou,U.D ü ) 
CCNTINUF 

l f { NA -1) 10., 20, 30 

RETURN 

AC( 2 ) = -A(1) 
R ETlJ RN 

ACCO = - .t\(1) 

[;(, 5 J=2,NA. 
C(1) = . ( O.DO,O. üü ) 
K=J+1 
t;ü 2 I=2,K 
C Cl ) = A C ( I - ·1) ~ ( - A (J ) ) 

CCNTINU E 
LIO 4 I=1,K 
l:(I) = C(I) + A~(l) 
AC ( I) = F.( I) 
C{I) = (0.D0,,0.LU) 
CONTINUE 
CONTINUE 
l~ETLRN 
END 

· * 

C 

* 
* ,.> ... 

•/ 

* • >, 

* 
* 



1 
' ) ,_ 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 C 

10 C 
11 C 
1~ C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 C 
25 C 
26 C 
27 C 
28 C 
29 C 
30 C 
31 C 
32 C 
33 C 
34 C 
35 C 
36 C 
37 C 
38 C 
39 C 
40 C 
41 C 
42 C 
43 C 
44 C 
45 C 
4o C 
47 
48 
49 C 
50 

~U8ROUTINE RAC (X,COEF,N~,C,NC,K) 
I~PLICJT CO MPL[ X*i~ (A.~,C,~,P,X) 
DOUbLE PRFC15ION HC~RX, lL~RX 
UlMENSION C(1), CUEF(1 ) 

•.J •~-c: -:i ~~ ("l"-~1-:i 'i'.:~sil'.'J1:Jw~-C.'i'.:iwww .:Jl'.:ICl'.:l-;; •;;,c;~ ~~~ ,c. ,t:; l":O ·::iwwcoo cc:-c:iowei-.:/'CJC:wweioooei 

* '* 
~ VARIAHLES D'ENTR[E 
~ ,::(:•(Hr'tl\"?* fl-.1,:-Cr;.i · .. ~-.:-..~-tz 
..::: 
... X * pOHJT Ü[ li[P ART L, l LA METHvCE DL NEWTCN-RAPHSON 
~~COEF( I) -il VECTEUI< DES CO EFfICIENTS f)l., POLYNO~E SOMM[ 

* NS * DE GH l:.. DL, PüL NüM l: SO ~ME 
\.J NC (.: NOt•aB Rl IH RA l NE5 DU POLYNQ~;[ SuMME DEJA 
\;/ '~ CALCUL[L:::: 

* C CI) * LE3 RAC1NLS tN QULSTION 

* K * PERME:T Ll:~ l MPRE ~SIONS INTUrn[i; IAIRES 
<;i ~ 

* VARIA BLES ~E SüRîl[ 
0 00~00COOQ~*MU**ftQ** 
'.J 

* 'U 

* 
~ 

* -c, 

* 
* 

\l X * RACH~[ CALÇULEE -û 
~ K * IN~lQL,E Ln N~TURL OES RESULTATS OBTENUS LüRS Dt* 
~ * LA RELhl:.RCHl: C'LNE RACINE * 
~ * 0 
Q~~*GOQO~QOQ~Q~~~~~Q~QvüOQu~QQOOO*OGg~*~QOQ<CiQ*~QQO~~Q*~**~~ 

~ * 
w AUTRES VA RIAC LES 
~ wO~~wu~O~~OQQO~Q 

O NZ 
·.J N3 
~ X 
- p 
w D 
\,J CORX 
~ CO 

* NO t•ltJ I E. Dt: Cül RE(; TIONS OE NUHON-RAPHSON TROP 
* IMPORTAtJTES 
'::J N0Vi8Rl t.,' lTEhAT lCflS AU VOI~INAl..[ D'UNl:. l<.ACH,E 
* NOMB~E U'lTE RA TlUNS 
* POlNT C~Ul<AN1 
* VALELR ~U P~LYNUMl:. SOM ME AU PCINT X 
~ VALEUR UE SA DE hlVEE AU POI NT~ 
* CORR lL TlUN Dl: NEbTON-RAPHSUN 
* T E R 11 [ Cl 1m U .. T I F 

* 

.';Y 



51 
52 C 
53 C 
54 C 
55 C 
56 C 
57 
58 
59 
60 
61 8 
62 C 
63 C 
64 C 
65 C 
66 1 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 C 
75 
76 
77 
78 
79 
80 C 

30 

81 1 ou 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
83 C 
89 C 
90 C 
91 C 
92 
93 99 
94 
9'.i 
96 
97 
98 
99 10 ·1 

100 

l 1~ l T I Al l S AT I u N • 

tJ 1 = 0 
N2 = 0 
rn = o 
If ( K.EQ. 0) PRiNT 8 
f UR MAT ( 1 HO,////// / / , ·1 1 X,. 'f' (; l NT COUR A 1, T : ', 3 9 X, ' CORRECTIO N : ' , / /) 

tALCUL DE LA CU~RELTlO M LE NEWTON-RAPkSO~. 

CALL RESULT (CUCF,li::.,.X , P,L;) 
IF ((DA BS(~R[ALCP)).LT . 1.D-50).AND.{DAUS(UlMAG(P)).LT.1.D-50))~ 

1 GO TO 401 ·: 
lf CCDA BS(DR~AL(ù)).LT . 1.D-50).ANO.(uAbS(DIMAG( D)).LT.1.C-SO)) 

1 GO TO 99 
l f ( N 1 . E Q • 0) GO TO !) ü 
CU I< X = ( -1 . D O , 0. D U ) '(J P / I.) 

1..0 TO 100 

~ALL SIRAC (X,c,.N,,1.D O,.CU) 
D = (C/P) - (. D 
lF ((DA 8 S(DR~ AL(U)).LT . 1.U-50).AND.(UAB~(DIMAG(D)).LT.1.D-50)) 

l GO T.O 99 
LükX = (-1.Dû,u.Cü) / u 

RCORX = DREAL(C~RX) 
ICORX = DlMAG(Ll.RX) 
lF((DARS(ICORX).GT. ·1.C -lO).AND. 

1 (DA d S(RC ü ~X/ICük X).L[.1.D-20)) RClJkX=O.U-16 
If ((DA l::.l S(RCvl-<X) .GT.1.l.-20).AND. 

1 (~A BS(lCCRX/kLUR X).LL.1.D-20)) lCORX=O.D-16 
CüRX = DCMPLX(RLLRX,ICu ~X) 

LAS D'UNE CORR ECTILN C~ N-R. IMPORTANT [ . 

l F ( C r> A a S ( C ü R X ) • L [ • ·1 . D ü 5 ) C. 0 T O 2 0 0 
1~ 2 = N 2 + 1 
IF (N2.FG.6) GL TC i □ 1 
X= X+ (0.1~0,U.1~0) 
N1 = 0 
uC TO 1 

K = 1 
1, l TURN 



10·1 
10l 
103 
104 
105 
106 
107 

C 
C 
C 
C 

2UO 
9 

UANS LE CAS CO NTR AIRE. 

I F < K • E a . o > PR 1 r~ T 9 , x • c o R x 
FUf<MAT ( 2(5X,'(',,l, ~3.'1 6 ,',',D2.3.16,')')) 
}. f ( (DAoS ( ORE. AL (X)). GT .1.U-'.:>0) .OR. 

10 8 1 (DA BS( ~ I MA~(X)) .~ T.'I.D-50)) GU T0 ~50 
109 
110 
111 
112 C 
113 C 
114 C 
115 2 ) l) 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
12Z 
123 
·124 C 
125 
126 
127 
128 C 
129 C 
·130 
131 
132 
133 
1 .54 
135 

C 
C 
C 
C 

400 

9100 

3U ù 

5U ü 

X= X+ CORX 
N:.5 = N 3 + 1 
lf (N3-50) ~" 300,, 400 

LA PRE Cl S 1 0 N U û TE IH, E 1:. ST l lH ER 1 È URE f\ 1 0 ·-~*- 5. 

lf (CDA 8 S(CORX/X).LT. 1 D-5) GO TO 500 
X = X + CO RX 
IJ3 = N 3 + 1 
l r ( N 3 - 5 0 ) L 3 00 .. 4 GO 
l F {N3.LT.15U) LO Tli 1 
l F ( K • E Gt • n ) F R 1 r~ T 91 u ù 
FOR MAT (1H0, 5 X,'LE FRO CES S~S 
K = 0 
IH:. TU RN 

X = ( - 1-. D O • - ·1 . 1, U ) 
IJ1 = 0 
LO TO 1 

NE. CONVl:.RGI: PAS.') 

L PRECISION Uti Tl:.NUL [ ~ T 5L P ERIEURE A 10 ~0-S. 

IER CAS: LA rREL~$l CN ~ ü TENUE EST MAXIMALE 
======== 

If (CD AbS(CORX/X).GT.5 .D -16 ) GO TO 000 
X= X + CORX 
IF (K. EQ .O) PRll,T 9J OO ,, X 13<., 

137 
138 
139 

9SOG FOR MAT (1H0,///,,5X,'kA CINlS OBTENUEE~ AVEC UN E PRlCl5lON ',, 

140 
141 C 
14 2 
143 
144 
145 
146 
147 
14 ë 
149 
150 

C 
C 
C 
600 

4 0 1 
9400 

1 ' MA XI i-1 AL l :. ' ,, II , l 5X ,, ' ( ' ,, O 2 3 .16, ' ,, ' ,, D ~ :5 . 1 6, ') ') 
k = 3 
1~ E Tü RN 

2 IE "1 E CAS:. LA PRLCI Sl ON (.;8TENUEE N ' t: ~T PAS MAXIMALE. 

N1 = N1 + 1 
x = x + co~x 
l F ( N1.LT.10 ) Gü Tv 1 
l f C K. E Q. 0) P IU IH 94 00 ,, X 
FORMAT (1~~,///,, 5X,'RA( lN ES TROUVEES SAN S PRECI~ION MAXI MALE:',, 

1 //,,15X,,'(',t~ 3 .1 6 ,',,',D23.16,')') 



151 K = 4 
152 l<[TURN 
153 END 



1 
2 
3 
4 
5 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
11 C 

1 " C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
2 2 C 
23 C 
24 
25 
2o 
27 
28 
29 20 
30 
31 
32 30 
33 
34 

SU Ll ROUTINE R[SULT(~ûEF , N,X,PX,DX) 
IMPLICIT CO MFLEX ~16 (A .8 ,C,u,P,X) 
liIMENSION COEF(1) 

* ~ VARIAeLES D'ENTREE 
~ *********~~Q~~~QQQ 
,;i 

* N * DEbHE DU POL YNOME 
wCOEF(I) * COEFFICIENT~ DE c( POLYNOME 
•~ X r: P ·o I N T C v U RA t J 

~ * ù 

~********i**•~ww~w ~* *w*wk~*~*******~*u~****~**ü~***~~****** 

~ VARIA 9 LES U[ S~Rîll 

~ 

'1-. PX 
,:.:; D X 
w 

* VALE ~ k ~u Pv LYNU ME AU POINT X 
e VALEUR Ul SA DERiVEE ·AU POINT X 
{.7 

FX = C0.D0,0. D0 ) 
tJP1 = N + 1 
LO zn J=1,NP 'I 
P X= PX* X+ C~Ef(J) 
L,X = ( 0 .D0,0.Dü) 
1, U ::5 0 J = 1 , N 
li X = D X * X + ( IJ P ·J - J ) -~ CO E F ( J) 

IH.TURN 
l ND 

* 
ô 

~ 

* 
* 
1-:J 

* 

b 
' -



1 
2 
3 
4 
s 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 
25 
26 
27 
28 
29 C 
30 10 
3 ·1 
32 
33 
34 
35 
36 20 
37 
33 
39 30 
40 
41 

5~uROUTINE SlRAC(X,A,NA,PA,AD) 
l M P L I C I T C O >ij 1-' L EX ..:;1 6 ( A , 5 , C , D , P , X ) 
ûlMENSION A( ·l) 

~**~*C**~*~~~*~~QU*~~*~*******************~u******2******** 
û 

~ VARJA BLF S D'ENTRl::.E 
~ ~*~*******~~~c~~~w 
',l 

w X * POINT C~URA NT 
a HA ~ DELRI: ~u PüL Y~OMI::. 
~ A(I) * RA~lNES OE Cè POLYNOME 
* PA * VALEUH ii L PCLYNOtlE AU . POINT 

~ 

~ VARIA BLES DE SvRTIE 
* **********~u******* 
'.l 

X 

\.l A 1) ~ VAL EUR ~E ~A DERIVEE AU P01 NT 

lf ( NA.GT.O) GO TO 10 
AD = (0.D0,0.Dü) 
IH: TURN 

Aü = <O.DO,O.DO) 
LJC 20 I = 1, NA 
XI = X - A ( 1) 
If ((DA 9S(DREAL(X1)).LT . 1.ü-SO) .AND. 

X 

1 (DA BS( DIMAG (X l )) . LT.1.D-50)) GO TU 30 
~D = AD + PA/XI 
CüNTINUE 
[< [ TU RN 

,H) = (O.0O, O .D(J) 
1 E TU RN 
l::. ND 

* C: 

* 
* 
* \!:l . 

* 
~ 

* 

* 
* 
* 0 

* 

-~ 



1 
2 
3 
4 
5 777 
6 
7 
8 
9 

10 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
1 5 C 
16 C 
1? C 
18 C 
19 C 
20 C 
2 ·1 C 
22 C 
23 C 
24 C 
25 C 
26 C 
27 C 
28 c. 
29 C 
30 C 
3 'î C 
32 C 
33 C 
34 C 
35 C 
36 C 
37 C 
38 C 
39 C 
40 C 
41 C 
42 C 
43 C 
44 C 
45 C 
46 C 
47 C 
48 
49 
50 

PPOGR, 111 RI\ CC 0/1': 
I '\I P L l C I T C O -~ P LE X ,; t 6 ( A, n , C , D, P., X, Y ) 
DirENSION A(2 0 ), R(2 0 ), CC20) 
READ 777, NP 

FOR r-'' AT (1 2 ) 

DO 775 J P=1 , NP 

ht .i- fl :lt ·!: ·tr ·r ,t 't * ,' 1 f: '.rk (-: Il; : 1: * -f~ b\.• ~ 't ·.; ,h: ~ ,:i il :i '" * 1ÎI il M ,, :l; 11: il ~ \l -If 1r -lt ·,, fl 111 'Lli :li :,dh'r li: 1bl: •lf 

0 ~ 

TAB LF D~ VA~ lA8LES 

•"r rtONMEE.S 

LES DEGRES DES POL YNOMES SONT DES ENTIERS LUS 
~ UN FOR~AT (l ? >. 
·t- • LES AUTIHS C>ClrnEES SON T DES NOtt;P RES Cü MP LEX.E S 
ù E XP RI,,.ES EN l)CUPLE. PR ï: CI5ION. ILS SONT LUS SOUS UN 
~ 11 A T C Z 1) 2 5 o ~ 8 ) a 

·•: I L Y -~ U N f D O M N E. E P /\ R C A R T E • 

NP 

li NA 
t: I\ ( I ) 
.,. C PA 

·,t B (I) 
.i.. C P8 
·.J 

~ NOrRHE DE PRG CLEr~s A TRAITER 

~ DEGP~ DU PRlrI ER POLYNOrE 
~ VECTEUR DES R~CINES DU PhEMIER POLYNOME 
~ S~ CO STANT E MU LTIPLICATIV E 

* DEGRE DU SLCO ND POLYNOrE 
,:. VECTEUR DES RAC INES DU SECOiJD POLYNOME 
~ SA CONSTANTE rULT IPLIC ATIVE 

•<r RE. S IJ.L T 1' f S 
,i- ,;,, ·i~ ·I! t -~ ': ·,l: , : ·, 

"r C (I) 
·11 CPC 
•,t DI F 

Ir LES f?ACINES DU POLYNOME SOMME 
~ C0~STA~TE MU LT IPL ICATIVE DU POLlNOME SOMME 
~ NO rBRt DE CON DIT IONNE MEN T DU P~OeLEME 
t 

-~ 
,l: 

~': 

SùUS !I, 

1" 

* 
FOR- w 

•.t 

•'1 

'W 

-li 
:!i 

!li 

1'l ~, 
'M 

* .,. 
~ 

A 

~':; 

"· 



51 C 
52 C 
53 C 
54 C 
55 C 
56 C 
57 C 
58 C 
59 C 
60 C 
61 C 
62 C 
63 C 
64 C 
65 C 
66 C 
67 C 
68 C 
69 C 
70 C 
71 C 
72 C 
73 C 
74 C 
75 C 
76 C 

.77 C 
78 C 
79 C 
80 C 
81 
82 
83 
8 4 

AU TPFS V4RIA 8 LES 

~~ X 
N p 
1~ {) 

* PA 
~r DA 

'.1r PB 
,., DB 
-;.~ NC 
..i: 

·a M 
·~ F' C 
·) K 

fit 

t POINT COURANT 
1 VALEUR DU POL YN OME SOM~E AU POI~T X 
~ V~L EUR DE SA DE~I V EE AU POINT X 
~ V:\L !.: UR CU PRE 1IER POLY NOME AU PO IMT X 
~ VALEUR DE SA ERI VEE AU POINT X 
' VA LEU R DU SEC ON ~ POLYNOME AU PO I NT X 
t VALEUR DE SA DE RIV EE AU POINT X 
• NOM3 RE DE RAC I NES DU POLYNOrE SOMME ~EJA 
•11 CALCULEES 
~ VERIFIE LA REL ATION: ~ = NC + 1 
~ VERIFIE LA RELA TI ON : P = CPC * PC 
, PER MET LES I MPk ES SIO NS .I NTE RMED I AIRES 
• INDIQUE LA NA TURE DES RESULTATS OBTENUS 
• LA RECHER CHl D'UNL RACINE 

LEC TURE ~T ! ~PRESS ION DES DONNEES 

'.11 

;li 

* 
* 
,il 

,': 

!\' 

* :h. 

~'! 
·.:t 

11! 

LOR S DE \Il 

DANS LES nONNEES, LE D~~ ~I ER POL YNO ME SERA TOU J OURS DE DEGRE LE f 
EL E VE . 

HlAD 1UJ1 , NA, CPA 
I f rn A .. G r O i.l ) R E 1\, D 1 n O 1 , 
IH:: A!, 1 f1>l ] , NA , CP tl 

( ;1.( I),I=1, NA ) 

(O (I),I= 1 , N8 ) 

85 
86 
87 
88 

·1000 
1001 

C 

I F (N 8 . GT . ,1 ) r<EJ\D 1û 0 1, 
FOR1A T ( I2 ,/, 2D25 . 18 ) 
FOR f•AT (2025.,1 8 ) 

89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
9 7 
98 
99 

100 

PR INT 8 999 
8999 FORMAT C1H1 ,SX,' DONNE[S : ' ,/,6X, 3 {1H * ),//) 

PRIN T Q ;J 1J J , NA, CPA 
I F {N A • . G T • 0 ) PR 1 NT 9 0 0 ·t , A Cl ) , I = 1 , NA ) 
PRIN T 910U , NB, CP8 
IF ( ~9 . Gf . 0 ) PRINT 90 0 1, {B(I),! =1 , NG) 

9 0 00 FORfAT C1 Hl ,////,1 UX,'DE GR E DE F'(X):',2X,I2,l,1 0 X,13C1H-), 
1 //, l ·1X,'CONSTAl'JH t«lJLTlPLICt1TIV E :',/,1 0X , 2 L1C1H-), 
1 /,1<;x,'(', D2 •. S. 16 , ' ,',023.16,')') 

90 01 F OR '"! A T C 1 H Il , 9 X, ' f~ Il C I N ES [: E P ( X ) : ' , /, 1 (1 X , ·J 5 ( 1 H - ) , / , 
1 C i 5 X , ' ( ' , D 2 3 a 1 6 , ' , ' , Li 2 3 o ·J 6, ' ) ' ) ) 

PP I MT 9 iJI) 2 
90112 FORMAT CHI!) 



101 C 
102 C 

1 0 
C 

103 C 
104 C 
105 
106 
107 
108 
109 r, 
110 C 
111 C 
112 
113 
114 
115 C 
116 C 

INITI 1\ L.I S.A TI ON 

NC == l'J 
M = 1 
X = B ( M) 

REC HERCHE D'U ~E RA CI NE o 

r = J 
CALL RAC (X, A, NA ,CPA, B, tL ,CPF,C, ~C, K) 
I F C K - 1 > • 1 U O, 2 0 C , 3 (1 0 

117 C LE PROCEDE NE CONVEH ~L PAS. ARRET DU rqOGRAM N[ . 
11 8 C ·.'.: JI ', ~ :• f"i .1 ,, fi' ' 1 ù ::• 1' •:i ~: 1!! t:r ": .. ·•'1 Ile i; i:n'H r ~ 11/ :1: ·'n'l -à -fi' 1 "? ·~ •it .,, "1: * !li w ir ·:Z * ¾ <.li 

119 10 0 PR INT 91 0 ) 
120 91 00 FORMA T C1H1,2 0X,'LE PROC ESSUS NE CONVERG~ PLUS.') 
121 GO TO 9'1U 

C 
C 
C LA FA CTORIS ATI ON ES T COMP LETE . 

122 
123 
124 
125 
1_26 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 C 
139 C 

C ·;; 'lt,'t ·ti ,!H\ ir ~'<'I• f11lr !r,~ ,,~ :b lt ,. il · -dr Ji v ·'tlir~ ~nt 

C 
C 
C 
C 

140 C 
141 C 
142 
143 
144 C 

C 
C 

20 0 P RINT 92 1JJ 
92 00 FORMA T (1H 1, 20 X,'LA FACT ORISATI ON EST COM PLETE.',//,SX, 

30 0 

1 ' A RE~APQLJER QUE LE DEGRE DU POLY NOME SO MM E',/,5X, 
1 ' ES T I ~ FE RI EUR AU DEG RE MA XI MUM NB.') 

G O TO 9f)l) 

UN E PACI NE ES T TROUVE ~ . 
1~ k ~•,i, fi .~ /t .~'? \'l;' .'H n : ·~ '.l:~Ht'k < •,1r~~*1 

fi C = N C + 1 
C( NC ) = X 
I F ( NC. EQ. ~B ) GO TO 9 01 

1 OUV E AU. POI'H DE DE PIIR T. f.' ECHC RCHE D 'U f-Jf AU T RE RA CINEa. 

I" = N C + ·t 
GO TO 10 

14 5 
14 6 
147 
148 
149 
150 

C IM PRFSS I ON OES P.F.SU L TATS. OCTE NU S. 
C ---------------------------------

9 0 1 Pf<lN T 9 lî'Jl) 
90 0 9 F0R~A T (1H 1 , 20 X,'L A FACT OHIS ATI ON ES T C0MPLETE.',//, 21X, 



151 
152 C 
15 3 
154 
155 
1 56 
157 
158 
1 59 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 C 
170 C 
171 C 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 
18 2 
18 3 
184 
1 8 5 
186 
187 
186 
189 
190 
191 
192 
193 
1Q4 
195 
196 
197 
19 8 
199 
200 

1 

9 0 () 

'L E DEG RE DU POLYNOf E SOM~E EST MAXI MUM.'> 

IF (NCo EG œtJ > GO TO 65 C 
CALL RE SULT CC 5 .D 0 , 0 .D ü ) , A,N A,CPA,PA) 
CALL RESULT (C S .D ü,J.D O , B,N e ,CP B,PB) 
P = PA + Pl3 
CPC = (1. 0 ü, 0 .D 0 ) 
CALL RE SULT (( S oD O,OoD O) ,C, NC,CPC,PC) 
CPC = P / PC 
PRl t-i T 9)1J , r-.1c, (C(I),I =1, NC) 

901 0 FCR MAT C1HU,///, 5X,'R AC NES CALCULEES',l,5X,17(1H * ), 
1 ///,l r x,' DEGRE: DE PC(X):',3X,12,/,1 0 X,1S(1 H-), 
1 / / / , 1 0 X , ' R A C I N E. S D 1:: P C- C X ) : ' , / , 1 0 X , 1 7 C 1 H - · ) , / , 
1 ( 1 5 X , . ·' ( 1 

, D 2 3 • 1 6 , J , 
1 

, [) 2 3 • 16, 1 ) ' ) ) 

65 0 PRI NT GO l1, CPC 
90 11 FORMAT (1 HJ ,/, 10 X,'CO NSTANTE ~i ULTIPLIC~TIV E :',/, 

1 1 ') X , 2 4 ( 'l H - ) , / , 1 5 X , ' C ' , C 2 3 ~ 1 6 , ' , ' , D 2 3 • 1 6 , ' ) ' ) 

ANALYS . DE LA SEN SI Bl LIT E DES RESULT ATS 
---------------------------------------r R l N T 8 •l'"l 5 • 

80 0 5 FORf AT ( 1H1,4 X,' AN ~LYS ~ DE LA SENSI BILITE DES Rl SU LTATS:' 1 
1 /, 5 X,4 ~ (1 H• l,//) 

8' 00 

8 00 1 

50 

51 
3OJ 2 
8(1() 3 

8 0 0 4 

77 5 

00 8•:nn K=l,N C 
X= C( K ) 
CA LL RFS ULT (X, A, NA ,C PA,PA ) 
CP,LL Dl: RIV (X, , , l\i .l\ ,CP A, PA,D A) 
PF = - Pl\ 
CA LL DER IV (X, S , NB,CPD, PP ,DD) 
C = D _t\ + D q 

I F ((O ft RS( DRE~L( D)).LT. 1 .D-5 0). AND. 
1 ( DA 8 S( DIMAG (D))uL T o1oD-5 0)) GC TO 80U3 

P RINT BQJ O, K, CC K) 
FOR VAT ( 1H ,),4X,. ' C(',I 2 .,.') = c•, D2 3.1 6 ,',', 023. ·t 6,')') 
[:, = (P A/X)/ i) 
PRI NT 80'.1 1, K, 1) 

FO IHÀAT CI H') ,4 X,' D1FC',I 2, ', 0 ) = c•, l>23 .1 6 ,',', D23 .1 6 ,')') 
1) C 5 0 J = 1 , ~J A 
t, I F = (.A ( J ) I ( X - A ( J ) ) ) ,;, C 
PRI NT 8 J0 2, K, J, DIF 
il (J 5 1 J = 1 , N r~ 

D I F = ( B ( J ) / C X - f. ( J ) ) ) -.:- D 
PRI NT 300 2 , K, J, DIF 
FOR MAT ( 1H'.J ,4X,' !) IF(',1 2 , ',',I2,') = (', D23o1 6,',',,D23o 1t,,•) 1 ) 

P R Il'J T ::\ •ld t-t 
FOH MA T (tH ·) , 65 ( 1H =),///) 
PP INT 9 J J2 
co~.TI NU!: 
STOP 



1 
2 
3 
4 
s 
6 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
~6 C 
17 C 
18 C 
1 9 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 C 

·25 C 
26 C 
27 C 
28 C 
29 C 
30 C 
31 C 
32 C 
33 C 
34 C 
35 C 
36 C 
37 C 
38 C 
39 C 
40 C 
41 C 
42 C 
43 C 
44 C 
45 C 
46 C 
4 7 C 
4 f, C 
49 
50 

S U f} ROU T I N E R .H ( X , ~, N A, C P A, , ~!11 , C P 8 , C , N C , K ) 
H' PLICIT CO,'I\PLE.X ~16 <A, B,C,[\ ,P,X) 
DOUP LE PRECISION RCORX, ICOkX 
DJrENSION A (1), 8 (1), CC1) 

~ VARIA J LES D' ~N TREE 

t't 

.;: 
11/ 

·.li 
w X ~ POJ~T DE DEPA HT DE LA METHO DE DE NEW TO N-RAPHSO N* 
~ NA 
r,: A(I) 

..;, CPA 
·~- N8 
·~ [J( I) 

~ C PB 
.,, N C 

'~ 
~ !! C C I > 
.,-' K 

~ DEGRE ùU PREM I ER POLYNOME ~ 

VECTEUR DES k. ,CINES DU PREMIER POLYNOfl'E ~ 

~ SA CONSTANTE rU LTIPLIC ATIVE 
* DEGRE DU SECO ~D POLYNO ME 
;, VECTEUR DES "Rt ( I NE S DlJ S ECO NO POLYMOf•IE 

·,), S 0, C O N S T A N H: r·1 lJ L T 1 P L I C AT 1 V E 
-, NOM 6 R~ OF RACINES DU POLYNOME SOMME DEJA 
~: C~L CULEt:S 
4 LES RACINES E GUlSTION 
~ PER ~ET LES !~P RES SIONS INTER ~ED IAIRES 
'r 

'lt .. 
·~ 
if 

* 
111 

ü 

,Jl 

lit 

.!e- '"' * 12 'fl: ~'t . if lt rt ·:": "': ,li JI: Ir J r f~ ; I: •ti ,li •ft- .. h,: ,:, :lt ·it • ~ r -k .7i !i ·.:t :lt 1t li: 1 b'r ·ldi:-lt - . ~ ·~ 1 'r •~,li W U!' if-;r .il;~ 11111: ~~ ·lt 1h~ i l n•: , ~ 

~ VARIA BLE S DE SORTIE 
* ~• • a 1~• ~* ~~- ,~** • 

½ 

'li? 

:If 

-1t 

i X l t RI\CINf CALCULEE * 
·'r ~- ·, IN O I QUE LA N ,\TU P. E [)ES RES U L TAT S O 3 TE NUS LO R S DE 'li: 
•I; ... LA RE C H E r~ C H E D • u NE. R P., C I N r ·~ 

~ . 
v ~~~ ~ ~ ~ , ~ , r ~ ~~~ ~ ~* '* • ~ ~•~ o ~ m : **• •~ ~•*~ *•*•*~*****w••••• •• ** 
.'1 

~ AUT RES VAPIA DLES 
, : .~:Ir .Ir ,r I'- lt- ;~,:: 'l <l: 1l il; ~1 ·!: 

t: 
* •t: N1 ~ NO ~BR E DE CORR ~CTIONS CE NlW TO N-RAP~SON TR OP ~ 

l .. NZ 
' I N3 
,:, X 
.,, p 

.,, D 
. t COR X 

·.~ CD 

* 

11 I M P OR T MIT E S 
~ NO~ QRf D'ITERATIONS AU VOISI NAGE D'UN[ RACINE 
~ 10 M8 RE D'IT ERATIONS 
'~ POINT COURANT 
~ VALEUR DU POLY NO ME SO MME AU POINT X 
~. V,11. LEUP. DE. SA D[ IUVEE AU POINT X 
* CORRECTION DE NL~TON-RAP~SON 
w TER~E CORRECTIF 

-~ 



51 
52 C 
53 C 
54 C 
55 C 
56 C 
57 
58 
59 
60 
61 8 
62 C 
63 C 
64 C 
65 C 
66 ., 
67 
68 
69 
70 
71 C 
72 
73 
74 
75 C 
76 
77 c. 
7 8 
79 
80 
81 
82 
8 3 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 

C 

95 C 
96 C 
97 C 
98 C 
99 C 

100 

5 0 

10 U 

INITIAI.ISATlONo 

N1 
N 'ê.' 

N3 
I F 

= 
= 
= 
( 

1) 

!) 

0 
K'oEtl a O ) PR I NT 3 

F OR M A T C 1 H (; , / / / / / / / / , 11 X , ' PO I NT CO UR A N T : ' , 3 9 X , ' . C O R RE C T I O t 1 : ·' , / / ) 

CALCUL DE L~ CORREC TI OM DE NEW TO N- RA PHS ON . 

CALL RESULT ( X, A, NA ,C PA , PA ) 
C/\Ll !<'ESULT ( X, l:l , NB,C pli , f' f:: ) 
P = PA + P 9 ~ 

IF ((DAS S (D RfAL(P )).LT. 'I .L>- 50 )ct'\ l, Do(DAES(DIMAG(P))oLTo 'la 0- 5 0 )) " 
1 GO TO 4 0 1 

CALL DERIV ( X, 8 ,N 8 ,C PB, P8 , DR) 
CALL DERIV CX, A, NA ,CP A, Pf-t ,D /1. ) 
D = DA + D :~ 

lF ( Nl . FQ. 1 ) GO TO 

I F ( ( D A 8 S ( DR F A L ( D ) ) a L T ., 1 ., D - 5 {J) a A ND ,. ( D AE S ( D 1M .l\ G CD }) o L T o. 1 o D -5 0 ) ) 
1 GO TO 99 

C û fi X = ( -1 • 0 0 , U • D l ) ·,t P / D 
G0 TO l 1ü 

CA LL STR.A C (X ,C, NC ,1 . oo ,cc, ) 
D = (D/ p ) - CD 
I F ( ( 0 1\ 8 S ( 0 R E .1\ L ( D ) ) • L T • 1 . [> - 5 0 ) • A N D • ( D A l'i. S ( D I M A G ( D ) ) • L T • 1 . D - 5 (J ) ) 

1 C,O TO 9 9 
c o ~: x = (-l.DCl, O . D0 ) / D 
k CORX = DR~AL (C OR X) 
ICCRX = . DI MAG ( CORX ) 
I F (C D A 9 S C I COR X) ., G Ta 1 ., D- 2 L1) .,AN O a 

1 ( DA AS CRCO RX/ICORX .).LE.1.D-20)) RCORX=O.D-1 6 
l F ( ( D A t3 S ( R C fHn ) • G T • ·J • D - ;: lJ ) .. A N () • 

1 ( D ,U~ S ( I COR X /l'I CC R X) • l r. . ·1 • D- - 2 0 )) I COR X= 0 . D-16 
CO R X = D C !'l P L X ( R C O I< X , I C û P X ) 

C,11$ D' UNE CORR[CTION Df M- R. H ~PùR TAN TE:. 

I F C C DA F.I S (C ORX ).L E . ·I.D OS ) GO TO 2 0 0 



101 99 
102 

C 

C 
C 
C 

101 

103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 
111 
112 
1 13 
1 14 
115 
116 
117 
118 
119 C 
120 C 
12 1 C 
122 C 

20 0 
9 

123 
124 
1·2 5 
126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 C 
13 5 C 
136 C 
137 C 
·133 C 
139 
14 0 
141 

C 

C 

25 0 

400 

300 

':iU Q 

N2 = N2 + 1 
IF ( N2 . E0 . 6 ) GO TO 10 1 
X = X + ( •) • 1 () /) , 0 • ·1 DO) 

N1 = 0 
GO TO 1 

~: = 1 
RETURN 

DANS LE CAS CO NTRAIRE. 

IF ( K. FQ . ü ) fRINT 9 ,X,C RX 
F0Rf,1 AT ( 2 ( 5X ,'(t,D2 3"1 6 ,',',.D23o16,')')) 
IF ((D A, ,S(DREAL(X)). GT. 1 .D-50).0R. 

1 ( D A R S ( D I M A G ( X ) ) • C· T • ·t • D - 5 0 ) ) G O T O 2 5 ü 
X = X + COR)( 
N3, = N3 + 1 
IF CN3 - 5) ) 1, 30 8 , 40ü 

LA PRECISIO~ OBTl NUE EST INFERIEURE A 1G* *-5. 

lF (C0 ABS (C ORX/X ).LT. 1 . D-5} GO TO 500 
X = X + COR X 
rn = N 3 +- 1 
IF ( N3 - SD > 1 , 30 0, 4 00 
I F (N3.LT.15 0 ) GO TO 1 
K = I] 

Rt. TUR N 

X = C-1.D 0,-1.0 0 ) 
N1 = 0 
G0 TO '! 

LA PR EC I S IO N OB T lNUE EST SUPERIEURE A 1U•* -5• 

IE R CAS : LA PREC I SION OB TENUE fST MA XI MAL E. 

I F (CD AS S(CORX / X ).GT. 5 .D-16) GO TO 6 0n 
X = X ~ COl~X 
I F (K. EQ . U ) PRINT 93U 0 1 X 14 2 

143 
144 
145 
146 

9 300 FORMAT (1H 0,///, 5 X,'RACI NtS OBTE NUEES AV~C UNE PRFCIS IO N ', 

14 7 C 
148 C 
149 C 
150 C 

1 ' MA X I M 1-\ L E : ' , / / , 1 5 X , ' ( ' 1 . () 2 3 . 16 , ' , ' , D 2 3 • 1 6, ' ) ' ) 

K. = 3 
HE TURN 

2IE ME CAS: LA PRECISI ON OB TENU EE N' EST PAS MAXI MALE. 



151 6C O N1 = N7 + 1 
152 X= X + CORX 
153 IF C NloLTo10 > GO TO 1 
1 5 4 4 0 1 I F C K • E a . J ) P 1-< U T 9 4 O(i , X 
15 5 9400 FOR MAT C1H U,///,SX,'KAC I NES TR OUVELS SANS PRECISION ~AXI MALE :', 
156 1 //,1 5X ,'(',D23.1 6 , 1 ,•,D~].16,')') 
15 7 1< = 4 
158 PETURN 
159 ~ND 



1 
2 
3 
4 
5 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 

·25 
26 
27 
28 
29 C 
30 t 
31 
32 
33 100 
34 
35 

SUdROUTINE RESULT (X, A, tA ,CPA,PA} 
I~PLICIT COMP LEX ~16 ( A, B,C,D,P,X) 
DIMFNSION A(1) • 

* 
•~ V A f< I A? L E 5 D' EN TREE 
- ~ •~~2 h l ~ ~•~*~~**~ 
-1' 

~ X 
~: NA 
,:, .~ (I) 

•:.- C PA 
il 

,i, POINT CO UR/NT 
~ DEGRE DU POLY NO~E 
~ RA CI NES DE CE POLY NOME 
:r SA CONS TANT E I ULTIPLIC ATIVE 

i"d : ~ •;i:JHr+ }~ f\.' .lr ~l'l 

'i: 

•Ir -fr~;:, 1 r, Ir ., .~ ih 4.: 1: :lt br. ,!/;~ ,i. l'~.;, 
t:1 

. .,, PA 
•!( 

~ VALEUR DU POLY NOtE AU POINT X 
b 

IF HI A .,GT .,d) C: O TO 1 
P ft = CPA 
RE: TU R N 

PA = crA 
DO 1 00 I = ·t , J.l\ 
P A= Pl\ ~. C X - A(I)) 

CO tH INU E 
RETURN 
E. N() 

,t: 

1t .~: ... 

* Il: 

* 
Ill 



1 
. ., 
'-

3 
4 
5 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
16 C 
17 C 
18 C 
19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 C 

.24 C 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
3 7 
38 
39 
4r, 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 

30 

20 

10 

1 

1 C IJ 

10 ·1 

SUBRO UT1 NE DERIV (X, A, NA,CPA ,P A, DA ) 
I MPL ICIT COMPLEXi16 CA, B,C ,D,P,X) 
DIMEN SIO N AC'1 ) 

t VARI ARLE D' ENTREE 

* X 
•:r NA 
* A (I) 

CPA 
PA 

·tr PO I •H COURANT 
~ DE~RE OU POLY NO ME 
~ R~CINES DE CE PO LY NOME· 
t SA CONSTANTE ~UL TIPLIC ATIV E 
~ V~LEU~ DU POLY ~OM~ AU POIN T X 

VARI~ 9 LtS DE SOR TI E 
-:Z -fr i« .\ °' , d tlt.t/1 1:t ~nd ,-,,-tl-Tdt ., . 
•'t DA ·ti V A L E Il R D E S A Df fU V E E AU PO I N T X 

'i! 

I F ( Nil - ·t) 30 , 20 , 1 0 

C, A = ( 0 . 1) 0 , 0 . DU) 
RETU RN 

DA = C PA 
Rl TUR N 

1)0 î I-= l , NA 
I F (C D~ RS(X- A(I)).LT.1. D- 8) GO TO 1QO 
CC M TI NU F.. 
C/~ LL SIR ,~C(X,fi, NA ,PA, DA ) 
RE TURt-i 

IJP = CPA 
flO 1 f) I J=t, N.A 
IF (I. EQ .J) GO TO 10 ·1 
011 = DAit ( X- Jl (J)) 

CO NTI NUE 
f~f TUR N 
U'D 



Î 
2 
3 
4 
5 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

Hl C 
11 C 
12 C 
13 C 
14 C 
15 C 
·16 C 
17 C 
18 C 
'19 C 
20 C 
21 C 
22 C 
23 
24 

.25 
26 
27 
28 C 
29 ,0 
30 
31 
32 
33 
34 
35 20 
36 
37 
38 3 0 
39 
40 

SUER OUTI NE SIRAC(X,A,NA , PA,AD) 
I MPLICIT CO~P LEX~ 16 CA, 6 ,C,D,P,X) 
D I ME NSION A(1) 

~ VARIA BLES D'~NTREE 
•'t i: ?! ~ ,t .!t ,'\< •~ i:: _..,, • 1k ::C~ t!r 1l-':l!ilt i!: 

·Jl-

;: X 
·'1 NA 
ilr A CI) 
.~ P/\ 

:r POINT COURANT 
J [>t::GRF. DU POL YNOM E 
~ Rlt l ~ES DE CE PO LYN OME 
~ VAL EUR DU POLY NOr E AU POINT X 
'; ,., 

-~ ·t ·!li ·!t k 'fr , f Ji.. <! .t: ::.- ~ 1• f.:-i:J-:, il·~: .~ ·-Ir ·~'i;"..l: .: l; ,:':: ·, ' il;, • 1Hh~* \\l •1• i'? ~il-.!! ~~ ·:r ._, 'J>•':it-ll·-k·îr ;.'i ···, : ·'t ' " .::, ,:: 

* ~ 
~ VARI ~U L ES DE SORTI~ ~ '. 

-fr ,l! i~ ~ -:r •; "t :r :r :'1 il: ·, ,tr l: ~; J: ilr w .- •a-
* 
* 

AD ~ VALEUR DE SA D~RIVEE A·U POINT X -tr 

'l JHr ·Il' u -tî: • • ~: : , li -·, '•-.lt .~il·~: ·fi /J ~1 :I:-~ ~'.:,li~:« 'l' ;:· t:C t!r •If ·Jr-fr ·il: ~~ i'd: fl ·.t ft ù •~* lit IÎI :lt •:r"t -i< if! if: \li 1, 11'1-t -il! 11! :-1! * 'fi 

IF ( N~ . GT. 0 ) GO TO 10 
t û = C!J . DU , 0 . DO ) 
RE: TUR '-1 

AD = cn . ou , J . DU> 
DO 2 0 I = 1, NJ\ 
XI = X - A (!) 

I F C ( D A O S ( D RF ~ L 0. I) ) • L T • ·f • D - 5 0 ) • AN D • 
1 ( CM~ <i( ClP'AG(XI)). T.1.D-5 0 )) GO TO 3 0 

I D =. A ü + P A / X I 
cr rn I NUE 
f-, E TURN 

r ... r:: = <U. DO , n . ()D) 
l<E TU RN 
END 

.~)" 
,, 




