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REDUCTION D' OBSERVATIONS DOP PLER 

DE SATELLITES ARTIFICIELS 

MANI QU ET Etienne 
&. . 

VANGENEBE RG Françoise 



I 

I N T R O D U C T I O N 

Les observations Doppler, mesurant les v itesses radiales 

d'un satellite à partir des v ariations de fr é qu ence d'uni 

émett e ur e~barqué sont aujourd'hui courammen t utilisées 

en géophysique. 

l ~avantage essentiel de ce type d'observa tion~ est 

d'être facile à réaliser. Elles sont un peu moins précises 

que l e s observations Laser par exemple, mais l a diminution 

de la précision est largemen t compensée par la facilité · 

d I utilisation, , 

Actuel1ement, 1 1 Dbserva t oire Royal de Belgique fait 

parti e d'un réseau d'observa t ion, de satellit es artificiels 

par e f fet Doppler. Ces obs~r vations servent essentiellement 

è la r ésolution de deux prob l èmes:· 

- La détermin.ation de la trajecto i re d'un satel

lite a rtificiel. 

- La détermination de la position de la station 

connai ssant avec précision l e s coordonnées du satellite. 

La connaissance de la position de la st at ion à un 

momen t donné est ess.entielle dans de nombreux cas:. en navi-

gation par exemple (détermin a tion de la posit i on d'un bateau) 



On peut aussi déterminer avec précision la position du 

pale et l•état de rotation de la terre à tout moment. 

Nou s avons construit un programme traitant ces pro-

blèmes. Le travail consiste à tester une méthode de ré-

duction rapide et précise des obsexvations ma lgré le mau

vais conditionnement des sys t èmes obtenus. 

Dans un premier temps, nous avons consi dé ré le cas de 

la détermination de la trajectoire dt.un satellite à partir 

de ses, conditions initiales. En l'occurence, les obser-

vations sont simulées, et ceci par différent s modèles: 

- Le modèle Képlérien, n~ tenant c omp te que de 

la force centrale. 

- Le modèle de Brower reprenant les cinq premiers 

termes du développement du potentiel terrest r e. 

- L'intégration numériqu~, enc~re plus précise. 

A ces observations ainsi simulées, n~us ajus t ons une 

trajectoire reprise par l'un des modèles. 

Ajustement d'une trajectoire Ké plé rienne à 

des OJb-servations calculées, par le modèle Ké plé rien, oiu 

par le mo,dè.le de Bro,wer. 

__ Ajustement- d'une trajectoire-calculée par le 

modèle de Erower à des observations ca1culée s par inté-

II 



III 

gratio~ num~rique. 

En second lieu, nous av ons consid é r é le probl è me 

in\Je,r se : connaissant la po s i tion. du. sat ellit e dans l'es

pace, on observe les positio ns re1ativ es , st at ion-satellite, 

pour plusieurs stations, et a n en dédu i t ieu r s positions 

par un pracessus it é ratif. 

Au chapitre i, nous déc r ivons les systè me s d ' axes et 

d' uni t és employés à divers moments du trava il. 

Le chapitre 2 explique la méthode de co rrection dif

férentielle pour des observations de vitesse radiale pour 

mesur e s Doppler. ~ous ne fe r ons que citer l es autres types 

d 1 ob,servations pos s ibles.. Le principe de l. a méthode est 

d ' ét ab1ir des équations d'observations dont l es seconds 

memb r es sont les différences obtenues entre l es valeurs 

calcul~es e~ les valeurs ob se rvées. 

Nous ne ferons qu'effleurer l e point de vue t echnique de la 

mé th o de. 

Au chapitre 3~ nous co n sidérons le cas particulier d ' une 

orbi t e polaire. Nous étudi e rons analytiqueme nt le problème 

de l ' indétermination qui na1 t par la pos~tion particulière 

de l a station par rapport a u plan de l'orbi te . 

Le chapitre 4 applique la méthode pour l a correction 

de l a position et de la vit esse del.a station . Nous cons-



truisons ici les formules et n o us étudierons 1 e s différents 

résult a ts obtenus par cette mé thode. 

L e chapitre 5 présente d ans une première partie le 

dévelo p pemsnt du potentiel te r restre en harmon i ques sphéri

ques e t l'importance relative des différents te rmes inter-

venant dans ce développement. Cette étude pe rm et de voir 

l'impo r tance de i•erreur comm i se lorsqu'on ar rê te le déve

lop p em e nt à un certain stade e t qwe l'on négl ig e les autres 

termes . Dana la seconde part i e du chap i tre, no us utilisons 

IV 

1e dév e loppement du potentiel terrestre pour l P- problème des 

deux co•rps, en ne retenant qu e les tP-rme s d'o rd re J
2 

dans 

le pot entiel. Ceci conduit à des formules de c alcul des 

éléments osculateurs, et nous nous sommes pou r cela 

référés à l'article de D.Rrower. 

le chapitre 6 traite essentiellement des résultats 

numériques obtenus à partir de la méthode de c alcul des 

éléments osculateurs décrite au chapitre 5. Un: y compare 

ces r é sultats à ceux obtenus par un programme d'intégration 

numérique. De m8me on compare les résultats donnés par 

le mo dèle Képlérien avec ceux donnés par l'in t égration 

n 1Um.ér i qu e. 

Au chapitre 7, on trouv e ra les résultats numériques 



V 

obtenus après avoir tâché d'ajuster une traj e ctoire képlé-

rienne à une trajectoire calculée par le mod è le de Brower. 

Dans la seconde partie du ch a pitre, on utili s e 1a méthode 

de corre,ction différentielle pour ajuster un e trajecto.ire 

cal culée par le modèle de Brower à une traje c toire calculée 

µar intégration numérique. 

Nous p1acerons en annex e tout ce qui co n cerne la 

programm,ation. 

e ·x is t antes. 

Nous avons corrigé les sous- r outines 

No~s avons construit 4 nouvelles sous-ro utines: 

- SP HERE: qui calcule les coefficients quan d la positio~ 

et l a vitesse de la station sont repérées en coordonnées 

s ph é r iques. 

- CY LIND: qui ca1cuJ.e les coe f ficients quand la position 

et l a vitesse de la station sont repérées en coordonnées 

cylin driques .. 

- ST AVITI qui détermine la position. de la s ta tion et sa 

vite s se dans le repère cart é sien à partir d e lr,&,~J 

- STAVIT2 qui fait l.a m~me chose à partir de ~I<., s, Zç,J 

&.&&&&&&&. 



On dis t inguera dans ie travaii une première pa r tie repre

nant d e·s no,tions de base e·t r e prises dans les 2 premiers 

chapit r es. Cette partie est commune et la r éda ction du 

premie r chapitre a été faite par F. Vangénébe rg . La ré

daction du second a été faite par E. Maniquet. 

Les ma t ières reprises aux cha pitres 3 et 4 ont été traitées 

par E. Maniquet~ tandis que l e s chapitr8s 5~6 ,7 l'ont été 

par F. Vangénéberg. 

&.&.&.&.&. &.& &.&. &.&. &.&. &. 

VI 



CH AP ITRE I 

SYSTEME S. n·,AXES 

ET CHOI X DES UNITES 

1..1 

l. Choix d'un ~ystème de coordonnées 

Di f férents systèmes de co o rdonnées sont pos sibles, chacun 

présen t3fl.t différents avantages; et s-'adaptant plu s ou moins bien à 

1a situa t ion. 

Co n sidérons- uniquement les systèm,as les pl us em.Jjlil.oyés : 

.1 • .1 Référentiel cartési en l r,- 1 
-

L'o rigine O du s ystème es t choisie au cen tre de la terre. 

Les axes OX,OY p~ia dans 1 e plan équatorial . 

On peut encore distinguer ici~ s ystèmes : 

• un repère fix e 

Z, 

r 

OX di r igé suivant le point vernal 

Q~ es t perpendiculair e à OX dans le plan 

équatoria1 et dans le s ens de la rotation 

de la terre 

OZ comp1èt,e le trièdr e de t .elle sorte 

qutil soit dextrogyr e 

• un repère tournant lié à la terre 

, , 

OX. ' p r is. dans le plan méridien de 

GREEN WITCH 

OW' perpendiculaire à OX dans le sens de 

la ro t ation de la terre 

OZ• ·complète le tri è d r e pour le rendre 

dextrogyre 

Si on se rappelle la définition du te~ps s idérai~ l'angle 

horaire du point vernal T sur l a sphère locale , on voit aisément 

que l 1on passe d'un système à l 'autre par une r otation d'un angle 

égal au temps sidéral de GREEN WI TCH. 
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La relation entre les coordonnées, d'un po i nt dans le système 

fixe et ses coordonnées dans le système mobile s'écrit: 

soit XF = x11 cosl( - Yr1 sin 1( 

YF = Xn sin" + ytt cos°' 

Z,r:- = zrt 

Considérons aussi les vitesses exprimées d ans les deux sys

tèmes :. 

En notant ~Xij , Y~ , Î~) les vitesses dan s le repère mobile, 

nous avons la relation : 

où, (O,O, w) est le vecteur rotation da la terre. 

L'équation(X) nous donne donc les vitesses dans le repère 

fixe, mais exprimées dans le repère mobile. 

Il suffit donc d'a~pliquer une ro~ation d ' un angle w pour ab-

tenir C B vecteur dans le repèr e fixe ct-est-à-dire : 
, 

< X11 W Y tt) C□ S- o( ( y If +wxl(f) sin o(. XF - - -. 
0<11 vJ Y H) sin o< (y,, + w X,., ) CO s o( X, = - + . . 

z ,: = Zn 

où o(_ es t le temps sidéral de GREENWITCH. 



1.2 Eléments orbitaux 
Dans le prob1ème des 2 cor ps ( terre-satell i te), la résblution 

des équa t ions de mouvement nous montre que le s at ellite se déplace 

le long d 'une trajecto i re képléri enne (el l ipse). 

Dan s ce cas, son mouvemen t est enti è r emen t décrit par les 

paramètre s suivants: 

a) a= t grand axe de l' ellipse 

e = excentricité de l ' ellipse 

i = son inclinaison 

JL = longitude du noeud ascendant 

w = argument du périg é e 

~=temps de passag e a u pé rigée 

c'est-à-dire graphiquement: 

I 

1 
I 

I ';f 

et=- noeud ascendan-t : le point inte r section du plan 

équatorial avec l'orbite (pris dan s le sens de 

passage des z né gatifs aux z pos itifs) 

I l. faut remarquer que le dernier param.èt re : -c. est souvent 

relllpl.ac é par M : l' anomal.ie moyenne. El.le v a ut : 

M = n ( t - to) où n = le moyen mouvement don·n é par ri = k VJ:: 
a3 



Remarque 

Le système de paramètres o rb~taux dé crit c i-dessus présente 

plusieurs indéterminations 

• s i \ i - 0 alors .Jl. n • est pas défini : le plan orbita.l 

l ou - i = 1T 

est alors confondu avec le plan équator i al 

• s i e = 0: 1e périgée n ' est pas d é fini : on ne connait donc 

pas L..U 

Ces deux. cas d'indétermination se rencont r ent couramment lors 

de l ' observation de trajectoirea de satellites a rtificiels. 

Le cas de l'excentricité nulle sera trait é en détail dans 1e 

chapi tre {III}. 
b) Uh second système de paramètrea orbitaux est souvent utilisé. Il 

s'ag i t du système: [a,C~, s~, U, V] 
t=tO 

où a=¼ grand axe de l'ellipse · 

CL= (ecosE)t=to 

5..e.= {esinE'l t =to 
' E 1· c t • ou = an oma ie exen rique 

U = vecteur unitaire dirigé suivant l e vecteur position 

V= vecteur unitaire perpendiculaire à U dans le plan 

orbital: dans le sens des anomal i es vraies croissan

tes 

Ce système sera souvent utilisé car il est toujour~ défini 

contrai r ement au cas précédent 

Rem.argu e 

~ous avons parlé - anomalie excentrique 

anom alie vraie 

- anoma lie moyenne 

La dernière valeur a été définie dans les paramètres orbi

taux. Voyons gra~hiquement la s ignification des 2 autres. 

------- ------------ -----~- - - -
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s o~t l.a position du satellite en un 

t e mps t = ta • M 

et nous avons la relation : 

nt = M = E - e sin E 

No ua voyons sur l e graphique les 

an gles E0 = anom al ie excentrique 

U'0 = anomal ie· vraie 

c:e qui pe rl'ITet de déduire l'anomalie excentrique de l'anomal.ie 

moyenne par un procéd é de NEWTO N-RAPHSON. 

Les formules de passage d ' un • système de c oordonnées à l'autre 

ne sont pas explicites ici. Nous nous refé rons pour cela à Escobal. 

1.3 Le s éléments oscu l ateurs 

Lorsque l'on ré s out le problème _des deux c orps sans tenir 

comp t e de s perturbations d'auc une sorte, l'orb ite tracée par le sa

tellite est alors une ellipse et les paramètre s orb itaux d é crits 

ci-avant déterminent à tout mom ent la position e t la vitesse du 

satel li t e. 

Ma is le problème posé n'e s t pas le cas d' une terre tout à fait 

sphér i q ue, mais ap.latie aux deux p61 e·s. N,éanmo in s, si en un, inst ant 

to fixé, nous supposons que to u tes les influen ce s perturb a trices 

cess en t, le satellite ayant un e position r et un e vitesse v se 

trouver a it alors sur une traje c toire képl é rienn e dont les éléments 

orbit a u x se d é terminent facilement à partir de r et de v. 

Le s paramètres ellipt i qu e s ainsi trouvés s ont ap pelés 

éléments o s culateurs et d é term i nent l'orb i te o sculatrice en un 

temps t a . 

En fait, le satel.li·te ne se déplace pas ré el.lament le long de 

cette t r ajectoire elliptique. Mais il est à rema rquer que les forces 

pertdr b a trices étant faibles c omparées à la fo rc e central.a, les po

sitions aff e ctives différeront rel.ativement pe u des; p.os,itions données 

par le modèle képléri e n. 

- --- - ------- - ----- -- -- - - -
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2. Choix des unités 

2~.INous utiliserons dans les ch a pitres !;,.6 et 7 l e systèm.a d'uni

tés s uivant: 

• unité de temps : le jpur 

• unité de distance: le rayon équato ri a1 terrestre 

Re = 6378 .?.60 m 

• tous les angles ren contrés se mesur en t en radians 

• unité de masse: la masse de la te rre : M = 595.1025 kg 

Valeurs d es constant:es dans ce s ystèm.e d'unités ~ 

G : la constante grav. i fique vaut: 10 7 ,088300472 li.!L 
2 (jour) la vite s se angula i re de la terre = 2 lT 

Les ~aleurs cho i sies ici sont celles adop t é es par A. DEPRIT. 

Comparons les avec celles de UA ! (union astrono mique internationale) 

GE= MG av e c M = masse de la terre 

G = constan t e gravifique 

- 398.603.10
9 

(m
3

/ s ec'M GE 
(LIAI) 

GE(DEPRIT) = 1 1467,50409 8l0(Re)
3 

2 
.M 

(jour) 

= 39 8 60504970 629l(m
3
/sec2) .f1 

La différence entre ces de ux valeu r s cor respond à l'impréci-

sion de s mesures. 

2.2 Dan s les chapitres 3, 4 no us utiliserons l es m~mes unités sauf 

en ce qu i concerne le temps : nous prendrons l a mi nute com me unité 

de t e mp s . 

La valeur des constan t es est a1ors : 

G = 0. 55 309 J.0-2(Re 
3 /mi n 2)..M 

w =- 211'/1440 :::: D.437527 l□ - 2 Rad/m.in 

Un e dernière remarque s' i mpose encore qu an t à l'introduction 

des don n ées. Il est évideht qu e lorsque l'on c on sidère des éléments 

orbitaux (elliptiques), ceux-ci s'expriment dans un repère fixe. 

Pa r contre, s,i nous intro duisons d e s coo rdonnées cartésiennes 

1 
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représen t ant des observat i ons, celles-ci seront e xprimées dans un 

repère tournant avec la terre, ce qui est normal puisque des· obser

vations ne peuvent ~tre faites que dans le repèr e tournant. 

Lo r s des passagds entre l e système fixe et le système mobile, 

on a vu dans le début du chapit r e que la connaiss ance du temps si

dérai de GREENWITCH é tait indis pensable. Celui-ci , comme tous les 

angles s e mesure en radians. Il vaut, rappelons -l e, l'angle horaire 

du point. Y. 

Ma i s ce que l'on connaît e n général en un l ieu donné, c'est 

le temps u~iversel. et non le temps sidéral. 

Si on connait le temps sidéral de GREENWI TC H au moment initial 

pour de s temps ultérieurs, on a 

T S . = T Sa + uJ ( t . - t o } 

.1. 1 

où (t.l. - t CJ)= laps de 1temps univ e rsel. écoulé ent r e le moment initial. 

et le moment où on veut connaitre l e temps sidéral de 

GREENWITCH .. 

1 w ( t .- to ) est donc 1 1 angle arcouru par le r epère tournant 
l. 

entre les deux instants. 

'f 

~ = temps sidéral d e GREENWITCH 

au moment init i al ta 
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CHAPITRE II METHODE DE CORRECTION DIFFERENTI ELLE 

DANS LA DETERMINATION D'UNE ORBI TE 

2-1 Situa tion du problème 

2-1 

Nous cons idérons ici le problème des de ux corps c'est-à-dire d'un 

côté nous avons la terre et de l'autre, le satel l ite. 

Nous nég l igerons, dans un premie r temps, les effe ts provenant de 

l'applati ssement de la terre, a i nsi que de toute force pertur

batrice., 

Supposons que nous disposons d'observations qui permenttent de 

calculer une certainà quantité W qui dépend seul e ment de la posi

tion et de la vitesse du satell i te, tous les aut r es paramètres 

liés à l ' observation ou à la thé orie du mouvement étant connue par 

ailleurs . 

Nous avons donc: 

W = W(a,e,i,.O..., w ,M) 

Problème 

Si nous d isposons de telles ob s e rv dtions à des instants différents 

et d'une a pproxima t ion initiale des éiéments orbi taux, est-il pos

sible de trouver un nouvel ensemble d' é l éme nts r e pr é sentant mieux 

l'orbite du satellite? 

La r épons e est affirmative. C'es t le but de la mé thode de correc

tion différentielle que nous al l ons développer ic i dans l e cas 

géné r a l. 

Il faut s e rappeler que dans le problème des deux corps, les é l é 

ments el l iptiques [ a, e, i, ..n , w , t] sont constants d ans le temps. 

Nous supposerons encore que la quantité ob servée est sans erreur. 

2-2 Exposé de la méthode 

Soit N le nombre d'observa tions 

Soit (a ,e ,i ,.O. ,w ,M) l'ens emble nous donna n t l a premi è re 
0 0 0 0 0 0 

approxima tion de l'orbite à l'instant t=t. 
0 



2-2 

Soit (a, e ,i,.n,w,M) les éléments exacts à 

rechercons. 

l'instant t=t que nous 
0 

Soit (Aa ,àe ,~i ,An ,1:1,.t,' ,AM ) l es corrections à ajouter à 
0 0 0 0 0 0 

(a ,e ,i, .n ,c.v ,M) pour avoir les éléments e xacts ( a ,e,i,..a,c...,,,M) 
o , 0 0 0 0 0 

Pour chaque . instant t. correspondant aux temps d'obs erva tion la 
1. 

quantité W. s'écrit: 
1. 

W. = W(a +Aa ,e +be ,i +Ai ,..n. +~.O., u, +Ac.v ,M +AM) 
1. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

l'indice ide W. indique que l'on considère le ieme temps 
1 

( 1 ) 

Nous supposerons que les premièr es valeurs estimé es (a ,e ,i , ..n., 
0 0 0 0 

~ ,M ) s ont proches des val eurs exactes (a,e,i,..ll ,CAJ ,M). 
0 0 

Cette hypothèse nous autorise à développer W. en série de Taylor 
1 

en négligeant les termes du second ordre. 

On sµppose donc que l'approximation n'est pas trop mauv ùise. C'est 

l'expé ri e nce qui nous donnera l a limite d'acceptibilité , e t nous 

indiquera c e que "pas trop mauv a ise" signifie . 

Si nous développons (1) en s érie de Taylor jusqu'au premier ordre 

nous obte nons : 
~ V. ~ V. ê) W. 

( . ,... M) 1.A 1,\ lA. 
Wi==W ao,eo' 1 o' -o' c.uo, o + ~~ao + ~u eo + .>°i 1 o 

0 0 0 

"' Ici. "" w.1· A ê> w1• _u _l A .n. V W A 
+ ;,.n. ~ 0 + ~ W O + ôM Q M 0 

0 0 0 

où les dérivées sont prises au temps t=t. 
1 

( 2) 

Nous avons remplacé les da ,de , di ,d..n. ,dc..v , dM respectivement 
0 0 0 0 0 0 

par les différences finies ba , Ae , bi , /)w , A.n., AM • o , 0 0 0 0 0 

W(a ,e ,i ,.O. ,w ,M) est la v aleur qu'aurait pris W. si les 
0 0 0 9 0 0 . . 1. 

é léments présumés avaient été exacts. On l'appelle valeur calculé e 

de W et elle sera notée W. par opposition à w . . qui est la quan-
ci 0 1 

ti té observée." 

Les W. sont calculés soit par i ntégration numérique à partir de 
Cl 

la v al eur approchée de W au temps t=t, soit analytiquement. 
0 

Si nous considé rons l' équation ( 2) nous trouvons 



2- 3 
d w . ë> w . -;, w . d w-: a w . 

(W -W ) . = --
1 Aa + --

1 be + ~Âi + --2:. bn. + --
1 Oc..u c o 1 ~ a o êJ e o u 1 o J.n o ~w o 

0 0 0 0 0 

( 3 ) 

i variant de 1 jusque N 

où les dé rivé es sont prises au t emps t. (lest. é tant les temps 
J. J. 

d'observa tion) 
dW. ë>w. ë>w. 

Les coéfficients i) a 
1 

; de 
1

' , ;J il 
dW. ùw. àw. 

J. J. J. 
, ;)A , ;>c.u , aM seront 

0 0 . 0 0 0 0 

calculés soit analytiquement (voi r chapitre III) s oit numériquement 

suivant le principe: 

Donnons a W un petit accroissement connu A a et cal cul ons les W 

avec les nouveaux éléments orbi t a ux 

a +àa,e ,i ,Jt, C4.J , M 
0 0 0 0 0 0 

Nous obtenons: 

W. (a +Aa,e ,i ,.Jl. ,~ ,M) = W. 
J. 0 0 0 0 o , 0 J. 

d W. 
(a ,e ,i , .O. ,c.c., ,M ) + Aa ""al 

0 0 0 0 0 0 o 
0 

ou encore: 

W.(a +àa,e ,i ,.n. ,w ,M) - W.-(a ,e ,i ,.tt ,c.u ,M) 
J. 0 0 0 0 0 0 J. 0 0 0 0 0 0 

= 
6a 

Cette der ~ière relation permet ';d~· calculer le pre mier coéfficient 

de l' équa tion 3. Les autres coé f f icients se c alculent par le même 

principe. On obti ent: 

~ W. 
J. 

;)W. "W. ~W. ~W. 
J. J. J. J. 

c)e 
0 ' ""'i ' "' ,., ' :>w ' aM ~ o ~Jà o o 

e n considérant respective~ent l es accroissements 

eo +~ eo , io + bio ,.n.o + A J\o, c:....,•+ ~c.uo , Mo + A Mo 

et en gar dant chaque fois les autres é l éments constants. 

Tous c es coéfficients seront cal culés pour chaque temps t .. 
J. 

Ce n'est pas cette méthode · que nous avons exploité ici. 
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Le calcul analytique dans le cas particul e r où l a f onction West 

la fonct i on "range rate" noté e j (et qui e st la dé rivé e de la 

norme de la position relative du satellite par rapport à la station) 

s era fai t dans un cas particuler au chapi t re suivant. 

Nous supposons donc maintenant que nous connais sons les dé rivées 

apparai ssant dans les N équation s (3). 

Ce même e nsemble (3) représente donc un système de N é quations à 

six inco nnues ô a , ~ e , 6 i , A .n. , A...., , 6 M que 1 'on résoudra par 
0 0 0 0 0 0 

moindres carés. On obtiendra al ors les six accroi ssements cherché s. 

L'approximation faite en néglige ant les termes du second ordre 

fait que l'on n'obtient pas du premier coup la so lution . Il donne ra 

le nouve l ensemble d'éléments o rbitaux qui servira de valeur de 

départ po ur l'itération suivante . On recommencera le processus 

toujours avec les mêmes observat ions; les seules valeurs qui ch a n

geront s e ront les valeurs calculées. 

Nous recommencerons ainsi le processus jusqu'à c e que les résidus 

(W - W ) . deviennent aussi peti ts. 
C O l 

Si la pre mière approximation de départ ava it é t é exacte, les 

r é sidus ( W - W ). auraient é t é é g aux à zero. Mai s en g é n é ral ce 
C O l 

n'est pa s le cas. 

Le proces sus utilisé corrige al ors les valeurs initiales des é l é 

ments orbitaux (a ,e ,i, .n, w ,M) pour que l es W. calcul é s à 
0 0 0 0 · ,0 0 Cl 

partir de ces él é ments coll e nt a u mi e ux avec le s v a leurs observé es 

w .. 
Ol 

Donc si l es valeurs de dé part s o nt acceptables, nous d evons nous 

a ttendre à une diminution des r é sidus a u fur et à mesure des 

itérations. 

Toutefoi s ils ne s'annulent jamais puisque nous avons négligé des 

forces pe rturbatrices dans les c alculs des W. et puisque nous 
Cl 

avons arr êté les développements au 1er ordre. 

Le princi pe de la méthode de cor rection différen t ielle est très 

général. Ici nous l'avons expos é partant des é l éments elliptiques. 

On peut de la même façon adopter une méthode corrigeant les 

é léments cartésiens. 
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2-3 Correction différentielle basée sur les obs e rvations Doppler 

La méthode Doppler procède par mesure de vitess e s radiales à p a rtir 

des variations de fréquences d' n émetteur embar qué. 

Nous donnerons ici une idée du fonctionnement. 

Principe_du_fonctionnement 

On enregistre simultanément à l ' aide d'un enregistreur magnétique 

les signaux émis par le satellite et les signaux horaires. Ensuite 

on mesure les fréquences reçues par comparaison avec un oscillateur. 

Lorsque l'on a l'égalité entre l es fréquences on lit sa valeur sur 

le cadran d'un fréquencemètre. 

Cette mé thode est plus facile, que celle basée s ur les observations 

de l'ascension droite et de la déclina ison du s a tellite qui sont 

relevé es par photographies ou que celle basée s u r les observations 

mesurant la distante station - satell~te, observ ations faites ave c 

un laser qui dema nde de bonnes conditions mété o ro logiques, puis que 

les s i gnaux peuvent être captés automatiquement et indépendamment 

des conditions mé téorologiques. On dispose donc plus facil e ment 

d'un bon réseau de station.d'observation. Les me sures de fréque nces 

sont actuellement très précises et peuve nt atte i ndre le centiè me 

de hertz. 

La fonction W s' é crit 

. 
/ = 

XX+ yy + zz 

ici 
. --:. - _., 

puisque t = r - R -r = vecteur posit i on 

= (x,y,z) 
- li 

R = vecteur position 

= (X,Y,Z) 

et ceci dans le repè re abs olu 

st1 = station 

Stt. = satellite 

xX - x:,t - yY y1 - zz - zz 
I' 

du satellite 

de la station 
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En é c r iva nt l'équation aux diffé rences pour l es N temps d 'obs e r

vati on on obtient un système à s ix inconnues, A x , ô y , A z , ô x , 
0 0 0 0 

Â y , ~ z , que 1 'on r é sout par les moindres carrés. 
0 0 

On itèr e le processus jusqu' a u moment ou l a di f f é r e nc e 
. . 

/ c i -/oi ait la pré cision souhaité e pour chaque temp s 

• vites s e radi a le calcul é e 
f.ci 

= 

vitesse radi a le observé e 
foi = 

Nous f e r ons le développement a nalytique de la mé thode, de cor

rec t i on différentielle basées r les observations Doppler au 

chapitre III 

2-4 Principe de la simulation 

Nous venons de dé crire comment i l est possible par correc tion dif

f é r e ntiel le d'ajuster à un certain nombre de do nnées d'ob serva tion 

une c ourbe correspondant à u ne orb ite aep l é r ienne . On peut do nc 

ramene r une s é rie de N observations d'un ou p l usieu r s pas sag es de 

sate lli t e à une s é rie de six p a ramè tres ellipti que s. 

Courbes dues aux ité rations suc c essives 

Simulation 

courbe des 
observa t ion s s i mul é es 
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Courbes des itérations successives 

~ 
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courbe qui minimise la 
somme des car r é s des résidus 

Pour un ou plusieurs passages du satellite et à p nrtir d 'une 

approximation relativement bonne de la position et de la vitesse 

X en un des temps, on cherche par itérations suc cessives la posi

tion et la vitesse X qui au m~me temps s'assoc i e à u1.e trajec-o 
toire e lliptique qui minimise la somme de carrés des r é sidus 

Doppl e r sur les temps d 'observa tion. 

observations 

courbe c a lculée 

Dans ce premier temps, comme les observations s e situent sur une 

courbe hepl é rienne, la somme des carrés des rés i dus doit tendre 

vers O (aux erreurs d'arrondis près) . 

L'approximation de départ est simuLée en perturbant un ou plusieurs 

é léments elliptiques de la trajectoire comprenan t les observations 

(et en recalculant les éléments cartésiens issus de la nouvelle 

orbite obtenue). 





~~EE~! 
La traj ectoire que l'on modifie n'est keplerienne que pour les 

besoins de la simulation. Elle sert ~implement à calculer des 

observat ions raisonnables. 
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Dans les chapitres V et vrr. nous utiliserons d'ai lleurs une autre 

méthode de simulation des observations tenant c ompte de la force 

perturba trice due à l'applatis s ernent terrestre. 



CHAPITRE III - APPLICATION DE LA METHODE A UNE 

ORBITE CIRCULAIRE POLAIRE 

Résultats analytiques 

3-1 Définitions de quelques é léments orbitaux 

Explication de la mé thode 

3-1 

Considérons une s tation pouvant effectuer des ob servations Doppler., 

On aura donc N valeurs 

avec 

. 
P. corresponda ntes i = 1 ..• N 
I 01 . 
i vites se radiale observé e oi 
N = nombr e total d'observations 

Disposant de ces N observations , on veut connaî tre au mieux la po

sition r et la vitesse v du s a tellite à un instant t = t 
0 -· -· Q, 0 

Nous noterons : X = (r .v) vec teur position - vitesse du satel-o 01 0 

lite ou temps t = t . 0 - -· = ( r,v) vecteur position - v itesse en un X 

temps t quelconque 

La position et la vitesse du satellite et de sta tion sont expri-

mées dans le repè re absolu -r ( x,y,z) 
-· v <x,y,z) 

Ri= (X,Y,Z _) = vecteur position dè la station 

Nous supposerons que l'orbite du s a tellite est p arfai tement ~épl é 

r ienne. 

Pour la méthode de correction différentielle, nous devons résoudre 

le système . . . . . 
cr· -- p). = ~Ax + ôfiAy + afit1z + aJ!illx + "J/)!Jy· + ~!iAz 

C JO l c,X
0 

0 0 y O'J.l. 0 é) z
0 

0 X
0 

0 c) y O O u z
0 

0 

où les dé rivées sont prises au t emps t=t. , i = I .... N 
l 

f
·: = f . . ( X • ' y ' z , X , y ·, z , X , y , z ' X ' y ,. z ) 
l 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

On suppose les coordonnées de la sta tion et sa v itesse sont connues 

exactement c'est - à - dire : A,X, AY, A z, A :x, ll Y,~ Z sont nuls. 

Les inconn~es sont : A x , Il y , A z , A x , Lly , A z 
0 0 0 0 0 0 

Pour r ésoudre le problème, il faut connaître: 
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fci: r a nge rate calculé s aux N temps correspondant aux observa-

t i ons. 

foi: r a nge rate fournis, donné s . 

3-2 Développement analytique . 
3-2-1 Ca lcul des f. 

Cl. 

Soient • • • xo,Yo,zo,xo,Yo,zo t=t les élé me nts cartésie ns corres-
0 

pondan t donc au probl è me des de ux corps au temp s t=t 
0 

Nous c ons idé rons ce sextuple comme première approximation de l a 

positi on et de la vitesse du s atellite. C'est-à-di r e que la mé t-

bœe de correction diffé rentiell e à chaque ité ration corrigera le 
'' 

vecteur. 

Pa r une méthode numérique - r é s o lution de l' é qua t ion de Kepler -

on c al cul e la position et la vi t esse du s a tell ite aux N t e mps 

correspondant aux observa tions. 

Nous a vons donc: 

i=1 .. . .. N 

On suppose que l'on a : 

o = centre terre 

St1 = sta tion 

St2 = s a telli t e 

on a la relati on vectorielle 
- ~ -) -> 
f =r-R 

Pour l a simplifica tion des écri t ures, on laisse t omber l e s 

indi c e s i. 

-,-> ->- 2 
= ( r-R) • ( r-R) = f 

2 -> ~ 2 = r -2r.R+R 
2 2 2 2 2 2 = x +y +z -2xX-2 yY-2zZ+X +Y +Z 

Si o n dé rive on a: 

ff = xx+yy+zz-xX-x~-yY-zZ-yt-z~ 

Aprè s c a lcul des positions et de s vitesses de l a station 

( 2) 

( 3) 

(X,Y,z, i ,t,~) aux N temps (4) . 
On r empl ace (2) et (4) dans (3) et on a f recher ché. 



3-2-2 Cal cul de 

. 
y:_ 
J"] 

... 
ou 

Si on dérive (3) par rapport à Î on obtient: 

;>f ;)x i, .)V i ~z l lx d'\f i)Z 
= -(L '-LL )+.=....(L'--L )+-(L'--L )+-L +......t..Ly+,jLz 

;)Î ~j xfx é), Y/'Y i>1 z fz 'i>j xa1 a 

L x-X L y-Y L z -Z 
= = 

/ = 
X I' y z / .. 

ou 

L' x-i L' y-t L' 
z·-~ 

= = = 
X t> y t z / 

Remar quon s 
ax ;iy ~Z - • :) )( 'dt ~~ 

0 que -= - ~:: aï= - = 
:>; ~Î 0 j i} ") 

Si on é t udie ( 5 ) pour connaître 
';)f 

il f a ut connaît.te 
Jlt) 

• L ,L ,L ,L',L',L' -pe uvent être c a lcul é s as s ez f acilement 
X y Z X y Z 

où 

Sous forme ma tricielle on doit c a lculer 

où 

3-2-3 Cal cul 
-> 

:) X 
de -=• JX 

0 

Nous prendrons comme éléments e l liptiques l'ens emble: 

1a,s ,c ,Ü ,s i l e e o oJ 
où a= de mi-grand axe 

C = e cos E où e = exent ricité 
e 0 

E - anomalie exentrique e n t=t 
0 

s = e sin E e 0 
-> -> 
u = v e cteur unitaire de même direction que r 

0 0 
-') -, 

0 

s = v e cteur unitaire perpe ndi culaire à u dans le plan 
0 0 

l ' orbite 

de 

3-3 

( 5) 



J x, 
pour calculer -X-- on calcule en fait 

;J o 

~x 
--=• ,)X 

où qefa,c ,s ,u ,s l l e e o oJ 
0 

3-2-4 Calcul de ~~7 
J 0 

Nous supposons é tabli~s les relations suivante s 

1 2 v2 
0 

= a r r 0 

X u 0 
X 

r 0 
0 

r 
C 1 

0 
= e a 

-0 Yo u u = = Yo 0 r 
0 . r r z u 0 

s 0 0 
= e )"- a 

z 
r 0 

0 

.)A-= masse de la terre 

• -• -) r = r • u r 
0 0 0 

v2 . 2 .2 .2 

- VJ"P1 

V~ 
0 

s = = r 
0 0 

0 = X + Yo + z 
0 0 

r 
0 

• X 
0 

yo 

z 
0 

. r X 
0 0 . - r Yo 0 . - r z 
0 0 

Nous obtenons~~- en différentiant les formules ci-dessus 
J 0 

Les dérivées partielles des éléments q par rappor t à X sont 
0 

3-4 

données en toute généralité dans le chapitre 9 de "Determination 

of orbits " d'Escobal. 

Les formules données par Escobal sont fort cbmpl i quées et peu 

lisibles. C'est pourquoi nous tâcherons de prendre un cas parti

culier ce qui nous amène aux hypothèses simplificatrices sui

vantes. 



li 
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Nous supposerons d'abord la station plac~e à l ' é quateur et la 

terre est supposée fixe 

Nou s prendrons les conditions i nitiales au zenith de la station 

e t nous p lacerons le plan de l'orbite dans un plan de coordonné e. 

\ 

terre 

Nous considérons un 
orbite circulaire 

sta tion 

orbite du satellite 

De ces t r ois hypothèses nous déduisons que: 

a) x = x = 0 c a r orb ite dans le plan (y, z ) 
0 0 

Y• = 0 
0 

z = 0 
0 

car orbite circ ulaire et condit i ons initiales 
sont au zenith 

car conditions initiales au zenith 

b) puisque l'on a un orbite circulaire 

c) 

d) r 
0 

0 ... 
U = 1 

0 

0 

➔ -= r . U 
0 0 

a 

e 

= 0 

= r = y 
0 . 0 

= 0 = C e 

2 
= r = p c ar p = a( 1-e ) 

= 0 = s 
e 

0 

0 

• r z 
0 0 



3-6 

Si nous r eportons ces simpli f icat i ons dans l a matrice obtenue dans 

le chap î t re 9 de "De termina tion of orbits" d 'Esc obal nous 

;) c ';)S 
;,u d u Q U ;) s ;, s => s li J q IJ a X Yo z X Yo ~xzo . e e 0 0 0 µ == 5T iY" J"F ~ é)~ ~ ~ ëJ---Y-

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

nou s obtenons une ma trice (6 x9) é gale à 

0 2 0 0 

0 
.2 

0 0 z 
• . z ._ 

0 0 
0 

0 
V"a 

1 
0 0 0 

yo 

0 0 0 0 

0 0 
1 

0 
Yo 

0 0 0 Yo 

0 0 • 0 -z 
0 

0 • 0 0 z 
0 

3-2-5 Ca l cul de l a matrice 

-) 

0 

0 

Yo 

fa' 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2a 2. z 
0 

2yz 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Yo 

qE: la,s ,c ,u ,s i 1 e e o o J 

obtenons 

La matric e "Jr 
Jq 

est obtenue en dériva nt p a rtiell e ment par r apport 

à q : 
~ - _, 
r = x,.u

0
+ y"V

0 
où xu = r c os(v-v

0
) 

Y = r s i n(v-v) 
\I 0 

v = anomalie vraie au temps t 

V = 
0 

anomalie vra ie au t emps t 
0 

et en exprimant les dérivées par tielles en fonct i on der, 

s in(v-v ) , cos(v-v ), S , C. 
o o e e 

r , 
0 



Nous donnons ensuite 

En effet . . 
~ c>rr 

Jq 

. 
et donc 

:;,F 
ë)q 

où 

= 

= 

= 

. 
➔ r 

1 
r 

1 
r 

~r 
~q 

} . 

-> ...., 
les Jrr puisque les ;> r 

:, q Jq 

+ r 
"';"O u 

c)q 

[ 
;>r? 
aq 

.:.. :,r ] r --~q 

( ~ x ;, v z-::>_z ) 
X - + y ~ + ;,q Jq aq 

-~ - ◄ 

Pour trouve~ p-rr 
3q 

nous dérivons l'expression 

en découlent. 

-V D = 
r . r ou 0<1 

.Il apparaît encore une simplification 

En effet , si l'on considère un orbite circulaire, le produit 

r.r = 0 D = 0 

3-7 

Pour obtenir les formules géné r a les, il faut se référer à Escobal. 

Nous repr endrons simplement les résultats avec toutes les simpli

fications. 

~ - _, 
1) = A1Uo + A2So è) a 

où A1 cos(v-v) 3 (M-M ) s i n(v-v ) = + 2 0 0 0 

A2 
1 { i sin(v-v0 ) 3 M-M ) cos(v-v

0
)J = 

\[P' 2 0 

d~ -, ·• 2) = c1uo + C S ;,c 2 0 

où (1 
e 2 

c1 = - r + sin (v-v) 
0 

r sin(v-v ) c2 = '[P' 
cos (v-v ) 0 0 

Jr) _, 
➔ 

3) v s 
= s1uo + s2 s 0 

e 
' s1 r sin(v-v ) (2 - cos(v-v ) ) ou = 

O 2 o 
s2 = (i1 (1 - cos(v-v )) 

0 

---'----'- -
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~ - ~ -) 
4) = A1Uo + A2S0 é) a 

,., 1 3 
(M-M ) \/f cos(v-v ) où A1 = 2 1/fsin(v-v) + 2 0 o a o 

,V 3 
M-M 

A2 
0 sin(v""t"v ) = --2 r 0 

.:.. 
J rr N- ,v _., 

5) = c1uo + c2so ;, C 
e 

,V ra CDÙ c1 = sin(v-v 0) cos(v-v ) 
0 

N 

sin2 (-v-v ) c2 = 
0 

;> rr ,V - ,.., -6) = s1uo + s2vo ~s e 
,v va' cos ( v-v ) [ cos(v-v

0
) 2] où s1 = 

0 

"' [ 2 cos(v-v
0

) ] s2 = sin(v-v 0) -

Les deux autres constantes qui int erviennent d a ns le calcul de la 

matrice sont 

u = -i[J.-;'sin(v-v
0

) 
N 
S = cos(v-v) 

0 

En tena nt compte de toutes les simplifications nous obtenons 
-) 

= \ uxo,, uzo l u uy, 
0 -=) V Xo' uzo J V vy, 
0 

®e 'x, y' z} ®~11(,t,2} 

· I :>® ~® ;>® 
~} ~u ~ V 

-> 
~X ,::-

= ê) q . 
~® ~® v® --
J} vu àV 



~® 
~-r 

;)® 
--~, 

;) ® - -
"u -

. 
~® --ê) V -

0 

A1 

0 

c1 

0 

s1 ;>® 
~ U = X\/ Sij 

• C • S .. 
2Yo 2 0 2Yo 2

0 2Yo 2
0 =:)@ ,:,,. y" 

- --8 
é) V - ,jî5' ij 

0 0 0, 

J [A .- ill.] 
r 1 r - C - -Ï(:3 

1 [,J • ] 
r 1 r 

- 1[ • J - S - ~S3 r 1 r 

1.lA ~ _ zi3] 
r 2Yo o r 

ltë z _ zc3] 
r 2Yo o r 

l(s 2 _ zs3J 
r 2Yo o r 

.,, 
u ô 0 

r 

\o 1 
yzx 

r (U1) - IJ 
r 

1 
yzx • 

u u2 
0 --

r2 r 

"' s - 0 0 
r 

s4 
• 

0 
yzylJ 
--r 2 r p 

0 
YYu~ SS 

2 -r 
r p 

3-9 
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A2 zy z ,y 1 . avec A3 = A1y + Ul = u -- yyxu 
0 0 r 

,V 1 
C3 G:1y c 2zy z u2 u • = + = ;zx_. z 

0 0 

s 2zy z 
..., 1 • Yv 

S3 = S1y + s4 = s - ryy'{P' 0 0 

3-2-6 Ca l cul des coefficients 
➔ 

Connaiss a nt les matrices ~X et J~i' nous pouvons calculer 
~q 0 

Cette matrice obtenue nous calcu lons les coéfficients en reprenant 

la formule (5) 

Nous considé rons encore les simplifications x = x = 0 

et x =Y= z = o 
pour le calcul de L ,L',L ,L',L ,L' 

X X y y Z Z 

Toutes opérations effectué es nous avons 

(C - yC3>] L 
1 r y 

+ - A y z - --) + [ 
2 ( • zA3 
r 2 o o r 

~ 
0 

2 r 

z .. L 
'{P'yyv Y 
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S1zo • 
!.!_ z y I 

( 0 ) ( L' ) = ~- fp' - / Ly ~z y 0 .2 
5 2Y0Zo X 

- t. ( + ) ( L' L ) 
+ (à Yo Z". / z 

• 

[ ~ i 1 1 z 
S4 J -~-Ly 

,., 
• 0 

+ ( s1 - S3., ) + 2 yzx -r Yo V r: . r 

f ~r 

.. yy • 1 z 
,.J 

~ 0 
+ ( s 2y z S3 ) + u2 -0 0 r ry 2 {P' 0 r 

J/ S1yo n S Y z ~ 
i)y 

•. o = ( L' - ~ L ) + 2 o o ( L• · - ~ L ) 

L= 
;)z 

0 

~ Y/Y a z/z 

+ _l [~ _ yS3 ] L. + 1 [ S . ~ _ zS3] L 
(a 1 r y va 2Yo o r z 

z] L z 

[ 
2 • ( : - y A3 ) + 2 z ( ~

1 
- y C 3 ) - i ~ J L + azo 1 r o r r yP1 y 

+ + 2z 
0 ssJ 

~~~~~9~~: Ces résultats ont été vérifiés numé riquement 

L 

Ce que nous obtenons ici ce sont les coé fficients du système (5) 

Nous remarquons que deux des coé fficients x et 7c sont nuls 
0 0 

cela montre analytiquement que le système est indé terminé 

c'es t le plan de l'orbite qui est mal déterminé. 

Z', 
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Courbe des coéfficients (Fig 1) 
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Si nous v oulons représenter de ma nière symbolique le système nous 

avons 

c alcul é au temps 

t n 

(t1) (t1) (t1) (t1) (t1) (t1) 

(t2) (t2) (t2) (t2) (t2) (t2) 

(t ) (t ) (t ) (t ) (t ) (t ) 
n n n n n n 

(1) (2) ( 3 ) (4) ( 5) ( 6) 

Ax 
0 

' LJ z 
0 

ll. x 
0 

Nous o b servons par les formules des coé f f icients p ages 3-10 et 

-12 que les colonnes (1) et (4) dans la repré sen tation ci-dessus 

s ont null e s 

Nous av ons repré senté ici les autres coéff icie n ts du systè me et 

nous c onsidérons le deuxième le passage obs e rvé (Fig ure 1) 

Nous avi ons trouver en étudiant les r é~ultats ana lytiques que 

deux c o l o nnes du système é taient nulles. L' é tude de ce graphique 

nous mo n t re que l'on ne doit pas s'attendre à d' autres indé ter

minat ions car comme le montre le dessin aucun coéfficient n'est 

comb i naison liné aire des autres. 

A premiè re vue nous pouvons donc dire que la seule indétermination 

qui exis t e provient de l a géomé trie du problème. 

Nous all ons maintenant é tudier cette indé terminat ion. 

Da ns un premi~r temps nous avons vu qu'en cons idé rant une orbite 

c ircul a ire polaire nous arrivions à un système i ndé terminé . 

Nous supposero ns toujours une orb ite circulaire mais nous sortons la 

station du plan de l'orbite. 



- -. 
/ ' 

I 

I 

St1:;::: sate llite 

St2:;: station 

On fait un changement d'axe 
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Nous avons une r o tation d'angle tJ.. 

' ~. a utour de l'axez 
..,. 

Numériquement il faut donner d' a utres valeurs à la position de lQ 

station 

Nous av ons considéré o < "'-' s t 0 

Pour trouver analytiquement les r é sultats il faut développer 

cos rJ.. et sin rJ. jusqu'au premier ordre. 

Résulta t s=analytiques 

Puisqu'il faut voir comment se lève. l'indé t e rminat i o n nous ne 
, . . ,~ ~~· 

regarderons que les coe f f icients J x et ax 
· o o 

Comme l e satellite est toujours dans le plan yz le seul changement 

apparaitra avec les co"ordonné es de la station 

Le chang ement interviendra dans LX e t L' X 
' 

L 
sin;.. 

:;::: - I° X 

L' :;::: 0 X . -.J 

'Jf X f \J sin.._ u ' = 
Yo / I. 

sinil. -
;) X ry I° 0 0 

r cos (v-v 0) f 
, 

;;:: , 
lfa! ( 'lf-V) sin tJ.. 

= f,. sin rA + sin 
yo 0 ryof 



1 2 2 2 2 2xX 2yY 2zZ or = X + y + z - - - + 
2 2 2 cos IA.

1 1 = y + z - y + 

. . • • • • • • 
If = XX + yy + zz - xX - xX - yY - yY 

sine,. 1 • . 
= - y + zz + yy 

sin d..
1 • • 

I - Y.. + zz + Y..Y.. = 

vy2 
2 

, 
~ 

, 
1 + z - y co s 1A + 

Nous obte nons alors 

fJ/ • L -- =sin~ cos 
è) X 

0 

(v-v) 
0 

Y..Y + zz y_sin ~• 

,/(y2 2 2 V + z - ycos 

x2 + y 2 + z2 

. . - zZ - zZ 

sin (v-v) ] 
-;:::=:=:::=:· '. =======' ·o ======:-

, / • 2 2 V y + z - - 2ycos rJ..
1 
+ 1 

Si nous dévelo ppons en approxima tion on a 

s inrA.
1

::! ,1.. 1 ; cos (A.
1 

~ 1 

r)..
1 

[cos ( ) zz + y_y - y_~· Va' 
o 2 2 3 

v-v 0r================~+ 2 
(y + z -2 y +1) . Yo 

De l a même manière nous trouvons 

-;,f yoy 

;> x = 
(p' 0 

r y 
0 

= 

== 

/J "'sint1-' f 2 sin /:A - S: • I 
I 

sin(v-v) 
0 sin,,._• - cos (v-v) 

0 

sin rA 

I 

s in ( v-v ) ·::Z=z=+=Y..:::Y..::• :=:::::y_=s=i=n==t:A.=====, 

o V< y2 +z2 - 2ycos 

- cos(v-v) ï-=;~=~
1======

1
;,] 

o ,; 2 2 , y +z -2ycos o<. + 

3-15 



Si nous tenons compte des approx irna ... iun s nous avons 

sin(v-v) 
0 

Ré sultats=numérigues 

zz + yy 
3 } 

c os (v-v ) ] 

-V""F<=y-=1=) =2 =:=z=2=., 

3- 1 6 

Les r é sultats numé riques montrent que le fait de sortir l a station 

du plan de l'orbite donne un sys tème parfaitement inversib le 

Nous nous sommes posé a lors une autre question. L'indé te rminatio n _ 

ne vient-elle pas du fait que l a station e t le satellite sont dans 

le prolongement 'un de l'autre sur un axe de coordonné e. 

Ic i des ré sultats nient cette possibilité. Pour le v é rifier, 

nous avons effec t uer une rotatio n d'angle ~ autou r de z ,. 

Les coéfficients du système surdéterminé d ans le repè r e X'Y'Z son t 

• 
;)f = 'Jf 

ç) X 1 c)x 
0 0 

sin rA 

1L 1L sin rA 
"J/' c os rA • = + 

;) Y ' ë> x ;>.y 0 
0 0 

... "J/ 
et 

)/ 
No us avo n s des formul e s du meme type pour* ~ 

0 Yo 

Nous r eportons ici les r é sultats obtenus durant le deuxième 

passage observé (Fig . 2) 

I l est évident que les 
'J/' 

et ~z 
0 

ne ch a ngent pas 

Si on é t die la variation .de qua tre coéff icents on rema rque qu'ils 

ne sont p as combina ison liné aire l'un de l'autre ce qu i montre qu e 

le système est r é soluble 

En c oncl sion nous pouvons dire que l'indé termin a tion e st due à la 

gé omé tri e du problème 
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Courbe d e s coéfficients dans le nouveau repère (Fig. 2) 

. 

(-1) : u.. 
ê) :t.: 

( 3 l = ~ 
:) ~o, 

(1) : 1/.. 
~ 

• 1 
:X • 

0 

( 'IJ : H_ 
:>t 



Il 

1 
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CHAPITRE IV - APPLICATION DE LA METHODE 

POUR DETERMINER LA POSITION 

ET LA VITESSE DE LA STATION 

4-1 

4-1 Situation du problème 

Ce que l'on veut faire c'est appliquer la méthode de correction 

différentielle basée sur les observations Doppler pour déterminer 

la position et la vitesse de la station. Nous supposons que nous 

connaissons exactement la position et la vitesse du satellite et 

ensuite partant d'une approximation de la position de la station 

nous étudierons la convergence de la méthode. 

4-2 Calcul de la position et de la vitesse de la station 

4-2-1 Position - vitesse initiale 

La station se déplacant à la surface de la terre les deux systèmes 

de coordonées les plus adéquats sont 

a) coordonnées cylindriques 

l. 

y 

X ;::: 

0 
r.cos 9 

yo = r.sin 8 

z ;::: z 
0 

Le mouv ement de la station étant un 

mo vement circulaire dans un plan 

perpendiculaire à z la vitesse est 

donnée par 

~ = -c,,r. sin Q 
0 

y
0 

;::: wr.cosi, 

z ;::: 0 
0 
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b) coordonnées sphériques 

z X = r • sin cp . . cos t, 
0 

Yo = r.sin<p .sin 8 

z = r.ceos rp 
0 

• -rw sin f ,sin 8 X = 0 

y = r w siny. cos 9 
0 

• 0 z = 
0 

4-2-2 Posi~ion_-_vitesse_au_temps_t 

Puis que le mouvement de la station se fait dans un plan perpen

diculaire à l'axe z la seule q a ntité qui va varier c' e st l' a n-

gle 9. ous avons donc 

a) coordonnées cylindriques 

X = r cos ( & +tut) 

y = r sin( 9 + Cu t) 

z = z 

• - rw sin( 9+">t) X = .. r w cos ( e+c.ut> y = 

• 0 z = 

b) coordonné es sphé riques 

X = r sinf cos(Q +wt) 

y = r sin 'f sin( 9 + wt) 

z = r cos 
• -r cusin,.sin(& +Cüt) X = 

y = r.w.sinfJ cos( tJ + wt) 

• 0 z = 

où w = vitesse de rotation de l a terre 

4-i Développement analytique de la méthode 

Nous c onsidérons une sta tion pouvant effectuer des o b s erv a tions 

Doppler 
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Nous avo ns toujours /oi = l a v i tesse rad i a le obs e r v é e 

N = nombr e total d'observa tions -X 
0 

.., _, 
= (r , v ) vecteur position - vitesse de la 

0 0 

sta t i on au temps t=t .., _, 0 

= (r , v ) vecte ur position 

la s t ation au temps t = t 

Nous supposerons une orbite parf aitement képl é ri e nne 

vitesse de 

Nous avon s vu au chapitre II que nous devio ns r ésoudre un systè me 

de N é qu a tions du type (3 .'p.2 ;+3 } où W reste la fonction "vitesse 

radiale" noté ;° 
Le système (3 p.2-3) est de l a f orme 

( 4-1) 

où les d é rivées sont prises au temps t=t. i = 1, ... ,N 
l 

Pour simplifier les écritures, nous l a iss e r o ns t omber les indices i 

Nous supposerons que les coordonné es du satellite e t sa vi te s s e 

sont co nnues exactement et que 6 X, t, Y, ô z, ô x:, il Y, A Z sont nuls. 

o ' (X,Y,Z) = vecteur pos i tion du satelli te 

(X,Y,Z) = vecteur vite sse du satellite 

Pour r é s oudre ce s y stème il fau t connaître 

• •fc = les r a nge rate c a l c ul é s aux N temps corres pondant 

aux observations 
. 

• I o = Le range rate obse r vé, fourni . 
• Les coé f f icients ~/ 

;), . 
4-3-1 Ca lcul de f' c 

Le calcu l est le même que.celui effectué au ~hapitre III et on 

note di r ectement le résultat 

st1 St2 satellite 

~ 
= 

St1 == station 

s t.c 0 = centre de la terre 
,r 

...L.L. -



= X 
2 2 

+ y 2 
+ z 

2 2 2 
2xX - 2yY - 2zZ + X + ~ + Z 
. . . . . . 

XX+ yy + zz - xX - yY - zZ - xX - yY - zZ 

Après le calcul des positions e t vites s e de l a station 

(X,Y,z,l , t,~) (a) a ux N temps 

( . . . ) Les x,y , z,x,y,z (b) sont donné s 

4-4 

(4-2) 

si nous r eportons (a) et (b) dan s (4-2) nous avons les vitesses . 
relatives cherchées~ 

. C 

4-3-2 ~~!: !:':! !: _'.! ;~--;~-~~ -+~ ~:: .l. ~ _,_,,_,_ '.'.'-:\--~ ':! -1 ~ -? :: -'--~ .l. ~.l. ~1. 
Pour calculer~ nous simplifie rons en c a lcul ant 

= 
' ' ' ' ' ' 

-1 ( • • • ) x = x,y, z ,x,y,z 

c eci est la formule f ondamentale 

% 
~X 

est 1 ma trice ( 6x1 ) 

:>t 
est 1 matrice (4x6) 

'ê) Î . 
4-3-2-a Calcul d ~ e~x . . . . . . . . . . . . . 
En partan t de (5-2) on a . 

xX yY zz • . . 
/= XX + yy + z z - - - - xX - Y.Y - zz 

f' .,, /J ( x - X) - ft_ ( 1-;-2/>) (2x - 2X) 
ax = ,, 2 ' t . 

I' (x - x> -/:_ (x - X) 
= • 

t2 

De la même façon nous trouvons 
. 

Pe y 'J/ - t) -f'> (y - Y) = 
ê)Y 1'2 

. 
'J/ P< z • - f (z--- Z) Z) 
- ·= 1 ;>z /'2 I 



= -

Par le 

b 
~2 

même 

X 
::: -

I° 
calcul nous obtenons 

y 

I' 
?~ •.- z 
~z=-7 

4-5 

Ce calcul est indépendant du fai t que jE1r,s,y, euj ou7t:(r,s,z, ey! . 

~x' ~ ) t 
4-3-2-b Calcul de 5"'ï ou Î 6 1r, &_, z, "°' J . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Pour obte nir cet t e matrice nous portons les résultats en -2-2 a 

-;,x" 
= 

ë> r 

co s ( &+c.ut) 

sin ( 9 + wt) 

0 

- c.usin ( 9 +c.u t) 

'-O C OS ( 9+ 4.lt) 

0 

-t r sin( 6) +"' t) 

t r sin( 9 + c.u t) 

0 

- r sin( c9 + c.ut) 

r cos (9+c.ut) 
_, 

J!k, 0 = ê) 9 rc.ucos( C, + c.vt) 

- r c.usin ( 9 + c.vt) 

0 

-t rwcos( 19+w t) -r sin( & + c...t) 

r c os (&+wt) -trwsin(9+c.ut) 

0 

....................... ..... 

0 

0 
-1 

1 ~ = ;, z 0 

0 

0 

S i on part des équations obtenue s en 4-2-2 ~ nous arrivons aux 

résultats 



.. 
é) X 

= 

sin </cos( & +w t) 

sin 'f sin( dl+ c.ut) 

cos 'I 
- s in 'f sin(~+ eut) 

sin '/ cos( & + wt) 

0 

r c os ~cos( 9 + wt) 

r c ostpsin(&+c.ut) 

- r sin 'f 

- r cos'/ sin(& +w t) 

r c os 'f cos ( ~ + c.vt) 

0 

- t r sin~sin(9+eut) 

tr sin'fcos( (9+c.ut) 

G 

= 

- r sin</ sin((}+ tût) 

r sin '/cos( 6 + tc.,t) 

0 

- r sinpcos(9 +c.ut) 

- r sin'/sin(ê+c.e>t) 

0 

- r sin y sin( e +~ t) - r «.Nt sin Y' cos ( 8 + c..., t ) 

r s in'fcos( &+e.ut) - r'Vt sinrsin(B +c.ut) 

4-6 

Pour calc uler 

produit d 'une 

!..t. , I i ~) ouie r,e,y,~~ ou e. ,r,9,z,c.u) il faut faire le 

matrice ( 6x2) ;,'JÇ c alculée en ( 4-3-2-a) par la 

matrice (6x4 ) calculée ~espectivement en (4-3-2-b) et (4-3-2-c) 

4-4 Remar que importante 

1) Les éléments que nous corrige ons sont respectivement (r,&,,,~} 

ou 1r,e,z,è...,)• Nous pourrions nous poser la question pourquoi ne 

pas c o rriger comme au chapitr e III directement (x ,Y , z ,x ,Y, 
0 0 0 0 0 

z) de la station. 
0 

Vu le nouvement de la station les six valeurs (x,y,z,x,y,z) ne 

sont pas indépendantes ce qui aurait conduit dans l'al gorithme 
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à systè me mal déterminé et qui n'aurait donné aucun résultat 

v alable . 

Le nombre maximun de paramètres indépenda11ts quatre et ce sont 

r espectivement l r ,&,'f, tu~ ou jr ,f), z ,c..,~ 

2 ) Les s ous -routines c a lcul a nt c e s ma trices sont placé es en 

annexe 

Ré~ultats numériques 

Dans cette partie nous rassembleLons et commenterons les divers 

r é sultats obtenus en tâchant d '~ nterpré ter au mieux leurs portées 

relatives . 

Pour ne pas compliquer outre mesure les schémas de résultats nous 

c o nsidé rons que le satellite est sur une orbite circulaire . 

Nous prenons toujours la même orbite . 

v ecteur position du satellite x = 0 

vec teur vitesse du satel lite 

y= 1 ,018066 

z = o , 416583 

X = 0 

y= 0,026854 

z = 0,065627 

Pour garder une homogénéité entre les deux probl è mes nous considé

rons enco re que la station se trouv e dans le plan de l'orbite . 

Comme cas particul ier nous avons perturbé r 

r = r + 5 km 

nombre de passages= 1 

nombre d'équations= 13 



1 

Etude de s résultats 

r converge après 14 ité rations 

8 converg e après 11 ité rations 

'f converg e après 8 ité rations 

Pour une perturbation relativeme nt petite der i l faut 14 ité 

rations pour avoir la convergence 

Ce que nous avons testé ici c'est la convergence de s é l é ments 

(r,e,cp). 

4-8 

Par r apport aux autres itérations c'est dans la p remi è re que l a 

c orrec tion est l a p lus important e. 

1ere ité ration : 2 10-6 -) 2 . 10- 7 

itération 2 -.14: 2. 10-7 -) 4. 10-9 

arrive plus vite à la val e ur de convergence (8 ité rations) alors 

que r converge le moins vite ( 14 ité rations) 

Evolution_du_nombre_d'ité r at ion_avec_l a _ perturbation 

Nous cons idé rons ici 1' angle <f 
Nous considérons un seul passage avec 13 équations 

'/observé= 1,570796 

perturbation 

f
0 

+ 7 , 8 5 • 10-5 

fo + 1,587. 10-
4 

<fo + 3,174. 10-
4 

fo + 4,761. 10-
4 

ro + 7,936. 10-
4 

fo + 9,523. 10-
4 

fo + 1,11 . · 10=3 

fo + 1,269. 10-
3 

fo + 1,428. 10-3 

'f 
O 

+ 1,587 . 10-3 

n° d'itération 

2 

3 

7 

12 

14 

15 

16 

17 

18 

19 
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Ce que nous remarquons c'est que le nombre d'itération augmente 

avec la perturbation. 

Nous obs e rvons aussi que les paramètres tendent tous vers la même 

valeur r == 0. 999999 

e = -1, 540369 

r = 1,570796 

Nous n'avons pas voulu trouver la limite de convergence 

Pour deux perturbations der (resp. 5 et 13 km) nous avons 

c onsidéré 1,2 puis 3 passages accep t é s. Nous nou s attendions à 

avoir une convergence plus rapide si nous considé rions plusieurs 

équations . Nous avons remarqué e n fait que c e la n 'accel è r e 

aucunement la convergence. 

r = r + 5 km 
no d 'équations no de pass a ge r é sultat 

13 1 17 itérations 

26 2 ne converge pas 

37 3 ne converge pas 

r = r + 15 km 
no d 'équations no de passage r é sultat 

13 1 23 itérations 

26 2 ne converge pas 

37 3 ne converge pas 

Remarque ........ 
Mê~e si nous avons donné la méthode thé orique pour calculer 

~avec/€ 1r,9,f,wJ dans ces résultats nous n'avons considéré 
, ' . -2 

w constant et egal a o,4375 2 10 

Nous allons maintenant donner quelques résultats si wvarie 
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Nous consiérons que r , t,, 'f, <-v varient. Nous présentons ici les 

différe nts résultats obtenus . 

( a ) r == r + 7. 93.10-5 1 passage pas de convergence 
C 0 -5 ( b ) e ': e + 1. 58 7. 10 1 passage pas de convergence 
C 0 

-5 
(c ) <f C , 'f + 7. 85.10 1 passage pas de convergence 

0 
-5 

(d) tj> c ~ 'f 0 + 7.85. 10 3 passages convergence ( 3) 
-5 (e) r r + 7. 93 . 10 3 passages pas de convergence 

C 0 
-5 (f ) 6 : e + 1 . 587 . 10 3 passages pas de convergence 

C 0 

En étudiant (e) et (d) nous avions pensé que l'augmentation 

d ' équa t ions allaient donné de meilleurs résultats. Ces espérances 

ont été démenties par les r ésultats obtenus en ( e) et ( f ). 

Nous remarquons que le fait de considérer wvariabl e ne donne pas 

de bons résultats . C'est ce qui nous a poussé à étudier simplement 

la variation de r,e ,y 

Remarques gé né rales 

• Ici nous avons testé la convergence de r,e,f• Pour être p lus 

complets nous aurions dû tester la valeur des composantes o~or

re spondante s à la position et à la vitesse de la station . Il est 

probable que dû aux erreurs de troncature dans le calcul l a con

vergence des six composantes aurait été plus l ente • 

. Parallèlement nous avons testé la convergence en considérant les 

coordonnées c ylindriques . Les résultats étant moins bons nous ne 

les avons pas repris ici . Par résultats moins bons nous voulons 

d ire que l a convergence était plus l ente. 



CH APITRE 5 

DEVELOPPEMENT DU POTENTIEL TERRESTRE 

RESOLUTION DU PROBLEME PRINCIPAL 

DU SATELLITE ARTIFICIEL 

Situatio n du problème 

Le problème posé est la détermination de la trajectoire d'un 

satelli t e artificiel connaissa t sa position et sa vitesse initiale. 

I l stagit donc de résoud r e les équations de mouvement d'une 

petite masse autour d'un sphéro ïde aplati. On n é glige les effets 

des aut r es planètes sur le mou ement du satellite, de même que le 

freinag e atmosphérique. 

Le s équations du mouveme n t sont alors . . 
d 2 -V u 
~ = ') X 

2 

:t2 
'1 u: 

= '7Jy 

d
2

z '") u 
=· 

d t 2 'az 

où U es t ie potentiel créé par la terre; tena~t compte de son apla

tissement aux p6les. 

5.1 Forme du potentiel terrest r e 

Co nsidérons tout d'abord un corps cont~nu A qu e lconque de 

densit é f(x) et de volume w. 

Choisissons l'origine du système d'axes à l'int é rieur du valu-

m,e : 
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en co o rdonnées sphériques 

x l. = r cos ,s- cos ,.\ 

X 
2 = r cos /J sin À 

x3 - r sin /J 
et de m~me µ,our le point X 1 

x' l = r' cos ' cos. >.' 

x' = r' cos 1J 'sin f' 
2 

X 1 -3 
r, sin ,, 

Le potentiel créé par le corps A au point x extérieur à A 

vaut, 

où X• parcou r t le volume w . . 
Supposons li x li 

au vol um e W. 
> Il X t Il pour tout point x' app a rtenant 

Il. est à remarquer que l'hypoth è se ainsi faite est peu res-

trictive i seule la partie com prise entre la surface terrestr• et 

une sphère ayant pour rayon le Rayon équatorial sera ainsi négligée 

dans l e modèle. Ceci ne constitue qu'une région d'altitude maximum 

égale à 20 km au-dessus du pOle. 

Grâce à ce t te hypothèse, nous pouvons utiliser le dévelop

pement en série~ 

l 
= 2 

1 x-x '1 {r 
of) 

= z_ 
tn=O 

l 

+ r 1 2)"/z., 2r r ·' cos 

P ( cos Y ) r I n 
n 

n +l 
r 



où o est 1 1 ang.le fo ,rmé entre le s deux vecteurs x et x' 

Pn (cas --r)=- poly nOme de Legen d re de degr é n 

mu plus analytiquement: 

Pn ( z) = 
l 

2n' n . 
n 

d z 

En porta t cette expression, dans l'intégrale, nous avons: 

V-= -

après av .ir posé: y,. ') , ") = jJ Jp')tt.'n, ?.. d w -

5.3 

En o bservant ~a figure, on remarque que l'angle Y dépend à 

l a fois d u point x et de x'• On p eut séparer ces dépendances par 

le théorème d'addition des harmo niques sphériques : 
n 

Pn (cos ô) = L 
m=O 

2 ( n-rn ) ! 
( n+m) ! 

. J 

avec: f (/1 , A > = cos[m 'Ji cos m A' + sin m,A sin m,A'J 
m 

(1-~2) 
m/2 

Pm ~) = n 

En reportant la valeur de 

n 
y (J. , ~.) =~ Pm ( sin 

n n 
m=O 

avec cm = 
n 

2 ( n -rn) ! 
( n+m) t 

et 
5~ = 2(n-m)! «wr 

( n.+ m H JJ},AI 
les termes: 

dm Pn (_,à) 

d 
m 

Pn 

~) 

,n r 

( cos o ) dans y (,..\,~), on obtient: 
n 

(Cm cos m)+ Sm sin m,À) 
n n 

Pm (sin~•) cos (m,..\ 1 ) g (x') dw 
n 

r'n P~ (sin d') sin (m)') g (x') dw 

]. P0 (sin~, ) = 
n 

termes zonaux. Ceux-ci ne dépendent pas de la 

n+l 
r longitude. 

cylindrique. 

Ils décrivent un potentiel à symétrie 
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De plus 

Sin est pairt ces terme s présentent une sym é trie par · rap

port au plan équatorial. 

Les autres termes sont a pelés. termes tess é raux 

E résumé, nous avons donc pu mettre le potentiel terrestre 

sous la forme 

~ Ym' A, c;) 
V = - G Z-

111-0 ft 41H 

y ( ~, ,6.) n- m m 
osm À+ Sm . ,,\ ) OÙ = :L f;n ( sin'6) ( en sinm 

l!1T n, 
m:=a 

avec Cm et Sm prenant les valeurs décrites ci-dessus. 
n: n. 

Remarquons que le premier terme du développement 

- li 
r 

repr é sen te le potentiel créé p a r un corps de masse M concentrée 

au point origine, centre de la terre. 

La notation employée jus qu'à présent dans le d é velo µp ement 

du poten tiel présente certains inconvénients: 

. les parties zonales et té~é rales ne se d i stinguent pas 

bien 
m. m 

• Cn et Sn ne sont pas s a ns dimension 
m 

• PB peuvent devenir grands lorsque n grandit 

C'est pourquoi on utilis e souvent une autre notation: 
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où R est le ra}on équatorial te r restre 

Jn = - ( 2n+l) c 0 

n 
MRn 

Pm. 
(

' ( zn±l ~ ( n-m l !) t m 
,:: p 

n 
(n+m) ! n 

=( (n-m)! ) 
2 ( 2n+l) (n-ml!. 

t 

Les fonctions harmoniques sont ainsi normalisées à 41T 

les term e s ayant Jn pour coeffi c ient sont des termes zonaux caF ils 

ne dépendent pas de).. 

On ne travaillera ici qu'avec les termes zonaux. 

Grandeur des coefficients 

Des observations de satel l ites artificie1s ont permis 

d'é~a1uer 1es coefficients tels que 

Ü -=- 484 l□- 6 

2 

-6 
Les autres termes sont de l'ordre de 10 et plus petits 
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5.2 Solu tion du prob1ème princi pal du satellite artificiel 

Le problè11e principal du satellite artific.iel que nou:s allons 

considé r er consiste donc en la résolution des équations de mouvement 

d'une ma sse m: soumise à un pot e nt.ie.l de la fo,rme:. 

u = .,/U 

r 

c'est-à- dire le p:otentie.l terre stre réduit au premier terme zonal. 

Les vari abl e s intervenant dans cette formu.le ont été décrites au 

para gra phe précédent. 

Si I est l'inclinaison i nstantanée de l'orbite avec le plan 

équ a tor i al, g l'argument du pé r igée et f l'anomalie vr a ie, nous 

avons : 

sin /d = sin I sin ( g + f ) 

d'où l' o n tire l a fonction per t urb a trice~ 

c - ! + .1 c.os 
2 2 

2
I ) A; + C ]. - ]. cos 2' I ) .§.;cos(2 'g + Z'f) 

r 2 2 r 

L e dévelo~pement de la mé thode suivante est basé sur l' a rticle 

de . BRDWER: ~ Solution of t h e problem of artificial satellite 

theory without drag."• 

Si nous prenons a 

a 

= le d e m~ grand axe { 

1. , t • •t , oscul.ateurs, nous = ex c en riel. e 
vona dé f inir un nouveau systèmB de coordonn é es ~ les variables 

DELAUNAY Q,Ù L = (,,µ: a, r~-
G = L ( .l -
H =- G Cos I 

l. = anomalie ·moyen n e 
., 

g = argument du pé r ig~e 

h = .longitude du n o eud ascendant 

pou

de 



les . équations du mouvenren t en ces variables deviennent 

alors: 

.!lli. = ? f 
dt -;, g 

d1. = .- ë> f _g_g_ = 
dt o L dt 

dH; = !L_ 
dt '"ah. 

( l.) 

5.7 

Rem.arquons que dans ces variables, f, l'hamiltonien du pro

blème des deu~ corps prend une forme simple: 

indépendante des variables angulaires. 

Exprimé en ces variables, l'ham~ltonien du problème perturbé 

"'au t : 

où seuls les termes a; 
r 

J. ( ) et~ c o s 2g + 2f 
r 

e·xprim·.és en les variables de DELAUNAY. 

ne sont pas encore 

Ce ci se fait en les d é veloppant en série: 

3 =-t33 + ? a_ _z___ 2 Pjcosjl 
? G j = 1. 

( 2 g + 2·f) 
... .,., 

= ~ Qjtco s ( 2 g + j l ) 

j = - <> 

oQ Pj e t Qj sont des séries de puissance de l'excentricité el 
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5 .2.l Pr o ces sus généra.l de r é sol.u t ion du _probilème 

L ' id é e de base est de passe r de·s vari a bl.es (L, G, H., 1, g, h) 

là un nouv e au système de paramètres qui • rende f indépendant des 

Variab les angulair e s c'est-à-dire une transformation 

(L', G',, H', .l', g', h') 

à part i r d'une fonction génératri c e S (L', G', H', 1', g', h') de 

t el le sorte que l'on passe de 1 1 h amdlto~ien F (L, G, K, l, g, h) à 
1 f ~ ( L 1 , G • , H ' , - , - , - ) où l e -
1 
corres pond a nte. 

arque l.'absence de .la variable 

La f onction génératrice S étant telle que 

L 
'd S 

G 
~ s H 

---;, 5 
= = = -

'o l' '"Jg 'o h 
(II ) 

l..' = tlS oS h r= 
~<')s 

g = 
') L. ' 'd G' '11 H t 

Les équations de mouvement d eviennent L 

dl ' = ê) F -.t- ~ =-" f ,,... 
dt 'o l.' dt L' 

dG ~ = êl F~ ~ 
~ 

=_?.f. (II I ) 
d t v g • dt <> G' 

dH ' = ô F.t- dh' =_'tl F~ 
d t û h' dt a H • 

F~ · tant indépendant des an gles, nous constatons alors quel. a 

résolution du système d'équation s III condu~t à t 

f l ", G", H' = 
li•, g ', h' = 

cons itan tes 

fonctions lin éaires du tem~s 

En r empl.açant alors les val eurs ainsi obtenues dans le sys

tème (II) , o n retrouve l'express io n des variables originales en 

fo nct io n d u temps et des constan t es d'intégration. 

5 .2.2 lr~ é itape: solution du 1er et du 2me ordre 

Il e st à remarquer que d è s l e d é part, la variable angulaire 

h n'ap ~ara1t pas dans 1.•hamilton i en du problème. Il reste donc 

2 varia bl e s angulaires à élimine r t I ·et g. Dans un premier pas, 
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on élimine la variable 1. 
l a fonction g énératrice d e la transformation est obtenue p a r 

une mét hode de VON ZE I PEL. 
No us utiliserons un d éve l oppement eri série de puissances du 

pa~am è t r e J
2 

jusqu'à l'ordre 2 . 

No us avons alors ~ 

F = fo + F
1 

= l'hamilton i en original o~ l e s indices indiquent 

les pu~ssan ces de JZ 

De m@me i 

s = s· 
0 

+ s.1 + s2J .• • ~ 

f ~= f* 
0 

~ 1f-
+fi+ f 2, 

à parti de l'égalité: 

f (L,. G, H, l, g, -) = F (L', G1 , H 1 , -• g 1
, -) 

o~ ies 2 membres sont d é velopp é s en s ~rie de puissances de J 2 ; 

on i den t ifie les m~mes puissan c es de J~ jusqu'à l'ordre 2: ceci 

pour de s exigences pratiques.,,e t on sépare les pa rties s é c ulaires 

(f
1

~) e t périodiques (F1 r) 

0 peut ainsi obtenir s
1 

et par identific a t i on, on a ur a : 

(L, G, H, l, g, h) en fonction des nouvelles vari a bles (L', G', H', 

1', g ', h'). 

* On procède de même avec s 2 et F2 

J usqu'à pr é s ,rnt, le problème est r é duit à la solution du 

syst ~me d'équations canoniques a yant pour h a miltonien : 

où F~ dé pend encore de la variable an~ulaire g 
2 

On effectue alors un nouveau changement de variables 

(L", G", Htt, .l", g", h") 

pa r une fonction généra t rice 5 qui pe rm e ttra d' éliminer l a 

variable angulaire g du secon d ordre de 1 'ham,ilt.onien. 



De nouveau on utilise l'égalité 

fonction de (L', G', Hi) et est donnée par 

r~*=~2 ' /4-4R~ ~a, ( .l + 3 H.2 ) + f2)t;lt-
2 L • ~ l 1 3 G., 3 - 2 2 {;ït 2' 

s . .10 

une 

Par identification des puissances de J2, jusqu'au second 

ordre, on tire (l', g', h', L', G', H') en fonction de s nouvelles 

variables qui rendent l'hamiltonien indépendant des variables 

angulaires .. 

La mé~hode employée ici consiste donc en 2 changements de 

variables canoniques successifs (à partir des variables de DELAUNAY) 

amenant l'Hamiltonien à une forme indépendante des variables angu

laires. Il s'agit alors d'exprimer les anciennes variables en 

fonction des nouvelles mais en retenant que les coefficients des 

puissances de J2 jusqu'à l'ordre 2. 

Il faut remarquer ici que les formules développées par 

D. BRDWER sont d'application pour des valeurs suffisamment éloignées 

de l'inclinaison critique (6JG26 1). Celle~ci annule en effet 

l'expression (1 - 5 cos 2 1} intervenant au dénominateur dans 

l'expression de 9'• 

5.2.J 2me étape: influence des 3me, 4me et 5me harmoniques 

Les coefficients de ces termes sont très petits, de telle 

sorte qu'on ne considère que la partie séculaire et pas les termes 

de courte période, c'est-à-dire la partie de l'Hamiltonien dépen

dante de l. 

Prenons par exemple: 
4 . a· u

4 
=..,.a..J 

4 
Re ( l -10s.1.n -~ 

5- • 
r 

+ 3 5 
l 

donné par le d é veloppement du potentiel terrestre en harmo

niques sphériques. 

On exprime alors u.4 en les variables de DELAUNAY. 

L'adjonction de ce terme eu potentiel considéré amène des variations 

;I('- * dans f Zs , F Zp 
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c'F.!st-à-dire 
~ -¾(- ~ 

f2a )f2s + 4 F2S 

f~ ~ * ~ f. 2p + 4 f 
2p èp 

amenant des différences dans l'expression de (L, G, H, 1. g, h) 

obtenue précédemment. 

ll~G. Al' u'1 , i., • • • 

l e s formules explicites d e ces valeurs nous sont données 

par D. BRDWER. 

L t influence des Jme et Sme harmoniques est similaire. Il faut 

remarqu e r néanmoins que 1•introduction d'harmoniques impaires est 

nécessa i re si 1a terre n'a -pas de symétrie par rapport à l'équateur. 

Importan ce pratique 

L ' intérêt des développem e nts ainsi obtenus réside dans le 

calcul. de s éléments osculateurs définis au l.er chapitre. Ces é lémen;ts 

(a, e, I, w, A, M) apparaissan t alors sous la forme d'une partie 

constan t e (a", e 11
· , I 1t, w", .a", M") et de termes suppl é ment.aires 

dOs à l a présence d'harmo~ique d'ordre sup é rieur dans le potentiel 

te·rrest r e. 



CHAPITRE 6 

APPLICATIONS NUMERIQUES 

DE LA METHODE 

DE RECHERCHE DES ELEMENTS OSCULATEURS 

La méth o de décrite au parag!phe précédent permet donc de 

calcule r des éléments osculateurs en un temps t à partir des é lé

ments mo yens (la partie constante des param~tres). Cette méthode a 

été pro g rammée par A. DEPRIT. 

On utilisera essentielle ent les sous routines suivantes: 

.. BRWRA qui calcule d es fo n ctions des ëléments moyens 

• BRWR ~ qui calcule l es é léments osculateurs au temps t 

Le s autres blocs employé s : ARITH - BR0WER - ANGLES -EPOQUE 

HRDWR s o nt essentiellement des blocs de données. La description et 

le mode d'utilisation de ces s o us-routines et blocs Dat a sont faits 

dans l' a nnexe . De m.ême, la so us-routine RWRB calculant les é léments 

mnyens à partir des é léments o s culateurs au temps initial y sera 

décrite . 

Enfin, nous utiliserons é galement d ' autres sous pro g rammes 

constru i ts par f. PAUL et -E. VAN DE PUY. Leur description se trouve 

dans leur mémoire de Licence. 

6.1.1 Calcul des positions e t v itesses d'un satelli t e par la mP.thode 

d BROWER à partir des é léments moyens 

Le s éléments moyens que l 'on introduit en données fixent 

l'orbit e et à partir de 1à, on calcule les éléments osculateurs en 

des temps ultérieurs. 
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Construction du programme : 

Lecture des données: 

éléments moyens 

Initialisations 

CALL BRWRA 

CALL BRlv'R 

CALL ELCAR 

IMPRESSION - éléments osculateurs 

- él éments cartésiens 

T = T + PAS 

OVL 

6.2 

6.i.2 Calcul des positions et vitesses du satellite par intégration 

n mérigue : m~thode de CDWELL (programmée par D. STANDAERT) 

Données: position et vitesse en T = o (correspondants aux 

éléments osculateurs donn.és par BROWEH en T = o) 



Lecture d es données 

Initi a lisation 

CALL CDWELL 

( e n T) 

Impressio n t dans le 

repère cart é sien 

T = T + PAS 

6.3' 

6.1.3 Calcul des positiqns. et v i tesses par le mo d èle Ké pl é rien 

Il s'agit à nouveau d'un p rogramme tout à fait s im i lair e 

aux deux premiers, où l'appel de la sous-routine (CAWELL) est re m

plac é pa r (POSVIT) c'est-à-di re : é tant donné les é l éments oscula

teurs o b tenus par la 1re mé 1iho de au temps T = a, cette dernière 

sous-ro u tine calcule l e s foncti o ns que le satellite aurait au 

temps t sur une trajectoire Ké plérienne d ~crite par ces éléments. 

On ne reprendra pas ici l'organigramme, il est tout à fait 

parallèl e au sec.and. 

6.2.l Comparaison des r é sultat s obtenus sur une courte p é riode 

Da ns un premier temps, n o us avons utilis é les programmes 

décrits c i -dessus pour un inte r valle de temps relativement court 

(enviro n un passage du satelli t e) et un pas pet i t (5 minutes) 
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La comparaison des résul t ats a été faite pour les paramètres 

orbitaux moyens ~ 

a = l.165459487066 

~ = D.0049451797 

I = l.561053071 

~ - 0.2193494075 

LU = 3.617166431 

N = - 0.86 67626451 

Compara i son sur le vecteur p:tas i tion : 

Le tableau (1) groupe les diff é rencP-s observé es entre les 

points c alculés par int é grat i on numézique et ceux calcul é s à partir 

du mod èl e de BRO WER tel qu'il é tait initialement. 

La premi è r e colonne donn e les t~mps d'ob sP- rv at ion. 

Le s tro i s suiv a ntes donne nt les d i ff é r e nc e s sur ch a qu e 

compos an te, et la quatrième co l onn e , la norm e du v e cteur diff é rence. 

Le tableau (2) est s e mbl ab le, ma i s dans le c a s o ù on c o mp a re 

l'intégr ation numérique a~ec l e cas k é pl é rien. 

La figure (6.1) traduit la situation gr ap h i quement pour l e 

cas d e l a norme d u vecteur dif f é rence. 
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Tableau .l : Vecteur position différence entre intégration 

numérique et méthode de BROWER. 

temps composante composante composante norme du 

(en min) X y z vecteur 

( en m) (en m) (en m) différence 

(en m) 

0 0 0 0 0 

5 +3 444 +791..5 +2 4l.5 4 281 
: 

10 +3 443 + 7T + 99a 3 6 68 

l..5 +3 849 + 863 + 474 3 974 

20 +4 855 +l 078 -364 4 986.5 

25 +·1 543 +l 663 -1 B,07 7 933 

30 +10 161 +2 255 -l 044 10 460 

35 +.10 506 +2 362 +2 085 10 968 

40 + B 281 +1 88 8 +4 168 9 461. 

45 + 5 765 +.l 322 +3 589 6 918 

50 + 4 588 +.l 052 +2 745 5 44 9 

55 + 3 862 + 8 88 +2 428 4 647 

60 + 3 516 + 79 9 +l 236 3 811 

65 +.l3 880 +2 ll:2' -26 139 26 241 

70 +21 499 +4 127 -22 436 31 361 

75 +28 722 +5 903 -.17 594 34 196 

80 +35 835 +7 701. -10 915 38 244 

85 +39 363 +B 7 5.l -524 40 327 

90 +36 943 +8 488 +l.Cl 89 6 39 440 

95 ' +30 995 + 7i' 399 +19 572 37 39 6 

l.00 +23 725 +5 959 +25 13.l. 35 070 



Tableau 2: Vecteur position : in tégration numérique 

mo dèle k é plérien 

temps composante corn.pas a n te composante norme du 

(en mi ) X y z vecteur 

( en m) ( en m) (en m) différence 

( en m) 

0 0 0 0 0 

5 +264 ·h58 -244 3 64 

10 +l 280 +28 4 -546 l 420 

15 +2 914 +65 -216 2 993 

20 +4 552 +l 0l.7 +l. 082 4 78 0 

25 +5 54 7 +l 2 38 +3 109 6 4 7B 

30 +5 653 +l 250 +5 2 66 7 8 2 6 

35 +5 104 +l 103 +7 □ 5.l B 774 

40 +4 328 +89 6 +8 393 9 485.6 

4 5 +3 520 + 680 +-9 59 7 10 24 5 .7. 

50 · +2 447 +413 +10 97.8 11 255 

5 5 +610 -10 +12' 450 12 4 65 

60 -2 300 - 659 +13 418 13 629 

65 -6 040 -1. 480 +13 079 14 4 82 

70 -9 775 -2 290 +10 937 14 84 6 

7 5 -12 459 -2 854 + 7 100 14 66 0 

80 -13 380 -3 007 + 2 66 5 13 970 

85 -12. 520 -2 7 41 - l. 516 J.2 905 

90 -l.0 504 -2 198 - 4 6() 5 11 67 8 

9 5 - 8 147 -1 568 - 6 521 10 552 

10 0 · - 5 913 - 971 - 7 728 9 7 79 

6.6 
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Conclusions: 

Il semblait donc que le f a it d'avoir tenu compt~ de laper

turbation due à la présence des cinq premières harmoniques sphéri

ques n'améliorait guère la préc i sion du calcul des positions et 

vitesses d'un satellite à parti r de sa position et de sa vitesse 

au temps initial. Au contraire 1a figure 6.1 montre qu'au temps 

"60 minutes", les différences d e viennent nettement plus grandes 

en,tre l'int.égration num~rique et le mod è le de BROWER qu'entre 

l'intégration numérique et le modèle Képlérien. 

Ces coordonnées étant obt e nues à partir des éléments oscula

teurs, no us avons comparé ceux- c i afin d e voir si certa.ins é taient 

plus affectés que d'autres. 

L'examen du cas de l'inclinaison et du demi-grand axe avait 

donné de bons résultats (l'amélioration était alors environ d'un 

facteur multiplicatif 100). 

Pour l'excentricité, l'amélioration était moins ne t te, et on 

avait une courbe qui oscillait, mais restait du m§me ordre de gran

deur que dans le cas de la comparaison avec le mod è le Képlérien. 

Pour la longitude du noeud ascendant, on a pu observer un 

saut de l'erreur au voisinage du temps critique (où les différences 

sur le vecteur position devenaient grandes). 

Mais, comme le montre le tableau (J), le saut n'était qu'un 

passage d'une différence de 10-î à 10-5 radian) c'est-à-dire une 

diff érence d•envi~on 65m. 

Il faudrait une différence de 5 i□- 3 radians environ 

expliqu e r le saut de JO kilomètres. 

pour 



11 

6. 9 

Tableau 3 ! comparaison su .r la longitude du no,eud ascendant 

·• 

temps I ~ - B IN - K 

O. 0 0 

5 □ -3, l□ -7 

10 -7.7 l.□ -9 -4 .l□ -7 

15 -1..9 l□ -8 -1..s .. 1_0 -6 

20 -2.99 10 "8. -4.5.10 -6 

25 -3.62 l□-8 -9.4.10 
-6 

30 -.l.55 10-8 -J...57.10 -5 

35 + 3 .012.10 
-1, 

+2.23.10 -5 

40 3 .199.10 -7 
-2.84.10 -5 

45 3 .2 83.10 -7 · 
-3.29.10 -5 

50 · -7 3 .293.10 -3'.55.10 -5 

55 3 .246.10 -7 -3.64.10 -5 

60 l .187 .10-7, -3.65.10 -5 

65 -7. 28767..10 -5 -3.69.10 -5 

70 - 7 .. 28726.10 -5 -3.85.10 -5 

75 -7 . 28696.10 -5 -4.02.10 -5 

80 -7. 2 8862.10 -5 -4.74.10 -5 

85 .":. 7, • 3 0 2 4 3 .10 
-5 

-5.41.10 -5 

90 -7. 32032.10 -5 -6.0l..10 -5 

95 -7.32437.10 -5 -6.6 ù .10 -5 

100 -7.32612.10 -5 -7.08.10 -5 

La courbe suivante nous raduit les rjsultats. On voi~ donc 

qu'au po int "65 minutes", la diff é rence devient beaucoup plus gran- • 

de qu'av ant, et c•est à ce moment qu'elle d é passe la différence ob

servée entre intégration numérique et le mod èle Képlérien. 
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En observant l'anomalie moy enne et l.'argument · du p é rigée, 

on con s t a te que les diff é rences sur c e a éléments sont grande·s . de· . 
l'ordre d e -3 radians. Mais l et intervenant leur 10 g par somme, 

dans le ca s des. com,paraisons en t re l'intégration numérique et le 

modèle Ké plérien, ces erreurs s a compensent comme on peut le voir 

au table a u S. Elles •'influencent donc pas le résultat final. 

Pa r contre, dans le cas d e s com~ara i sons entre int é gration 

numériqu e et B,RDWER, les diff é r e nces se co mpensent jusqu'au 

moment c r itique~ :.DB peut le voi r à partir du tableau 6: a pr è s ie 

temps 60 , on a un décalage. 

En observant des résultat s semblables pour d'autres donn é es, 

on a pu r emarquer que ce saut s e fa i sait chaque fo i s au moment o G 

l. 1 anom a l i e mo y enne prenait la v a leur -rr et qu'on a v a it l.e saut in

ver·se lorsqu'elle passait à la v aleur 21f. 

Il s'agissa i t donc d'une e rreur ~e se produisant que pour des 

valeurs d e 1 comprises entre~ et 2v. 

Or, dans le calcul des é l éments osculateurs, on consid è re à 

un mo mP.nt: aretg (f) où f est l 'anomal i e vr a ie qui est relat i ve

ment p roche de 1. 

Ce tte fonction aretg étai t su p pos é e prendre ses v a leurs entre 

0 et 2TT. Mais la fonction DATAN 2 sur ordinateur ne prend se s valeurs 

qu'en t r e -1f et +lT. On avait donc un décalag e de 2 ïï pour les v a l e urs 

de l co mprises entre lTet 21f. 

Avec un test suppl.émentai r e, on a pu é liminer ce t te difficul

té en a j outant 21fà 1 1 ait'etg de f lorsque celui-ci é tait nég a tif .. 
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Tableau 5: Comparaison de l'argument du périgée et de l'anomalie 

moysnne calculés pa~ intégration numérique et célcul é s 

par l.e rnodlie képlérien . 

temps 

0 

5 

10 

.l5 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

5 5 

60 

6 5 

1 0 

7 5 

80 

8 5 

9 0 

9 5 

100 

0 

o.aJ313B5 

0.0988749 

o.~256607 

0.0431-14lL 

-0 • .1.3·9 2J50 4 

-0 .. . 26&843 

-0.2461909 

-0 • l.4.L 1.0 0 5 

-0.01.14455 

o. 09.1039 

0.119 2208 

0.0645205 

0.0030786 

0.0llnJ:l2 

O.l.056l.33 

0.2254009 

0. 3276 857 

0.3565.84 

0.2645493 

0.09B5284 

0 

-o.o 325901 

-0.0977544 

-0 .124.1.23 6 

-0. 04lL440 6 

□ .1407538 

u.2·629 s 

0.246832 

0 .1419 81.8 

0.011.61-18 

-0.0906875 

-0.118429 

-0.0631.604 

-0.001190.2 

-0~CU.49682 

-0.10334oa , 

-0 .223$624 

-0.3260688 

-0.35541.44 

-0 .263 6788 

-0.0976847 

g + l. 

0 

S.4'84 10-4 

1. 82'05 .10-3• 
-:r 

1.5371 liJ 

.l.6735 l□- 3 

- 3 
1...5034 10 

-3 
1.107 10 
6.411 10-4 

2.813 l□-4 

1.663 l□-4 

3. 515 l□-4 

7 .918 l0-4 

.l.3601 l□- 3 

1..8884 l□-3 

2.223 l□- 3 

2.2725 10-3 

2.1385 l□-3 

l:.6169 10-3 

1.1.69 6 10-J 

8.705 10-4 

B.437 10-4 
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Tab.leau 6 ~ 

Comparai s on de l'argument du pé r igée et de l'anomalie moyenne cal

culés par intégration num,érigue et calcul é s par le mod èle de BRDW'ER 

tem s 9IN - gB l.IN - lB 69 + 6.l. 

0 0 0 

5 6.381.l .1.0•l 6 .. 3856 l.0-3 -4.5 10-6 

l -6.1489 l□-3 6.1389 l□ -3 - l l□ -5 

l□ -3 
1 

10 - 3 l □ -5 15 -4. 3901 4.373 -J.. .. 71 

20 -3.7.1.53 l□-3 J.6897 l □ -3 -2.56 l□ -5 

25 -0.025 58 0.025791. 7 2.111 10-4 

30 -7.1695 l□ -3 7 .12,77 l □ -3 -4.18 l□ -5 

3'5 0.0402012 -0. 0402482 - 4.7 l□ -5 

4 0 0.0474312 -o . o_ 4 7 4 a 9 7 -5 .. 25 10-5 
1 

45 0.015693 -0.0157516 -5 .. 8 6 l□ -5 i 
50 - 8 .. 3209 1.0-3 a.25sa 10-3 -6.51 10-5 1 

1 
1 

55 -6.2 641 l.0-3 6.19 24 10-3 -5 ! 
-7.17 . 10 l 

60 -8.218 I □ -4 -7. 443 I □ -3 -7.7 5 I □ -5 i 
1 

65 1.194 10 -3 
-5.0.295 l□ -3 -3.8355 l□ -3 î 

i 
-3 l..□ -3 l □ -3 

! 

70 5.35 49 10 -9.l.917 -3.83 68 

-3.8363 10-3 ! 
7 5 -O.Ol.93402 +0.01.550 39 1 

1 

:w-J 
1 

BO -0.061.8523 +0.0580.16 -J..8363 

8 5 -0.0728262 ~ .06898 -J.8462 l.0-3 

9 0 -0.0347017 +U.030860 -3.8417 .l.□ -3 

' 95 2.125 l□ -4 -4.0563 10-3 
-3.8438 l□ -3 

1 00 -2 .2'.587 l□ - 3 -l.~5867 i o-3 -3.8454 10-3 

l a courbe (5) r e prend le s résultats donn é s par les tableaux 

5' et 6. 
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Ap r ès avoir effectué la t ransformation pour le calcul des 

éléments osculateurs dans la sous-routine BRWR, nous avons obtenu 

des résu l tats nettement meilleu rs . Le tableau 7 les donne pour le 

cas des êm,~ éléments moyens qu e dans les exemples précédents. 

Tableau 7 : Comparaison sur le v ect.eur position, 

t,ma.pa composante composante composante ' norme du vecteur 

( en min) )( y z différence 

(ar:i, a} ( en. 111 ) (en m,) ( en m) 

0 0 a 0 0 

5 3444 79.l 2415 428.l 

10 3443 777 998 3668 

.15 3849 863 474 3974 

20 4855 1078 -364 49 86 

25 7543 1663 -1807 79 33 

30 10161. 225 5 -1044 10460 

35 10506 2362 2085 l.09 68 

40 8281 1888 4168 9461 

45 5765 1322 3589 6918 

50 4588 1.052 2745 5449 

55 38 62 888 2428 4647 

60 351.6 79 9 1236 3811 

65 3945 88 tl 6 7, 4D43 

70 4630 10 3.l 259 4750 

75 6360 1406 -l.806 6643 

80 9 895 2187 ~1.934 10316 

85 12078 269 6 384 12381 

90 10664 2413 36 63 11531 

95 7986 18 2 8 4~23 950 6 

1.00 5979 .13 7 5 4141. 7401 

et la f i gure (6.4) nous donne graphiquement ces résultats. 

. 
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La comparaison des élémen t s osculateurs est rest é e la 

m~me pou r ce qui est du demi-gr a nd axe, de l'inclinaison et 

de l'anomalie moyenne. 

6 • .17 

Se u.ls l'argument du p é rig é e et la longitude du noeud ascen

dant ont été affectés par la transformation. 

Considérons le graphique ( 5.5) des différences sur l'incli

naison o s culatrice: 

Si la courbe {a) représen t e les diff é rences entre l'incl i nai

son oscu l atrice calculée par in t égration numérique et l'inclinaison 

de l'orb i te képlérienne, alors l a courbe (b) des diff é rences entre 

1 'inclin aison calculée par inté gration num é rique et celle calcul é e 

par 1e mo dèle de BROWER se confo nd avec l'axe des abcisses. 

Le tableau (8) et la figure (6.6) donnent la compar a ison de 

i•excentricité. On constate là que celle-ci continue à osciller, et 

l'am élioration du calcul de celle-ci n·'est pas importante. Mais il 

faut rem a rquer que cette excent r icit é est fort p P- tite ( 0.5.l □-2 ). 
En observant les résultats donn é s d a ns le c as d'une excentri~ 

cité plus grande (0.05), on a pu voir que les diff é rences entre les 

positions calcul é es par int é gra t ion numér i que et celles calcul é es 

par l e mo d è le de BRDWER éta i ent beaucoup moins grandes. La norme 

du vecteur diff é rence, par exemple, vaut alors au maximum 1117 m 

(sur 1 0 0 minutes) alors que dans le cas où \ e = 0.005, elle vaut 

l253tm comme on peut le voir p a r le tableau 7,. 
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L'incl inaison 

Al 

figure 6•5 échelles en abcisse · l cm= 5 m!~utes. 
en ordonnée 1 cm= 10 radians 
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Tableau 8 : comparaison sur l'excentricité 

t.em.ps 1 IN - ¾ l.I N - l K 

0 0 0 

5 0.049 10-2 0.035 10-2 

10-2 -2 
10 0.04 8 0.026 10 
15 0.049 10-2 0.026 l □ -2 

20 0. 048 10-z 0.085 10-2 

25 0.056 10-2 0.098 10-2 

30 0. 01 2 l □ -2 0.048 l □ -2 

35 0.073 l □ -2 0.020 l□ -2 

40 O . o 61 l.0-~ 0.064 l□ -2 

45 o. □ 52 10 -ë O .o 66 10-2 

50 0. 05 1 l □ -2 0.031 l.□ -2 

55 o. 52 10-2 O.Ol.6 10-2 

60 0. 05 1 10-2 0.038 10-2 

65 0. 051 10-2 0.011 10-2 

70 0. 05 1 l □..: 2 0.046 10-2 

75 o. .51 10-2 0 .. 095 l□ -2 

BO o. 58 1:0-2 0.106 10-2 

85 0. 07 .l l □ -2 0.072 l □ -2 

90 0. 01 2 l□-2 0 .. 004 1.0-2· 

95 0. 05 9 10 -2' -0 .. 054 l□ -2 

1-0Q Q. 0 50 l□ -2 -0.058 10-2 
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Enfin, toujours pour les m!mes éléments moyens de l'orbite, 

considérons la comparaison de l'anomalie moyenne et de l'ar~ument 

du péri gée. 

Le tableau 8 donne également les différences sur 1a somme de 

ces deux élémsnts, ce qui permet de voir que les erreurs se compen

sent. On ne reprendra ici que les valeurs pour les temps sup é ri eu ~ 

à 60 minutes, pour les temps précédents, il suffit de se référer 

au tableau 6. De m~me, la comparaison de ~es éléments entre l'inté

gration num·.érique et le modèle de Képler a été faite au tableau 5 . 

Tableau B 

temps 

(f.ln min) 

65 

70 

7 5 

80 

85 

90 

9 5 

1 00 

-5.0295.10 

-9 .1916 .10 

o.o.t550J9 

0.058016 

0.0689871 

0. 030 8 60.l 

-4.0563.10 

-.1.5867~:l.O 

-3 

-3 

-3 

-3 

( en radians) 

-3 4.9484.10 

9.1094 • .10 -3 

-0.0.155859 

-0.0580979 

-0. 0 690718 

-0.0309473 

3.9669.10 -3 

-3 .l.4957.10 

Ag +Al. 

( en radians) 

-B.11.10 -5 

-8.24.10 -5 

-8. 2.10 -5 

-18.19.10 -5 

- B.41. 10 -5 

-B .. 72.10 -5 

-8. 9 4.10 -5 

-9. 1.10 -5 
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Conclusions t 

L' i ntroduction des 5 prem i ères harmon ~ques sph é riques dans 

le d ével o ppement du potentiel t e rrestre a donc pu am éliorer l a 

préc i sion du calcul des positions d'un s a tellite à p a rlir de ses 

conditions initiales• mais dans une mesure relativement petite, du 

moin s po ur le c a s d'une petite e xcentricit é. . 

Quant aux éléments oscula t eurs, ceux-ci s o nt calcul é s a vec 

une p r écision be a ucoup plus gran de, s a uf l'excentricit é . . 

6.2.2 Comparaison des r é sultat sur une l o ngue pé riode 

Dans un second temps, co sid é r o ns le m~me t yp e de comparai

sons q u e celles faites jusqu' à pr é sent, mais ce tte fo i s sur un e 

périod e plus é tendue et à inte r valles de t emps plus g r a nds. 

Le but essentiel de ce t e st e s t d e vo i r si les diff é rences 

s'ampli f ient avec le temps. Nous avons toujours pris la même orbite 

d. 1 ob s erva tion, et comp a r é l e s CBmposant e s du vecteur position 

d~heure en heure durant un jou r . 

Le tableau 9 groupe les résultats ainsi obtenus. 
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Tableau 9 : Comparaison sur le vecteur position 

temp . XIN - XB YIN' - YB 2 IN - 2 B norme du vecteur 

( en h ) ( en m) ( en m ( en m) différence ( en m) 

lh l 515 79 8 l 236 3 810 

2h 3 526 79 7 l. 112 3 782 

Jh 6 242 l 37 8 -1 3,70 6 537 

4h 7 857 l 7 35, -1 546 8 1 9 3 

Sh 13 371 2 99 8 2 .132 13 8 68 

6h 6 520 1 48 5 -J 316 7 469 

7h 7 241 l 67 2 5 62.l 9 3J.8 

Bh 3 571 79 3 - 5 56 3 65 8 

9h 3 249 77 5 4 787 5 837 

l□ h 6 446 l 39 9 3 300 7 375 

llh 2' 9 62 67 5 l 301 3 304 

12h 15 514 3 42 3 -2 712 16 117 

13h 6 794 l 52 3 l 345 7 09J. 

14h 12 756 2 91 5 7 486 15 075 

15h 2 5J.O 53 7, -1 460 2 953 

16h 5 687 l 16 3 8 947 10 689 

17h 5 446 -541 -5 68,6 7 892 

lBh l 109 30 8 5 576 5 694 

19h 1.3 561 2 952 -5 733 15 016 

2.0h 4 136 917 -283 4 246 

21h -19 520 4 387 5 012 20 625 

22h 1 51.6 324 596' l 660 

23h 10 418 2 435 11 020 15 3 59 

24h 3 368 66 8 -6 720 7 546 

La figure (6.7,) reproduit ces r é sultats graphiquement 
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Considérons deux éléments osculateurs particuliers : l'~nomA

lie moyenne et l'argument du pé igée et comparons-les aux mBmes T 

avec les résultats donnés par l'intégration numérique. 

Tableau 1 0 

temps différenc8S différences diff é rences 

( en h.) sur 1 sur g sur (1 + g) 

-4 
-B.218 10-4 7~75 "10- 5 

lh 443 , 1.0 

2h 1.0022 l□ -3 7.1072 l.D-3 -1.0 5 , 10 -4 

3h 5.2755 l□ -l -5.4438 10-3 -1 .. 683 10-4 

4h 2.4754 l □ -2 -2.4 97 l □ -2 -2.162 .10 
-4 

Sh 5. 76068 10·-2 -5.787 10-2 -2.632 -10 
-4 

' 
6h -4.43774 , 10 -2 4.40573 l□ -2 -3.201 . 1.0 -4 

7h I..213 10-4 
-4.79 l □ -4 -3.577 l □ -4 

8h 8.4698 10-3< -8.899 l□ -3 -4.299 l □ -4 

9h 2.9188 l □ -3 -3. 38-37. ,10 -3 -4. 649 .10 -4 

10h -B.7279 l □ -3 B.1859 10-3 -5.42 10-4 

llh 1.03587 l□ -2 -l..09375 l □ -2 -5 .. 7 8 8 l. □ -4 

12h 6.8908 10-2 -6 .. 9541. 10-2 -6.323 l □ -4 

l.Jh -4 .. 4249 l□ -2 4 .. 3557 4 l □ -2 -6 .. 9 2 2 l □ -4 

14h -1.1313 l □ -3 3 ... 9 66 l(J-4 -7.347 l □ -4 

15h 6 .. 4373 10-3 -7.2337 l□ -3 -7.964 lD-4 

16h -8 .. 2451 10 .;.J -7.4159 l □ -3 -8. 29 2 lU- 4 

-4 _3; -4 
17h 3 .. 853 l.0 -l.294 10 -9.051. 10 

1.8h - -3 6.3662,10 -7.3007 l □ -3 -9.345 l□ -4 

19h 2 .. 60372 l□ -2' -2. 70 31.2· 10 
-2· 

-9 .94 .l0-4 

20h 4.9409 l□ -3 -5.3848 l□ -3 -1.0439 l□ -3 

21h 4.069 l□ -2 -4.17875 10-2 
-1.094 l□ -3 

22h -2 •. 97237 .10-2 2.8563 .l0-2 -1 .. 1607 10-3 

23h -2.799 1□ ~4 -9.212 l □ -.4 -1.201 l□ -3 

24h 6.9144 l□ -3 - B .. 1875 l □ -3 -le. 27 3 l □ -3 
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Conclus.ions : 

Le tableau 9 nous :Permet de voir que les différences avec 

l'intégration numérique ne s'accroissent pas démesurément avec le 

temps. Un seul i nstant donne une différen c e de 20 km, alors que d è s 

ia première heure, on avait des différences de 12 km comme on peut 

le voir par le tableau 7. 

Les comparaisons sur l'argument du périgée et sur l'a~omalie 

moyenne permettent de voir que le d é cala g e sur (l + g) croît tou

jours avec le temps (en norme), mais en restant très faible. 

En observant les résultats donnés par des comparaisons 

semblables sur une orbite ayant une excentricité dix fois plus gran

de, nous avons pu voir notamment que la norme du vecteur différence 

sur la position était nettement plus petite. Pour un intervalle de 

temps d e 100 minu t es, les différences étaient de l'ordre del km 

alors q u e dans le cas présenté ci-avant, il é tait de 11 km~ Ceci 

parait s ignificatif et le calcul semb l e donc meilleur pour des ex

centric i tés plus grandes. Il f a ut remarquer néanmoins que beaucoup 

de satel lites artificiels ont d e petites excen t ricit é s. 

I l faut encore remarquer que le s fi gures (6~7) et (6.8) sont 

très im p r é cises, et que les courbes effectives des diff é rences 

osciLlen t autour des courbes ici. présentées. 



CHA PITRE 7 

APPLICATI ONS DE LA KETHODE 

DE CORRECT ION DIFFERENTIELLE 

7.1 Ajustement d'une orbite képlérienne è des observations calcul é es 

par le modèle de BRDWER 

Nous allons maitenant appliquer la mé thode de correction dif

férentielle décrite au chapitre 2 au cas d'observationssimuléesr a r 

le programme A. DEPRIT appliquant la théorie de BROWER. 

La programmation de cette méthode est tout-a -fait semblable 

à ce qui a é té fait par F. PAUL et E. VAND EP UT dans leur m~mo i re de 

licence, si ce n 'est le fait que les pos i tions observ é es du sAtelli

t e sont obtenues cette fois à partir des é léments oscul ctte urs donnés 

par le modè le de BROWER. 

7.1.l Re ri renons les grandes étape s de l a méthode 

a) Calcul des positions observ ées du satellite par le_1,1~Llè..!_e_ 

de BRmvER 

A ch eq~e point calculé, o n considère la position de la station 

au m~me temps et on regarde si le satellite est visible par la 

station. Si c'est le cas, on retient l'observation et on passe au 

temps suivant. 

Sinon, on calcule les coordonnées au temps suivant. 

On continue le procédé ju s qu'à ce que l'on ait le nombre de 

passages voulus du satellite. 

N.B. : l e s calculs ne se font pa s directement dans le système car

tésien : ce sont les éléments o s culateurs que le mod è le c a lcule. De 

là, on r e pass~ au repère ~art é sien par la sous-routine "ELCARu. 

Enfin, un passage du satellite dont l'élévation maximum serait 

inférieure à 10 degrés e s t refu sé pour des raisons pr a tiques. 



b) Dans un second temps, nous tachons d'ajuster une trajectoire 

képl éEien ne aux points observ é s obtenus pa r l a première ~artie cl u 

programme .. 

Jusqu'à présent, nous avons une situation graphique du type 

suivant (d a ns le plan (x, y} par exemple} où on retient 3 pas sage s 

prend 

t 
>< I 

Comme premi è re approx.imation des conditions initiales, on 

. soit les coordonnées c ar tésiennes au temps= 0 corres pondant 

a ux éléments osculateurs en ce temps 

• soit les coordonnées c ar tésiennes correspond a nt aux éléments 

moyens 

Ensuite, on calcule les positions que le satellite occuperait 

aux temps retenus s'il é tait sur une orbite k é pl é ~ienne et ayant 

pour conditions in~tiales l'approximation première X□. 

On utilise alors la méthode de correction diff é rentielle pour 

corriger cetts approximation - c'est-à-dire par un processus it éra 

tif, chaque fois qu'on a _corrig é l'approxim~tion XD, on calcule à 

nouveau les positions et vitesses du satellite a ux temps retenus. 

On cont i nue jusqu'à ce que la correction soit suffisamment petite. 

Nous avons donc le schém a g é néral suivant pour la 1ère partie 

du prog ramme: 



Donn é es 

El émen t s moyens 

Initial isations 

BRWR 

en T = 0 

Pas s age en 

c a rtésien 

1 T = T + 5 n_iin 1 

ERW R en T 

1 .3 

= T + l minute 

pass a ge en cartésien 

- ----- ~ 
OVJ.~· 

Po ur la seconde partie du programme, nous re p renons exacte

ment le procédé utilis é pr é cédemment. 

7.1, Z Résul~ats obtenus 

On n'a pas pu en général a juster une orbite ké pl é rienne au x 

observations .ainsi simulées. 



don niées . les éléments moyens . 
. a Il ~ l.1 6545 9 487066 

• l" = 0.004945451797 

• I Ili = 1.5610530 7 l 

. Jl." = 0.219349 4075 

u: ~ = 3.61776 6431 
,, 

= -0. 8667626451 . 

la latitude da l a station : Béta = 0 

temps sidéral de GREENWITCH au moment initi a l 

To = 3.032509270795 

7.4 

temps sidéral àe GREENWITCH a u tmps initial+ longitude de la 

station Tog = 1.461712944 

Avec ces données, la méth o de n'a jamais convergé , que l'on 

retienne 1, 2 ou 3 passages du satellite. 

Da s le cas OÙ on retient 3 passages, on a une premi è re appro-

ximation des conditions initiales . . 
xo ( 1) = - l..045816670443 

xo ( 2) = - 0.23042001.3431 

xo ( 3 ) = Cl.4497519658903 

xo ( 4) = -3 8 .0040089 8455 

xo ( 5) = -9 .. 8676503204 9 2 

xo ( 6) = -91..53560750943 

correspo dant aux éléments mo y ens de l'orbite des observations. 

Les itérations suivantes no us donnent la situation graphique 

présentée au graphique {l) dans le plan (x, y) 
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Le graphique pourrait laisser croire à unP. c u nvergP-nce de 

la mé thode après la quatriè~~ it é ration. 

Né anmoins, l'observation d es résult a ts num é riques montre que 

pour les itératio ns suivantes, la correction ne diminuP. plus, et 

mime pour d'autres composantes (composante z et composant e s de l a 

vitesse), elle oscille encore à la onzièm8 itération, et on n'a donc 

pas encore atteint à ce mom,ent le seuil de convergence. 

Les positions observées lors des deux premiers passages ét ant 

plus proches des positions calculées que dans le cas du troisième 

passage, on considère le cas où deu~ passages seulement sont retenus. 

La première approximation du vecteur XO est alors la même que 

lorsqu'on retient trois passages. 

La figure l nous donne également la situation graphique dans 

le plan (x, y). 

Comme dans le premier cas, le graphique laisse croire à une 

convergence du moins pour lP-s composantes x et y. Mais ici aussi, 

la correction reste toujours du même ordre de grandeur à partir de 

la ~atrième itération jusque la dix-septième où on n 1 a toujours 

pas at te int le seuil de convergence. 

Enfin, si o n ne retient qu'un seul passag e , toujours pour les 

mêmes d o nn é es, la méthode diver g e apiès quinze it é rations et la 

figure montre les résultats obtenus pour les six premières it ~ r a tions 

dans le cas où on ne retient qu'un seul passage. 

D'autres cas envisagés ont égalP-ment fourni des r P. sultats 

négatif s . 

Notamment pour les donn ~es suivantes 
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éléments moyens de l'orbite d'obser1.tation 

8 Il = 1.1.44931.767 

l" = 0.097245 

I Il, = 1..1.39944110 

.Jl. Il = l .. 7949 6 60425 

W Il = J. .. 013407766 

i'j Il = -0 • 8 5 4 6 9 2 7 9 2 8 8 

Béta = O.bO 

To = O.~O 

TD = O .. èO 

Position l Pos (1) = l.~o 

de la Pos (2) = O.~ □ 

station Pas (3) = O.~O 

Ici aussi la méthode diver;e. On a en effet à la deuxième 

itératio un, vectB'Llr correcteur : C égal à 

C ( l} = l . 2 0 4 4 315 6 7 

t: ( 2 ) = 0.4 c3 04451791 

C ( 3 } = 1.9 518 52 6l.6 

C ( 4 ) = 110.7460169 

C ( 5 ) = -279.8682 975 

C ( 6 ) = 113.9299561- ( en rayon équatorial pour la position 

et en rayon équatorial par jour pour la vitesse) et on est 

ai si tout-à-fait éloigné des réelles conditions initiales. 

Une troisième série de données a é galement donné la diver-

gence de la méthode. Il s'agit de 

a"= l.1523421898 

l" = D.08245369745 

I" = 1..5423687952 

S'1..1! = 1. 3 ? 5468742 

~Il= l.~542389631 

:-t Il = -0.65423189 

To = 0 .ù 0 

l
Po s 

TG □= 0 •. bO Pas 

BETA= □ .DO Pas 

( l) = J..D 0 

( 2) = 0 .bO 

( 3 ) = ü .ù 0 

et là la méthode diverge à la troisème it P- ration. 
/ 



7.8 

Un seul cas é tudié a donn é la convery ence. Il s'agissait 

des donn é es suivantes: 

a"=· l.1 6 54594870 66 

t" = U. 00494545179 7 

:r" = l.561053071 

w" = 3.6171 66 431 

11" = -O. 860 762 6451 

A" = O .. 219 3 4 9 4 O 7 5 

Ta= 1.80 343521568 3 

TOG = D.232 638888689 

BE TA= 0 

L' a pproximation première 

XD ( 1) = -1.044656752 87 5 

xo ( 2 ) = -0 . 213 7 2 7 12 5 0 5 3 

xo ( 3 ) = 0.451054493236 

xo ( 4 ) = -37 .. 178850050755 

X □ ( 5) = -~. 20 539 7 284816 

xo ( 6) = -91.84620234610 6 

(

Pas (1) = - D. 9 9405633t12 

Pas (2) = U.10A 0 6G 875 

Po s ( 3) = G. 0 

des conditions in i tiales 

et le point de convergence i 

XO F ( 1) = -1.047712042 

XOF(2) = -0.2279346 849 

XO F ( 3) = 0.4464737573 

XOF(4) = -3,7 .oo 50 805 8 

XOF{5) = -9.161224773 

XOF(6) = -91.98827977 

étant . . 

c'est-à-dire que la correction totale (en valeur absolue) v aut: 
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0.001808 [.lL c'est-à-dire± l.2km 

0.000732 '~t ± 4.6 km 

0.00458 At ± 30 km 

0 .17376 Pit J-r ±. 12 m/sec 

0.0441:7 At /.7 ± 3,3 m/sec 

D.142077 ~~ 1.r ± 10,5 m/sec 

et on voit donc que même dans Ce cas, les diff é rences sont grandes 

bien qu e la méthode converge a p r è s neuf itérations. 

REMARQUE IMPORTANT~: 

Soulignons encore le fait que ces difficult e s r é sultent 

vraisem blablement du maquR de p récision dans le c a lcul des positions· 

observé e s par le modèle de BRO WER. 

Le s résultats pr é sentés ici ont en effet é t é obtenus avant 

que le changement BRWR, signal é au chapitre 6 n'ait é té fait. 

En comparant les positions retenues du satellite, on a pu voir 

que cer t ains points calculés par le modèle de ERDWER différaient de 

ceux calculés par le modèle k é plérien de plus de 40 km, ceci prove

nant du calcul erroné des éléments osculateurs dans BRWR. 

On n'a pu, faute de temps revoir ces résultats. 

7.2 Ajustement d'une orbite calculée par le modèle de BRDWER à 

un e orbite calcul é e par int é gration numérique 

Da ns ce paragrap~e, nous nous attacherons assentiellement 

aux rés ultats num é riques donn.és µ ar l'application de la méthoele. 

7.2.l Le schéma général F.St le suivant : 

a) introduction des donn é es les éléments moyens de l'orbite 

- calcul de la position et de la vitesse du s a tellite au 

temps initial -sur l'orbite ainsi· d é terminée.. 

- calcul d e s coordonn é es aux t emp s successifs consid é r és, 

pax iptégratioh num é rique: l e s positions observées 

- s~ockage des positions accept a bles 
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b ) recherche des positions c a lcul ées a ux têmps retenus : ceci 

à partir des éléments oscu la teurs c alcul é s par l a sous

routine !:J RWR 

Par la m.éthode de cor rection diff é rentielle, on ajuste une 

telle orbite aux points observ é s obtenus p a r la première 

partie. 

1.2.ZRésultats numériques 

al Etan t donné l'orbite d8 s o bserv a tions dont les é l éments mo~ens 

sont : 

B q = l.1654 59 4870 66 

1." - □ .004 9 451797 

I'' = l • 5 610 5 3 0 71 

A ~= U.2193494075 

1.,v '' = 3. 6171 664 31 

tj ~ = -0 • 8 6 6 7 6 2 6 4 51 

Le s conditions initiales 

Xo = -1.047 236 

Yo = - D.~2 898 0 

Zo = 0.44 91 81 

dans le s ys t è me c a rt é sien sont alors 

Xo = -37.11911 6 . 
Yo = -9.19 1737 

0 

-91. 86 7 235 Zo = 

Da ns le c a s où on retien t 3 passages et 50 é qu a t ions, n ous 

a vons l e t ableau de converge n c e suiva nt : 

: 
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Tableau (1) 

no de Position X Vitesse X r V 

y y 

l 'itération calcul é e z calculée z 

.. 

-1.046598 -37.1 9 220 9 

l -0 .. 2 2 tJ 840 - 9 .200783 l .1 6256 tl :;' ' . • ,; U 4 ( ::i2 

D.451.475 -91.811226 

-1.046641 -37.19 0 462 

2 -0.228842 - 9 .. 201.917 1.1.62604 99 .4 81308 

0.451466 -91 .. 8UBOB9 

-1.046639 - 3 7 • l S O 4 6.2 

3 -0.228842 - 9 .201917 1.162603 99.481479 

0.451466 -91.808089 

-1..046 639 -37.190504 

4 0.228842 - 9.201710 1.162601 99.481472 

0.451464 -91.B08278 

L a correction totale (différence entre les conditions initiales 

et le point de convergence)vaut donc : 

cor (1) = -5.971 10-4 
Re~ 3 808 m 

cor (2) = -1.381 l □- 4 
Re '\, 081 m 

-3 
cor (3) = -2.2 84 10 Re"!::14 567 m 

cor (4)· = 0.0713879 . Re/j ~ 5.2 rn/s.ec 

cor (5) = 9.9727 10- 3 Re/j~ □ .736 m/sec 

cor (6) = 0.058965 Re/j~ 4.3 rn/sec 

et dans le plan (x, y ) par exem ple, ~ u us a vons la re p r é sentation. gra 

phique suivante (fig 7.2) et on voit là que l'on atte i nt imrn é di nt emP.nt 

le seuil de convergence 



échelle~: en ab cisse et en. ordonnée: 

1 cm= 2 l □- 2 
Re 

... cas sans perturbation 

cas avec perturbation 

7.12 

)C 
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b) ~Gus allons maintenant cons i d é rer le cas de la m~m e orbite 

d'observation, mais o ù cette fois, on ne prendra plu s comme 

approximation première du vec t eur Xo, les conditions initiales 

prises pour l'inté g ration nu mé rique. On perturbera ces condit i ons~ 

Soit donc la perturbation : 

Xo (1) = Xo (1) + 0 .. 5 D -03 

c'est-à-dire une perturbation sur la composante x d'environ 

3km. 

Dans ce c as -là aussi, on a obtenu la convergence de la mé t ho

de. Les résultats sont ~r ésentés dans le tableau 2 et par la figure 2 

Tableau 2 

nCl de Position Vitesse 
. 

X X r V 

y y 

l'itération cal culée calculé.e ' z z 

-.l. (.14 6736 -37.119116 

0 -0 .. 2289 80 -9 .1.9173 7 1 .. 161831 9 9 . 508 .318 

-0.4 4 91.81 -91.867235 

-1.044649 -3 8 .10 4291 

1 -0.22 60 20 -10. 69 6.101 1..l.61 068 9Y. 542 457 

0.455.5A8 -91. 3 29116 

-1.04 60 57 -37.45141 6 

2 -0.2 28 182 -9. 51315311 1.162435 99 . 497 333 

0.452718 - 91 . 680 4 52 

-1.04 6442 -37.249370 

3 -0. 22 86 95 -9.2 8714tl l.16 25J.3 .99 .487977 

0.451769 -91.78284 8 

-1..04 661 8 -37 .1 9 242t.l 

4 -0.228837 - 9 .20 2895 1.1 62583 99.4 d 3059 

0.451469 -91.80 9092 

-1.04 66 39 -37.1 90 47 7 

5 -0.22884 2 -9.201713 1.162 601 9 9 . 4 t31 4 5 6 

0 .451.4 65 -91.800263 
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Tableau 2 (suite) 

., 
no d e Position X Vitesse X r V 

., 
y y 

. 
l'itération calculée z calculée z 

' 
- 1 .. 046639 -37.190506 

6 -0.228 84 2 - 9 .201712 1.162601 9 SJ . 4 1314 7 2 

0.451465 -91.8U 8269 

-1.046639 - 37 .. 1 9U50 5 

7 -D.228042 -9.201710 1 .. 162 60 1 9q_4Jl472 

0 .4 51465 -91.BU 8270 

.., 
En a ugment ant la perturbation sur la composante x (l □ -J) on 

n'a plu s obtenu la convergence vers les cond i tions initiales. Il 

est à remarquer, que déjà dans le tableau 2 on n'atteint pas im

médiatemen t le seuil de conver gence . 

On a une correction tot aie: 

s u r la position :l 619 

BBO 

4567 

m s ur x 

m sur .v 

m sur z 

s u r la vitesse:. 5.2 m/sec sur x 

0 .. 7J m/sec sur y 

4.35 m/sec sur z 

7.2.3 Si on donne maintenant une perturbation dans la direction de 

l a trajeftoire (environ), on a obtenu les résultats suivants 
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•-

PERTURBATIONS NOMBRE D'ITERATIONS 

0 4 

xo xo + D.10-03 5 

zo •o + 0.1D-lJ3 

xo xo + D.1D-03 6 

zo zo + 0 .. 8 D-03 

xo xo + 0.1D-03 6 

zo zo + 1. lJ-03 
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ANN E XE 

DESCRI.PT·ION E 1r· UTILISATlON DES .PROGRAMl\'lES EMPLOYES 

Dans l es chap i t res 5 , b et 7 , n ous ut i l i s ons cert a ins s ous 

rogr ammes que n ous allons mainten· nt d&crire : 

Val eurs 1:;ra n smises pa r 0G1·1hv1\ d è.!llS le ~ramme prin cipal 

Vect eur D NUJ'..t.l:~ 

. (.)Uf•1NUN / 1v1u J'..c.N / DMUJ'.EN 

• 4-ï 0omp osan t.; e s 

Le s 6 premi 0re s c ompos a n t es sont les p2r am i t r es ellipt i ques 

oyens d a n s l 'o rdre suiva nt : demi-gra nd axe - e x cent ri c i t§ - ano

alie moyenne - 2r Bument du p 0rig§e - i nclinaison - long itude du 

L, eud ascend nt . 

Le s 6 compos cm ,..::e s suivc.n t es sont les é lémen t s moye ns de 

b~A U~Ar. Duns l ' ordre : 1 , g , h , ~ , G, H d c ri t s au chapi t r e 5 . 
Le s autres compo san t es s on t des f on ctions des é l ément s ellip

i ques moyens et s ont c a lcu l &s p: ~r L: sous-routine BR.v1RA . 

~n ce qui n ous c oncerne , seu les le s 6 pre mi : res c ompos nn t es 

e c e v e cteur sont à initia l i ser pour f i xer l ' orbite . Ces 0l ~ments 

ont i i nt r Jduire d ans les u n i té s s uivuntes 

unité d e l ongueur 

de temps 

d !, a n g l e 

de masse 

ecteur Nu1111 RE 

onné par GUhMUl\J 

e dimension 40 

le r ayon é qua torial 

le jour 

le r 2,dia n 

1 ,, 
u. mass e d e la t erre 

Ge vect eur est un blo c de d onnées numériques t elles que les 

iU pr emiers entier s (en d oub l e pr{:c ision), 1/c: ; ' !; ) ... 

Son u t i lité es t le gain de pl~c e m6moire u insi obtenu. 



A2 

ecteur nfü\vw 

e dimension o9 
onn é p . r CUMJY!Ulll / nrtÜW.t..t<. / ].J.l:SrtUW 

Il s ' ag i t égal ement ici d'un bloc de donn é es numériqu es ; ce 

ont des c oeff i c i ents i n t ervena n t dan s le calcul de fonctions d e s 

l ~ments moy ens (dans BHWHA ) et d e s é l éments oscula teurs (duns 

irtWl{) • 

·ec t eur AlllG-1..J.J:!, 

e dimensi un 9 
.nt rodui t Pë· r CUMMU!ll / Ami-.L.J:'.;0 / A.NûL.t. 

ce sont a u ssi des d onn é es t e l les qu e : 7T, 2 Tf, 2/rr, "Tf/4 , ... 

' expression d'un degr é en fr ,.:<. ct i ,'n d é cima le de r ::.: di a n , ... 

11 e cteur lJ,l:JÜ~ U.t; 

le dimens i on 1 7 

n t rodui t p- ·r : Gùl•iMUN / .J:'.;J:-'U~Ul'.i / .u,l:JU~ U.r:., 

Les 5 pre mi ères composant es d e ce vecteur d ~crivent le mome n t 

nitial d ~ns l'ordre : l e mo i s , le j oui, l ' anné e , l'heure ( sec c n 

ie ) , l a mi nut e . 

En f;_;_ i t , seules les c ompos a n te s 2 et 4 s ent uti l is é e s ,'<vec 

a premi : r e c ompos a n t e d é s i gn ant l e jour et 1~, qu atri ~me le temps 

iu jour c on s idé r é , l es c ompos Hn t es t à 11 s on t les é l é ments oscula 

~e urs au mome n t init i ~l d a ns l'ordre s u ive n t : a , e, 1 , g , i , h . 

Les c omposante s 1 2 â 1 7 s ont les é léments d e lJ.t;LA U~ fi i a u 

noment i n iti a l d ans l ' ordre : 1 , g , h, L , G, H. 

Ce vecteur est essentiellement u t ilisé l ors qu e c onnais sant 

l es é l éments oscula teurs a u mo men t init i a l , on cherche l es 0 l éments 

noyens de l 'orbit e . I l fau t a l ors a ssign er ces ·valeurs a ux compo-

3an ~es du v e cteur .upo~u~. 

varia ble 'l'OL 

Il s ' agit d'une simple v a leur numérique f i xant la pr écision 
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ans l e cal cu l de l'anomal ie excentrique â p 2rtir de l ' anomal ie 

nbyenne et de l'excen t ricit é'.: p r, r une méthode de lü:..w1.·U1~ n.ArnBU1~·. 

é s description et utilisat i on 
fü{'vVHA 

C'es t une sous-rout i ne n'ayant pas d ' a r gument . Les valeurs 

i nt r odui t es le sont pe r CüMMLN de même que les sorties . 

Ces c ommons AJU'ù:i - H.rtUWJ::'.;,rt ( lJb .1:n.hJ) - MOYEl·l ( JJuv .l'..ül~ ) 

Cette sous-roûtine c a lcule des fo nctions des éléments 

elliptiques moyens préal ablement i ntrodui t s d a ns les 6 prem i ~res 

c oi;npos 2n tes du vecteur D1',Ü1'.bN . 

Ces fonctions son t par exemple 

' ~.? 
(a").5 

. . . . 

le moyen mouvement , 

Touçes ces valeurs interve n ant p lus tard dans le c 2lcul des 

êléments osculateurs p a r exemple . 

t) sous-routine : JJ.1:Ld:i 

Cette sous-routine c a lcule l es ~l éments osculat eurs en un 

temps que 1 c nque à p ,::.rtir des é l ér.ients moyens de l'orbite et des 

f onctions de ces 8 léments moyens calculées par la sous-routine 

l:füWHA. 

Les argume nts de ce 0te sous-routine : (OK:1 , DAY , 1-10 u.LL) 

. en:; r é es : JJüï , hUU.LL: 2 variab lE:s de -c emps indi qu ant l e 

jour ( JJh.l'., : v ari able entiêre ) et i'heure (tiUürt : v ari a~le 

r &e l l e , exprimée en jour) i laquelle on veut c a lculer 

le s é l éments osculat eurs. 

■ ?soties : uK1 : un vecteur à six c ompos nntes qui s ont les 

é l éments oscul a teurs au moment t DAY - nüUn. Ses c ompo

s üntes s on t d &ns l'ordre : a , e , 1 , s , i, h . 

Ces v 2ri ubles sont t oujours expr i mées en les mêmes unit é s 

rayon é quato r i a l, jour r ad i an , m: sse ter~estre. 
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tLes blocs utilis és - - -
CUl•lNUN / Al'iGL.c,b / Al'-H.:r .Lili 

<JUl'lf'lUN / Jllij_ 'l 'tl / N U 1 'lHH.:E 

GUMMUH / b.r(UW.l:'.,n / :U H.r(UW 

\Ju1v1MUl'i / .t.;.t'U~U.t.. / l).t'U~u.t,; 

Gu1v11•1UN / iv1U Y.t,1'-l / DMUJ'..r.N 

Le calcul de ces élément s es t f a it par les formules donnée s 

par D. HH.uW.r.H . 

c) fo nction .K.c.Yt:, "<-

;::, C; '\ ll '">- r y, r-,p- r -'TTl ffie f nn.ctinr (',:, J 1;.1 1 le l ' anomalie excentri que ' 
connaissant l ' anoma lie moyenne e t l ' excentricit ~ p~r une m~thode 

i t&r at ive et ave c une précision f i xée par 1~ vari able ~ UL . 

Blocs c \..,r•iH01'i <Jvl'il'lÜl'-4 / A.rU'l'tt / l'-lvf'IJ.b.r(.t,; 

vlJ!VlMUN / tl.r(lJ W.r( / '.l'U.L 

Les ar~y.ments : SE , CE , L , .t,;<.,;G 

. ent r ées 

. so i:; ies 

l ' excentricit é : ~cc 
l ' anoma l i e moyenne : ~ 

l a fonction Kepe q : :1nomalie excent ri que 

SE= sinus de l'anomal ie exc entrique 
CE= c osinus de l ' anomalie excentrique 

d) so us-routine : Hwri~ 

Ce s ous - pr ogr amme perme t de calculer l es é l ér: 1ents moyens de 
D.L.uA u l'~ ,8.1. en connaissant les é l ément s osculat eurs uu t emps initial . 

Il s ' agit do nc pr e sque du t r avail inverse de l a s ous-routine 
.Ll1'Uht . 

Il n'y a pa s non plus d ' ar gument . Les valeurs s onl passées 

par GUfü•1Ul\J / 1-ù'lli.L.c.b / Al 'l Li- .L.t; 

vÜl'1hvl\J / ..i:i.l:{ j__1:J.1 / i\JUJ.Vl.l:i.tLc.; 

GU11·JMU1'i / .l:).r( u w .t,;.r( / DHrtUW 

UU1"l1'1Ul~ / .t..t'Ul.lU.t / D.t'Ul.:,l U.r:.. 

vUl•H•lW'i / MU ï.t.;N / lJ1"1U Y.C..h 



AS 

Les é l éments oscul at eurs au temps init i a l son t int roduits 

d ans l es compos a nt es 6 à 11 du vecteur DrU~ un . 

Les é l éments moye ns obtenus sont pla c é s dans les c ompos a n t es 

7 a 12 d u ve c teur D1v1u .x .c;111 . On peut à partir d e là obtenir fc cile

ment le s éléments elliptiques moyens en invers ~nt les formules de 

lJ~.i.JA UN.1-1.1 . On pla ce a lors les élément s :• insi obtenus dans les 6 

premières c ompos ,. n te s du v ecte r D nuï.t'.,1~. 

L ' idé e de l a m6thode emp l oyée pour l e c a lcul des élémen ts 

moyens d ans HW.tu) est l a suivan t e : D .oüU 1rnrt n ous d onne d onc (pour 

l ' anomal ie moyenne p a r exempl e ) l a f ormule 

1 = l' + J 2 ~ (~ ', l' ... ) + G ( J 2c:. ) 

c ' est- à - dire l ' = 1 - Je:.~ ( e', l ', ..• ) + G (J22 ) 

Si d &n s cette formu l e, on r e mp l a ce ~ ( e ', l ' , ... ) pa r 

F ( e, 1 , ... ) , on commet u ne erreur de l ' or d re de J2 . c omme le 

terme F ( e ', l ' , ... ) est multiplié par J 2 , l ' erreur commise res t e 

toujours de l ' ordre de J 2c c ' e s t- à - dire 

l ' = 1 - J c:. F ( e , 1, ... ) + G ( J c.c..) 

et on obtient &i nsi l ' anomalie moyenne l ', à p urtir de l ' a noma lie 

OSCULJ.t rice 1 . 
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En reprenant les formules donnant la position et la vitesse de 

la station nous construisons les sous-routines STAVIT 

1)Ert ·coordonnées cylindriques 

SUBROUTINE ST AVIT ( RSTAT, RAU ,PARAM,T2) 

COMMON/ETI3/0MEGA 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

DIMENSION RSTAT(3),RAU(3),PARAM(3) 

A1=PARAM(2)+0MEGA*T2 

A2=PARAM(1)*0MEGA 

RSTAT(1)=PARAM( 1 )*DCOS(A1) 

RSTAT(2)=PARAM(1)*DSIN(A1) 

RSTAT(3)=PARAM(3' 

RAU(1)=-A2*DSIN( A1) 

RAU(2)=A2*DCOS(A1 ) 

RAU(3)=0.DO 

RETURN 

END 

2)En coordonnées sphérique 

L 

SUBROUTINE STAVIT(PARAM,T,RS,VS) 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 

DIMENSION PARAM(3),RS(3),VS(3) 

A=PARAM(2)+PARAM(4)*T 

R=PARAM( 1) 

PHI=PARAM(3) 

RS(l)=R*DSIN(PHI)*DCOS(A) 

RS(2)=R*DSIN(PHI)*DSIN(A) 

RS(3)=R*DCOS(PHI) 

PAR=O.DO 

DO 1 I=1,2 

1 PAR=PAR+RS(I)••2 

R=DSQRT(PAR) 

VS(1)=-0MEGA*R*DSIN(A) 

VS(2)=0MEGA*R*DCOS(A) 

VS (3) =O.DO 

RETURN 

END 



Nous allons calculer les coefficients du système 4-1 en 

programmant les formules des pages 4-4 à4-6 

1)Sous-routine cylind 

SUBROUTINE CYLIND(T,R,RPT,COEF,X9,PO,PARAM) 

CO MMON/ETI3jOMEGA/ 

IMPLICIT REAL* 8(A-H,O-Z) 

DIMENSION COEF(4),DROD X(6),DXDRAW (4,6), PO (3) 

DIMENSION X9 (6),PARAM(3 ) 

DO 15 I=1 , 3 

J=I+3 

DRODX(I)è-(R*X9(J)+RPT *(PO(I)-X9 (I))) 

DRODX(I)=DRODX (I) / ( R*R ) 

15 DRODX(~)=~X9(I)tR 

DO 16 I=1,4 

DO 16 J= 1 , 6 

16 DXDRAW(I,J)=O;DO 

A1=PARAM(2)+PARAM(4)*T 

A2=PARAM (4)*PARAM (1) 

A3 =T * P ARAM ( 1 ) 

A4=A3*OMEGA 

DXDRAW(1,1)=DCOS(A1) 

DXDRAW (1, 2 )=DSIN(A1 ) 

DXDRAW ( 1 ,4)=-PARAM (4)*DXDRAW ( 1 , 2 ) 

DXDRAW(1,5)=PARAM(4)*DXDRAW(1,1) 

DXDRAW(2,1)=-PARAM(1)*DXDRAW(1,2) 

DXDRAW (2, 2 )=PARAM ( 1 )* DXDRAW ( 1 , 1 ) 

DXDRAW(2,4)=-A2*DXDRAW(1,1) 

DXDRAW(2,5)=-A2*DXDRAW(1,2) 

DXDRAW.( ~., 3 ) =1. DO 

DXDRAW(4,1)=-A3*DXDRAW(1,2) 

DXDRAW(4,2)=A3*DXDRAW(1 ,1) 

DXDRAW(4,4)=-A4*DXDRAW (1,1)-PARAM(1)*DXDRAW(1, 2 ) 

DXDRAW(4,5)=-A4*DXDRAW(1,2)+PARAM(1)*DXDRAW(1,1) 

DO 17 I=1 ,4 

17 COEF(I)=O.DO 
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DO 18 I::1,4 

DO 18 J::1,6 

18 COEF(I)::COEF(I)+DXDRAW(I,J)*DRODX(J) 

RETURN 

END 

2)Sous-routine sphére 

SUBROUTINE SPHERE(PARAM,COEF,T,PO,R, RPT,X9) 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z ) 

DIMENSION PARAM(4),CO EF(2),DRODX(6) 

DIMENSION DXDRAW(4,6),P0(3),X9 (6) 

DO 15 I::1,3 

J::I+3 

DRODX(I)::-(R*X9(J)+RPT*(PO(I)-X9(I))) 

DRODX(I)::DRODX(I)/(R*R) 

15 DRODX(J)=-X9(I)/R 

DO 16 I=1,4 

DO 16 J=1,6 

16 DXDRAW(I,J)=O.DO 

A=DCOS(PARAM(2)+PARAM(4)*T) 

B=DSIN(PARAM(2)+PARAM(4)*T) 

C=DSIN(PARAM(3)) 

D=DCOS(PARAM(3)) 

DXDRAW(1,1)=C*A 

DXDRAW(1,2)=C*B 

DXD RAW(1,3)=D 

DXDRAW(1,4)=-PARAM(4) *c*B 

DXDRAW(1,5)::PARAM(4)*C*A 

DXDRAW(2,1)=-PARAM(1) *C*B 

DXDRAW(2,2)=PARAM(1)•c•A 

DXDRAW(2,4)=-PARAM(4) *PARAM(1)*A*C 

DXDRAW(2,5)=-PARAM(4) *PARAM(1)*C*B 

DXDRAW(3,1)=PARAM(1)*D*A 

DXDRAW(3,2)=PARAM(1)*D*B 

DXDRAW(3,3)=-PARAM(1)*C 

DXDRAW(3,4)=-PARAM(4)*PARAM(1)*D*B 

AS 



DXDRAW(3,5)=PARAM(1) *PARAM(4)•A•D 

DXDRAW(4,5)=PARAM (1) •A•C-T* PARAM(1)*PARAM(4)*C*B 

DXDRAW(4,4)=PARAM( 1 ) • c•A-T*PARAM(4)*PARAM(1)*C*B 

DXDRAW(4,2)=PARAM(1) *A*C*T 

DXDRAW(4,1)=-T*PARAM(1 )•e•B 

DO 17 I=1,4 

17 COEF(I)=O.DO 

DO 18 1=1 ,4 

DO 18 J=1,6 

18 COEF(I)=COEF(I)+DXDRAW(I,J)*DRODX(J) 

RETURN 

END 

Signific ation des variables 

RSTAT,RS=vecteur position de la station 

RAU,VS =vecteur vitesse de la station 

PARAM vecteur des paramètres r, ,z, 

COEF 

T 

PO 

R 

r, , , 

=vecteur des coefficient 

~temps considéré · 

=vecteur position de la station 

=distance station-satellite 

( dans SPHERE et CYLIND) 

RPT =range rate 

DRODX =matrice_ 

DXDRAW =matrice -
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Calcul des é l é ments elliptiques 

Le problème du calcul de certains éléments elliptiques est plus 

dé lic a t pour des petites valeurs de · l 1 exentricité et donc pour 

e = o 

Les é l éments qui posent un prob l è me sont MO= anomalie moyenne 

GE= anomalie exentrique 

W = argument du périgé e 

Sie= 0 on ne sait pas dé termi ner le périgée; il faut donc le 

fixer arbitrairement c 'est-à-dire fixer W c a lcul e r ainsi MO et GE 

On fixe le périgée dans la direction du point d'intersection entre 

le plan de l'orbite et le plan 'équatorial. 

\ 
, y 

Calcul de 
C. 

~b 
o A 

On place le pé rigée en P 

c'est-à-dire W=O 

Puisque nous considérons un orbite 

circulaire MO=GE = arc a sur le 

dessin 

Pa r la r èg le du sinus dans un triangle 

sphérique on a 

sinb sina 
A 

.,,. 
sinB = sinA or = 2 

sinb sin a= car B=I sinI 

sinb 

sinb z 
= r 

sina z 
= r s inI 
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Organigramme 

Soit valeur de contrôle sur la valeur de l'exentricité 

X = V01 xiff 
p 

y = - - 1.DO RO 

E 

w 

RVO = arc tg (x,y) X 

w = RVO - RVO MO 

X = ( A-RO )j( ExA) GE 

GE = arc cos ( x) 

!GE f-:r}□ = GE - e X sin GE J 

ZZZ = 1. DO -10 

IF (E.LT.ZZZ) GOTO 40 

X = (V01 • DS QRT (P/MU) 

Y = P /RO - 1 • DO 

RVO = DATAN 2 (X,Y) 

W = RVO - RVO 

X= (A-RO)/(E*A) 

GE= DARCOS (X) 

IF (ROV0)10,10,11 

10 GE = -GE 

11 MO= GE - E•D SIN(GE) 

GOT041 

40 E = 0 .DO 

W = 0 .DO 

X = XO(3) / (RO•DSIN(RI)) 

MO = DARSIN ( X) 

GE= MO 

41 CONTINUE 

= 0 

= 0 
z 

= r sin I 

= ar sin X 

= MO 
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Correction de la sous-routine DERPA 

Le problème est apparu lors du calcul de sin (v-v) et cos (v-v ) 
0 0 

et plus par ticuli è rement dans l e calcul de la parité du signe 

de sin (v-v) 
0 

Calcul de cos (v-v) 
0 

v = anomalie : v,-,, i e: 
0 

au temps t=O 

v = anomalie ·v ~Ai E, • au temps t 

on passe par le produit s calaire ... , _, et on a 

cos 

Calcul de sin (v-v) 
0 

(v-v) = 
0 

r . r 
0 

Il r u tir 11 
0 

la valeur de sin (v-v) ne pose pas de problème il suffit 
0 

V 2 1 
1 - ·cos (v-v ) sin (v-v) = o 

0 

Le problème e st de co nnaître le signe de 

sin (v-v) 
0 

Pour trouver la parité du sig ne nous considé rons un produit 

vectoriel 
-, -· 1) r x r 

0 _, - . 2 ) r x r 

-> où r = position a u temps initial 
0 

? = position au temps considé r é 

En f ait nous considé rons les composantes des produits vectoriels 

On considère le signe d'une 
-> -composante der x r 

0 

On considère la spmpos a nte carres~ 
pondante de r,x r 

_, -l 
Q >C 'I. 

0 

Si elle e st positive le signe de 
sin (v-v) = signe de l a composante 
d - -\0 • e r x .::-r 

0 

Exemple considé rons l a compos ante X 

-· _. 
(r X r)x est positive 

0 

< r' 
_, 

X r) :xl e st positive 

le signe de sin es t + -::') (v-v ) '- "il 
0 



0 

sin (v-v ) ~ 0 -, 71< (v-v ) < 171 
0 0 

Mais il faut tenir compte de toutes les composantes car il se 

peut que l'on tombe sur une composante= O 

Si elles sont toutes= 0 

Organigramme 

S = (r x r). 
0 l 

A=(rxr). 
l 

on a sin (v-v) = 0 
0 

I = I + 1 
~ -.---------

sin ( v-v) = 0 

sin (v-v) = 
0 

s 
s 

SSS = 1.D-10 

sin (v- v) 
0 

svi 2 ,
1 

= 1 cos (v-v
0

) (SI - _ 

1 - c o s 2 (v-v) 
0 

S = XO ( 1) • X( 2) - X ( 1 ) • XO ( 2) 

XL= X(1) • X(S) - X(2)*X(4) 

IF (DABS(S).GT.SSS ) GOTO 777 

S = X0( 2 )*X(3) - X( 2 )* X0(3) 

XL= X(2)*X(6) - X(3)•X(6) 

IF(DABS(S).GT.SSS)GOTO 777 

S = X0(3)*X(1) - XO 1)*X(3) 

XL= X(3)*X(4) - X(1)*X(6) 

IF(DABS (5) .GT.SSS) GOTO 777 

S = O.DO 

GOTO 995 

7 7 7 S = S / DABS ( S) 
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IF(XC~GT.ODO) GOTO 995 

S = -S 

suite du pr og ramme 
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