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Introduction 

L 1 avènemènt des ordinateu Ha permis à l'hom~e de 

s ' attaquer à d~s problèmes de grande complexité. Parmi ces 

problèmes, il est rare de rencontrer des approches de solutions 

i 

qui ne fassent pas appel à des résolutions de systèmes d'équations. 

La complexité des problèmes est iiée à la grande taille, du moins 

dans certains èas, des processus physiques, chimiques, biologiques, 

économiques . . • ;à résoudre. Tro ver rapidement une solution de 

systèmes d ' équàtions à grande é c helle rend réalisable la recherche 

de solutions· ,numériques des pro lèmes. 

Il s'avère que, pratiquement, décomposer les . systèmes à 

grande échelle en sous-systèmes facilement résolvables isolément, 

est indispensable si l'on cherche l'efficacité dana la recherche 

de so~u ions aux problèmes posés. 

Nus comptons proposer un tel algorithme de décomposition 

de syst mes à grande échelle. 

L littérature a proposé, ep_u ,is ,quelques annêes des méthodes 

dont 1 1 inspirat:ion se trouve en théorie des graphes ( Kevorkian, 

Ledet e Himmelblau, Steward}. A ces techniques de décomposition 

se joig ent de~ études plus spécialisées ; telle celle de Cheung 

et Kuh ( voir ~ibliographie ) qui suggèrent des raCfinements 
" aux mét odes existantes ( Kevorkian ). L~ théorie des graphes 

est utilisée dans le but d I indiquer des , ..,ordres de résolution 

d'équations optimaux. Ce but est-il atteint? 

Nous voyons au travail que nous proposons de,.x parties 

1. Dans un premier temps, nous comptons définir 

tln algorithme de décomposition qui spit une synthèse 

qes différents algorithmes portés à notre connaissance 

- Dans le chapitre 1, nous exposerons comment obtenir 

les plus petits sous-systèmes d'équa~ions à résoudre 

~imultanément. Nous indiquerons oomment découvrir 

un certain ordre de résolutiën de ce3 sous-systèmes. 

Dans le chapitre 2; nous montrons qu~ décomposer 

un sous-système est possible et que nous pouvons 

donner un ordre de résolution des équations du 



r. 

sous-système qui n ous perm~tte de ne r6soudre 

simultanément qu ' une petite partie des équat i ons. 

Dans le chapitre J nous donnons des exemples e t 

remarques relative s aux chapitres I et II, 

Ces 3 chapitres font l ' objet du premier tome du 

travail. 

2. Un but du travail est de constr uire un 

programme qui permettrait de con~tat er si la 
' méthode de décomp osition proposée e a t réalisabl e 

pratiquement, c.à . d. apporte une a i de "ef'ficace " 

à la résolution d e système d'équat i ons. 

Dans le chapitre 4 , nous exposons 1~ réalisati on 

pratique d ' une partie de l'algorithme, qui e xige 

auparavant une analyse de la repré s entation des 

données en mémoire central~ d 1 ordinJteurs. Nous 

y donnons briève e nt les renseignememtspermet tant la 

eompr6hension du p rogramme réalisé. 

Nous apportons a ssi succintement u n e conclus i on 

à ce travail en ontrant que les a l,oritp.mes 

ii 

existant ne s ont pas tous réaliaabl6 s pour d es 

décompositions e ffectives de système s à grande échelle . 

te chapitre f ait l 'obj e t du second t ome. 



Chapitre I A LA HëC HEHCHE U.E SOUS SïS'l'EM.1!.S 

FAC l.L t..MEt 'l' HE::>OLV A..tiLES. 

I . 1 ) H_ présentation_du_ s y5tèm _ _ d'équat i ons. 

Nous n o us trouvons en présenc e d'un ensemble den équations 

I. 1 . 1 

liné ai r e s ou non à "n" inconnues avec "n" tr~s grand. Le premier 

prob l ème qui se pose est de d é couvrir une représentation de ce 

système , représentation qui, dans la suite, va nous permettre un 

c e rta i ordre pour la r é solut i on des équations du système et sur 

laque ll e il est assez facile d e travailler• 

No u s consid é rons donc un ensemble den équations non linéaires 

o u lin é a i res à n inconnues 

f . (x)=O 
1 

ave c x: un vecteur à n inconnues 

L a f o r me sous laquelle se trou vent les équat i ons est assez 

g l nari te parce qu'elle n e nous permet en aucune façon de déterminer 

l ' o rdre de r é solution d e s équations de telle sorte que toutes les 

équa ti ons seront résolues. 

Dan s ce but, nous allons déf i nir plusieurs notions 

I .1.A) . Définition d'une matrice d'occurrence. 

Chacune des équa tions fi dépend d'un certai n nomhre 

d 'inc on nu e s X.• Nous d é f i nis s ons, pour chaque équation du 
1 

s ystème , un ensemble C 
i 

d'éléme nts C .. qui prendront la va l eur 
1J 

"1" s i l'inconnue x. apparait dans 
J 

la fonction fi et la valeur 
11 0 11 s i non. 

Nous aurons pa r cons é quent 

Ci ={cij te l ue C i j = 0 si x j4:~i jEn} i~n 

cij = 1 si xjE f 1 
Le s e nsemb le s ont nous permettre de déf ini r une 

mat r ice b oo lJenne appelée "mat ric e d 'occurr enc e "• A chaque l igne, 

no us f ai sons correspond r e une équation f . e t à chaque colonne une 
1 

v aria le x .• 
1 

Nous indiquerons un "I" dan s la ligne i et dans la 

colonne j si 1 1 él ément C . . = 
1J 

rait dans l'équation f., t and is 
1 

dans C . c'est-à-dire s i x, appa-
1 

que nous noterons un "O" dans la 

lign e i et dans l a colonn e ksi 1 1 é ~lment Cik = 0 dans C1 c'e s t-

à - di r e xk n e s e trouve pas dans l' équ a tion fi . 



Par co séquent , pour tout sys t bme d ' équat i ons, nou s avons une 

matric e du type 

X 1 • • • • • X2 • • • • X n 

f' . = C 
• 1 

f 
n 

• Définition de l ' ensemble de sortie. 

I. 1. 2 

Dans un second t emps, nous allons assigner à chaque 

équation f. 
1 

par rapport 

une certaine variable appelée "variable de sortie" 

à laquelle l'équation f. est résolue. 
1 

Cette détermination est faite dans un but bien pré-

cis : nous voulons déterminer par quelle équation une variable 

aura sa solution ainsi que de quoi dépendra cette variable. 

Cette détermination des variables de sortie est 

sujette à la loi suivante : 

A chaque équation f. correspond une seule 
1 

variable de sortie. 

A chaque variable de sortie x. est assi
J 

gnée une et une seule équation f
1 

avec 

x. € f' . o ligatoirement . 
J 1 

Nous pouvons a l ors définir: 

des paires de sortie : (x.,f.) 
J 1 

Pour 

- un ensemble de paires de sortie : ..,,_ 

(x,f) =Ux.,r.), 1~~, JEi:i f 
un système den éduaîions à n inconnues, il 

est possible de trouver plus i eurs ensembles de paires de sortie• 

Le problème e~t donc de déterminer un ensemble de sortie qui 

optimise les résultats c'est-à-dire non pas la réponse finale 

mais b ien le temps d'exécutions. 



I • 1 • J 

Dans les problè es physique s , l'ens e mble de sortie 

est g én ' ralement défini au moye n de la con.fi (-r,uration du système. 

Dans c . s cas-là, l'ensemble d 

miné p nr le problème lui-même. 

sortie est implicitement déter-

Dans les cas où la détermination d'un ensemble de 

sorti e n'est pas immédiate, à cette détermination se superpose 

un e an lyse de sensibilité qu i est basée sur le principe suivant 

Nous c onsi érons une équation: 

fi ( x 1 , x2 , xk, x t , XJ;l) = 0 

Supposons à présent qu'une petite variation 

relative dans les variables x 1 , xk, xt, xn 

dans fi produit une grande variation relative 

dans x 2 . 

Dans un te l cas, la variable x 2 ne pourra 

être utilisée comme variable de sortie pour fi. 

Dans un chapitre suivant, nous verrons un algo-

rithme de résolution basé sur un schéma itératif ■ L'emploi de 

l'analyse de sensibilité dans la détermination de l'ensemble de 

sortie a comme effet un e conve rgence plus rapide de la méthode 

itérative. 

Après avoir défini l'ensemble de sortie, nous 

pouvons opérer une modificati on de la matrice d'occurrence. Nous 

effectuons des permutations d e colonne de façon à ce que les 

pa i res de sortie se situent s u r la diaeonale (c'est-à-dire soient 

indiquées par les diagonaux ) . 

Par conséquent, afin d'avoir les~ paires de s~rtie 

toujours sur la diagonale, to te permutation de lignes d e vra 

être suivie de la même permut a tion des colonnes. 

Dès que nous avons mis la matrice d'occurrence 

sous cette forme-là, nous s-:ommes certains d'avoir des 11 1 11 sur 

la diag onale principale ■ 

• Définition du e r aphe associé. 

Dès que 

on a dé fini une paire 

pour une équation f.(x
1 
••• x . ... x) = 0 

1 1 n 
d e sort i e (x.,î.), nous pouvons écrire 

J 1 
l' é qu a tion sous la forme: 

X.= f 1 .(x 1 ... X. l' X . l' •••X) 
J 1 J- J+ n 



Nous constatons donc qu ' il existe une certaine 

d ' p e ndance entre la v ariable xj et les variables x 1 • •• xj-l' 

X • 1 ' J+ 
mation de 

x . Il apparait par c ons6qu nt un flux d'infor-
n 

x1·•• xj-1' 
Si nous 

xj+l• ·• xn v ers xj" 

représento ns les variables par les 

sommets d 'un graphe orient é , l es arcs indiqueront les influ 

ences directes entre les différentes variables. 

Nous d é finirons alors l ' existence d 'un arc du 

graphe par la méthode suiv ante 

I. 1 . 4 

3 1 ' arc xj infl u ence directement xi c'est-à

dire x . apparait dans l'équation ayant 
J 

boucle 

X. 
1 

comme v ariable de sortie. 

Il est à r e marquer qu ' un tel graphe n'aura aucune 

en effet, pour que l ' arc (xi,xi) existe , il faut q u e 

xi inf°.l. uence directeme nt xi, ce qui est impossible par 

définition . 

Une influence indirecte e ntre x. et x. sera 
1 J 

indiquée par un ch min orienté de longueur~ 2 dans le graph e . 

Par conséqu e nt, nous voyons que le syst · me den 

équations à n inconnues que nous a v i on s au départ, a pu être 

mis sous la forme d ' un 1- Graphe ; étant donné que le flux 

d' information est déterminé par l ' ensemble de sortie que nous 

avons assigné au syst è me, il s ' e n suit que si nous considérons 

un autre e n se mbl e de s or tie , nous nous trouverons en présence 

d I un no 11veau graphe . 

I. 1 • B) Exemple . 

A présent , nous allons rapid e ment v oir ce que cela 

no us donne sur un exemple . No u s verrons également que si nous 

considé rons deux ensembles de sortie différents, nou s obtenons 

deux graph s associés différen ts . 

Considérons un système de l J équations à 1.J inc on

nues 

équations 1 r e ns. de sortie ~ème ens . de sortie 

( X~, f l ) 



I. 1. 5 

Î 2 ( X 1 'X5 'X 1 Û) = 0 (x5 , f2) (x1,f2) 

:fJ(x11'X12) = 0 (xl 1':fJ) (xl 1 'fJ) 

:f 4 ( XJ t X7) = 0 ( x7, Î4) (x3,:f4) 

f5(x2,x12,x13) = 0 (x2,f5) { X2 'f 5) 

f 6 ( X4 f X9) = 0 (x9,f6) ( X4 'Î 6) 

f7(xl ,x5,x7) = 0 (x1,f7) ( X5 ' Î 7 ) 

fts(x2,x5,x6) = 0 (x6,:f8) ( xb 'f 8) 

:f';I (x 1 ,x 10 ) = 0 (x10':f9) ( x7, :f 9 ) 

f1o(x3,xlj) = 0 (x3,:f10) (x13,f10) 

:f 1 1 ( X4 t X 1 2 ) = 0 (x12 ,f11) (x12':f11) 

f 12(x2,x4,x3,x1 3 ) = 0 (x1J' :f 12) ( x8' :f 1 2) 

:f13(xJ,x10) = 0 (x3,f13) (x10,f13) 

Nous vons vu que dans un pr .mier temps, nous définissons l es 
ensemb le s : 

C 1 
c2 

CJ 

c4 

c5 

Cb 

C 'î 

C ts 

C9 
clü 

C 1 1 

t:,12 

ClJ 

Al ors en mettant 
en colonne , nous 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

~ o,o,o, 1,0 , 0,0,0, 1,0,0,0,01 

t 1,0,0, 0 , 1 , 0,0,0,0, 1,0,0,0} 

{o,o,o,o,o , o,o,o,o,o, 1, 1,0} 

(o,o,1,o,o , 0,1,0,o,o,o,o,o} 

{o, 1,0,o,o , o,o,o,o,o,o, 1, 1} 

{o,o,o, 1 ,o o,o,o, 1,0,0,0,0} 

f 1 , 0, 0, 0, 1 , 0, 1 , 0, 0, 0, 0, 0, 0 } 

{o,1,o,o,1 , 1,0,o,o,o,o,o,o} 

{o,o,o,o,o,o, 1,0,0, 1,0,0,0} 

= {o,o,o,o,o,o,o, 1,0,0,0,0, 1} 

= {o,o,o, 1,0,0,o,o,o,o,o, 1,0} 

= {o, 1,0, 1,0,0,0, 1,0,0,0,0, 1} 

= ~o,o, 1,0,o,o,o,o,o, 1,0,0,0} 

les :fonction s :fi en ligne et les var·ables x. 
obtenons la matrice booléenne suivante : J 



I. 1 . 6 

x, x2 xj X4 X5 xb X{ xti X9 x,o -?Ç 1 1 x12 x., J 
îl 1 1 

Î~ 1 1 1 

ÎJ 1 1 

Î4 1 1 

f5 1 1 1 

î b 1 1 

Î 7 l 1 l 

Î8 1 1 1 

î9 1 1 

r,o 1 1 

î 1 1 1 1 

f12 1 1 1 1 

î13 1 1 

Par d permutations des colonnes, allons 
, 

cette s nous rearranger 

matrice de telle sorte que les paires de sortie se situent sur 

la di g onale 

Pour l e premier ensemble de s ortie, nous aurons donc . . 
xi 4 ) 1 1 7 2 ':) 1 6 lu b 12 1J j 

1 1 
~ 1 1 
J 1 1 
4 1 1 
) l 1 1 
0 1 1 
7 1 1 1 
1:, 1 1 1 
'j 1 1 

lU 1 1 
1 1 1 1 ,~ 1 1 1 1 
IJ 1 1 



Pour le s e cond e ns e mble de s ortie, n o u s obtenons donc 

xi 9 1 1 J 2 4 5 6 7 1 J 12 8 10 

fi 

1 l l 
2 l l 1 

:J 1 1 
4 1 1 

5 l 1 l 
6 1 1 

7 1 1 1 

8 l 1 1 

9 1 1 
10 1 1 
1 1 l 1 
12 l 1 1 1 

1J 1 1 

Dans un derni e r temps, nous a ssoc i ons un graphe au syst è me. 
l e pre mier ensemble de sorti 

' 
nous allons obtenir : 

X 11 

F I G. 1 

x8 xl 

GHAPHE A!:>S OCl.E EN F ONCTl.ON ·DU 

1EH EN S. UE SORTl~ 

r. 1. 7 

Pour 



I. 1. 8 

Pour 1 deuxième ensemble de s ortie, cela va donc nous donner 

GHAniE ASSUC .a; .l:!,l'J t1'0NCT.IU1 DU 

2ème ENS . DE SüttTiE 

Nous constatons très facilement que nous sommes bien en présence 

d e deux graphes diff ~rents. 

I .1.C) Conclusion. 

Sans perdre aucune généralité, nous pouvons considé

r er u n e rénumérotation des paires de sortie de telle façon 

qu'elles se présentent sous la forme : 

(x.,f.) 
1 1 

La matrice d'occurrence du 1 - graphe (Fichefet 

ch a pi t re 2 page 7) associé aura des éléments diagonaux égaux à 

d ès ~u•à la ligne i, nous as sienerons l 'équation i• 

Dans ces hypothè ses , 

X. 
1 

nou s pouvons alors écrire : 

= f'i(x1••• xi- 1' xi+l' ••• X ) 
n 

Pour le 1 - ~raphe associé, nous aurons que l'exis-

tence de l ' arc (xj,x1 ) équiva ut au fait que xj influence xi 

c'est-à-dire que x. E f . . I l est alors à remarquer que par cette 
J 1 

d éfi n i tion, aucune boucle (x1 ,xi) n'ap paraitra dans le graphe . 

Considérons la matrice M associée au 1 - graphe 

( Berg e page 123). 

Nous avons vu pré cédemment que nous étion~ en présence 

d ' un ~raphe sans boucle, cela a comme conséquence 

V i M - 0 ii -



Dire que 

de x. x .• 
J 1 

que x . E f .• 
J 1 

I. 1. 9 

M . . 
J1 

= 1 équiva ut à dire qu'il existe un arc allant 

L'existence de l 'arc (x . ,x . ) est synonyme du fait 
J 1 

Par définit1on cle C, n-ous obtenons Cij = 1. 

Mji = O, nous n'avons aucun arc allant de xj à Xi• Par défi-

nition, nous avons que xj i f i c'est-à-dire Cij = o. 
L matrice M associée au 1 - graphe peut être définie au 

moyen de 

j f: i J\l = ssi X. l:: f. c ' est-à-dire C. = 1 
ji J 1 1j 

M .. = 0 ssi X. (: f. c'est-à-dire C = 0 
J1 J 1 ij 

V i M = 0 
ii 

Donc à l ' aide de lai ème ligne de la matrice M, 

nous d'terminons les suivants du sommet x. tandis que dans la 
1 

i ème c olonne, nous allons vo i r apparaître ses précédents. 

Si maintenant nous regardons la matr ice C, nous 

voyons riue la i ème ligne c'est-à-dire Ci' indique t xi} U là ses 

précéd nts nd:és f'- l xi} alors que la ième colonne, indique \ xi} U \à 
ses sul van ts •1 

Si nous comparons ce s deux matrices, nous voyons que 

pour p sser de M à C, il faut faire réapparaitre des "1" pour les 

x. diag onaux et ensui te il faut transpos Rr les lignes et les 
1 

colonn s de façon à obtenir l e s précédents en ligne et les suivants 

en col nne. 

Cela nous donn e donc 

C=( I$M ) 

en effe t 

transposé 

/ 

avec (9 = somme booleenn 
(Berge page lJJ) 

Par(I El, M) , et à cause de la 

définition de la somme 
I 

booleenne 

de d e ux matrices, nous obtenons 

pour les é lém e nts non diagonaux 

ceux de M et pour les diagonaux 

ceux de I. 

Donc pour lai ème colonne de 

( I ~ M) , nous 

précédents•} 

avons l xJ 



Remarque 

1.2.1 

Donc la tra nsposé va nous donner, 

sur la i ème ligne, { xiJ U tl~s 

précédents}ce qui par définition 

est la matrice c. 

• Dans l a suite d u travail, dans un seul but de 

f aci lité, nous emploierons la terminologie d e "matrice d'occurrence 

a ss ociée à un graphe" -- de matrice associée M. Il s'agit 

simpl e ent de la matrice (i a M)T 

• Pour vérifier s 'il existe un flux d'information 

" directe " de x. à x . , 
.l 1 

il suff i t de considérer la j ème colonne de 

la matrice Cet de vérifier q 'à lai ème ligne nous avons bien un 
11 1 11 • ( i-/; j ) 

~.2) Dloc_triangularisation_d ' une_matrice_d'occurr e nce. 

Nous travaillons avec une matrice d'occurrence C définie pré cédem

me n t . 

~.2.A) Définition: 

1) Nous appelons permutation symétrique d'une matrice E 

carrée, une permutation des lignes de~ suivie d'une 

permutation analogue des colonnes. 

2) Nous dirons qu ' une matrice d'occurrence C ~ x n, 

associée à la résolution d'un système den é quations 

à n inconnues, peut être mise sous la forme bloc -

triangula ii,..e si , par une permutation symétrique de C 

nous pouvons a mener C sous la forme Cl - fi g . 

C 1 1 

' 
c2 1 , c2 2 , 0 

C ' = 
. . 

fig. 

C 
k- 1 , 1 

C 
k- 1, k-1 

C 
k, 1 

C C 
k, k-1 kk 

, 



I.2.2 

où C ii, i = 1, •• • k) est une sous matrice carrée 

d'ordre 0. lave c des 
1 

1 sur la diagonale puisque c, qui a des 1 

sur la diagonale, est permutée symétriquement) aux lignes 

correspondant à C .. sont associées 0
1 

équations que l ' on regroupe 
11 

dans le sous-ensemble gi de f . 

Aux colonnes correspondant à Cii sont associées 0 1 
variables que l'on regroupe dans le sous-ensemble z 1 de x de 

tel l e sorte que les égalités suivantes sont vérifiées : 

k 

z_ 
i = 

k 

j y 1 

zi n zj = 
i /: j 

8. = n 
1 1 

= X 

i,j = 1 ' • • • k 

J) Le couple (z.,g.) associé à C
1
.

1 
sera appelé sous-

1 1 

système et noté s . 
i 

I.2.B) Intérêt de la bloc triangularisation: 

La résolution du systèmes , auquel est associée la 

matrice C peut être effectuée plus aisément. 

En effet, considé r ons les sous-ensembles d'équations 

associés aux sous-matrices c.
1 

de C; on peut écrire 
1 · 

gi ( z
1

, z~, • . . z
1

) = 0 i = 1, • • • k 

Procédons comme suit: 

• Nous pouvons résoudre les 8 1 premières équations par 

rapport aux e 1 premières variables tt, 1 équations à e 1 inconnues)• 

Je Les 8 ., équations suivantes peuvent être résolues par 
,:;. 

rapport aux ~2 variables suivantes; les ~l premières variables, 

pour 1 squelles nous possédons une solution , apparaissent comme 

paramètres . 

* Nous résolvons l es sous-ensembles d'équations 

suivants pour les sous-ensemb l es de variables suivants · de la 

même m nière. 

Note 

Dans le schéma de résolution que nous venons de décrire 

nous omettons, pour la clarté de l'exposé, les redondances éven

tuelle· apparaissant dans les systèmes d'équations à résoudre ■ 



I. 2.J 

Il faut bien sOr espérer que les blocs C 11 , • • • C kk 
sont d e taille nettement plus petite que le système tout enti e r. 

Appliquer des ré s olutions de systèmes linéaires, 

des méthodes "Newton - Raphson '' sur chacun des petits blocs est 

"mo i ns coateux" qu'appliquer c e s méthodes au système complet. En 

effet, le nombre d'opérations nécessitées pour la résolution d 1 un 

sys t ème n x n d'équations est souvent proportionnel à n 3 au moins. 

Si 

pec t ive 0 1 , 

nous avons k systèmes d'équations de taille 

à résoudre avec e1 , ••• ek i 0 8 
k 

01 + 02 + ••• 8 = n 
· 3 J J k 

nous avons que ~l + e2 + •• • + ek = nombre d'opérations 

res-

requis 
J 

pour r é soudre k systèmes ' n = nombre d'opérations requis pour 

r é soudre le système globalement•(= uniquement si k=l) 

ExempJe 

J + ~ = 5 

33 + 2 3 = 35 < 53 = 125 

I.2 . C) Nous vous proposons d' examiner comment nous pouvons 

mettre sous forme bloc triangulaire un e matrice 

d'occurrence C 

Dans cette section nous comptons : 

a) Définir et dégager l ' i ntérêt de découvrir les sous-systèmes 

irréductibles associés au système S. 

En fait les équations qui leur sont associées doivent 

être résolues ensemble; et ils peuvent être résolus successi

vement. 

b) Montrer comment on peut effectivement découvrir les sous

systèmes irréductibles. 

c) Donner une méthode de bloc triangularisation. C'est-à-

d ire d,couvrir un ordre de résolution des sous-syst~mes. 

! •~•f•~) Le but fixé dans I.2.C} est la bloc triangularisation 

de la matrice d'occurrence c. - -------------

Définition : 

1) ~r~p~e_c~n~e~sf 

Soit G = lX,E), un 

Ge= {X ,E ) {Cfr. Hoy ~v.c.2.a) 
C C 

- g raphe . 

Construisons le 1 - grap he G de la manière suivante : 
C 

A chaque composante fortement connexe lcfr Roy IV . CJ~J 



I.2.4 

K. de G correspond rie façon h i -univoque un et un seul élément d~ 
1 

X, so i t C .. 
C 1 

3 un arc U. = 1 t
1

, t.) E. E ~'1x E K x E l\. tq V = 
1 ' J c '<-.--?"J r 1' s j m 

l xr, Xs) '=-- E 

~ x~mEl~: S oit le graphe G fig. 2 qui a deux composantes 

fortem nt connexes K
1
et K 2 

F i g. 2 

On lui associe le graphe cmndensé G de la Fig. j 
C 

Su pposition : Nous suppo s ons que Ge est si~plement connexe 

(U eo p .22 1) 

2 ) Un sous-système Si= (zi,gi) sera dit irEédu~tib!e si les 

wariab l es de z.sont celles correspondant à une composante forte-
1 

ment connexe du graphe de flux d'information associé au système S. 

Notation: Nous écrivons désormais en abrégé fortement 

connex : 1''.c., Composante 1".C. : C.F.C., Sous-système irréduc

tib l e : s .s . .1. 

Fait : Le graphe condens ' associé à un graphe Gest sans 

circui t . 

S i non soient deux C • .1:<·.c. K. et K . , i ~ j "sur" un même circuit. 
1 J 

xk 6: Ki , x 1 e Kj. Xk et x
1 

s ont mutuellement accessibles par 

défini t ion de C.r·.c. et de circuit. K.
1 

et Kj ne peuvent pas 

être d e ux C • . r'.c. différents p a r définition de c.1•·.c. 

P a r le but de bloc trian gularisation que nous nous •ixons, 

nous a i merions que la matrice d'occurrence associée au graphe G 

soit t ri angulaire-
C 

J ) ~éf.i!!_i!_i~n: Une matr i ce Lest dite _!r.r.és!u~tib!e si on ne 

peut p a s, par une permutation symétrique , l'amener sous la forme 

L' fig . 4. 



0 

L 
Fig. 4 

où L 11 et L 22 sont des sous -matrices carrées. 

Théorème 1 (cfr. Varga p.20) 

Une matrice D est irr é ductible 

< > 
Son graphe orienté G ~ D) est ~.c . 

Conséquence de ce théorème 

Par contra: position, le g raphe G étant sans circuit sa 
C 

I.2.5 

matric d'occurrence associée D (ü) est réductible. Bien plus, 
C 

elle put être mise sous forme triangulaire. 

En effet : Supposons qu' on ne puisse pas le faire . Soit la 

matric e u 1 
(G) une permutatio n de D (G) constituée dei blocs 

C C 

irréductibles T . avec i évent ellement = 1. 
1 

S i un bloc Tk n'a pas la taille 1 , le sous-graphe de G qu'on 
C 

lui as s ocie est ~.c . Sinon, ar le théorème 1 de cette section, 

on pourrait de nouveau décomp ose r , par permutation symétrique , ce 

bloc 'l'k en 2 blocs Tkl et Tk2 plus petits. 

Ma is G est sans circuit ; donc ses sous-graphes fortem e nt 
C 

connexe s comportent seul sommet. 

Résult a t 

Soit C la matrice d ' occurrence du système d'équations. Une 

manièr de la bloc triangular is iser est celle-ci 

- rechercher les c.~.c . du g raphe Ll de I'lux d 1 informa
T 

tion, g raphe qui a pour matri ce associée C dont on a ôté le s 1 

di agon a ux. Ces C • .l:' ·. c. sont 1 s mêmes que celles du graphe li ' 

associ é à la matrice C dont o n a enlevé les 1 diagonaux. Ce 

graphe G 1 est en effet le g raphe G où le sens des arcs est inversé. 

Ce qui n e change en rien les circuits et C.~.c. 

Former le graphe c ondensé G associé au graphe G . 
C 

- Chercher une tria gularisation de la matrice d ' occur-

rence associée au graphe G . 
C 

C 
Ge 

- "Dé-condens e r" l a matrice CGc pour trouver C 1 (proposée 

à la f i gure 1 section 1.~.A). 



P o ur cela: 

Remarquer que la lig ne i , colonne ide C~c correspond à 

C .F.C. k
1 

(par construc t ion de CGc) et un sous-système 

irréductible s
1

. 

1.2 .6 

- On forme la matrice c, de la manière suivante : on remplace 

la matrice CGc par une matrice C• tq fig . 1 de I.2.A. au 

bloc c
1

i de C 1 correspond la c.~.c. K1 assignée à lai ème 

ligne de CGc" 

Aux lignes du bloc C on fait correspondre les équations 
ii 

qui sont associées au sous-système irréductible associé à 

K • 
1 

Aux colonnes j 1 , ••• jr du bloc Cii on fait correspondre 

les variables de sortie des équations qui correspondent 

maintenant aux lignes j 1 , 

R marque : 

. . . j . 
r 

1) La d é finition 2 donnée en I . 2.C . de sous-système Si 

irrédu tible correspond à la noti on d'irréductibilité de sous-

matric introduite dans la définition J en I . 2 . C . 

Au sous-système Si correspond une C.~.c. Ki, du graphe Ge, 

de graphe GKi auquel e s t assoc i é une matrice MKi• 

Cette matrice est irr ' ductible ; en effet, µar le théorème 1 

de cet t e section, comme GKi e . t r ' .C •• , 

2 Signification de l 'irréductibilit é . Si nous repnnons la 

signif i cation du graphe de flux d'information exposée dans la 

section ~ .1. nous remarquons que leseommets d'une C.F.C. de GC 

corres p ondant à des variables dont il faut connaitre, en cours de 

r é solu t ion du système d ' équat i ons , simultanément les valeurs res

pec t ive s , autrement dit, qu'on ne p~t résoudre successivement. 

(Le s s ommets d'une C . t · .c. sont mutuellement accessibles). 

J) On ne prend pas des " morceaux" Kli de C.F.C. pour leur 

faire c orrespondre un soue-système. Des sommets hors de K11 et 

ceux d e K
11 

étant mutuelleme nt accessibles, ils correspondraient 

à d e s variables devant être r é s olue s simultanément. 

Considérer pour des s o us-systèmes des "morceaux" de C . ~ .c. 

i mp l iquerait que ces sous-systèmes devraient être résolus avec 

d'autre s sous-systèmes. 

4) Le g raphe de flux d'i n f ormation condensé étant sans circuit, 



1 flux d'information e~tre les sous-systèmes irréductibles 

va dan un seul sens. Bien p l us, la trian~ularisation de la 

matric e D kG) implique, si on se rappelle qu'elle est une matrice 
C 

de flux d'information, que le s sous-systèmes peuvent Atre résolus 

successivement.Ce qui était espéré. 

!•~•C•~) L e problème de chercher des sous-systèmes irréduc

tibles se ramène à proposer Nn algorithme de recherche des C.F.C. 

d'un - graphe orienté , 

~lgo~i!h~e_d~ Ta~j~n: Parmi les algorithmes actuellement 

existants , celui de Tarjan (c fr . Tarjan) parait le plus efficace, 

en vue d 'une propriété qu'il p ossède 

• Quand on exécute l'algorithme à l'aide d ' un ordinateur, le 

temps de calcul et la place d e mémoire qu'il nécessite sont liés 

au nombre de sommets et d'arcs du graphe par 

aire• 

une fonction liné-

Cette propriété est part i culièrement intéressante quand on 

compte décomposer un syst~me de grande taille . 

Note Dans ce qui suit , trRv erser un arc orienté signifie 

se déplacer le long de l'arc orienté en respectant son sens. 

te lle 

Soit G un 1 - g raph e orienté 

Techni9ue utilisée par Tarjan 

depth - first - search ou back:tracking. 

search: expl6ration du graphe G. Consiste à procéder de 

sorte que l'on traverse tous les arcs de G chacun une et 

une seule fois . 

_d_e_p.__t_h __ -_f_i_r_s_t ___ s_e_a_r_c_h: exploration pendant laquelle l'arc 

à traverse r à chaque pas est toujours un arc non exploré dont 

l'origine est le sommet le plus récemment atteint. 

L'algorithme de Tarjan 

néglige les arcs qui sont superflus pour la recherche 

des C • .t•· .c. .Ll construit des "arbres" {voir définition dans Roy 

V.D.1) et classifie les arcs qui ne sont pas superflus à la recher

che d s C. ~.c. en 

arcs d'un arbre 

- arcs qui ne sont pas d'un arbre 

utilise un "stack", liste linéaire qui se caractérise 

par 1 fait que, lors de l'insertion ou de la destruction d 1 élce

ments, le dernier é lément introduit dans la liste en est le premier 



s or ti . (t echnique "L I FO" : l as t - in - f irst - out) 

- num é ro te l e s s omm e ts consécutive ment dan s l'ordre 

suiva n t l e quel on les atte i nt pend a nt l' e xploration. 

Cette numérotation sert pendant l'algorithme. 

En oncé de l 'algorithme 

I. 2 .8 

E tap e 1 Nous appellerons sommet a ctif de graphe, un sommet que l'on 

fix e c o mme origine du prochai n arc à explorer. 

S i i l e xiste un sommet non enc ore numérotJ , le pre ndre comm e som

me t ac t i f ; le numéroter; le me ttre d a ns le stack. 

S i non a rrêter . 

E tape 2 

- Choi s ir un arc non exp l r é a y ant pour orig ine le sommet actif V. 
E t a p e J 

Cas a : L ' arc choisi nous mène à un sommet ·lT non e ncore numéroté . 

( v ,TI ) es t un arc d I un arbre j n uméroterlT; le mettre dans l e stack 

pre ndre Trcomme sommet acti f . Aller à l ' étape 2 . 

Cas b : L I arc choisi nous mèn e à un sommet 1T déjà numéroté et on 

ne peut pas atteindre TT à partir de \) en traversant un nombre 

quel conque ( ~ 0) d ' arcs d ' u n arbre. 

( Y,TT) est un arc qui n ' e s t p as d ' un arbre . Aller à l ' é t ape~ . 

Cas c : L ' arc choisi mène à u n sommet lTdéjà numér o té et on peut 

a tt e i n d re 1Tà partir de Y en t r a v ersant un certain nombre ( ~ 0) 

d' a rc d ' un arbre . 

Alors, on n é gl i ge l'arc (Y,lT ) • Aller à l ' étape 2 . 

Cas d : Il n I y a plus d ' arcs n on expl orés cl I or i gine Y • 
Alors 

I évaluer L 'f) \~ LIN K ()/ ) ~min l numéro du sommet V, 

n u mé r o du (des) sommet (s)7î t q - 11 est dan s le s tack et t q on p e ut 

a tteindre li à partir de Y e n t raversant un c er tain nom bre ( >,, ü ) 

d' a rcs d ' un arbre et ens u i te e xac teme nt 1 arc qu i n'est pas d ' un 

a r bre .) 

ii Si L ~ W LIN K ( y ) = num é ro du sommet Y , alors , 

d étru i re du s tack Y et t ou s l es somm e ts qui vi e nnent a p r ès Y dans 

l e s t a ck parce qu'ils a ppa r t ie nn e nt t ous à la mêm e G . F.C. 

Si l e stack est , apr è s cela, v i de, all e r à l ' étape 1. 

S inon al l e r à l 'ét a pe 4 

Si L ~ W L IN K ( J) ~ num é ro du somm e t f , alors, 



aller à l'étape 4. 

Etape 4 

Prendre le sommet actif précédent V comme sommet actif. 

Aller à l'étape 2. 

Nous ne d é montrons pas que l' a lgorithme donne effectivement des 

C.F.C. Nous montron s son fon c tionnement à l'aide d'un exemple. 

7 

Dic t ionnaire du g raphe (voir dé f. dans Roy II~.A.2.C.) 

1 2 

2 J, 8 

J 4, 7 
4 5 

5 J, 6 
-- -· - -

6 

7 4, 6 
b 1 , 7 

9 8, 10 

10 9 

E~numération de s opérations e f fectuées en suivant l'algorithme. 

Notatio n . - i ( j) signifie i est affecté du numéro j . 
LL ( i) = j sign i fie . on affecte le sommet i d'un . 

L ;, w L I N K = j 

ST ( i) = j s ign i fie le ième sommet du stack est 

le s omme t j 

( i ' j) = A.A. signifie - arc ( i' j) = arc d'un arbre 

( i ' j) = N.A.A. signifie :: arc ( i' j) n'est pas un arc d'un 

arbre 

( i ' j) = NEGL . signifie :: on néglige l'arc ( i' j) 



On aura succ e ssivem e nt 

( 1 ) ; ST ( 1 ) = 1 

2 ( 2 ) ST ( 2 ) = 2 . 
' 

( 1 , 2) 

J ( J ) ST ( J) = 3; ( 2 ,3) 

4 ( 4 ) ST ( 4) = 4. 
' 

( J ,4) 

5 ( 5 ) ST ( 5) = 5 ; ( L1,5) 

6 ( 6 ) ; ST ( 6 ) = 6 -, ( 5 , 6) 

Etat du stack: \ 1,2,J,4,5,6 

LL ( 6 ) = 6 

= A.A. 

= A.A. 

= A.A. 

= A. A.; ( 5 ' J ) = N.A . A. 

= A.A. 

l 6 ~ est une c .1,·. c . que 1 1 on r et ire du stack. 

Etat d stack : ~ 1, 2 , 3 ,4, 5 

LL f5) = J 

LL ( 4) = J 

I . 2 . 10 

7 ( 7); ST ( 6 ) = 7; (J,7) = A.A-; (7,4) = N.A.A-; (7,6) = 

N. A. A. 

LL (7) = 4 

LL (J) = J 

Etat d stack: i 1,2,J,4,5,7 

~,4,5,7) est une C.~ . c . que l'on retire du stack 

E ta t d stack: ~ 1,2 

8 ( 8 ); S'l' lJ) = 8; ( 2 ,8) =A.A.; (8,1) = N .A.A.; (8,7) = 

N.A.A. 

LL k 8) = 1 

LL ( 2 ) = 1; LL (1) = 1 

Etat du stack : 1 1 , 2 ,8 

\1 , 2 , 8) C • l" . C • est une 

Etat d u st a ck 

9 ( 9 ) 

(9,8) 

\ 
ST ( 1 ) 

N.A . A. 
= 9 

que l 'on r e tire du stack 

1 o ( 1 o) ST ( 2 ) = 10; (9 , 1U) = A .A.; ( 10,9) = N.A.A. 

LL ( 1 ü~ = 9 

LL ( 9) = 9 

Etatdustack ~ ~,10 

{9 ,10 { est une C.P. C . q ue l'on retire du stack 

Etat du stack: \ 

Stop. 





I. 2 . 11 

Dans ce qui suit, n ous confondon~ volontairement une variable 

xi du système d I équations à dé compos e r et le sommet xi du graphe 

de fl x d'information correspondant. Le contexte permet de faire 

la différence. 

He ma r g ue : Il existe dans la litt é rature d'autres algorithmes de 

r echerc h e d e c . ~. c. t el que celui que nous allons décrire (Deo pJO~ 

Nou s considé rons un s yst ème de n équations fi = o
1

i = 1, ••• n à 

n inc onnues x., i = 1, ... n avec n paires de sorties lx . ,f . ). 
1 1 1 

Nous a vons défini dans la section 1.1. l e graphe de flux d 1 infor-

mat io d 'un tel système . c , es t un 1 - graphe ori e nté. 

La ma tri ce booléenne M as s oc iée à un 1 - graphe orienté se définit 

comm e suit (cfr. Roy I.lI . A.2 . c.) . M =L-m . _\ avec m = 1 si 
lJJ Jl J un a rc (x j'xi). m_;i = 0 sinon . C'est un matrice carrée. 

Si on se rappelle (cfr. section I .1.) la défini t ion de matrice 

d' o cc u rrence C d ' un syst ~me d ' équations , on remarque que 

C = l (la, M)T(1)• 
'l' 

ê M = 

l~n effe t : C .. = si il existe un arc (x . ,x.) dans . l e graphe de 
lJ J 1 

flux d ' information. 

Soit î. 
i 

équ t i an 

= 0 sinon 

et 't/ i, C 
ii = 1 

(x 1 ' X i' 

du système. 

X ) = n 
0, avec v ariable de sortie 

X.= Î 1 i (x 1 , ••• X. 1'X . l' •••X ) 
i 1 - i+ n 

une 

Défin i tion : 1)1\_. =f x. tq x. E f '. \i E:. n = 
1 L J J i 1 

des somme ts qui 

influ ncent directement x. 
1 

Si on e mprunt e les notations d e définitions der dans 

et si on se r é fère au graphe de flux d'information,,/\ . 
1 

( •=:)(~ l~ 1 ~ P · s ) 

= rx i 

/\_. c o rrespond à lai ème colonne de M, ou bien , suivant l'équation 
1 

l 1), lai è me ligne de C dont on a annulé l'élément diagonal. 

r :.. ln-1) A t ïJ-"'x 
2 )1\.i = \xi) U \ i U • • • • • U X . 

i 

qui influencent 

J) 

= r"' -1. 
X i 

= ensemble d es sommets 

x . , directement ou indirectement 
1 
C = cn-1 

= ( I Œ t-? )n-1 

= I Œ) MT $ MT 2 $ • • • 6, MT n- 1 

= lI l:b M'f)n -1 
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U théor è me de théorie d es graphes (cfr . Deo P • JüO) nous 

affirm que C - 1 i -
c'est- -dire ssi x 

j 
Lai ème lig ne de C 

ssi il ex i ste un chemin allant de x. 
À J 

E /\ . • 
l. 

)\/) . permet d ' i dentifier 
l. 

en x . 
1 

Note : C est appelée matrice b ooléenne associée à la fermeture 
'l' 

tra nsitive du graphe de matri ce booléenne associée M • 
~ 

Connaissant une m6 thode pour obtenir~. , i = 1 , ••• n , nous 
1 

pouvon s , en tenant compte du lemme suivant , identifier J..es C . l" . C . 

du graphe 

Lemme 1 

En effet 

veut 

veut 

doncx . etx. E. 
l. J 

dire , 

dire , 

à la 

l un 

3 un 

même 

à 1 a même C . 1'· . C . 

chemin allant de X en X 
i j 

chemin allant de X . enx 
i J 

C . F . C . 

Cependant , calculer la matrice c , q uand on compte dé comp o ser des 

sys tèmes à grande échelle, est peu sensé . Le nombre de multipli-

t b ' 0 ( n
3 ) o u' n es t 1 a c a ions o o leennes qui exige ce calcul est 

taille de c . 

Kevorkian (Kev I . ) propose une méthode d 1 indentification de s o us 

systèm e , assez analogue à cel l e q u e nous venons de p r ésenter : 
~ ' /\1 est identifié par la ligne ide la matri c e C calculée , à 

l'aide de C de la manière suiv ante 
c, = C ' ij avec 

( 2) C i - C & 
l.J - ij C . 

qJ 
si 

ce qui peut s'écrire : 
'Y) 

C 
ij 

Signification 
= C 1 J © ~ ( C i q @ 

de la formule (2 ) : 

C . ) 
qJ 

et 

ou si 

S i 3 un arc (xq , xi) 

si J un arc ( x . , x ) 
J q 

3 un arc ( x j , xi) ( 

ou si i = j 

(c ' est - à-dire 

(c'est- à-dire 

c'est- à-dire 

q = 1 

si 

si 

X. 
J 

Alors .J un chemin de longueur~~ qui mène de xj à x 1 . 



/\ 
On rem Rrque donc qu e /\ . = \. x .} u ( J) 

~ 1. 1 
Si on dé finit/\_. à l'aide de c, défini par la formule (2). 

T i 
Si C = (I ~ M ) (formule 1), l a formule 2 exprime que 

2 
C•= C ® C 

=(I$MT~ 

= (I © MT} 2 

=(ItbMTa,MT)2 

I. 2. 1 J 

Le l e mm e 1 ne permettra pas d 1 inden~ifier les C.F.C. si on prend 
/\ 

J /\ i tq formule 

Ï
- 1 - 'L 

~ X. E \ xi)- u x. u i X. 
⇒ J -'.l. 1 - '.l 1 

x i é {xj} u r X . u r X. 
J J 

x. et X . dans la même c.1'·.c.; l a réciproque n'est pas vraie! 
1 J 

Si xk e t xl E à la même C • 1' ' . C • et sont mutuellement accessible~ par 

des che mins de longu e ur> 2, i l ne serait pas , suivant cette 

mé thod e , identifés dans la même C.~.c. 

On n e pe rm e t, par cette méthode , que l'identification de sous

e ns e mb l e s de G.1• .c. 

Une bloc triangularisation de la matrice d ' occurrence n ' est plus 

pos s ible; deux sous-ensembles de la même C • .r· .G. sont reliés par un 

c i rcuit dans le graphe condensé. 

La prud e nce est donc de ri g ueu r! 

Kevorkian après avoir avoir répété l'erreur en 1~75 l ' a cependant 

corrigée ■ 

No te i mportante 

S teward ( S tew, I _ 'J j l::, "-.) a prouvé que les sous-systèmes irré

ducti les ne d é pendent pas de l'ensemble de sortie que l'on se 

f i x e . 

~:~:~:~) Bloc triangularisation de la matrice d ' occurrence 

~~~yst è me d 1 éguations ■ 

Nous a vons remarqué précédemme nt (voir I.2.C.a) que le graphe 

conde n sé G est sans circuit ■ 
C 

Nous p ouvons alors ass ocier à chaqMe sommet un nombre appelé son 

rang ( cfr ■ Hoy - V.C.2.a) 

Algor i t hme de détermination d u rang d'un sommet dans un graphe= 

G (X; E ) supposé sans circuit. 

a ) Sélectionner tous le s sommets de G sans pré cédent; ces 

somme t s forment une class e C et on leur assigne un rang= o. 
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b ) Former le sous-graphe de G ayant pour sommets X/ C • 
0 

S éle c tionner dans c e sous- g raphe (Cfr ■ Berge p• ~ ) tous les 

sommets sans précédents ■ Ils forment un ensembl e C 1 de sommets 

aux qu e ls on at t ribue le rang 1 . 

c ) Si C. e s t l e d e rn i er e nsembl e obtenu, on considère le 
1 

sous- g raph e de G ayant pour sommets X/ C0 / c 1 / ..• / Ci. De 

ce s o u s- g raphe, on sélectionne les sommets sans précédents; ils 

form en t un ens e mb le Ci+ 1 de sommet s auxquels on attribue le 

r a n g i + 1 • 

d) Dès que l'ensemble de s sommets à sélectionner est vide, 

le pro c essus s'interrompt naturellement ■ Si il reste des sommets 

dont l e rang n'a pas été calcu lé, le sous-graphe qu'ils engendrent 

con t i e nt un ou plusieurs c i rc u its• 

Pour p r euve , voir (Roy V.C. 2 .a). 

L' algor ithme qui dé t e rmine ce rang es t d'ailleurs (cours de 

Mr F i che f e t - Algo II I.J - p.III 10) l'alg orithme qui détermine des 

nive aux dans un graphe lvoir d éfinition p.III.9 du cours de 

Mr F ic efet). 

Dé f i nition: Nous appelons niv eau hiérarchique i, i ~ 0 du graphe 

G t out sous-ensembl e des sommets du g raphe G, composé de tous 
C C 

le s so mets de rang i, i.). O. 

Propri é tés des é léments d'un n iveau Par construction (voir Hoy 

v. c .2. et Mr Fichefet p.I~~. 9 - III.10) on a entre autres que 

1) Il n'existe aucun arc entre deux é léments d 1 un même niveau. 

2) Tout él é ment d'un nive au i, i ~ O, est suivant d'au moins 

un é l ément du niveau i - 1. 

J ) Si le g raphe comporter niveaux: 0,1, ... r-1, pour 

O~i < r-1 tout élément du niv eau i n'e s t suivant d'aucun élément 

d'un n i veau j, i < j~r-1. 

La hié r archie a, ici le même sens que par exe mple, hiérarchie 

mil i ta · re Officiers sup é ri eurs 
~ 
off i c i er s 

sous-off iciers-+- soldats. _,,, 
inférie urs 

Nous pouvon s ma in tena nt p ropose r une construction de la matrice 

d'oc c u r renc e trian g u l aire D• 

section ~.~.C.a). 

(G) associé e au g raphe G (voir 
C C 



Consid ' rons G décampas~ en niveaux hiérarchiques 
C 

- Si le niveau Ode G comprend 1 sommets, on fait corres
c 

pondre biunivoquement à chacun e des 1 premières lignes (et desl 

premières co 1 onneS) cte D 1 ( G ) un sommet du ni veau O de G . 
C C 

- Si l e niveau 1 de Ge comprend 1 1 sommets, on fait corres-

pond re à chacune des 1 1 lignes (et 1 1 colonnes suivantesde Ut (Uc) 

un sommet du niveau 1 de G . 
C 

~ Ainsi de suite jusqu'à épuisement des niveaux. 

- L 'él ément li,j) de la ma trice U•(G) sera= 1 booléen 
C 

. en notant x 1 et xk les sommets qui correspondent 

respec t ivement à 

] dan s le graphe 

Fait : La matrice 

la ligne i e t à la colonne 1 de la matrice u•(G ), 
C 

Ge' un arc (xk ,x1 ) ou bien ssi i = j 

D 1 (G) obte ue de cette manière est triangulaire. 
C 

Effect i vement , par contraposi t ion : 

S it l 'é lément (i,j) de D 1 (G) = 1 avec j > i supposons qu'à 
C 

i et j correspondent respectivement les sommets x
1 

et xk. 

S it x 1 et¾ dans le même niveau hiérarchique~ par la propriété 

des niveaux hiérarchiques~ ne peut/avoir d'arc (~,x1 ), donc 

l'él é me nt (i,j) de D'(G) devrait être nul ■ 
C 

Soit x 1 et xk dans des n i veaux hiérarchiques différents ■ 

par co struction de D 1 (Gc), rang lxk) > rang (x 1 ) car j > i. 
Alors, 

Mais 

c'est e xclus par la propriété J des niveaux hiérarchiques : il ne 

peut e ister d'arc l¾,x1 ); donc l'élément (i,j) de D 1 (Gc) devrait 

être n u l. 

Rem a rq e 

- Au niveau ide G, on p~1 t faire correspondre un bloc 
C 

diagon 1 de la matrice D 1 (G) (celui qui a pour lignes et colonnes 
C 

les 1. lignes et colonnes correspondant au niveau hiérarchique i). 
1 

En vue de la propriété 1 des n iveaux hiérarchiques, chaque bloc 

diagonal de D•(G ) est une sous matrice diagonale• 
C 

~ En vue de la propriété 2 des niveaux hiérarchiques, chaque 

ligne c orrespondant à un éléme nt d'un niveau k, 

au mo ins 1 élément sous diagonal non nul• 

k>O, _ contient 

Note : Si nous considérons un algorithme de 

Knuth 2 . 2 .J.p. 25b), nous pouvons établir, 

sans circuit (qui correspond, rappelons-le 

"tri topologique" ( cfr. 

à partir du graphe G 
C 

(cfr• remarque 4 finale 

de I . 2.C .a), à un graphe de flux entre les sous-systèmes à résoudre) 

un ordre de résolution par su stitution successive des sous-systèmes. 
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L' a vantage qu'a la décompositi n en niveaux hiérarchiques sur le 

tri topologique est de clarifi e r l'ordre de résolution des sous

systèm e s et leurs relations entre eux (indépendance dans un m~me 

nive a u par exemple). Dans notre cas, le tri topologique n'étant 

pas sensiblement "moins coQteux" qu'une décomposition en niveaux, 

cette d ernière solution est adoptée. 

La d é condensation exposée en I.C.~•a• nous donne maintenant à 

partir de la matrice U•(G) triangulaire, une matrice G• bloc 
C 

tr i nngu laire. 

Remarg e 

L a supposition de simple connexité de G (cfr.I.C.2.a) prop o se 
C 

que (Do p. ~21), que C 1 ne peut être mise par permutation, sous 

forme G 1 = [ C 6 1 c~ 2 J • Cette simplification permet de clarifier 

l' e xpo s é et n'est pas contraignante (la théorie des graphes fourni 

de s al g orithmes . de recherche de composantes simp~ement connexes 

(Deo p.274). 

Résult a t final 

0 ) Nous nous sommes donné la matrice d ' occurrence C d'un 

systèm à grande échelle S. 

1 ) Nous avons recherché les sous-systèmes irréductible deS. 

2 ) Nous avons condensé 1 s sous-systèmes irré ductibles et le 

système S. 

J ) Nous avons pu découvr i r une hiérarchie dans le système 

conden s é. 

4) Nous avons "dé-condensé" pour obtenir un réarrangement 

espéré commode de la matrice C . 

Les sous-syst è mes irréductibl e s peuvent être de taille encore 

très g r ande. Le but du chapi t re suivant est de voir si une décom-

position plus élaborée de chaque sous-système irréductible est 

possible. 
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C[:\J l ,; , _·11 . i !'[_;L• D ' 1 11 l'( ·1' '\'' ' 11·:'. ,' 1 '.>Jl,.'l)·· 0111rr ·•,• 
--- - ------ -·- --~----- ; __ \) ~_:._) - _ J _ ~J __ •.· ,_.,.1, _ __ l ll\.-:::L_t.1 1,_: - . _J. J ♦ 

, 
J J . 1 ·, fjid U ono et notntionu 

. ~ 

. L.'ormc b 1 i nn ï! l8 :ire l)ordce 
, 

Cnn::::d .. cterons une rnat.l ·j_ce A . Cette mat rice sera dite êt 1'e 

1n j se rrn ns l<1 " fo r me t rir n ·ulaire r) ordée " oj_ par des 

rermut:1bnn :J ::1,ym(~trjqua s des coJ.011ne::, et des li:')1 eR , no us 

n r ri v o .n s à me L t r G c e t te um tri c e s ou s 1 a for I e : 

Î--

• L~ C 
1 
1 

·j ) 1 - -- [~ 

I,2 dé ter ninati.on (l 1 1111r::: t ;lle 1mtri ce correspond nu fai t 

r; ue nous tôch c,ns oe résonclre <!l. ' une man iè re é ·fi.c,~ce un 

s~rs tèmc j_ rr<fduc tj hl e d ' éq Lla tion o dont 1 e graphe a ssocié 

C'flt ·ortemcnt c onn c_:e (voir r,lv.o lwu t) . Il s ' avtfr e1'a qu ' un 

no nbre min Ln, 1•1 ô.e colonnes du "bord " correspond h J.t 

rnr-;ni ère ln 7üus e fficace d c résoudre le s.vs tème d ' é q u 

-tians . 

• J•:nPemb J.e es:3entj eJ 

Corn:-:ict érons un p:rE'.rl1e 0 __ ( ,r i• ) 
\ .J - /',;.. ' 1 • 

:r ' enoernblc:\ cX es t cli t " cncrnmb l e errnentie l " si le sous -

0-ra-nh ê ( !"3er ·•e rJ·) en ,lend r é p .· r ;: , A est n on cyclj_ quc ( 

Ji' J ch e f e t c 11 a. T' • p a p· E: _-, J ) . 

Pr, ur LU rr,1p!,P. ~; , il e:x:Ls :,e nluci .: tu·s ens emb les c:·i r3cntiuls 

C: n ennel e •7lor::-! " c1 1~emble eas ent:i c l itd.ni0 num " ccJ ui de 

totw e (:,3 t?i12Cl!lb l c, s qu j c on li.en L un ro:i.ninum d ' 
, J 

clc!":1ents . 

1_• •1 ·,-rn, le 'r =( • , 1, ) e,,t cljt, "corn ; let " s i 

( x,•,-')<1- 1· ~ ( •.· , •z- )~ 1! 
J 

,aCi to 1t coIm. e c'l.e sommets erit relie r'lan s 

2u 1:1o ins une des devx cti•rections . 
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,'.oien t dC:ll'I' ROT,1iW L:< V . . ' ] _ 

,r € \ 
' -j • • 

' 
C< s cloux 

, 
cion:1r.et:·1 s01•t dj t .relie:· :-ir un "doublet " si les 

'lrc:r1(·..r ., x. ) ct ( -v . , . ) ,rri,rticnner1 t \ r,; . 
1. ,l J 1 

l:011G avon □ ü1. sit11 :=i tjon r:rnivantr: : 

-- ~~ X . 

1
- ----/ .l . ' 

l - • 

• C i r c ll :i -1, s d n ud rrn n t ,cl 

( 1 erre ,2 ·c 7) . 

:Le -ïrc uit u,)2cr3 anp0 1é "circuit dominc:1n t " par rapport 

~ 111 si le circuit u 2 cnL i nclus dans le c jrcui t u1 . 

., 

'C4-' • 
V 

V 

. x5 

.J.1=( , , x2 . ~c5 , x i , x4 , xG , x l) 

J.2=( x 1 , x 3 , x 6 , x 1 ) 

T.,e c.j _1 ·cui t u 1 en t inclus ô,1nc le circuit u 1• 

u., :Gt le ci·,-.cld t d omj_ nnn t . 
(._ 

. n-L'inc:i.r-0 c'l t 1 cj_rc:111. -f ,· cmin· n t 

;; j or1 ca:::;:-'e ti11 cj:,·e u i t dominnnt , toue les circui tR ui 
., 

·rnesi. on son . 

Danf' la 011:i te , "c :irc11i t b.rj r'Ô " ,=circuit qui •., 

C:'l':;r.,' C ïC1 tlll(]\1€1 on [l r0.tjré UJl 801.l!ltflt . 

> , 

ete 



1 ] • 1'n1 · 

L:)-' 1·, j t I'( 

) 

I 

l)o·,., 1 , ·n 

j lJCOllltL!t f:.: (îl\1' llO U :, ·v iono 8.l.l cleb·1t 

Ollfi [lVCllS V il • ano lr~ 
' 

1 en eous- .. :, rs tet:1eo coJTen1 cm cl ;·1 une 

C o 1 1 r-: i. cl cr on. fi J. 1 r, 1 ' 1 L • i c -, d ' oc c u r nt c c: ' 1 ' enseP1Ll c 
J 

-: .• ,,,flu<'!, j ' ] (' l ' 1~q1 1 ·1ti,111'·: 

r· . C ,. ' .... 
l 1 

-, )-o 
• ' '- D ·-

co ,1mc e;11:-·cmlJlc c1 e so-c·b e 

' • ' ' ' ' • ' ( ~: 9 ' f C ) t 

i f.] 8 (1 ) 

( ' f ) == ~ ( ~: 1 ' f 1 ) ' • • • 
( 2 ) 

nourJ B 1 J nn ::J cher ,hcr une tnn n i ,•~ .rc de 18 met -
.J 

- t1•1· :,-;011;0· LEH·. 2 utJ ·v fo!'m, . llou:, erf.'ectuons r1r.0
: rearran,~c111ents 

, 
','ï' ,ct.• i ciues clen 7 ·i .n e c· cL (3,~r: colonncr: r-:11r 18 TT. tri.ce d ' occ:I1 -

, , 
'r : ,-:: l l?ltl("1tr: n0il. ! t·ls ill' - (·, ('l'i'llf~ (~0 lc 1i: 1 '(, l'J , ] (' rri.ncj pale 

•7 , · c L:i 1· c::::tr jct.i v1 f"Jl!C ( -:;· , J) correopo r c1 z,. ln :l ia ·on le nrir1 -

' ,, :718 . rn di ". ;:-r " ,trl e cerf. ct_iqLW ci c lu l!,'1t1·iC8 rér-rn lt ;nte ect 
1 n n pïl' lP f j L~r·c 1 

-.r ..,,. O" ' 1 • : •••••• . t ,-P, • (/_,':, :..t. .. " • " ( 0 

~ ,_ --

..__ 

) 

r,R."' P CJt 1 ntj on s 2s.·ocj_0c:-; 

i=l , . . .. . , u.r-, 

l • / ,.. r , ) Q !.~ ~1 ,····· .. , .. -i, •• • • ••• •• , .,• IJ == 
J J 

'J VC:('. ] f 0~ \J- 1 

~\ = 1) ' 3 ' ..... . 
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",
0 ro ê• c·: 1:: 1: c1c, J 'i c'c:fjr;·i -L:\.on c1 ' uii cn~1 C;l!1Llc i 1·J'érlt1ctitll.CJ d ' 

1 13 nro•niu,eti,Jf! ;,,,·uétrjque ries li. •neR f:L <le.'.J co101rnes clr-- l a 

·nntr i ce c1 ' occurc·11cc V8 wws p0rr,1 et l:re cî ' introch1ire une rn8th orle 

j t Pr él t j V C d C 8 O l U r: ·ï C> 11 P. ( 1 'i ,. 1l r e : : ) • 

, ous fï Y(;n:::-! J.e:--· fl:> vnri·.1.bJ es :c0 , 1., •••••• , x 0 t nous J es 
-\J . 

intror1 11 LJ011n ct··n·--: leD •~ciunt·i o,w r 1 , .. , . .... , r;, _~ . l1lous 

(.:1vons r:!.]or::: L:D r,yntèr11e <lE:G -f"> {<7uatjo:1s \ 9-P, inco,,nue . 

l!c-: rltw , no !R oo J111JGS en présence r) ' mie matr: ce -Lri an

- r; llld rc . l!oL1s rou-✓ onn pnr c onséquen t résoudre f'uc c e s -

- ei v erncnt les éq•1rt Lions et no 1s o1 tenonD l es vale11rs <l e 

x 1 , ... .... , x
0
_r,. C1:Js valeurs rrnnt a lors i n troduite s dan s 

les fonctions f_c, .L, . .. . .• , f a ; nous obtenons un syst ème 

(1 C r, 8 q un. t j O 11 G ? '. r ÜlC' OJ111 U 8 s . J 1 0 u 8 le r 6 s O 1 V ( n 8 e t d On C 

(l ( c, '' } C l' 1 '"' ~ ,r X 
.t ·UV •• ; l û ,:t '"8-1) .,_1.,••• • ••••, \} . Ce oont CES 

v.__let1rs que nouo ré:i.ntroduio.>r1s clans l ' a.lr•orithnw . 

] 1 înuL é;:nle: ont cté-Lcri:iner trn teot C:11 urrêt:.\ l a 

f:i ~1 u u i. roc e ë m' s , no u o c r-i 1 c u l on s 1 a di C 1' é r en c 2 en t r e 

le r' VA lGtJJ' '.'' n tl8 10u s n vons :·t n -LJ.'O(h;j tes et les vaJ eu rs 

que no, n ol,tcrwn. ;1 le fin . !,6s qt1e to11tcs c ,r:i dit'fé 

- re;nc c n ,, or t r\r,;s ~ Gr, • • une c Pr tciinc prt':è j s:1 ion , nou::-; 

n.c ~torn1 le D{'(,(:f :··::UG et con..,jd ,~ ror1r, que les VA] eurs 

1 f. 
J 

.l . . .1 .. .1..1 
1 l l l 

Y,+ , l·· l· ·i··l 
'-------~ 

fi"_1 re :2 
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1 
·l'.;J 'lV Î /)rJCi A1.or:-, '1 11 rjli(~ nous AV:i r _ fJ J,;nE (j· •l '[-l 
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, , 
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1 .. \ 

,. 

/ 
/ 

r, 1 , .. ' ,1 • j _ t d ' 

(' l, 

l '.: ~111 '3 n ' 

• 11 conr.:L:,tc n111\ oj_ 1 ' on nsrt d ' t111 

'11l11r,i('1, xj , on ne n'Hl 1 ,io j_n dre que r::(; S 

'}0,'.l[ilf'l,S Y.ét\'•·C j > i . f,n ne IJOlll'~'El ),é!.fl 
cl 

; • o rr ti ( l' ri P c. :i • r: 1.1 j L..: • 

- V 011 V C :i_ ï_; q U C ] 1 on ,'-'Elrcle des "o 11 

, ; 1 r C 1 ; :i. t S • 
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-;~i ci·1 1,n:.:c ·\-== 1 ':ii i, .. u .. . .... , :x 0 t , on voit q 1H' le riour: -

r ,,n!'c 11l:l;t •,n L! Pl f3L 1npr j :;,ant c rn f30 1'r!1 ' [;3 en t rwn c yc.l j 

- 011e . 1 ,,r.· ! 'f'i1iit1c,n , !1 .st alorn un r:.n r=, c11h l ~ ersent i C" ] . 
'-

l'n T qt:,~ 1P syste11e r é s olwrn t de ri é qL :::it ionD 11 B i.n c o rrnues 
.... 

-:11•~ 1rne (' ·i ,,1(·mr:do11 !,t:inimnle , on ta che ?1 ce uc 1a ma ·i. rice 

u,u· le r, ·, e , l'.eGt ' ' 1 ' ensernl.. l mi n j nu11 c~f:8en -

- U .r l '' 

Jon•7 ~qur,,t , , , t0.r 1:1c clc~ 111,~orje <~<:R ·· Tanh cri , ecc i. r·cvi rtt t 

'1.e1 ·1:1j 11er t . 11 rm:·r.:.n!/1, :,j 1 j 111um ~::r·rn l;1 nl d ' un , .retplH: 1,j_r j_,-·· e 

rl r~ 1 :i n i n'l J:-1 lt . 

1 0 cRl1ul , :lrP et ,J(\[ jn:i L:icnr:: 

J"1 o ' a 0 • i t r. e 1 o c on n ,, j :-i fk. c e t op o .Lor· ic:1 u c n m _ 1 è t c ri u 

r1ouG - T .. :, 1c ( 1'cr"·e ror~r:: '~ ) ;: (l .'!u ad,1 \ x \) 0'1 nd,7 ( x )== 

l . l: - t (· 1 ' L 1 .:: _ç X ' '/ ) 0 u ( y ,"'( )E. l q 

l , c " :"'T n T' 11 c r5 t i (1 t1 P t • ~ 11 a r: s oc j ' 3 == ( .. , 1': ) e s t top o l o :-- j ri u e w en t 

id e11 l.ique > C~ c-v:ccp t é que cbaquc r rc ( x . , x . 'fo ~ po:rtc un e 
l J 

ét:ic' 11et.t3 1 ·,.: ; ,~,; . j qt i 
- J ~ 

rcp r·é rrnn t e u.r chenün de l on~ ·1.1e LU:' 

11 1 " c1 c Y. • :1 x . cl an s .G • 
]. ,1 

J,n " tob le de couvertur e " ec t un tab leau eyant comme j m1 ic f 

cle }j ·n ,· o les r--;01,rnets rl u ,··ra _1e eL de c olonnes lec d:Lf-'ff~ 

- rents circ~ i -LR . 
1~e te1 ,lcnu i7 1icr: entr~co l·ooL'.'.enn ,s . ChacLFl des r.j rcti-i ts 

C':-1:; '"l()i;o (~!1 rl':<y:m t 11 ·1 11 [1\ /C SOl1L•10.t s jntr,rvenant dans 

le c:irct,it • 
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Joi·s de la rech erche de c €t ensc~rnb le mi n imum essen tiel , no us 

f::i;_sonf1 anpel nux (llla~r,-::. t r ~nsformA. ti onR müva1.tes : 

tra nsformatüm _lf_ 1 : Su1212re ss ion _d ' un_somrnE·t_x 

1!o us enlevons dans ce cas le s01mnet x ainsi qu e c:es arcs 

jnci den t s ( Be.r 0.: e par·e ) . ·1 en r é sultera un so us - '-r'lpl'te 

'.": ( { - tx }) . 

r 

Si nous suppri~ons le somme t x, , n ouR 
..) 

aurons en fin d ' op~rA tion s le &r a ph e : 

• r __ 'ran sf orma tian '1'2 : El i mi nn tion d ' un somme t x 

Nous ôlirn i nons J.e s ommet x e t nous ajoutons d e n ouveaux 

arcs nu .~re.phe ;-, (':- {x ! ) utilisant lD rèr l e .. uivrmi..e : 

on ajoute l ' arc (z , y ) ~ ~ (X-\x \ ) 

ssi ( z , x ) et (x , y )~E 

.... 

E Lt s allon~ é liminer l e r onm1E-t x,ma is 
,1 

nous al lons olor □ voi r an1arai t re 

Je ux n ouvea ux arcs (x 1 , x 2 ) nt (x 1 , x4 ) 

r-1-=-----
' ---- . . 

-,..___ 

-------- ' x ... 4 
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i 

. t rnnn r.orma tior:i._'r3 : _,, U:Q]2ression _ d ' un _ A.r c _ i n c ide 1 t _ ':i _ x 

Nous en l evons (x , y) e E ou ( y , x ~ E rie G(X, E) et nous f or 

- mons un nouveau r; raphe 8- (X , E '-\ (x , y) ou(y , x ) J ) . 

t ---
1 

,. \ x 
--- - 4 

Nous allons supprimer l ' a rc 1 (x 3, x4 ) 
i n ciden t au sommet J:4 , no1,1s obtenons 

par c on séq uent : 

. transformFl tion 'I'-1-: E"U. .nina tion d ' 1m sommet x da.ns un 

s ra ~e _ét i quo t é 

:N ous suppri.u10n s un s ommet x et nous ajout on s d e nouveaux 

arcs à J (X-{x \) en util i~ant 1 r~g l e suivante : 

Si (z, x ) et (x , y )E ~ alors on aj out e ( z , y) à 

G(X-lx \ ) .. Une adresse t z ... .. x ... .. . y 3 es t • 1 

a ssigné e à ce nouvel arc oh \ z ..... x ~ et 

1x ..... . . J son t le s adresse s de ( z ,x)et 

( x , y ) • 

-J --- -- v 
\ "-b, "'--,~ 

X4 

Lous allons él i mi n er l e sommet X3 , 
nous auron s d onc deux n ouveaux arc s 
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. 
(--x 1 , x'.!) o.v e;c l ' adresse t x î' x 3 , x. 1 ~ 

et ( x 1 , x4 ) • ve c l ' ad r csse {x1 , x 3 , x41 

i 't1 le rn!L r~1· po jnt ctnns ce paraeranhe v nous donner succj n cte.nen t 

1 ' a l gor:Lt lrn1e quj nous per, ,ie t cte de couvrir l ' • enscm\, le en sentj e l 

nünimum . 

Note. 

J 1 

1) He duction: c ' es t l a simplification du ~raph e 

an moyen de pluc:•i eLn· n transformations . 

•) )lléduction c o,1plète : ( du f" r aphe ) a u moyen de 

transforrnRtio ns diver oe s , nous sommes arr i

- vés ~ él i miner to us l e s a rc P et à ne plu s 

avoir qu 'un seul sorn1 ,1c t . 

J ) Tiédu6tio _ comp l~te de la t aL l e de c ouvertur e : 
au mo .. en de trnrrnfor rnn tion s , no us sommes 

., 
a ·tr;ives r ne plus a voi r qu ' un e seul e colonne 

dans 18 t'1.1 1l e d e couv erture . 

4 ) l3ranchemcn t colonne : n us co n" i do ron s une 

colonne le la t able d e c ouv er ture c ad un 

cjrcnit . Jf ous a llons consid E~ rer un é1~·rncn t 

du cprcu i t Èl parti t· d t1qu c l in effect u , les 

transforwa tions de r éduc b on . Si nous arriv on s 

Èt une .rédu.ctio.n co rnplèt e , nous aurons att e i rj t 

notre but . Dans l ' autr e cas , nous passons hl ' 
~l~men t su ivan t . 

-- -- --- --- - - __,.._ - - - -



' :--: t er 
:r( re·ct uons des r~dt1Gt ionn 
p r • 11mi r1F1. i. 1°e s S11r le 3::r· nhe 

. r. 1u rn oy0.n ,1 ' ons . de r :13 l cs 
1 tor o J. o ... j quen . 

F' trrn 2 
fn:•·e nd:r.on.~, t ,u s le s c i 1·c 11 i t ~ 
r•·rt in 2n t ·~ du ,)· ra , ;,1e . 

"'te,, '3 
Cons t ruisons u ne t ri lîle de 
c ouv e.rit ur-7 e t ef f' ec t uons 
A él ré d U C t -j. 0 n . -~---- -,-- ---' 

sten ~-
t ti li son s le br an ch emen t 
c olonne our dét er mi ner un 
ensemble mi ni mum es sent i e l 

l 
C5 

oni 

oui 

IJ . J . 5 

c l e ~raphe n ' adon c + 
qu ' tn Reul sommet . 
1.:, .. 1•: =c e oomme t +c eux 
ayant e u de s bouc l es 

,..__ _________ - -- -----

c E.iŒ =t o us l e s som
me t s a yan t un e bou 
c l e au d~bu t ou en 
c ours de redu ct i on 
( =1 e lemen t da ns 
unE; colonne ) . 

]! ous a l lon s danG l es parav r aphes suivan t s expli c it er chac une 

de c es étap es . · 
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Il . 4 . 1 

L,5f i n j_ ssoi1e et c o.1 lin ent onE1 les cinq rè:.: 101:1 d e r i":'Hplifj_cHt:ion . 

narp elo.ns Je but que nou o pourci y j vons i o bb:;n ir , 1,1t1 sous - •.raphe 

sa1 1s ci1 c1dt i-1. nart i r d t1 r; rap'ne • a s socj cG à un s ou·s - s.vstème 

i 1".rÔducti hJ.e d ' é(] ua tj_on s .. ( c G f-:.1:'cirh e est , p;•r déf :i.n it io.!1 de soLts 

.. :yp.t ,~rne :i.:cr ,.- d11cti.hlc~, for te ,11en l.; e onn e ·o ) . 

h o t.s 110 11A flerv i ro,,s 11 ' 11.n l em1,' e 
I 
dons· l e par a.e:1·0 phe AG ra r,po.1· 

I' 
- t: n t à l n re r l e J ( 1L~) cte s :i nmlJ f.' j_c:=i.t·ion . 

Lerinne ·1 

' 
CU::.EU1,l:1 ) Ji ;:)Ci·.,1 .. 1•:'113 

IJ, Li';\U 'I' wr ) L :3U.l"1i'T'l''D ' EH m,:1L1nu11t1 ; c ·t• 1 ) 1 - 1 
J: j 

;:.J Ol-.i .r::, 'l S l'O\IR ; 

EJ'T n1ns1,:i .. '11(,'Ui) LE$ CltWUJ '.L'~ , 
i , 

<1_€:J~~Onf\3-'~ l'_R tio1.1 : PE_~é c urirenc e . 
J ., 

a) ti i L=1 , le l e1 wie est vrr:i i ( le g rc.phe etnn t euppose 

sans bo uc l e) 

C • l'J • 

Il faut au rn oi ns détruire un s omme t du r r ·aph e 

p c:rnr br j .ser J e cj· r , 1d l; l X 1. , x 2 \ 

------ --~- -----
. , 1 - x,j - ,_ 

.. ---- - --------

IL e s t cer'tain que clét J· uire u n somme t du r:raplie 

brise 1 0 r cm 1 c j_rc t !it du gr apb e . 

c) ~3 uppos ons que Je lemcr1 e soit v rai pour L=i~ ?, . 

t"' 

Dcimontrons ~ 1 ' jl es t v r n i pour L=i+1 

..,oit le p- r-r, phe \ J o,yan L '[)Ol.H' en-·_e ,nb1 ~ (I E, S Ch 1" !e es 

lx1 , x,> ,·· ·· ·· ··, ··, x · _1J• Une co11séquen ce de l a 
,.. ' 1-1 ' . ' 

dôf i n i t ion de f r~ph e co ,t1p l et eu t que to ut s ou s - 1 r1:1ph e 

d ' 1111 .::.ra plie complo t eAt c: odip let . 

,; oit le so qn- r:i; r ,, phe cio G 11.' .1 ,ri t r1c,_ur fl0tn:1e t n { 1 , .. , x ii 

Il es t co ,np l et . 

1' n r 1 ' 11? o t . l ès c d e r ; c L ll' l • 0 1. c " , i 1 f n ut e t i 1 u u f f it 
., ,. 

(le d éè 'L ï_'uire i - 1 sommets pO L!I' lJr•j_ser tous s es ci:c-



• r 

.... 1 ' • • •••• ' , ·j - 1 
11 ,·· < : , l lo dl l • r- • 1 Dl t c ; le:-; i ·, , 1 l '" t' -. .,. ' :-i. t ·v· 1 1 ~ , ; : ·'" . c.:; •. • 1 

J. J + J'or ,inn 1, 

! L co.,m l P. L) . 
J 

l oe J rni nie c b,,1 l: prOLlV') r,ou ·,, J,::-:: , ,tous ~111 . ·olifJ èk L1·ujt 

L'I u J···pl1 n ;r ( i --I )+1 : 10I11rnetu . 

cq ! d . 

i l • • ! . 1 

I 

• ~ ·
1 t:? ·1 •1 ·1 

J 

11et1tliro ]< , :-~ o-·111;,, t: ( 'J'i ( ld) q 1',':,d il y 111··tl lci1,c: ] c· ·, u 

I 

Gn e e.i t certn i n , 2 i o, o. ur·,: .ouc l c an rnu·,1df:L x ,n ue 

J l l • t ·1 ' '.L • • · t • ( 111 •) ) .a ·>01 1c. e pro v ~ en·; ,_ o. J u,:1r1"1. ·J nn ,. 

, j I r ·j· .-1 ~1 <.. 1 1 ~ ,' J r~ 0 1 • n r ovo (1 11 e n nr c cl u , r c .:. .r €- . P. ., c u .r . 

1 ) ', 11 c1i::'.p r, rt , l o · J ,'phe E:Ht r:~rn f3 l lu t1c le( ~19uo 1·ra 

- phe du :..r: 1 1"'\he d l: f lux( ' i nfo1•1.· Lio11) . 1 

·~ ) '! \? c;·: t l A rrnu l c, Lr ,n s:forlll '': tjon apn liqu(e Fi U 

,;rap lJC! , (1IÜ .. r'ée de s arc:s . '.11
,.--· a Dou ·"' eff e t d e 

rl i mj nuer l r1 J. on ° u -: ur(~' jclle fE't p:=t f·, e Jj !~~ ) cl ' un 

e 1 1 c rn in G t 1: e d e u x s o Tii. P- 'L s sans on eh a. n , ··: e r l e 

nens . 1.I\:i tl'l,(~ 101 ,cle provj_ e,.1 t d ' un e irc:uit uu 

• : T a p;-rn or j -- ·i n a l dc; 1·1 t o, q d i'iü.n u( l,1 l û 1,, LF; t 1r 

, 1 • • .j • ( ,,. ') ) • t pc.r 0 l t!i :2. n :°C lOl1 - ~- CtC 8 01:"1,,e· s . 

·1 11 :i 8 q L1 e , e C i r C l j L n I n (1 < 8 (:; t e 1: r i f'! ,S ( fj I j 1 l 1 

• 1 v -::i j t é, t ~ on n ' o . r =,ü t r ,1 r - L r or · s j b i J. i té cl ' 

r, voü.1 Irn e boucl a )la snulo nos rc: i b i l j t,~ de le 

~ 



~n :i .!d 11 <) y• 

in t 6r i. et 1r 

dPns l ' e1 oei"11l"Jle lainirnu, " cs senti -:l cric (~ ' :1,,r-J 

- 11 L,i.< r R 1 . 

~ ) ~ • l e f==>C>1n~111.; t x i,'.L'2 quond l e 111 J.n11ntrir1 :; e \ 
L , , de:· .1·.~ extc':ri8ttr d1c; . l e~· t 

// 
- - ÂJ~ ~-,-

- ~ ~ '7, 
,.-,,1. ; ~ 

'. ,. 
' 

.. x· 
............. 

;,. :X 

""~ L. ('.;~~'"' 

-- Y, ' 

i: , 

C ()lll. îC il t •· ire 

' ... ·, 

' ·-:' 7i 
.. ,; 
;,' 

,1 .: 

,1. 

J-

(, 

J i .un circ.11it C1 pa::-:p c pnr x , il 1::i c'ss e cert c.ineu,c;n t 

j 

nar y . 
✓ 

On est clone cer t .01in CJ Ue de trui.r e ,r br:i :·rn nu . ,oi n ,1 
.✓ 

to us le s cj~cujts narnan t n ~r x pl us cventuelle An t 
J 

rl ' nu itrr::r ci. r ct1it 'Ei (n e c;o. q rcn·cin t p, e J. ' n .rc(.y, ,r ) 0 11 

( 'C , y ) tTirJ i 8 J ) [ 1 SE: • l 1 1 t p. Y' / ) • 

( 'n p (; li t; c1 0 J I C C C 11 V' . ni î' C) l1 e X t l ' j nt (; r V j D n d r r. ' G 

11 1ris le cho ix u ' Ln erine,1 b l 0 uü n i ,n1im c~,n cnt:li-1 . 

. re _,. le J -------
Lli.1j 11er l r. so.iu •'~ L 

l) .:ci (• t 1 "L 0 C 01Ji p 1 ('; t . 

C OliTtlC ( Lri. '' 8 

l e S O L1S 

tt 

.. , ' ., O l 
\.,Î =ù' Y.: u ·,d,4 (:y)) c:'o inpl e t c o,1,p:r.end 
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t j_ l s u r· f' j t 

d ' en dôt.nüre ,- ·J ponr en hr·ifJ er tc; 1,1:--: l c1..; e~trc1 1ito . 

L.,? r. r t1.irc ( 1J.11) lo nomno-L x th hr i ··•e1··1 ,;a.: ~i L -. LHJ c:ir 

- e L• i t don t l es a:r c e ot , ~t l ' e: { <..:G11 ti !-i <1 ' 1rn somrriet , 
' ' 

l es so,mne ts ne sont ~:' s der, .I r p 3 et cow1 e ts d u sou s 

e;r a p 1 1 c G ' • 

l •0.Lruj_r c ( '.l' 1) l es s 91.nr1e t r, .th=: n.d j ( x ) , , . .- p p l ur; c'le br i s er 

t ous l efJ i.rc t1 j Ls du' oqs .r ,ph , .. , ( cl s c i r cuj -L s cl ont 

tous 1.en nr·cs e: t s'o1,u1ù:,Ls fJ(inl; clt r-;uur - z:; r ·i: ,p l e ) , pc1.:it 

au:·•c• i hr j s,:: r c1 ' autre D c irc ii-i ~n . 

Un c } o i x op t i mr .l sera d onc posé s i 1 ' ot1 ch oisit de 

d6 tr1d r e l es l,-1 0ornnie ts d C' :'1.d ,i( x ) . 
1 

Hemarque : 

Fn f' a i t , s j_ 1 ' on a pp li q ue r1' 2 ' x ~ cela t 

coin cj dcrR a v e c ~otre hut p u i sq ue dpa 

bo11 cîes npp u r a:i t ro t h ch ·-: c un c! es 

SOI nr- t S de fl d ,i ( , - ) U X CJ U Cl O O O cl pp J, i -

- q t1cr a uucce Es:i vem ent Iel . 

pétn d r e ( 111) ) t ous l e s r-i r .c ü1ci dcri t c à :x , cx c f pté ceux 

f or ·•wn t d es do Ll li1e ts :.:d. en r eti r an t l e..., 1rcs .fo r man t , 

doub l et , _l e rn i tü .1 lï111 de \ de rc. j n t Grj_ r.: u r cle :-~ , de _r·é ex 

- t c.;rj c u.r· df }: J ==o 

... . 

/ 
)1 ' 

. ' 

~ .( . . ,... • x." · __,,,,,. .. 
,! ,. -

.,.v.· ' 

-__ .., ,,, 
, 1 . l 
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'ous .l .::: :·:· c' ou J.e t s \ :x' , ~• ~ .. . , .. \x , •, '\ do j _vc 11 l être 
) 

brü1_; (~e sont dea c :) ,rcuj.ts) 8 11 det11 u i snn t : ·" 
. ' 

-soit 1e 1:i'o1::.üe i • x 

-- so ~.ent le s s o cr.ùl1'e t s 1? , ..... , ~.; ' { 

,, Totit ci,r.cuit C..; pr1sc-: · n t ·prn · (7, , x ) ou ( x, z) clo:lt 

passer par un des. ore s ( x , ,v ) qu (.,: , . ) puisque c f: 
1 

s o n t 1 e s se u 1 s ~1 r c ,., o or i; c 11 t ( c n t rat t ) on x ; e L l~ . 
• i l 

sera donc , dans l as deux ca s , bri e6 . 
,.'ion ei.1lc~ve lf, s ~rc o (,7 , }: ) , .•..•.. , ( %1 , IK ) ( ou( x , z) 

...... , (x , z ' ) ) du r r nghe , on ne d~t~riore pRs l n 
' 1 / 

recherchfl .d ' er.tfiemli l es minj m·. ux en sentiel 1: . 

, re r; le 5 
- ---- ï-- -

, 1 

Détruire ( 'i'J ) l ' arc (y , 'x )é E si ( x , ,v ) ; }; et 
0

( y , z)f J•, CJUélfld 
,, 

' 
De mêt,1e , élô trui.r· e l" n r c ( :, , y ) si ( y , x )'Î B et ( :z , ,v)E. .E <;u -•nn 

(z, x )E. B 

co r. mo n t r- ire 
1 

\ to1 11. c1. 1·ct j_t '' v:i 

,, 

' ,· 

. . 

n s snnt 

corx·ei3pond 11n çi:rctii.t pass1ct p,.1· ( J , ?.: ) • .::> i or: brü, c 
A 

le c :i.r'CLiJ t '. , on bd.se du 11cme f a it. le cic1.11 t C .. 
- ~ 1 

1i 

' ' 





,. 

., 
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3 i on bri s e le C'.).l'CUi t c;i. en x , on dpi t enc or·e hri.- . 

- ser l e cj_rcuit CJ! •. ~i on enlève dt1 :'.·r•:- pr-Je ·1 1 ure 
• 1 

(y ~~ ), en ne fait , guq ~j i pli f ier l e DfGJ l ~ma 0e 
·I ' • l , 41 

re c erc.he d ' q,,;n ense,1b~e ni 1· i1.:u; eesenL i e,l , ean s le 
' · ~ 1 1 1 

fausser ; on s occo n, ~ra de bris~r l e circuit C' plut ; t 
! i 

que de briser à l a ' /oi~ C. e t C! 
1 , ' • il.. l 

1 
1' 

·1 ) Par , cer:i .s :i. i.aplif:i crntj.on :::, ; sq i t ou r édt.:ti t <:omnl~t'emen !; 

·.·: le s raphe; so i ~t _il r~ste de s arcs . ün est de , ito u dJe 
; ' t / if. 

:·11 façon certa i n que 1 E1 , c a rac tère "ca rcl i nal.ite m;i. ntmrn " 
1 ' 

çli' un , eri nemble • o sscm ti e l que ;1, ' on 11 chorc h 0' ou que 1 ' on 9-

':l,t 1·;H1V? e~t . co4 s ~ ·. vé . t•,; ,, ,. 1 

2 ): ppliq~ .r le s oing piü1pli.f ication s élimi ne ëll. es poss i -
• ' 1, 1 

- bili t ,··s c1 ' cns~mble~ minima ux ess'entiels . Soi t par ~ 
ex emple ci - dessou~ (f~c 1) un ~raphe fortement connexe 

1 

à s i rnp li f' i Qr . 

~ 

fi 

r, 
i 

~ poutrait choisi r • soi.t x , aoity c o.rue ensembl e 
.i minim

1

t.m1 fi]o sent:i,.el ~,CJependan t,'a )pl i q\1e
1

r l.{2 à y Bl,lppr i me 
, tif ~ ,(, 

f' cJé fin;it;Lv ement l a 'p o s sibi_lité 1 d ' avoi'.t y d a ri s qp, ensem-

• ,.: - ble mini nurn e~sen tie l . De mêp1e p o ul!' x . 
1 1 111 ' ,; 1 

• ·J ) L ' ordre d ' app l iaation. d~ ce ~ reg les n ' a . ucune 

H'\ np ortance , si 0e n' e st que' , s\li van t l eur ordre t1 ' 
l ;1 , 

~ppli~a t iq 1 , on PfUt ~~ouver 11 un oul ' autre ensembl e 
" , , r , , 

,
1
ossenti ; l , qom~ne , le m,qntre .J.i"exe1n,p l $,., ( fi 1~ 2 ) d,' un graphe 

•1 '. j'o,rte~ent con:iie~e . ·~ • I 

•·' 
- X 
/' 3 

/ 

', 
' \1 " 

., 





l , 

. ' 
1 

' 
;'' j , on t:f1f~a-j 8 d I pp l i q trn r in 1é' 11' 1 dP.S 30 J.Tf. te au ::i·arl1e 

n rern :1r 11i e r: u -, x
1 

est l e seul oo,nme t ,7 ü r:.rn prote ~-

l ' c pDJ.ri.ca l: • ot1 de cet t e .r ~~le . 1n trou v e \ " ~, , X~ \ commG 

ense b.l " c so en-t iel min:Lrr1um. 1, aj nte.nnn t , essr1 yons d ' 2np J. i 

- c, uer n ]utôt H2 au mêae .?~rar e . ün
1
,peut é lj mi.ner ('.i.i2 ) x

3
• 

' ~u~van t le s crm1e t 0u q 1.,1 e l on a 1p liC'J1;era J
1 3 , .on tro uve 

olors un de s en~emb l es, min im~ux suivan ts \ x .
1
, x~ l, ;, t 1 ~ } ' 

{x2 , x 4 l 
4 ) On pe t,1 t 

,l x 1' x 4 i • 
, lors du processus a·e s:L pli f icntj on üu. "Tap be 

J 

a roi r 1 . ,h oix entre dif l'éren t e:s re t,; les h ar,ril iqu .~ r au 
même sorn1ne t . 1>ai~ exemple , nu grapll o' da l!..1 fi ft ure ;~ , au 

som aet x
3

, on p e ut
1 

•'applj_ouer soi t H2 , soi 1: l\ 5 .. 

J~' ét pe 1 de l ' a1-~orit t+me p~ elhe nn c; et Ku11, se r,:;sume' à c ec i : 

!:11îpl i ouer , t ant que ce l a ' .s~ p o sFü l e , l es rié p: l :rn H1 à {5 à ! 
c:1nq ue soinme t c9 u ,·•r•aph e ' r · dtü re , et da ns un ordre qu ~ lcon -

' , l , 
.- que . ·,:n fai t , noue pro . o sorrn d o.rt s le cl1a pi t r e l.V scc tj on 2 

1 

ün oJ? g f.l.n i p- r a.110-\le qui .t.op o de ~ n orrlr e 
., 

ctc ce 2 c i nq reŒle a , □ B le but de ne 
af t l rmj_n ~ rl ' npp licatton 

1 

pas (- s sa. c.'r ,i11ut:LlomeL1 t 

'd' Applj
1
ciµer 1.me r~c; l e i\ s om1:1et . 1 

1 

I l . ,1 .. ~ Al ;TO t'i'Lhwe d e • Kevor ki:1n 
r- - - -- - - - ----------- - ---- - ~- -

(1v ant CJ:rnune: et 1.ll, · , Ke vo.rk i an(lev J] ) a 171·o nc,s é L1Jt c l <'• o:cd.t -
~ I 

- 'ïne cl on t 1 d .march 1 est très proc} ,c d e 
,, . 

• Jt 'J' Ku . ( C . K ) . :\ ussi , plu ·· ôt qu e de dé crire 
J , I' I I 

ref e~ona , san s 1citer l~s enoncea , montr er 
1 ., • ◄ 

l es , re~le s R1 à R5 de iC.h nour obt~n i r l e 
Kev ork1i an . 

1 
1 ·, 

1 1 -~ tupe 1 de Cheur1g 

l ' ·:l : or ithrne , n ou s 

c ommen t Gppii riuer 
m.êwe r é s ul,t ::i t que 

Ce end n t ,n ous c :i:t 8r on. , sans l os co Jr1cri··cr ( ces com,nen t t:i -
, j iJ ·'- l 

- r s etan t du memc t .,rpe Cj l,) e ç:cux , ro110 01~g dc'lns l ' e:xpos ô des 
,I • .,.. 1 , ~ 

r~ gles, Jrf G. lt5 ) deu~ 90.rol,iaires de 11 ev ork an qui s i mn lifien t 

e . i uation r oh le s r~ rr les R1 à 5 de C.K n~ s ' ppplinu ent 
1 

p F.l (3 . 

Nou e iliontrerons , _ur un exemn l e , que , ev orki an in troduit une 

i ·npli f ic n tion erroné e .. 
• 1 

' ' ' ~ 
ij 



Nous sug ::-,ererons omme nt fon ctionn e l ' nl rori t hme de I'evorkj_8n. 
e t pos erons à prooo a 1 uh exemp l e ,ln question de eavoir s i 
l !al~ori thme perme t la r dduc t ion d tout graphe . 
f~ u~ choisirons enfin un al r ori thme . 
La a ernnrche de l(evorki an consis te : 

• 1 

1) Détr uire( 11."1) dans le gr aphe , un sonune t do nt on 
' s ~it , apr~s examen du s~a he , qu ' il app, rtj en t l 

' 
Ll c11semble 111 ü1imum es sentiel dont on a commc::n cA 
la r ecµ~rche 

2 ) 0 ~rer également des sirnp lifications , ~1 i t surrri.
- mer( TJ ) ' d ' a cs ~soit é l i mi ner( T2 ) de s conme ts 
sur ce graphe . 

J 

/oic i c es simplification s ·enohcées s ous f orme d ' ap p,lica t ions 
' ~ .., ' ' ....... 

des r~r l es H 1 a n.5 de ' C . 1. . NouR r ardons l es
1 

memes notations t 
ue (Kev IT ) our que le lecteur int éres s é pui sse vérif ier 

J I 

quel ' cnoncé se tran f orme bien en app lication des reg l es 1 
1 

H·J à 1'5 de C . K . 

I \ 

Theoremc 1 
' .Ap liquer H4 à x ·, R~ À. x , .t 1 à x . 

r • r p J 

Note : Les arcs in ciden s à x oon t detruits , r 
s i on· anp liq ue C.K. I l s l e , son t auss i 
c :.1 ,;z Kevorkia n ( ll;)mme 1 plus loin ) 

ireI 
' 

ppl iqu r R4 à xr ,R3 àxr , R1 à xp e t xs . 
Wote : rn8me note que pour le t h 1 

coroll r Lr· eII - - ·--......... - ... __, . ,. 

1 ' exi stence des douolet s '\ x ,x \ , 1. x , x \ , 
P . r p s 1 x ,,. X ! 

l q ' r ) 

- ble t et 
' \ x , ! o' ~x , x \ n ' es t pas un dou-q s p q 
avec \ s oit aucun arx (x , x .) 

. p J 
• s oi t auc un arc (x . , x ) 

,1 p 
et ayec {soit aucun arc (xq , xj J 

soit aucun Rr c (xj , xq ) 
ave c x .#x e t x. j x 

J r J s 



f 

1 

~ '· 
t, 

J J . 4 . 9 

· ~ \.": ,,,~ 

:~~7~;~· 
' \ -

'· l . 
' ·•. ' '\ 

I 

,;ji,{' 

- -~ ---r 

-:-=-~ 

If 
!' 

·,.,. 

X 
1 p 

1 

X 
(\q 

' . -
\x 

" p 

L' et ap e 1" de C. K perme\ 'tout au pluo d ' appliquer 

R4 à JÇP e t • X ~ • " 11 q ! 1 
;;., ' • 11' i! ~. ~! "',. l ., .-,.- .,. " n 

co r ollair0I J I 

1 ' ex i s tçnc c,, des dqublet s \xp , xr ~ , 1 xp , x 8 \ , 

l" l xq ,x'.r, ~ ,, \ -~q '.rs ~, et ~xr , xs \ ~vec 

---~ 
"'· •• -l 
~ 

1 
soit ,. aucunarc ( x_' , x .) li 1· X;-=/=X .s J ,J p 
soit aucun arc ( :xi. , x ) X -=IX 

' l ',l s J q 
• X . =,:X 

J r 
•I ~ . --a..._ X E. :p ·-;--r r 

' 'r'· 

1 

~-) 

-1 

.. 

-~ 
,,/f 

1 

li 

"-. 
' ';.\ 

' '- ' .. :r 

r' 
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\' / , • .I 

Ici aussi , l '_é t ap e 1 de C.K n e peut q ' ope r er au 
plus l a s i mpli ic a tion "H4 " a us omme t x

8
• 

i -r~r~J ~ 2 

lemn e I - ···---
I 1 s ' a c; i t d A R4 de C . K • 1 

l emrnel'J . a e t Jl . b 1 - -~ .. ~. .. . • · - -- __ ... __ .. ,_., 

On l n 
... 

s i mplif i cat i on a meme 
• 

qu e 

Note : 8i h a un oubl et 
- q u o di rec te ient le 

pour J ~2 de 
' 

X , X \ r, s , ' on, 
theorerri e 1 

- vorki an au l i !'.;U de 1H2 de C / 
• • 

SOJ1J11 e t r 
s omme t x

8
• 

l e tnraeJ]._L. n e t 1 1 . 

S\ÜVi e, 

1 

de R1 de C. K 

C,K. 
appli -
de Ke-

au ~-
a u 

a H3i :l l exi s 'to di;,s arc ( x 1 , x , ~ • . . . . ( x . ', x ) 

'1 

. p r , , pJ 1, r 
e t ( X ' X ) a V e C q u C L1 n d Ou b 1 e t 1 X . ' X .,\ • • ' •• \ X .• ' X \ r s I r p ·• p ,J r 
et ave c des or c s , ( x T, x ' ) , ...... , ( x _ . , x ) 

p s " PJ , s 
A~ RS si on uppr i me du e r cphe l ' nrc (x +X ) , r s 
oh 11er d i müvi c p:is _, lr1• t a i l+ e d ' un eJlsembl e 

e s s en tiel don t la r ecberche es t en cour s . . .. 
-b )an~log ue a u l emm e l lI . a en chr.in ;3 eant l e sens 

d · s t1rcs . 
l 1 

Ces J. eminc s r,o,1t ano.J.o ;ue :-.- ÈI. HS de ,C~K. Ce penda n t , H5· 
1 

i np ose qu ' i l n ' y a it c.uc un ' au t rc Etr e i.n ciden t 2:t x r 
vers l ' i n t er ieur (ver s J. ' c:x t eri cur ) que ç eux ayan t 

ùu - .,_ 



1 1 

1 

JJ . 4 . '11 

, , 
re spec tiv emen t pour ex tr emi t c init i a l e ( terminale) 

xp 1 , ••• •• •• , xp j. On 
est indispensable . 

s ' perçoit que cett e précaut ion 

't 

Il 

Posons x =X x = X · x =X · x = X pour • p 1 p ; p2 q' F r' S S 
, r ejoindre les n otations de Kevorkian . 

Prenop s l ' exemp le du graphe fo .r tement · connexe ci - des -
J 

- sus , dans l es condit i ons du l emme I I I . a . 
Ce e;raphe comport e, entre ' 'autres t I circuits xr .-x,s 

- x r.ii >Xo<i xr avec i=1 , . .. .. ,, t qui doivent être 
brisés . 
Appl i quons l e lemme ]JI . a à l' arc ( x , xq ) , qui peut r I.;:: ,, 

donc ê tre retiré du gr nph~ . Si no4 s procedons ensuite 
co~me suit : appliquons le l emme Il au s omme t . xj 2 ;n ous 
obten ons un doubl .t l x , x \ qui nous me t dans J.a . ,, l p r ,, 

f situati on decr~te dan s le t ~e ore e 1;ce qui nous per -
- met de détr uire x en la con s i d~rant dans F . Gi nous 

p ' t ' 

1 

j 1 

" appliquons alor~ l! lemm~ 2 au somme t x 2 , ~ous pouvons 
,_

1 

appliq uer l e theoreme 1 au sommet xq riui , rletrui t . , 

sera placé dan s F . 
' • 1 

App liq L1er; de c ette manier e l e s lo i s qu e donne Kevor-
- kian ne per met de pl acer ni ~r ,n i x

8 
dan s l ' en ... ·emble 

1:;i alors que l 'un des deux s omm e ts au moins do;L t s ' y 

trouver . 



• ' 

Pour t erminer 1 1 Cj~ po s ·~ û e l ' l ::ori t J1i te d e 1 • evork i ari : 

1rnand l e r;· raphe que nous t enton s de réduire n ' .est pa s 

corimlètement r éduit aprè s ap pli cation des sir pli f ic t ion s 

on se voit dans l ' obli ation d ' appliquer l e l emme suivan t : 
lemme 4 

L' exis t en c e du do blc t 1xp , ~: CJ ! o \ x q1- B' i m ligue 
que x ~ F1 

p 
Ce qu i f3i f'nifie J 

que l ' on " eprouve " les deux 
possibi l i té~ 1 ) .x E. 1i1 e t riu o l ' o essai e p 

2 ) XE. l i' 
q 

d ' aopli~uer de nouveau , autan t que possi bl ~; 
1 à chac1r1ne des possibilités les simplif ica -

- tions ~non cé~s . On c ompare alors l a cardi na -
- lit~ de s ens emb les essentiels obtenu s . 

11 oe peut quel ' on do iv e ripiter l ' utili -
- sation u lem110 4 . 11 s ' a.~i t d ' une proc e'dur e ., ., . 
p·' r se pa r a tion qu i n ' ~ur a son equivalent , . 
ch ez C . K , qu ' en toute d€l r n i ere extr enti t c] 
( e tape 4 . 1 ~ 

Nous n ' avons pu rf pondrc à la question de 
cornmen t l ' a l t or i th,ne de Kevor ki an permet 
- fier l e ~r aphe for tement conn exe ouivan t : 

' 

snvoir 

qe sirnp li -
1 

s ugr er ons que l a so lut i on n an propo s 6e par l ' 
, Et l ;·orithlil e ost de ,.. ; né:rer un cj1cui -t du graphe e t de 

pr oc~der par s~par tian en aupp os Ant succ ess i veLlcnt 
ue ch que s omr et du c ircuit npp artien t à 111 • 



.1 I . ,! . ·:i 1~ 01,t,,nnta irc c: (:01,,1.1ai, 1t:iJs clcs clc ux :J.l;,.orith.:t8D ------ --------------- -------------------------------
1es l emmes 1, .? ,' de Kevo.rk i an , 1:1.prè ., correet j on du

0

J. e ·i,li1P- _1 , 

on t l eur Cqu i va l efi t danG C. K . 
.., " 

Le t},.e oreute 1 et l e cor o l l a i re 1 de h ev or 1d .-:i n ont l eur 

i~q uivo.le n t dan s v . l~ rr1a i s sont app li q u ,~ s r' ' -o lllc tot 11 chez 

l ovorki·' r1 : l a r 0 <i ctio 1 es t lW pe Ll nÎoj_nc; pr~ ·Tess i ve ( nnn l i 

- o uer , prr--1 tiq u emen L, 1 1 n J. rr ori tl 1,11 e , p our:i:·a i t nous fai r e pré I:' è ; ·er 
~ . 

J ' approc he de e; ; . qu'.l. ne c esn i te , à un moment dçrn r.tt-; , rnoirn d ' 

é."na J.y se ( elle (•1: néce :rn itc à e 11x p l m.J r a c t l e s CJ L1C e e; ::,~d v es )) 

Le s corol l n ir cn 2 et 3 do Kev6rkiari ;,·· porteri t des :.:i."1,:1 lj_ f :i -

- c nt.icn ::-i obsentes de O }, H··;: de ; . :K n ' a c.i s c" 6nu:iva l ent • .,- • -.. 1 

f evorkj_an . 

• 1 

On pourrajt envis: g er des simn lif~cat i ons p lµ a él~-

- borées du t~rre ,p .:::- olJ.s.irc ;2 e i~ 3 , à appl ·_qu.~ .:c au~{ 

, : :rE1pri23 df.l rl s le qndJ:·o li e l ' e tane 1 de C. '. et .de l ' 

li 

l r-· or:i. thrn e de Ee vork ü w . C
1
ependan t , c es si.rnp lifica il ion s 

tr;s ~l~• boré es ne $ 1 8. :)D li(J ueraicnt que tro p rar é;ner: t 

au:·c r• r ;-i.
0 

h c $ . 

., 

tWU 0 ,~JICI ,LJrw~.- -• i.i ' Al) ]?H CHE LJ J,; l ; ~K A L /\QU}U,LID 

NOU~ I W.1·JmH N:·; T.,-8,) co·.,oLLAIIr:~:.: ;._: J,;_c J D.!.!: i. 

r,.Jï:VO ri rG .i\l'T • 

- e t_r-112_0. î 1 e __ c . l:._ . 
Cette ét·1pc d i f r è re neL de l ' a l r: 01.·:itbme o.eL e v or k i a ,1 . 

Haj o ter l e::~ si nn lif ic'1 t:i.on s appori,{; ~s pe.r les corol1Jü-
• " - 1·co ~2 et :~ oe I(ev ork:i r.11 corn l e t e un p·remi er jeu dq 

' s~ nrnl if j_c ·1 t ·l on s du . :ra-phe . 

- l r1 •$ n:cocédure de s11 pa.P1:1,tio 0 pr8conis é e p r1 r 1. evorli. i un 
, 1 • 

ncce3site souvent un temps de calc ul e t µ n e c~paciti de 
1 

s t ocka(;e d PG r.>n 1lta tci int crnédü.lires /~ l evée ~ 
1 

J\! ous p1•é f èrons , ret ;?\.rjcr l ' app :(.i.c a t :iun d e cett e l'H'océdL:re 

e t donc favor i ser le $ ét apes 2 e !. J c~c C .1, . CAs ùeux 
I 

é t: pos r:-u~ ·1 :i.nc-:e.n t " n') , l;Lo.e.bJ.es " en terme de te ,11ps de 

J, 



I 
c,ùcLl et de 0-Lo cko.1 c des rc, r.'ultol•· :i r t erund :i r- irer1 et 

dr·vreient p cr;nfttre de f:limpl:i l'i er ,l() t , hl r~ 1crit 19 r,l'Ol 1.è !,P. 

( on envisn.[• o qu e 1e s circt1:i. tc:1 1) 8.rb nent r:: ,J. n.ns J. n recl 1cr 

- clle d ' eltf;P.n1, 1e min i mum eusc.n tiol) 

- L ' é ·l.crnc .. t d r· !; .r r,réscnter8 lE'ls i n c onven i cn-LfJ rl ' unr 

pro , f- .i 11r "" p '1 r : _. é p 'l!' a t :i. o J1 • ·1 1 r=- s r, 2- 0 ;m é r· e r , 1 u e , 1 e s t~ t a () n s 

2 et 3 ? co 1 1rt·.ü: , la rn/: tl!o c est pJ1 1n <-va n tn n;e uso qu ' 11nc 

TH' océ tl ur e d o oépa .rat:i on a T"li.qtv~e cH_r.ec GC;,Wn t ~ la fi n 

d e 7. ' ,j tare 1 . 

.1,r )US a.von r; d c ne nu 1noins un nl; or tbm e q L1i penne t ck trc,u v s.r 

u1 ensemhJ. .. JTJ. i n imurn eAsent:l:il d ' un "renhc . Cct .. l corithme f-le , 
p ·e rien te comne nid t : 

-~~~r~_2 
, , 

I ed uc tion pre lirninairc d u ·gr~q,h e 

moyen ~ n P \ 1~5 nLn i (Jtie 

coro11, j l' C) ::!
1 

~) e t ·3 

l.evork · , 11 . 

les 
rl e 

Ci rayil 1 e total ,;:.m ,n t r odu j t ? 

. f.!: tan e ·) -------

ou i : a ll e~ en étanc 5 
non : a l l ez en é tap e 2 

On cons:i d2,re l e 1_-,;r ripll e réel i t et on enr :endre le s 

circu j ts por·tJ.nen ts . 

. 1~ ta-r e J ---~---
Op c ons truj t un e t c.b l e de co uv erture e t on r ,écl11i t 

cett -:) to.ble . 

1.)a ble to t J.emen t rérhü t e ? 
, 

oui : all cz en etape 5 
non : a l l ez e n étane 4 

Cn ·util:Ls~ nne pr oc ,..,d tn 'c par 00~par:_;i tton en vue d e 

dé te _..,,.,1 J j r1er un on r_: crr lil e 1nh1h0 111 1 c~ 1 -·e11 t j G l. . 





.n . 5 . 1 

Cn èlL1r-a , .:-iux étape s 1 , J , 4 , dé couv e t l es sor•1rne t s 

d ' un m~me -nsemb l e minimum es s entiel . tous l8s 

circuits sont bris6s . Le but est atteint . 

IJ . 'Ï L-~.n \.., irc,;i ts _r:0rt i n ents . 

.:k1nf, c r: e:;.r, , "n(nt i.nont " pren(l l e s en s " de vant êt re cons j dôrü 

pO Lll' c 1Sncr to us h ',., c.~ t ·cu i k:" . h o1i:3 avo n s vu que no t r-c: l JU t 

2t1=iit le CËl.f.lc;er toLw l r:c cir c:t 1its exist:in t (.lsns l e i:: r nr,hc- . .. ë"Jis 

au 1 ie 1 d e prendre en con sidérn t · .on toLi.s les c j_1:•c uj_ t n , nou:=:: allons 

fJGL l cu0n t t en ir cornnte llcs ciTc1.ü ts domin ~rntu car si nous cJétru j -

- ~,ons ce lt1i - 1 Èt , nous soi ,mes c e r t a i ns de CRsse r aus ,, j _ c eL1x CJU ' ils 
cl -.m j n C' 1 t . 

JI . ':> . 

Nous n ous situons .u Romme t x .. 
l 

~, ' IL 1,:x1;;'.r·t~ l:h D TJB.L,1:'1' ; ;L,JI1LJi: ··•:N'l' l<J~ .'' E 111 x ( GAD QUE 

l, ' ADï.L 1:0 sJ<: rn,; C 1 t\f.,_! JE .1\.lW L ,, cc. 1 ,3'11J TUAIT' C ()\\, ' l.'I"J~ "}: ~:F:U -

\ 

;\.LOH ,:-, • ON su JJPlü, Œ rj
1C. TJ0 LJi:~; 1\:{(;,_;; EN(J~Hl!.: y E'J.' 

. O"iT I1HiHfü l•: ·L 1 .Aùl1E8f:Œ j y , xj_ i D\N :J J,A 

rJ' ADI.:0; Di~ COUV:ti:H rL'üR8 . 

x . 
l 

~yant un doubl e t entr e y et x . , nous sommes surs 
l · 

d ' avoi r 1n c ircuit . De p l u9 , s 1 i l ex i ste d ' autres 

c ircuit s passant par un o.rc ( y , xi ) ou (x1 , y ) , no113 

l es d6 t ru i ron s en en l evant soi t x . , soit y . L ' adres -
. l 

- se J y , xi} es t mi se dans la tabl~ de qouvert ure 

car nous avons au moins un circuit e t donc un des 
801,mrn ts ::i. u moi ns au -, ,œ t i cnclrc à l ' enoc 11bl e ,n ini 

- mal essen-~ie l . 

Au c:ipart ,nous a vons donc l a si tL a tion f i c.:: uro 3 

1 1 



1 1 

1 ' 

11 . L5 . 2 

.f i.r;ur e J 

lfous a v ons 1111 doublet simpl e e~1 t re y 8 t x . , on 
1 

suppl':Lme tous les x i popr nJo nrç; R entre .Y et 
o1;ten ir· l;:i ·fj_f~ure 4 . . . 

;# 

.,. ..,_,. . 
.,'\ . 

\. 1 

' .... 

f j ;_;rire 4 
1 

--1> { ~/ , x i ) o i:-; t mi o d ; , n s l 8 t a b 1 e c'l e 

couverture . 
' :C I . ·:ï- . 1. ë Hé rü e 7 ·, --·------

fH ])1Ü'J ,.) }; , , IL EX J ~;r:cE:1 UH j w (xl. , y )( CAU Aue l,8 T•LlJ~3 i 

l l 
CCJll1('i1 _ .LJ,,\hf'P DJ•: xi A ·y ) f\.Vl •, C lf1 ,!•~ Al,, tJt:,; ; .i•: 1 x i , Y) TlJJU3 

01 •J : ll.1 1 l'H.I l~ ' 1.
1()UU l ,i:);;, 1\,tC:.' (xi ! y) J\ü'111 ( xi , y ) •)lll E0 '.C 

L J.i.: PLUS C 1lii{'.l1 U}It. L: D.1~ xi A ;,r . 

Considéron s la s i tuati on fi ~ure 5 . 
1 1 

" 
entr e x j_ et y pui o<7 ue si , p a r l os ~emc :1 re ~ passe 

un circuit ,'cl ,: s q ue 1 ' on c rrnser a l e circuj_·t pa.s 

- ssn t ps.r l ' ar c "--" , n ou ;:: c1 : truirono on I,tê tne 

t emls l es premier s . C' est le principe du circui L 
dominan t . 

Donc apr i s l ' 1i~i n~ t i on des deu ar c s , nou ~ 
• aurons l a situDtion donnée pa r la f i ~ur ~ 6 , 



1 

1 

f 1 

JJ . '- . J 

1 0 y t:il' 1 r1u e ::a n ou s n e c o1:• j ·IA r ons r 11e le c j r c I 1:i t 

<lnni11,111 t , c e l a cr: t hj n sa t·i:i f ai san t : 

- . 

F ous p ou 1,on 13 c ons t n t P. r q u.o s i nou n s upprimons un 

som111,~ t du circ u i ~ le p J.1 1:-1 c:o u.rt , n ou s ca ns ons au 

- i. ome. b gu em ent l e s deux c :i..rcuit s . 

]I . '.5 . 1. 3 Hér J.e 8 

1J E L ' P rnn ; •• ,::31~ 

U}, ( y , x i) , HOU,::-; 

Soi t donné l a situa t j on s u i v ant e repr~ " e~ t · e pa r 

la f i 11r e c'. . 

/ 
~ n., . \\ ' , 'à 1 

-·- .. . -
X .... .. . . ;, .. 

, .• : ' .......... ''\ i 
h ' 1, ' 1 . 'o' ' 'a",'l , ~ 

)f 

/ 

z, 

f ü rv re U 

Jf ou s avons bi en ~:; . 'r ' Y}c.. ~x . " ' v " y l . l'ar e on -
l l ' • ' 1 ] . ' • ' • ' J 

- sé quen t , s ' i l y pa s s e un c irc uit , il S? r domi n a.n t 

par l'@.pport à ce l ui qui. pas oc r a :r,nr l ' arc a;yi=rnt 

1 x . , Y ' , y ", 'lr ] c o11m1e a dre s ef: . 
1 J. '1 

, 

Donc n ous p ot1von o su-r rime r l ' ,-:,1,; c a y a n t 

y '' , v J comme R. dre s F.ie .Nou s Ei v on s la même 



r,our l cn arcs al l e u t d e z .~1 

se r n fonn é p 0r la f i g ure S : 

~~- -"'',"li\ 
-·- ~~-· -

1 
c . . L e .. 1·::i r hc :t:' ffoul t ::in t ' 

l 

1 

~ ' 
SI 1).'\N.-.1 ,f \ ., I I, cï;Y.J,) J1E ( ri , y ) f\Vt·.C { x j ,:v i CCJ [Jif.Li; 

f 
! 

f,l;J1N3- · 1 
l 

- SJJ: 

TABLE DE 

N ou :=-1 a v on s la s ituat ion de J. f i gure H ·. 

' 1 

fi g r e 1 (' 

somme s en p r 6oen ce de circ uits allan t de x . 
J. 

à x1 .Rt an t donné nue ces circDit s do ive nt t ous 
Ê:t r ë c a s s é s , nou fJ l es r ep ec t or j o~s . to us dan s la 

t a hl e d e c ouver t nr e . 





1 •• 
J • ,, • . J 

.1 1 . 5 . ·1 

C n ri .'J _. t c: u ,· 1: :· ,, t c r _ d li t : '.· = ( X , I: ) 
011 j __ gi as ~oci e' un E~raphe éti.qu e
- t 5 ~==C. , :;, 1 ) . J·c Lir ? ela , :b · tout 
er c ~x , y ) , on RRs oci e una ad r e s s e 
1 -: , Y l · 

I 

Cn suppriLle ·tout ez l ec boucle s 
en ·.:· . e t on lcfJ no t co,,m1c· c o lon 
- ne ~e 12 tAh l t ne cou ver ture . 

l 

r on 

i> LE · :x , ôq. s "- . , on va ef f e ctuer 
1 

1· 1 h J'7 Q< t 1 d · . e s r :Sv es .::i , , c. , ·, c ce a a n s 
l ' o r dr e . 

1 
,----- ·-·-----·- ---~----··- ---------

On st ,1'prj ine l e soirL'ic t x . de G. J 
on El D'!')licp:rn t l a t r Rnsfo.tma tian 
1 . Le n ouv eau ~r aph e est a ppe l ~ ,.., 
' 'i+ 1 • 

- - -,---

1 
j=i+1 . 

!;;x er,1 n le ____ 1.,. __ 

oui 

le l )Ll t d ' -:t u ci i er fl lLl f1 prRtiqL~ement c c qn ' il :-·e 

, n o1.1s F1l L1ns illu s trer c e t a 1 ,·0 0.ri t hme au mo,,c-n 

d ' un e,: e11m l e . 

Con c id 6 r o n s le • rnfllie :} èt onnô .\ la fi r,:ure 11a . 0~1 1L1 i 

associe s on :-1:r ar,~·e 6t i queLé (voir fi ,·ure 11b ) . 





j. 

lJ . '.3. 6 

x- 1 ,--- - · --.,, x-;:, 

i 
I 

fi ... n r e 1 1 a 

~ 
~ r1.1o "-~I 

~ .. •,\ .. 

\~ .... ~ ~, 
X 3 ~-,........_._ .... . . 

--

f i n 1re 11 b 

Dans la suite , les arcfi q 1.d n ' aur on t pas d ' adre sse 

seront des arcs simples . 
. on se s itue en x 1 • 

Il n ~y a pa s de bou cle s et jJ n ' y a r os moyen d ' 
a -ppliqner les ré glos H6- RS . 

, lf ous s u.pp:dm ons le · soirrn1e t x 1 rinr T4 e t obteno.n s : 

1 f 

. On se plac e en · •2 . 
IT 1 • 1 , l r{(' • ( ) ù O U.S pou v o 11G ann . iq uer B. re r: e r :i ptn.sgue X,i, Xi:-: 

1 c.. J 
1 est nn nrc simi, l e . Nous 

( x 5 , x"_) . 

s upprimon s t ous les arcs 

Par 9 . .9.!l_S é q u:.~n ·¼ ~ 5~ 1..1.:~ 2-J-...ê .... ~ _è•~- - la 
de la tAbl c de couvertllre . 

. ... 
p~em1ere co l on ne 

j 





L_ 

l J . , . "( 

'.pr~ D c: e tt e t rirnsf orma tion , l e '.~r aphe er·· t repré se JJ t r~ 

pnr l A f i ~ure 1J . 

X ,, 2 

/ 
y ___ _,_____ / ,., 4 y 

, 11 _ _.,,,. 

Xi:: 
J 

f i t·· ur e ·1 J 

I'ar ':l.14 , n ou s suppr i mon s le sommet x 2 e t obten ons l e 

Gr ph e de la f i gu r e 14 . 

f i p ure 14 

. Con sid érons l e s omme t x
3

. 
1'Jous a ppli quon s l a r é p·le 118 car 1x4 , x 3\c.\ x4 , x 2 , xJ 1 · 

/ 

, • I 

1 / 

,.. ./ ~''--1, À.,, ,.._ ~ \ 
/ 

·li OLl S s li r, p;r•i 1ï1on s le somme t x,, pFü" T4 . ( .f i ., ure 16 ) 
.) 

f i / ure 16 

J..L'.._ .J__ 





L 

. Con f'·i d:• on s l e P.C'rnmet x
11

_. 

\.u c un e ré g le n ' est app licabl e . !Ucnd on st ppr imr xl1, 

on o11t i. ('n t une b oucl e co 

fi c ur e 17 

J)pr c onr1_~9.~en :c }: j~J-~2_, ~ + r~Q rfl lR doux j ' r~~ co lon
- ne de l ri t a l)l c d ,e covv ertur c . 

La table di:; co uverture est alors donn 6e pE, r : 
' 

n .l n~ . • . . . . . . . . . . . 
X 1' ,< ---- ---· 

X , ) y.. X 
L 

XJ 

x ,i X 

J: '.5 X X 

11 . Ci ,iédu ction de l a t:1ble de couve tur e . 

. Le tnb l e de c o L ver ture se présente comme en f i r:ure 1 . 

x . 
. l 

ci r c ui ts 

Un é l èmen t de la t able '11 
•• sera non n 1 lorsque l e 

' ]. J 4 
sommet x . apnar aitra dans l e circuit - c .. ]. ' J 

Rapp elons avan t d ' ex0lici ter l a r6du ction de l a t ab J.e de c ouver -

- tur , nue 1 ' en semble esf1entiel min i 1 u .:1 a c omme effet cle casocr 

tous les circ uit s existnnts da u --: le :-~raplw . Ue c e f a it , il fi:iu t 





I ' riuo c1n n3 ·1 ' en rJr. ,b le 

de C lQ que :l r C llj t . 
t".1~3e :• 1.j_r l , nous retr L'"on :: au ,rm i nn L1 n eln en t 1 • 

J l • " . 1 l !0 :L 11 j t j on s ----- - --- --------

1J . b . 1 . ·1 ·d otj __ on de li P·n e essen tie lle 

:..: i x . A un e boucl e , x . v devo i r anpa.:r-tcnj_r n chaque l 1 

Gne e:ul,le 111 ülimurn ef ::ientiel p ui squ ' on ne peut casser c ette 

bo ucle n, u ' en onsi 1,: r1rnt l e son1,1Jt t x . . ( Dans l e. table de 
J 

c 011ve rtu e , c o t t r-- oi tua t ion c s t rcrr c5. r;e.r i t -'!c par le fai L 

q11e dans l a c o lonne nous n'avons qu ' 1m SE) Ul {- l cment . ) 

"J ous met t ons x i dano l ' ens emb l e mi n i mum e s sent i el et 

nous supprimons toue le s circ 1it s contena. t x . puisque 
l 

nous venons de les c s ser . 

La r · ~1e peut alor 0 s ' 6noncer : 

_p· UH ~I10lf'l'E COLOl.J, i!': 1JB LA ':J.11\1~1 I, DE CO U l1'. I: 'I1îflU: HE 

CQi·J'J'Elt11J r ·· U' UNE Ji.:TJI, I,; CH<JIX , i·1 orrs ALT, W3 : 

·1 . l.1!;' 11 Tin 1 1 f,; ,~ : :1 .• ,,;_,J '.L
1 con.r i ;,, PONDi'JT'11 !I. r,A LF'IŒ 

_uAJ.nurrn f JE J.A CnOJX D.\J•: ;J J, 1 E J ;-;J ~, lhLg î.Hl'~I ·1lJ, I 

2 . SUPPU fER rr 1U;_; LES CJ i/CUJ 'l.1~ · COH'J1 1•,.JA;-;rrp CET 

IUiK,.Bf-! 'l' CIID O· !;TT1 1PHI :E 1.,E;~ COLC1tHffü:3 lC•ùH 

l,(~ S JJELLEE> GJ~~~ EJ,l~I.1 ,'!J'.I1 E~:;'ï1 ~ IJJ1, O. 

3 . !JU] 'P 1?Ii. EH L~ LJ'' f.;Jt; . 

J I . 6 . 1 . 2 i: otion rl e la c olonne domjnan t e 

( =circuit domi nant ) 

S i no11s avons Lille co lonne ,i inclu e dan s J. colonne k , 
n ou~ suppriwons lac lonne k c ,r d ci n ~ue nou s con sidé 

- rons un sommet d t circuit .i , nous tien dron ·.,. en même 
temps c omte du circ uit k . 

Nous vons 1 ri r· le : 

~.i J 'r i J, 1 ELJ~,.:EJ.'.li '1\,
1

.f-O , ,OHL) 1, ' l,!;J,1,;J.. 1•;tJT ·ri k # O 

/1.. LOfü:3 1JOW3 J'(. UVOH,J '.:.iUP1 ;J G 1\:EH L //J l~LEMl.'..!,1'L1, _; D~ LA 
cc:J, ; nrn: c . 





Jl . G. J 

I J . ; . 1 . '3 1 f o t ion d <~ l A 1 j_ n:n e a om :i n, 1 nt c . 

b i 1 ligne i est incluse dans la ligne j alors la li 

- .l';ne j est Lppelée "domin< .n te par rapport à la li.gne i 'J 

Jfo u r; nupprirnons al. ors la J i r ne i . )e cette f a çon no us 

so~iles certains que lorsque nous aurons con s id~r€s les 

circuits contenan t x . , nous aurons pr is automatique ent 
J 

an compte le s circuits c ontenant x i . 

I 'l , , 1 .Ja r c 0 e s ·enonce a ors : 

~n ~lJR 'ru •11!,;;' T,h ,_; ccrL.t Jln:s k , 1, 

- 1.11~ l ) lJ ,: 
11.1 ' k 1, }: ~'l1 AU00I ,NOU0 

• ,l · 

1•: ,E ,.,l~1,;'J' 'J: . I -/:ü J{l"i 1'HAI 
l ~ 

'1J l:P G d U S LA Ll m.rn i . 

Ccis r é.r:; les sont a.pnJ.iquées a' ns r). '· j_rnporte quel ordre . 

J_ 

JI . 6 . 2 Test ô ' arrêt 
1 

Dan s le par a praphe précédent , n oti s avons vu de quelle ma-

- 1ère noLlS réduisons la tabl e de c ouverture . Une dern i ère 

question va se poser , c ' est : 

" .JUJu,fD VA - '1~ - l ~; Al 'HE'r,,,;; '' 

\ cett e question , nous a llons pouvoir r~pondre de deux 

façons : 

·1 ) La table de coc1verture a été comp l ètemen t r é duite 

( cad que pro ·_. rerrni vement 1a.r applications s .ccessi 

- v es c1 e s r 6.31 c s d e r L du c t ion , t ou t e s 1 e s . 1 i gn e s e t 
toute s les c olonnes on t été c.:•u prL1ées ). r::t nous 

avons obtenu l ' enaemble minimum essentie l que nous 

re cherchion s . Jl est constitu~ lor s de l ' applica- . 
• 1 

- tion de la régle de la l i gn e essentielle . D' un au-

- tre cot é , nous soaunes surs de l ' avoir déter11t iner 

pui sque ' nouD vans cAsser toue l es circuits . 

,~ ) La t nble de couverture n ' es t pas compl 0teL11er t ré 

- du it e . J.1ous allo rrn d.ano le parag raphe suivant ex-

- plicit er les op;;rat j ons (] LÜ vont r.ous per mettre 

d e co:, p l : ✓- ter l ' cns eml' le essent iel nünimum que nous 

SO.lù."Tl8S OCCUp 9 S Fl construir e . 





JI . 7 ï,e brrrncl·ement colon_"le . 

Lorsqu ' à la f in de 1 ' é tapG , no us a.rriv o.rn·· Gv e c une tEt ble de 

couver ture non comp l è t e: ent rédui te ,nous p ouvons résoudre le 

robl ~m e de tro i s façons diff~rentes . 

II . 7 . 1 . 1 , .e t}1 ode _ de _Ero r:r amma tj_on _ Ll.néaj_:ce _ en _n orn1n·e _en tier 

Vo i r :inr f i nke l e t J' eml auser paf~e '(l ) . 

- 1 . 7 . 1. 2 1.cétl ,orl.e nn hran chomrn t c olnnne ------- - - -- ----- ----------~-- ------ --
1.Jo uc: cons·i dc:1•onu arbi trairom <~J.1"t u ne: eolonn. , r:ini t lt j colnn ... 

- ne .j . El cette c ol onn. , nou s effectuons Lill hra.n c l1e en t en , 
' 

LU) éh.!1, ent non nul cad que nou s supp osons que le premi er 

·1~ment non nul de la colonne app a r tjen t à l ' ense~b l e ni 

- nünum ess ent ieJ. . Wons pouvrms a l ors suprrimer tous les 

c i rcu i. t f-l co npr nan t ce iï é l èrncmt pui sci u e nou s venons de 
1 

leo c :=isser atnsi que l a l j .<-:ne .Nou s e ff ectuons a lor s l a 

roduct j on de 1 tah1e de c o11ver ture res t r-rn te a u woyen des 

r~~ l es vues au p□ra~ranto pr~c~dent . ~o us pouvons rio us trou 

- ver en ft1 c e de dèux situabons : 

1) T,a t abl e e s t cett e f ois c omp l è temen t r0du it e e t 

on s t oppc: . l ' ensomble essentie l minimum e st cons t i -
. ' 

- tu~ ].ors del ' pplica tion de l a r ~CT le 6 l ors de 

la pre:ni e re réduction a i n.G i (]1 1.e par l ' é J. /;ment o;-1 '' 

on a branché et des n ouveaux sofume ts dé te e t 1fa lors 

de l a deuxième r é duction . 

2 )La tab l e n ' es t p s oom l ~tement r édu i te . Cela s i gn i 

- f i e qne le BO 11 rie t ci ue l ' on a supposé être dans J_ ' 

ensenl) le essentiel min i um n ' y est pas r é ellemen t . 

n ous considé rons la table éle couvertüre d u aéb Llt 

de c ette phas e et nous bran ch on s à 1 ' 616m~q t n on nul 

, uiva.n t . ~n t ravo:ill n t de c et t e manièr e , nou.s cm

- me s , urs q11 ' à l· f i n de lfl c olonne , nous aurons 
t errn:i n ·; . 'f•;n effe t c omme de c!iaque ·c i rc uit , j _ ·y a un 

~l,E~men t dnn.s l ' e.1..fJ GHüi le mii 1ü 11 um essen tiel , un bran 

- ch ernen t conc1u i rn ii une r éd 11c ti on totale . 

t l \ 



1 



1 

JI .7 . 2 

·1 :i . 7 . 1. J ,. ·u.oc1 c boo J. ,~cnn c. -------- -----------------
l:ous s a vons ou c pour ch2q1.ie enoem1il,:; cs s en t j_e l R ..l ' un .r;ra 

- nl1 e " , R c ont i n t c u mo i n c:i un ,'i l élllen t de cha que circ uit . 

Pour chaque circuit c . , on p e ut é crire : 
J 

C • = \ X • 1 ' .1. ~ 0 ' ••• , •• ' X.• l J J tl (_ ,) nt j ~ 

T'our ch,1qL1 e 2 0111lii C t x. k , on déf init une fonction : 
,l 

9 jk=1 a i l ' é l 6ment xj ~ h un en □ emb le 

u3se1 ti ol 
= o j_ 110n 

Dans un et", c;nble sse' 1ti el , no us avons , u mo i n s un soumet ·' 

de chaque circuit . Cette c ondi t ion sou l irn ée eut être 
exp r i ,né e par l e somme bool ~erme sui van te : 

l 

( ç, . 1 + f 1· ')'1' •••••• ••••••• ) = 1 
el C (.. m • 

511 
c ad k=1 ~ jk== 1 

l ious a von s cett e relat · on our c)rnC711e circu it cj. I,a so lu;-,1 

- tjon doit sa t in f ire l a cond ition bool~enne : 

( ~11+ ')1 2+ ' • • •• -,- C? 1m
1

) •• • • •• ( t:?,11+ ~j 2+ ••• ) = I 

c'est un produi t boo l 0en de somme s 

b ooléennes 

1 = if 
,1 

Mai.F3 nous a v on s a ffail e 11 un proclui t d so:nrne s booloennes . 

Noqs urons par c onséquent comme r ' s 1.ü t at une somrie de 
proclu i ts . 1nns cet te somme , ch aq e ter e r é ré s ent e un 

e n s emble ~s . entj e l ; pour obte nir l ' ensemb le essent i e l 

mïnj_11JL1in , j.l suf.f it de cl1er c hc r l e terrne ayan t l P- p lus 

pe tit noDbre d ' 6l ~ments cad de l et tre s . Cet te mé t lode n ' est 
pas tr t s d j f ricil e lore qu ' on trnva jlle à l a ma i n ma i s dés 

nu ' il s ' a 1•:it d ' un t nva'Ll sur orchnat c 1..1.r , cela eGt pl s 
•

1.rd u . 





1 ) ] . 1 . 1 

JIJ . 1 T~n s emble essentj el nd n "i.mum e t ensei:1h le de s or t i e 

Dan r-:i le premier clwnj t r e , nouf-.1 avons vu (]l lE: pa.r l ' i n tcrmédiaire 

d ' un en sembl e c] e s o ti e , nous p ollvions associer n. tout système 

de n équo ti on s à n in c onnues un ['Taphe cle flux d I informa t ion . 

Nous allons voir su r u n exemple que d e ux An s embles ,de sortie 

d iffé ents peu vent donne r de, ens embles :1üni.:naux essen tie l s de 

taill s différen tes . 

Consi érons le système d ' équat i on s suiva n t : 

f 1 (x 1 , x
3

, x
5

) =0 

f 2 (xr , x 2 , x 4 ) =CJ 

fJ ( x2 , x
3

, x
4

) =0 

f4 (x 1 , x4 , x5 ) = 
f

5
( x'") , x ... , xc:: )=0 

C. _) :.> 

Uous d~f i n i sson s alors de u ensemb l es de sorti e : 

1 ) ( X 
1
, , f 

1 
)' 

( x2 ' f 2 )' 

(x3 , f 3) 
Cx4 ,r1 ) 
Cx 5 , f 5 ) 

Ce.e:i _du_rremi er_ensembl 

2 ) ( x
5

, f 1 ) 

( x4 , f2 ) 

(x2 , f3) 
( x 1 , f 4) 

(x3 , f5) 

de s ortie 
-------T- -

Le gra phe associé est donn~ p a r : 

--------- ------=----



....... .. 
,·. 

1 
1 

1 
1 



:-· our r e c h ercl1 e r l ' E':n s emlll e mirt i1111 :1.t Rss cn Li e l , no ps r=il l on o 

ap )li quer l ' al :•:ori t hrne de ~"J c i r cnJ 'L ri per t i nents d e, C -; t ~\ 

No us d é :finüis ons don c l e ::;r opl e é t ." quet é : 

\'ll.. ~, -x.._ \ 

Go i t l e so i,1,1et x 1 • 

. /\ ucune des qua tr e rég les n ' e s t applicable . Jl ous 

appli q uons T4 i3 ·x 1 , nou s obtenon s : 

::l oi t le som,nc t x,_? . 

l Jc s arc s ( x 2 , x
3

) e t ( x 2 , x
5

) on t d e s éti quet tes 

s i ~p l c s d on c n ou s supprimon c l e s a rcs al l an t de x 2 
r1. x '1 et de x .) } t X ~; o t nons r l a çon 8 leurs a dr e s se s 

den s l a t ah l e de co uverture . 

~ x3 ,x 1' x2! e t \ x5 ,x .1, x 2 j 

.. 

l f 





~3oi I:; le SOla.i l f:: t XJ . 

Uous pouvon s appliquer RB i 
prj rnons _, '3 par 'J 4 : 

:::---·~.- -.---
• ----- . .:!.'.....:.~ 

\11 .i.s t 

:::;o i t 1 e soürn e t x,i . 

l ' arc (x, , x~ ) . Jo us s up -
l ~ ..) 

11 y R une bo1ic1e do r c nous met tons \ ::.~_ , -
3

, x 1 , x ,,_ \ 

danG l e t Db1r~ . T~ ous appl:i ri uo ns 1{8 et 'L'4 

Soit lE- ~01,m1e t Xi:- . 
:J 

\ x '5 , ::~ 4 , x J , x 5 J e i; t x 5 , x '1- , x 2 , x 5 J s ont 1 i s ans 

la table . 
La t Rble de c ouverturP se prcisente s ous la fa me : 

X X X 
X X 

; :] X X 
X 

X X X 

~pr ~s r éd uc t ion , no1s 1 cuvons cons t a t er que l ' ense mhle 
mi.r i murn e '::. sentie l e ::-- t de , tai l le 2 . 

Cas d s ec ond ensemble ~e sortie ------- ---------------~---------
Le rr rnpb e arJs oci é F,s t d onr1<1 P,Rr : 

' 
.'...-.... ··--.....---~- ....-: 

---~ ' X 
? 

A chanue arc , noue Bfsoc i on s une adr esse . 
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X\ 

' X 1 , .1 \ P. t ) 'X '..j , X l \ F3 0 n t 1î1 if:; r • S ,j [1 11R 111 

tobJ.e . 

Soit le c:,OJ, 1e t x . 
,::. 

Un onp i q ue tt6 et '1'4 : 

• X tj. 

\ x 3, ~r 2 \ et \ x4 , x '.') \ s ont mjoe s dans la 
table 

.Joit le som rie t X-:i • ..., 
) • 5 , , ,1 \ v a d ' n s h \ t a b 1 c . 

Il n r es te o lus d ' ,rc s , on s ' orrBt c . 

La. t al, le de c ouv erture e ot : 

• X 

X 

X 

X X 
X 

X 

Apr ;S r8dncti0 11 , no us const,tons que 1 ' cnse:ub J e nüni , HlDl 

csEcn tieJ. E:: 8t de tt:1.ille ~1. 

)· 0 11 s ·1 1/, n;J cl. one 10n t re r ciur Gèt ex cmn l e nue l ' r. J'l senr le 1ii J i,nu:~1 

t , :. s c c t i e 1 n ' r v cl i t n: 1 '.:i l:t 'QI ê 1, 1 c t 1:1 j l J. e d rw s 1 es d c l1 ~: c F s . 
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1n . :-- Exui le ,le L1e1ici1e,.'1 t eo]orm e .... . ••· . ... . ---- ·- ....... _,, - -- . .. . . . - •·-.. - --.. --~ --· --·--.. 

LorG .le Jn l'P.C)J(l"( '
1 
•• i(~ 7 1 1 l"\C' t1 blt ·11 :i.n:i 1,1 1.'. cc•s ·n t j el , n0uc1 '1'70(1 : 1 

V 11 o l ' ' Ll 'l CT T, j t ] ··3 0 n S t r 1' C t j O rl 1 \ln C t ,.., 1. 1 e cl f' C O 1 ! Ve J' t l' r C • 

Pnn;_, l ' otr1 c -. de 1.:· 1e1,!1'r; e t l Lll .1 , n ous e l'fc ctu on:, 1 - r éd uc- t ion 

,10. .e t-te l.a li l r. c;c coL"rc rtur ,~ ; cî e.n s ce prrr· r anlte , 10 11s n lJ on r, 

· 1,:"'11 i 1 or c:e q Li ' jl se n· 1 ssc m1r u n c-xemnl0 . ]'" 11 r rie r,(D r r.f a.Lre 

tlr. ·to t. vef1 toute J ,, .r n 1cn ·c '1 c don cj r, ti:it f· pcr-tj 'JClYCf, , n oL1 [3 ne 

r on 8Ton i=i ur, j q1 1 (' ,1er, t le r, r -::1nhc él fl0 pe rt e t la ta bl e dE· c 0u'TE'.rt ur e 

, ,"' -Ln ·l c :· l e. r·:1 n cic l ' étanP -~ d o CIH unr:~ F- L t:uh . 

Cons i dé ron o l e r·:r r he re nr ~sr~nt ' p:1 r la fi ,;tn·,? n 1 iv0.. 11 t e : 

X
_! 

1rr~::! . ' ann1 jc a t ion derJ r é, ·le s HG , L7 , R8, H9 et T4 , l a t ab l e d e 

co uve r t ur e cle cc [" r n. r h o r ell t c ' ~c r j_r e : 

• • • • • • • • • • • • • • e • • • • • • • • • • • • 
: n . n') n. n4 n - : ....... ~ .... ~..... . . . . • . . . . . . 

• ~r . 
X X • ..J\. • . . 1 • . . ",. . . ~\. ') . , r 

·'- X . ·- . 
: x3 : :;,: X • . . . 
:x4 • X X 

. 
• . . - • . 

: xh : X X : 
•• "J • ••••••••••••••••••••••• •• •· 

R~ducti on de l n ta1Jlc 

li.fou s rouvons .F erI r~r uo r qu e au c un e r c·>: l e ri , r écluc ti on 

ne p .u t ê t re a pp lio DS e d8ns ce cas - c i ;nou 0 a l lons 

pa r c on,·f. quent èlc voir empl oy er l a mé t h ode du bnrn 

- chemen t co1 onn e . 
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:i : 1 . ? . 1 

lrer , c ltc.1, lf'il [; co1nnne -------------------
J1 0ll f' cons id ,Eron::: la rleuxiè1r.e colonne o e l:1 tchl e l e 

couverLurc et d,~s cette co lonne , nous hrancl.ons Au 

nre1,1i0.r 1.:lément non nul CRd c: r1 x
1 

. Col . s i 0,ni fie que 

nous sup1osons que cet ~l~m 11t a particnt ~ J ' e n2em

- t lt=- P1i11j , u111 e r1 nent i e l . Par d6fi 1i ti. 0 11 de cet ensern -

- ble , no tw oupprimonG J es c j_r ,uitri c ontenant cet 

<: 101:i en t ;;1ürni qu"' 1 prer ièrc Jj ·,ie d e 1, tahJ c . 

On olt ic.n t par conséquent : 

. • . • . . • . • ., . . r:: • . . . . . • . . . . . . . . . . ') . . 
X? • X X . . . • . •· • .. 
X • X X • . J • . • . • • X • X • • 4 • • . • • • X • X • . • • . . . . . . . . . .. ... . . . . . 

1a tri oième lirr·ne e st inclu se dan □ la prern i ere , no us 

s upprimon s alor s l a t ro i s i ~me l i gne . 8uite h ce tte 

tran s f ormet i on , l a s ec on de c olonne n e con ti en t qu ' un 

se ul él~~rnent ;nous a v on s une ho clo en x
2 

. l' ou s p l açon s 

x., d ::i no l ' ensemble essent iel mi nimum et Rupprimon s 

tou8 les c i r cuj ts contenan t x_) i nsi que l a pre mière 
{.. 

li8n e . Il r est e a l ors l a c olonne correspondan t a u 

c i r cuit numé r o 5 .Nous pouvons me t tre s oi t x
3 

so i i: x
5 

dans l ' ens emb l e essen tiel minimwn . , 
De c e tt e manj~re , l a t a bl e a ~tci c ompl ' t Gment r 1dui t e 

e t l ' ensemble min:· num esf-' entiel est onne prir {x
1

, x
2

, 

x, \ ou 1x 1 , x 2 , x , J. 
JTI . ;_ La t-:.h l e de couv01·turc~. 

JII . _ . 1 Herr~ nen t , tjon d e l n t b l e ----------------------------------
Nous repr~ r entora la tab l e de c ou ver ture s ous la forme 

d ' un t ahleaL1 aya n t co1.1:r e indi c e c1 e lir,nes lco d i fféren t s 

somme t s lu :_'raphe ot c c1,.me i ndi c e de colonne l es circui ts 
1·-r o1ts avon s e .p l o,,é uoc J a bl e boo l éenne . L' e ,np l o i c.l e " l i s t s 



1 

1 
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enclu::i-L11és 11 
c- 6t' é carté par le Lit que la table de cou -

- ve r•t ure n ' est pas cre usP. ( creus e = contenant tin nom1n·e 
, ' .. 
(~p;aux a zero ) . 

JlJ . i . 'J J 1c]wlion de 1 :L }{i ren tr.n c olonnes . ------- ----------------------------------
Dana le chapitre II , nous avons vu que les r6tlcs 7 ut f 

nou□ permet t aien t de supprimer des circuits dominé s . Dans 
ce para r,-raphe , n us allons montre r ?., trnvers un e2:e:nplc 

que J.a t;:il1l e dG c ouverture dc~finj e o la fin de l ' étnpe :? 

de Cheun"· et l(ult :.,U t encor e conten ir des color,rtes jnc]11 -
- ses . 

Soit le r:- .rn.p:, e suivant : 

Son Graph. é tiq ueté associ é est donné par : 



.1 J 1 . ;: . J 

.11 0t' .. :: n., Lrn pJn~ons au su11Hc t -:-, 1 . ) J. e: ( i nte lln d cu h J et 

L imole entre x.1 et Xr.:; . ll au0 surnrimons l ' nrc ( y ,.. , x 1) 
:::> ., 

e t ,, cr:Lvons son odrefl se x 6 , x.
1 

dan s la t able d e 

couvertur e . ·11iu · '.N , nous i'.iL i rnj 1,ons le so1:·1mc t x 1 : 

·,~ ouo cons i .d ' rons J c ,. Ol11met x 2 . Il e)d. n te un doul:üet 

si:np le entr· • x
2 

et x
4

. Nous ..... urrr i mons tous l e s a.rcs 

allant de ·x4 ?1 x 2 c t • inscri von. :: 1 x
4

, x 2 1 dan s la. t able 

Ti ' aèl r e se \ x _ , x
5 

\ est j_n cluDe dans / x 2 ,x 1 , xr:.;\ , nouB 

ponv ons al or s é limi ner l ' arc A □ s oci é e ?J c e tt e scc on 

- él.e adresse . i1.ppli qu o11s l a t ran cform1:tti on 1j'4 : 

i ·ou s nou s p 1 a ç on 8 au cw , .1rn e t ::-: J . I 1 ex j s te Lln e b ou c 1 e 

en x 3 ;nous la suppril!lODS e t i ns crivons s on adress e 



1 

l 



î1J . -L 1 

c1élnG J;:- ü:ible i(· co uverturE· . :,0 11 s nvonr.-3 un do,11 let 

s i im l c t :~ _1Lre x 3 et x'..5 . 1rom1 r!1 1 p1· i ,1011s l ' Ar c ( x
5

, x
3

) 

et i nd j quons l ' ad res se dans l n t allle . l r la rr\ l e 
n , ous po uvons 6 l i miner 1 a arc s d ' · dresse 

e t . Iie r-rnpl1e réSL.ü t n t es t : 

l"'i.. """' 
( ).11 ,, 

\-,..;., 

1•:n x4 , uc une ré g le n ' est appli c able . l o us 8lim i n on s 

' ?-l, '">-"\, r,.;,- ~ 

X 
5 

--- ---------

1~011s n ,us r, la ço· s an s olilmet x
5

. fla r l ' appl ica ti on de 

la ré r.: l e H9 , no us é c1·ivoi s x 6 , x
2

, x
1 

, x., , x
5 

a i ns i riue 

x 6 , x~ , x4 , x 5 dan s ·a tabl e de couver ture . 

En x 6 , nous a vo ns d e ux boucl es dont no us inscr-:L von C< 

les adr -. ss e s dans l n t A.b l e . 
J,a t able de C O l. tVG.T' bure s ' e crjt : 

n n,) n n n .:- n 
., .. , X X 

X.J 
L. 

X X X X X X 

:X J X X X 

X4 X X 

x,-
'.) X X X 

xt1 "{ X 'X X X 
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1\i o Ll s con::; t fi ton i;-; ri u e 1 e . i. r c L: j L n 
1 
es t i n c 1 us dan s 1 es 

c i rc1dto n 5 , n7 ,1\1 et que l e circuit n,/?s t i ncluf: clans 

l e circ1üt n 6 . 

. :)ll r l a re --)rfsr.·tntio11 du ,·-rapJ1e , n ou ~; c,.1i,loyons l ns " l ists 

8 1J1ta j nés 11 . Cet E,.i1p l n i cc, t ,ju r-1 tiné p8.1'.' le fai t (' le li:l mntr i 

- ~e à J: ri uellc no L1s ev(.i.rni • f.f c :i re est; 1d en u ne 1,w,trtc. creL, -
( , / ,, . - ~· 11·1 ' '.) ) - •Je Ct8 1 1111 "t.,lOn pa •,: e . ~ . 1. ~ • 

2 ) P· ·ob1Ptne _de _di1r1ens • on 

l'f oLlS avons deux problème n de dimen s ion : 

1 . \ u R 1 ,i et d c 1 '1 d i me n ni on d c la ta b 1 e d e c o u v e .r tu -

- re , noup ne pouvon, :'bso lu nen t ri en en dire a vant 

d ' r>voir co:11p lÀternent terrn in.er l ' éta r,e 2 de l ' al f

1
, o 

- rith--;-1c oe Cb r? t. n °~ et K uh . I.e dimen ·ionne1n e11t doit 

Alors 88 faj rA SflDS Dll C UilG certitude . 

:2. Lors d e l ' e·•,d,·;t.. t on Lle l ' é tap e ? , nous a vorn~ vu 

qu ' à chnquc nrc ,nons a vion A 8. S, oci ,1 L'n e FI.dress e . 

L{: p.robl è e est rl û -u fa it r; u ' en cours d ' 0 t a , e , 

n ouD n j outonE: c t é ltmi non s des ercs rtia i .s que nous 

e connaiss on s pas l eur nombre . 

f 

1 ! 
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CH!\PTTR IV: Ré a li sn tion d 'un p rog ramm e pour ordina teurs. 

( lan-0 ·ac e utilisé : FO TITilAN IV ) 

Nous m ons présenté clans l e s chapitres I et II· __ un 

a l gorithme permettant : 

IV.A.1 

- d e décomp oser en r sous-système Si irréductibles 

un s ystème à eranùe échelle S 

- d e découvrir un or dre de résolution des sous-systèmes 

irréductibles s1 

- d e décomposer plus finement cha que sous-système 

irréductible dans le but de tire r parti de la structure du sous

système en vue d'une r é solution de celui-ci. 

Cet alg orithme est- i l "réalisable"? 

Pour tenter de répo dre à cette question, nous posons 

et résolvons partiellement le problème de la programmation d 'un 

tel algorithme. 

Quelles parties de l 'algorithme sont-elles réalisées? 

La rech erche des sous-systèmes irréductible s et la découverte 

d'un ordre de résolution des sous-systèmes ( décomposition en 

nive aux hiérarchiques). ( c f'r. chapitre I) 

Les étap es 1 et 2 de l'alg orithme de C.K. dans la recherche des 

ensembles minimaux essentiels d'un graphe. 

Ces deux parties fontionnent effectivement 

- L'anal yse de l'étape 3 de l'algorithme de C.K. est effectuée. 

Deux p a r t ies importantes de tout l'algorithme manquent à ce programme 

1. la recherche des paires de sortie d'un système d'équ a tions. 

L'anal yse de cette partie doit comporter la recherche d' un 

alg ori thrne efficace qui effectue cette tâche ( se ré"férer à 

St ewar d-1 ). 

Nous a vons momentanément contourné ce problème e n fournissant 

comme donnée du programme le g raphe de flu x d'inf'ormation ( que 

l'on aurait constrt: it à l'ai d e de l'ensemble des paires de sortie) 

2 . l'étap e 4 de l'alg orithme de C. K. Cette étape ·est (cfr. chapitre 

II) ne procéâ ure de s ép Qra t i on du p robl èm e; elle pose un 





IV.A.2 

int ' ressant problème de rés e rvation de place en mémoire centra le 

de l' ordinateur. 

La nécessité· de limiter ce travai l p a r manque de temps nous à 

amené à laisser ces deux problème de côté . 

Une partie utile peut itre aj ou t6 e à cet ensemble : un générateur 

aléatoire de 1-graphes orientés qui permettrait de tester l'efficacité 

à espérer de cet algorithme appliqué à des eraphes de flux d'infor

mation "quelconques".( cette faç on de tester l'algorithme ne tient 

p as compte de la recherche de paires de sortie de systèmes d'équations, 

dont le "co<lt" est néglige able p ar rapport à celui du reste du travail 

( voir l' ev.I-I P.510 et Led. 0t Himm . P224) 

IV.A. Description de la représen tation de l'information. Difficultés, 

avantages et i nconvéni ents que p rocurent ces représentations. 

IV. A.1. Introduction 

Le but p roposé était de constru i re un algorithme "réalisable" de 

décompos ition de systèmes à g rande é chelle. 

Les résultats d'une programma tion d'algorithmes d e d é composition 

cités dans la littérature( Kev. I I ~ .510 et Led. et Himm.P.225) 

suggèrent que la place occupée en mémoire centrale de l'ordinateur 

par les variables du problème est un e fonction quadratique (n2 + 

an+ b ) de la taille n du système à décomposer. 

(ette e igence ti ent à l'in t ro duction en mémoire de la ma tr i ce 

(nXn ) C d'occurence du système , sous sa forme"complète", c. à .d. tous 

les 1 et O booléens de l a matrice C sont stock,~. Il est établi 

(Led. et Himm.P.1b7), que pour qu'une dé.compo s ition de système à 

grande é chelle aie des chances de fonctionner, il faut pratiquement 

qu'une "petite"partie des n vari ables du problème apparaisse dans 

les équa tions. 

La matrice cl'occurence du s ystèin e d' équations est alors "creuse", 

c. ~ .d. elle comprend un e "peti te proportion"d!élémants non nuls. 

Lors d e man 5.pul at ions (p. ex. i nversions ) de matrices scalaires 
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creuses, il ost conseillé ( cfr. Tew.P.527) d'utiliser en ordinateur 

des représentations d e r.1atrices où on ne considère que les éléP.tents 

non nuls. 

Plu tôt que de réaliser "rapi. demon t" ( c. ~.i . d. de façon non élaborée) 

un prog ramme pouvant effectuer 1 'algor .i tlune proposé dans les 

chapitr s I et II , un problème intéressant était de 

1. Voir dans quelles mesures on pou v a it "condenser" 

la matrice d'occurence 

2. Montrer si nous p ouvions proposer un programme 

dont le s e xig ences en place en m6moire centrale d'ordinateur 

sera i ent font ion linéaire de la taille n du , système d I équations 

et du nombre e d'arcs du graphe de flux d'information. 

J. Il Il Remarquer s i nous pouvions, en condensant la 

matrice d'occurence, perme t tre à l'algorithme de g arder ou 

d'améliorer son efficacité prati que ( amé1iorer par rapport à une 

façon" lassique" d'envisat3er l e problème) . 

Nous montrons {c:fr. IV. A.2) : 

a. qu'il est possible de concevoir pour la recherche de sous-

s ystèmes irréductibles, pour la décompos i_ tion en niveaux 

hiéra rchiques (ch.I ), et pour l 'étape 1 de l'algorithme de C.K. 

(ch. I I) une rèprésentation de l 'information qui demande, en 

mémoire de l"'ordinateur une place fonction l iné aire de la taille 

n du s ys tème à résoudre et 1lu n ombre d'arcs du g raphe de :flux. 

b. que l 'utilisation d'une :forme conùensée de la table de couverture 

(c:fr.ch. J I. étape 2-3-4 de l 'al l;orithme C.K. )nous paratt discutable, 

ce qui ose des problè1,1 e d 'eff i cacité pratique, et rend certainement 

non lin aire en les paramètres ne t e ( resp. nombre do sommets et 

d'arcs du c;raphe d e flux) 1 'occupation de mémo i re centrale. 

c. que ce tte remarque se r épète quand on aborde une mé thode de 

"sépa:tati on" con f ormément à l'étape 4 de l'algorithme C.K. 

Peut-être ce s rer:1arques suggère raient-elles une délimitation "meilleur 

ces n oti ons de système à g rande échelle et de matrice d'occurence 

creuse d 'un syst~me d'é~u ati ons . 
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IV . .-\ .2. Heprésen t a t i on des données ou de l'information 

Le s données du prog ramme dans s a formule actuelle sont: 

1. Un graphe de :flux d'information 

2. Le n ombre de sommets n de ce GraphA. 

I)ans tout ce qui suit, so i t e l e nombre d'arc s du e;raphe . 

IV.A.2. a . Premi ~re p ar tie de l' algori~1me 

1. Trouver le s sous-systè 1ues .ir r é du c tibles 

2. Cons truire le c;raph P- condensé 

3. Dé comp oser en ni veaux hiérar chir1ues le g r aphe condensé 

4. " Dé- c on rtenser" - n'est nécessa ire que pour la pr,sentation des 

résu l tats. Nous n' effec tuons pa3 cette décondensation . 

Pour cette partie du l'alg orithme, le g raph e de flux 

d 'information se représente à l'aide de 2 vecteurs: 

1. Sommet dimension n+1 

2 . ~rcs : d imension e 

A cha qu sommet i, le v e cteur Somrn~t :fait correspondre un nombre 

qui est la p lace où, dn.11s le ve cteur Arcs, on peut trouver le 

premier snivant du somme t i . 

Dans le v e cteur Ar c s, l e s s u i vants d'un sommet sont placés les uns 

à la suite des au t res. 

La list des s ui v a nts ùu somme t i se t rouve comme suit : 

soit LH11 = Sommet ( i ) 1 J,H l2 = Somme t ( i + 1 ) - 1 
( 1 ) 

Les sui v antf; du sommet i sont l es variabl e s Arc s ( j ) telles 

qu e J .I d 1 ~ j ~ LHf2 

<: onventi on qui fac i li t e la progr arnnation Si un sommet i n ' a pas 

de suivants , Soume t ( i ) = :301m11et ( i + 1 ) 

Remar qu e : 

La dimension du ve c teur Sommet ,-1s t n+1 et Somme t ( n + 1 · ) = e + 1 

En e ffe t : cela p e rmet de ne pas dif:férencier dans le traitement 

le dernier sommet ( les forrnules { 1 ) exigent que 

Sommet ( i + 1 ) soit déterminé 

- nous ne comptons p as l e s a rcs du g r aph e de :flux . Le 
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v e cteur 1\rcs a une dim<:nsion f , où f est une borne 

supérieure du nombre d ' arc s du g raphe. Il :faut connaît r e 

où s e termine l a Jis t e des suivants du uernier sommet 

dan s le vecteur Arcs. 

Exemp le soit à repr é s enter le g raphe fig.1 

X 
2 

X 
) 

f i g .1 

Re présentation: fi a . 2 
x1 

fi g . 2 
Arcs 2 

Cette r p résentation est adéqua t e pour l a réal i s a tion de la 

premièr partie de l'algorithme . 

t. Rechercher les comp osan tes fortement connexes ( C.F.C. ) du 

g raphe par l'algorithme d e Tarj a n (cfr.ch.I). 

La techni que d 'exp lora t i on u t il i s6e nécessite de traverser les 

arcs orientés exactement 1 fois ; traverser i mp l i.que respecter 

le s ens de l'arc. 

est néc e ssaire. 

Trouver "rapi dement " l e s suivants d 'un sommet 

2. Connaî tre "rapidement" les suivants d'un sommet rënd plus 

efficac la: construction du graphe cond .nsé·. La représentation <te 

c e lui-ci s e r a construite sous l a même forme que c e lle du graphe 

d e flux . 

). Cette forme compacte du graph e condensé s 'adapte assez peu à 

la décomposition e n niveaux qui n écessite la conna issance de 

somme ts sans précédents alors qu e nous travaillons ave c des listes 

ùe suivants . Cependant, constr ire des listes de précéden t s 

semble nécessiter u n nombre ll ' opé rations du m ~ 11e ordre que la 

décompo ition en ni veaux à l ' aide de listes de suivan ts . 

Cette d é composi tio;1 en ni veaux est de toute façon "p eu cou teus c 11 



li 

Il 

Il 

1 

j 
1 
1 



au vu du r e s te du tra vail . 

Rema r qu e : a. Construire l a r ep résenta tion d écrite ne pose pas 

de p rob l èmes. Le g raphe d e flux est donné en indiquant pour 

chaque s omme t s es suivants. La ph a se d e construction du graphe 

de fl u x après la rech erch e d ' un ensemble de p a i r es de s orti e , à 

ajou ter à ce prog ramme, peut tenir compte facilement d e la 

repré s entation du g raphe décrite . 

I V.A.6 

b. Après avoir utili s é la repré's entation décri te, nous 

avons v é rifié dans Ros e et Hill . P.44 qu'elle e st reconnue connne 

adap tée aux !)roblèmes de théori des g raphes où, essentiellement, 

la conna issance de suivants d 'u s ounnet est nécessaire. 

IV. A. 2. b . Deuxi ème partie del' l gorithme 

Il s' agit de l'algorithme de C. K. ( voir chapitre II)- lt é·tapes. 

L'inf ormation utilisé·e pour e ff e ctuer ce t te p a rtie de l'algorithme 

d e dé comp osi t ion est le sous-g r phe de f'lux d'informa tion associé 

à une C. F.C. du graphe de flux. 

L' e xp ér i enc e nous a montré que l a rep résentation de graphe décrite 

en IV.A.2.a. n'est p a s adaptée à l'algorithme d e C.K. m8me si 

on lui ad joint une représenta ti on de g r aphe qui à chaque sommet 

associ e la liste de s e s précédents. Ce fait est causé p ar le 

b e so i n d 'ajouter et de re ti rer f réquemment des arcs; d e détruire 

des s omr ets; d'où il faut r emet t re l e s listes de p r é c é dents et 

de s u ivan ts en o r dre , c e qui es t couteux e t difficile. 

Pour ne pas avoir à r é ordonne r l es listes, l' emploi d e la mat~ice 

au sous-g raphe paraît inévitab le . 

Cepen dan t, rappelons-nous ( I V .. 1 ) que nous n e pouvons traiter 

pra t i qu ement que des ma trices cr euses. 

Utilise r des listes en chainées ( Knuth. CH . 2 ) permet de repré sen t er 

ces ma trices e n ne tenant compte que des éléments non nul ·s et en 

f a c i litan t l'inserti on et l a d e struction d' éléments d e la li s te. 

La n:ani a r e de construir E~ ce s li stes dép end de 1 'uti l i sation que 

l'on v eu t en faire. 
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IV. A. 2 . b .1. ReprJsentation d e ma trice choisi e . 

Nous envisageons une C. F .C. K1 du g raphe de flux G 

et l a matrice M'T transpos ée de la matrice associée au sous-e r aphe 

K
1 

de G. Soit n' et e r~ le nomb.re de sommets e t d 'arcs de K
1 

( de 

ligne s e t d e "1" de M' ). 

Nous repr é s entons J\ l • T à 1 'aide de 6 vect eurs dont la 

di mensi on e s t e '. 

Numérotons l e s arcs de K1 de 1 a e'. 

A chaqu arc i, chaque vecteur f ait corresp ondre respectivement: 
'l' 

1- I COL: l e numéro de colonne d e l'arc i dans M' (extrémité 

i nitial e de l' a rc i) 

2- LIGN 
T : le numé'ro de l ign e de 1 • arc i dans M ' 

)- ! SU I O : le numéro de l' a r c j qui se trouve j u ste sous l' a rc 

i dans la colonne d .. l'arc i ( s oit l a colonne k) d ans la ma trice 

r.1, T s i l ' a rc cm ques tion ex i ste .Voir f i g .). 

Sinon l e premier arc d'une colonne suivante ( e n commenç ant p a r 

le haut de la colonne ) , e n envi sageant succes sivement comme colonne 

suivan t e : a . les colonnes à dr oite de la colonne ken partant 

d e la colonne k. Voi r fi g . 4 . 

b . les colonnes à g a u che de la colonne k en partan t de 

la premi~re colonne de M' T . Voir fi g . 5. 

c. éven t uellement en dernier lieu la colonne k. Voir fi g . 6. 

Les fl eure s indi quent comment s ' effectue le "ba l ayag e " d e s arcs 

à p arti de l ' a rc i ( X )pour l a construc tion d es vecteur s 3 o t 

ensuite 4 5 et 6 
, ·, 

1 

', 
1 • 

k k 't 
1 j 

f i g .) i fig.4 i 
1 

X X 1' 1' 

t 
1 

j 

Î 
colonnes 
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__ ___ _ /_ -- -

' I 

V 

t 
1 

1 

j 

1 
1 

1 A\ 

J )1\ 
fig.5 11' i fi g .6 A i I' I'-X / \ 1 X 1 

j 

', ~ -

4- IPRECO : l e num~ro de l' a rc 

l'arc i dans la colonne k de la 

existe. Sinon, suivre un règ le 

Voir fig.7 

/ 

qui se trouve juste au dessus de 
T matrice }. ! ' si 1 'arc en question 

analogue à celle décrite en J. 

5- I Sl lILI : le numéro de l'arc q ui se trouve à droite de 1 'arc i 
T dans ln. ligne d 0 1 1 arc i ( soit la liene 1 ) dans la matrice !11 • 

si cet arc existe. Sinon suivre une règle analogue à celle décrite 

dans J. 

'Il 1 

\( I 

1 

. 1 

~/ \/ i :fig.7 y 
1 

1 X 

1 

V 
1 

1 

V f l.. ,.,. 8 ,· ~. ' 

- --< -

--<- - -
i 

----'>,,..--x-----
' 1 

\J/ y -~----~ ___ __::,, __ --~ 

1 

1 

' 
6- IPRELI : le -m_;m~ro - d"èi 1 ' a rc qu i se t rouve à gau che de 1 'arc i 

dans la ligne 1 de la matrice M'T si c e t a rc exi s te. Sinon suivre 

une règle analogue à ce J. le décri t e en J . Voir :fig . 9 

Les figures 10 et 11 résur.w n t l a manière dont se font l es balayages 

des a r cs . 

1 

,' 1 

1 
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balayage tout d 'abord v ert. 

ensuite latéral. 

i 
~- ~.:::::.- --~ 

' -- - > -- - :> - - 7 -
1 < 

f ig.10 

, - --

bal ayase tout d'abord latéral 

ensuite vertical 

vert. 

fig .11 
r rnELI 

1------ --+--- ----+------

ISUILI 

i 
< IPRECO 

> I SUICO 

Nous ajoutons à cette représenta tion, 4 vecteurs donnant une 

information pour minimiser les opérations et localiser l'information 

util e . Ils indiquent respectivement: 

7- NOLIG : le nombre d'éléments d'une ligne de r,. ,T • 

8 - NOC OL 1 b d' ~1 ' ' d ' 1 d I,1 1 T • e nom re ~ emen ~s une co onne e 

9- IN LIG: le numéro du premier arc d'une ligne de M'T. 

10- IN i)COL : le numéro du premi e r arc d'une colonne de M'T. 

Exemple . Soit ' représente r le g r aphe de :fig .12 de matrice M'T fig . a 

x1 X 
2 1 2 3 4 

1 1 l 
2 1 

fig .1 2 fig .13 3 1 1 
4 1 

X) X 
4 

Nous obt enons la représenta tion de l a :fic;ure14 qui correspond ' a 

numé·rotation des d 
T 

:fig.15. une arcs e Î'-l ' -

1 3. 
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1- ICOL 
2- LIGN 

1 
2 

3- I SU IC lsuiv.colonne) 
4- I PREC pr,c. colonn e ) 
5- I SUILI suiv.lie;ne) 
6- Il •RELI préc. l icne) 

2 
6 
2 
5 

1 7- NOLI G (nombr e d' a rcs l ir~ne ) 
8 - NO ~OL (nombr e d'arcs colonn e ) 
9 - I NDLI G(début li c;ne) 
10- I NDCOL (dé but colonne) 

1 2 3 l ~ 

1 4 5 
2 1 

fi s .1 5 3 2 6 
4 3 X 

Ajoute r un a rc n° 7 en colonne) 1 

écrire : ajouter une colonne 

aux autres ar c s du 

1 (7) ~ 3 

2(7) ~ 4 

3(7) ~ 5 

4(7) ,E-- l• 

5(7)E-- lt 

6(7)~3 
a juste r le s vecteu r 

arcs du tableau à 1 

7(4) ~ 7(l1.) + 1 

8(3} ~ b (J) + 1 

J(lt ) ~ 7 

4(5) ~ 7 

5(3} ~ 7 

6( L~ }~ 7 

fi g .14. 

1 2 4 
2 1 2 1 
1 2 1 2 

'~ 1 2 3 
1 2 4 5 

igne 4 de r- ; 'T correspond ' a 

au tableau fie;.14 ; li e r l'arc 

tableau ; 

s de comptage d ' a rcs ; lier les 

'arc 7 

Dé truire l'arc n° 2 du t a bl eau lll ' T 

détruire le s l iens de 

fig 15 

l'arc 

correspond 

2 a v e c les 

' écrire a : 

autres a rcs 

3(1) ~ 3 

7 



1+(3) ~-- 1 

5(1 ) ,E----- 6 

6(6) ~ 1 

mettre à jour le nombre d'arcs en ligne et en 

colonne et le début de ligne et de colonne. 

7(3) ~ 7(3) - 1 

8(2) ~8 (2) - 1 

9(3) ~ 6 

10(2)~ 3 

IV.A.11 

Cette rep résentation nécessite e n mémoire une place proportionnelle 

à 6e' + Ltn 1 ( parce que nous employons 6 vecteurs "arcs" et Lt vecteurs 

"sommets" 

Note: l'étape 1 de l'algorithme de C.K. n 1 aucmente à aucun pas 

le nombre e' d'arcs. 

Remarquo : 

- Il est di:fîicile de connaître au départ n' et e' 

La représentation décrite n 'est p as utilisée -dès la re cherche 

des sous-systèmes irrédu ctibles. 

a . On espère que n' et e' s cmt respectivement plus p e tits que 

n et e ( d'o~ cette repr sentation ne prendrait pas"beaucoup" 

de p lace). 

b . n veut dans l'algori thm e C.K. (c:fr. ch.II) analyser 1 C.F. C. 

indépendamment des autre s ; on ne peut pas représenter la 

matrice M associée au g r aphe de flux p a r des"l i ste s enchainées": 

isoler des sous-watri ces ( associées à des sous-graphe s 

F .C.) de la matrice M en chainée d e v i endrait d iffic i le et 

couteux. La représent a t i on décrite se construit facilem ent 

et rapidement ( Voir IV.B. noutine SPACFC ) 

IV.A.2. b .2. Représentation de t able de couverture. 

Les étapes 2-3-l, de l 'algorithme de C.K. exigent 

l'utilisation d'un c raphe étiqu eté et ensnite d'une table de 

couverture. 

Les opération s de gênérati.on des circuits pertinents 
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(ch. II . é tape 2 de C.K. ) exigen t une repré'sentation de p-graphe 

(Fichefet . P.II.7). Nous ne po rrions plus utiliser une 

représentation de matrice bool é nne (celle-ci ne peut pas représenter 

un p-graphe ! ) 

Cependant: Nous e;arclerons la r présentation de 1-gr.aphe ( de matri ce 

booléenne) décrite p lus-haut ( IV.A.2.b.1.) 

Il suffit,à chaque arc, d'associer une liste des 

étiquettes ( voir dé f . ch.II.étape 2 de C.K. ), qui 

simulera l'existence de plusieurs arcs entre deux 

sommets. 

Comment effectuons-nous cela? 

Supposons qu'à l'arc t correspondent les étiquettes b 1 , ..• ,b1 . 

1. Le ve c teur IGRNTR fait correspondre à l'arc t l'étiquette b1 . 

2. Le vec teur !PLUS fait correspondre: 

à l'étiquette b1 , l'étiquette b2 . 

à l'étiquette b2 , l'étiquette b) • 

etc ..• 

à l'étiquette b1 , un numéro d'étiquette 

non attribué ( O ). 

3. Préci ons que les é'tiquettes sont des colonnes d 'une matrice 

booléenne COV. Les lignes de cette matrice correspondent 

chacune respectivement à un sommet du graphe que l'on étiquète. 

Si la colonne i de COV correspond à 1 1 é't i quette bi, la valeur 

1 à l a ligne j de la colonne i signi~iera que le s0JID11e t qui 

correspond à la lioie j appar t ient à l'étiquette bi 

4. En cours de l'étape 2 de l'algorithme C.K., les circuits 

pertinents détectés, seront des colonnes"particuli~res" de 

la mat rice COV; les numéros de ces colonnes n'apparaitront 

pas dans les vecteurs !PLUS et I GHNTR . 

5. Une l i ste linéaire (stack - cfr. Knuth. P.2J4.)contiendra 

l es numéros de colonne s de COV correspondant aux circuits 

pertinents. Ce vecteur sera appelé JCIPER. 

6. Le vecteur NOCROS indiquera pur chaque colonne de la t able de 

couverture et de s é tiquettes, le nombre d'éléments non nuls 

que c onti ent cette colonne. 





Exempl e : 

Soit à représenter le graphe étiqueté fig.16. qui était avant 

r édu c tion partielle un c raphe de somme ts \x1 ,x2 ,x3 } 

fig.16-

Il lui correspond la repr é sentation de la fig.17. 

L'arc ( x2 , x
3

) est numéroté 1 

L'arc ( x3 , x2 ) est numéroté 2 

IGRNTR : correspondance arc-étiquette: 

!PLUS : " enchainement" des 

étiquettes. 

COV: t able des étiquettes 

e t des circuits. 

NOCROS : nombre d'éléments 

non nuls odans une 

colonne. 

1 2 

0 

0 1 

0 1 

0 1 

I CIP ER : circuits enregistrés: 5 

2 0 

0 0 

1 1 

1 1 

0 

1 

1 

0 

~ -~-- ----

1 2 

0 

0 

0 

0 

IV.A.13 

fig.17 

( en upposant qu'1 circuit soit détecté) 

Note: Les colonnes correspondan t aux circuits pertinents formeront 

la table de couverture à réâuire dans l'étape 3 de l'algorithme 

de C.K. Cette table est une sous-matrice de COV. 
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Le probl ème d e repr ésentation d e s étiquettes po s e des difficultés: 

Comment dimensionner la table d couverture et des étiquettes COV? 

Nous ne connaissons pas au d ép ~rt : 

1. l e nombre de lignes de l a tab le (nombre de sounne t s du graphe à 

étiqueter) 

2 . l e nombre de colonnes de cet t e table qui seront nécessaires au 

cours du dé'roulement de 1 'algorithme. 

A c ause de l'étape 2 de l ' algorithrn e de C.K . ( ch.II étape 2 ) , 

nous f a i s ons remarquer que, à ch aque application de la r ègle de 

c on s truc t ion d'arcs T4 , le nombr e de colonnes utili s ées de COV 

peut croi tre énormément. 

Soit un s onnnet x qui a 4 arcs incidents vers 1 'intérieur et Lt arcs 

incidents vers l' extérieur. Supposons les étiquettes de ces arcs 

simples( voir d éf . dans ch.II). 8 étiquettes sont alors occupées 

p ar ces a rcs . Si aucune simp lifi cation n'intervient, après 

applica t i on de T4 à x, 4 X 4 = 16 étiquettes seront occupé e s . 

Rempl ~çon s l e s 4 arcs incidents vers l ' intérieur à x p a r 8 arcs 

incidents vers l'intérieur à x ( 12 étiquettes occupées ). Après 

applicat i on de T4, 8 X 4 = 32 éti quettes peuvent être occupées . 

Il f aut malheureusement conna1 t r e une estima tion acceptable d ' une 

borne sup érieure du nombre d e co l onnes occupées au cours de 

l'algori thme , dans la matric e booléenne COV. 

Ce p r ob l ème n'est pas résolu ! 

Est-il avantageux de construir e une r eprésentati on de la ma trice 

COV à l' a ide de liste s encha inées ? 

Oui s i l es deux conditions ci-d e s sous sont s a tisfaite s : 

1 . La table de couverture est"creuse " . 

2 . On p eu t trouver une forme de l i ste s enchainées qui se pr~te 

aux r éductions ultéri eures de table d e couverture ( voir ch.II 

étapes 3 et l t ) • 

Ce second point nou s p a raît r ésolu si nous tenons compte de la 

cons tru ction de la matrice M'T dans IV.A.2.b.1. Une repr é s en

t a tion s imilaire se prêt era i taux opérations de r éduction de table . 

Remarquer que le balayage discu t é en IV . A.2.b.1. est une 

t e chni qu e de repérage employée pour construire des listes à deux 
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dimen s ions don c en p a rticulier la t a ble de couverture. 

Le pre -ier point nous paratt discutabl e : nous pensons qu'il peut 

appa-r a!tr e comme a ssez courant que des étiquettes contiennent un 

ngrand nombre" de sommets ( l' a pplication de T4 combine des 

é ti que t tes) sans que l'on pui s se appliquer en suite un règ le de 

suppres sion des êtiquettes à g and nombre de s ommets ( P .Ex. R6 }. 

La matri ce COV ne serait alors p lus creuse. 

Cependan t l'expérience devrait déterminer s i , en f a it, notre 

s up p osi tion 1 est v érifi é e. L ' applicabilité d e l'algorithme aux 

g raphes de g rande tai lle en dépend. 

Nous sommes main t enant prêts à aborder l'exposé de la programmation 

de l ' algorithme. 

IV. B. escription du prog rru11me BAUDON 

Nous comp tons dans cette partie du ch.IV donne r quelques informations 

rel a tive s à l a compréhension du prog ramme. Cela se .l imitera 

souv ent à donner l a signification des v ariables-clés et/ou un 

org ani s ramme non d é taillé. Pa r ois, nous donnerons des é léments 

de comp réhension supplémentaires . 

Nous in !tons le l ecteur à n e p a s s'attarder en premi~re lecture 

aux organi g rammes marqués d'une * Ceux-ci servent plus notre 

soucis d '~tre complet et de perme ttre un poursuite du travail que 

l a compr éhensi on g loba le du pro ramme. 

Le p rogramme s e découp e en routine s. 

1- Lecture des données et créa t i on d e la représ entation du 

graphe décrite en IV. A. 2 . a . 

Routine CODE 

d escrip t i on des variab l es: 

IS : v e c t eur Sommets d e IV. A. 2 . a 

IED : v ec teur Arcs de I V. A.2. a 

- -------- ------------





N: nombre de sommets du g raphG.(taille du sraphe) 

IVECT: vecteur qui contient l e s donné es· lues d'une carte . 

IPEB: sommet dont on est occupé à traiter les suivants 

INDS dernier sommet dont on a traité les suivants 

IN DEDG : "indice de reinp lissage" du vecteur Arcs • 

Note: les donn é es sur une carte se présentent comme s uit 

1- dix données par carte. 

IV.B .2 

2- 1ère donnée de la carte un sommet dont on va indiquer les 

suivants 

3- Les 9 données suivantes: les suivants du sommet indiqué en 

première colonne de la c a rte. 

4- dès qu'une donnée est nulle: 

A- si c'est la première donnée, on a terminé la lecture 

du g raphe. 

B- si c'est une des 9 données suivantes, il n'y a plus 

de données sur la carte. 

5- Si l 'on a plus de 9 suivants, on utili s e une autre carte que 

l'on co1:unence de nouveau par.- le sommet dont on va continuer 

la l iste des suivants. 

+ Il es t permis d'utiliser autant de cartes que l'on veut pour 

indiquer les suivants d •un so1mnet m~me si certaines de ces 

c a rte s ne comportent pas 9 suivants ou même a ucun suivant. 

+ Les sommets dont on indique l e s suivants sont classés par 

ordre croissant. Cela p ermet dans la représentation décrite, 

d'évi t er l'emploi d'un vecteur qui indique la fin de li s te des 

suivants pour un sommet. 

La toute première carte compor t e la taille du graphe ( N ). 

Voir org anigramme p nge suivante . 





Sta rt 

IS~O 
IED ~ O 
INDS -(:- 0 
IN DEDG~ O 
lire N 

lire une carte 
conte nu de cette 

dans IVECT 
IVECT( 1 

IV.B.J 

nouveau sommet ? 

.,,,.,,,,, fin d e lecture 

\
• IS(N+1 )-f-INDEDG 1- ~ RETURN ) 

INDEDG ~ INDEDG-1 - ~ • 
'- --..--------- -

oui 

il y a erreur 

oui 

oui dans l ' ordre rstop 
des données 

n 

V i t q INDS+1 ~i-( IDEB mise à jour d e IS 
IS ( i) = INDEDG~ / 

:- / 
~--------

nouveau suivant 

non IED(INDEDG)=IVECT(i) 
>---- - ----~- INDEDG= INDEDG+1 

\ 





1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
8 C 
9 C 

10 C 
11 
12 
13 C 
14 
15 
16 C 
17 
18 C 
19 
20 C 
21 
22 C 
23 
24 
25 C 
26 
27 C 
21\ 
29 
30 C 
31 
32 C 
33 
34 
35 
~6 C 
37 
38 
39 
40 C 
41 
42 
43 C 
44 C 
45 
46 
47 
48 
49 C 
50 

IV.B.4 

SUBROUTINE CODE(IS,llD,N,INCEDG,NN,MM) 

CONSTRUCTION DE LA REPRESlNTATION ~U GRAPHE UTILISEE DANS LA PREMIERE PPkT 
DE L"ALGO~JTHIH 

CODE LIT l.ES DONNEES, A SAVOIP l.A TAILLE DU GRAPHE DE FLllX ET LE GRAPHE 
DE FLUX LUI-MEME 
VEUILLEZ VOUS REFEREH AU TOME 2 ~ENTIONNE bANS LE PRO~RAMME PRINCIPAL 
fOUR CONNAITRE LA DISPOSITJ~N DE S DONNEES SUR LES CAPtES 

l~PLICIT ïNTEGER*2(I~N) 
(' lMENS ION , 1S (NN) ,IEO (MM) ,IVECT ( 1 fl) 
INDEDG•NOMB.D'ARCS ET INDSzNO~B.OE SOMMETS 
INDE0Gs1 
INDS=O 
LECTURE 0~ LA TAILLE OU GRAPHE DE FLUX 
READ 50,N 
LECTURE o•uNE CARTE 

6 READ 50,IVECT 
ON PREND LES SUIVANTS o•u~ SOMMET 
IOEB=lVECH1) 
COMPARAISON OU PRECEDENT SOMMF T TRAITE AVEC LE SOMMET A TRAITER 
IF(lNDS-lDEB)1,2,3 

1 IA=INDS+1 
ON MET A JOUR IS 
DO 4 l=IA ,,IDEB 
CO~PLETER LE VECTEUR IS 

4 IS(l)=IND~DG 
2 INOS=IDEO 

P S SUPERFLU QUAND ON SORT DE 30UCLE 4 
ri o s 1=2,10 
FIN DES O~NNEES SUR LA CARTE ? 
I F CIVECT(J).EQ.O)GOTO 6 
IVE.=JVECT( I) 

H. D(INDEOG)=IVE 
0 ENREGISTRE IVF COMME SUIV~N r 

5 I OEDG=INOlDG+1 
C.O T() 6 

3 J F (IOEf.E~.O)GOTO 7 
E ~ R Eli R D A.N S D ES 1) 0 NN [E S OU DA~ S L E li R O PD RE 
PRINT 60 , 
ST OP 
FIN ~E LECTURE OU GRAPHE lT FIN DE CONSTRUCTION DE LA REPk~5ENTATION 
OU GRAPHl: 

7 IJ F- 1::N+1 
I OSP1 ::JNOS+1 
D 8 I=INOSP1,NP1 

~ I S (I)=l ►IOEDG 

ON ACHE.V[ LA CONSTRUCTION 1.>L G APHF. 
I (NP1)::INDEDG 

51 I NOEOG=INDEDG-1 
52 RETllRN 
53 51 F~ RMAT(1018) 
54 6 0 FORMAT(H11,'EPREt1R DANS ORDfH l'lf:S DONNEES') 
5 5 E I D 
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2- " DEPTH-FIRST-SEARCH" utili s é dans l .' algorithme de Tar jan 

(voir I.2.C.b. } 

Routine IDFS ( I- Depth-First-Search) 

Il s'agit d'explorer un a rc non encore exploré à partir d'un sommet 

actif ( c:fr. I.2.C.b. ) . La f onction IDFS a pour valeur le sommet 

que l' on atteint si ce sommet existe ( si il existe un arc non 

exploré à partir du sommet a ct i f) ; 0 sinon. 

Noter que cette fonction trans f orme la représentation du graphe 

décrite en IV. /\ .2.a. en changeant les entrées du pointeur IS . et 

en changeant le signe des entré es du vecteur IA. Après la recherche 

des C. F .C. qui utilise cette :fonctton, il suffit de retrouver la 

représentation décrite du g raph e, ce qui est possible à partir de 

la valeur des pointeurs en fin d'opérations. 

INIT : sommet actif 

IS et I A : respectivement vecteur S01mnet et vecteur Arc de la repré

sentati on du graphe. 

IDEP: où trouver, dans IA, un suivant de INIT. 

Organigramme: 

IDFS * 

pas de suivant 

START ) 

IDEP ~ I S (INIT) 
INITP1 ~ INIT + 1 
ISUIV ~ I S (INITP1) 

non--4 IDFS-E--IA(IDEP)\ 

,...._-----~----------- -- ou1----<~ 

non 

IA(IDEP}< -IA(IDEP) 
RETURN l'c-✓------l IS(INIT}~(-- IDEP + 1 1---- - ----'IK--

se rappeler que IA(IDEP) a 
été envisagé 

est-on 
dans la liste 
des suivants 
d'un autre 
sommet? 



1 

1 



1 
? C 
3 C 
4 C 
s 
6 
7 
8 
9 C 

10 
11 C 
12 
13 
14 C 
15 
16 C 
17 
1R 
19 
20 C 
21 
22 

1 

FUNCTION IDFS(IS,IA,lNlT,NN,~M) 

DEPTH FIIIST SEARCII 

IMPLIClT INTEGER~2(1-N) 
DIMENSIO~ IS(NN),IA(MM) 
IDEP,.ISC:,NIT) 
INITP1=1NIT+1 
INlT EST LE SOMMET DONT ON CHERCHE UN SUIVANT 
ISUIV=IS(INITP1) 
TOUS LES - ARCS D"ORIGlNE J~lT SONT EXPLORES? 
Jf(IOEP.EQ.ISUIV)GOTO 1 
IDFS=IAClOEP) 
( Hl I T, J D FS ) =ARC CE J A E X P LOPE ., 
IF CIDFS.LE.0)GOT01 
ON VIENT O"EXPLORER L"ARC Cl IT,IOFS) 
IA(lDEP)~-IACIOEP) 
IS CINIT):::IDEP+1 
RE TUHN 
FAS D"ARCS INEXPLORES A PART I R or !NIT 
IDFS=O 
RETURN 

IV.B.6 

23 
24 

C 
C 

VEILLER A REMETTRE LE GRAPHE E~ ORDRE DANS l[ rHOGRA~ME APPrLANT IDtS ftrRE 
S UTILIS~TION DE CELUI-Cl 

25 END 

3- Algorithme de Tarjan - Recherche de composantes fortement 

connexes. ( voir I.2.C.b. ) 

Routine STCNCT ("strong-connect"algorithm) 

Cette routine recherche les composantes fortement connexes d'un 

graphe dont l a représentation est décrite en IV.A.2.a. Elle utilise 

des vec teurs auxiliaires qui pe rmettent que le temps de calcul 

soit fonction linéaire den e t e . ( voir I.2.C.b. ) en stockant 

des informations intermédi aires utiles. 

!SOM et !ARC : Représentation du graphe dé'crite en IV.A.2.a. 

Net NEDG: respectivement l e n ombre de sommets et d'arcs 





NUMBr~n : vecteur à deux utilisa tions 

- numéroter les sommets lor s du depth-fi rs t-search 

quand on a trouvé une C. F .C., il associe à chaque sommet 

d e la C.F.C . le numéro de la C.F.C. 

IV.B.7 

IGFC e t NUMINV: permettent de stocker les C.F~C. d'une manière 

analogue à celle du stockage du graphe. IGFC(i) indique où dans 

NUMINV cormnence la liste des sommets de la C.F.C. numérotée i à 

l'instar de Sommets dans le par.IV~A.2.a. 

NUMINV: vecteur qui, outre , l'utilisation que nous venons de 

décrire, contient à la place i + 1 un sonnnet prêt à devenir actif 

quand le sonnnet actuellement actif porte le nwuéro 1 ( ce qui évite 

dans le d éroulement de l'algorithme de devoir éventuellement 

chercher parmi N sommets un nouveau sommet actif) 

IPL: vecteur qui permet de connattre la place d'un sommet j dans 

le vecteur NUMINV ( même remarque que pour NUMINV) 

ISTACK: vecteur qui sert de sta ck utilisé par l'algorithme. 

IACDST: vecteur qui permet de connaitre la place d'un soonnet actif 

dans le staclc. 

IACTPR: vecteur qui donne pour un sommet, le sommet actif précédent 

LL: vecteur qui,à un sommet, associe son "LOWLINK". 

NOC FCN: nombre de C.F.C. 

I FICFC : "indice de remplissage 11 de NUMINV ( doit ~tre égal à N 

après u t ilisation de la routine . 

I ACT : s ommet actif 

I : numéro du sommet actif actuel 

IST: " indice de remplissage 11 du stack 

IPI : suivant envisagé du sommet actif 

Voir organigramme à la page suivante 

Note: STCNCT utilise la fonction IDFS 





STC CT * 

I ( 1 
IST~1 
NOCFCN ~- O 
yj ,1 ~ j ~N : 
NUMINV(j) ~ j 
IPL • (- j 

I V.B.8 

on construit un 
nouvel arbre. 

LL(IA = 

ISTf- IST+1 
LL(IACT)~ I 

• , 

I 

ISTACK(IST) +-(--IACT 
I 1+1 

utilisation de 
an IDFS) 

/ 

MIN( LL (IACT), 
=IPI) 

IACT ? • -- non ----1 

non 

o~ I~T 0 IPI __ _ 

I FT'
•Îe~ 

k 

' ,, 

~ umé ro 
oui--< de IPi é 

numéro de 
!ACT? 

non 

mettre à jour 
~---------1NUMINV et IPL non 

l , 
numéro de 
IACT = 

pour donner un 
sommet prêt à 
atre actif 
éventuellement 

oui 

LL(IACT) ? ~ (on a trouvé une 
composante ) 

non 

!ACT{-- IPI 
!ACT ç_ ISTACK 1ST) 

IPI ~ actif précédent de 11\.CT l 
LL(IPI) ~ MIN(LL(IPI) ,LL(IACT)) 

NOCFCN ~ NOCFCN + 1 
Eliminer du stack tout sommet 
dont n°~ n ° IACT 

----~mettre à j our IST en fonction 
du nombre de somme ts retirés 

_èl,_u stack 





, 
2 
3 C 
4 ( 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 C 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 C 
19 
20 
21 ( 
22 
23 C 
24 C 
25 
26 C 
27 
2'3 
29 
30 
31 C 
32 
33 
34 C 
35 
~6 C 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
0 
44 
45 
46 C 
47 
48 
t.9 
50 

SUQROUTINE SyCNCT(NUMO[R,N,l S0"1,JARC,NfDG,IGFC,NOCFCN,IfICFC,NLIMIN 
1V,IPL , JACDST,IACTPR,LL , MM,NN,JSTACK) 

JJECltERO◄ E DE COMPOSANTES FORff-,flllT CONNEXfS 

IMPLICIT INTEGER*2(J-N) 
INTLGE R RA, RB 
DIMENSION NUMOER(NN),ISOM(NN ) ,JARC(MM),IGFC(NN),NUMINV(NN),IPL(NN) 

1,lACDST(NN),IACTPR(NN),LL(NN),I~TACK(NN) 
INITIALISATION DE NUMlNV ~T IPL 
DC 1 I=1,N 
tJU"1 lNV CI )=I 

1 IPL (I) =l 
I = 1 
IST=O 
l~OCFCN=O 
lFICFC=1 
CONSTRUIRE UN NOUVEL AR PRL ? 

8 IF(I .GT. N)GOTO 2 
IACT=NU"1l~V CI) 

IV.B.9 

NUMINV CONTIENT TOUJûUPS AL PL,CE l UN SOMMET QUI DEVIENDRA ACTIF Sl I = I 
9 IST:rlST+1 

ON TIENT UN SOMMET ACTIF JAC T 
IACT EST -Il UN SOMMET A CON SIDER ER? 
tlUM(IE R ( I ACT) "'-l 
-I VEL'T DlriE QUE IACT EST DANS LE STACK 
LLCIACT>=I 
ISTAC~(IST)=IACT 
JACDST(IACT)=IST 
I=I+1 
{,[F TH FlRST SEARCH 

5 IPI=IDFS(ISOM,IAPC ,IACT, NN,MM) 
lFCIPl . EQ.O)GOTO 3 
}Pl EST -Il UN so~~ET A CONSID~RE~? 
IF(NUMl!EP(Ifl).[G.u)GOTC 4 
(IACT,Irl) ARC QUJ N"EST r~s Of L"AR BR[ 
llfl=N U~'.fHR (IPI) 
fl fl=NUMGEl<(IACT> 
lF(<IAtl~(RA).GE .JALiS(RB)).L,R . (Wf\. GT.O))GtTD 5 
Rl\:LL(IACT) 
Rf =LL ( lPI) 
ll(IACT)=MINO(RA,RF) 
GO TO 5 

3 RA=N UMPER(IACT) 
Rf>= LL(IACT) 
WtVFNlll VERS LA RACINE DE L" AR11ijf ? 

I F ( I AéJ ~ ( 1,. A) • E Q • R E.l) Gv Tù 6 
Il' I=IACTrR(IACT) 
1 ,\= LLC I P I) 
11 r = L L ( I i\ C T ) 





5 1 
52 
53 
54 C 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 C 
65 
66 
67 
68 
69 C 
70 C 
71 
72 
n 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 C 
82 
83 
R4 
85 
R6 
87 
88 
8 9 
9 n 
9 1 
92 

LL(IPI)=MINO(RA,RP) 
IACT=IPI 
GOTû 5 
SORTIE tE COMPOSANTE FORTEMENT CONNEXE 

~ NOCFCN=HOCFCN+1 
lGFC(NOCFCNJ:IfJCFC 
Ili(, kN=IACDST(IACT) 
LO 7 L=I GORN,IST 
lTfiANS=lSTACK(L) 
NUMINV(JFICFC)=ITRAN5 
tJUf".!<ER (I TRANS) =NOC FCN 

7 JFICFC=IflCFC+1 
IST=IACDST(IACT )-1 
CONSTRUIRE UN NOUVEL ARnk[ ? 
If(IST.EQ.O)GOTO 8 
l ,\C T = I S TA I; K ( I S T) 
r.oro 5 

4 IACTPR(IP l ) =IACT 
(IACT,lfl~ ARC or l"AR 8R E 
NUMEROTAT ~ON DE IPI ET MISF A JOUk DE NUMINV 
IACT=IPI , 
KT R = ~:U M 1 NV ( I ) 
1 f' L AC E = 1 Pl __ ( I A C T) 
NUMINV(IPLACE)=KTR 
IPL (r. TP) =H LACE 
If' L ( I A C T) "'I 
~I U M l N V ( I ) :; l A C T 

GOTO 9 
.., 1Nt.,=N0CFC N+1 

IGFCCINC•)::N+1 
RE~JSE EN ORDRE DU GkAP~l APRES PASSAGl DANS IDFS 
I [;=N+ 1 
I C =ti 
l.'I C 1') 1=1,N 
1sorc1r)=ISOM(IC) 
1 G = 1 C 

1 ·1 IC=IC-1 
IStlM(1)='1 
DO 11 1=1,NEDG 

11 !~RC(I)=-IAPC(I ) 
RE TUf<N 

IV.B.10 





4- Construction du graphe condensé. 

La rou t ine GRACFC ( graphe des composantes fortement connexes) 

construit le graphe condensé. 

!SOM e t ISGR: représentation du graphe décrite en IV.A.2.a. 

IGFC e t Nffi..!INV: vecteurs qui indiquent les sonnnets appartenant 

IV.B.11 

à une C.F.C. suivant une représentation analogue à celle dœcrite 

en IV. A.2.a. 

_IGCOND et ISUGL : représentation du graphe condensé analogue à 

celle d écrite en IV.A.2.a. 

IACTPR: vecteur qui permet de savoir si une C.F.C. est dé-jà 

indiquée, dans le graphe condensé, connne suivante d'une autre C.F.C. 

NMPR: vecteur qui retient le nombre de précédents d'une C.F.C. dans 

le graphe condensé. Ce vecteur nous sera utile pour la décompo

sition en niveaux. 

NUMBER : donne le numéro de C.F.C. d'un sommet du graphe de flux 

ori ginal. 

NOCFCN: nombre de C.F.C. ( de sommets du graphe condensé) 

IDEBU'r: "indice de remplissag "du vecteur ISUGL 

Voir organigrannne à la page suivante . 

5- Décomposition en niveaux. 

La routine TOPSOR ( topological sort) décompose en niveaux 

hiérarch iques le graphe condensé. En fait, le résultat est "plus" 

qu"un tri topologique.(voir I.2.C.c. ) 

Nll-1PR: nombre de précédents d'un sommet du graphe condensé. 

ISOMSU e t IVECSO: représentation du graphe condensé 

NIVEAU: vecteur qui indique où l'on peut trouver dans le vecteur 

I SUIVA l es sommets du g raphe con densé d'un certain niveau. 

I SUIVA : vecteur qui "contient" les sommets du graphe condensé 

classés par niveaux. 

Pour ce t te r.outine, nous ne donnons pas d'organigramme. Le"listing" 

se trouve après l'organigramme d e GRACFC et le"listing" ~e GRACFC. 





GRACFC 

RETUHN 

nettoyer 
IACTPR 

non 

I 

oui 

K ~ O 
yj: 1 ~j~ NOCFCN: 

NMPR(j)~O 
IACTPR(j) -- - 0 

on consid re un sommet non 
encore considé ré IAG de la 
composante K. 
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on considèra un suivant - --------~ non considéré du soIID'llet 
IAG. 

non 

ce suivantE 
~e composante déjà 

oui 

notée co1m, e suivante 

do c~m~ 
_,., 

non 

Nous avons trouvé un nouvel 
arc du g raphe c ondensé; 
nous l'enregi strons 
Le suivant a u n précédent de 
plus, IAG. 

oui 
/ 

oui 

3 
un suivant 

/de IAG non 
considéré 

non 





1 
2 
3 C 
4 C 
S C 
6 
7 
P. 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 C 
18 
19 
20 
21 
22 C 
23 
24 C 
25 
26 
27 
28 C 
2Q 

30 
31 
32 
33 C 
34 
35 C 
36 
37 C 
38 
39 C 
40 
41 C 
42 C 
43 
44 
45 
46 C 
47 
48 
49 
Sfl 

51 
52 
53 
54 
SS 
56 
57 
58 

SU bRCUTINE GRACFC(NOCFCN,IA CTPP,TGCON~,IGFC,ISUGL,NUMBER,NUMINV,IS 
10M,JSGk,N~,MM,NMPR) 

CONSTRUCTION DU GR~P~E COND ENSf 

INTEGER kR 
IMrLICIT INTEGER*2(I-N) 
DIMENSION IACTPRCNN),IGCOND(NN),JGFC(NN),ISUGL(MM),NUMBER(NN),NUMI 

1NV(NN),ISOM(NN),JSGH,MM),NMFR (~N) 
10Ee uT=1 
00 1 L=1,}H CFCN 
~IMP R (L) z:Q , 

1 IACTPR(L)=Q 
00 2 I< =1,/.lOCFCN 
lGC ND(U=IDEBUT 
IACTPR (K): 1 
ON RFGI\ROE OU CHUl CHEfl LES SOf'l.,ETS DE LA CO MI O:. ANTE 1( 

KP 1=r+1 
I1=IGFC(r) 
I2=ICiFC(l<P1)-1 
L,0 3 "'=11,12 
ON PREND UN SOMMET DE LA COMPOSIINTF. K 
I AG =N U"1INV ( 1'1) 

ON REGA~DE LES SUIVANTS DE CE SO.,~ET 
J1 = J SOM (IAG) 

lAGP1zJAG+1 
J2=ISOM(lAGP1) 
SI PAS DE SUIVANTS CONTINUE ~ AVEC UN AUTRt SO~MtT 
IF(J1.FQ.J2)GOTO 3 
J2=J2-1 
DO 4 ll.=J1,J2 
KSO=JSr.R(I4) 
ON A ~N SUIVANT KSO 
NC=NUMu[R(KSO) 
A QUELLE COMPOSANTE. APf'ARTlLNT KSO 
JF(JACTï~CNC).EQ.1)GOTO 4 
SI lr'SO DANS MEME COMPOSAP1Tl:. ON FREND titi AUTRE SOMMET 
IACTPR 01C) =1 
NC=C0Mr~SANTE UTJLIS[L 
ISUGL(IDfBUT)=NC 
ON INDl ALE NC COMME SUIVANT(K) 
ON INDIQUE LE NOMBRE DE PA[ EOF~TS D'UNE COMPOSANTE 
NMP~(NC ) ~NMPR (NC)+1 
l D F !:' UT= I Cl: BltT+1 
CCNTINUr 
CN REMFT IACTPR A 'D'AVANT OE REPARTIR 
K1=IGC ONHt) 
r, ,.- = J o E r u 1 -1 
~ 2 = i1 A x 1: c r R 1 1 > 
l, 0 5 I Z =~ 1 , K2 

ITR=ISUGUIZ) 
5 IACTPR(ITJ!)::0 

IACTPR (K)=O 
2 CONTINUE 

NOP1=NOCFCN+1 
IGCOND(NOP1)=1DE8UT 
flt TURN 
END 

rv.B. 13 





IV. B. 14 

1 SUBROUTI~E TOPSOR(N,IVECSi,1so~su,lSUlVA,NlVSOM,NIVEAU,NN,MM,I) 
2 C 
3 C PECOMPOSITION EN NIVEAUX 
4 C 
5 IMPLICIT INTEGER~2CI-N) 
6 DIMENSION IVECSO(NN),ISOMSU(NN),JSUIVA(MM),NIVSOMCNN),NIVEAU(NN) 
7 C DE TERMINATION DES SCMMET SANS PPECEDENTS 
8 IMs: 1 
9 I=O 

,o Js: 0 
11 7 M=O 
12 1=1+1 
13 00 1 K=1,N 
14 lF(IVECSO(K).HE.0) GOT01 
15 J=J+1 
16 NIVSOMCJ} =K 
17 IV ECSOCK)=-1 
18 M=t'1 ♦ 1 
19 1 CONTINUE 
20 C CETEPMJNATION DU VECTEUR NIVEAU 
21 NIVEAU(l)=IM 
22 lN=lM 
23 Il'! = IM+M 
24 IF(M.E0.0) PETURN 
25 C MO CIFICA 1ION DES VECTEU H 
26 IMM=IM-1 
2 7 DO 6 I<' = l Il, H1M 
2~ IFF=NIVSOM(K) 
29 IC=IFF+1 
30 IO•ISOMSU(IFF) 
31 IE=ISOMSUCIC)-1 
32 DO 6 IK•lD,IE 
33 IPS =ISUI VA(lK ) 
34 lVECSOCIPS)=IVECSù(lPS)- 1 
35 ~ CCNTINtE 
36 GOTO 7 
37 END 
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6- La routine SPACFC ( Sparse = creux et C.F.C.) construit la 

représentation de C.F.C. utilisée dans l'algorithme C.K. décrit 

dans l e chapitre II. 

NOC FCN : numéro de composante f ortement connexe dont on construit 

la repré s entation. 

! SOM e t I.AnC: graphe de flux original sous la forme décrite en 

IV.A.2.a. 

IGFC et NUMINV: vecteurs qui permettent de connaître les sonnnets 

appartenant à une C.F.C. Pour la description des 10 vecteurs 

sui van t s, se rappeler IV.A.2.b. Les 10 vecteurs décrits en 

IV. A~2.b.1. portent les noms r spectifs: 

1 ICOL 

2 (- LIGN 

3 - I SUICO 

l~ IPHECO 

5 -<-- ISUILI 

6 4- IPH ELI 

7 ~ NOLIG 

8 ~ NOCOL 

9 E-- IN DLIG 

10 ~ INDCOL 

Ces noms de vecteurs garderons la m~me signification dans toute la 

suite du travail. 

NSCOMP :variable qui indi~ue le nombre de sonnnets de la composante 

NOCFCN 

NOMBAR: variable qui indique le nombre d'arcs de la composante 

NOCFCN. 

IOETNO e t NOETSO : vecteurs qui permettent une numérotation des 

sommets de la composante de 1 à NOC FCN. 

IOETNO • fait correspondre a un sommet son numéro • 
NO ETSO • fait correspondre à un numéro le sommet qui le porte . • 





SP /\CFC 
START 

oui 

On considè r e un sommet 
non envisagé de la 
composante NOCFCN 

un S O l!lllle 

dé composante 
non envisagé 

? 
On considère un de ses 
suivants non considéré 

no / 
/ 3 un ce suivant 

suivant non est dans 
considér, ~~~~a cc 

~o;posante 

Achever la construction 
de I SUILI et IPRELI. 
Construire IP 1 ECO et 
ISUICO a l'aide de 
IPRELI,ISUILI et 
NOCOL(pour conna ttre 
le suivant et p r écédent 
d 'un arc. 
Terminer en mettant à 
jour INDCOL et NOCOL . 

oui 

Nous avons un arc de plus de 
la composante . 
Met tre à jour LIGN et ICOL. 
Voir si c'est le premier arc 
de la ligne. 
Mettre à jour simultanément 
IS ILI et IPRELI en se servant 
de IPRECO pour savoir quel 
est le suivant et précéden t d'un 
arc sur la liene de ce sommet . 
1-;ettre à jour IN DLIG e t NOLIG. 

IV .B.16 





1 
2 
3 
4 C 
S C 
6 C 
7 
8 
9 

10 
11 C 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
1R 
19 C 
2 0 
21 
27 
23 
24 C 
25 
26 C 
27 
2R 
29 
30 
31 
32 C 
33 
34 C 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 C 
42 
43 
44 C 
4 5 
46 
47 
4 8 C 
49 
5') 
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SUOROUTINE SPACft(NOCFCN,IC.FC,~U~INV,ISOM,lARC,INDCOL,INOLIG,NOCOL 
1,NOLIG,IPRECO,ISUICO,IPRELI,ISUlLI,ICOL,LIGN,NN,MM,NSCOMP,NUMOAP,I 
;:ol nrn,N0 ETSO) 

CONSTRUCTION D"UNE FORMl ~~CH~JNEE OE LA MATRICE ASSOCIEE A UN[ CLMrO&ANTF 

IMPLICIT INTEGER*2(1-N) 
DIMENSIO~ IGFC(MM),kUMINV(NN ) ,ISO~(NN),IARC(MM),INDCOLCNN ) ,INOLIG( 

1NN),NOCOLCNN),NOLlG(NN),IPkfCO(~M),ISUICO(MM),IPRlLI(MM),ISUlLI(MM 
2) ,1 COLCMM) ,Ll(;N(l'IM), IO[TNO(NN), NOETSO (NN) 

nE CHERCHE DES SOMMElS O"UNF CO~P OSANTE 
NOP1:NOCFCN+1 
L 1 = 1 G F C ( NO C FC N) 
L 2 = I C. FC ( NO P 1 ) -1 
NSCOMP=O 
C,Q 1 L=L1,L2 
NSCC"lP=NSCOMP+1 
Y. =NUMINV(L) 
NUMEROTATION DES Sù~METS O" UNF CO~POSANTf 
NOETSO (NSCO,.,P) =K 

1 IOETNO(r)=NSCOMP 
IFCNSCCMP.EQ.1)RETURN 
NOMu.AR=ü 
ON ENREGISTRE LES SOMMfTS Of LA CO~POSANTC 
DO 2 11=1,NSCOMP 
ON rRlN~ LES SOMMETS DE LA CO~POSANT[ UN A UN 
ISCOP=NO[TSO(I 1) 
1Sf1=ISCOR+1 
► 1=IS0"'(!SCOR) 
K2=I SOMOS P1 )-1 
00 3 K= ► ,,K2 
0N PREND LES SUIVANTS MJ SO Ml'I ET OF NU~1EPO 11 
KSOC==IARÇ(K) 
rs . c DANS COMPOSANTE NOCFCN 
KTR=IO[TNO(KSOC) 
IFCKTR.EO.O)GOTO 3 
NOl'le A P =NIJM B AR ♦ 1 
IC OL(NOMBAR)=I1 
LI r; fl (N OMBArl ) = KTR 
IFClNDLl(; (KTR).NE.Q~GOT O 4 
HETl:Nll,' ll PHMILH lLO',HI T [l "UNF LT GN t 
IN ()LIG (KTR)=NOMOAR 
COTv 5 
C CHJ ST R l' CHON DU LI Ell LI G IJ ( 

4 ~lSO; Jr R~CO(kTR) 
IPl-'F LI O !0Mf, AR) =M rso 
ISUlll (Ml SU) =NOMf•AR 
RETENIR LE PRE CEDlNT LHNE !' "UN SOM "lrT 

~ Il n ((1 0 , Tli) =NOML•I\R 
MClllf. ( K TR)-=N0Lif. CrTR)+1 





51 
52 
53 
54 
55 C 
56 C 
57 
58 
5 9 
60 
61 
62 
6 3 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
n 
74 
75 C 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 

3 C0NTJNUI: 
2 C0~IT INU E 

M2=rJSCOMP ··1 
I NI.'= 1 
CONSTRU CTION DES L llNS COL L NNES 
POUR CELA UTILISER UI~ l t .ALAYA!iE P AR LFS LilNS LIGN[S 
l'ù 6 t'1=1,M2 
JPrn = IN D + 1 
LK=INDLIG(IrlD) 
MK=IflH:CO(M) 
IPREL l (LU =11K 

ô I SU I LI ( MK) = L K 
LK=INDLJG(1) 
Mr=IPR!:COCNSCO~P) 
l PR F LI CL K) = MK 
l SU Ill (MIO =LIC 
ro 7 1=1 , NSCOMF
JAR=!N DLIG(l) 
l IMl Tf.:tH.1Ll (;( I ) 
t'O '3 L I=1 ·,l 1'11 H 
IT=ICOL<lAR) 
JF(lN(l({ll.(JT) . N~ . O)Gl'TO 9 
IrH>COL(IT)=IAR 
GOT O 10 
UTJLlSfR CU~ME VF CTEUR AUX I L J4J R~ :NùCO L 

9 IV=NOCOt.<IT) 
l~UICO ( I \I) =lAP 
I PRfCQ(IAR ) =I V 

1r, ~I OCOLCIT)=lAR 
l.AR=ISUILl <IAR ) 

3 CCNTINL1[ 

7 CONTINUE 
ltJD = 1 

R 4 C A C H [ V E R C () t~ S T IW C T l O N D ~ S 1 1f N <; C 0 L O N N f S 
85 DO 11 M=1 , M2 
86 IND=IN0 + 1 
87 L~=INDCfL ( IND) 
88 MK=NO CCL(M) 
8Q HF<fCO(U)=MK 
90 ISUICO(Mi)=LK 
91 1 1 HOCOL(~)~~ 
92 Lr=INDCOL(1 ) 
9 3 ~1 K = NO C O L <ti S C O M f ) 
94 Irf/1:Cr.(U)=MK 
95 ISUJCO(M~)=LK 
96 r1uCOL(NSCOMP):ù 
97 IA!i=JtJfLIG(1) 
98 t0 12 L=1 , NOMHAR 
99 ITT=IC eL( lAR) 

1<Hl r1QCOL(IT J )=IIOCOL ( JT7 ) +1 

12 IAR=ISUILl ( IAR) 
RE TUPN 

IV . B.18 

101 
102 
103 C 
104 C 
105 

VEILLLR A N~TTOYER SO[TNO, I NDL I G,I NDC OL, NOLIG,NO COL AVA NT UT ILI S ATl ~N DE 
CETTE SU6ROUTINE 
END 
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7- La rou tine SAUCOL ( s au t c olonne ): ut i l is ée ch~que f ois que l'on 

consi è re qu 'un a rc n' app arti ent p l u s à un e colonne de M'T• Elle 

" ré-en chaine" les listes pour · que l'arc ne soit plus considéré 

dans une colonne. 

Soi t un a rc i. Les vecteurs IPnECO et ISUI CO indiquent que 

l' a rc i e st"enchainé " respecti vement à l'arc k qui l e précède 

dans l a colonne e t à l'arc 1 u i l e suit en colonne.(voir IV . A.2.b . 1.) 

Considér e r que l'arc i n' es t l us dans une colonne de la matrice 

M'T , c'est indiquer que l' a r c 1 a pour précéd ent en colonne l' arc k 

e t qu e l'arc ka pour suivan t en colonne l'arc 1 . voir fig.18 

k 

suiv. col. 

1 

ATTENTION : Par symétrie de l a représentation décrite en IV.A.2 . b . 

il suffit de rempla cer les variables de SAUCOL se 

r apportant aux colonnes ( ICOL,NOCOL,I SUICO,IP RECO} par 

les variables analogues se rapportant aux lignes ( LI GN , 

NOLIG,ISUILI,IPRELI} pour que la routine remplisse la 

même fonction par r apport aux lignes . 

Cette note sera souvent valable dan s la suite 

!PI, : a rc auquel nous appli quon s SAUCOL. 

I COLPL: numéro de colonne d e IPL 

I &'1.JCPL : a rc suivant en colonne IPI.,. 

Pour c e tte routine, pas d'organigrrunme 

, 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
1 5 
16 

SUOR OUTIN f SAUCOL(IPl,lr PE CO , lSUICO,ICOL , NOCOL,ICOLPL,ISUCPL,NN,MM , ) 
D~ST~UCTION DES LIENS COL ON NES D"UNARC ET RACCORDS DES LIENS 

DES ARCS PREC EDENTS ET SU I VA NTS 
l MPLICIT I NTE GER •2<l-N) 
DIM ENSI ON I PREC O(MM) , I SUICO CM,) , JCOL CMM) , NOCOL(NN ) 
IPRCPL =IP RECO( IP L} • 
IS UC PL= I SUICO(lPL ) 
I SU ICO( Ir RCPL)= ISUCPL 
IP RECO( I SU CP L)=IPR CPL 
1 COLPL =I COL < IPL> 
NO Cûl(I COLPL)=NOCOL(lC OLPL) - 1 
RE TU RN 
LMD 
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8- La routine ORDICO met éventuellement à jour le vecteur INDCOL 

après suppression d'un arc par la routine SAUCOL. En effet, si 

l'arc i était le premier arc d e la colonne j , sa suppression 

doit entrainer une mise à jour d~ premier arc de la colonne j. 

_IPL , ICOLPL, ISUCPL: ont la m~me signification que les variables 

du m~me nom apparaissant dans SAUCOL. 

1 SUbROUTlNE OR~lCO (l PL , NCCO L,ICOLPL,JN DCOL,ISUCPL,NN) 
2 C 
3 C F. 1/ UHUELLEMEN T ,APkES llESH UCTI ON DE LIENS ., MlSE A JOUR DE. 01:Bl lT LI GNE 
4 C 
5 IMPLICIT INTEGER*2(I-N) 
6 DIM EN SION NOCOL(NN) ,I ND COL( HN) 
7 I F (NO C G L ( I C O L P L ) • l Q • 0 ) IH TU IW 
8 IF(IPL.EQ.JNDCOL(ICOLPL ))I ND COL(ICOLPL)=ISUCPL 
9 IH TU RN 

1 0 f.NO 

9- La routine DELEAR : détruit un arc ( TJ ) de l a matrice 1' i 'T• 

Cette routine consiste en fait à "appeler" successivement SAUCOL 

et ORDICO avec a rgum ents se rapportant aux colonnes et SAUCOL et 

onnrco a vec a rguments se rapportant aux lignes. Il faut, en effet, 

briser successivement l es "liens-lie ne" et les "liens-colonnes". 

Pour cet te routine, pas d'organigramme. 

DELEAR=delete arc 

IPL : a rc auquel on applique DELEAR . 

1 SUBROUTINE DELEAR(IPL,IPR ECO,ISUICO,IPRELl,ISUILI,ICOL,NOCOL,LIGN, 
2 1N0LIG,INDCOL,INDLIG,NN,MM) 
3 C 
4 C ON DETRUIT UN ARC EN DETR ISANT SES LIENS LIGNE ET COLONNE 
5 C 
6 IMPLICIT INTEGER*2(I-N) 
7 DIMENSION IPRECO(MM),lSUICO (M M) ,lPRELl(MM),ISUILI(MM),ICOL(MM),NOC 
8 10L(NN),LIGN(MM) , NOLIG(NN),I NDCOL(NN), INOLI6(NN) 
9 CALL SAUCOL(IPL , IPRECO,lS UICO,ICO L,NOCOL,lCOLPL,ISUCPL,NN,M~) 

10 CALL OROICO(IPL , NOCOL,ICO LPL , TNOCOL,ISUCPL , NN) • 
11 CALL SAL•tOL(IPL ,I PRELl ,lS UILI ,Ll GN , NOLlG,ILJ t,f, ,ISULPL.,NN,M,-.) 
12 CALL OROICO(lPL,NOLIG,JLI GPL ,INOLlG,lSU LPL,NN) 
13 RE: TURN 
14 END 
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10- La routine DELESO effectue la destruction ( T1 ) d'un sommet. 

Cette de s truction entraine des estructions d'arcs répertori é s 

dans un stack d' a rcs libres . 

NOlS: sommet que l'on veut détruire. 

LEDFRE: vecteur-stack d ' arcs l i bres. 
LNl:.DF ,,: : "indice de remplissag e" du staclc des arcs libres. 

DELESO = delete somme t. 

DELESO 

( STAR'!' _. 

oui 

On applique SAUCOL à l'arc 
correspondant à un pré c édent 
de NOIS non envis~é . Met tre 
l ' arc dan~ · LEDFTIE 
NOLIG(NOIS )?- NOLIG(NOIS) - 1 

NOIS a 
/ en core des 

précédents non 
envisagés. 

·1 
non 

oui 

on met à jour les "liens
lignes" aux extrémités de 
la ligne NOIS de manière à 
considérer que les arcs de 
la lienc NOIS n'appartiennent 

1
p~s à la ligne NOIS de M'T 

oui 

non 

0 v 1 

On applique SAUCOL avec 
arguments se r apportant aux 
lignes à l' a rc correspondant 
à un suivant de N 1S non 
envisagé . 
~lettre 1 ' ar c dans L EDFRE 

1NOC OL (NOI S) - NOCOL (NOI S)-1 

NOIS a 
encore un 

suivan t non 
nvis?t,gé 

'1 

non 

On met à jour l e s "liens
colonnes" aux extréi:ni tés 
de la colonne NOI S de manière 
à considé rer que les a rcs de 
la colonne NOIS n'appartienntnt 
plus à l a colonne NOIS de M' 

C~TURN 





1 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 C 
1 5 
16 
17 
18 
19 
2 r) 
21 
22 
23 
24 
25 C 
26 
27 
2R 
29 
30 
31 C 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
3 8 
39 
4 0 C 
41 
42 
4 3 
4 l. 

45 
46 
47 
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SUbR0UT!Nl 0lLES0(NOIS,l klC0,JSUIC0,lPPlll,ISUILI,ICOL,LIGN,INDCO 
1L,INOLIG,N0C0L,N0LJG,NN, M,LEnFRF) 

DESTRUCTJ~N D"UN S0M~fT 

' IMPLICIT 1NTEGER•2CI-N) 
DIMENSION IPREC0CMM),ISUIC0(MM),lPRELI(MM),lSUJLl(MM)pJC0L(~M),LJG 

1N(NM),INDCOL(NN),INDLIG( NN ),N0C0L(NN),N0L1G(NN) 
DIMENSI N ll0FRt:.(MM) 
LNEDFR~LE0FRE(MM) 
IF CN OLH OJ0IS) . Eo . 0)C,0T0 1 
LIGIS=IN0llG(NOIS) 
KTRA V=llGlS 
~OUR CHAQUf ELEMENT 0"UNF. LIGNE ,0ETRUIRE ~f~ 1 IENS CvL0NNES 

3 CALL SAUCOLCKTRAV,lPRECC, IS UIC0,IC0L,N0C0L, 1'• 1 T5,ISUCIS,NN,MM) 
CALL 0R0JC0CKTRAV,NOCOL,INCIS,tNDC0L,ISUCJS,~ ~ ) 
LNt:.D F R=LNEO Fll+1 
Lt:.DFRt:.(L~EDFR)=KTRAV 
N0LJ(,(N0lS)=N0LIG(NOIS)-1 
IF(N0LIGCNOIS).E0.O)G0T0 2 
~TRAV=lSUILI (KTRAV) 
C,0 T0 3 

2 lkAC0P=lfRELI(LIGIS) 
IRAC0S=ISUlll(KTRAV) 
GN F.FFEC TUt:. DES RACCORDS AU X EXTREMITES D"UNE LIGNE 
ISUILI (IRACOP)=IRACOS 
IPRELl (lRAC0S)=IRACOP 

1 IF (N0C0LCN0 IS) .Eo.O) G0T0 6 
IC0LlS=lNDCOL(NOIS) 
YTRAV=ICOLIS 
f' OUR CHAQlJf ELEMENT DE COLONNE 'l'llS , ()N DETRUIT LES LIENS LIGNE 

5 CAL l SA l I COL (KT RA V, I PRE L I , l S L' I L I , LI t; N , PJO l l G , 1 N l l S, I SUL I S , N N , MM) 
ÇµLL OkulC0(~TRAV,NOLIG,INLIS , I~DLIG,ISULI5,NN) 
LN[DFR=l.NE0rR+1 
LE D F P E ( L h E O FI< ) =K TRA V 
t10C0L(N(, IS)=N0C0L(N0IS)-1 
H<rJOC(JL(N0JS).l:0.O)G0T0 4 
KTRA V=ISUICO( KTRA V) 
G0T0 5 
0~ EFFEC TUE DES PACC0R0S AU X EXTQL~ITES DE LA COLONNE 

4 lRACP=lt~[C0(lCùLIS) 
INACS=ISUIC0(KTRAV) 
ISUIC0(IPACP)=IRACS 
IrRFC0CIRACS)=IRACP 

6 LEDFR[(M~)=LNlDFR 
Il l TU RN 
END 
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11- La routine ELI SOS effectue l'élimination ( T4} de sommets , 

du g raph e, dans le cadre de la r ègle 2 énoncée dans la présentation 

de l'alg orithme de C.K. ( Chapitre II ). Ce qui signifie que le 

sonuuet que l'on veut élimine r n'a qu'un seul suivant ou qu 'un s eul 

précédent. 

NOIS: s ommet auquel on applique l'élimination. Ce sommet est 

suppos ~ n'avoir qu'un seul suivant . Pour envisager l'élimination 

d'un sommet n'ayant qu'un précédent, 11 suf fit dans ELISOS , de 

p er muter les arguments se r appor tant aux colonnes avec ceux se 

rapportant aux lignes. 

ELISOS = élimination de sommet avec un seul suivant 

J : arc correspondant au seul s u ivant de NOIS . 

KTR: s eul suivant de NOIS 

IPTIEI sommet précédent de NCIS envisagé . 

IP HEJ : sommet précédent de KTR envisagé. 

Il peut être intéressant de se r éférer au petit s héma ci-dessous 

pour la compréhension de la rou t ine. 

L 'organie, ramme se trouve à la p age sui van te. 

1- NOIS KTR 

NOIS 1 

KTR 

T Matrice M' 

Les flèches indiquent comment on traite les arcs correspondant 

aux px·écédents de NOIS : Ils do i vent devenir des précédertts de 

KTR. 





ELI SOS * 

non 

(_nETUnN'>( 

détruire l'arc J 
KTR=suivant de NOI S 
IPREJ ~ I NDLIG (KTR) 

NOIS a des 
précédents non 

envisac;é s 

oui 

ICPREI p remier précédent 
restant de NOI S avec arc 
(ICPREI,NOIS) =IPREI 

envisager les précédents de KTR 
jusqu'à ce que l'on arri ve à 
voir où inter caler IPREI comme 
arc correspondant à un précédent 
de KTR 
utiliser IPREJ 
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il y a 
déjà un a rc où 
il f audr ait 

pl a cer Il'REI 

détruire l'arc oui 
~ ---- IPREI ~' 

~ -non 

~ré-enchaine r" IPREI à l'aide 

\ 
IPREJ \ 
~I r REI 

.._ _ _ _ _ __ __,.i des vecteurs corresp ondant l aux lignes. 

"ré-enchainer" IPREI 
à l'aide des vecteurs 
correspondant aux 
colonnes. 
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1 SUijRQUTINE ELISOS(NOIS,IrR[CO,ISUICO,IPHELl,ISUILI,ICOL,LIGN,INOCO 
2 1L,INOLIG,NOCOL,NOLIG,NN,MM,LEOFRE) 
3 C 
4 C ELIMINATION D"UN SOMMET 
5 C 
6 C CE SOMMET EST SUPPOSE N"AVOIR QU"UN SEUL SUIVANT 
7 lMPLICIT INTEGER•2<I-N) 
8 DIMENSION IPRECO(MM) ,ISUI CO (MM),IPRELI(MM),ISUILI(MM),ICOL(MM),LIG 
9 1N(MM),INOCOL(NN),INDLIG(N ),NOCOL(NN),NOLIG(NN) 

10 DIMENSION LEOFRE(MM) 
11 C ON OET~UIT L'ARC CORRESPO OANT AU SUIVANT DE ~0 1S 
12 LNE DFR =LE O FREC MM) 
13 J=INDCOL(NOIS) 
14 KTR=LIGN(J) 
15 lF(KTR.[;.NOlS)RETURN 
16 
17 
111 
19 
20 C 
21 
22 C 
23 
24 C 
25 
26 
27 C 
28 
29 
30 
31 C 
32 
33 
34 
35 
36 C 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 C 
45 
46 C 
47 
48 

CALL OELEAR(J,IPRECO,ISUICO,lPRELI,lSUJLI,ICOL,NOCOL,LIGN,NOLIG ,IN 
1DCOL,INOLIG,NN,MM) 

LN E O fR:c LNE O FR+ 1 
L~DrR[(LNEDFR)=J 
INITIALISATION OU PROCESSUS 
IPREJ=lN~LlG(KTR) 
NOIS A E~CORE DES PREC EDEN TS? 

5 lf(~OLIG(NOIS).EQ.O)GOTO 14 
ON PREND UN PRECEDENT 
lPREI=lNDLlG(NOIS) 
ICPREl=ICOL(lPREl) 
ON FAIT COMME SI ICPREI N' EST PLUS PRECEDENT DE NOIS 
CALL SAUCOLCIPREI,IPRELI,ISUILI,LIGN,NOLIG,ILIGPL,ISULP L,NN, MM) 
CALL ORDICO(IPREI,NOLIG,lLlGPL,INOLIG,lSLLPL,NN) 
If(N0LIG(KTR).EQ.O)GOTO 1 
ON PREND DES PRECEDENTS DE KTR JUSQU'A CE QU'ON SACHE OU INTERCALlR KTR 

4 lf((LIGN(IPREJ).NE.KTR) . OR.(ICOL(IPREJ} . GT.ICPREI))GOTO 2 
lFCICOL(lFREJ).EQ.ICPREl)GLTO ~ 

IPRE J=IS~IL I(IPRE J) 
GOT O 4 
IL EXISTl DEJA UN ARC 

3 CALL SAUCOL(lPREl,lPRECO,ISUICD,TCOL,NOCOL,ICOLPL , lSUCPL,NN , MM) 
CALL ORPICOCIPRE!,NOCOL,ICOLPL , TNDCOL,ISUCPL,NN) • 
LNEDFR=LNt:OfR+1 
LEDFRECLNEDFR)=IPRFI 
GOTO 5 

2 !F(IPR[J~NE.INDLIG(lTR))GOTO 6 
INPLIGCK!R)=IPREI 
ON Ml:T ICPRU C01'1ME PRfCEDENT D" KT II 

6 IP=IPRlli(IPREJ) 
EFFfCTUEA UN RACCORD-LIGNE 
lrRELI CIPREJ)=IPHEI 
ISUILI (IPREI)=IPREJ 

49 IPHl:LI(IPREI> =I P 
50 ISUILICIP)=IPREI 





51 
52 
53 C 
54 
SS 
56 C 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 C 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
8? 
83 
84 
85 
86 
87 C 
88 C 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
9f' 
99 

100 

101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 C 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
116 

9 IPREJ::JPREI 
NOLIGCKTR)=NOLIG(KTR)+1 
ON REMET EN ORDRE LA CO LONNE ICPREI 
KSOCOU=IPREI 
IFCKTR . LE.NOIS )GO TO 7 
ON EFFECTUf UN RACCORD COLON~E EN "D ESCE NDANT" DANS LA COLONNE 

8 KSOCOU=ISUICO(KSOCOU) 
IF(KSO COU. EQ . I SUICO(KSO COU))GOTO 10 
IF((LIGN(KSOCOU).LT.kTR) .AND .(ICOL(KSOCOU).EQ.ICPREI))GOTO o 
LIGNCIPREI)•ICTR 
IF(JPRECOC KS OCOU).EQ.I PR EI)GOTO ~ 
NOCOL(ICPREI)=NOCOL(ICPREI) +1 
CALL SA UCOL(IPREI , IPRECO ,ISUICO,lCOL,NOCOL, 1C :i 1 PL ,lSUCPL,fl N,MM) 
CALL ORDICO(IPRE J , NOCOL,lCOLPL ,lNOCOL,ISUC Pl ,NN ) 
IP=IPRECO(KSOCOU) 
ISUI CO(IP)=IPREI 
IPP~CO(lPREI)~IP 
ISUICO (I PR[I)::Kso cou 
IPRE CO(~SOCOU)=IPREI 
GOTO 5 

ON EFFF CTUE UN RACCORD COLOIINE EN "MO NTANT DANS LA COLON NE 
7 KSOCOU=IPRE CO (KSOCOU) 

lF(KSOCGU . EQ.IPRECO ( KSOCO U))G~TO 1Q 
IF((LIGN (K SOCOU) .GT.KTR ) .AND.CIC OL(KSOCOU).EO.ICPREI) )GOTO 7 
lIGN(lPREI)=KTR 
IFCISUICO(KSOCOU).EQ.IPREI)GOTO 5 
NOCOL ( ICPREl) =NOCOL(ICP RE I)+1 
CALL SAUCOL(IPREl,IPREC O,ISUICO ,JCOL, NOCOL ,I COLPL,ISU CPL,NN,M M) 
CALL ORDJCO(IPREI,NOCOL~ICOLPL,INDCOL ,IS UCPL,NN) 
IP=JSUICCCKSOCOU) 
lPRECO (IF) =IPRE l 
ISUICOCIPREI)=IP 
IPRECO(IPREl)=KSOCO~ 
ISUICO(r~OCO U) =IP RfI 
IF (IP. EQ . INDCO LCI CPME l) ) lNOCOL(ICPREI)=IPREI 
GOTO 5 
QUELQUE S SITUATIONS PARTICULIERFS 
LES RA CC~RDS SPECIAUX QI LEUP COR NESrONDENT 

1 INDLIG(KTR)~IPR[l 
IRACLI=IPRELI(J) 
IF (l RA CL l . EQ .IPREI)GOTO 11 
I PR f LI ( U · R El)= l RA C LI 
ISUILI CIHACLI) =IPl<EI 

13 IP.ACLI=ISUIU(J) 
IF(IRACL1 . EQ .IPRfI )GOTO 12 
IPRllI <I~ACLI) =IPR EI 
ISUILI(lPREl)=IRACL! 
r.oro Q 

11 lPACll=IrRELI(IPREil 
ISUILICINA CL I)=IPREI 

IRACLJ=IS UILI( IP REI) 
IPRELI(IRÀ(ll)=IPREI 
C,OTO 13 

1~ IPACLI=ISUILI(IPPEI) 
lPRELI(IRACLI)=IPR[I 
IRACLI=IP~ELl(IPkEl) 
ISUILI <IRACLI)=I PRLI 
f.O T O 9 

UN SEUL ARC POUR LE GRAPHE REDUIT 
1U INDLIG(rTR)=IPREI 

NOLif,(KTR) =0 
tJOCOL (KTR) =0 
fil: TUR~J 

14 LEDFRL(MM)=LN EOF P 
fi E Tl/ RN 
END 
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12 - La routine ~ 1CETK appliq u e à un sommet la règle 1 de 

1 ' algorithme C. l\.. ( ch. II ) 

NO SO nombre de sommets encore considér6 comme non détruits . 

NOIS sommet auquel on applique RlCETK 

MES : ve cteur- stack qui cont ie ndr~ les sommets d'un ensemble 

minimum essentiel dont la rec erche est en cours . 

INU~ŒS : "indice de remplissag e" de M~S. 

I : vari able qui prend la valeur 1 si la routine a permis de 

détruire un sommet ; 0 sinon. 

Organi g ramme 

H1C ~Tl\. 

.,,,.NOIS a de 
/ suivants . 

? 
non HBTUHN 

non 

considëreun p réc édent---
NOIS non cons i déré oui 

NU.LS a non 
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. non encore des 
précédents non 

considérés 

.l{li:TUi-tN 

Détruire NOIS et le 
considérer dans 
l'ensemble minimum 
essentiel. 

\ 
C RETUl.{N -:) 

? 
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1 SUPROU TlNE R1C~TK(I ,NOI S,Ir HFCO,ISUI CO,I PPELI,ISUILI,ICOL,LIGN ,IN D 
2 1COL,I NOI lG,NOCOL ,NOLIG,rfS,INO~~S,NOSO,NN , MM, LEDF RE) 
~ C 
4 C REG LE 1 ~( C.K. 
5 C 
6 IMPLICIT INTEGE~•2<I-~) 
7 D H1t: N S I Mi l PR l- CC, (MM ) , l S li I CO ( "Pl) , l P R E LI ( MI") , I S U l L I ( I" M) , I COL ( M M) , L I G 
~ 1 N(MM),INDCOL(NN),INDLIC(NN),NOCUL(NN),NûLJG(NN),MES(NN) 
9 Dl~ENSION LEDFRE(MM) 

10 I =rJ 
11 ~=NO CO L(NOIS) 
12 IF(~. EQ . O)R ET URN 
13 M=NOLIG(NOIS) 
14 lF( M. E0. 0 )R lTU PN 
15 I SC C=lNDlIG(NOI S) 
16 .,,=1 
17 C U0U CLE OANS LE GR A~HE AU SO MMET NOlS ? 

18 2 IF(ICOL<ISOC).[Q.IIOIS)G OTO 'I 
19 IF(M1.E Q.~)RETUPN 
20 •~1=M1 +1 
21 ISC'C=ISltI•_I (ISOC) 
22 C,O TO 2 
23 1 1=1 
24 C uOUCLE AU SOMMFT NOIS. OLTHU JRf LF SCMMET NOIS .NOlS EST lSSENTIEL 
25 CALL DELESO(N OIS,l PRE CO,lSU l CO ,JPR f ll,ISUILl,ICUL,LIGN,INOC0L,JNOL 
26 1IG,NOCOL,NOL1G,NN,MM,L EDFN~ ) 
2 7 ~OSC=NOS0 -1 
28 INDMES=INDM ES+1 
29 l"ES <lNDM(S) =NulS 
'30 flE TlJRN 
3 1 ENI> 

13- La r outine H2CETK constate si un sommet x a un seul suivant 

ou un seul pr,c,dent et , si ou i , ,1irnine ce sommet x en lui 

appliquant ELI~OS . 

( voir ch . II étape 

Il s'agi t de la r~gle 2 de l 'al go rithme C.K. 

) . 

I : var iable qui prend la v aleur 1 si le sommet x est éliminé . 

NOIS s ommet auquel on appliq ue R2C8TK . 

Pour c e t te routine, il n'y a p Rs d' organigramme. 
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14- L routine RJCETK consta t e si la règle J de l'algorithme C.K. 

s I appl iri ue au s 0111 me t x et, si oui, n I élimine cependant pas le 

somme t x . 

NOIS : sommet auquel on applique la routine RJCETK . 

I : var iable qui prend la val ur 1 si la règle J s'applique au 

s ommet NOIS . 

IMAÀ nombre de suivants de ~OIS . 

KSUI un suivant de NOIS que l 'on envisage à un moment donné. 

J NTMA.X nombre de suivants du sommet KSUI. 

IARANT compteurs qui permettent de détecter plus 

ICSUIV r a pidement 1 1 innaplicabilité de la règle J 

IC!~GAL au sommet NOIS . 

Ces compteurs se basent sur le principe suivant : quand on 

regard e si un suivant de KS UI est un s uivant de NOIS ou NOIS 

lui-même , o n effectue une ~opération inutile ( en regard du test 

"sous- g raphe complet"? - voir HJ de C.K. ) si à ce moment, 

d ' a utres suivants de KSUI a yant étés testés et n'étant, ni un 

a utre suivant de NOIS ni NO I S lui-même, il ne reste . de toute 

façon plus assez de suivants n o n testés de l< ~Ul pour obtenir 

que le sous - graphe testé est complet. 

I VECS U : v ecteur faisant offic e de stack pour st ocker les suivants 

du somm e t NO I S . 

IVSREC : vecteur indiquant , pour chaque sommet suiv a nt d e NOIS , 

c ombien le suivant a lui-mime de sommets suivants. 

voir org anigramme . 



1 

11 



START 

\r~o J 
~-

--~b~ 
--------- suivants de NOIS > 1 

------ êt nombre de procédents ~ 
_.---- NOIS ) 1 et nombre de suivants d e 

NOIS = nombre d précéd .nts 
de NOIS ? ------

--------~u i 

IMAX '('--nombre de suivants de NOIS 
initialiser le vecteur IV~CSU 
initialiser le vecteur IVSHL<:C en 

non, IŒTUHN) 

notant si chaque sommet a au moins " IMi\X " 
suivants ( sinon, directement , R8TURNJ 

. ~~ <~~~~r~on envisagé? 

-------- ou:r==----

consid o rer un suivant de NO IS : KSUI 
IAHANT-('-- INTMAX ( nombre de suivants de KSUI 
IC S UI V ~ 0 et IC !!:GAL c:::.__ 0 

oui 

non lŒTURN envisagé de ce~----~---~ 
suivant KSUI 

? 

IV.B . J l 

HETURN 

ICSUIV~IC 
on considère un 

+ 1 ; IAHANT<f-IARANT + 1 
suivant non envisagé de KSUI 

/ 
· oui 

HETURN 

non 

\ 

-----ce··-suivant est-il 
NOIS ou un 

- de NOIS? 

----ICEGAL ~ lC.b:ûAL+ 1 
IAHANT ~ IAHANT+ 1 

--------------------\!! 
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1 
2 

SU URGUTIN[ R3CtTK(l , NOIS , l~UICO , Li r.N , JNDCOL , NOCOL , NOLIG , I VECSU , l VS 
1 REC , ~OSO,NN,MM,lCVS) 

3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
~ 
9 

10 
11 
1 2 
13 
14 
1 S 
16 
17 
18 C 
19 
2 () 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
Uc 
2 9 C 
3 () 
31 
32 
3 :! 
34 
35 
36 
37 
3R C 
39 C 
4r 
4 1 
4 2 
43 
44 
4 5 

RF.&LE 3 DE C. K. 

IMPLICIT INTEGER*2(I-N) 
DIMENSION lSUlCO(MrJ , LICM(~M) , TN~COL(NN),NOC OL ( NN ), NCLIG ( NN ),lV ECS 

1U(NN),IVSPEC(NN) 
IVECSU(1)=1 
J CV S =ù 
I=O 
IF((N OLIG ( NOIS).LE.1) . 01<.CNO CO LC~OIS ). L~ . 1) . 0R. ( NOL I G(NOI S ). hE . NU C 

1UL(NC'IS)))RETURN 
l,..AX=NC'COL(NùIS) 
l AR=INDCOL(NOIS) 

3 ISO=LIGN{IAR) 
1CVS=ICVS+1 
CATALOrt1 ER l>ANS IVHSU LF SIJf V .INTS O[ NOïS 
IVCCSU(ICVS ) =ISO 
If ( NOCOL(ISO).LT . lMAX)G(lTO 1 
IVSREC(ISO)=NOCOL(ISO) 
lf(ICVS.fG.IMAX)GOTO ~ 

J AR=lSlllCO (IAR) 
C::OTO 3 ' 

.:. 1CVS=1 
IVSREC ( HOIS ) =IMAX 

9 KSUI=IVECSU(JCVS) 
POl'R Cf1A'0ltE St1IVANT DE NO J S VOill SI Il FORME AVE C NûJS ET LFS /IUTRFS 
SUIVANTS DE NOJS RE.LlLS PAR LF S ARCS DU GRAPHE UN SOUS GRAP l·E COMPU T 
IHTMAX•I~SREC(KSUI ) 
1 .,1'ANT=IillTMAX 
ICSUIV=O' 
ICHAL=O 
IAPSlt=lN:vCO L (KSUI ) 

6 ISLSU=LIC~(I/IRSU) 
ICSIJIV=ICSUIV+1 
IAl<ANT=IARANT-1 
VC'IR SI Cf1AOUF SUIVAl1T DF ti('IS /\ PQ(IR Sl1 1VANTS tlOIS I. T ll:S AUTkE.S 
!:. VIVANT!> DE Nl•IS 
IF{lVSRf~(ISOSU) . Nf . O)COTO 5 
IF ClAPANT . LT . IMAX ) GVTO l, 

7 IF<lCSlilV.EO . lNTMAX ) GOH; 4 
lARSl 1 =IS\ 1JCù(lARSt.,) 
GOT O 6 

1 

) ICF GAL=ICEGAL+1 
46 lAPA~T=IARANT+1 
47 C VOIR Sl CLLA VAl1T LA PllNL fJE CO'-ITJNlllH 
4 P IF(lCE!•/ll.LT . IMA)()G'.)TO 7 
4 9 I F ( 1 CV S. f Q. IM!. X) GO Tü 8 
5 ~ ICVS=ICVS+1 

51 GOTO 9 
52 8 1=1 
5 3 4 ICVS=Ifo\AX 
54 1 RETLIRN 
5 5 ENt' 





15 - L a routine -~4-~HKS const a te, au sommet x, si l'on peut 

appli q er la r ègl e 4 de C . K. ci tape 1, ~ é tant un sommet ayant 

plus d ' arcs adjacent s vers l' e xtérieur, que vers l'intérieur . 

IX : sommet auquel on appliqu R4CHKS 

I MAX nombre de suivants de I X 

KL IM AX : nombre de pr é céde nts de IX 

IS : u n suivant de IX 

IV.B .JJ 

I VECTS vecteur faisant office de stack pour stocker tous les 

su i vants du sommet IX. 

IVKIŒ C vecteur , qui, à la plac e i correspondant au sommet i , 

contien t le num é ro IA si, dans le graphe , il existe un arc (IX,i) 

de numéro IA; sinon contient e n i un 0 

LE])ft'RE : stack d'arcs libres. 

I : var i able qui vaut 1 si la r ègle 4 s'applique au sommet IX; 

0 s inon. -1 s'il n 1 y a pas au sommet IX d'autres arcs que des paires 

d' a rcs f ormant doublets . Ceci évitera des tests inutiles en vue 

de l'app lication du corollaire J de Kevorkian. 

Il e s t certain que si le sommet x a plus d'arcs adjacents vers 

l'int é r i eur que vers l'exté rieur, il suffit d'appliquer R4CHKS 

en i nversant les arguments se rapportant ~ux colonnes et ceux 

se rapportant aux lignes de M'T. 

Vo i r org anigramme. 





Hl.i CHK S 

~ 
nombre de suiva nts 

_.........- ( IMAX) et nombrè' d e n ~ _ _J HETURN) 
<----._ pré c é dent s de IX --:>----

(I<L IM AX ) ~ 1 

KL I MAX + IM A.X i 
~ ou ---1D\41 HETURN) 

1 

non 

1 remplir un vecteur de s suivants de IX 
et un vecteur qui ind i~ ue, pour 
un suivan t de IX, I Y, le numéro 
d'arc ( IX ,IY) ndant. 

considérer un précéd nt 
- ---~~ non env i s a gé de IX 

2 ~1 reme re les 
' à un suiva nt de "'>---~n~o~n=-~vecteurs 

'--.. I?C ? auxiliaires 
ou i 

cocher ce 
suivant d e I X 
d a n s le v e cteur 
IV E, REC. 

en ordre. 

1' 
I ~ 1 

détruire les 
arcs qui 
correspondent 
aux suivants 

.non coché s 

IV. B.J4 

RETURN 

T ~P 
non _ , nni 

oui 
t 

non non 
env i sagé / 

~ - oui 

d e IX? 





1 
? 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
1 4 
1 5 
16 
17 
1 
19 C 
2 0 
21 
2 2 
2 3 
24 
2 5 
2 6 
27 
28 
2Q 

3 1} 

31 C 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
3 8 
39 
40 
41 C 
42 
43 
44 
45 
46 
4 7 C 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
SS 
56 
57 
58 

IV.B .J5 

SVEROUTINE R4CHKS(l ,1 X,IPRLCO ,I SUICO,IPRELI ,ISUILI,ICOL,NOCOL, L1G N 
1,NOLIG,lNOCOL,INOLIG , IVFCTS,IVFREC,NN,MM,LEOFRE) 

REGLE 4 OF C.K. 

IMPLICIT INTEGER•2CI-N) 
DIMENSION IPRECOCMM),ISUICOCM~),IPRELICMM),ISUILI(MM ),ICOLCMM),LIG 

1N(MM),lNDCOL(NN),INOLIG(NN),tVECTS(NN),lVEREC(NN),NOCOL(NN),NOLlG( 
2NN) 

DIMENSION LEDFRE(MM) 
LNEDFR=LEDF RE(MM) 
I,. 1) 

ICS=O 
I11AX=NOCCtl(IX) 

KLIMAX=NOLIGCIX) 
IF ( C KL I Ml, X. l T. 1) • 0 R. ( t MA X . L T. 1) • OH. ( ( l MA X +K ll 10 X) . L T. 3) ) flE TIi RN 
IA=HIDCOL<IX) 

?. IS=LIGN(JA) 
ENREGISTRER LES SUIVANTS OE IX 
ICS=ICS+'l 
IVECTS (I~S )=IS 
IVEREC(I$}zJA 
IFCICS.Eg.IMAX)GOTO 1 
IA=ISUIC(,)(IA) 
G0TO 2 

1 KCS=O 
r ALI==lNDLIG(lX) 

5 KIS=lCOL(KALI) 
KCS=KCS+i 
IFCIVEREÇ(KIS).EO.O}GO TO 3 
EXISTENC~ DE DOU BLET 
IVERECCKIS)=-lVEREC(KIS) 
IF(KCS. EO. KLIMAX)G 070 4 
llAlI"'lSUIU (KALI) 
GOT O 5 

4 1 = 1 
lF(IMAX . [Q.KllMAX)G(1 TO 1('l 

00 6 L=1,.IMAX 
LTR=IVFC"fS(l) 
IF(IVEREC(LTR) . LT.OiGO TO 7 
CJETRlllPF. LES ARCS QUI l FONT PAS PAPTIE 1,•uN DOUBLET 
IDELE=IV~REC(LTR) 
C AL L DEL [AR (I DEL E, I P k E CO , l SUI CO , l PR~ L I , I S li I li , I CO l , N() COL, L I t, N, t. 0 LI 

H , ,INDCOL .,INDLIG,NN, MM) • 
LN EDF R = L NE D FR+ 1 
LEOFRC (Lti [ DFW) =IDE LE 
RE -INITIALISER 

7 IVERfC(l'fR)=O 
6 IVECTS(U=O 

LEDF RE (~~ ) =LNEDFR 

RE TURN 
10 I =-1 

3 DO 8 L=1,IMAX 
LTR=lVECl'S (L) 
IVERECCLTR)=O 

8 IVECTS CU•O 
RETURN 
fND 
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16- La routine KEVCOJ essaie d'appliquer le corollaire J de 

Kevorkian au sommet x, et si l e corollaire s'applique, dé t ruit 

le sommet " en face " de x ( voir configuration testée dans le 

coroll ire 3 de Kevorkian ch. I I étape 1 de C.K. ) 

IX : sommet auquel on tente d'appliquer KEVCOJ 

LEDFRE : stack d 1 arcs libres 

KONTR : variable qui prend la valeur 1 si la routine KEVCOJ 

s'appl i que au sommet IX. 

Il,12, I J : respectivement les J suivants de IX ( se rappeler 

la configuration que repàre le corollaire J de Kevorkian ch.TI 

étape 1 de C. K. ) 

NOSU1, osu2 ,NOSUJ le nombre de suivants de respectivement 

I 1, I2 , IJ . 

ITEM 
---
LJ : 

I : 

variables qui perme ttent de détecter si une 

situation a d~jà été testée parmi les J situations 

suivantes - 11 à supprimer 

12 à supprimer 

lJ à supprimer 

K1 ,K2 : variables qui facilitent des permutations de noms de sommets 

lMAX1,lMAX2,IMAXJ : variables qui facilitent des permutations du 

rôle des variables NOSU1,NOSU2,NOSUJ 

ISO : sommet à détruire. 

voir l ' organigramme apr~s le"listing" de la routine. 
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l§TART) 

~' 
...------ nombre 

suivants d 
IX=) ? 

KEVCOJ * 

non 

les suivants sont 
I1 ,I2,IJ. Le nombre 
de leurs suivants 

RETURN 

~--------'>l sont NOSU1,NOSU2 , 
NOSUJ . 

I tf-- 1 oui ou 
K2 ~ 1 2 t~ - ---_.lJI.?-- -\ ITEM ~ 1 
IMAX2 ~ NOSU2 2 f-- IJ 

oui 

IE- 2 
I MAX2 -(- NOS UJ ' 

( RETURN) 

1~2 
K2 E- IJ 

__..__...;.iIMAX2 ~ NOSUJ ➔ 

K2~IJ 
IMAX2 (- NOSUJ 

./'--..._ non 
1 

- ----->-~-<'LJ= 1 ""- ---lLIV ...:::::J-- I ~J 
? / K l t- 12 

·::::; 1f' oui IMAX 1 ~ NO SU2 
IS O ~Il 

;,1._ RETURNJ 

Note : on essaiera d'appliquer KEVCOJ à un sommet x si 1 1 appli
ca tion de Hl~C HKS a permis à I e prendre la va l eur + 1 ou -1 
1=0 cor r espond à une situation à laquelle on ne pourrait de 
toute f a ç on pas appliquer KEVCOJ . 

I 





1 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
Il 
9 

10 
11 
12 C 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
3n 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
3 /l 
39 
40 
41 C 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
4R 
49 C 
5() 

IV.B .J8 

SUBROUTINE KEVC03CIX,IPRECO,ISUICO,IPRELI,ISUILI,ICOL,LICiN,INOCOL, 
1INOLIG,NOCOL,NOLl6,NN,MM,LtOFRE,KONTR) 

COROLLAiflE 3 DE kEVORKIAN 

DIMENSION LEOFRE(MM) 
DIMENSIO~ IPRECO(MM),ISUICO(~M),IPRELI(MM),lSUILI(MM),ICOL(MM),LIG 

1N(MM),INDCOL(NN),IN~LlG(NN),NOCOL(NN),NOLIG(NN) 
lMPLICI T INTEGER*2 (7-N) 
l<ONTR=O 
If(NOCOL(IX).NE.3)RETURN 
INITIALISER LES 3 SUIVANTS DE rx 
ITR A=HIDLI G CI X) 
I1=ICOLCITRA) 
ITRA=ISU)ll(lT RA) 
I2=IC0LCITRA) 
ITRA=ISUill(ITRA) 
I3=ICOLC ITRA) 
NOSU1=NOCOLCI1) 
NOSU2=NOCOL(I2) 
~IOSU3=NOCOL (13) 
If((NOSU1.E0.1).0R .(NO SU2 .E0.1) .OR.(NOSU3 ,Fo .1))RETURN 
ITEM=O 
IF(NOSU1.GE .3)GOTO 1 
IF(NOSU2~GE.3)GOTO 2 
1F(NOSU3~LT.3)RETURN 
K2 = I 3 
IMAX2=NOSU3 
1=2 
GOT O 3 

2 IHM=1 
1 I=1 

f. 2= I 2 
IMI\X2=NO'SU2 

3 ►' 1=11 

lMAX1=NOSU1 
L3=0 

14 ICS=O 
lSTER=lND COL( 1<1 ) 

6 ICS=-ICS+1 
Tf.STrk L"EXlSTE.NCE OE OûllfJLETS 
IFCLIGN(lSHR) .E0.1<2)GOTO 4 
IF((LJGNCISTER) . GT . l<2 ). 0P .(lCS.f Q.I"IA X1 )) .GCTO 5 
ISTER=lSUICO(ISTER) 
GOTO 6 

4 ICS=Cl 
ISTER=INOCOL(1<2 ) 

P ICS=1CS+1 
TESTEP L"EXISTENCE OF ~OUOLfTS 
IFCL1~NCISTER) . EQ . K1)GOTO 7 
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51 If((LIGN(ISTER).GT.K1).0R.CICS.EQ . IMAX2))GOTO 5 
52 ISTERxISUICO(lSTER) 
5 3 G(HO 8 
54 C 
55 C TOUTES DES PERMUTATIONS DE VARJA OLES POUR REPERER LES DIFF ERENT ES 
56 C CONFIGURATIONS POSSl ?L f S PERMISES P~R LE COR OLL AIRE 3 
5 7 C 
SR 7 IF(l.E0.1)GOTO 9 
5 9 IFCI . EQ .2) GOTO 10 
6 IFCL3 . E0 . 1)GOTO 11 
6 1 ISO=I3 
62 GOTO 12 
63 11 1S0=12 
64 GOTO 12 
65 10 IFCL3.EQ . 1)GOTO 13 
6 6 16 1=3 
67 K1=1 2 
6 8 l M A X 1 = NOS U 2 
69 GOTO 14 
70 9 L3=1 
71 IF(ITE~.EQ.O)GOTO 15 
7 2 K2=13 
73 lMAX2=HOSU3 
74 GOTO 16 
7S 1S I=2 
76 l".2=13 
77 1MAX2=NO SU3 
78 GOTO 14 
79 5 IFCI . E0 .1)GOTO 1S 
80 IF(l .N E.2) RETURN 
81 IF(L3.NE . 1)RE TURN 
8 2 GOTO 16 
83 1 3 1S0=11 
84 12 CONTINUE 
85 KONTR=1 
86 C UN PEUT DETRUIRE LE SOM~F T ISO 
87 CALL DfLESO(IS0 1 IPRECO,lSUlCO,lPRELl,ISUlLI ,ICOL,LI GN,lNDCOL,IN~Ll 
8 8 1G,NOCOL,NOLIG,NN,MM,LC DFRI: ) 
8 9 ~l: TURM 
90 END 





IV.B.40 

17- La routine KEVC02 essaie d'appliquer le corollaire 2 de 

KEVOH~IAN ( ch.II étape 1 de C.K. ) à toute paire de sommets 

qui n'ont pour arcs adjacents que des paires d'arcs formant 

doubleL. Ce qui signifie que l 'on appliquera hEVC02 apr~s 

applicati on de R4CHKS à chaque sommet du graphe. 

J : variable qui prend la vale r 1 si KEVC02 modifie le graphe . 

L~SOCO : vecteur auxiliaire qu i permet de stocker les sommets 

auxquels on a appliqué avec succ~s H4CHKS . 

:Cl!~VEOO : vecteur auxiliaire qu i permet de stocker des sommets 

auxquels le corollaire 2 d e Kevorkian est susceptible de 

s'appliquer . 

ILESO 

ILEVI.!'. 

ISCOU : 

ISO : 

KEVC02 

nombre de sommets stockés dans LESOCO 

nombre de sommets stockés dans LEVECO 

paire d e sommets à laquell e on tente 

d'appliquer le c orollaire 2 de Kevorkian. 

START 

\ILE VE ~ -0 . 

LEVECO~ sommets dont les ~ 
arcs adjacents vo n t par doublets 
( 2 doublets) 

ILEVE = "indice de rem lissage" 

examiner 2 à 2 les sommets de LEVECO 
voir si ils ont les mê mes suivants 
vérifier au préalable si ils ont 
deux suivants exactement . 

é v entuellemen t 
destruction de s ommets 





1 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 C 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 C 
24 
25 
26 
27 
2R 
29 
30 C 
31 
32 
3 3 
34 
35 
36 
37 
3R 
3Q 

40 
41 
42 
43 
4 4 
45 
46 C 
4 7 C 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 
56 C 
57 
58 
59 
60 
61 
6 2 
6 3 
64 

SUBRrUT I NE ~EV CD2( IPRE CO, l SUlCO,IPRFL1,l SU ILI,ICOL,LIGN,INDCUL,IN D 
1LIG ,NOCOL,NOLIG,NN,MM , LESOC O,l f VECO , MlS,INO~ES ,L EOFRE 1 J) 

CO ROLLAIRE 2 DE KEVORKIAN 

lM PLI CIT 1NTEGER02(I-N) 
DIMENSION IPRECO(MM),ISUJCO(MM),JPRF.LI(MM),ISUILI(MM),ICOLCMM),LIG 

1~4(MM),INOCOL(NN),INOllC(NN) ,NOC OL (NN),NOL IG(NN) ,L ESO CO(NN),L f VECOC 
2NN),M ES(tjN) 

DI~ENSION LEOFWE(MM) 
J=O 
ILEVE=O 

LESOCO ~ VECTEUR QUI CONTI ENT LES SùM~ETS A~ AN T 2 PR~ClDlNTS 
ILESO=LESOCO(NN) 
t,O 1 1=1,lLESO 
ISO=LESOCCl(I) 
lf(NOLIG(ISO) .Nf.2)G OTO 1 
ILEVE=ILEVE+1 
LEVECO(ILEVE)=ISO 

1 CONTINUE 
IF(ILEVE . LT.2)GOTO 2 
IU11=ILEVl:-1 
ENVISAG ER TOUTES l(S PAIRES DE su~METS AYANT 2 PRECLOlNTS 
DO 3 I1=1 , ILM1 
ISO=LEVECOCI1) 
IF (lSO. EQ.O)GOTO 3 
IFCNOLIGCISO).EQ .2)GOTO 4 
LEV ECOCI1)=0 
C.OTO 3 
NE -VE RI FI ER SI LES SOMM ETS ONT 2 PRECLDENTS 

4 lVERI1=1NOLIG(lSO) 
Y.TR=I1 +1 
l'lO 5 12= ►:TR,ILFVE 

00 5 I2=t.:,ILEVF 
ISC OU=LEVEC('(I2 ) 
IF CISC OU . EQ .O)G OTO 5 
lf(NOL1GlISCOU).EQ . 2) G~T . 6 
LF.VE COCI2 )=0 
GOTO 5 

6 1VERl2=IND LJG(ISCOU) 
IF(lCO L(l VERI1) .N E.ICOL(IVERI?)) r,oT O 5 
1VERI1=ISUILIC1VERI1) 
IVERI2=I~Ulll(IVEH12) 
IF ( ICOl CI VER11).NE.ICOLC1VERin>GOTO 5 
I VcRl1=1~DLlG(ISC) 
SITUATION DfCRlTf DANS l f COROLLAIRE 2 
UN PEUT DETRUIRE LE SOMME T IVL~J2 
DO 7 L=1.,2 
IVFRI2=1COL (IV ERI 1) 
CALL DELESO(IVERI 2,:r RECO ,JS UlCO ,JP RE LI, l~Ulll, ICOL,LI GN, l ND COL,IN 

1DLIG,NOCO~,NOLIG,NN,MM , LEUFRE) 
J=1 
INDMES=INt,MES+1 
MES(INDMEl)=IVERI2 

7 IVERI1 = ISU1LI(IVERI1 ) 
NETTOYER l. EVECO 
LEVECOCI1)=0 
LEVECO(I2 ) =0 

5 CONTINUE 
3 CONT I NUE 
2 DO 8 L=1 , îLEVE 
8 LEVECO(L)a:0 

RE TU RN 
E~IO 





18- La routine HL1 CETK rempli e ssentiellerne n t J rôles 

A. ssaie d'appliquer la règle 4 de C . K. ( H4CHKS ) à chaque 

sommet du g r aphe . 

note si au sommet x, le n ombre d ' arcs incidents vers 

IV.B .42 

1 1 inL6rieur est s upéri eu r a u nombre d'arcs incidents vers 

l'extérieur , on échange les arguments de R4CHKS se rapportant 

aux lignes et ceux se rapportant aux colonnes ( utilisation de 

la propriété de symétrie attachée à l'emploi des arguments 

se r pportant aux lignes et aux colonnes de la routine H.l1CHKS ) 

D . essayer d'appliquer le corollaire J de Kevorkian à certains 

sommets déterminés après application de R4C11KS . 

C . essayer d'appliquer le coroll aire 2 de Kevorkian en utilisant 

l'information donnée par l'application de R4CHKS et KEVCOJ à 

tous ou à certainSsommets d graphe. 

K: var i able qui prend la valeur 1 ,si le graphe a été modifié 

par l 'application de H4CETK; 0 sinon. 

LK : vari able qui prend la valeur 1 si l'application de R4CHKS 

à un sommet x permet à la variable Ide R4CHKS de prendre la 

val eur -1; 0 sinon. 

LESOCO : vecteur-stack qui stocke les sommets susceptibles de 

permettre l 'application de la r è gle 4 de C . K . 

I DIC "indice de remplissage " d e LESOCO 

IS OADM : vecteu r-st ack qui stoc e des sommets supposés avoir 

des arcs incidents ( s ommet s au quels une règl e peut éventuellement 

s ' applique r.) 

NOSO : "indice de remplissage" d e IS OADM 

MES : vecteur-s tack d e s sommets de l'ensemble minimum essentiel. 

INDMES 

LEDFR~ 

"indice de remplissage" du vecteur MES. 

stack des arcs libres. 

Voir org nigtramme . 





JV.B . 43 

H4CETK START 

considérer un sommet IX ~---------
no n considéré de IS OADM 

oui 

essRyer d 'appliquer 
R4CHKS a vec é change 
des argu ments se 
rapport nt aux lig. 
et aux col onnes 
au sommet IX 
( avec aram. I) 

nombre 
de suivan ts oui 

ou de précédents >--------..--:? 
du sommet IX. 

~ 1 ,,.? 

non 

nombre 
de suivants 

de IX <. nombre de 
précédents IX 

? 

non 

essayer d' a ppliquer 
H4CHKS au s ommet IX 
( avec p Rram. I) 

,_ _ ___ oui ___ _ 

oui 

appliquer KEVCOJ 
au sommet IX 

IX= 1 

IX:lsommet 
de LESOC O 

sommet non 
envisagé > 
de IS OADM 

? 

non 

n o n 

oui 

appliquer 
K8VC02 au 
graphe 





1 
2 
3 
4 C 
5 C 
6 C 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
1~ 
19 
20 
21 C 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 C 
33 
34 C 
35 
36 
3 7 C 
~8 
39 
L.0 
4 1 
42 
43 
44 
45 

46 
4 7 C 
0 
49 
5 ') 

51 
52 
53 

I V. ll . 4 4 

SUBPOUTINE R4CETKCK , IX , IPR[ CO,I SUICO,IPRE L1,J SU Ll,lCOL, NOC OL ,Ll GN 
1 ,NOllG,INDCOL , INDllG,I VECT S, I VtREC , NN , MM , JSOADM,NO SO,L ESOC O, ME S, IN 
:'I.IMES , LEDFRU 

COORDONNER LA REGLE 4 DE C. I<. ET LES COR OLL AI RES DE KEVORKIA N 2-3 

IMPLI CIT IN TEGER* 2 (1 - N) 
I'> I M E NS I O N I P R E C O (MM ) , I S l l I C O {Ill Ill ) , 1 P R E LI ( MM ) , I SU l L I C MM ) , I CO L ( M M) , N O C 

10L(NN),LIGN {MM),NOLI(.(NN ) , 1NDCO L( NN),IN DLIG(NN) , I VLCTS (N N),IV EREC( 
1NN) 

Dl~ENSION lSOADM(NN), LESO CO(NN), ~E SCNN) 
DIMENSION LEOF RE( MM) 
lNDlC=O 
K =0 
LK=O 
DO 1 L= 1,NOSO 
I X:ISOADM ( U 
I=O 
IF((NOCOL ( IX). LE .1). 0R . (NOL IG{IY).L E.1)) r, oro 1 
IF(NOCOL ( 1X) . LT . NOLIG(IX) ) GOTO Z 
tSSAYtP TOUT ~-AOOPO ~" APPLIQ UER LA RE GLE 4 DE C. K. 
CA LL R 4 Ctil( S (I , 1 X, I PR ECO , J SU 1 CO , I P HF L l , l ~I l 1 L 1, 1 COL , NO COL, L l G N, NOL I G 

1, I NOCOL , INDLIG , lV[CTS , IVlk[C , NN , ~M , LEDFRE ) 
IF ( l.NE.1)GOTO 3 
K=1 
GOTO 3 

2 CALL R4C H~ S(I,IX, IPRELJ,I S~IL J ,I PRECO,lSUICO, LI GN,N OLlG,lCOL,NCCùl 
1, INDLlG , H,iOC OL, I VECTS , 1v r REC , 'HJ, "' ,., , L[ DFRE) 

IF ( l . NE . 1)GOTO 3 
I<' =1 

3 1F(l . E0 . 0) GOTO 1 
VUIR SI LA REG LE 4 S"A FFL IOUER Al f SI Il Y AVAIT DES ARCS A DETRUI RE 
IF CI . Eti .- 1 )L K=1 
ESSA Y[~ D"APPLl QUE R LE COR GLLAT RF ~ DE Kl VORK J AN 
CALL Kf VC03 ( IX , IPRE CO, JSU it 0 ,l PhEL1 ,I SU I LI,IC OL ,LI GN,INDC OL,IN CLI ~ 

1,NOCOL , NOLIG , NN , MM , LE OFµE , KONTR ) 
VOIR SI LE COROLLAlRE 3 A PlRMIS DE DTPUI R[ DES AkCS 
IF(KONTR . E~. O)GOTO 30 
INDMES=INDMES-t-1 
MES(INl'ME S)= IX 
•• =1 

30 lNOIC=INDI C+ 1 
L[SOCU(INDJ C> =I X 

1 CONTINLf 
LE SOCO OH, ) =INDI C 
J=') 
VO I R SI CELA VAUT LA F'l:IN f C" ESS ~YL R ll "Al' Pli l.lU E:R U. COR OLLAI Nf : 
lF(( ~. NE . 1 ).A NO . (L~ . N[ . 1) ) ~E TU~N 
Ci\ L L K l V CO 2 Cl P RE CO , I SU 1 ((1 , Ir· RE LJ , 1 SU 1 LI , I COL , L I G N , l N Il COL , I t il! LI G , N (J 

1CCL, NOLJG,NN,M~ , LE:SUCO , IVI CT S, MlS , INDMlS , LEDFRE ,J) 

IF(J . E0 . 111<=1 
RE TU RN 
E:ND 





19- La routine R5CEKP essaie d'appliquer la règle 5 de 

l'algorithme de C. K. ( ch. II étape 1)•à cha<iue arc incident 

vers l'intérieur à un sommet IX. 

IX : sommet auquel on tente d'appliquer la règle 5 . 

IV . B . L~ 5 

..!_ : variable qui prend la valeur 1 si la routine H5CEKP détruit 

au moins un arc du graphe. 

IPRMA.X : nombre de précédents d u sommet IX . 

ISUMAX nombre de suivants du sommet IX 

ICOPR : compteur d 1 arcs incide ts à IX vers l'intérieur . 

IY : un précédent courant de I 

ITEDO :compteurs de suivants envisagés de IX 

ITER: arc incident à IX vers l'intérieur courant. 

I COSUY 

I COSUX 

KCSY : 

KCSX : 

compteurs auxiliaires de suivants envisagés 

de IY et I X 

suivants courants de IY e t IX 

LEDFRE : vecteur-stack d'arcs libres. 

IAIY : rc(IY, IX ) 

Not e essayer d'appliquer R5 Cl~KP à chaque arc inciden t vers 

l'extérieur à IX correspond à é changer , dans les argume nts de 

R5C EKP , les arguments correspondan t aux lignes et ceux 

correspondant aux colonnes. 

Voir org anigramme . 



1 1 



IV . B. 46 

H5CEKP ' START 1 

r
. ---- '-==r: _ __L_· ____________ J 
I.PHMAX nombre de pré cédents de IX 

\ I ' UMAX nombre de su i vants de I:X 

/" 
/ ..... IPHMA 

<ô"·u I S UM AX 
? 

>---- -o_u_i ___ --:,,.( HE'l'UHN ) 

non 

' _o_n __ e_n---'v'-'-'1.'"'"' _s.,..a..c.g=-e-_;;_u_n:__c::cp.c...r--'é-c_e_' _d_•~ __ n_t _ _ n on 1 _env isagé IY de IX . _j 

_,,........-- (nombre de 
<_uivants de IY) 
~ >,.ISUMAX 

? 

précéd ent 
---= suivant 

de IX 
? 

non 

oui 

on considère un suivant 
non considéré de IX 

c e suiv ant 
a - t - il IY c o~eÀ"-___ n_o_n_~ 

précédent 
? 

\ 

. ,..,........... 

. / existe- t - il 
oui . - ....... 

~ n su1.van~ non : 
~nvisage de 

IX ? .... 
non 

i on d'truit 1 1 arc ( IY,IX) 
du graphe . 

ou i 

3 un 
précéden t 
I:X n on e nv isagé 

? _.............., .. 

~ on 

( __ _ 





1 
2 
3 C 
4 C 
S C 
6 
7 
8 
9 

10 , , 
12 
1 3 
1 4 
15 
16 
17 C 
18 
19 
20 
21 
22 
23 C 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 C 
35 
3b 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
4:, 
44 
4 C, 

46 
47 
48 
49 
sn 

51 C 
52 
53 
54 
SS 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 

IV . J:l .47 

~UORO UTINE RSCEKP ( l ,! X,IPRECO ,I SUlCO ,l PflfL l,ISUILl,ICOL,NOC OL ,LIGN 
1 , NO l. I G , I NO C Dl , 1 N Dl I G , Ill N, ·,r, , l E !' F fi E ) 

!IF.GLE 5 OE C.k . 

IMPLICIT lNTEGER•2<1 -N) 
DIMENSION lPRECO(MM) ,I SUICU (M~), I PR ELI(MM},ISUILI(MM} , ICOL(M M),NOC 

10L(NN),LlGN(MM),NO LIG(NN) ,INOfOL( N~),JNOLIG(NN) 
OI~ENSlvN l[ùfRE ( MM) 
I =O 
IPRM AX= NCLIG{I X} 
J:;UMIIX=NOCOLCI X ) 

IF ( ( I PR MJ\ X • LE. 1 ) • 0 R. ( I S li M /1 X . LE . 1 ) ) Hl:. TU P N 
LNE OFR=L[OfflE. ( MM ) 
ICC' PR =1 
IAlY=INDLIG(IX) 
TRAITER UN rRfCEDENT DE JX , SOIT JY 

3 I Y= ICOL<IAI Y) 
I SU r1 A Y =NO C (J L( I Y) 
IF(ISUMAX.GT.ISUMAY ♦ i}G OTO 1 
I TE D0 =-0 
IHR=IND CC·LCIX) 
VOI R SI IL EXIS TE. UN DOUOLLT (lX , lY) 

3 ITfDO=ITEv0 •1 
IF(LIGN ( ITER) . EQ .IY) GOTO 1 
IF( (LI C,~l(ITER) .GT.IY; . OP. (ITFDO.EQ. ISllMAX)}G0T0 2 
lTEP=ISUlCO(ITER) 
<,O T O 3 

2 ICOSUY=1 
ISUY=lNl'I COl(IY) 
I< CS Y =LI C N 'I SU Y) 
ICOSUX =1 , 
I SU X= I IH1 COL (IX) 
POUR CIIAQIJE SUIVANT DE lX , VOI J:' SI cr SUJ VI\ NT A COMMl PREC [ Of:CH lY 

7 KCSX=LIGN(ISUX) 
5 I F O' CS Y. E 1) • Y CS x) GO TO 4 

I F { ( K C S Y • 1: T • K C S X ) • 0 R • ( I C û:, l ' Y • F ri • J S U MA Y ) ) (; 0 T O 1 

lSUY=lSUICO{lSUY) 
t· CS Y= L Il, N ( l SU Y) 

ICOSUY= I COS U Y ♦ 1 

r.o Tu 5 
4 IF(ICOSUX.EQ.ISU~AX)GCT 6 

l SVX= l Sl1 ICO ( I SUX ) 
ICOSUX=ICOSUX+1 
IF(ICOS~Y . EO.lSU~AY ) GOT 1 
lSUY=ISl 1 ICO(lSU Y) 
nSY=Ll(;N(lSUY) 
I CO ~ li Y= I C (1 S li Y ♦ 1 
GClTU 7 

6 !=1 

ON PEUT DE TRUIRE L"ARC (It,IX) 
CALL ~ELEAR(IAIY,IPRECO,ISUI CO,IPRELI,ISUI LI ,ICOL, Nû COL,LlGN,NOLIG 

1, IND CO L, INDLlG,NN , MM) 
LNEDFR=LNEOFR+1 
LEOFRE(LNECFR)=IAIY 

1 IF(ICOPP.EQ.lPRMAX)GOTO 10 
ICOPW=ICOPR+1 
IIIIY=ISUILI (IAIY) 
GOTO 8 

1G LEDFRE(MM)=LNEDFR 
RI: TU RN 
E ►ID 





IV.B.48 

20- La routine MlSAJO sert à mettre à jour la liste des 

sommets de ISOADM , qui est un liste des sommets "admissibles", 

en ce se ns qu'ils sont susceptibles d'avoir e ncore des arcs incidents. 

Les sommet s isolés ne nous intéressent pas dans l'application 

des règles de simplification à un graphe. 

Après appli cat ion d'une routine qui a permis de détruire un sommet 

IX, on "retire" le sommet IX du stack ISOADM en "décalant" tous 

1 s sommets suivants de IX dans le s t a ck de 1 position vers la 

gauche. Le manq ue de temps nous a amené à ne pas donner à cette 

liste une structure autre que la structure de stack qui s'adapte 

très pu à la suppression d'un sommet quelconque de la liste . I l 

est certain qu'une structure de listes enchainée s s'impose par 

ses possibilités de "balayages" et de "suppression" ( voir KNUTH 

chapitre II ). 

Note : il peut y a voir, après certaines applications de routines 

de simplification(unP- des règles ou corollaires du ch.II ét a pe 1 ) 

à cert a ins sommets, dans ISOADM , des sommets isolés qui ne 

soient pas s upprimés du stack par applicat i on de MISAJ0 1 en 

effet, MIS AJO n'est appliquée à un sommet IX de ISOADM que quand 

on essaie d 1 appliQuer une routine de simplification successivement 

à un sommet de ISOADM à l'aide d 1 un"balayage" :faisant varier un 

indice de 1 jusque NOSO ( 11 indi c e de remplissage " d e ISOADM) , 

plus précisément à l'aide d'un "bouc le PO" ; MISAJO met alors 

à jour l ' indi ce de boucle et NOSO e t"décal e"une p a rtie de la 

liste ISOADM vers la gauche . 

Pour cette routine, nous ne donnons pas d'organigramme. 

1 SUBR0UT1NE MlSAJO(lSCADM,M,NOSO,NN) 
2 C 
3 C MISE A JOU R DE XSOAOM 
4 C 
5 IMPLICIT INTEGH<•2<l -N) 
6 DIMENSION ISOAD"(NN) 
7 IF(M.EQ . (NOS0 ♦ 1))kET URN 
8 MP1=M♦ 1 · 
9 DO 1 L=M,NOSO 

10 IS OADM (L}=JSO ADM(MP1) 
11 1 MP1=MP1+~ • 
12 f'l z:M- 1 
13 RETURN 
14 END 





IV .B. 49 

21- Le routine STEP1 (étape 1 ) organise l'application des 

routin s de simplification du graphe ~ux sommets du graphe. 

E lle p rmet d'effectuer, à l' a ide des routines R1C ETK, R2CETK, 

RJ CETK, R4CETK, R5CEKP, MISAJO, DELESO, l'étape 1 de l'algorithme 

de C. K. au sous-graphe d'une composante fortement connexe. ( cfr. 

chapit r e II étape 1 ). 

NSCOM P : nombre de sommets initial de la C.F.C. que l'on veut 

an a lys e r. 

MES : vecteur-stack qui stocke les sommets de l 'ensemble minimum 

essent i el. 

I J\CT: ' om d'un sommet auquel on va essayer d'appliquer une règle 

de simplification . 

I V8C01 

I VT•:C02 : 

u ,:soco 

vecteurs auxiliaires utilisés dans les routines 

RJCETK et R4CETK . 

vecteur auxiliaire utilisé par H4CETK. 

Voir or F,anigramme à la page suivante. 





ST EP1 

ou i 

( RETURN 

(-START .) 
3\;Ç 

appl i ciuer H1CETK à 
cha sommet. 

appl i ciuer It2CETl< .:1 chaque 1 

sommets. 

la routine . ...__ 

R2C ETK ~-~~~i~ 
le {:,r~ 

non 

appliquer RJCl 'TK 
à chaque sommet 
du graphe . Et dès 
que le graphe peut 
être modifié : 

· v.B.50 

supprimer le sommet 
qui permet de modifier 

sous-graphe oui le graphe l celui 
complet ;::,-------~auque l on a appliqué 

? RJCETK . 
mettre ses sommets 

non 

appliquer R4CETK au graphe 
( la gestion des sommets 
s'effectue dans la routine ) 
et appliquer de ce fait 
KEVC02 et KEVCOJ. 

modifié 
graphe 

? 

oui 

non 

adjacents dans MBS 
commentaire : d~s que 
la routine a découvert 
un sous-graphe complet 
on effectue les simpli
fications adéquates et 
on appli~ue R2CETK au 
graphe. 

appliquer R5CEKP 2 fois il faut 
inverser les arguments pour tenir 
compte de la symétrie de la représentation 
de graphe) à chaque sommet du graphe . 

oui 
modifié le graphe ::>---- ------------------





1 
2 
3 
4 C 
5 C 
6 C 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 C 
2 0 C 
21 C 
2? 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 C 
32 C 
33 C 
34 
35 
36 
37 
3P. 
39 
40 
4 1 
42 
43 
44 C 
45 C 
46 C 
47 
4 p. 
4 9 C 
sn 

5 U fl ROU T H: E STE f' 1 ( N S C O M P , l JL, COL , I NO LI G, I PR E C O, l PR E L 1 , l SU I CO , I SU Il l , 

1NOCOL,NOLIG,IVEC01,IVEC02,MES,INO~ES,ISOAD~ , NOSO,NN,MM , ICOL ,LI GN, L 
21: SOC O, l EC FP l ) 

IV . B . 51 

CETTE SOUROUTINE EFFECTU[ L"ET~PE 1 DE L"ALGORITHME DE CHEUNG [T KUb 

OIMl:NSICN Ll:DF~E(MM) 
lMPLICIT 1NT EGFR*2 (I-N) 
DIMENSION INDCOL(NN) , INOL I G(NN),l~PEC O(M~),IPR[ll(MM),1SUIC0(MM),l 

1SUlll(MM) , NOCOL(NN),NOLIG(N N), I V~C01 (NN), IVEC02(N N),rES(NN),IS OAO M 
2(NN) , ICOL(MM),LIGN(MM) 

DIMENSlûN lESCCû{NN) 
INOM ES =O 
NOSù=NSCOMP 
GOTO 7 

4 CONTINUE 
flO 2 M=1.,IIO SO 
IACT=ISOI\OM(M) 

ES~ AYE N ll"A PPLI Qll [R LA RFGLE 1 

CA LL R 1 Cf: T K (I, J ACT, l r RE CO, I S lJ I CO, J P Il U I , I StJ Il J , l COL, l I G N, IN li COL , 1 N 
11JL I C,N~ CLL,NOLIG,ME5,lNDM[S , NOSO , ~N , MM , LlDFRE) 
lf{l . Ea . (l)GOTO 2 
CALL MISA JO( IS OAO M, M,NOSO,NN) 

2 corn INl ' E 
IF(NOSO. lë O.ù)RETURN 

7 J =O 
DO 3 M=1 .,N O:. u 
IA CT=ISCADM(M ) 

fSSAYEll D"ArPLIOUER LA RHLL 2 

C ,\ L L P 2 C 1: T 1< (J, 1 ACT, I PP f: CO, l S li I CO, I PR t LI, 1 $ U 1 LI, 1 CU , LI G N, IN D COL, l N 
1DLI G, IIOCCL , NOLIG,NOSO , NN,MM , LEDFRF ) 

IF(l.(Q.•1)G0TO 3 
CALL ~1S~JC(IS UAOM, M,WOS O,N tJ) 
J=1 

., CONTINUE 
IF(J.E0 .1) GOTO 4 

c.. CONTINUL 
DO 5 M= 1,NOSO 
I .A CT = I S O fd' M {M ) 

f SSAYll< D"Ar f'LIQllUI L/1 f-.!:G lf l 

CALL P~CLTK(I , l ACT,l SUICL,LlGN ,I N1COt , NCCOL,NOLJG,lVFC01,lV[C0~ ,N ü 
• 1 '.;0 , tJN , Mr-' , ICVS) 

rESTPU(TlütJ or s SC,...M[TS Ar J ~CE~ TS A IACT 
lFCI . EO . O)GOT O 11 





51 
52 
53 
54 C 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 C 
81 C 
8 2 C 
83 
84 
85 
86 
87 
BF 
89 
90 C 
91 C 
92 C 
93 
94 
95 
96 
9 7 
98 
99 

10 rJ 

101 
102 

CALL DELESO(IACT,IPRECO,ISUICO , IPRELI,ISUILI,ICOL , LI GN , INDC0l , INDL 
1IG,NOCCL~NOLIG,NN,MM,LEOFRE) 

NOSO=NOS0-1 
SUPPRIMER DE ISOAOM UN SOMME T DETRUIT 
CALL MISA JO(I SO AO M,~ ,NO SO ,NN) 
IA=1 
llt= l VEC Oi<1) 
00 9 NA=1,NOSO 
IF(IO .NE. ISOAOM (NA))GOT O 9 
C Al l 0 E LE SOC IB, I PRE CO, l SU IC O, 1 P REL I , I Sll I LI , J CO !. , L J C, N, IN D C 01 , J N Ol I G 

1, NO COL,NOL IG , NN ,MM,L ED FRE) 
NOSO=NO S0-1 
CALL MISA JOCISOADM,~A,NOSC , NN) 
IVEC02CIIJ}=O 
IVCC01(IA)=O 
INDMES=lNOMES+1 
MES(INDMES)=IU 
IFCIA.EQ.ICVS)GOTC 11 
IA =I A+1 
1El=I VEC01<1A) 

9 CONTINUE 
11 Dû 10 L=1,ICVS 

IT=IVEC01<U 
IVEC02(IT)cQ 
IVEC02(IA CT)rQ 

1 0 1VEC01CU=O 
If (I.E0.1)GOTO 7 

5 CONTINUE 
K=O 

ESSAY~R O" APPLIOUER LA REG LE 4 

0 L L fl 4 CE T K { K , l A C T , l PR E C O , l S U l C O , I P R F. LI , l S U I LI , I C O L , N û C O L , L I G N , 1~ 0 L 
1IG,lNOCOL , INOLIG,IVEC01,IVEC02 , NN,M~ , JSOADM,NOSO , LES OCO , ME~, I ND~ES 
~ , Ll D FR!:) 

IFCK . fQ.1)GOTO 7 
L=O 
DO 8 M= 1 , NOSO 
IACT =I SOADM (M ) 

ESSAYER D"APPl ) ù UlR LA REGLE 5 

CALL R5CE~P(I,1ACT , IFRE CO , ISUICO , IPRELl ,l ~Ulll , lCOL, NOCOL , L T~N,NOL 
1I G, 1NDCOL,INOLIG , Nt,,, MM , I EOFfH) 

IF(l.E0 . 1>L=1 
CAL L R 5 C El< P (1 , J ACT, Ir RE l I, l S tJ IL I , I PP r CO, 1 S lJ I CO , LI G N, :\10 L l G, I COL , N(' C 

1C L,INrLIG , lNDCOL,NN,MM,LE~FRE) 
IF{l.EG.1)L=1 

d COIITINUl 
IFCL.E0.1)GOTO 7 

RE TURN 
EN D 



1 

1 



IV . B . 53 

22 - La routine NET ré - initialise une colonne de la matrice COV 

( vo ir I V. A. 2 . b . 2.) à la v aleur booléenne O ; met à jour le 

vecteur-stack des colonnes libres de COV; annule la position 

du v ect ur de lien des étiquettes ( IPLUS ) d 1 un arc , ~ui 

correspond à la colonne r ~- initialis6e . 

TABLE autre nom p our la matr i ce COV 

IPLUS vecteur qui sert à "enchainer" les étiquettes. 

IC OFRE vecteur-stack des colonnes libres de la matrice COV 

INCFRE " indice de remplissag " de ICOFHE . 

J : le numér o de la colonne qu l 'on ré - initialise . 

ISOMCO : nombre de ligne s utilisée s de la matr ice COV. l ce 

nombre correspond au nombre de s omme t s non isolés restant dans 

le graphe au début de 1 1 appli c ti on de l ' étape 2 de l 'algorithme 

de C . K. ) 

Pour cette routine nous ne donnons pas d'organigramme . 

1 SU~RO UTINE NET(TAULE,lSOMCU,IPLUS ,J,ICOFP F,III,JJJ ) 
2 C 
J C SOURO UTJ"E DE NlTTOYAGE O"VNE COLONNE OE TA fi lf DE COUVERTURE 
4 C 
5 l~rLIClT INTEGER62(I-N) 
6 IMf'LlCIT lÔGICAL•1< T> 
7 ClMENSlON TAOLE(JJ J,Ill) 
8 DIMENSION IrLUS(Ill),lCO FR f( IIt) 
9 tO 1 1=1 ,ISOMCO 

10 1 TABLE(l,J): . fAlSE . 
11 INCFRC=ICOFRE(lll) +1 
12 I COFRE(INCFRE)=J 
13 ICOFR~(Ill):INCFRE 
14 IPLUS(J)=O 
15 R !: TU RN 
, 6 rno 





2J- La routine SOMBOO effectue la somme booléenne de deux 

colonnes de la matrice TAllLE; " charge " le r'sultat dans une 

troisième colonne de TABLE; calcule le nombre de 1 booléens de 

cette nouvelle colonne; "charge " ce nombrf' à la place de NOCHOS 
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( voir ch .IV.A.2.b.2. ) qui correspond à cette nouvelle colonne. 

I,J : les numéros de colonne dont on effectue l a somme booléenne. 

IJ : le numéro de colonne qui contiendra le résultat de la somme 

booléenne des colonnes de numéro I et J. 

NLI : autre n om de ISOMCO, n omb re de lignes occupée s de la matrice 

TADLE. 

NOCHOS : vecteur qui contient a la place I , le nombre de 

booléens de la colonne de TABLE qui porte le numéro I 

Pour c ette routine nous ne donnons pas d'organigramme. 

1 
2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

SUBROUTINE SOMBOO(TALL[, 1 ,J,IJ,NOCROS,NLI,Ill,JJJ) 

SOUROUTl E QUI EFFECTUE LA so~~E 300LElNNE DE DEUX COLONN~S DE TA BLE 
DE COUV ERTURE 

IMPLICIT INTEGER*2(I··N) 
IMPLICIT LOGICAL*1(T) 
~IMENSIO~ TAOLf(JJJ,IIJ) 
rIMENSlON NOCROS(Ill) 
NOCROS(IJ)=O 
DO 1 I< =1,ULI 
TA BLE(r ,IJ)=TARLE(K,I).OR.TABLE(K,J) 
IF<TA&LE(..: , I J))NOCROS(IJ =t1CCROS(IJ}+1 

1 CONTINUE 
P E TURN 

END 





24- La routine H6CETK essaie d I appliquer à un sommet IX la 

r~gle G de l ' algorithme de C . K . étape~ ( voir Ch.II ) 

LEDFRE vecteur-stack des arcs libres. 

COVERT autre nom de la matrice COV 

ICIPl•~R : vecteur-stack qui recense les colonnes de 
1
la matrice 

COVEHT q ui correspondent à des circuits pertinents détectés . 

IGRNTR vecteur qui étébli la correspondance entre le num é ro 

d ' un arc et le numéro d'une d e ses étiquettes . 

K~1AX 

l<PHJI.IAX 

IPERCI 

nombre de suiva nts de I 

nombre de précédents d e IX 

"indice de remplissage" de I CIPJ:<~R. 

JA: arc ( IX ,IY) courant . 

MPRCOU: arc ( IY,IX) courant , 

NTCOU: numéro de c o lonne couran t de ma tric e COVERT. 

Organigramme 

H6C f,;T J\. 
START 

r-on- efi ectue une analyse en 
un s omme t IX : 

on considàre un suivant de ________ _ 
IX non soit IY 

I V.B.5 5 

<correspond a 
un arc ave c 
étiquette 

non non •- n-E-• T- URNJ 

simple 
? 

étiquette de 
cet arc est 

simple 

? oui 

non 

non 

on détruit les arcs IX , I Y) et 
(IY,IX). On note l'étiquette 
de ( IY ,IX )dans la liste d es circuits. 



1 
2 
3 
4 C 
S C 
6 C 
7 
~ 
9 
0 

11 
12 
13 
14 
1 5 
,6 
17 
18 
1 9 
20 
21 
22 C 
23 
24 
25 
26 
27 
ZR 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 C 
3fl 
39 
4 (1 

41 
42 
43 
44 C 

45 
46 
4 7 
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SUFROUTINE R6CETK(lX,LEOFRE,NOCOL ,N OLIG,INDCOL,INDLJG,lCOL,LIGN ,lP 
1RECO,ISUlCO,lPRELl,ISUILI,IGRNTR,NOCROS,JPLUS,1ClPER,COVERT,ICOFR[ 
1,111,JJJ,NN,MM) 

REGLE 6 DE C. K. 

JMPLlClT LOG CAL•1CC) 
lMPLlCIT 1NTEGER•2 CI-N) 1 
DIMENSION COVERT(JJJ,111 ) 
DIMENSION NOCOL(NN),NOLI , (NN),INl'ICOUNN),11-.tLTC,(NN),ICOL(MM),LlGN( 

1MM),IPRECOCMM),ISU1Cé(MM),IPRELl(~~) , lSUILl(~M) 
DIMENSION LEDFRE(MN) 
DIMENSION IGRNTR(MM),NOCROS(IJl) ,IPL US(llI),ICIPER(llI) ,ICOFRE(lll 

1) 
ISOMCOœlPLUS(Ill) 
tMAX=NOCOLCIX) 
~PRMAX=NOLIG(l X) 
1 f ( ( KM A X. E Q. 0) .OR . O .P R MA X . C Q. 1) ) ) RE TU RN 
LNEDFR~L(DFRE(MM) 
IPERCI:ICIPER(III> 
J A=l NDCC L( IX) 
CO N S 1 D E R E. R ni A OU E S li l V A T D E 11< 
~PRCOU=INDL I G(IX) 
IN0=1 
DO 1 L=1,KMAX 
LIJA=LIGN(JA) 
NTJA=IGRl'ITR(Jf.) 
IVAlt=O 
C.OMlllEN t,E SOMMETS CONTIENT LE "UREL" 

3 1F(NOCROS(NTJA) . EQ . 2)GOTC 2 
lVAX=NTJA 
"TJA=IPL~S(NTJA) 
IF(HTJA.EQ.O)GOTO 1 . 
GOTO 3 

2 JY =ICOLCMPRC OU) 
IF(JY.GTRLIJA)GOTC 3 
fXISTENCE DE DOUDLEJ? 
IF(JY. EO"LI JA)GOTO 5 
IF(lNO.E~ . KPRMAX)GO D 14 
INO=INO+ 'I 
MPRCOU=ISUILlCMPRCOU) 
C.OT O 2 

5 NTCOU=l GHNTR (Mf'P cou~ 
rxlSTLNCC O'"UNL ETIQUE T T[(LARE:L)AYANT 2 SOMMETS 

7 IF(HùCP0~(NTCOU).E0~2)GûTO u 
~!TCOU= If'Lll S (NT COU) 
IF(NTCC'U.l:0.l))GOTO 1 

4R C.OTO 7 
49 , CO!ITlNllF 
50 C ~•ous AVù'l$ UN ClkCLIIT f' ERTINfNT 





51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
6U C 

61 
62 
63 
61, 
65 C 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 C 
73 
7" 
75 
76 
77 
78 
7Q C 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 

I P ER CI = I Pf R CI+ 1 
I C H ER ( IFE R CI) = NT J A 
IF(IVAX.EO.O)GOTU 8 
lPLUS(IVAX)=IPLUS(NTJA) 
NTRA=IGRNTR(J/1) 
r;o T O 9 

2 ~TRA=IPLUS(NTJA) 
IFCNTRA.EQ.O)GOTO 10 

9 ILR=IFLU~(NTRA) 
SUPP~IMFk LES ETIQUETTlS IN~TIL~~ 
CALL NET(COVERT,ISOMCO,IPLUS , NTRA , ICUFNE ,lll, JJJ) 
IITR A= 1 LR 
IFCNTRA . NE.O)GOTO 9 

10 IGPNTR(JA)=O 
SUf' PRESSlON D"ARC 
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CALL ~ElfAR(JA,IPRECO,I SUl(O,IP~fLI,lSUILI,ICOL,NOCOL,LJGN,NOLJC,l 
1NL>COL, INl>LIG,NN,~,•1) 

LNEDFR=LNEDFR+1 
L El' F P E ( L NE D FR) = J A 
NTCtll'= IG RNT R(MPRCOtr} 

11 NSU=IPLUS (NTCOU) 
SUPPRESS!ON D"ETIQlrE TTES 
CALL NF.T~COVERT,JSOMCO,IPLUS,NTCCU,ICOFNE,111,JJJ) 
NTCOU=NSl! 
IF(NTCOUuNE . ü)GOTC 11 
lGR~TRCMrRCOU)=O 
LNI-DFN=L~EOFR+1 
LEOFRE(LhEDFh)=MPNCOU 
Sl'f PRE.SSlON D"ARC 
CALL DELEAR(MPRCOU,IPRECO ,IS UICO,IPRFLI,l~UILI,ICOL,NOCOL , LlG~ ,N 0L 

11G,I~~C0L,INDLIG,NNrMM) • 
1 JA=IS UICl) (JII) • 

14 LEDFRE (Ml') =LNEDFR 
IClPER(III)=IPERCI 
RE TllfHI 
END 





25 - La routine R?C~TK essaie d'appliquer au sommet IX la règle 

7 de l'algorithme de C.K. étap e 2 l voir Ch. II ) 

IARCY : arc (IX,IY) couran t 

LADY : numéro courant d'une colonne de COVERT correspondant 

à une éti~uette de l'arc IARCY, 

voici l'organigramme . 

R7CETK START ) 

On effectue une ana yse ) 
au s ommet IX . 

on considere un suivant 
de IX non encore considéré 
soi t IY 

/ 
(IX, IY ) ' a 

plusieurs 
étiquettes 

? 

non 

oui 

3 un 
suivant nonion 

--- considéré de 
-~ 

( RETURN J 

es, 
8

~non:,,o:-----.. 
ne simpl e 

oui 

on considère que c'es t la seule 
étiquette valable pour l'arc 
envisagé. 
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1 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

1 a 
11 C 
12 
13 
1 4 
, 5 
16 
17 
18 
19 
2 () 
21 
22 C 
23 
24 
25 
26 
2 7 
28 
29 
30 
3 
32 
3 , 
34 
3 5 
3 
3 C 
3 
39 
40 
41 
42 
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SU8ROUTINt R7CETK(IX,NOCOL,INDCOL,ISUJCO,IGRNTR,IPLUS,NOCRUS,COVEk 
1T,ICOFRE,III,JJJ,NN,~M) 

3 

2 

4 
5 
7 

1 

REGLE 7 Of C.K. 

IMPLICIT lOGICAL*1(C) 
IMPLICIT INTEGER*2(I-N) 
~IMENSION COVERT(JJJ,I I I ) 
DIMENSIOtt NOCOL(NN),lNOCOL(NN),ISUICO(MM) 
DIMENSION IGRNTR(MM),I PLUS(Ill),NOCPOS(lll),JCOFRE(II~) 
EN V ISA(. [ R C t1 A Q Ul SUIVA NT LJ l IX 
IMAX=NOCOL C IX) 
IF(IMAX.EQ. C) RETUPN 
ISOMCO=IPLUS(III) 
IARC Y=l NOt OL (IX) 
DO 1 Je1,IMAX 
LAOY=IGPNTR(IAPCY) 
I!.' EB=L ABY 
LA ~ YSU=IPLUS(LA8Y) 
lf(UBYSU.E0.0) ~ETURN 
IPREY=r, 
IL EXISTE UNE ETIQUETTE AYANT 2 SO-,METS(ETIQllETTES SIMPLrS) ? 
IF(NOCROS(LABY).EQ.2) GiTU 2 
I PREY=LAtH 
LA BY=lPLUS(LABY) 
IFCLAfiY.EQ.0) GOTO 1 
GOTO 3 
IGRNTR(IARCY)=LARY 
lF(IFREY.fY.0) GOTO 4 
IPLltS ( IPRE Y)=lPLUS (LA 6 Y) 
INIT=lD l:11 
GOT() 5 
HII T = I PLUS (LA 6 Y) 
IPLllS( LAf<Y) =0 
KC=.NI T 
l N l T = 1 P ll1 S ( 1 N I T) 

SU PP RESSION O"ETIQUETTES 
CA LL Nf T(COVERT,ISOMC O,IFLUS,KC,TCOFR E,Ill,JJJ) 
IFCINIT.tJE.0) GOTu 7 
I~PCY=IS~IC 0 (1A RCY) 
n E: Tl Ptl 
~ ~,o 



26- La routine R8CHK S essaie d'appliquer la rè g le 8 de 

l' algorithme de C.K. ét a re 2 ( Ch. II) au sommet IX duquel 

on con s idère les suiva nts ( voir énoncé de la r è gle 8 ). 

I l suf f it de remplacer les arguments de H8CHKS se rapportant 

aux colonnes ( NOCOL, INDCOL, I SUICO) par les arguments 

anal ogu es se rapportant aux lignes ( NOLIG, INDLIG, ISUILI ), 

IV.B.60 

pour ob tenir que l'on peut e s sayer d'appliquer la règle 8 de C . K. 

é tn pe 2 au sommet IX duquel on considère les précédents en 

utilis a nt la routine R8CHK S . 

IMAX 

I EDY 

IA HY 

LADBAS 

ISUILA 

IPREC 

KRX : 

LABELI 

I SUB : 

IPREBA 

nombre de suivants de lX 

arc courant ( IX,IY) 

numéros courants de colonnes de 

la matric e COVERT 

Vo i r l'organigramme à la page suivante . 

27- La routine R9CETK essaie d'appliquer la règle 9 de 

l'algorithme C.K. étape 2 au sommet IX. 

I MAX : nombre de suivants de IX . 

KMA: nombre de précédents de IX . 

I CO 

INLI 

I YPR 

I Y : 

compteur de suivants de IX . 

compteur de précédents de IX. 

pré cédent courant de IX . 

uivant couran L de IX 

I AYPR: arc ( I YPR,IX ) 

IAY: arc ( IX,IY) 

KLAB numéro courant d'étiquette correspondant à, l'arc IAYPR . 

J ADL : num é ro courant d'ét i quette correspondant à l'arc IAY. 

Vo i r organi g ramme après celu i de R8CHKS et le "listing" de R8CHKS . 



. H8 CHK S * ( START ) La terminologie "suivant" se 
r ; î è re à"suivant" dans 

IV.B .6 1 

•1 1 enchainement" des étiquettes . 
on considère un suivRnt ~/-------------------,. 
de IX non encore envisagé 
soit IY 

(IX,IY) 
plusi e urs 

~t iquettes 

~ oui 

non 

ét i~uette de non 
~ba se a une 
--... ét~~~~ sui van te" 

. ~ oui 

oui 

J 
des suivants 
de IX non 

non , 
HETURN 

Œ
n onsidère "étiquette" 
uivante de étiquette ~--------------------- ---.

1 courante" 

• ~ 
~ nombre d I elements 

dans étiquette "de oui. 
tiquette 

baseC étiquette 
b a se"< nombre d ' éléments -

dans étiquette 

,/~ 
/ etiquette 

on supprime 
étiquette 
" s uivante" 
et mise à 
jour du stack 

"sui vant e" (_ dans. 
/ étiquette 

non des colonnes 
,,,,._--------7':~--------llibres . 

"de b ase" 
? oui 

on supprime etiquette 
de ba s e . Mise à jour du 
st ack des colonnes libre s 
mis e n j our du début de 
l i s t e des étiquettes pour 
a rc e nvisa .., é. 

étiquette 
/ 

"su ivante" de 

étiquette 
"fui van te" de 
<-: éticiuette 

"de . base" 
Y oui 

n on 

étiquette de "base" 
,.._ ___ ____ _ ~ "su i vante" é tiquette 

de base . 
____________ i 

non 
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1 SUUROUTINE R8 ChKS( IX ,NO CO L,INDCOL,ISUICO,IGRNTR,IPLUS,COVEPT,ICOFR 
2 1 E, Ill , JJJ ,N N,MM) • 
3 C 
4 C REGLE 8 DE C.K. 
5 C 
6 IMPLICIT INTEGfP•2<I-N) 
7 IM~LICIT LOGIC AL*1(C) 
8 DIMENSION COVER T(JJJ,II I ) 
9 DIMENSION NvCOL(NN),INDCOL(NN),ISUICO(M~) 

10 DIMENSION lf.RNTR(Mr),IPLUS(III),lCOFRE(IIl) 
11 ISO~CO= I PLU S(III) 
12 LSOMCO:IFLUSCIII) 
13 I~AX=NOCOL(IX) 
14 IF ( I~AX . [Q .O ) RETUR~ 
15 IEDY =I NDtOL(I X) 
16 C CONSIDERER CHAQUE SUIVANT DE TX 
17 DO 1 1=1,IMAX 
18 IARY =IGRNTR(IEDY) 
1 9 IPPEBA=O 
20 LAGBAS=IARY 
21 8 IPPEC=LAnBAS 
22 !SUILA=IPLUS (LABBAS) 
23 IF ( I SUILA. EQ .O) GOTO 1 
24 9 DO 2 K=1,LSC MCO 
25 C INCLUSIOt- DE l'"ETIQLIET TE "LA!W AS" DANS l"ETIQUETTE "JSUILA" 
2 6 IF ( . NOT. ( ( . NOT . COVE P. T ( ~ , L Al:J 1, fi S ) ) • 0 R. COYER T O:, I SU IL A) ) ) GO TO 3 
27 2 CONTIN UE 
28 IPLUS(IPREC)=IPLUSCISU I LA) 
29 CALL NET(COVERT,LSOMCO , IPLUS,ISUILA,ICOFR~,111,JJJ) 
30 ISUILA=IPLUS(JPREC) 
31 f.C T O 4 
32 3 DO 5 K~=~,LSOMCO 
33 C IN CLUS IO~ DE L"ETlQUETTE "lSUJL~" DANS L"ETIQUETTE "LABBAS" 
34 IFC(.NCT.COVERT(KA,ISUILA)).OR.COVERT(KA,LABBAS))GOTO 5 
35 IPREC=IS UILA 
36 ISUIL A=l ~LUS(JSUILA) 
37 GOTO 4 
38 5 CONTINUE 
39 LAQELI=LhGU AS 
40 VRX=IPLU~ ( LABBA S) 
41 LAbu.AS =KPX 
42 IF(IPRfBA.EQ.ü) GOTO 6 
43 lFLUSCIFREbA)=KR~ 
44 GOTO 7 
45 6 IGRNTR(I~DY)=KkX 
46 C !>UP~RESSION DE LA PLU S GRANDf flES 2 lTIOUrTTES (ISUILA OU L/IIIB.A S) 
47 7 CALL NET!CO VER T,LS OMCC ,IPL US ,L~ HFLI ,ICOFNC, 111,JJJ) 
4~ GO TO 8 
4 9 4 IF(ISU ILA.N E. 0) GO TO 9 
50 IS Ur•=lPLUS (l ABl!f..;,) 

51 IF(ISUB.EQ.O} GOTO 1 
52 IPREB A=LA BBAS 
53 LA H8 AS=I SUB 
54 GOTO 8 
55 1 IEDY=I SUIC O(lEDY) 
56 H TUPN 
57 ENO 



R9CETK * 

(START ) 

on considère le précédent courant 
de I:X soit IY. 

on considère le suivant courant 
d e IX soit IY 1 

n ° ( IY 1 ) oui ~t 
'>,-----,~~~i::~ < n° ( IY} 

? non 

n°(IY) 
> n° ( IY 1 ) 

? 
non 

oui 

envisagé 
? non 

IV . B.6J 

oui ce suivant 
devient IY 1 

.----,! 

RETURN) 

oui ce précédent 
devient IY . 

,>-- -""7'L _______ _J -

---Â._ RETURN ) 

étiquette 
(IX, IY 1 ) 

simple 
? oui 

non 

mettre les etiquettes 
correspondant à (IY,IX) 
dans table de couverture 
et détruire l'arc (IY,IX) 



, 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
1 5 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 C 
2 5 
26 C 
27 
28 
29 
30 
3 1 
3 2 
33 C 
3 4 
3 5 
3 6 
3 7 
3 8 
39 
4 0 

1 
4 2 

3 
4 4 C 
45 
46 
47 
4 p, 
49 
50 

51 
52 
5 3 
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SUBROUTINE R9 CETK (IX ,NOCOL,NO LIG,INDCOL,INDL1 G,ICOL,LIGN,IPR~CO,IS 
1l1 ICV,IPRfLI,ISUILI,IGRNTR,NOCROS,ICIPER , IPLUS ,III,NN,MM,LEDFR E) 

REGLE 9 DE C.K. 

IMPLICIT 1NTEGER•2(I - N) 
DIME NSION NOCOL(NN),NOLIG(NN),INDCOL(NN),INDLIG(NN),ICOL(MM),LIGN( 

1MM),IPRECO(MM),ISUICO(MM),IPRELI(MM),ISUILJ(MM) 
D I ME N S 1 0 N J GR NT R (MM) , 0 CROS ( J II ) , 1 C If ' E R ( Il l ) , I PLUS ( I Il ) 
DIMENSIO~ LEDFRE(MM) 
lMAX=NOCOl.(IX) 
l<MA=NOLIG(I X) 

IF((I~AX . EQ.0) .0R.(K MA .E0.0)) RETURN 
LNEDFR~LEOFRE(MM) 

lPEP.Cl=ICIP ER (III) 
INC0=1 
HIL1=1 
lAYPR=INDLI G(I X) 
IYPR=ICOLOAYPR) 
IAY=INC•COL( IX) 
lY=lIGN<IAY) 

7 IF(IY . LT.JYP R) GOTO , 
lf(IY . GT . !YPR) GOTv 2 
Il EXISTt UN DOUBLE , (IX,IY) 

IADLAB=IGRNTR(IAY) , 
ETI QUETTE CORRESPONDANT AU SUIVANT DE IX SJ.MPLE? 
IF( NOCROS(IADLAB).NE ~2 ) GOTO 2 
I< LA B = I G R NT R ( I A Y P R) 

6 I PER CI=I fER CI+1 
ICIPER(IPlRCI)=KLAB 
KLAB=IPLUS(KLAB) 
IF(KLAB.NE .0) GOTO 6 
0N PE UT HTRUIRE l"A RC (PRECEDENT DE IX ,IX) 

5 CALL OEL EAR(IAYPR,IP ECO,ISUI CO,IPRELI,ISUIL I,ICOL,NOlOL,LIGN,NOLI 
1G,INDCOL,lNDLlG,NN, M~) 

LNEDFR=LNl:DFR+1 
LED FRECLN~DF~)=IAYPR 
I GP ►JTR(IÙPR)=O 

2 IF(INLI.EQ . ~MA) GOTO J 
IAYPP=lSUlLI CIAYPR) 
IYPR=ICOLCIAYPR) 
INLI=INL1 ·♦ 1 
GOTO 7 
EFFE CTUER CELA POUk TOUS LES DOU RLETS ENI~ 

1 IF(INCO. EQ.IMAX)G0TO 3 
I A Y= I S li I CO ( I A Y) 

I Y = LI G ~1 ( 1 A Y) 
INCO=INC0+1 
G0TO 7 

3 lCirER (III)=I PERCI 

LE DFRE (MM)=LNEOFR 
flETURN 
END 



28- La routine LJ\.l:H:PL permet , a yant deux arcs ( IZ,IX ) et 

( IX , IY ) et leurs étiquettes , d'associer à un arc l I Z,IY) les 

étiquettes constituées comme suit: 
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considé rer ln première étiquette t 1 del IZ ,IX ), la première 

étiquette u 1 de ( IX,IY ); les unir pour former l'étiquette v 1 
considérer t

1 
et la se~onde étiquette u

2 
de ( IX,IY) ; les un ir 

pour îorme r l'étiquette v
2

; etc ... jusqu'à épuisement des 1 

étiqu ttes de (IX,IY). Considérer ensuite la sec onde étiquette 

t
2 

de ( IZ , IX ) et u
1

; les unir pour former une étiquette v 1 +
1

; 

ainsi de suite jusqu'à épuisement des étiquettes de (IX,IY). 

Répéter la même démarche pour les k étiquettes de (IZ,IX). De 

cette manière, on constitue k X 1 étiquettes, k et/ou 1 valant 

éventuellement 1. 

Il es t poss~ble que l 'arc ( IZ ,IY) au~uel on ass ocie les nouvelles 

étiquettes possède déjà des étiquettes. 

!APH8X: arc ( IZ,IX) 

IARIY: arc ( IX,IY) 

IARC: arc ( IZ ,IY) 

KDEBY numéro d'étiquette c ourant de IARIY. 

KDEBX 

LABEL 

numéro d'étiquette courant de IAPREX. 

nouvelle étiquette, à laquelle on associe l'union des 

étiquettes l<l >EBY et KI>EBX. 

IDERNL : indice qui retient le numéro de la dernière étiquette 

attribuée . 

Pour cette routine nous ne proposons pas d'organigramme. 
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1 $UOROUT!NE LABEPL(IARlY,IAPREX,IARC,lGRNTR,COVERT,NOCROS,ISOMCO,Ir 
2 1LUS,JCOFR!:,Ill,JJJ,MM) 
3 
4 C SOUROUTINE CUI EFFECTUE DFS "CONDENSATIONS O"ETJQUETT~S" 
5 C 
6 IMPllCIT LOGICAL•1<C) 
7 lMPLICIT INTEGERô2(I -N) 
8 DIMENSION COVERT(JJJ,lJl) 
9 DIMENSION IGRNTR(MM) ,NO CROS(Ill),IPLUS(Ill),JCOFRE(Ill) 

10 KDEOY=IGRNTR(IARIY) 
11 KDEUX=IGRNTR(IAPRLX) 
12 IDEPNL=IGRNTR(IARC) 
13 INCFRE=ICOFRE(III) 
14 IF(IDERNL.NE.0) GOTO 1 
15 C INITIALISATI ON DU PROCl:SSUS SI L"ARC lARC A DEJA DES l:TIQU[TTES 
16 LABEL=ICOFRE(INCFRE) 
17 INCFRE=INCFRE-1 
18 ICOFIIE(llI):lNCFRE 
19 1F(INCFRE.Ll.1)RET~RN 
20 lGRNTR(IARC)=LAnEL 
21 CALL SOM80ù(COVERT,KOE8Y,KDE8X,LAH~L,NOCROS,ISOMCO,Ill,JJJ) 
22 GOTO 2 
23 C EFFECTUER LES CONl>ENSATIONS O"ET JQUFTTES rOUR TOUT COUPL[ D"ETIQlJ!: TTF S 
24 1 If(IPLUS(JDERNU.EO.O) GC TO ~ 

25 IDERNL=IPLUS(lDERNL) 
26 GOTO 1 
27 3 LA~EL=I COFR E(JN CFRE) 
28 INCFRE=INCFRE-1 
29 ICOFRECIII)=INCFRE 
30 IF CI NCFRE.LE.1) RETU RN 
31 CALL SOM~OO(COVERT,KDEAY,KDl: □ X,LA9Fl,NOCROS,ISOMCO,lll,JJJ) 

32 IPLUS(IOERNL)=LABEL 
33 ., IDERNL=L-,f1EL 
34 ► DEPY=IPLUS(KOEBY) 

35 IF(KDEl'Y.NE.O) COTO 3 
36 YDEUX=IPLUS(KDFOX) 
37 lF(rO EPX . EC.Ü) GüTù t.. 
3P KDE"Y=IG~~TR(IANIY) 
39 GOTO 3 
411 L, IClFREClII)=INCFRf 
41 PETURN 
4 2 END 
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29- La routine T4 efrectue l ' éliminati on l T4 ) apparais sant 

dans l 'étape 2 de l ' algorithme C.K . (cfr. ch . II ) à un sommet lX . 

La de cription de ce t te élimin at i o n est différente de celle 

expos0e à propos de T2 ( routine 11 de ce par agraphe ), appara i s 

sant ans l ' é t npe 1 de l'algorithme d e C. K. l ch. II) 

a . Les sommets peuvent a vo ir , ici, plusieurs suivants et 

plusieurs précédents. 

b. Le s arcs sont étiquetés . 

c. Une simplific a tion dans la conception provient de l'énonc é 

de l ' étape 2 de l'algorithme C. K., qu i suggère que les 

s ommet s s ont envisagés dans l'ordre de leur numérotation. 

IMAX : nombre de suivants de IX . 

IPREMA: nombre de précédents de IX. 

IPREX: un précédent de IX . 

IAPREX: arc lIPREX,IX) . 

IY: un suiva nt de IX . 

I ARIY : arc ( IX , IY) 

ICCO: compteurs de suiva nts et précédents de IX . 

ICLI: 

IDESCO 

KAVANL 

arc courant correspondant à un suivant de IPREX . 

vecteur auxiliaire qui contient une information permettant 

de détecter p lu s rapidement l 'existence d'un arc (I PREX , IY) . 

I AVANL : variable qui prend, au cours du dérou l ement de l'algori thme, 

l::=t va leur"contenue" dans une p osition du v e ct e ur KAVANL. 

KDEBX 

KDEBY 

un numéro d ' étiquette de IAPHEX . 

un numéro d'étiquette de IARIY . 

Voir organi gramme. 
Le schéma ci-dessous indique comment s ' effectue le balayage de 
M1 T pendant 1 1 él~_mination " T4 "• 

IX 
IX 1 

IY 1 

1 
1 

• IPREX', 
1 1 1 

/\ f 
1 

1 

M'T 

tra jet d'inspe c tion des 
précédents et suivants de 
IX en vue d'ajouter des 
arcs et é tique tt e s au 
graphe . 
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T4 * STAHT 

on envisage le sommet I X. 
nombre de suivants de IX =IMAX. 

r écédents de IX=IPHEMA 

non on peut détruire 
I P~MA le sommet IX et 

) ..,.__ ___ ~_~ mettre ses arcs 
? incidents dans le 

initialisation/ oui , stack des arcs 
de KAVANL. ~-----" libres 

- précédent 
n on envisagé 

IPREX avec arc 
IAPREX 
correspondant 

? oui 

d éplac e ment sur 
li gne IX . 

non 

init i alisation de descen e a ns 
colonne ( IDESCO ). Considérer 
un su i vant de IX , IY avec arc IARI 
c orre pondant. ICCO ~ 1 

RETUHN 

IF------ - --- - --------- ---------··-----

IDESCO ~ 
non non suivant en 

.,.,,colonne 
(IDESCc)~col~ne 

<:f PRt<:x ou l igne 

ligne 
(IDESCO ) 

=IY ,,_ ____ ~col onne de 
( I DJ<:SCO) > 

'--- IY ? 

IAVANL ~ KAVANL IY 
(arc courant en ligne 

i nitialisé 

colonne d e 
/ 

? 

-----::. 

<1 AVANL)'IPREX 
ou ligne de 

I VANL '-<-
non~ ISUILI(IAVANL) 

I VANL ~ 
Î Y? 

oui 

créer un a rc (IPREX,IY) et 
lui ssocier des étiquet tes 
en appliquant LABEPL aux arcs 
arcs IAPREX et IARIY. 

modifier KAVANL . 

IDESCO. 

associer à IDESCO 
de s étiquettes 
supplémentaires 
en l ai appliquant 
LABEPL aux arcs 
IAPREX et IARIY. 
modifier KAVANL. 

oui 
~

AIUY-é-- ISUICO( IARIY ) 
non IY~ LIGN(IARIY) 

I CCO ?- ICCO+ 1 
contrôle du 

déplacement dans l a 
colonne IPREX . 



1 
2 
3 
4 C 
5 C 
6 C 
7 
8 
Q 

10 
11 
12 
13 
1 4 
1 5 
1 6 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 C 
25 
26 
27 
28 
29 
30 C 
31 
32 
33 
34 C 

35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
4 3 
44 C 
4 5 
46 
47 
48 
49 
5 0 
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SUAROUTINE T4(IX,LEDfR~,NOCOL,N0LlG,INDCOL ,INDLIG,IPRECO,IPRELI,IS 
1UICO,ISUI ~I,ICOL, LI C. N,ISOADM,NOSO,~AVANL,IGRNTR,lCOFRE , COVERT,NOCR 
10S.,IPLUS,~Il.,JJJ,NN, '1M) 

ELIMINATI '1N "T4" DE L"E T"PE 2 DE l"All.ORITHME DE CHEUNG ET KUH 

I~PLICIT iNTEGER•2CI-N) 
lMPLICIT LOGICAL*1< C> 
rIMENSION COVERT(JJJ.,111) 
DIMENS I ON . LEDFRE(f'I" 
DIMENSION NOCOL(NN),NOLIG(NN ),INDCO L(N N).,IND Ll~ (NN),IPRECO(MM),JPR 

1 ELI(MM),ISUICO(MM), l SUILI(MM) , JCOL(MM),LIGN(~~),I SOADM(NN) 
DIMENSION KAVANL(NN ,IGRNTR(MM),ICOfRE(I I I),NOCROS(III) ,IPLUS(lII) 
ISOMCO=IPLUS(III) 
LNEOFR=LEOFRE ( MM) 
I MAX=NOCOL(IX) 
I PREMP. =NOLIG (IX) 
IF CIMA X • E Q • 0) GO TO 11 
IFCIPREMA.NE.0) GOTO 13 
LEOFRE(MM)=LNEDFR 
C.OTO 14 

13 00 1 I=1,NOSO 
L)(:JSOADM(I) 
INITIALISER KAVANL 

1 K~VANL(LX)=INDLlG(LX) 
1CLI=1 
IAPREX=INOLIG(IX) 

12 IPREX-=lCOL<lAPREX) 
lOESCO=lNDCOL(IPREX) 
rouR CHAQUE PRECEDENT Of IX 
lARIY=lNOCOL ( lX) 
lY=lIGN(IARIY) 
ICC0=1 
EXAMINER LES SUIVANTS DU PRECEDENT Df IX 

4 IF<CICOLClDESCO) . NE.IPHX) .OH.C lIGNCIDLSCO).GT.IY)) GOTO 2 
IF(LlGN(lDESCO).EO.JY)GOTO 3 
IDESCO=ISUICO(IDESCO) 
IF(lDESCC.EQ.ISUICO(IDESCO)) RETURN 
GOTO 4 

2 IAVANL=KAVANL(I Y) 
7 IF({ICOL(IAVANL).GT.IPREX ).O R.(LJGN ( IAVANL ).NE. J Y))GO TO 6 

lAVANL=ISUILI( l AYA~ l ) 
GOTO 7 
IL FAUT CREER UN ARt 

o IARC=LEDFRE(LNEDFR) 
LNEDFR=LNEOFR - 1 
IGf<NTf<(lt.RC)=O 
IP =lPR FCO(lDESCO) 
I PP E. CO ( I!, R C ) = I P 
I SUICOC!~RC)= ID ESCO 



51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 C 
65 
66 
67 C 
68 C 
69 
70 
7 1 
72 
73 
74 C 
7 5 
76 
77 
78 
79 
8Q 
81 
82 
83 
84 
85 
86 C 
87 
88 
89 
90 C 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 C 
9 
99 

10 

101 
102 C 
103 
104 
105 
106 
107 
10fl 
109 
110 

IPRECO(IOESCO)=IARC 
ISl'ICO(IP) =JARC 
IQ=IPRELl{lAVANL) 
IPRELICIARC)=JQ 
!SUILI(IARC)=IAVANL 
IPRELICIAWANL)~IARC 
I SUILI(IQ)=IARC 
LIGN( IARC):c:IY 
ICOLCIARC)=IPREX 
NOCOL(IPRfX)=NOC OLCI~R[ X)+ 1 
NOLIG(IY)~NOLIG(IY)+1 
kAVANLCIY)=IAVANl 
r.o T O 10 
Il EXISTE DEJA UN AR C 

3 IARC=IDES~O 
kAVANL( I Y)=IOE SC O 

I V. B.7 0 

Il FAUT DONNER DES ETIQUETTES ~U NOU VE L ARC OU BIEN EN AJOUT ER SI 
l"ARC EXISTAIT DE JA 

10 CALL LABEPL(IARIY,IAPRE X, IA RC,I GRNT R, COV~R T,NOCROS,ISOMCO,JPLUS,IC 
10FRf , III,JJJ,f111'1) 

INCFRE=ICOFRECIII) 
I f(INCFRE . LE . 1)RETURN 
IFClCCO.EQ . IMAX) GOTO 5 
FAIRE CELA POUR CHAQUE SUIVANT DE I X 
IARIY=ISUI CO(IARIY) 
IY=lIGNCIARl Y) 

ICCO=ICC0+1 
GOTO 4 

S IF(I CLI.CQ . IPREMA) GOTO 1 1 
IAPREX=ISUILI(IAPREX) 
ICLI=ICLI'+1 
GO TO 12 

11 LEDFPE(MM ) =L NEDFR 
IF(IPREMA.EQ . O)GOTO 21 
I AFREX=lNOLIG(I X) 
Il FAUT DETRUIRE LE S AR CS COR RESP ONnANT UA X PR ECED ENT S Of IX 
DO 15 1Z=1~1PREMA 
KDEnX=IGRNTRCI AF REX ) 

1 6 IREP=IPLUS(KOEBX) 
Il FAUT DETRUIRE LES ET I OLIETTES CORR ES POND ANTE S 
CALL NfT(C0VERT,ISOM CO,I PLUS , KDF8X , ICOfRE , lII ,JJJ) 
IF(IRE~.EQ . 0) GOTO 15 
KDEO X=IRE P 
GO TO 16 

15 IAPRfX=ISUILI (I APREX ) 
21 IF(lMA Y. FQ.O)GOTr 20 

IL FAUT ~lTRUIRE LES AR CS CO RRE SPONDA NT AUX SUIVAN TS OE IX 
14 I AFIIY=INCCOL (IX) 

DO 18 IZ=1,lMAX 
KOE8 Y=IG~NTR(IA RIY ) 

1 9 IREP=IPLUS(KDEBY) 
Il FAUT DETRUIRE LES ETI QUE TTE S CO RRESP OND ~N TES 
CALL NET(COVERT,lSOf1CO , IPLUS , KOEBY,IC OFRE , IIl , J JJ) 
IFCIREP.EQ . 0) GOTO 18 
KDEBY=IREP 
GOTO 19 

18 IARIY=lSUlCO(IARIY) 
20 LEDFRE(~M)=LNEOFR 

RE TURN 
END 





JO- L a routine STEP2 effectue l ' étape 2 de l ' algo rithme C.K. 

( ch . I I ) en organisant 1 ' appel des routines de simplification 

décrites ci-plus haut ( R6CETK, R7CETK , R8CilKS, R9CETK, T4 ) 

après a voir éti~ueté le graph. 

KTABCO : numéro courant d'une colonne libre de la table de 

couver t ure . 

LSOMCO : nombre de sommets non isolés du g raphe partiellement 

réd11it apr~s applicati on de l'étape 1 de l'algorithme de C.K. 

l<SONTR 

KSOl.•~TI 

v ecteurs qui permettent une renumérotation des 

s ommets du graphe . 
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KSO TR vecteur qui, à cha que sommet du graphe partiellement 

rédui t par l'étape 1 de l'algorithme C.K., associe 

KSOETI 

1 numéro i , i LSOMCO de fa çon b iunivoque. 

vecteur qui , à chaque sommet du graphe étiqueté , 

fait correspond re l'ancien num éro de ce sommet dans 

le graphe non totalement réduit . 

IR: numéro du sommet à analyser . 

IX : numér o du sommet qui p orte maintenant le numéro IR. 

Voici l' orga n igramme 

STEP2 

\ construire le graphe éti~ueté . \ 

\I~-<:--- 1 j 

analyse au sommet IX de numéro I R ) 

~~ étiquettes correspondant 
~ à la boucle dans la 

<boucle en_ oui •---.itable de couverture . 
..____ IX ? 

Détruire la boucle . 

./---"-
0 -=u-=i----)( RETURN ) 

essay e r d'appliquer 
successivement et dans 
R6CETK 
R7CETl 

l'ordre 

'e"'----tR8CHKS (arguments se rapportant aux colonnes) 
H8CHKS(arguments se rapport an t aux lignes) 
R9CETK 
T4 au sommet IX 
I ~-- IR + l 





1 
2 
3 
4 C 
5 C 
6 C 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
1 5 
16 
17 
18 
19( 

20 C 
21 C 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 C 

35 
36 
37 
3P 
39 C 
4 0 C 
41 C 
4~ 
0 
44 
45 
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SU8ROUTINE STEP2(COVERT , KSONTR,KSOETI , 1FLUS,ICOFRE , LEDFRE , NOLOL , NO 
1LIG,IN0COL,INDLIG , IC0L,llGN , IPRECO,JSUICO , IPRELI , ISUILI , lGP NTR , I CI 
2 f ER, I S OA DM,. NOS O, Nù Mü AR , NO CROS , K ~V" NL , I 11, J J J, NN ,. MM) 

STEP2 EFFECTUE TOUTE L" ETAPE 2 DE L" ALGORITHME DE CH EUNG ET KUH 

I~PLICIT LOGICAL*1(C) 
l~PLICIT INTEGER*2(I-N) 
[)JMENSIOII CCVHT(JJJ,III) 
l,JH[NSION KSONTRCNN),KSOETI(JJJ ), lPLUS ( III) , ltU FR E(III),NO ChO S(JII 

1),IGPNTROll"),IClP[P(Jll) 
DIMENSION KAVANL(NN) 
~IMENSION l[OFRE(MM)~ISOADM( NN) 
DI Ml N S ION NO C Ol ( NN) , NO LI G ( N N) , I Nn C Ol ( NN), I Nil l J ' , ( NN) , I COL (MM), LI G N ( 

1 MM ) ,. I PRE CO ( MM) , I PRE. L ! (MM ) , 1 SU 1 CO C '~ "I) , l SU 1 LI C 1 " ) 

KT AflCO =0 
LSOMCC=O 
ICIPFRCIIX>=O 

INITIALISATI ONS 

1,ù 1 1=1 , JJJ 
1 KSOfTI(l)-,.r) 

DO 1 2 I = 1, N N 
1 2 KSONTR(I)=il 

llO 2 I=1 , 1II 
lf>L US(I)=[) 

2 ICOFRECI>-=I 
INCFPE=Ill - 1 
r. R =l:O MB AR · ► 1 
LNEDFR=LEi)fRt ( MM ) 
I I.M2=Ml" - 1 
lf ( KP . f-E . ILM2 ) fi0Tù 11 
CONSTITllTION D" UNE kESEflVf D"AP CS LT l4P [ S 
ro 10 VS=Xk ,l lM~ 
lGRt;TR(rS,)=0 
LNEl:FR=LNEDFR+1 

10 LELiFPE(LNEDFR ) =KS 

l N I TI AL I S A TI O N !J E TAI· L 1:: Il f C O lJ Il H, T I J R E 

1 1 I' 0 3 K = 1 , NO S 0 
VX=ISOAC'r O) 

If (NtLIG(~X) . EU . O) LOTO 3 
LSOMCO=LSOMCu+1 

46 C RFNU~F.ROTATION !JE~ SOMMfTS 
47 ~SLNTR(~X)=LSOMCO 
48 ► - SQETICLSOMCU)=KX 
4 9 3 CO flî I Nl1 L 
51) t fl>Ff/E(Mr~ ) =LNECIFR 

51 
52 
53 
54 
55 
56 C 
57 
58 
59 
6rJ C 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 

IF(LSOMCO ~EQ . O)RETURN 
00 4 KA=1,LSOMCO 
KSOM=KSOEll (KA) 
NUMSO=NOLIG(KSOM) 
KARC=INDLIGCKSOM) 
ENVISAGER C~AQUE AR C SUCCE SS I VEMEN T 
DO 5 1<..f•=1.,,NUMSO 
l<TllélCO::INtFRE 
INCFRE=lNCFRE-1 
/\SSOCIER lJNE ETIQUETTE A CH AQUE ~P C 
lGRNTR(KAP.C) =KTAPCO 
ll=LIGN(YARC) 
CO 6 KD=1 ,. LSOMCO 

6 CUVERT(KD,l<TABCO ) =. FALSE. 
COVl::RT(KA,kTABCO)= . TNUE. 
ICO=ICOLCKARC) 
I ET 1 CO =K SONT R Cl CO) 
COVEPT(IETICO,KTA~CO ) =. TRVE . 
l1CCROS (KTAE1C0}=2 

5 l'ARC=ISUILI (KARC) 
4 CONTINUE 





72 C 
73 C 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 C 
8 1 
82 
83 
84 
8 5 
8 6 
87 
8f C 
8 9 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 C 
99 C 

10 l) 

101 
102 
103 C 
104 C 
105 
106 

07 C 
108 C 
10 9 
110 
11 1 
112 
11 3 C 
11 4 C 
11 5 
11 6 
1 17 C 
118 
119 
120 
12 1 
12 2 
123 C 
12 4 
125 
126 
127 
128 
129 
130 

lNVlSAGER CHAQUE SOMMET SUCCF.SSJVf~fNT 
IR=1 
IPL USCIII)=LSOMCO 
IC0FRE CIII)=INCFkF. 

9 IX=r.SOETI(IR) 
L~F.DFR=LEDFRE(MM) 
lt\RI X=!NOLIG(I X) 
EXISTE -T- IL UNE BO UCLE AU SO~MET DE NUMERO IR 
IF(ICOL<IARIX) .N E.. IX)GOlO 7 
LAnEL=Ir,RNTR(IARIX) 
I PER CI=ICIPtR(III) 
IPE P. Cl=lPERC1+1 
ICl~fRCirERCl)=LAOEL 
LA PF L=IPLUS(LAUEL) 
IF(LAO~L.NE.0)GOTO 8 
(IE Til UI RF LA BOU C LE AU SOIIIME T DF NU..,Ef.W I fi 

IV . B.7 3 

CALL DELEAR(lARIX,IPRLCO,ISUICO ,l PRELJ , ISUILI ,IC OL ,NOCOL,LIG N,N VLl 
1 f. ,J NOCOL , INDL!G,NN,MM) 

LNE: !, f R=LNE D Fll+1 
LEDFRE: (LN(DFR)=IARIX 
I G R ~l T R ( I AR I X) = 0 
ICIPFR(III)=IP~R CI 

7 C Nil I Nlol: 
! F (1 P . E. Q. LSOMCU ) RE: TURN 
LE [1 F rE ( '1M ) =LN ED f R 

~ ' SAHR l•"Af'PLIQUE.R LA [G LI: 6 DF CHll 'N (j [ T KUH AU SOMMET DE NllMfRO H' 
C ll R6 C( TK(IX,l EDFRE ,N ùC CL ,N OLI G,I NDCOL,INDLIG , ICOL ,LI G~ ,l~h ECL ,I 

1SUICC,If'RELI,ISUILI,lGPNTR,NOCkOS,IPLllS,ICIPER,COVERT,ICOFRE,III,J 
1JJ ,N N,MM) 

ESSAYER D"'"APPLIOUER I.A REGLE 7 o)f CHEllN C. ET ICUH AU SOfllfllET DE NUMERO IR 
CALL R7CETK(IX,NOCOL , INOCOL ,ISU lCO , JGkNTR , IPLU S, NO CROS,COV ER T,IC OF 

1RE,III,JJJ,NN,MM) 

ESSAYER D"APPLIQUEP LA RE GLE 8 DF CH EU NG ET KUH AU SOMMET OE NUMERO IR 
CALL R8CH KS (lX,NOCûLJI DCOL ,ISU JCO , IGRNTR , IPLUS ,COV ERT ,lCOFRE,111, 

1 JJJ,N N,Mfll) 
CALL RB ChK S( IX ,NOLIG,l~DLIG,lSUILl,JGRNTR,!PLUS,COVf:RT,ICUFkF,111, 

1JJJ,NN , MMJ 

ESSAYEf. D"'APPLIOUER LA REGLE 9 DE CHEllNG ET l(l · t1 ~U SOMMET DE NUM E: PO J R 
CAL L R 9C ( H ' { I X, N OC(.) L., NO l l G, IN D COL, IN D LI G, lC l L, l I GN, l P Il E CC', 1 S LI I C v, I 

1fRELl,ISUILI,IGRNTR,NOCP OS,ICIP~R , IPLUS , ll! , NN , ~M ,L EOFRE ) 
APPLI QlJ(P LA HGLE D"E ll fllltJATION T4 AU S0"11" (1 1 !: NUMEllO H< 
CA L L T 4 (IX, LED f RE , NO .i: 0 L, NOL 1 G, 1 NO COL, IN D LI lJ, IF "1 CO, J PRE LI , I S LI I CO, I 

1S UILI,lCOL,LlGN,ISOADM,NUSO , KAVANL,IGRNTR , ICOFHE ,C CVEHT ,NvCk tS ,I PL 
1US , III ,J JJ,NN,l'IM) 

lNCFRE=ICOFRE(IlI) 
IF(INCFHE .Lf. 1)GOTO 500 
ON f"EUT Df:TRUIRE U SOMML T DE 'J LJ:O,ERO IR 
CAL L O EL ES O Cl X, l PRE CO, l S li I CC, , I PR EL l , l SUI L I ,: JC O L, LI G M, l ND CO l , I ND l l G 

1,NOCO L,NOL IG , NN,"lM,L EDl-'Rl) 
IR=IR +1 
c;o TL 9 

500 ICIPlR(lIJ )=-IC lPFR (III) 
Rl Tll PrJ 
ENC 





Les deu · organigrammes suivants correspondent à une part de 

1 1 analy e du problème de réduction de table d e couverture . 

(cfr. c . II étape J de l ' algorithme de C.K.). Les routines 

correspondantes n'ont pas été programmées. 

J O- La routine DOMICO effectu des suppression de colonnes T 

de la tab le de couverture quand il existe d 'autres colonnes 

lfinc luses "dans T . 

Manière de procéder 

IV.B. 74 

fixer un numéro de colonne dite colonne de base; vo i r si, dans 

les colonnes qui suivent cette colonne dans la tabl e de couverture 

( colonnes suivantes de base ) il existe une colonne T 

a- soit incluse dans la colonne de base 

suppr i mer la colonne de base de la table de couverture 

prendre comme colonne de base, la suivante de la 

colonne de base dans la table de couverture. 

b- soit contenant la colon ne de base. 

suppr i mer la colonne T 

prendre la colonne suivante de T dans la table de 

couverture comme c olonne T . Si T n'existe pas, 

passer à une co lon e de base suivante. Si cette 

colonne de base n' e xiste pas, arrêter le processus. 

Voir o rganigramme à la page suivante. 

J l- L routine DOMILI effectue les suppressions de lignes de la 

table de c ouverture de manière analogue à DOMICO, à la différence 

près qu'une ligne T de la tab l e de couver ture sera supprimée quand 

elle est i ncluse dans une autre ligne de la tab l e. 

donnons donc pas l'orga nigramme de cette routine. 

Nous ne 

J2- La routine REDUCT permet d'effectuer la réduction de table 

de couverture en se servant de rou tines DOMIL I et DOMICO. Il 

faut tenir compte du Înit qu 'un sommet IX app a rtient à l'ensemble 

minimum essentiel quand une colonne de la table de couverture ne 

"contient" que un seul 1,qui se trouve sur la ligne de la table 

carre p ondant au sommet IX . On détruit a lors la ligne correspondant 

au sommet IX et on détruit les co l onnes de la table de couverture 

qui " c ont iennent" un élément= 1 sur la ligne de la table 

correspondant à IX . 

Voir l 'organigramme, après c elui de DOMICO. 





D OM ICO * 
(START) 

,v 
base~- premièrè 

col onne de table de 
couver ture. 

' on considère une colonne 
suivante de base non 
envisa ée. 

nombre d'éléments .,..,..- -.. 
colonne de base<. nombre 
d'éléments de colonne 

suivant base 
? 

colonne 
base C colonne · 

suivante de 
base ? 

de truire 
suivante 

non 

non 
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colonne de b a se~--
colonne suivante de ~/------~1 base 

supprimer la colonne 
de b a se . 

oui 

colonne suivante 
e base C co

7
lonne ~ 

base / 
non 

,...,,; ~lonne non __ colonne oui 
-~ s~v;~·te de suiva~ suivant_e de 

de base non colonne de base 
? on 

supprmëres lignes 
de la table qui se sont 
éventuellement annulées 

RETUHN . 





HEDUCT * \_ST ART) 
initialisatio 
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à o\ 
_________ appliquer l>OMILI IE===------- ------- - ---

~DOMILI a 

non 

, ... 9_u_i ___ smodifié? la table 

DL ~ 1 appquerÏ)OMIC0+4c---- --------n 

OMICO a non 
fié lat RETURN 

DC ~ 1 

DL~ 0 

- oui 

~ non 

oui 

soit J le numéro de la 
ligne où appara1t le 1 . 
détruire la colonne où 
apparaît ce 1 . 
détruire la ligne J 
détruire les colonnes 
qui ont un 1 sur la ligne J 

~ ----- ----- éventuellement répéter 
les opérations si d'autres 
colonnes ne contiennent 
qu'un seul 1 après 
modificatio de la table 
suite à la estruction de 
la ligne J . 

DC --E-0 

oui 

lRETURN) 
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Le programme HAUDON effectue l'algorithme ct,crit dans les chapitres 

I et II en utilisant les routines que nous venons de proposer. 

Nous en donnons uniquement le " listing". 

' 1 

2 C 
3 C 
4 C 
5 C 
6 C 
7 C 
ti C 
9 C 

10 C 
11 C 
12 C 
n C 
14 C 
1 5 C 
16 C 
1 7 C 

1 8 C 
19 C 

20 C 
21 C 
22 C 
23 C 
24 C 
25 C 
26 C 
27 C 
28 C 
29 C 
30 C 
31 
32 
,3 
34 
35 
36 
37 
,R 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

PROGR AM HA UDON 

,:, • 
-~ " .. Gl.llH l ' i: b hAL:; T r: .HF * 
~ • 
.• Piil!.lPlf ht.TAlNf * ,;i ~ 

·} tr 

C f P R O G 1-; AM M l U Fl (. Tl • l l IH: f • A k T 1E D "U t4 A L G C R 1T H M l: 0 E D t.C O M r (; S 1T l (, i, 

:;uGGER[ PAR KEl/(;R~ lAt1 [ T l:l'ElJNG ET KUH 

l ' OUt< Rl:FERU,Cl, VfUILLLZ CO'-ISULTER LES C.H. 1 E! 2 DU MEMOlki:. C:E 

SECONDE LIClNC. t EN MATH. Ul: S AUTEURS DU PRO GRAMME 

ANNéE SCOLA!Rt 1975 -1 976 FAC.UNIV.N.-D. DE LA PAIX - NAMUk 

LA DESCfllf•TION Df~ VAklAi1L1:; UTILISEES DANS CE RR(\GR.AMME S( TkOLIIE 
LE TOME 2 DU MfMOlkE OF SLCONDE LICENCE EN MATH. DES AUT[URS DU PROGAMME 
Cl: PROGRAMME PldNClPAL ",~ SERT OU"A DIMENSIONNER LlS \li:.CTl:URS fT MATR ICE 
ET A APPEL~R l~S SuUkOlJTlhES QUI EFFECTUEhT L"A~GORITHME O~CklT DANS LE 
TOME 1 DU MEMOIRE D[ S~Cûtll>E LICENCE DES AUTEUR~ lJU PROGRAMIH 
LES VARIAOLES DU PkOGHAMMl PRINCIPAL N"ONT DE SiGNlFJCATION UNIQUE QUE 
DAM:; LFS SùU ROUTlN ES QUI S .. EN SéRVENT • ICI ELLtS PEUVENT AVOII< DlFFE.RE.NTS 
llOLÈS 
IMPLICIT INTEG~R•~(l-N) 
IMPLICIT LOGICAL*1(C) 
DIMENS I ON I1(1U1),I2(6500),13(101),14(101) 
DIMENSION 15(101) , I6(101),17(101) , I8(101) 
DIMENSION 19(101),I10<6SùG),111<101),I12(6500),i13 (650u) 
DIMENSION I14(650U),115(~5ù0),I16(ô500),117(6500) 
DIMENSION ll/!(101).,119(101),12'1(101>,,121(101),122(101) 
DIMENSION l23(101),I24(101) , I25(1ù1) 
DIMENSIO~ 1~6(101) 
D IM ê N S I O Il l ::: 7 ( 6 5 00) 
ClMtNSlûtl I ~u(101) 

DIMfNSION (CV(1ù0,650ü) 
DIMENSION 1 ~1(100),13~(65Uü ) 
DIM~NSION 133Cô50C) 
DI MENS I c, N l :; ~ ( 6 5 uu >, 13 ô C 6 5 clÜ >, 13 7 < o5 uo), I 38<101 j 
l'IM=6500 
Ill =6 5 OU 
~IN= 101 
JJJ.::1no 
DO 7 NGRA=1,2 





51 
52 
53 C 
5 4 C 
55 C 
56 
57 
SR 
59 
60 
61 
62 
63 C 
64 C 
65 C 
66 
67 
68 
6 9 
7 0 
7 1 
72 
73 
7 ,, 
75 
76 C 
77 C 
78 C 
79 
80 C 
81 C 
8 2 C 
83 
84 
85 
8 6 
87 
88 
89 
90 
91 
92 C 
93 C 
9 4 C 
95 

6 
97 
98 
99 

100 

1 U l 

Hl2 
103 
10 4 
105 
1ll6 
107 
1 ù8 
109 
1 1 () 
111 
112 
113 
114 
115 

1o 
117 

fr; I rn L 
8 F ù IHI AT ( 1 lt 1 ) 

LL CT UfH DU Gf<ttl't•t [L Fl l1X 

CALL CODF (I1, I2 ,N, 1Nülü~ , NN ,~~) 
f HI NT 5ù/J 
r k I N T 3 , ( l 1 ( I ) , l = 1 , t~ ) 
PHINT 505 
PfONT 3 ,(1 2 (1),1 =;1 ,l llüE[;G ) 
Oû 9 1 =1,N 

9 I3CI)=(J 

RLCHERCHE Dt COMP OSA~TES FURTF~E~T CONNEXES 

JV .B.78 

CALL STCNCT(}3 ,N,I1, I2 ,INDCDG,I4,NOCFCN,I FICF (,IS,16,I7,I ~,I 9 , MM ,N 
1N,. I21) 

PF1 lNT 51G 
~0 515 I=1,NciCFCN 
IP1::I+1 
1 !111=14{1) 
L ! M 2 ::: 14 ( 1 P 1 ) •• 1 
PPINT 519,I 
P H I N T 3 , ( I 5 ( l C F ) , I C f = l J ~1 1 , L l M 2 ) 

515 CONTINUE 

CONSTIH;CTl(.11 l>U Gf..APtiE CON~ENSE 

CA l L G HA C FC C N ù Ci Cr, , 1 6, l 7, 14, l 1 0, Ij ..,· I 5, l 1 , l 2, N N, MM , 18 ) 

INITIALI~ATION~ 

DO 1 1 = 1, N N 
I18CI)o:O 
16(1)=0 
19(1)•0 
18(1)=0 
111(1)=>0 
112(!)=0 
1200)"'0 

1 I 21 CI> =n 

DECOMPOSITlùN EN NIV EAUX 

CALL TOPSCH(NOCFCN,I 8 ,I7,l lu,125,I24,tm.,MM,NONIV) 
PR I NT 5:? 5 
NONI V=Nt. 1.J V-1 
DO 530 1~1,NONI V 
IP1=1+1 
LIH1=I241 1 ) 

LIM~:.1;,:,. ( 1f l )-j 

I 111 = I -1 
PR ll~T 5 3 :3 , 1111 
r fi IN T ::. , < I 2 5 < I t. l V) , I ~- l v :c LI r1 1 , LI ,., 2 > 

~-3 ' ; C (1 N T J 1~ U [ 
0 0 l , I = 1 , tHI 

G 18 (1)="1 
to 2 J=1,flut, Iv 
P fi I ti T 8 
JM1= J-1 
f'PHJ T 5 4 1 ,J f\ l 
J1=I24CJ) 
Il--1=J+1 
J?.=I24(IP1>-1 
vU 2 ITTT=J1,J2 
1 COMF'N=I25 (1TTT) 
F HUI T 545 . COMPI, 





118 C 
119 C 
12 (J C 
1 21 
122 
123 
1?4 
125 
126 
127 
128 
12 9 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 

145 
146 
14 7 
148 
149 
150 C 

15 1 
15? 
, r; 3 
15 4 C 
155 C 
156 C 
157 
158 
159 
16•1 
16 1 
162 
163 
164 
165 
166 
1o 7 
168 
169 
17() 

171 
172 
173 
174 
175 
170 
177 
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CvNSTRLJCîl(,tJ [l"Ufil f(;l,.l •1l i.. 1, CHAI NEE D!: LA MATkH E AS!:>OlIH A LA CuMf'l.SAt,H 

CAL L S f AC F C ( I CO 1· f-' 1,, 1 4, l '.> , l 1 , 1 ~ , I 6 , l 9, 18 , 1 11, 1 12 , I 1 -5 , 1 1 4 , I 1 '.> , l 1 l, 1 1 
1 7, N N , M f-1 , N S C l' M f-' , l•ll, M IJ A h , 1 1 /l , 11 9 ) 

IF (IJS CL,~I F' . ECJ .1 ) GU TU 16 '1 
f-RINT 55') 
F'lllNT 555 
PRINT 1 ,(I18(I),I=1,N) 
PRINT Sr, ., 
PRINT 3 , (119(1) ,1=1, ~SCüMP ) • 
f'RlNT 565 
P R I NT 3 , ( I 6 ( l ) , l = l , tl 5 C CM P ) 
PHINT 570 
PRINT 3,CI9(I) ,I =1,NSCO ~P ) 
PH!NT 575 
I' R If~ T 3, ( I 8 ( 1 ) , 1 = 1, N SC 01' f') 

PHINT 580 
PR1"4T 3,C111CI) ,I =1,NSC.(JMI·) 
Pff 1 NT 5 LS 
p R I N T 3 , ( 1 1 6 ( l ) , l = 1 , NO 1·1 l l A fl ) 
F'RINT 593 
r n I NT 3, < J 1 7 < I > , I = 1, NO m r, > 
PIH IH 59 5 
f 'RIIH 3 ,<112(1),1=1,fllO MBAIO 
r HI NT t,r ' 
PRINT 3, lf 1) (1),1=1, fll OM~Afi ) 
F k I NT t 
PRINT 3,( 1 i •.C l ),1=1,NOtA t-- rn 
PRINT 61 . 
PP 1 NT 3 , ( j 1 ') ( 1 ) , I = 1 , NOM t, A k ) 
l27( MM):. 

1 N l TI AU ., P T l ~ N OE I S O At:~. 

I' (1 1 ' r, ,n = 1 , Il~-CO M 1 • 
F • I2 "3 { tlR T) =trnT 

f' R) NT 6.1 il 

r T,\ H 1 ll F L "J. LL O l?l Tf M f L: E CHEU N G E 1 i< U 1, 

CAL L STE f' 1 ( N SC. OM F' , 1 c,, I Y, I 1 2 , I 14 , l 1 3, I 15, I 8 , l 11 , l 2 0 , l 21 , 1 2 2, IN DM( S, 
1I21,NOSO,NN,MM,I16,I17,1 ~6 , 127) 

I Fl'.IND MES . LC. . l>)GC,T(.. 1L,OI 
PR!NT 620,INDMES 
DO 5 ID=1,INOM ~S 
JE :.1 22(1D) 

5 I22(llJ)=l19( I E) 
PRlNT 3,CI22(I),I=1,1NL~ L~) 
GOTO 18 

1 '10(.J CO"ITJNl•E 
PR I NT 615 

18 CO NTINLJE 

IF(NOSU.EO.Q) GOTO 1LJ~U 
NOSRES=O 
DO 1010 LTK=l,tJOSu 
NOTR=I23(LTK) 
I f (I 11 ( NOT R) • NE • 0) NOS h ES-= NOS RE S + 1 

1ül U CONTINUF 
lF (N OS HE S. E O. 0} G C• H 1 û 2 li 
PRINT 810 
ITES T=U 





178 C 
179 C 
180 C 
181 
1R2 
183 
184 
1 es 
186 
187 

8H 
189 
190 
191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 
198 
199 
200 

2·11 
2,1 :' 
? 1,·,, 

2 0 ,, 
21,s 
2t)6 

2 :) 7 
2<1? 
2U9 
i 11 ) 

211 
212 
21.5 
214 C 
215 ( 

210 C 
217 
2 1 1$ 
219 
2 2 l) 
2 2 1 
222 
2 ê: 3 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
2 3 (' 
23 1 
232 
23 3 
2 34 
23 5 
23 
23 7 
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l:TAPE 2 vE L"ALC..OklTHME DC CHEUNG ET KUH 

CALL STEP2CCOV,130,I31 ,13 2,I33 , I27,I8,I11,I6 , IV,11 6, I1 7,1 12 ,113, 11 
14,I15,135,I36,l23,NOSO ,N OMBAR,I37,I38,Ill,JJJ,~N,MM) 

l P fR Cl= 130 ( 11 I) 
lF(IPERCI.Lù.ü)GVTù 13 G 
lf(IPERCI .L T. O)GtTO 10SO 

140 CONTINUE 
ISOMCO:lJZ Cill ) 
PRI NT 860 
DO 33 KTT~1 , IPE RCI 
IU= 136 o · TT) 
f· fHNT 1d' , (CO\l(JlJ ,l U), JU=1 , ISOMCO) 

33 CALL N[T(r o v,ISOMCl , 132 , IU , 133 , III ,JJJ) 
li(, 1 2 l - 1 , Il SC O M P 
LA=I31 C1.> 

12 l31(l)::J 1 - ,IA) 
PRlNT 8 ·•. , 
PklrH 1:,· . C,31CLB),l.a=1 , "lSC OMP) 
If<ITEST., .... 1)GOTO 125 
PIUNT 85 h 
GCTO 12S 

lCilîltil>L 
f' f'INT • 4•, 
lf' F.flC l=-11 · 1 t.CI 
JT ES T=1 
C..ù TO 1',ll 

1u •J et tHINUI: 
1 f< l lH C,, l)(J 

GOTO 1?5 
1'3u Pklt,T (2 1) 

COTU 125 
1.J ~ I• cc•r-..Tit~l•f 

f• f< I NT P 1l Ci 
125 CONTINvE 

uUll(,UlS RL-IlilTl/LI :,flî lll/:, 

l10" 1=1,tlSCOMr 
19(1 ) =0 
16(1)=0 
111(1 )=11 
!1 2 (1)=0 
I8(I)=n 
I 2 J ( I) = l) 
121 <I> =O 
lTRA=I19(l ) 
I18(1Tf<A)=Q 

4 119(1)=1) 
DO 11 1=1 ,NCMt,f,R 
112(1);:(: 

113(1)=() 
1140)=0 
115(1);::(l 

I16(l)=0 
11 117(I) =f' 

2 Cul TINU[ 
7 CONTINUt 

sror 
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23~ 3 F0R~AT(1X,2 216 ) 
;,>39 1~'1 FUI--MAT(1>- ,l ~JL1) 
24C 122 FORMAT(1X , 22lo) 
241 '.i'.Jl.J ft11--MAT(1 ,( , 1 GRAl 'HE M, FLlX A ANALYS ER ',/, 1X,25(1H<;)) ,//,1 X,'1-ARTll S 
242 1 ül'1MET S l,l , ,,hAPHE ',/,1X, ~6 (111R)) 
243 '.JIJ5 FC,kMAT (Ji i1: , ' PAkTIE Sll VANTS Ou GRAPHE',/,1X, L7'(1H•J) 
t.4t. 51J f(lk~IAT(J , , ' \'UMf'OSAtiHS fOl?TL/'IE. NT CûNN EXt S DU GRAPHl::' ,/,1 X,40(11tR)) 
245 '.j1? FOkMAT (l ,, ,'COMf . NL t• (.k(, ', l4 , / ,1 )(,15(1H-),/) 
24f> 525 Fll~MAT( ! , , ' Df:CC,MPOSITIP lN NtV EAUX' ,/, 1X , 24(1H11t)) 
247 53 5 fChMAT(li,'11: N!Vl:.All ',14,'C UMPvRTE LES COMP. NUMEh(, ',/) 
c:48 5 <+U FO!<MAT(l ~~ •,1NALYSE I.JU t,I Vl:AIJ ',14,l,1X,2<-< 1H• )) 
249 545 FC'IHiAT( l,: , ' 1, ECH ERCl •I- [;"HISEMHLE ESSENTHL MINIMUM DE CvMf•. Nl.JM~Nü ' 
250 1,.15,/,1 ' . t •( IH-)) 

251 55 1 1 f01rn,'\T(1X,'FuR .H- Lt.C l, id l,LE L,E LA MATklCE ASSOCIEE A LA CCl"'.P(,!> . :') 
2 5 2 :., 5 5 F O IH1 AT ( 1 X , 1 VE C TL u I! s r r C O ti V E R s 1 0 N O E s Nu M E R O T " T l O N s D E s Or,-, M é T s : ' , / 
253 1/,1X, 'SOl1MET i:.T t.uMlfW l:' /INS CUMP .', /) 
254 56~ FCNMA T( 1X ,'NUME~U U"l.J N SOMM ET DANS CO MP. ET SOMMET :',/) 
2 5 5 5 c., 5 FORMAT ( 1 X, 'V 1: C TL li li l N r, l UA NT L" ARC O E OUT A NT UNE COLON N (. : ') 
256 '.>70 FORMAT(1X,'V ECTl l.J R lNUl~UAN T L•ARC OEBUTA NT UNE LIGNf:') 
257 )75 FûRMAT(1X,'VEC TlUR lNDlUUAhT LE NO MBRl D"ELE~ENTS NvN NULS D"UNl C 
258 1ü L(JNN(:') 
259 531°1 FOR MAT(1X, 'VECTEU R lhD H1u Al,T LE NO."IBIH. O"E.LE."1Et-.TS t,UN NUL~ D"Ut-.[ L 
260 1IGNE:') 
261 Sf. 5 FChMAT(1X ,'Vl:CTEUF: lNl>!QUAliT LA COLONNE o·uN ARC: ') 
262 593 FûRMAT(1X ,'V E.CTElJR lNDl UANT LA LIGNE D" UN AMC ') 
2 6 3 5 9 S FOR M AT ( 1 X , ' VE C TE li k I lm l Q UA NT LE SU 1 V A NT C O LON N f. D "U N A R C : ' ) 
264 600 FOhMAT(1X ,'V ECTEUR l~DlQU ANT LE PRECEDE NT COLON NE O"UN AhC:') 
265 6 :)5 FOhMAT(1 X, 'VECTl:U k lNUIQl.JANT LE SU IVANT LIG NE o·uN ARC: ') 
266 610 FORMAT(1X ,'VECTL Uk INDIQUAN T LE PREC EDE NT LIGNE O"UN ARC:') 
267 61 5 FORMAT(1X,' PAS ~E Sü MM r T LSSENTllL DECOUVERT PAR L•ETAP E- 1 Of C.K. 
268 1 ') 
269 olL FOR MAT(1X,I5,' SO HME T5 tSSE NTIELS DETECTES PAR L•ETAPE 1 DL C.K.') 
27n 6dü FüRMAT(1X,'ETAPI:. 1 01: C.K.',J,1X,20(1H•)) 
271 8JC FCRMAT(1X ,'SOU ~ GRAf~l TOT AL EMENT REDUIT . ENSEMbLE. CSSE.NTILL TROUV 
272 1[ .') , 

273 d1ù FOkMA T( 1X ,'SO US GRAfhl NON TOTALEMENT REDUIT • FASSEk A L"lTAPL 2 
27 4 1 DE C.K.') 
275 82 0 FORHA T(1X,'PAS UE CIRl~lTS PEk TINENTS DETECT ES') 
276 S40 FORMAT(1X ,'VO ICl UNE f~RT IE DE LA TA&LE DE COU VEkTURE . PAS ASSEZ D 
277 1E PLA CL tN ~EM U hl P0Uk Gl~ERER TOUS L~S CIRCUITS PERTINENTS') 
278 e50 FûkMAT (1X , ' PASSAC..l J,. L"l::TAPl: 3 DE C.K. QUAN D ELLE EXISTERA DANS CE 
279 1PkOG RAMH E') 
280 800 FORMAT(1X , 'TA~LE Dl Cül VE kTURE TRANSPOSEE',//) 
281 d7J FORMAT(1X,'SOMMLTS AUXO~[L~ CORRESPONDENT llS COLONNES',//) 
2~2 900 FORMAT( X~'LA COM~OSANT[ lS T UN SOM~ET IS OLE' ) 
283 EtJO 
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rv.c. Résultat~. 

Nous ne comptons pas donner ici la solution d'un exemple traité 

par notre programme décrit- en IV.B. Nous voulons plutat donner 

les conclusions que nous tirons des résultats reçus. 

Note : l 'ordinateur à l'aide d quel nous avons tes t é le programme 

est un Siemens 4004" • Nous nous référons à cette machine si 

nous do nons des ordres de grandeur de temps de calcul. Le 

langage FORTRAN IV dans lequel est écrit !e programme n'est pas 

"s tandard" et se réfère aussi à la machine utilisé~. 

La mise au point du programme d écrit est délicate ~ 

La littérature à notre disposition proposait peu d 1 exemple de 

résultats des parties d'algorithme décrites. L'algorithme du 

ch.I peut se traiter sans machine pour des graphes de tail l e 

p.ex. 50 sommets et 200 arcs. L'algorithme du chapitre II se 

traite difficilement sans machine même pour des gra phes de taille 
' 

p.ex. 2 0 sommets et ~O arcs. Ce chapitre nécessit~ en effet une 

analys beaucoup plus détaillée à chaque pas. L 1 a~alyse des 

soluti ns doit alors être plu fine pour détecter les failles 

éventu lles. 

Nous ' n•avons pas de comment~ir es à apporter au dérou1ement de 

l'algorithme se rapportant au chapitre I. Trouver les sous

syst~mes d 1 un ~ystème àngrande échelle" et le décomposer en nive aux 

hiérarcRiques parait être un p roblème résolu. La recherche des 

sous-systèmes irréductibles s'effectue comme prévu par Tarjan 

( cfr. ch. I.2.c.b.) 

Les r é sultats de la seconde partie de l'algorithme ( ch.II 

étape let 2 ) nous rassurent assez peu à propos de l'efficacité 

de la méthode proposée par Cheung et Kuh. 

a Il est difficilement réalisable du point de vue place 

occupée en mémoire ce trale. 

b Couteux en temps de c a lcul 

Considérons le point a: 

Notre but était de constater l 'utilité de la méthode de C.K. 
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pour des graphes de taille ''honnête" en nous fixant comme taille 

100 sommets et environ 350 arcs ( ce qui pourrait être le cas 

d'un sys tème d 1 équations ~ù peu de variables interviennent dans 

les fonctions décrivant le système ). Nous avons traité 2 exemples 

de graphe de cette tail l e. 

Dans cha que cae, nous obtenons un"sous~syétème"de plus de 80 

équations. Nous considérons alors un de ces sous- système à 

traiter par la technique de C.K. Par l'étape 1 de leur algorithme, 

il n'es t pas possible de réduire le sous-graphe à 1n sous~graphe 

de moin de 50 sommets.( 54 exac tement daris un exe~ple traité 

très précisément ) • Pour obtenir cela, nous avon8 favorisé 

l'applic ation de la règle 2 de C.K. 

L'étape 2 ne parvient pas à générer tous les circuits pertinents 

par man ue de place dans la matrice COV (voir IV.A. ) po~~tant 

dimensionnée 100 X65 · 00. Des 54 sommets, le 20ème est en cours 

de traitement au moment de l'arrêt du programme.( création de 

306 arcs ). 

Constatations 

- Il ne servirait à rien d'évac uer les circuits al~rs détectés 

dans des mémêires périphériqu es pour libérer une partie de la 

ma trice COV. Ces circuits o c cupent seulement 54 colonnes de 

la matrice COV. 

- Utiliser des listes enchainées pour représenter la matrice COV? 

L'analyse du problème de représentation de COV peut nous 

indiquer quelle proportion d ' éléments non nuls dpit conteni r 

au maximum la matrice COV pour gagner de la place avec des listes 

enchainées. Mais nous remarquons que les étiquettes ont 

une t endance à s'agrandir au point qu'il paratt probable que 

1 1 on perde de la place à utiliser des listes enchainées; ceci 

bien que ~es listes nous font gagner de la place , si l'on 
1 

cons i dère que COV a 100 lignes dont 54 sont occupées (54 sommets 

dugraphe non totalement réduit). 

- 100 X 6500 semble être très proche de la capacité maximale 

de l a mémoire à accès rapide dont nous disposions pour stocker 
; 

les v ariables du programme . 





Consid é rons le poin t b : 

Le temp s de calcul au moment de constater le manque de place 

pour stocker l~s variable~ est de l'ordre de 2 minutes , ce 

qui compte tenri de la puissanc e de la machine est appréciable. 

N'oubl i ons pas que la table de couver t ure incomplète ne sert 

plus à rien. 

La conc lusion que nous tirons d e ces résul~tats e~t que la 

notion de"grande échelle" serai t liée à l'algorithme qui 
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traite le problème à grànde é chelle. Nous ne pansons pas que le 

fait q e le système soit plus "creux" ch~ge fond afuentalement 

le com ortement de l'algorithme : les simplifications éventuelles 

devrai nt alors se produire moins souvent. 

Ces co clusions nous mènent c ependant à poser la question de savoir 

si un lgorithme moins sophistiqué donnerait de meilleur résultats 

pratiq es. Nous repropciserions l'approche de Kevorkian i 

appliq er des simplifications préliminaires augraph e, p.ex. 1 1 étape 

1 de C. K. et ensuite générer un circuit à partir d~quel on procède 

par séparation en supposant successivement que chaque sommet sur 

le circuit appartient à l'ense mble min i mum essenti~l. Répéter 

alors les simplificatiorls jusque réduction tota l 

devoir séparer de nouveau. 

ou éventuellement 

Pourrait-on alors se servir d e l'étape 2 de C.K. pour générer le 

circui t? 

Beauc oup de trava il reste à acc omplir dans cette voie si l'on sait 

qu ' une procédure de séparat i on exige le stockage dè résultats 

in t e rmédiaires en grande quantité généralement. Le s résultats de 

Kevorkian ( cfr. Kev.II ) se l imitent aux décompositions de systèmes 

de l'ordre de 100 à 200 équat i ons(de même que LED. et HIMM.}~ 
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Conclusions 

Voici tout d 1 11.bord quelques perspect i ves : 

Nous venons · de const~ ter que comparer la méthode de Kevorkian 

et c elle de Cheung et Kuh s'impose. 

Nou poserions une question: est-il possible, à l'aide de 

l'arbre cons t uit au cours du depth-fi rs t search ( I.2.C.b. ), 

~de p roposer un algorithme d 'un autre type capable de trouver 

les ensemble s minimaux e ss e ntiels de graphe? A notre connaissanc e 
' il n 'existe pas de résu l ta ts importants dans ce sens. 

En r egard d 1u n algorithme d e résolution de systèmes d'équations 

à l' aide de l a forme tri angulaire bordée ( II;2), n'est-il pas 

plus avantageux d'obten i r d es ensembles"presqu~" minimaux 

essentiels ~i le caract ère "minimum" de l'ensemble cherché 
1 

est "difficil ement"atteint et si on peut, au préalable, iavoir 

si la recherche de l'ensemb le minimum essentie l sera "couteuse"? 

- La r e cherche de paires d e s ortie se f q rmule sous forme de 

prob lème d I aff ectation a ve c matrice de couts •~creuse"; ceci 

mod i f ie-t-il la recherche d e paires de sortie? 

Nous venons de proposer un a l gorithme permettant de décomposer un 

système diéquations nXn à grande échelle. Nous appliquons la 

théor ie des gra phes à un graphe de flux. 

1- Une rechèrche de sous-systèmes irréductibles et une décomposi

tion en nive a ux hiérarch i que s qui ne posent de problèmes parti

culi rs que dan s la recherc e d'un ensemble de p~ires de sortie. 

2- Une méthode de décomposi tion plus fine basée sur la recherche 

d 1 en embles minimaux essent i els de graphes don t les problèmes 

t héoriques p i raissent r és 6lu s. 

Un de nos bu -fiS étant de cons t ruire un programme d~ décomposition 

qui f onctionn e effectivement , nous a vons proposé une manière 

de construire un programme qui perme~trait des décompositions 

de systèmes d e"grande ~ t a i l le si il n'y avait d e~ problèmes 

particuliers dans la réa l is a tion de l'algorithme du fait de 

propagation d e données intermédiaire s. 

Nous montrons alors que l a t echniqu e de décompo s ition proposée 
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a une e fficacité pratique tou t e relative tant du côté de la 

taille des systèmes qu'elle p e rmettrait de décomposer que d u 
' . 

côté d e .~ la len t eur de la ~rogr ession des calculs. 

Il reste alors à examiner la t echnique proposée p ar Kevorkian 

dans l a recherche des ensembl e s minimaux essentie ls pour constater 

si, dan s l'immédiat, des routines efficaces de d é composition 

peuvent être envisagées { Kevorkian é t ant un technicien d'avant 

po i nte de ces méthodes ). Nous laissons ce travail à nos succ esseurs . 
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