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PASSAGE PAR LA RESONANCE 

POUR UN OSCILLAT~UR UNIDIMENSIONNEL 

A FREQUENCE LBNTEJŒN! VARIABLE 

DUQUESNE Gilbert 
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INTRODUCTION 

Ce mémoire est issu de l a confrontation de deux articles,l'un 
de Kevorkian (référence [1]) , l'autre de Gautesen (référence [2j). 
Ils t raitent tous deux de l' équation différentielle 

d2 2 9 + w (ét)y = ol., cos(t+ r > 
dt 

o( E <<1 
d.. et f sont des constantes. 
wes t une fonction lente du t emps, telle qu'en un temps donné la 
fré quence propre du système soit égale à la fréquence de la force 
qui lui est appliquée. 
Selon Kevorkian,l'amplitude augmente et diminue au passage par 
cette résonance instantanée. Gautesen nie ce résultat et propose 
une solution où l'amplitude augmente et ne diminue pas ensuite. 

Dans le premier chapitre , une analyse de l'article de Kevor
ki an montre qu'il contient une erreur et que celle-ci corrigée, 
l e mode de résolution mis en oeuvre par Kevorkian mène à une solu
t i on qualitativement égale à ce que Gautesen propose. 

Le problème posé est i nt éressant au niveau de la diversité 
des t echniques utilisées pour le résoudre. 
En changeant de variable t• = Et et y•(t•) = y(t), l'équati on 
appar aît sous la forme 

où l'on reconnaît un problè me classique de perturbation singuliè
re : le petit paramètre mul tiplie la dérivée de plus grand ordre. 
Kevo r kian résoud en utilisant deux de ces méthodes: la méthode 
des développements composite s et la méthode des deux variables. 

Le chapitre II considère l'équation comme un problème de 
perturbation régulière et utilise la transformée de Lie. 



Au moyen de cette méthode on peut résoudre un problème plus géné
ral en introduisant du frott ement. Les méthodes de perturbation 
singulière deviennent impraticables dans ce cas à cause de leur 
complication. Plus précisément, on s'est demandé quel frottement 
il fallait introduire pour éviter que l'amplitude ne croisse au 
passage par la résonance instantanée. 
L'équation différentielle étant 

d
2

~ +cff +w2( Et )y=o(COs(t+0), 
dt 

1 

des frottements où c est d'ordre E ou d'ordre t 2 se révèlent in
suffisants ; par contre un frottement d'ordre E l/4 annihile l'ef
fet de la résonance. 

Le chapitre m traite l'équation avec frottement et une non 
linéarité. La méthode de la t ransformée de Lie et une intégration 
numérique par Runge-Kutta classique du quatrième ordre amènent le 
résultat suivant: pour un frottement ~ul, la non linéarité n'a 
pratiquement pas d'effet. 

Gautesen signale dans son article qu'il applique la méthode 
de la phase stationnaire pour trouver un développement asymptoti-
que de l'intégrale complexe à laquelle le type de résolution employé 
l'amène, en l'occurence une intégrale de la forme 

J~g(t) eix:C(t) dt 
o(. 

où f et g sont analytiques et x un paramètre grand. Le chapitre V 
est conse.cré à l'exposé de cette méthode, pour laquelle les réf é
rences sont rares et dont l'as~mptoticité est délicate à démontrer. 

Le chapitre VI expose une autre méthode qui permet de dévelop
per cette intégrale : la méthode du col, et la compare à la premiè
re méthode. Chacune des méthodes est appliquée à l'intégrale à dé
velopper. 



Le dernier chapitre ramasse et compare les différents résul
tats, soit celui en suivant l'article de Kevorkian et confirmé en 
utilisant la transformée de Lie, le résultat fourni identiquement 
par la méthode du col et celle de la phase stationnaire, et le 
résultat trouvé par Gautesen. 

Ils sont égaux à une phase et un facteur constant près, et qualita
tivement identiques. 



Chapi tre 1 

PRESENTATION ET CORRECTION 
DE L'ARTICLE DE KEVORKIAN 

L' équation considérée est 

~ + w 2 ( tt )y = o< cos( t+ r-,) 
dt2 

a'- et f sont des constente s ; 

, 0 ( t << 1 

I-1 

........ 
west une fonction lente du temps qui, au voisinage de t=t 0 /E 
a le comportement suivent : 

w(rt) = 1 + an(tt-t'-;,)n + an+l( t t-~)n+l + O( t. t-':fo~n+l 

, 

<---, 

En t=t 0/E la force extérie re est de même fréquence que l'oscilla-
teur. 
La solution de l'équation est obtenue en construisant: 

- Un développement asymptot i que appelé "interne",autour de la réso-
~ 

nance, c'est à dire velable pour des temps t proches de t 0 /E . 
- Un développement "externe", valable ailleurs sur l'axe des temps. 

Le "matching" de ces deux développements est ensuite réalisé, de 
manière à obtenir une solution uniformément valable pour des temps 

C -1 d'ordre c , la solution étant développée jusqu'à l'ordre 1. 

Pour l'un et pour l'autre des développements, la solution est cal
ctù ée par la méthode des deux varie.bles. 

1- Développement externe 

.._._ 
Le temps lent est t = Et 

i
t 

Le temps rapide est -c = ~ w(s) ds 
0 

t est exprimé en fonction de 0 à partir de (1) 
t = f ( é't")/ f 

(1) 

'-> 
On considère la solution y comme fonction du temps lent t et du 
t emps rapide 0, développée en série par rapport à E: 



L_ 

L'équation différentielle se transforme en équations 
partielles • . 

2J
2Y 

=~cos[f(ET;) +r] __Q 
+ Yo 0 z;2 w2 € 

~lY1 
+ y = 2 è)2Yo w' à-:{ o - - àr; ôt 

---
è) ü2 1 w w2 ère 

On intègre l'équation (2) : 

y 0 =p(t)cos("G+lf( t )) + oZ cos(t+(3) 
(Jj2_ 1 

]-2 

aux dérivées 

(2) 

(3) 

w est différent de 1 pui s qu'on est hors de la résonance (déve
l oppement externe). 

v'") 

y O dépend encore de t • p et ~ seront déterminés en annulant 
l e s termes résonants du second membre de (3). On évite ainsi 
d'avoir un développement non uniforme. 

f = Po/ w i/2 

~ = ro = constante. 

La solution pour y1 est alors: 

2- Développement interne 

Le temps rapide est t 

Le temps lent est t = ( t - ta)/ E'P 

On exprime la solution sous la forme : 

pet q sont des cons t antes qui seront fixées plus loin. 
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L ' équation diff érentiell e devient: 

è2Yo à2yl 
C -q ( - ) ( c a t2 + Yo + 0 t2 + Y1 - o< cos t+ ~) 

'\2-1-p-q o y O np-q _n_ 
+ 2 E ot al + 2 an t t Y 0 + • • = 0 

L ' équation en y1 contiendra les termes 

d2Y1 
dt2 + Y1 - o/.. cos(t+ 13 ) 

Si elle est réduite à ce s termes, son intégration fera apparaitre 
de s termes non uniformes. Pour les annuler on choisit pet q de 
t elle sorte que l'équation contienne d'autres termes. On ajoute 
l e s deux derniers termes de la série: pet q sont pris de manière 
à ce que ces termes soient de même ordre que 

\ 2 -
C) Y1 
- + y - o( cos(t+ 
2)t2 1 

1-p-q = 0 

np -q = 0 

0 

) , c'est à dire en E 

pet q sont alors déterminés: 
1 

p = l+n 

n 
q = l+n 

-1/n+l 
Cela indique que la région de résonance est d'ordre n/€ 

- n+l 
unités de temps et que l'amplitude est d'ordre f • 

en 

Dans la suite du calcul on considère seulement le cas parti culier 
où n=l. Les autres cas s e traitent de la même manière. 
On prend aussi ~ > 0 . 

En identifiant les puissances d'é on obtient: 

d2Yo 
~ t2 + Yo = 0 (4a) 
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c)2- Ô2-
Y1 - cl. cos( t+ ~ ) 28]_ t 

Yo 
è)t2 

+ Y1 = Yo - 2 ùt ê,t (4b) 

d2- 62- Ô2-
Y2 

= - 28i_ t y1 -(2a2+ 9i.2
)t

2y0 
Y1 _..:Q 

è)t2 + Y2 - 2 - -ôtot èlt2 (4c) 

L'équation (4a) admet pour solution 

y 0 (t,t) = A(t) sin t + B(t) cos t 

A et B sont pris de manière à annuler le second membre de (4b). 
On évite ainsi l'apparition de termes en t sin t ou t cos t 
dans la solution. pet q ont été choisis à cette fin. 

A et B doivent satisfaire 
dA + 91_ t B 

o( 
cos~ = -

dt 2 

dB o( 

sin~ -- 8J.t A= 2 dt 

(5) 

Le texte s'écarte ici de l'article de Kevorkian. 

Le système homogène associé à ce système admet comme solution: 
-2 -2 

A= a sin 9it + b co s 9it 
2 2 

8i ï2 ~ t2 
B = - a cos - + b sin -2 2 

Pour trouver la. solution générale par la méthode de la variation 
de la constante, on est amené à résoudre des intégrales du genre 

cos 
81. 62 

2 ds 

Comme il suffit d'avoir un développement asymptotique 
dant vers l'infini, on i tègre par 

Jtsin 
8i s2 8i s2 

ds 1 cos = --2 8i 2 
-oO 

= - l 
8Ït 

cos 8:J t2 
2 

parties comme 

t -Jt 1 
8]_82 -oo -00 

l 
a t 3 

l 

sin 

suit 

COB 

pour t ten-. • 

9i.s2 de 
2 

+ ••• 
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Ce procédé est correct .pour autant que l'on ait t < O , parce que 

l a fonction ;2 entre aut r es n'est pas intégrable sur un interval

l e comprenant O. 

Pour intégrer aussi pour des temps positifs on effectue le chan

g ement de variable : 

s ---t 

s • 

s'= 

s 

t 

J:in 
~82 

ds = 1g l f'<s sin_s ds t (o 2 2 - vs 
avec 

~= ~ -co +oo où t2 

l ( r sin s ds is sin s 
ds) avec t)O 

=v2 B-i +oo-\fs + Vs 
0 

Ce tte dernière intégrale s e décompose en intégrale de O à oo et 

de oo à t , d'où : 

J
t 2 

sin ~: 
-00 

Pour la seconde intégrale on est ramené au cas de t ( O J pour 

l e quel on connait un dével oppement asymptotique. 

La première intégrale es t à une constante près une · intégrale de 

Fr esnel. 
S(x) = rx sin t dt 

j0 2n- t 

Le cosinus amènera: C(x) = [cos t dt 
o 2 ·n- t 
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( ) l JO+a;1v· nss dS __ \ /1T2 Comme on sait que S oa = 2 on a y2 

Note historique : 
• • • • • • • • • • • • • • • • • 
• Cauchy a publié en 1842 un résultat au sujet de l'intégrale de 
• 
• Fr esnel. Il corncide ave c le résultat obtenu ici. Il est exprimé 
• s ous la forme : 

(cos( ~ z 2 )dz 
• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

l 
= - -2 

J:ain( '; z
2

)dz 
1 = - -2 

où M = 1 --
mlT 

N = 1 
m3 ·n-2 

1. 3 + 1.3.5.7 
m5 n- 5 m9 rr9 

1 .3.5 
m7 Tr4 

N 
TT' m2 + M sin 1; m2 cos -2 

M COB; m2 - N 
. -n- 2 sin 2 m 

- ••• 

• cf . Référence [ 7 J , ch. 47 , § 2 , p. 1100 

En appelant ( ~ ~ 
A' (~) = o<.. coe I! f coa(!-s) da + sin r. Jsin(î -s) ds) 'f8ai \- vs ,- vs 

- ~ -oo 

B' ('s) = ~ (- cos r 1:ina-•l da + sin~ 1:~ -s) da) 

l a solution Yo s'écrit comme 

Yo = A'(~) sin t +B'(1;) cos t 

pour t ~ 0 (avant la résonence) 

Yo = - A'(~) sin t - B' (1s ) cos t - o< V 4n 8i cos(~ +t + 0 ) 

pour t -1' 0 (après la résonance) 

On a pris a=b=O. Consid érant qu'il n'y a pas de termes d'ordre 
€"112 dans la solution ext erne, du moins en t ~ 0 , .on effectue 
l e premier matching avec a=b=O 

Au vu du développement a symptotique qu'il en fa.i t ( 4. 6 dans 
l ' article) la solution considérée par Kevorkian est du genre : 
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Yo = E( $ ) sin t + F( ~ ) cos t pour t~O 
-

Yo = - E( ~) sin t - F( 'Ç ) cos t pour t >o 
En t = 0 (t = to) on a 

y0 (t 0 ,0_) = E(O) sin t 0 + F(O) cos t 0 

y 0 (t 0 ,0+) = -E(O) sin t 0 - F(O) cos t 0 

Comme E(O) et F(O) ne son t pas nuls, c'est impossible, cette 
solution prenant deux valeurs différentes au même point. 

y 

) 
1 

' 

___ o _____________ _ 
ito 
1 
1 

1 -
~y0 (t , t) 

t 

De ce fait la conclusion que Kevorkian tire, gr'â.ce à l'absence 
de termes en t.-112 pour t ~ O , c • est à dire que l'amplitude de 
l ' oscillateur ne croît p s, est fausse. 

L ' équation (4b) admet pour solution 
y1 (t,t) = C(t) sin t + D(t) cos t 

ë et D sont déterminés d 
l e s termes en t sin t 

3- Matching 

la même façon que A et B, en annulant 
t t cos t du second membre de (4c). 

I l y a deux matchings à r éaliser. 
Un premier matching racc r oche développement externe et dévelop
pement interne avant la ré sonance; et c'est celui que Kevorkian 
a bien effectué. Un second matching raccroche les développements 

a.près la résonance. 
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y 

1 

t 
a 

En o, les conditions initiales fixent fo et ~O 

En ta , le premier matching fixe o et S (conditions initiales 
pour le développement interne avec a et b), a et b étant 
nuls. 

En tb, le second matching fixe f1 et ~l, amplitude ·et phase de 
l'oscillateur après le passage par la résonance. 

[ A,D] est le domaine de validité du développement interne. 
Best la borne supérieure du domaine de validité du développement 

externe avant la résonance. 
C est la borne inférieure du domaine de validité du développement 

externe après la résonance. 

Premier matching 
+++i#+++++++++++ 

On introduit la variable i ntermédiaire t? 

tt = ( t - t 0 > / E µ fl 1 < fA < f" 2 

Les constantes p 1 et )J- 2 qui définissent le domaine de recou
vrement des deux développemnts où le matching s'effectuera 
seront déterminées plus l oin. 
Le matching jusqu'à l'ordre 0(1) consistera à faire corncider le 
développement externe et l e développement interne, écrits en fonc
t i on de~• jusqu'à l'ordre 0(1) pour Etendant vers O et tfl fixé. 



On exprime d'abord le développement 
A partir de l'identité 

1 Jt 0 

°C= E w(s) 

0 
on développe 0 en série : 

I-9 

externe en fonction de tf. 

, 

[ ;-i-1 + c 2J-l ~ 3j-l-l 
t = ~ + E t c t 2 + o<E ) t .f 2 f 

rto 
où t0 = J. w ( s ) dB 

0 

Le développement externe s 'écrit: 

( 
j-l-1 21-1 

y = 10 CO s -r- + E tf + t -?=- t_µ 2 

t::o .U-1 
+ E-f o( t / A 

2 B-i t~ cos ( T + tfl + r ) 

l-2p 3p-l 
+o(EJ'-> +o(E · ) +o(E ) 

Les quatre termes du développement seront identifiés avec les 
t ermes du développement i nterne. On exige ainsi que 

l-2f 3)-l-l 
E et E tendent vers O avec t , c •est-à- dire lors du 

matching. Cela fixe fli et )-4- 2 , donc le dome.ine du matching. 

On prend donc : 

1-2? > 0 

3jt-l ) 0 

-~>o 

=-=9 fa2 = ½ 
~ .u · _1 

F 1 - ) 



Le développement interne 
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-1/2 
en annulant les termes en é , 

s'écrit pour E -> 0 et t;t fixé : 

-r o<. ~ p-1 
E -- cos ( E + E \u + r) 

281_ t_µ 
y= 

1-3? - t 
t' Ll-1 1 o Er-3 3 ol.. sin ( - + t f- + p ) 

28i_ t,.u E 

2a + 8i 2 ~ ;-t-1 2 °" COB ( / + t tu + ~) 
481_ 2 C / 

h ;,--1 
E 

2)-l-l 81_ 2 t 0 
- O COB ( E t_µ + -t +- ) 

2 f E 

~ ;U-1 2jl-1 ~ t 2 2-5? 
+ S sin 

0 
( E t? + é +- ) + o< E > 2 .,. E 

On doit choisir 2-5),L ) 0 > )J. < fr > J-'2 = ~ 

L' égalité des deux développements fixe les conditions initiales 
i et J de la solution i n terne 

~ µ-1 E 2)-<-l ~ 2 
p O C 0 s ( t + E t,1(- + 2 tp + lf ) 

= - '6 cos ( 

+ J sin ( 

i mplique: 

~ )'-1 0 
+ E tf' E 

f;; µ-1 - + C. t }< 
E 

cf= - fo sin 

0 = - · f O cos 

~-1 ~ t 2) +E 2 ï,l 

+E 
2jt-1 ;i t; /) 

cf-+<f .h - E ) 

"[ - ..h ( ~ -- + ~ ) 
E E 

(6) 

A partir d'ici, l'exposé s'écarte de celui de Kevorkian. 



Second matching 
+++++++++++++++ 
En posant: 

l e développement externe s'écrit: 

C = 

y = A cos( a+b+ (3) + B sin( a+b+ f) + C cos( a+b+ f., ) · 

I-11 

8i t 2 
2 '?-

+ f 1 cos(b+c+ 't'1> + 0( ffA) + 0( E l-2p) + 0( E 3y-l) 
( 7r) 

Les indices l désignent les constantes qui doivent être fixées 
par les conditions initiales, soit ici par le matchiJ:l8• 

Le développement interne s'écrit: 

y = A cos(a+b+ (3) + B sin(a+b+ ~) + C cos(a+b+f.,) 

- t cos(a+b+c) + sin(a+b+c) 

E-1/2 o<\ ~ 
- 2 V a; co s (a+b+c+ (3) 

Ce développement diffère de celui utilisé lors du premier mat
ching uniquement par les deux derniers termes. 

L ' égalité des deux dévelo ppements impose que 

~ -- jl___ 

= - i cos( a+b+c) + J sin( a+b+c) 

_ E -1/ 2 ~ \ frr cos( a+b+c+ (3) 
2 va:;_ 
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f 1 ( cos(b+c) cos 4' 1 - sin(b+c) sin 'f 1 ) 

- - ~(cos a cos(b+c) - sin a sin(b+c)) 

+ J ( sin a cos(b+c) + ein(b+c) cos a) 

c-1/2 o1. \{E. ( ) -c 2 V8J. coe(a+~) cos(b+c) - sin(a+f) sin(b+c) 

En égalant les coefficients de cos(b+c) et sin(b+c) on obtient 

p
1 

cos If' l = - lf cos a. + cf sin a. -C1
/

2 ~ ~ cos( a.+ (3) 

-1/2 \{if 
- Pl sin4'1 =~sin a+ J cos a+ t iv~ sin(a+~) 

En sommant les carrés de chaque membre on obtient 

f12 = J 2 + 15 2 + E -1 o< 2-rr + o ( E -1/ 2) 
481_ 

t8) 

{9) 

Jet r ont été fixés lors du premier matching où ils ont été 

exprimés en fonction de l'amplitude et de la phase initiales. 

t' t: (6) 
P1 2 = Po 2 sin2 ( f + 'f - to ) + (> O 2 cos2 ( ~I) + <p - E ) 

+ E -1 o',. 21r + o ( E -1/ 2 ) 
4~ 

2 
= r o 2 + oJ.. ïr + o < E -112) 

4~E 

Comme~ est positif, p1
2 ) p0

2 , l'amplitude croît. 

Bi bliographie: Nayfeh (référence [3] ), Ch IV, §. 1 pour la 
• • • • • • • • • • • • • 

méthode du matching , Ch VI, § 1 •. 2 pour la 

méthode des deux variables. 

Pour le choix particulier des variables dans la 

méthode des deux variables: référence [4] de 

Kevorkian. 

--- - - - - -



4- Errata de l'article de Kevorkian 

~ ligne écrit 

367 6e d'en bas E -n(n+l) 

368 (3.5a) 

368 (3.5c) 

369 (3.12b) 

371 (4.9a) 

371 ( 4.9b) 

à lire 

\2-
ù Yo _ 
~ + Yo = 0 

è)t 

I-13 
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Chapi tre ll 

OSCILLATEUR AVEC FROTTEMENT 

Ce chapitre répond à la que s tion: Quel frottement doit-on appliquer 
au système pour que l'ampli t ude ne croisse pas au passage à la fré-
quence de résonance? 
On va considérér des frotte ents de la forme en prenant pour q 

les valeurs successives 1, 1/2, 1/4. l/4 
Les r ésultats montrent qu'un frottement d'ordre E sera suffisant 
pour annihiler l'effet de l a résonance. 

1- Fr ottement d'ordre E 

Avec un frottement d'ordre E l'oscillateur est soumis à l'équa-
t i on: 

y + tcy + w 2 ( E t)y = o( cos(t+ (3) 

w sera. pris ici de la f orme particulière : 
w ( E t) = 1 + t kt 

La résonance a donc lieu en t = 0 

, 

La méthode de perturbation utilisée précédemment, soit l a 
m' thode des deux variable s , devient ici impraticable. 
On emploiera la méthode de la transformée de Lie. Il est suffi
s ant de considérer seulement un développement interne, qui décrit 
ce qui se passe autour de la résonance, là où a lieu éventuelle
ment le saut de l'amplitude. 

Pour appliquer la méthode de la transformée de Lie, on présente 

d ' abord l'équation sous f orme de système normal: 

~=y dt 

ff = -y -2 E kty - E2k2t 2y + °" cos(t+ ~) - Ecy 
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On pose E 112kt = )-'- , c • es t à dire que l'on va. considérer t 112kt 
comme une quantité d'ordre zéro. La transformation s'effectue 
donc pour des temps d'ordre e-112, ce qui détermine le domaine 
de validité du développe ment interne. 

On change de variable: on applique aux coordonnées (y,y) une 
r otation d'anglet (en première approximation, la fréquence 
pr opre du système est l) et une homothétie de rapport E112• 

{

Y = E -l/2 cos t x
1 

+ E. -l/2 sin t x
2 

• c-1/2 -1/2 
y = - c sin t x1 + é cos t 

x2 

Le système transformé es t : 

• 1/2 [ 
+ 2ft sin2t x2 - oZ cos( t+ (3) si n t] xl = E 2,-sin t cos t xl 

+ t (-c sin2t x1 + c COB t sin t x2) 

+ t ;>-2 ( sin t cos t x1 + sin2t x2) 

x 2 = E
112 

[-2f' cos2t "i - 2j'sin t cos t x 2 +IX cos(t+(3)cos t] 
+ E ( c sin t c_os t ,_ -c cosœt x2 ) 

- E JJ- 2 ( cos2t x1 + sin t cos t x2) 

Ecrivons le système sous l a forme: 

u O El/2 0 E 0 
x = Po + P1 + P2 

La transformée de Lie de vecteur générateur W transforme ce 
système en: 

. 
X = 

w = 
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On construira une transformée de Lie qui éliminera des seconds 
membres les termes oscillant rapidement. 
Le coefficient de frottement n'apparaît.que dans P~. Il n'appa
raîtra donc pas au premier ordre dans x. Qualitativement le 
système aura donc un comportement analogue au cas sans frottement. 
Il faudra choisir un frottement plus grand que Ec pour éviter 
l a croissance de l'amplitude. 
Il est cependant intéressant d'effectuer le calcul jusqu'au pre

mier ordre du moins, de manière à voir si la méthode de la trans
formée de Lie donne un ré sultat analogue à celui obtenu par la 
méthode que Kevorkian emploie pour le cas sans f~ottement. 

Considérons le système transformé. Comme l'image du système sera 
calculée jusqu'au premier ordre, c'est à dire jusqu'à l'ordre de 
E l/2, il est inutile de retenir le terme en E)-1 2 qui donnera 

une contribution en E, ni celui en c qui fournira du€ • 
Ecrivons le système sous forme de somme de Fourier. 
~ = E 1/2 ~ x2 + cl- s~n 0 + (~ ,_ o< c~s ~ ) sin 2t 

+(-ftx2 - o<s~nP-,)cos 2t]+o(é) 

. 
E 1/ 2 [-I' "i. + ~cos~ 

+(-faX2 
o< sin0 

x2 = )sin 2t 2 2 

+(-,fi xl -t 
c:J-cose )cos 2t] + 0( f, ) 2 

t = l 

La méthode de perturbation utilisée, méthode de la transformée 
de Lie, consiste à déterminer, ordre par ordre, une transforma
tion qui simplifie le système différentiel. 
La transformation envoyant un système différentiel en x sur un 
système différentiel en i est décrite par un vecteur générateur 
W(x, E ) tel que 

dx - W( x, E ) , avec x ( E = 0) = x 
dE 

(transformation proche de l'identité) 

La construction ordre par ordre du vecteur W permet de choisir 
une forme particulière pour le nouveau système. 

Pour plus de détail,consulter par exemple la référence [3],Ch V, 
§ 7. 



Calculons la transformée de Lie jusqu'au second ordre. 

pg = (f) 
pt = Pf + LlPg 

Pf = pt - LlPg 

où L Po 
1 0 
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On choisit pour P~ les termes non oscillants de Pf; w1 est 
choisi de manière à ce que les autres termes soient égaux à L1Pg 

1 o( sin(, 
Po = /J. x2 + 2 

o( cos (3 
-j-(½_ + 2 

0 

On obtient le système moyenné: 

~ = E 1/2(),( x2 + o< stn (3 ) 

~
2

= El/2(-,14~+o<c~s@) 

soit, en explicitant fa : 

• é c 1/ 2 c/.. sin t3 
X.. = kt X + C 

i 2 2 

x2 = - E kt xj__ + E 1/2 cA c~s @ 

Ce système est ~e même que le système (5) du chapitre précédent. 

1~ = - 8i t B + o< c~s 11 

dB -= 
dt 

ex. sin ~ 8J.t A+ 2 

On a (il s'agit dut de ce chapitre) 
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Le système s'écrit en fonction de t . • 

-
E 8it 

E 1/2 ex. cos f> 
A = - B + 2 
. t 1/2 cl- sin ~ - E 8i t B = A + 2 

On a le même système puisque~ correspond à k et A joue le 
r ôle de x 2 et B celui de x:t• En effet la solution est présentée 
comme _

112 
y = E (A sin t + B cos t) d'une part , 

-1/2 
y = t (x1 cos t + x 2sin t) d'autre part. 

Donc, au premier ordre, l a méthode de la transformée de Lie 
f ournit exactement le même résultat que la méthode des deux 
variables. 

1/2 
2- Frottement d'ordre t 

L'équation est alors 
. . 1/2 . 2 y + E c y + w ( E t)y = o< cos( t+ ~) 

On en tire pareillement: 

1/2 r o1. • a 
~ = é l! x2+ s~n ,., +( j< ~-

1/2 C C C + E (- 2 x1 + 2 x 2 sin 2t + 2 x1 cos 2t) 

i:
2

= E
112 

[-;,x1 + "' c~s fl +(-f' x
2
- °' s!n (l) sin 2t+(-}' ½. + °' c~s ~ )cos2t] 

l/2 C C C 
+ € (- 2 x2 + 2 ~ sin 2t - 2 x2 cos 2t) 

E 
2 1 1 1 + )J- l- 2 x1 - 2 x2 sin 2t - 2 x1 cos 2t) 
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pg = u) 
De la même manière que plus haut, on choisit pour~ les termes 

non oscillants de P~. 

COS C 
- xl + ---2..--- - 2 x2 

0 

En vue de calculer jusqu'au second ordre, il faut déterminer la 

composante w1 en ê 112 du vecteur générateur. 

OÙ 

;t w1 = (_flx1- oJ... c~s @+ ~x2 )sin 2t+ (-_,)'x2- o< s~n (3 + ~ ~)cos 2t 

~ • ~ ~ 
(-_µx 2- s~n + ~x1 ) sin 2t+(- )-( ~ + o( c~s - ~ x2 )cos _2t 

0 

Wl = (-fa~+ 
o( COB ~ _ .2, x )cos 2t+(-}1-x _ o< sin ~ + ~ x )sin 2t 

2 2 2 2 2 2 2 1 2 

( ).LX2+ 
o1-. sin ~ _ Q ~)cos 2t+(-jt x + o( cos ~ _ Q x )sin 2t 

2 2 2 l 2 2 2 2 

0 

Pg sera la somme des termes indépendants du membre de droite, la 

partie trigonométrique se r a rejetée dans L2Pg. 



Les termes indépendants viennent de 

PO• ~ X 
2 • 2 2 

0 

C o{_ COS e C 
2 2 µ. a(. Sin @ 

+ 4 - 4 x2 - ? x2 - ,- 2 -

_ c °' sin t + c 
2 x + .u 2L µ o'-. CO s @ 

4 4 1 / L -- 2 

On obtient le système : 

-· 0 l/2 l 2 x = P0 + E P0 + E P0 

soit: 

En explicitant _JJ-, 

0 

/ 1/2 
~ = ( E kt - t 2

k

2 t 2 + ~) x - E 
1 2 ~ x + E c/.. sin ~ 

1 4 2 2 1 2 

€ c ci cos @ 3/ 2 cf... sin B + _ __,___;;...;;;..;.;;._,___ - E kt ________ ......._ 
4 2 

• 2 2 2 c 2 - 112 
x 2 = -( é kt - E k t + 4 )~- E ~ x 2 

ë 112 
c/.. cos 0 

+ 2 

312 cJ.. cos 0 € kt 2 E c o< sin @ 
4 -

II-7 

--- - -----
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Appelons ~ une matrice fondamentale de ce système 

2 2 2 2 2 2 
1/2 sin(.U:.t + ~kt2+ 4t3) cos(f..s:.t + Ut2+ LLt3, 

Ë et 4 4 2 3 

~( t)= e 2 
2 2 2 2 2 2 

cos(f.Q_t + ~t2+ f..:ft3, -sin(tJLt + ~t2+ (rt3) 
4 4 2 3 

La solution, pour une condi t ion initiale en un temps t 0 , s'écrit: 

x( t) = lp( t) ( ~-l( t 0 ) i( t 0 ) + i: ~-1 (a) f(a) de) 

où f est la partie non. homogène du système. 

On est amené à calculer les intégrales 

i
t 1/2 

+ E CS t 2 çk ~3 
e 2 sin( + + rs2+ ~ ) da 

to 1/2 
(t + € CS 2 2 2 

J-1 s e 2 sin( E ~ s + 4 s 2+ € 
3

k s 3

) de 
to 

et les mêmes en cosinus. 

Il est pratiquement impossible d'exprimer ces intégrales sous forme 
algébrique. Les procédés utilisés au chapitre précédent ne sont 
plus applicables ici à cause de l'exponentielle. 

On se limitera donc à estimer un ordre de grandeur de ces intégra
les, ce qui est suffisant pour déterminer qualitativement la crois
sance de l'amplitude. 
Etant donné une condition initiale à l'entrée du développement 
interne sur le domaine où la croissance a éventuellement lieu, 
quel est l'ordre de la solution à la sortie de ce domaine? 

On intégre.ra donc entre -T et 

x ( tJ = (j)( t) ((j)-1 (-TJ X( - T J 

-1/2 
+T avec T ,.,__, 0( é ) 

+ l)-1
(a) f(e) de) 

où f est le terme indépendant du second membre du système. 
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Seul le second terme est significatif, la partie non homogène de 
l'équation étant responsable de la croissance de l'amplitude . 
(c'est là qu'intervient l a force extérieure) 

On peut retenir seulement 
1/2 

t o1,_ sin ~ 
2 

1/2 
E d-.COS ~ 

2 

dans les termes indépendants du second membre, les autres termes 

indépendants étant d'ordre plus élevé. 

Il reste donc à estimer l a première des intégrales: 

x,.lT) = $ (T) ST cp-1 (s) f(s) ds 
_T 

J
t -f/1. tl/ 2.2..ê. 

E c2 s +tk E,2k2 
s 3 ) de e 2 sin( 82 

+ 3 4 2 -1/2 -E-i/2 B = é ,, 

E-1/2J1 ~ 2 
t l/2 k El/2 k2 e 2 sin( 0

4 
-,2+ ,3) d;} = ) + 2 3 _-1 

Le résultat est analogue pour l'intégrale en cosinus. 

1/2 
f "-1 0( é ) 

~ ( t) est formée d'un facteur périodique d'ordre l 

- E. 1/2 et 
2 

en t = é -l/2 

et d'une exponentielle e 
_ !:_ 

vaut e 2 
• 

L'ordre de x (t) est donc celui de 
* 

qui ' 

f· ~ (' -1) . 
sin 

2 1/ 2 k 2 é 1/ 2 k2 ) <¾ Ê 'P + 2 ~ + 3 '? ) d'? 
-1 
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Cette intégrale est d'ordre 1. 
-1/2 

L a solution y est donc d ' ordre E • 
1/2 

Et 1 1 amplitude cro:ît auss i avec un frottement d • ordre E. • 

Pour l'interprétation qualitative des résultats, il est inutile 
de chercher la transformée inverse y de la solution y. Les ré
sul tats seront les mêmes étant donné que la transformation de 
Li e est une transformation proche de l'identité. 

1/4 
3- Fr ottement d'ordre € 

L ' équation est: 
. . 1/ 4 . 2 y + E C y + (J.) ( €, t )y = d.. cos ( t+ ~) 

On en tire : 

).12 ~ 2 . u2 
+ t (- 2 ~ - 2 x2 sin 2t - T x1 cos 2t) 

Soit 
• Q 1/ 4 Q C 1/ 2 Q 
X = p O + € pl + C p 2 + 0( € ) 

t a transformée de Lie de vecteur générateur W transforme ce sys
t ème en: 
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. 
PO+ 1/4 ~ + E 1/2 p2 3/4 -

X = E o + o( E ) 
0 0 

w = L én/4 wn 
-n ~ 0 

Le calcul est de ... meme nature que celui éxécuté pour le frottement 

d •ordre f,l/2 • 

PO 
0 =u) 

0 

~ = PO 
l 

è) 
Wl - '8t 

C 
2 x2 sin 2t + ~,. COB 2t 

d 
Wl 

C sin 2t C' cos 2t 'St = 2 xl --x 2 2 

0 

c- cos 2t +* ~ sin 2t --x 4 2 

w1:; -t ~ COB 2t C, sin 2t --x 4 2 

0 

2 0 0 ~ 0 p O = p 2 + Ll pl + Ll O + L 2P 0 

P~ sera la somme des termes indépendants du membre de droite, la 
0 partie trigonométrique sera rejetée dans L2P0 

Les termes indépendants viennent de: 

PO . °" sin Œ et 0 C 
~x2 + L1P1 . --x 2 • 2 • 4 2 

-_µ~ + 
"'-.COS ~ C 

2 4 xl. 

0 0 



Donc p2 flX2+ °' sin ~ C = --x 0 2 4 2 

-~xl + 
o.. cos~ 

+ ~ ~ 2 

0 

On obtient le système 

soit 

• Q 1/ 4 _ 1 + C 1/ 2 p 2 x = Po + E Po c o 

• • 
I 

E 1/4 C _ \~ + Ekt = - 2~ X -2 

l ~2 = - é 1/4 C -2 x2 - E kt xl + 

II-12 

tl/2 E 1/2 C - + o< sin 0 
4 x2 2 

tl/2 C _ 
+ 

El/2 o( cos (3 
4 xl 2 

1/4 1/4 
Le frottement en E c donne lieu à un terme en t dans le 
système, les autres étant d'ordre supérieur. 
La première approximation de la solution est une exponentielle 
décroissante. 
En conséquence, le frottement 

1/4 
C É est suffisant pour que 

l'amplitude n'augmente plus au passage par la résonance. 



Chapi tre fil 

OSCILLATEUR NON LINEAIRE 

m-1 

En s' i nspirant du modèle du pendule simple, on peut considérer 
l'équation difi"érentielle non linéaire 

1/2 
y+ E cy +w2l t t)y = c1-. costt+ 0 ) + E2 i y3 

1/2 
Le frottement est pris direc t ement égal à t c puisque l'on sait 
qu'un frottement en Ec n'a aucun effet, ce qui revient à prendre 
c=O i ci, et qu'un frottement t 114c est prédominant vis-à-via de 
toute autre perturbation. 

La non linéarité est choisié en E2 : on traite de petites oscilla
tions y* = Ey 
L'équation différentielle du pendule 

Ytrc: + sin y~ = 0 devient .. tl 
Y* + Ytt - 3 ! + • • • = 0 

et en divisant part on a •• 1 2 3 
y + y - )! E y + ••• = O 

Le sys tème normal correspondant à l'équation est 

{

sz . 
dt= y 

d ' 3 * = -y - 2 E. kty - t 2k2t 2y + o< cosl t+ p J - t ci, + E 2 ~ y 

La même transformation linéaire que plus haut 

{ 

~ = E-1~
2 

cos t "i + E -l~
2 

sin t x2 

y = - E l/ 2 sin t ~ + E l/ 2 cos t x2 

transf orme le système en 

~ = E112 [ 2)Œin t cos t ~ + 2;i. sin2t x2 - o< cosl t+ r )sin t 

- c sin~t ~ + c cos t sin t x2 
+~(cos3t "i_+ 3 cos2t sin t ":ix2+ 3 cos t sin2t ;_x~+ sin3t x~Jsin t] 

+ ( E J 
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:i:2= t 112 [-2 }' cos2 t "i -2 /' s in t cos t x 2 + cJ.. cos( t+ /l )cos t 

+ c sin t cos t ~ - c cos 2~ x2 
+~(cos3t "i+ 3 cos2t sin t "ix2+ 3 cos t sin

2
t "ix~+ sin3t x~)cos ~ 

+ o( E ) 

En utilisant la même transformée de Lie que ci-dessus, le premier 
terme du système simplifié, t erme en t 11 2 , est formé avec les termes 
non oscillants du système ori ginal, soit: 

M,thode d'intégration 

+~CO 
2 

Ce système non linéaire a ét é intégré au moyen d'une méthode d'inté
gration numérique: la méthode de Runge-Kutta classique du quatriàme 
ordre. 
Il e' agit d'intégrer le système entre - E -l/2 et E -l/2 • 

En effectuant la transformati on sur le temps r; = t E 11 2 , le sys
tème devient: 

Ce système est à intégrer ent re 0 = -1 et r; = +l 

Le tableau suivant présènte des valeurs V"x:f. + x~ au temps ~ = 1. , 

pour des conditions initiales nulles: ~(-1) = 0 et _ x2(-l) = 0 

Le calcul a été effectué pour diverses valeurs du coefficient de 
frot t ement c et du coefficient de non linéarité '6 • 

Le pas d'intégration est 0.01 
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C g 0 1 10 20 

0 0.988926 0.814629 0.473731 0.401040 

l o.624965 0.568814 0.386459 0.324350 

10 0.991984 10-1 0.990922 10-1 0.981658 10-l 0 .. 971960 10-l 

20 0.498379 10-l 0.498314 10-l 0 .. 497732 10-l 0.497091 10-l 

40 o .. 249746 10-l 0.24974 2 10-l 0.249707 10-1 0.249668 10-l 

Choix du ;eas d'intégration 

On constate qu'en prenant un pas différent de 0.01. on obtient un 
résultat très proche, ce qui indique que l'erreur de troncature, 
bornée par une puissance cinquiàme du pas d'intégration,est faible. 

(o,o) (1,1) (10,10) (20,20) 
--- - ----+---- ------

0. 01 0.988926 0.568814 0.981658 10-1 0.497091 10-1 

0 .. 02 0 •. 988930 o. 568815 O. 981662 10-l O. 497091 10-l 

Conditions initiaJ.es 

La condition initiale influence peu le résultat, ce qui s'accorde 
avec le fait que ce sont les termes non homogènes du système diffé
renti el (là est présente la force extérieure) qui sont responsables 
de l a croissance brutaJ.e de la solution. Ils y interviennent indé
pendemment des conditions i nitiaJ.es. 

(o,o) (1 ,1) 

(O,O) 0.988926 0.568814 

(10-3 ,10-3 ) o •. 988959 o.568912 

(10,10) 

0.981658 10-1 

o. 981659 10-1 

(20,20) 

0.497091 10-l 

0.497091 10-l 

-3 -3 Prendre (10 ,10 ) pour condition initiaJ.e revient à prendre pour 

l'oscillateur une condition i nitiaJ.e {lo-3 t-l/2, 10-3 e-1/ 2 ) . 

Si l ' on considère que cette condition initiale est de l'ordre de 

l 'unité, on a que test de l 'ordre de 10-6 • 

- - __.j 
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Le paramètre E disparaît lor13 du passage au système intégré numéri
quement; maie il intervient dans la condition initiale et dans la 
solution finale où l'amplitude est E-1/ 2 fois le résultat de l'inté
gration numérique puisque 

y = E-1/ 2 ~ cos t + E-1/ 2 x
2 

sin t 

Interprétation des résultats 

Pour c=O et g=O, c'est-à-dir e pour l'équation traitée par Kevorkian, 
on voit que le résultat de l'intégration numérique est proche de 
l'unité• 
L'amplitude de la solution de l'équation est donc d'ordre E. -l/2 , 
ce qui est bien en accord avec le résultat théorique obtenu au 
chapitre premier. 

En lisant la colonne où g=O , on voit que le frottement amortit les 
oscillations. On sait en effet qu'avec un frottement suffisant (d'or
dre E-l/4 en l'occurence) on parvient à annihiler l'effet de la ré
sonance. 
La suffisance du frottement Ê l/ 4c n'est cependant pas vérifiable 
directement ici, étant donné que la transformée de Lie est éxécutée 
pour un frottement € 112c • 

Le résultat nouveau est la f açon dont intervient la non linéarité. 
Pour un frottement nul la no linéarité amortit les oscillations, 
mais beaucoup plus faiblement que le frottement. 
Quand le frottement croît, l ' amortissement dû à la non linéarité 
s'atténue. 
Pour des frottements grands (c = 40 par exemple) la non linéarité 
n'intervient pratiquement pl s. 

A partir d'une certaine vale r de g, qui se situe entre 20 et 40 
pour c=O et qui croît avec l e frottement, on obtient un overflow. 
Au cours de l'intégration numérique, les valeurs de x1 et x2 crois
sent plus rapidement à parti r d'un certain point. Dès qu'elles ont 
dépassé l'unité, elles croissent brutalement jusqu'à l'overflow, les 
er reurs dues à l'algorithme d 'intégration amplifiant le phénomène. 
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Chapitre IV 

PRESENTATION 
DE L'ARTICLE DE GAUTESEN 

Gautesen considère l'équation 

Le premier membre peut être obtenu à partir de l'équation considérée 
par Kevorkian en posant k = E.-1 

et en remplaçant t par f 
Le second membre est plus général. 

g( t) et w ( t) sont dérivabl es. 

V t /: t O) o , w ( t) f o et w ( t) f 1. , 

w( t) = l + ( t-t0 ln î;
O 

(n+t +l l"!, ( t-tJ 

n entier posttif 

La solution est posée égale à: 

y= t (-l)j+l (texp [ ik( ~j(tJ r; )+ r;)]f( r;) dO 
J==l Jo 

OÙ ~ j ( 0; G ) == 0 

Cette solution satisfait des onditions initiales nulles. 
En introduisant cette solution dans l'équation on obtient: 

0 = -(ik)-l [ ( (fi~(t;t) - ~~(t ; t~ f(t) - g(t)] eikt 

+t (-l);j r:xp[ik(~;j ( tp;)+o)] { [$Î(t;-c}]
2 

J =l Jo 
+ (ik)-l (fl{t( t; r;) -w2( t)} f( t" ) dt" 

où ct)t est une notation pour op ( t; "t } 
ùt 

1kt 
Remarque: l'exponentielle e est absente dans l'article. 



I V-2 

Cette équation est satisfaite si 

f(t) = g(t) [ <P1<t,t) - ~~(t,t)]-l. 

et [~Î(t, I: >) 2 
+ (ik)-l. ~ Î t(t, t) = w 2(t) j = 1,2 

Cette dernière équation est v ér:i.tfiée par 

00 t 
~ j ( t, r; ) = ~ ( ik) - Q f \J>i ( s) ds r:-0 '-! 

OÙ [ YJ ~( t )] 2 = w 2( t) 

YJ j = - l. _! ln w ( t) 
l. 2 dt 

~ 
24Jl<t) 4'f(t) = - k ~' i-m(t) ~!(t) 

On fixe 4'l)(t) = (-l.)j+l. c.u(t) . Les autres '-Vl sont al.ors détermima 
de manière unique •. 

00 

On a ~i( t, I;) = ~ (ik)-~ 'YÎ ( t) 

~Î(t, t") = 4't(t) + O(k-l) 

r l 2 ]-1 D'où f (t) = g(t) $t(t,t) - q)t(t,t) 

= g(t) ['1't(t,t) - 4'~(t,t)]-l. + O(k-l) 

= g( t) [ 2 w ( t )]-l + O(k-l) 

En fonc tion de ces résultats, la sol.ution s'exprime comme 

2y= ti (-1) j +l exp [ ik (j~i ( e)de +l)] (g( t ) [ u,{7; )] ,-l+ O(k-l~ dt 

r;-

- - - - _.,._____ - -
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Gauteeen propose un résultat légèrement différent: 

2 it t ~ (-l)j +l exp ( ik ( ( ~i(s)ds 
J-1 Jr · O ~ 

( g( "C) w-1/2( v) 

Ce r ésultat semble faux; mai s de toute façon la suite des calculs 
est identique en ce qui concerne la partie intéressante de la solu
t i on, c'est-à-dire la solution pour t) t 0 , instant où la résonance 
a l ieu. 

En posant y( r; ) = g( 0 ) [ w ( T; >]-l 

~/t,è) = (-1)j +l I,\,(e)ds +r; 

0 
i l reste à intégrer 

~ ( )j+l i" ik Q)j(t, 0) L_ -1 e h( r; ) d z; 
j=l 0 

L'intégration par parties va fournir une expression de la solution 
pour t (t0 • 

l ik ~j ( t , ~ ) 
A un terme d'ordre k- près, e admet pour primitive: 

On peu t donc intégrer par parties de la manière suivante: 

Ît ik (f)j(t, ù) ik ~/t, -C) :t it ik ~j(t, r;) 
e h( 7S )d 0 = e h( r; ) _ _e ____ _ 

O ik $ j r; ( t, 7j ) O O ik ~j r/ t, 7; ) 

D' après la définition de ~j' ~jl'"(t, ü) = (-l)j+l(_c.u( 'G" )+ 1) 
En t O : w ( t O ) = 1 , ce qu.i annule les dénominateurs. Cette méthode 
d' int égration n'est donc applicable que pour t < t 0 
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~ . l Jt ik $ . ( t , y; ) l 
2y = L_ (-1)J+ oe J h( r; )du + O(k- ) 

j=l 

ikt ) e h( t) ( 2 
= ik l - w2(t) 

_t_ 
t 

j+l (ik(-l)j+l ic.o(s)ds) 
(-1) e g(O) w-1 (0) 

j=l 

Pour des temps postérieurs à la résonance, c'est-à-dire t > t 0 , 

Gauteeen calcule l'intégrale par la méthode de la phase stationnaire 
et donne directement une solution qui est: 

+ O(k-l) 

en ayant pris n=l. 

La méthode de la phase stati onnaire et son application & l'inté
grale ci-dessus seront expo ées dans le chapitre suivant. 

Une autre méthode, la méthode du col, permettra ensuite de cal.culer 
cette intégrale d'une autre manière. 
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Chapitre V 

METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE 

Ce chapitre eet fondé sur l' ouvrage d'Brdélyi, référence [5] ,§ 2.9. 

La méthode de la phase stationnaire sert à exprimer sous forme de 
dével oppement asymptotique une intégrale 

r~ ixh(t) 
f (X) = Jo( g( t) e dt 

où x est un paramètre grand e t h(t) une fonction réelle de la v~~a
ble t . 

L' appellation de phase stationnaire provient du fait que l'inté
grale sera essentiellement déterminée par la contribution des voisi
nage s des points stationnaire s de h, c'est-à-dire les points où la 
dérivée de h s'annule. On verra d'ailleurs cette phase stationnaire 
apparaître au cours du calcul. 

Intuitivement, le facteur x grand a pour effet de transformer 
l'exponentielle imaginaire en une fonction oscillant rapidement là 
où h varie. Les contributions pour l'intégrale sont donc successi
vement positives et négative s et en gros s'annulent, sauf là où h 
ne varie plus, c'est-à-dire aux points stationnaires. 

Il sera aussi question de la méthode de Laplace, pendant réel 
de la méthode de la phase stationnaire. Elle ne sera pas exposée 
en détail, étant donné qu'el l e est clairement explicitée chez 
Lavrentier et Chabat (référence (6] ,Ch.V, § 3,77, p.480 à 484) ou 
chez Erdélyi (référence [5] , § 2.4). Il est intéressant de consi
dérer la méthode de Laplace, parce qu'elle est fort proche de la 
méthode de la phase stationnaire et qu'elle permettra de calculer 
d'une autre manière l'intégrale présentée par Gautesen (cf. chap~
tre VI). 
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La méthode de Laplace permet d'exprimer sous forme de dévelop
pement asymptotique une intégrale 

f(x) = J.~g(t) ex h(t)dt 
a(. 

où x est un paramètre grand e t h(t) une fonction réelle de la varia
ble t . 
L'idée de Laplace est la suivante: h ayant un maximum sur l' i ntei
valle [ oZ, 0 J , plus la valeur de x est grande, plus ce maximum est 
expri mé. Pour x grand, le vo i sinage du point maximum influe essen
t i ell ement sur la valeur de l 'intégrale. Le rôle joÙé par les points 
stationnaires dans la méthode de la phase stationnaire sera joué 
i ci par les points maxima. 

Note historique : 
• • • • • • • • • • • • • • • 

La méthode de Laplace date de 1820. Laplace a fourni une appro
ximation de l'intégrale égele au premier terme du développement 
asymptotique. 
En ce qui concerne la phas e stationnaire, l'intuition première 
est due à Cauchy au sujet de travaux sur la propagation des 
ondes (1820). Stokes util i se la méthode pour évaluer l'intégrale 
d'airy (1856). La méthode a été formulée explicitement par 
Kelvin (1887). La première démonstration satisfaisante a été 
donnée par Watson (1918). 

Pour les références précises, cf. référence [7], Ch.47, § 2, 
p. 1099. 

1- Théorie 

Erdélyi présente la métho<ie sous forme de théorème. L'intégrant 

est un peu plus général que celui de l'introduction. 

La notion de point stationnaire peut être précisée comme suit: 
"t; est un point stationnaire d'ordre~ ( éventuellement frac
tionnel) si au voisinage de ce point, h'(t) est de la forme 

(t-z;)f11_(t) ou de la f orme sgn(t-"G) lt- i-lPh:t_(t),avec 1½_( 'G)f0 
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On suppose que h(t) a au plus un nombre fini de points station
naires dans l'intervalle considéré. On peut alors subdiviser 
l ' intégrale en un nombre fini d'intégrales sur l'intervalle d'in
t égration desquelles h(t ) est monotone, et l'on considérera ici 
l e cas où h est croissant e. Les extrémités de l'intervalle d'in
t égration sont stationnaires ou non lstationnaires d'ordre zéro). 

THEOREME 

- Hypothèses: 

0 ( À '1 , 0 ()A <.1 
g( t) est N fois continûment différentiable pour oe'. 4 t' r 
hlt) est différentiable 

h'(t) = (t-a)f-llr -t)G""°-l~(t) 

, G)l 
est strictement positive et N foie conti-
nûment différentiable pour of. ( t ~ (1 • 

-Thèse : 

Irg(t) eixh(t)(t-a)À-l(r-t)f-l dt= B(x) - A(x) 
o( 

OÙ A(X) rv AN(X) et B(x) "'BN(x) pour X ~ OO 

~ . i -rr tn+ÀJ (npÀJ -L k(n)to)r(n+À)e 2r X- eixh(o'-J 
~lx)= n=O n! \ î 

kl u) = g( t ) ( t-o()À-l (p-t )f-l u

1 -À ~ 

où uf = h (t) - h(~) 

N-l in(n+p) 
= -L l (n \ o) r(n+p\e- 26'" 

n=O n! C- b) 

- (n-t-f) 
û 

X 

Î(v) = g( t)l t-d/'-ll0-tJf-l vl-~ ~;· 

où vç = h(~) - h(t) 

-Démonstration: 

ixh(~) 
e 

Le problème est d • a·bord s éparé en deux. On introduit une fonc-

tion V(tJ appelée neutral iseur. 



Cette !'onction Y ( t J es t infiniment difi"érentiable pour 

o( ~t(~-

Pour un certain 1) , 0( ~ (( p -d..J/ 2 , 
Y ( t J = 1 pour o( ~ t ~ oi. + ~ 

Y ( t) = o pour ~- ~ ~ t ~ ~ • 

v( t) 

1 

o( 

t 
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~ntre o(+~ et 0-J la f onction doit obéir à la seule condi tion 
de dif1"érentiabilité. 

i~-'Y) ixh( t) 
En posant -A(x) = d.. Y( tJ g1 ( t) e dt 

fr ~ imtt> 
et B(z) = [1- Y(t~ g1 (t) e dt 

on a bien 

é(.+"? 

OÙ gl ( t) = g( tH t-a)'~-l <r-t>f-l 

r~-'9 ixh(t> 
j o( Y ( t ) g1 ( t) e dt 

+ f\1- Y(t)] g
1
(t) /xh(t)dt 

~+~ 

= B(x) - A(x) 

Un tel neutraliseur existe : cf. Erdélyi, p.50. 

Le calcul de A(x) sera d 'abord effectué. 
Le processus de calcul qui va suivre peut s'expliquer en s a
chant que l'on essaie de se ramener à une quadrature donnant 
l a fonction gamma. 



On effectue d'abord un changement de variable 

uf = h(t ) - h(o() 

e t l'on notera ui = h(~- ~) - h(~) , 
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Ce changement de variabl consiste en une application biunivoque 
envoyant l'intervalle oi_ ( t ~ (3-;) sur l'intervalle O { u ~ '½. 
(h est strictement croissante). 
En ce qui concerne la soustraction de h(~), ce changement de 
variable aura tout d'abor d pour effet d'amener zéro comme borne 
inférieure d'intégrale. On pourrait très bien ne.pas soustraire 
ce terme, mais on serait alors amené à effectuer un changement 
de variable de ce genre au moment de passer à la fonction gamma. 
En le soustrayant immédiatement on met d'ores et déjà en évidence 
l a phase stationnaire h(~) . 

L ' élévation de u à la pui ssance r répond à un impératif de diffé
r entiabilité. Dans la méthode de Laplace, on pose simplement 
u = h(t) - h(o1_). Ici il est nécessaire de faire apparaître la 
puissance f parce que la méthode est essentiellement différente. 
Pour se ramener à la fonction gamma il faudra modifier l'argu
ment de l'exponentielle de manière à le rendre réel. Cela sera 
r éalisé en intégrant par parties. Le choix arbitraire d'un cer
t ain chemin d'intégration dans le plan complexe pour les primi
t i ves permettra de ee ramener à une exponentielle réelle. 
On fait d'une pierre deux coups parce que les intégrations suc
cessives par parties fourniront un développement asymptotique. 
Ces intégrations exigent l a différentiabilité de certains fac
t eurs de l'intégrant. On verra ci-dessous que cela nécessite 
d ' effectuer un changement de variable avec la puissance f de u. 

Il s'agit maintenant d'exprimer l'intégrant en fonction de u. 
Pour cela on pose 

1-À u dt 
au 

d'oli A(x) = - eixh("-) r•~
1

(u) k(u) }-l eixuf du 

0 
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ul-À a été introduit de manière tout à fait artificielle. 
Dans kil servira à assurer l a différentiabilité mentionnée supra, 
notamment en neutralisant la puissance (t-a)À-l contenue dans g1(t). 

Dans l'intégrale, uÀ-l servi r a à amener la forme de l'intégrant de 
la gamma. 
Dans la définition de k, il f aut s'assurer de l'existence de::. 

En différentiant 

on obtient 

ur = h(t) - h(o'-) 

dt fur-l 
du == h' ( t) 

D'autre part uP == h(t) - h( ol.. ) 
t 

= f h'(s) de 
~ poser s = o( +( t-o()y 

= ( t-•4 r :rP-l ~- "'- -( t- o<) :r]"-1 hl [ d.+( t-a) :r] dy 

Cette dernière intégrale sera notée I(t) par la suite. 
Puisque g et hi sont N fois continûment différentiables, cette 
intégrale est N+l fois continûment différentiable. 

dt 
du 

Si on avait choisi u = h(t) - h(ot-) on aurait 

dt donc du existe. 

dt 1 
du == h' ( t) 

Cette expression n'existe pas en t= oJ.. • On voit aussi pourquoi l'ex-
posant de (t-~) dans l'expression de h'(t) a été écrit comme f-1 • 

Il reste à intégrer A(x) par partie 

A(x) = -eixh(o<) 1'½. Y
1 

(u) k (u) uÀ-l 
f eixu du 
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A( x) = -eixh(o\) [ Y1 (u)k(u) (jl_1 (u) :i-rl!l_1 (u) d(~uk) du] 

où q> _l (u) = - f'" z À-1 eixzP dz 

u 

A(x) = - eixh(o() [k(O) $_
1

(0) + Li_
1

(u) d(~'\,k) du] 

Il f aut encore montrer que 1k est continûment différentiable, 
c'est -à-dire que k est continûment différentiable puisque v1 est 
infiniment différentiable. 
Par un calcul analogue à celui qui a permis de montrer l'existence 
de dt , on trouve du 

k(u) 

1-À )1-À 1-~ Le f acteur u = (t-~ I f a assuré l'élimination du terme 

(t-a)À-l de g1 (t) susceptible de produire une singularité. 

k est N fois continûment diff érentiable i 

g,I,~ sont N fois continûment différentiables 

r F t et 1½_ < t > /: o sur o( ~ t ¾ ~ -1 . 

On peut donc répéter N fois l 'intégration par parties: 

A(x) = ANlx) + 8N(x) 

N-1 

AN(x) = ~=o (-l)n k(n)(O) $-n-1(0) eixh(o() 

R (x) = (-l)N+l eixh(o() tqi (u) dN(Y1 k) du 
N JO -N duN 

( l)n+l {dJ n À-1 ixzP $ 
1 

( u) • = - 1 ( z-u) z e dz 
-n- n . 

. u 
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En i ntégrant sur la droite arg(z-u) =; de manière à rendre réel 
l'ar gument de l'exponentiel .le intégrée , on obtient , en posant 

1.1!.. 
z = r e 2f , J,

~ n+À-l -xrf d r e r 
0 

En posant y= X rf on obti ent: 

~-l)n+l 
i lT~n+ IL n+,\ 

loo n+À - l 
(J)-n- 1 (O) = e 2f i - r y f -y 

dy n! -x e f 
0 

~-l)n+l r(~) . 
irrtn+À) _ n+À 

= 2~ X f 
n!f 

On t rouve alors AN(x) sous l a forme énoncée dans le théorème 

N-1 (n) 
A ( x ) = - \ k lO) N L n! o 

n=o 1 

in(n+À) 
r ( n;A) e 2 r 

ixh(~) 
e 

I l r este à voir que l'on a un développement asymptotique, c•est
à-di re que~ tend vers zéro plus vite que~ quand x tend vers 
l ' i nfini. 
En vue de majorer le reste 8N- majorons d'abord ~-n-l(u) 

> 1 1 d 'ZI
À-1 f.. UA-1. Pour u o , z ~ u , one ~ 

La majoration de l'exponenti elle sera une conséquence de l'égalité 

ixzf + xlz-u/r =if x l u(~+/z-u/ Jf /-1 
d"Ï 

La partie réelle du membre de droite est négative: 

Im [ fo( '!; + lz-uf J; / -1 
d ~]) 0 

in- iTT 

~ + 1 z-u I e "l'(-> = ~ + r e T = R e 
1 

\{J avec . R) o 



ilf r-1 r-1 i tf(r-1> 
Imt R e ) = R Im e 

On en déduit R e(ixzP) {,_ R e(-x jz-uif) 

leixzr1 4 8
-x 1z-u1r 

Ces deux majorations permett ent de majorer ~-n-ltu) 

1 (])-n-1 l uJj 
À-1 00 

e-x lz-ulr ~ un! J 1z-u1 n d jz-uj 
u 

r (T) J -i 
n+l 

~ ¼r x-f 

Cela permet de majorer~ 

:ui 
dN(Y

1
k) 

J ~(x)J 
l r(p) x-N/1 t }-1 ( (N-1) ! duN 

du 
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v1 k est N foie continûment différentiable sur O lu { '½. , ,X) o. 
On peut donc borner l'intégr ale. 

,~(x)j est donc borné par un terme 

Le dernier terme de~ est d 'ordre 

d'ordre 0( x -N/f ) 

N-l+À 
o(x- r ) 

Pour que le développement soit asymptotique il faut que le quotient 

de ces deux termes tende ve r s zéro avec x tendant vers l'infini. 
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-l+À 
Le quotient est d'ordre O(x P ). Il tend vers zéro quand l'ex-
posant est négatif', c'est-à-dire quand À<l. Il reste donc à 

considérer le cas où X= l par une autre méthode, de manière à 
démontrer que le développement est toujours asymptotique. 

On r epart de l'expression e ~-n-l(u) et on l'estime au moyen 
de l a méthode de la plus gz·ande pente ( méthode exposée au chapi
tre VI). 

Le chemin d'intégration est arg(z-u) = ~ • 

On détermine où l'argument de l'exponentielle a une partie imagi
nai r e constante. 

e
i Ill 

En notant z = r • cela devient: 

I 
/ 

u 

/ 

I 

1/ 

/ 

Re(zP) = constante 

rP cos p~ = constante 

En~ = 0, r = u, donc la constante est obl igatoirement uf 

u r = -------,e---r-

( CO B Ï ~ )l/f 

z = le long de cette cour be. 

En se limitant au premier or dre, il suffit d'intégrer le long de 
ce nouveau chemin d'int égrat ion. 



L'intégrale peut être dével oppée par la méthode de Laplace. 

La f orme de l'intégrale étant f0 
g( t) exh.( t) dt , la méthode de 

Lapl ace donne comme résultat,~ 

avec certaines conditions de régularité vérifiées (cf.références) 

et h'(t) rv -a(t-ci.)Y-l pour t ~o<. avec h réelle et strie-

g( t) "-' b( t-a)À-l pour t ----; rJ.. 
tement décroissante ; 
avec À) 0 , Y > 0 , 

pour x ~ o0 

ici Y= 1 , o< =: p uf 

À= n+l , = in 

~-N(u) = O(x-N) uniformément en u # 0 • Cela impose de traiter 

l 'origine à part. 

l~<x>I ~ I: ~-N(u) 

dN(Y
1

k ) i'lli dN(y k) 
- du + $_N(u) t du 

duN J du 

Pour t > 0 arbitraire, cho i sissons J tel que 

1 
{N+l) ! 
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En utilisant le calcul ayant amené la première majoration sur 
\RN(x) I on a ainsi une borne pour le premier terme du second 
membre de l'égalité. 

RN= O(x-N) 
N-1+'1 

AN= O(x- p ) 

= O(x-N) en u; O , 

dN(Y
1
k) 

---.,a;,-- du = O(x-N) 
duN 

Le quotient est du même ordr e que 
N(l-C)-1+11 

X f' 

L'exposant est négatif et l e développement est asymptotique sauf 
si À= l et f ::s l . 

Ce cas doit Gtre examiné spécialement. 

Il est à remarquer que A n' a pas été fixé à 1 au cours de l'esti
mation. Celle-ci convient pour tout À ; cependant il était utile 
d'effectuer la première maj oration: elle a permis ici d'estimer 
en u = 0. 

Dans le cas À= 1 et r = 1, on peut intégrer directement par 
parties A(x). 

-eixh(ot) r~ A(x) = (u) k(u) 8
ixu 

dU 
0 ~ 

ei xu ~ -i d(V1k) eixu 
= Y1 (u) k(u) - du 

X 0 O du ix 

En utilisant le lemme de Ri emann-Lebesgue on obtient que le reste 
est d 'ordre o(x-N) ; donc l e développement est asymptotique. 



Le lemme de Riemann-Lebe sgue s'énonce: 
b 

Si fa 'fi( 8) d0 exis te , 

b 
alors fa ~( 0) sin( À 8) d9 est o(l) pour ,À ~ oo 

Cela donne ici: 

est o(l) pour 

B(x) vérifie des résult ts similaires. 

Le changement de variabl e est vô = h(r) - h(t) 
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1 . b 
Dans les intégrations r épétées de vf- e-ixv on choisit le che-

1-rr min d'intégration arg(z-v) = -
20

• 

Les signes opposée par r apport à ce qui apparait pour A(x) 
proviennent du fait que vô dépend de l'opposé de h(t) alors 

que uP = h(t) - h(~) • 
A part cela le processus est identique • 
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2- Application 

L'intégrale à calculer est 
t . 

J 
l.X (pl ( t, Li ) 

e h( r; ) d z; 
0 

t 
où ~1 (t, 0) = 1- w(a) da +1: 

hl r; ) = g( 7: ) w-1 ( G ) 

w( "G ) = l + ( ~ - t 0 )C , C > 0 

en particularisant la f réquence à la forme utilisée dans les 
premiers chapitres. 

~l peut être explicitée: 
t 

= Ii, U> ( a ) da + 0 

ct2 
= t - Ct 0 t + 2 

On voit que le seul point stationna~re sera t 0 • Au premier 
ordre, on n'aura donc pas à s'occuper des contributions plus 
faibles des extrémités de l'intervalle d'intégration. 

stationnaire 

dv = - Vî d u 



t 0 - 0 

1 ik 4\ ( t, z; ) ix ~ l ( t, t O ) J. 
B = e h ( C ) d z-; = -e H (V) 

a 

où H( V) = h( lÏ ) 

a=~ t 0 

ix ~ 1 c t, t O) \ l- V% 
B = -e H(v) -C 
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-ixv2 
\{Y2 

e V O dv 

pour x ~ oo 

Le long du chemin d'intégration z = r e 
-i rr 

4 

rt ix ~ ( t, r; ) 
Il reste à calculer Jto e 1 h( c:; ) d -c; 

Sur l'intervalle d'intégrat ion le graphe de h est la seconde 
branche de la parabole, sy étrique par rapport à la première • . 
Cette intégrale sera égale à la première intégrale calculée. 
Au premier ordre, la borne t n'apparaît pas, comme la borne o 
n'intervenait pas dans la première intégrale. 

Finalement, 

( /X 4)1 ( t, 0 ) 

pour x ~~ 



V-16 

Pour obtenir la solution de l'équation différentielle il f aut 
encore calculer 

Ce t te dérivée ne s'annule ni en t' = O , ni en °L = t 0 , ni en u 

quelconque pas trop éloigné de la résonance. On n'a donc pas de 
po i nt stationnaire, et do c pas de contribution en x-112 de la 
par t de cette intégra.le dans la solution. 

On a ainsi trouvé une _expre ssion de la solution proposée par 
Gautesen: 



Chapi tre VI 

METHODE DU COL 

VI-1 

La mé t hode du col ("steepest descent" ou méthode du point selle) 
s'appl ique à l'estimation de s intégrales de contour de la forme 

F(x) = i g( t ) exf(t) dt 

où x est un paramètre grand, g et f sont des fonctions analytiques 
sur l a courbe d'intégration c. 

Pour les grandes valeurs du paramètre x la valeur de l'intégrale 
est pour l'essentiel détermi ée par la partie du chemin d'intégra-

tion sur lequel lexf(z)I (= ex Re f( >) z , c'est-à-dire Re f(z) , 
est gr and par rapport aux valeurs sur la partie restante de c. 
En out re, on estime d'autant plus facilement cette intégraJ.e que 
cette partie est petite et que les valeurs de Re f(z) décroissent 
plus r apidement. 
On va donc déformer le chemin d'intégration C de manière à faciliter 
l'intégration. Les fonctions étant analytitues, le théorème de 
Cauchy assure que l'on ne change ~ien à la valeur de l'intégrale. 

On sait que la variation l a plus rapide de Re f(z) a lieu le 
long d 'une courbe où Im f(z) est constante, puisque f est analytique. 
On voi t que le long d'une telle courbe il restera à intégrer une 
fonct i on à variable réelle ( en paramétrisant la courbe d'intégra
tion) où l'argument de l'exponentielle est r éel. 

La méthode de Laplace perme t précisément d'intégrer de tell es 
foncti ons. On pourrait d'ailleurs très bien considérer comme premier 
le fait que l'on veuille intégrer une fonction à exponentielle ré
ell e au moyen de la méthode de Laplace, plutôt que dire que l'on in
tègre là où la variation de l a partie réelle est la plus rapide. 

La mé t hode tire de là son nom de "steepest descentN ou méthode de la 
pl us grande pente. 

______.__ - -
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On veut 1'aire passer le chemin d'intégration par le point où 
Re f(z) atteint sa plus grande valeur. On peut démontrer que le 
po i nt de la courbe Im f(z) = constante, en lequel Re f(z) atteint 
sa plus grande valeur, est un point col, ou point selle. 
La méthode tire de là son aut re dénomination. 
Ces points selles sont facil es à trouver: comme la fonction Re f(z) 
es t harmonique, elle n'a ni minimum, ni maximum . ; les points en 
lesquels f'lz) = 0 sont les points selles. 

Résumons z 
Il s'agit d'intégrer le l ong des courbes lm flz) = constante et 

de passer par un point selle Le choix du point selle,et de parties 
du chemin d'intégration le l <>ng de courbes quelconques, dépend de 

chaque cas particulier. 

Pour les détails et les démonstrations, consulter les références. 
Le livre de Lavrentiev et Chabat (référence [6]) présente un excel
lent exposé théorique de cett e méthode lCh.VJ § 3,77; p.485 à 487). 
Erdélyi donne des exemples variés et signifi catifs ( référence [ 5 ], 
§ 2.6 et § 2.7). 

La méthode du col s'applique en particulier aux intégrales déve
loppables par la méthode de l a phase stationnaire. On voit que les 
points stationnaires, qui jouaient un rôle essentiel dans la méthode 
de la phase stationnaire vont être ici des points cols et t·ina1ement 
des maximas pour la méthode de Laplace. 
On constatera d'autres analogies dans l'application. 
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Application 

L'intégrale à calculer est 

jt ix $
1 

l t, '"G ) 
e hl 1S ) d 0 

0 
OÙ 

t 
~l ( t, L J = I tu\ eJ de + L 

h ( 7; ) :c gl J; ) w -l ( ri ) 

w( "C ) = 1. + ( Ii -t0 )C , V ) 0 

en particularisant l.a fréquence à la forme utilisée dans les pre
miers chapitres. 

~l peut être explicitée~ t 

= l c.o(s) ds + 0 

r; 2 

= t - Ct 0 t + C~ 

Il y a donc un seul col situé en 0 = t 0 

Recherche de la plus grande pente. 

2 
+ et r; - cr; 

0 2 

Soi t y; = ~ + i J 
2 

Notons K = c: + t - Ct 0 t et f ( -C ) = fP 1 ( t, r; ) 

Les chemins de plus grande pente sont 

2 2 

~ - t 0 ~ - {=- = p , p constante, 

c'est- à-dire une famille d'hyperboles. 

- -- -- - - - - - ------- - ---------



1 1 

VI-4 

L'hype rbole passant par le col, soit par ( '1s , '?) = (t 0 ,o) est 

( 7s -t0 )
2 - ~ 2 = 0 , c •est-à-dire l'hyperbole dégénérée formée par 

les a symptotes de la famille . 

Pour i ntégrer de o à t le long de l'axe réel, on pourra intégrer 

de o à - oo le long de la branche d'hyperbole passant par (o,o), 

de - oo à + 00 le long de l'as ymptote ;7 = t 0 - ~ , 

de+ ~ à t le long de la branche d'hyperbole passant par (t,o). 

L'asymptote~= t 0 -~ a été choisie parce que le col est un maxi

mum dans sa direction, tandi s qu'il est un minimum dans la direc

tion de l'autre asymptote. 

I 
I 

I 
J 

I / 
y / 

I / 
/ / 

; / 
1/ 

// 

/ 

/ 

/ I 
/ I 

/ I 

/ / 
/ / 

/ I 
;f(/ ,1\ 

1 

Les flèches indiquent le sens de la croissance de Re f ( r; ) 

Int égration le long de la dro i te ~ = - ~ + t 0 • 

f ( C ) = i lm f ( 7; ) + C -, ( ~ - t O ) = i lm f ( t) 

La droite est une branche de l 'hyperbole 

OÙ 

t 2 
0 

p=-
2 



VI-5 
2 

Im f ( , ) = K _ C t O rh { t t ) 
0 2 = 'l:'l ' 0 

Il faut déterminer Yn, 

On int ègre par la méthode de Laplace. L'argument de l'exponentielle 
est une fonction parabolique ayant un maximum en t 0 , comme dans la 
méthode de la phase stationnaire. 
La dé r ivée de cet argument e t -20( 1s -t 0 ) , négative pour 7s ~ t 0 • 

Intégr ons donc d • abord sur 1 1 i ntervalle t 0 -' ~ <. oo 

Y.Di l a partie de Yn qui en r ésulte. 

En ut i lisant les notations d chapitre V, on a 

V= 2 

À= l 

, 
, 

a= 20 
b = g(t 0 ) 

en appelant 

L'int égrale sur - oo ~ ~ , t 0 

symétr ique. 
est déduite d'un calcul tout à fait 

En se limitant au premier ordre, il suffit d'intégrer le long de la 

droite "? = -1 + t 0 • 

Les i ntégrations le long des branches d'hyperbole donneront une 
contri bution en x-2 seulement. 
Comme dans la méthode de la phase stationnaire, c'est la forme para
bolique de l'argument de l'exponentielle autour du col qui suscite 
un exposant - ½ pour x. L' intégration le iong de la droite 

"') = - ~ +to correspond dans la méthode de la phase stationnaire au 
choix du chemin d'intégration dans les intégrations par parties. 
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Intégration le long des hyperboles: 

L'hyperbole passant par (~, :,i ) = (o,o) a pour équation 

2 2 
1s - 2 t 0~ - J = 0 

La puissance de x dans l'estimation de l'intégrale le long de cette 
courbe va être déterminée par la forme de la partie réelle de l'ex
ponentielle, plus précisément de sa dérivée, autour du point maximum, 
c'est-à-dire~= 0 

Re f( "l'") = 

d Re f( Z" ) = 
d~ 

C ~ ( ~ - t 0 ) 

C ( ~ -t O ) * + C 3> 

Pour l'hyperbole ~=~-tg 
d~ ) 

Pour la brm;tche d'hyperbole considérée 

.,, 

d Re f( ?; ) = C 
d~ 

Au voisinage de ~ = o, cette dérivée a, à un facteur près, 
l'allure de v} 
On en déduit: 

~ 
Y=~ , et l'intégrale est d'ordre (i)V = x-2 

L'hyperbole passant par ( ~, ) ) = ( t,o) a pour équation 

~ 2 
- 2 t O ~ - '

2 
- t

2 
- 2 t O t 

Comme ci-dessus, 

d Re f( G ) 

d~ 

2 
= C ( ~ -to) + C' 

:p 
Pour la branche d' hyperbole considérée, 
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Au voisinage de~= t, cette dérivée a, à un facteur près, 

l'allure de 1 
V<~ -t> 

À 
On en déduit Y=½ et l'intégrale est d'ordre (~)Y = x-2 

Finalement seul subsiste Yn au premier ordre 
lt i x ~l ( t, r; ) - ~ 
j
O 

e h( 7:) d0 rv (1-i) g(t 0 ) :g x 

Pour exprimer la solution pr oposée par Gautesen, il reste encore 

à est imer lt ix ~ ( t, C ) 

J e 2 h ( 7; ) d-C 

0 t2 r;2 
où (1)2 (t,"C) = -t + Ct 0 t - C 2 - C t 0 "t + C 2 - 2r; 

Pour des~ pas trop grands (suffisamment proches de la résonance) 
cette dérivée ne ·s'annule pas. Il n'y a donc pas de point col. 
L'int égrale fournira donc des term.es d'ordre plus grand que la 
première intégrale considérée. 

On a ainsi trouvé une expre s sion de la solution proposée par Gautesen 

. 1 it ix $ . ( t' r; ) 
(-1) J + e J h( r; ) 

0 _ l i x (f)
1 
(t,t 0 ) 

V~ g( t ) x 
2 

e 

Comme 
. 1T 

-1. -

1-i = V2 e 4 et 

C'est exactement le résultat trouvé par la méthode de la phase 

stati onnaire. 
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Chapi tre VIl 

COMPARAISON DES RESULTATS 

L'équation présentée par Ke orkian était 

y +w2( Et)y = o(cos(t+~) 

Celle était présentée par Gautesen 

d2 
f..2 _L-tt + ui(t )y* = 

dt 2 1t 

* 

vn-1 

en n otant avec des astérisq es ce que Gautesen appelait y et t. 

Les t ransformations suivants permettent de ramener l'équation de 

Kevo r kian à celle de Gautes n. 

t* = Et 

Y-,,., = Ey 

L'équ ation de Kevorkian devient 

d
2

Y, t E2 --J. + c..u2 (t*)y = E o( cos(..:A + fi) 
dtf * E 

De manière à identifier la artie réelle de la solution de l'équa

tion de Gautesen à celle de l 'équation de Kevorkian, déterminons g 

de manière à ce que la partie réelle du second membre de l'équation 

de Gautesen soit égale à cell e de l'équation de Kevorkian • 

Pour vérifier 
t 

E, al.- cos(7 + [?) 

on doit avoir 
1 < r _ n:> 

g = ~ e 2 

La mé thode du col et la méthode de la 

fourni comme résultat: 1 

Ytt =t 2 Vfë g{to) 

Gaute sen avait trouvé: 

• ~). 
= Re(- t g(t* J e

1 
c 

phase stationnaire avaient 

+ 0( t ) 
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En r emplaçant g et ~l par l eurs val..eurs et en revenant aux nota
tions de Kevorkian on trouve, 

pour le col: 1 
Y = E - 2 Vo/Irr 

2 C 

pour Gautesen : 

Le t erme principeJ. de la solution de Kevorkian (ch.l, (7)) était 

f l cos( b +c + ~l) 

En t i rant fl de (9) et ~l du système (8), la solution pour l'équa
tion de Kevorkian se présente sous la forme 

y = c - ~ 1/H co s ( t + r + o < c > t 2 > + o < 1 i 

que l 'on a à comparer avec la partie réelle des solutions précitées 
soit, pour le col: 

- l \a--; 
Y= f, 2 vH cos (t+r- ¾11 - Cto(t-to)+ 0( t )t2) + 0(1) 

pour 

Les résultats corncident à une phase et un facteur constant près. 
L'essentiel, c'est-à-dire que la solution croît brutalement en é-112, 
est un résultat fourni par t outes les méthodes. 
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