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E.lude the'ori9uE! et 

lll9ori/l,m/cp1t3 du pro!ileme lt·nedire 
éomele'men&Jre . 

.:JJekelver claude. 



Jë remercie Monsieur hchejer jiovr Sd 

collahordf?on d /4 -m/se dl/ Joinf de ce /fflemoJre . 

:Te -remercie ~JéJk-menf- /ov.r le✓ jr{eJ'fe.C/r.s e...f

ôJJ1j/4J11/s Qui éll/ cot/rf de -h'leJ e'/uc/e.r ,m'o??/-
/ ~ / 

c1JJorlé- le1 connc1Ù.rdnces -neéeJ✓c::Jire ✓ • 

C idvde .::ne keli1e r . 



..In!rocluclio n : 

Le /mble'me com;le'menlire e,f-connv d.Jns /4 /,/fe'r,1/ure 

comme e~nf le Jroblème )er mellanf de chercher V?J vec/éuf' /.Jt! 

'1J01'l ·11e_Jdh/ de '11f'"'donf /i'ma_Je )dr unefi'ncl"/o7'} donne'~ r( f:-Jf~--tf ,,,j 
e1f ejdlemenl non- n(3c1lï·ve el" /el 9ve leJ' vec/éur'J' /JG e.r F [-x) 

Joie71f' o rfloyon,gux . 
L >m;orlanc.e d~ ce Jroile'me ri.1ide ciJ71.r le~,-;-1u~i donne vne 

f rmt1/2f;~,, mc1/lemJl/c;ue cJJre'cJi/e jour v11 3rdnd -n ermhre. de 

;roJ/eme! enJrvyr..;J'J1??'1é}r/011 mc:1l/2e'md!Î9ue I -fAeorJe cle1 _;·evxl 

tic o 11 o 'J?'1 le / -n? e 'cd n ,· 9 li e ,, ~ h --- . . 
:J]cJl'JJ /e c.c1d'l"e de ce --me'moire novJ -not/.t /n/-i reJ.Je ronJ' vni • , 

- f11Rm enf-dl/ Jrofle·me com;,le'men/.;ire e,, Jr°3rdmm,1/i·or; 

mc:1llemc:1177ue . • 

..:JlgnJ vne Jrem;;re Jar/Je/ ?JOt/.f env/.Jd_J'e ro?'JJ v?te e/vde 

1/e'o nyve dv) rohle'm e f rm v /4' c/. c/4 JJ vs . 1re '.r c1 wi r ,-,,f,.,,du,/

le )rob/4,ne /4·ne'aire ~o-m//e'men lcure v1".:J le✓ cond1Ji·on.f de. 

/(vJ n . Tv cfe r e Id/' ref d 1101,.. f r-m,1 /,:te' d;, ne_ ja ç on .5 e'.,,, ù.i le le 
jro/;/e·me comjk'me-nfci 1re(c l,c1) ilre.I) 11ovJ ~'Jai/iron~~rcice ci 

9vel9ves de;f ;,i/-,"ons ( Clid) i/-,r~ .JI' J '-'"' ce rld i'J? -no-m/4-re. ol~ fhe'orè1'Y!eJ 

d'e. xis fence (c./,41/lre. ::IO.) ef de llebrèmef d~xi.1/e11ce ~l"d'v111c1le' 

(cJJc1)!lre:ll') . E/J ce ;lu/concerne ce..1 cieux c/ernierJ' c Aey1/re .s , -novJ 

eludieron.s cAc17ue/olJ lro/.1 édJ : 

, kC:JJ ?Jo7J /;nédlre dvec r non .11ece✓.Jdireme-r1r dlfe'-rt?1lid ile. • 

. le CdJ non lt"ne.;J ire cJ Il~ C., F d,·jje:ren /-1dhle . 
, /e CdJ //ne°dire. f 9ul Jerc1 con.11"d~'re' comme un Cc:lJ' Jdrli•cult~r 

of v Cd! non li-ne'cJ ire.) 

M7vJ liendronJ cr:nn;.,lé dlor1 de 9uel1ve.1 déj-,u/2'o11.f' el l)e'orè-meJ 



cardcfe'rifdnf /41 /oncltons frlémenl' c.onvexes ?10/:ammenl en lérmef 

de leur 5re:1die?1J- ~r Aesfte?'/ (Chd/ilre JZ), e,e ft/i ncJt/J jern1ellrc1 

d:aJ/h7ver '11tJS re'.rvl!:Jfs Jre'cc'!'de11/j "1' clet/x /rcJ.6le'me.r Jjecfyt/eJ': 

le JrOJ1'.::lmme 17t>n /1nedire d11cil Jjhne'lrl9 ve ~Ile )roile·me d'e 
Jo1nf de Je.lie non . ?Jejc:JI/ (clr:)JlreJZJ.) ; dv covrJ de ce chd/ilre, 

'1'/éJV.J comJc}re-ronJ' ejc1le-rne-n/- leJ /he'orème/ 1ve --novJ dvonJ e"1.ih:.r,, 

.avec. les re'sulf.;Jts de Ct::Jf!le '>Jece.J'J'dires cl /4 de'monslrciFn:,.,,, de 11 

"me'f Ao de du )i'vof- jr/11 c.if.; /,,. 

~n.1 /4 .Jeco11de Jc1rl1~ / -novJ -nov✓ in/2/reJJe ro11.J 

l.l?11'7uen1e,nr du Jrollime ~-n~d/re Ct::>m/le'menldl~e; 

IJ œ -r y = ~ d "'e~ ,4 mc1/r1ce ( _,,,,, x-n) de,nne."e. 

a,y ~ o 
T 

/X y:::: 0 

ef jlv.J J)e'cldlemenf d 

ce J-ro/,/e'me . 

./' f/ec.levl" ConJ/anr dtn,r1e· 

/.Je, y € -ïf * 

un a(_jorilime 9ui )erml!r de re'.rc,vc:/re 

/Jjrê.J cJ //olr d~nné t11? ire/ c1;erçv deJ dife''4e-n/e✓ --n1 e'IAo~J ex1J-

. tnf c:Jcft1elle-n1en/-jc:;ur ce/fe re'Jolu/i·o-r; / -ne;v.J /nlroduiron.J 

''/4 mefAocle Jc1rame'frti9ve,, ef- JeJ' devx f/drianlêJ : Ji vdrld n/i 

ComJlt"menlélire. el fc1 vc1r1d11k Jre11ve comJle'men /dire. t:,t1 

-mélAodt! d~ L emKe [ chc1Jilre ::r) 
#ovJ eludiePo?J.s dlorJ dvec /lu..r de cle~;/4 ,,L, IA::lridn'Îe cc:nn)lé-menl:i/re 

e?J 1'1&1/.f l??le're..J'fd7Jr a j C.;JJ ,1c1rliculiers: 

- le C.JJ ü~ 1e✓ ele menl.1 I r/nc.ïjcN/ X de Id mc:1/r ic e 11 Joni '1'/ejcJ 115. 

(c'eJl-,i •dt;.e. -Il eJ/ t/??e 1! mdlr/ce) cCAd/J//,.e .2l) 

_ /e cc1.r CJÙ /4 mc1lr1ce A & ✓t ✓emi -dej1nie ?Je'j'dlli·re (clc:1;ilre Jll) 

. /e cc1s cJÙ • If eJf une ~ - mc1lrlc e (cAc1J1-lr~ 7Jf' J 
~IIJ e.jo.Jeron.r en.rt..11lé /4 me'fhode jdro-mélr19(le dd?'lt le Cél.f 

Je'-n/ra/ ( c/2~11/re ::E') elnov.s lvi dc(jéJ/nd-ronJ t./'>1 fi.Jr )ovr 



e'.&ilr l>m;ossiJ1//é 1 d'llne soluflorJ (c,hcJ /ilre .:IZI) 

#l1VJ dtlons e'ldilt' vn code de Jrc:.Jrc1mmc1/;o?J ✓vrord/nc1lévr Jovr 

l1-me'liodf! Jdrdme'fr19t/e {//drtdnk comjle'menla1re) •• 

L ·oy.Jn!_Jramm e el le /iJ/1~ Jeron/- e-yo✓e;s dt./ cfid~il'l"e -wr e1 

df!ere11/:r exemJleJ Jrenclro'Ylr-;lâce. a(//t/r eld' ,meJvre de .f 

C. l?cJJilres e'lv ol/e J Jreée'de -m-n1e n /-. 

#ot1J fermin~rons ce/Il, Jt:1 r1le / en -mon/t'a~/ ft.1e la ---m~IAode 

;,.ard me'lr,-yve f rovve V?? e Jolv/,;,., dl/ Jr-o/le·me J;:,,ed,re com -

-Jle'me11/a1re CJI/ J rovve l'im)oJJi/,/,·li' dv Jro-6/e'me c/4nJ /., CdJ 

Jc1rflclllùr c:Jv - Il eJI t111e L _ ma/rice. 

'7c:1ure c/4 fem/J, 1/ 1) CJL/J d e1/e· /m) (?.J'.Ji/2k dé~d✓e -r 
ddulr~J dyori li me.r re'.rolv-c17' r le Jro.6/e'-m e ltne'dlre Co-m;I~' -

- me??lc1i-re J e f de Ici~ de le.r c omjdrer Vdj,j/4 n1e-n/: 

h0vJ jour/o?J ✓ ~alemenl" env/Jil_Jer jot/r /4 re.'.Joll//;on de -1-10/re 

Jro/,l,;,,,e c om jf<,,,,,,, /;,,r'e w n a (Jori //,-w,e J.aJe' ✓Ur /,, /rin

_ crJe d11 // Âr,/nch a1-nd . .bot.h1cl,, {-r..::raa!ê9.Kt~ J/co-mJlem~-n/4ry 

Jro5rt1mmin_J,, o/nJ. --??e..r. 4f (-19;-1)); ef-eje3kn,1e-n/- re-,,,,,Jl,u:er 

/a conlrélin/é de com)le'menlar//é-Jdr t/ne -?rl~·/Aod~ de Co'>1f/;-ve-

. lion de J/4i?1J de lroncc1lt/re /â}/'ele'.J /Cifk!nJ co-mjleme-n/"'dire.r , 

{T.Ibéirafi, " 7/,e v.re oj cul.i /11 c,:,-mj>lemen/;,r-y _f ro3ran1-m,.'!JJ 

_I/ eJld -nokr 9ve ce1lc:11ns du/ëurs Je ✓o-nl" /n/e'r'~.1.1e's 

<i deJ a !Jo r il li m eJ re'.rof 11,,, ., Ï /4 ) rol,le•-,,,,, e -no n - l/n ed lr e 

comJl~'m e771-, ire 1 • .-J?olci m me-nt-: . 

_c;f.W. Ct:Jtlle: 11 Alon /i11&1r Jr"Jrdm.f wi/} joJilÏvely Jov-nded J'acoh1c:n1J,, 

.r,dm Jovrnd/ cf c.1;;ited />1c:1/J./ ,,,/~ 71°4. (4966_} 

_ il fc;arj': '//11 c:1(Jori1hm fr a ciu.J of »011 co-nvex Jroyrcn,1mi'!J )roJ/4.mJ'Q 

Cow,b f 11ncfal,o,,, d,~wuion )"/''r, ,,,,~ .t111 Y"';. 11niver11 ty 
( k/y --191,t) 



_/>1.L . /',s/er dnd F.J. Coulcl, '/,fn a(Jorifhmfr fie non l·near 

comjleme11iny· )rohkm ,, -re;,f ,nt? /J-t-t / Ce-,,,fe-r /or -mal,,; e'méJ. • 

. fr~/ Jlvd1eJ , vn1ilern·ly c;/ CA1'CdJo, CA,r,,gyo, :Il[ (A9JJ) 

_fr!_ Kr:/ima ✓1Co-mj"k/;onc:1/ ,,me'fioc:l.r jor fAe 110-n h·nedr· 

c. 07/e me-nlc1ry Jro/Jkm ,, ::IJejx1,./men r o/ c:1dm✓-n ✓-J· 
-ft1df1'0'1J enJlneerl~ , %e10 Vniver.r ✓-lj / ft7kolclmd.; 

Xi/an ( 4 911/ 

.:J]u /oJnf de //1/~ Jrdr✓yve, /41 /c1jef ✓eronl'-nv.-,,,u'-ro'l~éé.1 
i-ndejenda?71men/- c/~ ✓ Jc1rlie.1 e.f def ch.:Jjilre.1 _; /41 -nu-me'rotlon1 

deJ jormuk.r .r,ronf Jr,y,rel du chd;tlre e n_covr.r .ri e llv .r•n f-e-n 

cc1racle·re ''c:Jraie.,, el 11c1/4.6/eJ 
1

tvvr t't,yf le me'molre J/ el/4J Jo-nr 

e?? CdréJc. f e.·-,,e 11 7"'0 main,, . Le.1 ,'d n-n e xe s re /4//v~ 1 av x o'✓fa'ren lëJ 

Jc1-rf/es Jeronr nvmeroÎe'e s /nd~Jen dam '1'YJ~nr ef) rendro11 r 
!/dce d,re~fe--me-nr d_/Jre. 1

.J /4 Jc1rlï-e ci /49velle. e//eJ Je rd_l)orlinr. 

LeJ réf'rent.es ✓eronr /nd11t,nies Jar vne lelf~e, 1!'>1/!"e. crocJe,,/-" 

f<-tl re11 voie .:3' l1 Jil/io..:Jrc1?A/e . 
En ce 1u/ Cc,ncer-ne /eJ rAeorèmecf el" corol/4/res, iit /orleronr 

tl'lJ /re1,uër -nvme'ro iden~9 t/e, a' celui du chc:1)//re.,, un Jeconc:/ 

1de11f/1</e él' celui é9lu ld7'dj11:1//,e.,, e/- enf n t/71 :lroù✓ -ème /nd17wnr 

leu 1' Jl,ue d.;JnJ' 1~ ldrd J rd ;/2e . E lc1nr #0"1?1e' /4) ~ ;;/ --no-m,6?'(,, 

d{. -f}e'or~meJ cYdnf /4 Jecr::rnole. Jarf,e, e./- /41/r jo.,./e:~ clJJ'~ 

tm1fe·e , // -ne. Jero. )J J ?Jece .. u·;;:]ire.. de /41 -?Jv me'roli r. 



-Première 11arlie . 

• 
ETUDE THEORIQUE 

DU 
• 

PROBLEME COMPLEMENTAIRE 



Cbd/llre .I : .111lrod11c/;on du ;roileme com;le'men/j1re. 

§ ,1 . Je ;ro/Jlème lnéc1/re Com;le'me11fa1re t//à le.J Cô-r?dilï •o-n..r 

de Yllhn ef- Tucke.r. 

§ J,. ~rme J'e'nè raie du) ro.ife·me com;fe'me11/âire 

§ .3 . .:I ne'.Jd /✓ -/eJ varia lion 11e lie 

Chapilre .:11 : cPuelt7ves aef nilions . 
1, 1 

C11djJi/re :OZ : The'ore meJ" d~xi.r/é nce 
1 

§,,,, ldJ 1J01J line'aire d ll~c. F '11'e'lcJl'JI 1,u 1/eCUldire111e11r 

dfferenl1'dile 
§ j,. é'c1.r 'IJOT1 l·neai1'e d 11ec. r cY/Jle'rt n /id ,6 le. 

f J. êc11 l✓·ne'aire 

CJa;ilre. :O. : TAeoremeJ d'ex l.!fence er clJvnù::. ✓-le' 
' ! 1 .Cu 11011 line'a/re ,:}llec. F 1J07J -11ece✓J.lire-n1~nr e:;/;j/e'renltc1/,/e. 

§ J. CdJ 'JJtJ1J /inlôlre cJ llt~c f: dij/e'?en /;dj/4 

-§ J. Cc1J /inéJfre., 

C /,~Jilre ::IZ : f"o»clion.r jo,,fe-m~nl' conve,<e.r. 

§ -1. {Ï 11~l9v~J df';,,/ic,n1 

.§ J.. T/Je'o11ème1 Cdrd~le'r1Jd11/ leJ f-,u/Jonf f rle,'11/en~Cè>nllu,c.J 

en ~rme .1 de. levr 3rddr~-n ;-- e. r 1-/~J'I Ù,-77. 

s 
6 

J,t 

JJ 

JJ 

J'I 

§ J. f:ncli(/?JJ ✓Cd~ire1 de d~vx JJee,fwJ11 c11;1v-mt-n f.r /( (-x~ y) .17 

C hd/1/P-e :EI :IJ;;ln:cJ!toTJ✓ de.t re.Jv/ lt1fr Jreéèdo,l.r ,,i deu)( 

}r0Âllm~1 Jje'c~f 7ve. 1 

§ -t. ?r<:Jram me non l✓·ne'aire. d Vq/ J,Y111llr11v~ 

§ i.- ?t,i17/J d~ Je//e -710-11- -nej'ljJ 



Ch"/' Ire ..z. : . 
-------.1.nlroclvclion dv Jroileme com11lemenla1-re. 

:JJan.f c e 1re111ier cAa;ilre1 novJ' Vt rrPnJ' cl;;Jorel 9ve /4.1' concltft'o11.s 

de /(v/Jn et Tvc.fer ;c;vr (,/7/ Jro_grd mme 9vcldrd/J9t.1e c.oni1~;< e 

se ;re'.Jenlenl comme tin caJ' Jdrlicv/ler du- /roik'me li11e·àire 

c.om;/4'm~n !&ire.~ 1/0VJ' d~f niro11.r e nJt,1ile le) ro,6/4:me com j/4'11,e11 • 

. fai1't J'OVJ .ra for-me .51lne'ra!G- 1 ~t-nov.f /·n✓-ron.f ce CftdjJJlre e11 

n,e,11/rc911/ 91.1e ce Jroi/e'me CtJ1-m;/4·m,11/ci.ire eJf- vn c,;;J /drl/c.v • 

. /ùr dt1 )ro/Jlime //dric1 lionne/. 

§d .• 
le ,,qroi/4\me. line'aire... c.om,~l,men faire via leJ cond'1./itJ11.r 

; 

d, l(~An cf TvckeP, 

'1?a/l~lo11J 91/ v11 :tr°.Jram me 9vc1drali9ve,, eJI v-n Jiro.Jrdm me! 

-maliemdli9ve 9v/ .r 'eérif.J J"Ol/.f /tJrme malr/ci~lle. ~ 

()ù .z é '11f ?/ J } €. '11( /Y1) J e "1.f m 

Il e.rl vne mairie e { -m x -t1 } 

{:r.) 

tf C eJf tlne malric. e ~.rym ilrirve ( -11 X ,,,, ) 

.1/ Co?!Ji.rle. do'l?C d cJtrc.J~,, /e minimvm d'~11, foncf✓ -on r11t:1clra . 

. fi'/1.1e . • 
41 ,,., 

/(~) = j~) • ce/ + /!t, ~/ ) .( « J 
Jt>flJ Conl'rdini /lfJuirO\•.,<l<j ~ 0 _(;:-t, ---,~) 

l ·;5 11"1 Of.! ~ '"' (;{ =~ ---,~) 



ft · XC '1,f',11 de.'.!1jne, /~nJ'~mi/4 de✓ )é1i11/.r J'dl/.rfa1iJdnJ- at1x 

C()11frt1infes {..z. -1),,,, 011 d,/ 91.1e le. }rt:J9ram me 9vddrd/c·9v e 

eJf Co?IVeAc Ji J'a /one ft'on o'Je. c l✓ -11 ~ / e✓I Co-11v~"' e. dans le: ✓ov.r-
. e11u 1n h/, co11vexe X de "lif

41
., c'e1f,a~dir-, J't' t!!/- ✓e.vl~m~-n/ ✓1. · : 

On J'c1if 9'llt le/ e1f le C..,JJ' .ri lc1 ?nd/r, ·e~ Ce! ✓/ J'e-mt'-def·n1e 

joJ/ llt1e. . { Il nn ex, -1} 

--:J)c1?1.t /4 J'wi/2 J l"tJvf ~ € X ✓tl"d à)Jele' /"folv110-n re'a/iJc1i/e 1 ,, 

du ;roJ/èn,e {.:r.}/ ldnd/.f éjt1e le _jJroileme (z) ✓erd ëJ)'e/4 / 
11

-re'c1/;J.J~!e 11 ✓/ / ~n✓e-m~le d4✓ C'Pnl-rdinfeJ X e.r/ ?Jt:J-11 vù::le,; 

c·~✓f - â - d11•e. Jt' il exi.rle. 1.111 t1e -re'clli.rr1ile. . 

.I'/ ~ / t)11t /iof} o{;~c./i·ye,, ( Otl ~conontitf lie) I cl t/11 inf'm t/ "'»1 

.fur le1uem/2I~ d~.r ~0-nlt'ai,1 le.✓ X,, "e,/' i11ji,n,vm J'e r d ?J~le' /Ï1'J. 

7ôt1I œ € >< it.-1 ft1e ((«):: //1;1 ✓erd t!l)/ele/ ,1/✓(/lv/,,on du,;§ ro/4/4m-{:i~ 

Ji une /one /io11 jo.ue."de t/n --n,1-n1-m111m lot:o1/ ✓t./r t.111 en✓e-n-J/2/4 
Cot1ve,x~ daAJ /e.éfvel elle. t!tl e(),flJ/t:,x~ / ce ?Mi-,Jl-mt.111 /oc.; / 

~✓t 9loic1/. 
La p,,t/ion d~ Layrdf1_.Je d.rJoc./e't! d { .z) e1/ .• 

,- A 
- ...u ,,., 

2f=(l--l~) 
-r 

dA-1 

llrJvJ 1 ~JOtJI dl ; ~;)L ,/ ___ J# ) -IYtC ~1r~) : I T + -1 ~ r c 
dJ « ,, éJ « ,,, 



Les contVl?ons d~ !<vin t!.f 7vcker J''eér/vent 

.§2f.. = )' 7 + ,t,,ce.rC - .,(.t
7 /l ~ O 

:J ~ 

~F - {t~l/«)T ~ 0 - - -
~,<,/ 

QF :l.,.()t, + i, 
ï -r 

~ ,OG C ~ -..U /1 « -{) « 

u :: ( t - )/()c) 
.,. 

A,t .,u. :: 0 

d ""' 
a ve. c:: ,Oc ~ 0 ef ..a ~ C, 

3. 

- 0 -

Le fie'oreme de. kvi11 e/- 7-vcker, 9u; occ.v1-7~ une ji/4ce 

ce11/,r"/'- d,,n11 -l"aule la -lie'or/t. de.r f~o;ramme.r co;,ve ><e. s, 

/tr-,,,e,/ cl~ ye'11e'r.1!t ·✓er la -me'IJoc/e c/4J.rJ1'c;v~ de:.1 -?nt//liJ/4 ·. 

lale11rs dt Lt1JYd?1Je lor.19t1e. /e.,1 Confrainfe..r -ne ✓o-nl' )a.J 

frme'e.r 9ve d'ejalife.'J j md ; J e3.:1k111e -,,,/- ol' i-nlJd /4·/-,: . 

':1Jt111f /~ c-1.s d' 'vn Jro,Jrt1mm~ 9~de/rdh·9vt!. co-,-11,~e.xe J le.; 

Condilïont d, /('llin ef 7vc .fer ✓o-n-r ?Je·ce ✓JJ/-re ✓ er J'uf

[,·J'.:lnfeJ jo~r ô.tlvrer- /,1 m)n)mc;;///~' d'un )oJn/" en le1we./ 

e//e.r .J'e,-nf ve'rf✓- e'e.1 . [ 1/] 

}r+-!ce 
.,. .,. -r 

/lre --ri? ,n C - ,,,(,/ /l ,1.r - 0 d i/ec -
{ i -# ~) T -f Ml" r:: 0 ,Jvec. ~€'11(~ 

} T (Jt,, -f J, oe. T C G1e - .. u, ..,. ,4 «. = 0 

(/i-'9«.)T ~ = (') 

éJn.c. ~ ~o ~ 3'0 ,t_,- >O - ~ :3 é) 



Otl e ne ore : 
/Ir ï::/ r -1- .t ,oe.,- C _...u.,. ,1/ 

/Urf.: -('• 11~) T 

-,
=> } :: Q_ .t C ~ + /l ...u. 

~ _f; = //,V'- h'-:x 

'I. 

.,,,,,.r,x - o 
-r - ,,e,v- A-( : 0 

..,. «'A/"=o; -r ~ 
..,- ~,;X 4,r-f..-U /4V.::O 

~ .-,,U ,,-ur =- 0 

ef Je. ;re✓~nfenf comme.. 

Com jlimen le1 l'!'~ ,; 

t I i j* A, __ - r1 * en )oJ'd -n " = ; ,., 17 

()t, ' .: «. * e f' y I : r * · 

I 11 1 J '/ 

y=ilôe + 
1 r 1 

/Je r :: 0 

011 a 

I / 

«,) y :!: 0 

,, 

r'J?em4t9t1011s 9t1e )0111' /4 JroJ/4:me.. linéaire comj/4'menla/re. 1 

110111 ?1
1
'1 //P11! }i1t d~ f11t/'t'on oi;~cf/v', ; 1/,-,,'y a ëvcvne di.! • 

. tï-rnf,011 e-nlre ;-roÂle'me }rimai (! r JrroJlt'me o/v,;/ ~ r not1S 

-1,' imjJtJJo'11.J )iJ! o/411jJ/tJirt111e111" de Jlrt1,lvre J')e'cid/4 Jot1r la 1'-1cl /r,ie lt.
1 



S. 

Le jJro/,leme /111eai1'e ComjJld-men/4/re J' eér✓-f ✓ov.r M forme: 
t 

;=li~+t 
/.JC:C:, ~1~0 

« J : 0 

{:IL) 

1/ noie,. 9 tl e J l Il (3J t tl 11 e ·ma;.,. ic e ( 41 X -n) et i l/'11 JI et n~ I' 

de -n? 11
1 le. }1'o/2/e'me com;,le'-me-nl&i.,.e eJI' un JyJ/-e.'-me de 

~ -t 4 e
1
1vdf1·onJ J .!, /J1 /11co11-nves, avt-t. cl,1 co11cli/"'/011J de 

11011-ne'Jé1Îlilite.' J't1r le,1 vt11' iaile1. 

J'ov.1 ✓d frme J'e'ne'rdle 
I 

le }ro/J/e·111e C.O?nfa/e'me-11/4,.- ·-re s / 

e'non ce dt!> la f" r on J u///c:J 11 le : 

J'o~t tint! f ncliPn r : ,....71f ,,,_ ... If,.,., 

o/1 /eJ F.i ( «) ✓011'1 dei f11e./2'o11t J"ukîiro . 

(:J,n )t11t ejt1lemenl 10.re.r ce :)ro;le'-me. Co-m111e .r,~:r 
T-router 1.111 tecl,vr at &,:111.t 71r; (t 'e.Ji- d:d,r, ~ € '1li'"" et a!~ o) 

da11f I J°mt19e y jdA. 1 eJI" un 11e.c ft-v ?1 dd11f -rJf;,) de f-e.ll~ 

féJçon 9t1e /,, devx tltc.fu~ff✓ .toie-,,Î orlAt13()11dV1< • 



Joien/ V un es/.7ce vecior1e/ 7o/C?lo.JJ1ve Jv1'i' ~ -

{ ldr exem;ile t,,'71 )///berr Ot./ V# 'l3cV1dC IJ 
v* le duôl J~ [/ 

et C vn 
Joi·enf encore 

JOWS e?JSen>.6/e fer-me'~ 

F:C - t/~ 
eé c:::::. . .J.;::,, u,,e forme. Jilt·neJ1re. d~f ·nie. Jwr J/x v* 

/.~ j.;7'C?i>lème vdr/ali-011-ne/ eJ/' le. Juivd?1;-

j;. olive 'l" .Z € C le/ cJ tl e .C::::: (Je - ~ , F (,;) :::,, ~ o tl /.lt! € C 

/./olre Jroilàne Co-m)le'men f.1 ✓ --r~ {fl) r:::JI" vn CdJ ju,rlïcv/✓ -er 

du )rdt5//me t/à rid J-/o-nne / • 

.rt" / ~,, } O.I e. V::: V* .:: '1f 11/ ). C::: -rif: J-~ ·, · ::> /4 / ?"tJdc.u Y° fC.!l/4; / • 

. re. de. -J?,,,, .J 

// J'd JI f oie. Ir ot/ Yer 

E11 effe/1 de·s <Jt/·vn â //e·rf·e( J1l ) 1 d/or.J 

J f [K. fie r 1/-' e_ ( Jjl) 1 cJ lo r J' I / e. X 1 '.r I e, t...l?? y 
t = ;-( ~) } 011 a do11e.. v' ~ ~ o 

~ ,?-t:J) l? o -

/X. -r ;- ( -1e.) = 0 

// J/e'J?//e { E) 
(ë, / 9' tl t!. : 

d, tJ V /X 3 (7 t ~ / 1" ~ ( ~ -<i) r;: ( ,i) ~ 0 . tl a! ~ 0 C (J fi di' N (a) 
[ f de.' J' 'l v 'u 11 oe v e.'"' f · e. ( J1!,), ,:1 lo r .r Il v ,, r f · e. { ..1lZ) : 

ft' ci Ile' r f . e. ( rz) I d lo ,. S' /X ~ CJ fc / 1 l/ e. ( ~ - ~) TF ( <i") ~ t:) tl :X~ 0 



'f 

\. 

1re?101JS /.X :-,Z -f ~ - CJtl e--t . e.JI /4 A.'~'?!!t t,'tclcw-r Cln//4" ohns -Ji(,?') 

'1101/.J dYO?IJ a/4r: « ~ 0 rel rve. e,,i -r _F ( ~) ~ 0 

ov ,i ~ o -le./ ft1e f;· (~) ~ o tJ.,i = ~ - .. / M( :} 

cJ17 c1 é/ 0-tl C ~ T _F (a) ?, 0 ( .f) 

j 1''11(J~ S t1< : tJ d h 1'! (Ill) i "'/'/, 9 ,,. e" ),H /';c v 1/u 'j,,, e _ ,X 'r ( 4') ;;, o 

()"}) <E d() ->1 c. ~ T F ( <i.) ~ ô { 3) 

d où J r.i c e. d- ( -1) d. ~~ tJ .J F { -i:) ~ o 

1a11dû 9vt.(.t) er (3) -?101/J )t r1n~l~-t11" de Ct:JnC /4,,,-e, é/ t/C ~ Î,. (d) = 0 

e.'eJ/. d- dire /~ )t'tJA/4·-m~ ccJ-n1jle'-m~-n /J;r~ (:IIL) 

/Jvanf d~"l11df·t!.r /4. ).,.éJi/ème. con,} /t!
1

111e?J/;;/-re. dv /o/n/"' de vve 

-tieori9t1e .I de.,mo1'J/1't:J?JS encore. l/n -f/,e'·ore1?'Je. e.r l/"1 Cor,,/1,nre 

9ui 1')CJ{./S .Jerviro11r ;élr la .ruilé . 

TIJt!'orè me. J. . 3 . "'1. 

~ien-/ C vn Jovs- en.remf/4 co-m;ac ~ CéJ"11vexe,, non v1.de:... 

de ~-n el 1..1ne (o-nc /;e,n co-nlinvt!. F: C ___ 'Îlf ,-n 

/)lors 3 ~ é C ft:I 1ve (/,X - ~) 
7 r ( ,&) -;:: o Il -x é c 

011 e11core -;] d € C t~I 9t1e a' F (d) ~ d r r' ( d) iJ ,a é C 

:Dé mo11J Ira /;~n 

Co-n1idl-rcn1J la;;!t ·cdl✓ o-n -->nv/li'iltJ 1ve I J": C __ 9 (c) c/{itJ / e 

;iar Y'(~) ; { ..« f,I 9'/< 4 €C, .,, .,-F(x) ; -min ,v r F (""'-) } 
,v- ~c 

.ii, €. (._ JdltJ/t1/f loJ tle'.rt:. dt1 fl/o1'è.m~ ft ' e.1- · .J'evfe,,,,,enl Jz° ~ e.rr 

un ;oi11tf/xe. de r,~ ·e1f-à . dl.,.e /'Z é_ f(;;_) 

Ô'11 jevi -?>Jonlre,. 'ftl e r' .œ € C,, l~-,ue-mA/4 Y (/Je) e.11' v11 JcJt/S -

e11.re1'YJ,6/e.. Con1.1t,X ~ ,?107' 1,1,c/e ~ C ( /J1111exe ..e) er 1ve /,:9 /onc-

. flm f' est .J'tm/- CtJ'fJ/1 nve. ..rye'rie//reme-n~/'Jc.rr C ( .4-n11e.xe.. 3) 



/rJd111lenan/: Jrâce. éJtl fje'oreme dt1 )0111f fixe de /(d/t/ )( cJ n / ..J 

o 11 con c / t1 Î 1 v ~ ;; e x /JI e Lit? ~ é Y { -<i) . 
"1?dj/'elo1'1J ici /c1 defnt"/10-n de ..fe,mi . co,nfi11tnf e' JVje'r1evre e. /

/ é"-nonce' dv -f"}e.'orime! de l(d/4f:ani
1 
()o~r /lt11 c:ie d//4'1.r 

Volr c1n11exe tt.) dd/rês (;._tJtJ/Erl [ .BJ ef r ?dl'f/Jd.Jdr.1/iy {G J 
/lo(ls dirons 91/u11e /oncl;-o,, / : X - ? {Y) ov X el Y Joni cle.1 eJacn fo;o luy1y 11eJ 

~---f(/Jl) 
esf .Je ,,,,1l· - Co?1fi11ue .ftl e'rlevremenr en t./11 tJin/" œ

0 
Jt .)Ol.lr fou/2. 

JLU.le -œ ,1 , a 1 J ___ j converJed?J I llt-r.r /,Jt! t'J J e 1 lôvlé. Jluk 

{Y-1 , '/.t1 ---} (oc; Y-t é/(/JC.-i,J)_co~ver9ed11r11ers YCJ .J 

/.a // ·1111/e, dt! la Ju./fe. { y-1'1] C 'e,,1/. d· d11~e ;I" erf- ol<?/1.f f (,x
0

) 

L d /o'flc. . l/o ?JI t:JI' Je-mi - C, o-nl'int/t:, Jo/ iriet/re n,,e-n r ✓vr X [l. C li e 

eJJ- Je-mt - t:.o-nlint1~ JvJ ~·r1evre-;,,,e-,,, r en ~hc:J9ve. _J;o;nr de:. X 

9//Jnl c:Jv -J-fe'orème de kdlul:an ✓ - .1 il J·e·nonce de /4, /dÇo 11 

Ju1 ·va n fe.. • 

c.fo1e,,,, f C vn Jc.,uJ • e -n✓e-n1J /4 c c:,n,~ .;,e,,r c.. o-n 11"-x e. -no-n v/ '- ·o/~ de. 1 ff';1.; 

t/ f t.1-nt- /o--,,c/1071 ✓,-m,·. co-nlinv~ Jujoe·r1evre-men/- t::ju1 · C: ->1vO/·e 

%uf ~ ~ C Jvr tin J'Ot/.f-e-,,,Je-m.lle Co"1vexe. ~rme' oie C 

d lors // et;1fe vn ~ é. C -f~J 7 ve ~ € f { ~) 

Corol/dire :I. 3. -1. : 

Sé)1e11r S = [ a fe.l ft1e ~ € '1f' "1 1 .,;2 3 ~ 1 J-:"· =- ---t .) 
~r F: s --- --ri?,.,, l/-ne /oncft'o?? Co-ntint1e. 

fi/ors ?f œ l S te.! 9ve -<-j (/Jr. -~) 
7 

F ( <i!) ~ ô 

.A.9 & -1f > CJ ~ ~(✓-X!)=~~ 

V -z é s 
~ -( ,& ) ?/!Go 



.:.lJ e mtJnS Ira li-on 

, ~vùyve .S e.rt 1/01'1 v,.'de/ ComjJacl"'.✓ er CO??vexe J ---<-) -reJolre 

dll fit!'orime Jre'ce\de-,1r. 

• /4) ~ a T Ç ( ,;i) ~ /Jt. r ,C ( ~) fi ~ € 5 

dcrhc ,:i 
7 

F {&.) = A#JÏ'-n 4' r Ç { d) j1.1J.r9ve ✓-z € S 
~ € J' 

or -?11in /:)t! r .F (à) e.rf t.111 li,roordmme li?J~·,1/r, 
tJt!. é s r ./ 

dcn,c 1 u 'il .t1ltein'I" J'c,-n min1-.,,,.,vm e -n 

Comm e l~.r /'"~'" l.r e-x/,./. mt:1v J< de 

L/n,fe·s .,e -i de 7R ,n/ o 11 .;; clo-H ~ 

ù n ) c.Ji-n I' e)(/"t1~' m,g / de 5 . 

S .Jo-n-t' les vec /~v r J _ 

- r _) • r -) T F /. -J ~ F ( ,oe, = -?1J1-n ,()(. F ( ~ :: ,m/77 ~ -i. { œ ..: -711rn 

,:)! € s -ié 1~ ... At} 

<]Je f h r,) .J{ / ot.t r / 
1

1/11 ~ de J co-m_lJCJ.J3n fe .t -no-n - 1'téja /-Ille. J de <J! 1 

.foi !'~-/ >0 1 on di1c1i'I" Fj(â) >/o ..1 ,g/or.r o-n JovrrcJi7 e'c,./re ,) 

e-n )tJJ.Jn<Î .T = [ ;· f-e./ 1//e 1· * -J ~~ .,.,x j :> o},, 1" l! 

{J,n drJ?i Vt p,gif' d()-rJC., J t/'11 ~ oiJl/rd/ie" e r J~r Co?1✓;1 t/~-n /- : 

/.k!-i > t, => FJ (&) : ~!~ ~ -( d.)-= ~o 

. .,/,1.j ~ A. . ,<.. ,<..) 



40 

#ous a//4ns✓ d,:;ns ce c J.,;;,lre .J donner 1vef11es Jro;i,.;e'h:S de 

flvsievrs C/d.J"..f'e.s de mc1/r/ce .r en relal/on avec. 110/re ;rolle'me 

Com/1/men fc:11re e I nol/S e'li!ndrt?ns cek c:9v c~s d~ jô11cr✓ ·on.r 'l7on 

line'cJire.s d- : '7.f,,, _ -zp"' fdl,sr~e G (o) = o 

fo1e-nf ,4 t1ne malr/c.e. c,:;rre'e ("" x,n) efo-,,f lt:.r e/lemen/2 Joni des 

Cdn.t&11fes re'elle.1, 

t!f x vn vecfe:.1/r' dt! -rlf',,,,,; ?Jovs oliron ✓ 7ue 

(:n. '?.) Lél ?ndlr,Ce ,4 efl de'()n/t!7f,0✓1ft've Jt /Z T ;tJ « > éJ tl' "X~ o 

(S.7J. P.) f d m,;/r ✓ -ce 1/ eJ/ Je-m/ .de/?nJe ,f:0.11//ye ✓,· ,x 
7 ,1 oc.~ o tl ~ 

(c. 'J>.) La mdlrice ;1 e1/ c~;,o.r1li11e .ri" a 
7 If ✓.,e ;:: CJ tl <Je ~ o 

fJ. C. J.) Ld -Md Ir/ce # e.1/' .sfr/cle men ;t c oJ é'Jilive ✓t' ~ 7 ,4 a: > o 
; 

tl « ::::? ~ el a ~ o 

(F.C. 1?) L; ?ndlrice // eJl,tlv.r. c~)o.rJ/i-,,e ✓1. e//4 eJ/ {c .1?) 

e~Ji ~r#œ =O Je;vr ~~o 

.g/ors ( ,4 7 11 r) ~ = o 

(1'o) Lo1 . m,:;/r ✓ -ce ;9 e.rl tl-ne ~ m,;l-r/ce .fi lôv.J Je✓ -?nlnevr.J' 

f rlnciJtJvx J'o-,,1" ?Jo?7 ~ ?1e'1af1/✓ . ( //t7if' dnnexe S) 
{7:) La. -m.a/rice IÎ e.f'.f vne -P ma/r✓-ce .rt· /4v.r .se.r -?n) nevrs 

( Il.) 
j r1nci_,pavx 

Lt:1 mdfrice 

JtJ-nf }o,J'ilf'. 

,4 e✓t âde'tfv~ le . 
~t: ft' le de'fer:mJn.111.f d'vne Jovr-

, "1'Ja/r/ce J-rh1c.jt:1le "23 eJ/ o ,, 

;J/o,..r /é11Jeml/e cleJ ltj?JeJ c/4 4 



Co,.,,fénanl :l3 Jo,n/ /inédire ment' deje.,,,,. 

-de1n/J el lé-,ue-mi/e. deJ CtJ/o?Jnes de If 

Co-nlent1'>1/ 2 Jo"1 / /ine'a/,-.eme~t djhend,N5 

(I. M.) Lél mdlric e ,tJ esl sem/ • mono lo-n e .fl. b' ae ~ o ef <Jt:. F o 

. . 3 / le/ f ve a-/ >t'J el #,14' ?0 

OV Il./ de:11Jn e /4 :/ te-n1e J✓ J ne. de lcl '"1d Ir ✓ -ce ~ : 
(S.S.1t1) ic:!J malrice,, I} eJ/ ..rlricleme,,f ..re.-mi. mono/4ne ✓t· tlae..~o el~;to 

3 .J fe./ fl.l~ /.Je -1 > 0 e.f 4j « ?0 

( L) . Li ?ndlrice ;:J ~..rf vne L mcJlric.e .fi elle eJJ- { S. M) 

~f, ✓i)ovr le.r a ~o e.l'at:. ~o :/efs fde ~~~tJ ef<Jt! 7✓f/.l!.-o 

éJlor.s )/ e,v'sle. dei ?na/.,-,'ce.r diëJC!_"t:1/es /'\;;: o J .../L ~ o 

-fë./ f Ve. A â :.;.': o el { ../\ /1-t /J A_) ~ = o 

(13 .&) /.,;J ?1J.Jl1"1C~ ;J eJ/' u-ne ;Jnt:9/:r/ce de_;'et./x /.,i-w,a/r✓-e./e /1 . ✓i 

elle e,r de;., /orn,« ,1 = (; ~) &V c;;, o , :E;,, o 

Les re~/;o,,s d"i11clt./tion Jarmi Ce✓ djJê'ren/eJ' c/a.r✓e✓ de ma/,-ke✓ 

Joni 'l'éf(/'hleeJ ddnf / dr/lcle c:le S . irdrdmd1'did11 
11
.TAe co7lëmen,G . 

. ri/y "?rohlem,, [:z> J /Jr lt! l ::tl/eéJV de lc1 jc1.9e Ju1vc1-nfe . 

# ovs d1rtJ ,u encor,:; 9ve : 
(1?.) Ldl m<1lr1ee /J eJI re;rvlil!'e. ✓i le J'y'l'fe·me 

~ - œ -t t:: o ~- ê1+(~) 
1/,i ~ -t t ~ ~ ~- é :r" { ~) 
,:::ie '3:'0 e r <):! -=I= 0 

t ~ (J 

eJ"r /1K(Jïd li·i le 
/Jv~t: tl~ ~t:J ✓&i :r-t- (<JI:) = {~· t~I 1 -~~ 4e. '70) "-

~ r~J - { ,L. le/ 7ue. ~ . = oj - ~ 



.----- :::1) . "P . .__ ___ _ 

.------+------1 J'. :ZJ. -p, 1------+--------- "-""T 

,-----1 J'. c. -p_ t---------1 

S.SM. 

::B.G. 

C. .-P, l. 

'---------~ S. M. 



A3 

Consicle'rr;,,,s mJinfe11a11f /l {--Je) ll?Je m&lr1ce carre'e (m x-n) demi /ef 

e~ème-nf.r ,,a"'.,l (/.Je); -"', ;j :: 4, - . -.1,,,, ✓éJnr d: /O?tclïon.f de;✓·n/es J't.11"' 

/ eniem.ble '21c '1f -11 el y ~n vecl'evr de 71( / -nc:Jv!' dJro#.r rv e : 

{ J J) . P.) /.; md/r,c e ;/ { /Je) eJI Jt-mi-dé//11/e. 
I
}0.ri/t11e /f/7' :D Ji/ 1/ a é :IJ . 

O?J a y r ,4 ( a:.) y ~ o 1/ y 
(:JJ. 'P) /.g mdlrke /l(/X.)~Jrcle;f/nie 

1
}01ll/11t Jvr 7J ✓,· ✓ P<1e. €[) . 

~'f1à YT 4(~)');;,, 0 tly :j: 0 

( F'P. P.) /.1 mdlric e 4 ( ~) eJ/ f::rle?11e1'1/' d~/?nie
1
/0J1/7ve Jt.1 r 'Z) .. li/ 

] j' > o -l-e I 1 v e // a €. V / on a 

YT #f"<>e.) 'j 3 _j ly/~ tly 
(C.1') / a ?n&lr✓ -ee ri(«) e ✓/ C&jJéJJi/ï11e Jvr 1) J'(. ' ./ pl'~ e .n 

o,n a y
7 4 (œ) y~~ o tly ~ o 

{J'.C,P) /a m81r✓-ce /1 ( oe.) eJ/ Jlra:le~en/- e..0,10.Jil/ve Jt/r :lJ Jt°, t/« € D 

ond y 7 4{~)y~o t!y~o el-y;ro 

{f'.C.'1?) /cl -m.1/rlee 4(/Je.) eJI t;;rleme-,,f' C~foJ///,,-e ✓t.;7" :J) ✓l·,, 

3--/ > o 'hl 9u t!. 
1 

/J œ ~ 1J , 011 a 

yT#(<)t!) y:::: --f Jy/t Jly ~O 

-::JJ'c,v/reJ cl..1ue✓ de -111&/r/ce.s JI euve,.,,,t" e-ncore ê Ire dt!/·n1·e.J )al'd/. 

./e'lerme-nf d" ccu ob le..r e'/e' menl✓ d~ /4 1t1t!!lrice JtJ 111 de✓ ~o•,:1Jrct11la -rûl/4/ 

c-1?e ma rr t/ 6 .::1Z. 4 . --1 . . 
Je)ll a< (a) lc2 )lt1..r )"l"t'Ü t1dlet.1r jro;,re (,v/ eJ/' 4'/~C~JJ.;ireme-nr 

ree#e) de /4 Jdr/1·~ ✓yme'lri911e de /t f ,-;x!,), c ·eJI j. dire 

Î [ # ~) -t ,4 
7 

( œ) ] 

/fort ,{) #(œ) eJ/' (J.t>./l) Jur JJ ✓/ el ✓ev/4-men/ ✓l·, o< («- J ~ t:J tl « é]) 

A.°9 /1(~) eJf (Zl P, J JV1' 1J JI e.f J'e.ule?'We1f f' ✓L·, -<("')e.) > 0 Il â é 1) 

A-·~~) J(tJt.) eJf ( l;i). P) ✓~r 7J 1,· e.l ✓evle-,,,,e-n~ J't',~ (<X) ::?" /-::,- e:, JI :x (,1) 



StJ// 1J1cJin fenanf vne (o11cli11n & -''ï.f'M-- 'ÏÏ('" --fe.ll~ve G {o) = o 

#t?v J dlr tJ 11 .J 9 v e : 

{t .J).P.) c1 eJr Jemi-dej/·n1e,/011/ive .r'-· a' t; (.«)? o tl-oe 
{ .:[).'P.) ~ eJI' c:l~('n/e ,JoJi//vt: ✓ t· ,0e, r G (a) ? éJ !/ a :;t- o 
{ F 1J. P.) G eJl

7
/orle111ent' d~/i1ne ,}01il1ve (CJv coerct've.) l 

Jt' J O'( -::, tJ fél 'l v e /.Je 
I C. [/.J:} ?- o< / ~ / t/ ü! 

[c. P) C eJJI-- c9,1uuili11e: ✓i· ~TG { /J(!) ~ 0 tl <k ? 0 

{se. P) G e,f .ri,.,, fe_,,,,,,,f cc;1011'/i11e Ji a T G ( ,z J ;, 0 tl(è; "'0 "f ""'/0 

(F.C.P.)C. eJf or1e"Yl1e'11f cr:1 01//111~ Ji ]o<::,. o t"eJ1~~ a.,..G(-oc)~..</oe./ 11::t?,O 

(.I.1t1.) C e✓ Je-mi-mo-nol"o11e Ji tl œ:. ~(J el <X t: (7 :1 / lélrl/~ <%-;( 7o 

ef- f;./ (,ôc) ~ o 

(J.S.fYJ.jC eJf J'lricle?We-nlJ'emi•7>1o,,,,oro ,,, e Ji /lx >-CJ er ~ .;t o 

3 / fel ql/e 4l i ✓ (} e.r G-4 ( /.)(!) 7 () 

c--J?em,gryvcrnf, 9t./e.. ✓i G <!!JI' //ne'â ✓-r~ c:1/o'l"J {F.'ZJ.P.)~ [7J .-P) 

( ,F. C.P.) É====;? ( J. C. 7:) 

(R) C. eJ/ -rejv/l~-re. J', · /e JyJ/ê'.,,,,,e t:,<.•(tJe)-1-é:o /CJt.;?'-~.'€.7+ {:;~ 

&,<.· ( ,œ. )-t li! c;, ja~r .-l. é ::r(') f r:Ji:.) 

~ ~ o el ✓-1t =/: o 

r ~o 

e.tl /ncomjot:1/1/.ile 

Joil :Z:--r [ rX) = { .... i fel f" e ;Qt --l. ;:;, ~) 

'Î b ( Ot!) ::- [ --t' -/el rue /.}(. -i' -: 0 j 

r/f'emar1t10-1JJ e-ne.ore.. 9 ue ( ~., y} ë111ec ;;i. ~o ef y.:: f' («) e.Jr 

t/1Je Jolvli-0?1 dtt )roile·me ( :nL) ✓ i e-t" .feule -n1e-nf u· 

;; (a) == (7 

~-(~) -~() 



AS 

IJYdnf ~ lerm/?Je r ce c/29jilre,) cJlej';ni.JJo??.r e-ncor~ dt fo're11f.J 

fy/es cl~ ?no-noloniciÎe' /c:,vr /4 (onc/20-n /: Z> _.., --tf"" CJJ 7J C"lf-'>1 

/4 f11cl1'tJ'11 f t:JI' dl-/e -1nonohne ✓t/r 2J . .Jt' 

tloe.,y€7) e;nd r~-r)'{/f/Je)-/(r))~o 

/4f,ne/io7'Jfe,1/ dile .rlr/c/'e-n,en/- -?nLJno/o,ne ✓t/r .::D ✓t. · 
tl œj r é. 'D éll)eC ~ jé )I' 0,, d (;;Je. -y) T {/ r~) -( rr) )✓ o 

/4 f-ntlion / e,1/ d✓-/é jôrléme-nl' -?-no-no/one ✓vr 7) ✓L' 
9/-;;,,/}

7 
rel1ve flœ,y é'J) o-n c1 

( -œ ·Y) r Cf f-œ) -If r)] ✓- -1 I /,)(! - Y J 1-



Châ;ilre m • 
_________ T/Je'or mes d;exisfence 

Novs Ct;,-1.1/dérero-n.r of d,ôoral dt111J c. e t!hd/ilre 9ve l1t/e s fi e'o . 

. rème s de.J</.f len ce Jol/r le )roile'me ?Jo,n lineaire con-1;:ile: 

-men/di re {..711_) e-n rendnr co7le de dt:vx ca.r : ç ?/;e'ldnJ-

Jas ne'cess~/remenf CJljfe're-nf-iaile e/- F e/l&nJ- c:li/fe·re11/ia/4le. 

IV'avs terminerons en env/sd5e.g?1r le ;:irolife·n,,e l✓ -ne'aire 

ComJ /e ·me-n lc:Jire {:a) Comme CdS Jc11'l°icv /; ·er du Jral.,lème f Jll ) 

§A ' 

'z:'c1J' 'JltJ?J linéai'f'e d 11e C r Af 
I e¼nl j>dJ' -nece Udl re -menl cvj[(?"e-,,l'/c1/2/4 

T /2 e'or t' m e 'I!I- . A. ;{ . 

Le ✓rJ'leme ( .DL) d v-ne .rolv/"/o-n .ft. 

/a (onc/i ·on G[/.X..) = F(œ)- F(o) eJ/.co-11/1nve er .re'_fvliëre. 

,jo,11'/1v~menl" Aomc:.,_e'h~ de cle,1re'd. 

C ·e, / -a-dire G { À œ. ) = À d C [ «. ) il À ~ 0 

,'\ / "1,f-.-f ,,,,, --f.,, 

C;:..nf/de,011✓ Id fo1u/✓ -o-n ,F -''Ïf .+ - '7f dej1·.,,,;e comwe ✓t . .uf: 

{ f· ( ~, ~ fll-t'1) = F.t ( ~) - F-i (o} -1- /Je AIT,, { Fj_ {c; j '-1- A) ~- = 1--·/'' 

F/11..,,,, ( /,)C. / /.)C ,,n+-,) = /,Je.. ,,,,, -,. ,, 

cJv f 0//1 f r-m ~ llec ltJr/e.llt! f ( rJG; «. n,+--1 ) =( G f-x)t-«-,,,,,., -;-.-f F (o }-1--x M+-4 e__ ) 

( ~M-1---1 / 

cJI/ e =(1) eJJ- /e ve~l~vr J'omma/;o-, de. 7lf"' 

f /1 A ~ "1+4 
e 1e11.1e-mhlt S: f1

~;/X ) /el at1e ~ '30 IX. ? o -~~ . +;(JI! = "') C'7V l' ,.,,,.,,., / 1 /1'1+-,t'"" ..J. -<- m+4 "l 
~ =,,, 



,,,,... -
LL es/' e'v)denl 1(/e F ~r .. f .ralirjo-nt de/}( CCJ?tc:/i Îio-ns da 

corolbit' e .:I . 3 . A . 

/r'/011/l'olJS ?n.JhJ/4ndnl 9ve ~ ,.,,,,..,.,( ;::,, o 

~ ce/ effi 11 fuj/o.fo"1?J" dt/ co-,,lr&1ire 7ve /.Je m +-f' = O. :J)a11J' ~ e Ccl..f.,1 

F,,,,.,. ,, ( ,;x..,/ --x 47 -t- ,, ) = ;;_ "" + _, = CJ ~ t ~ -m !/' ~- ( 4i. / /X; ,,, -t- ,,, ) • 

AlovJ /t1f/VtJ1JJ jt1J'er l' = - t ;3 o ""' 

/Vvv.1 dllO?IJ' c1/or.r ft1 't/ ex.ù ltt /.Je ~ O ; « ~ éJ el' é ~CJ, hlr~e 
&'~-{ /.ë) -r { = CJ Jt:ivr -t. é :I + (<i!) 
& ,i ( ✓,;_) 1- f ~ 0 )01./1" /4 é I 

O 
r«) 

Ce yt// Co-11/ret::/4·/ /c1 -1"ejvlcJr//e· de 6 (--1~) 

Lomme ?'JPVJ venon.f' de vPir ?ût! ~ ""'+~ ;, o .1 on J~v/ en dt!d,âr~ 

1ue a ,,,,,-1,( = t 
eÎ on a ejr:lk -men/ f q~ ~ ·( -x) -r 4ê ,,,_, --1( ~ - (cJ j -r --1} .:: «--n-1--, /ol/r~· € 1-1-(~) 

c'e.Jla·-dlre G .. ~:(&) ,f ~"h-t--1 ~- fo} = o 

<:: f G<· ( ,x) -1' -œ m +--, { ~- (o) r-,) il! ,;;_ ,,,_,.,.__, jot/r ..( . .'é.:ltJ(-&) 

e,·e.;/ei-dlre. C ·{~) + « F_ . /"") ::,, o -<- /1?..,..., -c:(' _.,. 

.J()// ,œ * = (œ ) - _,/d ,,x -===- «- = (~ ) ...,/d /.1' -i+ .,,-,,+-, -;Y m--r.-t 

rJ>v1J1v~ G eJ-f• /&..riliveme-,,I )t,'1'J~yè11t! ,1 c:H1 d 1~~ 

d;11_,-,{~-<' (,oe~) + ~- (o))-= t1 ·)tJvr A.. é.:T + (/.Je.*) :::T-1-{3~} 

oé,~,t,f (~i ( {1!1 ·+ ft· (o)):? 0 jovr ~· € :rô ( ~~ = ~ {œ) 
ot1e11cor~ 1ve ;;. ( -x*) = o )()~,. --<-. é I + (✓.x -)fj <:.Jr a ~ 

0 
!;· (41!~) ~ t:) /al/r /4° é Iô r~~ M-,.-; 

(:/' (/.J!,~ / 1') -re'.rovt' /4 ;G-rt'Ji/e·~e (ID...) élv~~ )I~ = F (--x*) 



C ort1llaire .IlL . .4. --1 . : 

Le J'fsle'm e ( 1lZ) d vn e. J"olvlïon ✓c 
Ici fntl/ 011 C:.(,j() = Ç (/JI!)- r(o) t~✓t. conl1nve el ju:J.ril/v~me-nr lo'J#O.Jen~ 

de.. de _1re" d . 

. dt:1111 t/11e clef C /.;l'J'e.f Jl//Vdnf~f (s.s.!YI)/ 
{ J. C. P.)✓ ( F. C. P. j 1 ( '1>. P.) , ( I'. l). P.) 

...::De'monJlraliorJ .' 

Comme le lhe'ore'me eJ/ vrc:Jijovr Cf/.Jt:..) J-ej v l/ere. , 

,/ ..re ra VYdi )'ovr G r/J~J ( .J.S. N.) e/ cl fari✓ori(J.C.I?), (r:c.l?) 
( .lJ. P.) I ( r, /)P.) 

( ;Jnnexe 6) 
T/2e'ori m e .:ZZZ. . .-;_ .t, . : 

Le fj.rle'me.,, ( .zn) él une Jolv//0-11 J't 

.. F eJ/ Ct:J-nf/'11ve ddnJ' 7J?;. 

-..IL ex 1Jft vn JovJ enJemile coM/ac J- -non vide C da:11s 77f; 

'Te/ f t/ e. t/ œ é ffi' ; - C 3 '/ é C fe..l 1 v e {«-y) 7 
F f~) 7 o 

~e'monJ J:rc1/;•o n : 

~l/1' cha1ve A.-{. €. t.f;.) Jo/1 .::D~ = [ ~ le/ <JU(! 0(. é c .1 (..u -«) r r (4e.) ~cy 
0-n .a 11/ {! 7J u e JI r~ -r-m e: 
J/ ./ 411 M /hot • 

tvtJI/J a/lonJ dJ/Oir 7ve Jovr ..u .1 - -- 1 ..t.t. €. ~ + .1 j;,.,, V~<· .:::j; çf cJV -m f·.,,/ 

E-n effif, .ro)f :I) /d jermelvre conve1<e de C (/ { A-l ~ •• - .,,~--n,} 

0-n a 911 e. 2J eJ/ l/7/ JOVJ'. e nJe-mi/4 Convexe/ Co m;iac .f el non v,d'e de 
7Jf J . 'Pdr /t! filoJ#è me. .:r. 3.1., 11e/V.f avo11J-' 1v ',/ ex /1/e t.i. € 7J fe.l7v~ 

{/J! -~) r F { ~) 3 o ,/ ~ 6 1) (-1) e r e?J )ë,-licvlie.r 

( ~-<.- œ) r r/œ) "3 o 1011r ,,{,. = ~ ___ ,, #1 . 

Jo//OJonr fqe ✓-i f, c; d/of.r Je1r f/t:111'1'.re ] y::, fJ 1~t! (y-œ) lj(~)~ o 

ce 1u/ ConlrediÎ /1) t!I' dô-HC ~ é C ~r .. tL, 7)"" i ~ I Vm, f-,,,,· 



Mainlendnf.1 JrJce cl Id /'r~r;l/-e' d'infer✓ec/i ·o,,.JJ/1n/eJ den✓e-m-

-/2/e.1 c o m /è e. l.r ./ on d • /) ,,,, JJ-<,(. -:;t:- çP , J'a// ~ * 6 /J 'V-â. 
""" t 1ir' .,. ~ é "If.:. 

~ J ✓.z* € C ~/ 'ft/e,, (/Je _,œ-w) -r F (;Je if) ~ é) tl ,<Je € 7f7; C 'eJla.d✓-re. (JZ.) 
e/"(a*, r>;t) dve~ y*= .fj',,œ*) re:rovr le JJrollème (..ac) 
e.c1 r le j1roi/e'me Co"11Jle'me11/d/rt: (JI[) eJI" vn C.d.f j'df'l'/cu/; ·e r 

éit1 JroÂle' me //dr1allon11e.l ( ..JZ) (vtJir /-hije 6) 

Cor~llaire .J1L. A . .t. : • 

Le ✓y✓l~me ( ...I1l.) d tl# e Jo/(//"1'on Ji 

G(/Je) = F(<1e-) - r {o) eJÎ conl"inve el" { r. C. P.) 

:J}e·mo•1'Jflralïon : 

eJJt/1Jrve G eJ/'(FC.P.j d/or✓ ]o<;;,o fe/1(/~ ~ 7r(.<Je)3 «'F(o)t-c:1.fa!/l 

17' œ 3 o 

0:Jif C = [ /.Je fel 'f l/i!: /.le 6. 7',f7: J / ~ / ~ I ~o)I ) 

= { œ fcl 11/ e ~ 8 '1f ; , o<. 1 ~ / ~ / f' (o} / J 

C e,ï 1/'1) /fJI/J e nfem.hll! Co-nvexe., co-m;;ac J- cf e --7li' ; Co,nf~ na 11 f' 

/ ~ryi11e . 

f/œ€ff7"-c 011d o<J~Jl7/«-//F[o)/ 
Grace j l'inejd/;ll de! cfchll./ar!J ~ o-n d 

o< J~f ! ? {-x/ / F (o} / ~~~TF {o) )c:JI/.,. a€ 11?; - C 

c.'e.1f.d•-clire -< J ~J l + ~ -r F (o J :::,, o 

"J}e Jdr Id def 111/ion de ( ,,:-. C. P) cle G {<Je.) o 11 d 

~ r .F f ,-;e) -;;, o j ~11 r a ~ 7/f :;_ - C. 

::JJo,nc.. /4.r Ct>?1dilionf éY<.1 1"/e'orè-n1e.1!C.--t. .l. Jo-nl fal✓-jlc1ih.rJvec1.=o 



Thdorème IJL . A. 3. : 

Le .SfJlème (_oz) d v'l'le solvlton Jt 

. F eJJ- con/;nve Jvr C .:: [ -x le/ 1ve œ {7,f;; /œ/ 1 R, -,f' 70 J 

. a-,-F (/.X) ~ ~ t/ 4= € J C = f «- t~ I '1 u e. ,x € '1f ; 1 //J<:- f == ~, 'f _;, o J 
() {/ J C eJr ),g /rt)n /;e re de C . 

-:J)emon.s /rél !1"o 11 : 

.1.L re'.rv//é dv tle'orè-me 1. J . -1. 1(.,1 ~/ exùlé 

(✓x - ~) ' F (✓:i) ~ o t/ œ é C 

r ft1i.Séf f/e C Con lie-ni /'cJr1jine., 011 d : -œ ',C (-«:-) ~ CJ {--1) 
--....De.. jl1.1s., 3 o< ::;, ~ r'Je.. = =< L ~ 6 c jcJvr -t.. = ~ ..t_., - - - .,A-J 

']);sftnJt./0'11J de.t./J CclJ : 

~ ~ ~ cf C ~ .-œ 7 ,C ( -x) ~ o {/d1" /1/j1ollè✓e J 
el Comme <i. -r F ( -x j ~ o {l.;1r (--1) J c?/orJ 0?1 a ✓.i r r-(-x) = o 

el (/X-, y) re'Jo1.1f /e jrol;/4·me (71.Z) dvcc. y .:: F (,z) 

A..' :: -1 - -- /J;1 3 t? o -!-e/ Cl~e, 
J ., / / 

/.X..= /.K. -f- te.-<-, éc__ 

él-/o r J o ?1 a ~· ( ~) ~ o ~· = ~ _ -;,,,,, 

~ œ 7 F ( ,& ) ~ o e f (-1) ~ /.:ri r F ( ~) := CJ et ( ~; j) re'.fo u 1 

le ) ro.i/e'me {777) dvec. 7 = F (-x) 



R· CdJ non line~ire dvec F, a'if!ere11!t'd/;le . 
..:JJe'monlrons ddbord 1ueft;ues lemmes JirejcJrc1lôires 

Lemme Jll.l. 1. : 

fo,r /t1 tt?le ma!ric.e réelle ( ,?J X ,n) 

J, 1 

-j} f t' M esf ( S. M.) &lors 3 « fel 7ve ~ ?: o ef ,œ ;/" o /11«? o 

A. • .i.y J i M ~st(s.S.IYJ.) d/ors ~ ,<X. /4111.1t! à ~ o el ~ ~ o ,M « ;;,O 

.1Je'monsf ,.d/;o-n : 

~ Ji· '1/0t./! d);;l1j1.1~-n! le corolÙire 1 . .J. -1. en ;ren.1nl" r: ,œ --- /VI .œ./ 

'lJovs JdvtJns 9v1I .:l a /-el 11.1e â ~ o ef- ~ ..:/, o el~/ t:Jve 

~./ :;;::,, o ~ /VI./ a = ~in M-i. « = ~o 

«.J = tJ ~ M-/ ~ ~ ~" 
Mainfenanf /dr la dé(·n;/i·on de (J.M.)î '/Jovs d//on.s 7ue 

fi~ ? o el <X Jf o .=1 ✓ fel 91/e -œ-/ ';:Po el 111-J ~ ~ o 

C ·e1/ ci.dire 91.1e _,,46e, e .ff -non - n~/f. 

#ov.r dvons dt:1:11c 9ve ,.,,,aovr les -,f Teh 1ve .œj' > o M/~ ~ o 

_ ~t jovr /4s -/ /élf 7ve -'X/ = o l>IJ « ~ o 

N<Jt/J jovllon.r mc11nlenanf Conclure J'V~✓J 3 « Tel 1ve 

/.JI! ~ o el~ ;é o e1vec /r1 ✓--ii.. ~ o 

--t',U /4 de'mon.sfrdl/011 e.rJ- d:nc1l0Jue JotLr /4 lJ..S. Mj 

Lemme :Ill- . i. J... : 

Ji M eJ/ v.11~ mdlr/c e { J.S. hJ.) 

/Jlors 3 À > o fel 9ve fi~ ~ o dvec / /Je/ = -1 / 

9t1el9t/eJ- t/1'/e • de.J' com;,oJ'élnles de hJA!! Jo-n1 

jfu.s Jl'dnde J 7ue À 

(c 1

eJf,d.dlre "'ftx M;( œ ::> À) 



..IJe'monslrdlion .' 

'lose;n.J' o( (a) = m::,.1e /YJ--! « 

-1 J /.cl /onc.li·on o< (/k.) t:J! ccmlinue ( /Jnne xe f) 
l J /,:; /o?Je./i'on o< (/X) , de(inie_ Jt.n• /én.rt!?nhl~ com;,dc/ J 

d ve c S = { œ fe/ 1 v e ,,z ~ o e. /- / ~ / = .-1 } , 

1/dffelnl' ✓tu, m/nimum .À = -,nin ( mdx M ,1 «) 
✓ tJe€S .,,( 

11, 

Mc1is, Jdr defnilion de m.alr/ces (s. S. M.j, ~ doil'- êlre Jo✓ili/ . 

e11ej/eft11e✓f(J.SM)fi tl~ ?!'O e/'a FtJ :J/felr;ve ~-1--:,.0 ef,#1~-;,, o 

donc ";_/?i /Y/ I ,œ t:JI' /o.1il/ ~t A l~✓r ejaleme-n ~ 

Lemme .I1L. -1,. 3. : 

!I-JJe ma/.r/ce M {,,,,"'""') eJI" ( J'. M . ) fi el' Jevle'Jrle11r .{°{
0 

M+é.::r eJf(JS.M.j f/t;:;:,,o 

o;_; -:r e1f /,::1 mdlr ic (!. vn ✓-/-e ' (-n x,,,,) 

::JJe'mon.1/ral, ·011 : 

.fc· M eJ/ ( J./Y1)// e.11' t!11ù/e11f 1ue M + E .:I e1f { J . .f. 111.} .J 

.Jt· ,t/ +!= 1 ~1/-(J.J.M.) t/ é ::> o 1 1/ fav/ ole'monJ-rer 7v~ 
IÎ ce f effet, .rv;;o.ron..J 1"e 
/rJ 11e ✓tnf/ds {J/r1.). /Jlon 3 œ ?f:O t:I'~ / o le/ 1ve If//~ ~ (!) f / 61 +f&) 

<Jbso ?JJ - é .:: 11Jd;<. t11 ~ ~ ' cJ ") ev/ dont' c o-n~ hre , "li .:=:.eJ..1 

./€1-f(«) &.,J 
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Soier,/ C. = { « le/ 1ve. o ~ ,œ ~ o<} thu. rej,on re, lanyv/4ire dam ~;. 

el G : C ___ "11{'"' à11ec d (o) = o d,ffere-nf1c1.6/e .rvr C 

el .rot.l J ( ,œ.) /.=1 md/r/c. e je1co/2ienne de G e'vdlv~'e en ,.-x. €. C . 

The'orème ::aL .J..1. : 
JCJient' C e,T (;. def·n/J Com""1e ci -de✓J'V.t 1 

1/IIJrJ ,,{,j t1 e.11(.f.J.hj.) d,,;11.s C k J (--=r.) eJI r J..S.M.) ddn.f f&vr C. 

A.'-t.JtJ. e.Jf {.r.M.) ddlnJ C .rt.· .T(~) eJI {.r .M.j ddnJ l'élu/ C. 

::J]e'monJ/,,-,;/;·o.,, : 

-iJ /1/onlron.r djJ"rd 1' e œ ~ o ; G ( /X) ~ o ==i> ~ = o 

Le 1'e'.1t1lf&/ e.ri vrd i Jovr ~ = --1. CJ-,, vd ) rt:Jct!'de,,. }dr 

i n dl/c l'lon J'v r 4'J . 

1. / favt remar9ver 9ve tJ eJ/ l/1'1 Ju:Jint' /Joie' de lénJ'e-n'I ile x 

CJJ X = { ~ hl 11/e œ é C j G { œ) ~ o J 
En effet; de)Jr /,9 df7e're.-nfiaJ1!,·fe. 1 de r;;., on a-' /;l✓-e € C -' 

G4 • («) = &.;_ (o) +~ dt;.; (o) ~ • -r #{!«!) où --t.. = ~-- -~"1 

~o /""' 0 1 · ; âJl~c l✓m A9-(it>eL) = o 
«-{!) /.oc./ 

Otl e ?!Core hm 
œ --o 

Jo;f ~ = f ~ :;:,- o o~ À e JI vn J'Cd/4ire .Ft:1lù/c11'.rc111f du;<. )roJri e•h's 

dt1 lemme ::11:t' . ..t . .t. )cJt1r /d m.,;/rle. e :r (c:,} 



tft· 0 '11'esf ;as t1n Jolnf 1jo/e' de Xj ,a/or.f' 3 «- :j: o G x dvu. j«} .c:::: cS, 
d'oV J l'o 1 -aë <. j_ 'A ,e cc1r a {,ië.) ~ o 

<. J J ~ / l 1 ~/ - / 

c.e 1f.l/ e.rf e.,, conf ?'a dl'e.lio n d ve c. I~ le-m-me _IfL . .t . -l , 

L ~n.rem/;/4 X = X -[ o J e1/ fe r "!/ e/ donc co-m,Jac /-. 

Mo11/rtJ11! mr:Jin fen.m f 9ve X ei t vide. Jt' X -n e1 I /d✓ vû:/e î 1/ olo il' 

Co11fe-rJl1' un ,/'tJÎ-nJ- minimt1I ~ dvec. Id JroJ,.ie/~' Jui11a11fe: 
. --'\ J... _,,.. I .A 

Jt ~ €, X e1 ,.œ ~ ,œ dlorJ ~ = ~ 

~':'_~J' .' .ro✓-f ,œ _"> t) . ~/J7ve :T ( ~) e.1/-{ J. S. M.} 1'JOVJ JdllonJ, 

/âr Je lemme JIE'. J. . -l -,/Ju'1/ eJ<iJl"e. vn ve.c/-t!~r ~ 

~/ 9ve ~ c:::: o., :r [;;_) ~ .::::: o 

..If e.~ ✓ -1/e don~ vn J'tak9ire 1ô-;::.o 1el1,n: ,:ie(-+;} = ,.z' +14 -;:,,o 

JI~.:::=. J ~~o 
d'où ,Ot:, {4/) é. c 11~ c: 41 .c 4Jt? 

CrJce a la d if/ére.,,,f 1c1i1/4-lé' de G,, o-n d 

r; ( /X ( /1/)) = C ( -& ) -1- 1 .r ( ,& ) .u -r ..-62-- ( 41 1~ I) 

<Jll encore d{œ(A;))-Cf~) _ .T(,,;) ~ = A?-{AJl-u.l} 
1 J.u/ /-uj ~ J..u./ 

éJÙ J{4!) .M. ~ 0 
I ..u./ 

dtJ-ttC.. C- ( /.Y! [f)) ~ C [-œ} ~ o /e,~r le, O ~ 1 c:: ~ 0 

dm /.'e (~) é X ?ndl.f <t; /,,,;"') ~ ,œ, Ct:11" ~-" ~ 0 

ce ru ✓ - Conlred/Î la minimdli/t!
1 

de. ~-

.2 ~ CdS : Ce-rfaine. s CO'l'niJo ..ra nl~s de ,ç; ✓ont" ~'y,;leJ d o . 
- - - - - - - - - - - - - -/..- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Jd11s 1?vire .i/41.Je'nèrdlilé'1 011 Jevf c.t1()if/r ~ 1 =O )dr~xem)le 



J5 

-.. ......... 
001r G : C -- ~.-n--1 /4 (o11clion de/·,,,,e Jar 

........, 

G.,i, («.t) •••• 1 «,,,)-= c..i(~ ✓.1!-t,, ----,,~.,,) où--i. ={---,,'" 

~t dvec Z = { ( M.i, - --.) 4e_.,.,,) lei 9ve o ~ a,-i ~ ""'- "-. ov ,i, : .t,,. ··/,.,} c.:1,t'-.; 

/d mafr✓'c.e jcJC!),bÙ-nne de G ~.ft {.r..r.M) dans lôuf C 
.J- ....__, ("" A ) , e I G---i ~ .t,, . : ·.., «,,., ~ o où .,.(, ::: .l,, _ .. .,, hl 

~1" l'AyJolAiJe di·11due.1'1'tn, .1 œ...i =o dVt!.~ ~· = ..l.) • --.., M 

e.rdont:. œ =o/ ce 9u/· e .r/"e,,, C.0'11lrdd/c.lio11 àrec. le..J 

) y,1olhe'Je.f d~ .J~ C.af . 

!VcJv1 dJ/tJfJ.! .rev/4n1e11/-de'mo-11fre1 9v~ fi° J(a) eJI' ( J . .f. 111) d.:9n.r C.. 

dlors tl œ ~ 0 ef- ,œ .:j: é) .I 3 -1 fel f tle a./ ( ,«) > 0 . 

/f(J(./r Jovvoi,. mo-nfrer yve G e.rl'{J..r.111.) ddnJ' C.) il favr--monlrer 9v~ 

I / e:,..isle -/ ~ ::r + { ,x) Tel 9ve & -J (/.Je) ;;;,, o 

cJ o//oJo-n.r 7v J/ exùle -z é C.. Tel 9ue ,,z-;{ = o tl-/ é k = [ J' h/1 ,-; e 

ç* (-'X,) 70 J 
~ft: Jt = {-1, .t.) - •• ,, ,n J, 1/ "'/ d rie 77 a') rowve r. 

J)c 11c, J't1JjoJ01J.f yve K ~JI vn J o vJ- en✓e-mi/e JroJre de { ~ l.,, - --.,,41} 
1 

c 'e.sf ~i-d1re 9ve, Jar e)(e-mJle) .ranJ r1~n Jerdre. de /4; 5e1Jef't:1,lk' 1 

J{ = { A,, .t.,. - - • ,, ,;m J j /l'YJ c:::. -"? 

(' t A* c~ "1 • -m / /._ /;· I,•/, ·. 
<.Jo1 cr : --ïf /d 7 o,u 10-11 ott!/h"~ Jt!lr 

~ *{ œ;1>1 +--1,, -··.1 «-n} :: a...i {o..,---,, 0 1 œ,,,,, +-1.., --- 1 /.Je.,11 JoJ -<. :4't'/ -f-f_,- •;hl 

ef avec. C ~ = {(œ ___ .x. J l'e./ t.1v~ CJ <:. ~ . ~ o{..i où -i. :: mi +-1,, - -- / ,,,,,} ,,,,,,,..,.,, .) .) ,,,,, / - -'-

!,::1 m.:1/rlc.e jdcoiien?Je de s* ~JI"{ J.f. M) ddJ7S /ool' C * • 

JoÎ f a * = ( ,œ. mi..,._, j ___ 
1 
œ #1) f: c; f3 C 

'17vù9t1e oe-i. = o Jc:J~r ---t: = --1.1 ••• / 4r, , o-n d 

61.i -;I. ( œ ~) = c.(,. ( o, .. _,, cJ.,, ,;;_,,,.,,,, ..,.,, 
1 

___ ,, « .,,,, ) = t) 

3,œ.* .:/= cJ êC..+ /el fi.le a*r"Jt,.*) = CJ,, ce 'jlli e.1/e-?1 

éJL/ .,(_ = /J'>1 -r-1, • •• I /)? 

canlrddl'c./,'on élvec:. 

l!~ 11/e '11o~J dt/onS cle'mo-nfre' Jrù.ide.,,,,,,-menf-. 



--t '.-ij Jtj)t>Jt'1JJ :T ~) Jndlrke ( J . /Yl) dc1nJ foui c. ~1 3 -œ. 
0 ~ c r~I 11/e 

d-,1 («e,) ~ 0 tl I é .I +( ,«,") 

J tJie??I" - J = ,,,,,d,,. d./f~"J c:::: o 
~ ~.Z-;,(,<J<.) ~; 

~r 11 .. c. ---Jf ;jj la (unelion d7nie )dr JI(«) = a r~ J + t .œ. 
Joit' JJ/ /x) = Jë; ( -œ.) + cf''I lc1 mc1/,,./ce J'clcoiùnne oie Il. 

(},n J.;i/, Jar le lemme ::I1I . ~- .3 ~ 9ve :Tl( f-z) eJ/ { J.J Mj okVIJ fot1I C 

~r 91/e Il eJ/ ( J.J.M.j de1n1 C ~ar /4 )nmlere )d,.f-t·e dw 1J~o1'e'n1e . 

/flc1;j J11 r~, = c, (aV -f cf ,œ ✓ 3 &-1 ( «") - Gi (4!e,) = 0 

/ol/r --/ é I -,. ( -œ ") 

ce 1v✓ - Co-nl-red'/J- le ;:,✓-7 9v~ fi ~J/ ( J. J. M .j 

T/Jeorème :zrc . .1_.1...: 
Le J'_;IJle'me (.Ill) d l/ne Jolu/;011 ✓l 

r eJ/" dt/fe.renlic:1,b/4 dan✓ -n{': 

. &-(et.,)= F(-z)- F(t:J} e.rTJ0Jif✓ile?>101f-AonoJe' ne de deyre' d 

. /c1 '1ndlr/ce. jt:1ctJl,ien?Je ~ (œ.) e Jl"(J.J. M.j olt:111! ~: 

..::J)i m o 1-u /,..;,li•; 11 : 

C ~.ri le coro//4ire .zzr . 4 . --1 1 -renco-11lre' dan/ le Cd.J 

?Jof! di/je're-nfldile 1 ~f'9ui li·i-HI' comJle olu f/eoreme 

)re'ce'de-nf-. 

TAeorèm~ :11L. J. 3. : 
Le Jf'J léme {771) a t.1ne .roluf'ion .rt, 

. r eJr dffe'renlic1/Jle. dch1.f 71?; 

. J'd ?1'Jt!lfr ✓-ce J°Jca/21"e.nne e J/-{ r. C.?.) de1n.t ïf': 



.IJemontlrdlio-n : 

"rbvr ,œ j,xe',, ✓t:Jif 1, vne f 11~/io-n Jcd/4/ re def·n/e Jq,. [ o,, -t J 
e!Tdonne'e ,Jar f [t) = ~r F ( é ~) 

d'c,v If 'f t) = ,œ r Jr ( é -œ ) -œ 
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.Pu,s_,ve .TF (-œ) eJ/' ( r.C.P.) ) t:J':r /1.<2! é -JR:,, on c1 

a, r F (""- j _ ,,, r F{o) = f-{ •) - ff--[o J =i-' lj- 1 
(t) dé "?: l"""' I""-/ i,1r 

d /~v !Oe.,,. ( F(~)- F(o)] ~ o1. f~(l 
C'e! lci-c:llre G(~) = F(«)- F[c;) eJr ( rc.7?) 
E /-Jrice dt/ C()ro//4:ure JlL .--1. -l.1 -re-nc.e,n/-11~ e:::Ydn.l le Cc1S -?Jo-n 

df/!renTieJ,6/e, on a Id ..10 /ufio-n . 

§ J: CdJ li11tt1ire .' Ef:g,,j' donne' 9qe /e )réli/~n1e ~néa ✓-re 
co7/~'-->,,e-,,ldire {::IL) eJ/ vn Cd.J J>ar/t'e. v lier du Jroll.è n, e "'110 -11 

/1-n idire c eJ~/4'men leur~/ l e lie'ore me J'u,·11,:1,,,,,r de'covl~ du f/eô,)n1e .:oL.4 . tf 

7/2eorime :zzt.J. 4. 

Jt . l 1 mcJlric e # e.1/ r ejt/ /Jir e .1 é!lor.t le .ry.Jfe'?11e (.II) d t111e Jolu ho "1'J 

j o11r cit19t/e 1/t!c.l'evr /,, 

-:JJém()nJ'lrdli·on : Le fieol'e'm e 1/T.4. ;f'. d1J'd1/- 9ve k ✓f✓lë·-111e (::m.)ê 
une .rolvlion ti G(~) = Ff--,e.) - F(o} eJ/1

·., Conl✓·nve e:.frlJuft•ère 

,JtJJl/;t1eme11 f )omoJine. oie deJre' ol 

[ c ~J! ~i.dtre G ( 't. ,ae) = ) d C [/.Je) tl À ~ "J 
r!bso?JJ'/ )t)t/1'/e Cdf /;·rlea/re, F(~)::: -4-œ. + ,6 J d 1

()(/ F(o) = /; e.f-

G(~) = F(a!-) - F (o} = 4<1!. 
t;,:/g ?Jol/J jer-mef de: conc.ll/7'e 9(/~ /4 -71-lime.(.7') c:1 v11e fCJlvlio'J-1 

)/,/1:rr;ve Cr~) eJf. Co11linve { e'videnr) 

. re'jf/he't1e. ()ur / 1JtJl/ùe de rjt/ kJ r/k 'de la mJ/rlc~ /t 

,jtJsdive~ enÎ ) 0 tHc:J~ne de deJ-,.~, "'1 ( évide,,,, f) 



C hapi!re 1Z • 
________ T/2e'orèmes dêx1'.Jle11ce e/- d'vn/cifé. 

!J lors r~e da11s le cha;1/;e ~,, tlOllS do,111/011 ! rt1el7ve s t"ne'cJre'me s 
d 'ex/sfe11ct?., 'JJ()ll.f dl/ol'/.r 1èi nt:Jd J' /11/éreJJ"er d yt/~lyt/er /~e'rJre'me.r 

d'exi1fe11ce er du11/cife'. 

lv't1t1J e11t1Ûd.Jero?J.r d~it:Jral le Jro.6/e'me non /ine'c,ù·e com ;le'men/;lre 

e-n fendnt ~om;;lé de deux Cd.f' : ;: 71e'/:J;11/-~d.r 'J/eceJJ'direme,n /

dffere11/1,=1,6/e el' r e'/~1?11" cl1/jerenl1'dile, ~rnovs lérm/?J€ro.,,s ce 

chë)_1fre e n /Jrl/cv/4r/r,g?1/- dV JJrol/e·me l1"?1edil"'e com;leme?J

• le111"e. Â011s Jv///fJ/JJ c:l011c la mè me c:/1:.tj0Ji/2·0TJ 11/ '.Jv c./d/;I~ e 

1-re'c.ù/en f: 

il ~dJ' 1/l)r} /2•11it:1il'e tdllec r IJt)'/1 11eé~J"J'd/ reme?'J f dil(e'ren l1t1f/4. 

T/Jeoréme TIC. 4. ,1. 

Le sy.!le'm e ( ..:ttf.) d vne JëJhl?on VHJJl/e Jt. 

lei /c;nc/-,.on F: '1/f; -"'f"'e.r/cohl?nve er/ar/emenf 1'10'10ro'71~ J"ur'11f; 

.::J)e
1

mo11.1/rd~·o ,,, : 

-?t/1s_yve /4 /o?tc.lïon r e.tf Co??linve ~r ;orlemenl 

mo11ofone J"vr ~;. / on Jef/f d/re 9l/e ~ jonc/20?1 G!(4e) f F(«)- F{o} 

e;f co11/111f.le ef /orle -,,,e,,,,f c10J//ire Jv.r --7,f; ( //1111e1< tZ ,f) 

A0v .r JouvonJ e:1/or1 co11c/4re _)Jr le coro//.a1re .:zzr. 4 . .t. 9l.le le· 

JfJ fe'me ( JJJ.} c1 vne JëJll.1//on . 

J 110..ronJ 1ve C el/e Jé)/u/;(>n -J? e Jc,i/ )df (,/ n/9v e., C eJ/.,;'. dire 

9u'1/ ex ÎJ fe .œ é '11( ~ e/- j é -r1f 
41 

âvec ~ r=, f 

r(«) ?O ef ✓.;.'/°(<Ji)= 0 

//j):: o ~f jr /'{f} =: o 



Î1/1j111e F e1f /orle me,,/ monolo11e, on d 911~ F eJ/ slrlcfemenf mo11olo11e . 

dov O < ( ~ -j) r { F ( «) - ;:-{ f) J = ~ TF (/.X!) - ,.;. T r{ f). i r F(x). -t i r;:/j) 

= -[~rF(f) + jrF(,-x.J] ~ o 
t.111e co11/r.,;d,c/lo'l'J. 

_:])011c /4 .J't::JlvlieH? dv Jy✓leine ( :zzz_) eJ/ é./?Jl(/t/e 

'Î(emor9ve ::zI_ .4. -1. 

Ji ft:1 Î'7ncl/tJ11 F: l!f; - -Jf "'er/- co11//nt1<! ~t J/ric.léme-n/-monolo-n~ J11r"fR";.J 

ce/.J ?1
1im)li7ve /dJ' -necessairemenl lé11.1.sle11ce dvne Jolvli·on jour' 

/~ .1y1f ème {.:DL) 
1 

'JJ'Jd1J Ji/~ ✓yfle°me (..or-) }'oJ.J'e'd'e v-,,e Jo/11/;·011 1 

dhrf c e l l e .roluf,·on e11" u11i9ve. 

IJ Ji /4 Jo/(/li·on e)(.1:rle,, alor.r e. lle e..1/ vn/911e ( J01r cle'mP?J5"/r,1/ic,n ci-cleJtv.s) 

1)' Ji F : 1,f :;_ --if-11 e.1/ con/;111/e er ..rlr✓ -e.feme111' mo11olô11t! ..rvr -ïf :_ 1 

1/ ?J
1

exûle /a.1 77eceJJdireme-n/ vne Jolvl't"tJn Jovl" /4 Jy.1//me (..IIL) 
E '11 effe 1, Jo,/~ ,,C : -JR + _ ~ 

.Il eJ/'e'vlcle11r11/e Ff-x) eJrconll»ve e/'Jlr✓-clemenf--mo110Îo11e fV'1"'Ji?+ 

-ma JJ ,/ -n'ex/.Jle )d.f de~ ?O lê..l711e. F ( -oe.) ~ o. 
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§_:{_: Cd; no11 /Jne'alre dPec F di//ëre,,,lit:11/4 
JtJtf kl jo11c/ion r: --Tf~-11( '"Co11/2,;vemen/' ~iferenr✓dj/4 
A0v.s .allons e'/;;//;r de.1 conc/t/;ons J'l/ffJdflfef Jvr Id mdlr/ce jdCcJhlenne 

J,r (✓.e) )t?vr ds.rvrer dlj/erenl:r ly17es de ?hO?I0/2111c/le/ cle F. 

TAe'orèm~ 1f- . ~- -1 

ft • f" : -::JJ - -71("' co?Jli·11t.1e men!' oltj/e're-n l1d ile Jvr 

j e11.remile Convexe ouverl~ .::IJ C ~ ,n 

e.l Jt' .T,c ( /.Je) l:1 me1lr1ce /dCt)J/enne de J; dt/ )c;J/n ;- ..-:'.)!. é :IJ 

/!lors -i} F eJ/ monolo»e ✓vr JJ Jt • .T;:-( «) e.J/ [ .S. 7J.Pj Jur :::z, . 

.,ü_) F es/ J/r!'c/émenl m onofone Jvr 2) Ji° J;:- (<x:) ~J/- (:D. P) Jvr :JJ . 

A.~u f" e.rl /orlnnenl h1 ()71(.)lone Jvr .IJ ✓l· J r (-'X!) eJ/' ( f:'.1J. ?) .Îf/r:JJ. 

:IJ e m O 71 s-/rd /2 'O.?J .' 

Jt;ien/" œ el y devx J/ec fevrs .ar.6ilrd1re .r d,.;.,,.r ..::z;. 

J'o11' t.;-( ) =(«-y) 7
(F(Aoe +{-1-A)y)] ~~À~ --1 

Comme ::.:n eJI convexe À œ. +(A->) y é 1J v' o !!: ~ !E- ---1--' tl z ,f éD 

#tJVJ dVO?J.J t;-(") - If ( o) = ( <Je. -y) T ( r (<Je) - F [y}) 

efc/e /Jdr/4 G:ltflerenl't ·dbi/4/é' de r: ~ 1( >-)=(<Je-y) T~{~") {(k!-Y) 

&Ù ~ ,, ::: À a -+ ( _, - À) y € 7J 

E/7 .a;;!t9vdn r le fheo7'ème de.1 dCcroùre n1e-n/4 /2'11/J' ,,/ f / 

i/ 11ienf lr (1) _ 9-(c;) = lf-
1 

(À*} avec. o <:: À~..:::: ...f 

CJ(I encore ( ,œ -Y) T{ rr~)- f'(yJ) = ( ,;y:, -y) T jr r ~ 4 *) (/X-y J. 
' ,1 -ttc \ ~ ( ~ .,_) 

Ot/ ~ = /\ a, + -1 - y 
Cl'dcl!. e9' ce#é der11ièr~ ejd/4 -/~-

1 
/~s fhe'.re.t du ti~'ore'm~ 

J'onf lmfY!édJd/eJ . 

TAeorème II.. ,e.1,. 
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. F: JJ --'lf",n e.rl conlinven1en/-cltjfaren/i'd,6/4 fvr / ~11Jeml/e 

Con/le xe o,"1~rt ::n c -1f -1t e/- ,2> ;:J 77? : 

. 1bt1fes les Pdlet/rs )ro;res de /4J ; arli~ syme'lr/9ue de fd m,;l;.,ct! 

JdCobienne :rF [4!) Joni borneeJ in/erievreme nf-/clr (/1'/ ✓U~ire 

1 0J11if 61 ~ é '7f : 

::De'mon.rlral·on : 

ftJ/t o< ( ,œ) la ;lus ;el;fe /ldlevr Jro1re. (ru, · e .1 r ?/~·ce JJ'Ji. 

-reme11f re'elle) dt! /.:1 J ,rirlie .rymllr,tue de ::T,,:- { /.Je) , 

C 'eJ/.ci-c:/;·,-.e T [ JF [,;;e J -r J; {4!)] 
~t11✓9ve /éJvle.r les vJ/4vr.r Jro;reJ" de /4, /,:1rl/e. Jf?11e·l,.,f we 

dt! J,c(«) Joni bor'JJe'eJ /nf'r,e.vremenl )dr un Jcd/4,/re 

)011/j (JtJI/ -/-;,,o) V~€ 71?; 

on d yve -<(a.)~ /~c, f"a:. é-1,f; 

Crice d .. la remdr9ve Jl. ,,,;. ~. o» c1 1ve J,-(/)t!) eJ/ (F. b.P) fvr'1?; 

el' de jélr I~ ti~or:me 'JJ[. . .t . -1. 7ve /' ~.r/ /orl'e n1en r 
mo1Jolo ne Jvr -JR + . 

Alt1t1J -novs /rov//011.r »1.1~n/enc1nl ft:JvJ /4s .Jy/olhèJeJ' 

du -f)e'orème §. ,,(._ -1 . e/ not/J Jov,léJnJ co-,,c Ivre 1ve 

le Jjffime {.:Ill) c9 //ne ✓o/ul't ·on u1111ve . 

§ 3 : c'.JJ /ini~1re 
Comme le JroJ/e·me /4·nedire com //e'men Fd/re eJr vn 

Co J /tir/i·cv/ier du Jrc:,,/2/e·mt: non l>n~'cîlre com_;le'menlc:1/?4e 1 

1I s1.11f imme'tlialemenf dv 1/eoreme :rv:, . .1,. -1. e-r dv fJ~'ori1YJe Ji!...-1.1. 
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T/Je'orè me 71.. J. 1 . 
lûn/ clonnejve /(✓-Je.)= ,f «fi, où 1/ e1I vne mcJlrice (-,, x-n) de re'ei.J Co?Jstnfr 

el .6 //n 11eckt/r cons/4n/-de '1lf"' 

~ F eJI mono/411e ✓/ el Jevleme11r ✓t . /1 eJ/- { J. v. -P) 

"''-9 F eJ/ jorlemenr ?nonolone /i e.r Jevlemenr ✓✓ - /Î e,I (7J. P) 

1F'c:7//e/4,;s 1u~ d,:h1J' le Cd.J ~ ·ne'c:J/re.,,1jorlemen/- monolo,1e ~ .rlnclemenl" moflclône 

TAeoréme :Il .J. L. 
Le JfJ /e·me ( :a} d v1'/e JolvftorJ uni9ve ✓1 

Il e.1/ {:n .--P) Jovr cla9ue //ecfevr ,6 é '7R;11 

(1mme'd,JI) 
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Ce c/2c:1/1fre eJf vn cic1;ilre de /.r,:UJJ1/l'o?J., 1/ novs ;ermefl rc1 d ., 

e'/4blir 9uel7ves resvlfo/.r 1u1· _novs Jer11ironf clc1nf le clc1JJ1Îre1!L,,, 

c ·e1/.,i-dre cianJ / d/j)l1cat✓ ·o17 de.r IAe'orëmef dex/slé1tce er 

d'un:c. ✓-fe' ~u /ro/,~e·me comjl ém~n IJire ci devÂ JroMmeJ (e~f, yt/~J' . 

/JJreJ d//01r clon11e 9velt1vef déji»i/;·onf Jvr /a mtJnolon1c.1Îe e/" 

/dl co»veJ<i/e/ d~J jo»clio111.1 11é)I./J Cdrc1cfe'r/✓eronf l~f fonc/n;nJ 

/tJrfemenl convt!XeJ' en lërmes de lear Jrdd/enf e:/ Aes.rien; 

ef/01.11• lérm;ner novs /nlrodviron .r le.r jo11e.!t"<JnJ' Jec7/g/res de 

devx tlecfeur.f - drJume11fs- . 

§ 4 : Clveo/ve.r defo;l,·,m.r ,,, 
Jo,f t/?J e {oncli"tJ11 .rc,,;1{ure ~: C --"11? o~ Cc 7,f eJ/ vn en✓emlk co111111xe 

. elle eff d1fe c onvexe .rvr C ., ri tl -œ., f é c er tl o ::; À ~ -1., 011 a 

0( Àœ -t{4->.)y) ~ À 0(,,zJ +(--1->-J &(y) 

.elle eJfdJle Jlrlcfem€ .. / con t1exe.J1.1r C,,.ri tl-:e,yéc e./- tlo~À , -1., onc1 

0('A/j!!-f{4-À)y)< Àt9(~J-t-{-f->•) c9(y) 
Nofo11s 9ve /4s )"o/riehJ de C f!)n vex.,le' d'v11e. f 11elio11 JCd/41/re 

dij/e'ren/iaile Jevven/- èfre cc1rc1cferi.re'es Jc1r cerla/ne.r Jro 

·/r i e.'le.:S de levr 5rc1d,"t!nl" ov de le.vr mal,-/ce /,eJ'f/en.,,e , 

E'1 ) drli ·c.vlier î /e.r del/)( lle'orè mes J'vlvdn/J ✓eu,/- J1en co11 nv.f. 

T/Jéorème 1. -1. ,,, . : 

J'ai/ & : C ~ V? unefncli·on df/erenlidile .rur l~nremhle ConYel{e ovver/CC1J?."' 

IJ/ors -i) t9 t!.Jf co1111exe .fur C, f/ et .u:.llk"1e11/JiJ .ro-n Jrddle111' [70 e11' mo11olo11e fl./1' c 

~:v &esf J/riclément CéJ?H'exe fvr C/ 1/ ef ft(lleme-nf .11~ .ron 3rddien/

(70 esl Jlr1cleme11r mono/one .rvr C 



31/ 

T/Je~reme ::Ir. 4. l. : 
Jb;r t9 .' C -- '17( devx f1j df!érenlidble J'Vr /;n.remile CO?Jl"e;<e 

0//Jlerr C. C -ff ~ 
/J/ors ,t,j & eJI co1111e.xe ..rvr C. .1 J/ el' Jevlemen f n:.1 Jd malrice f/ess /e1111e 

fi {-«) e1f Je"':71 - def·n/e Jo11f1t1e Jvr C 

.,(,.,':_) &e1f .r/ rieleme-nf co11ve,x.e Jtlr C.,Ji e.l-✓eu/4me11/✓1~ Jd 

• -mdlric.e. /le.111en11 e fi (/..1!) e1I clef nie jo,11-/i·ve Jvr C 

Le.J de'mo11she1lrmJ de c~J clev;( fi~orème..r Joni a11,1lo_yve..r dv;< 

de'mo,ulrd ft·onJ 7ve nov{ renr..onlrero11.f c:ldnJ /4 J1.11/é. 

lon11cfe'rcm.1 m.ainfenan/- vne c/JJJe de (o,,c/;r;-'IJ confena11/- /~ 

CklJJe dei fnc/2onJ Jlr1·cleme11/- Co#vexeJ' : le/f11cr✓'llnsfrlémenl'conv'exe.1 
cJcJ1r fo':J'tJvr.r t/11 (' joncl-✓ -an Jca/aire 6 : C ~ -Jf cJJ Cc --JI("' e1/-

un en..re?n,6/e co-n11~xe __ ; ce/lefon~liun eJ/chle /or/4me-nlconvexe .rur Cf;° 
l 

3 o( ;:, 0 tel fVt! fi a.l y € C er tl (:7 <::'.: ~ <: 4,, on d 

&('J-.œ-1-(--1-À)y] ~ À&(~) +[,;1-A) t!?(y)-o<>.(-1->-)/«-j/..1., 

§' .,,t : Tile'orème1 cardcléri.rd11! /41 011,li-0111 orle111enl convexe 
en fermes de levr 9rodie11 I ~r /eJJie.n. 

C, 

T/Je'orème :I.i.1. : 
JtJJÎI: C ---11? unefnc!i-tJn d1/(eren/1J/2/e Jvr lénJemhk convexe. ovver/cc.--rf-11 

1/k J.1 & e..Jf-/or/4menf Co?lve)(.e .rvr c., .ri ef- J'eukme-nl ✓'-·..1 • 

:1 ol. ;;,o fel yve tl œ, y 6 C / 011 d 

&[~)- 6(j) ~ (-œ -y) r rJB(y) 7o<, J«-y/L 
dJ/ec Cl 6 (y) = {"Je ., ____ 1 ;;, 0 J ' 

JY1 Jy.., 

.St · & e✓fjorlemenf convexe .J'vr C/c1/4rJ 3 c,(-;;:, O fe/fqe. v' t;>t:., f € C 

ef ,j O <'.'... À < -1 , 0'11 d : 



JS 

f) ( Il!} - ~(y) ~ : [ & (y+ À (~-y)) - f} ( y) J + ~ (-1- >.) I ✓-1! -! I l ( *) 

-mais ;ar h di(lére11lidbiltfe ' de G f(/Y C , on d 1(,/e: 

&(y+ À{/X-y))-&(y) =À{~_-y)
7

r:/0(y) +p (y, À{«-yJ) À /-x-y/ 

cY ve c /4 ·m ;9 (y, À (-« -y)} = O 

À--c 

d 'ov e11 1nfrcduù.;11f celle derniire ejd/4/e' dan1 {*), on d : 

&(œJ-&[y)~(~-rJ 1
r;1&(rJ +c:,<[4->--J /'.'X.-rl'+;J(y, >-1~-,J) !«-y/ 

fl'e11ons /4 //milé d!J dév x me~lre f Jovr A - o J on a donc h✓-en 
~ ~ T l 

C7 ( « J - t7 (y) ~ {,;)(!-y) fl6J.{1) r C>,( / œ -y/ 

, Ji 3 ol. ~c, fel fl/e tl /Je.J y€ c on a & (,,zJ. & (y) ~ { a:-y) r rJ &(y)+~ J.a:-y}.l 
dJiorJ 011 a 1ue Jlœ,y ~c er tl oc:::: À c:::: 4 

& ( ~)- t9 ( À ,Z +(--1 ~À) f) ~ (--1 - '>) (~-y) r Ç'/? ( À œ +( 4 ->•)y)+<>< (-1-f.rl}xf/ l 

&(y)-&(~,z-1-(,1-'>.Jy)~ 'A(<r.·f).,.VG(>.~+f,1-~)y)+o< >..t f~-rf" 

'1101/J d 11'~11.f -rem;~ ce' .rv~ce.fJ'i ve '111 en f- ~Jar/X e/- j I" r 
À œ + (-1-J..) y dd?J.J /'iy;olheJe e!/- e-,uvife œ Jar y J;;;cft'J 

f lll y e:'!,:uf rem /Ide e' Jar À ~ + (,;->)y; 
ces rem;lace-menl:r é!&ienl ;erm/.F du /dtl 1ve c e.Jr 

CCJtltexe (!,/- r{/e / 'ly;ollèJe ~Jr 1/,dJj/e JI œ.., I ~ C. . 

Nc11nleneJJ1f en mvllïjhéJnl' lc:1 1remiere /ne'Ja!t/ë' /dT À., el id 

devxième i11e'.Jd!Jlé1 Je1r (-4 -A)., on ë: 



À 0 ( œ) - A 0 ( ) a -f (t -À) y) ~ À ( -1 -À) { ~ -1 ) 7 
V() { ti x + (1 -À) y) + ...( À (-1 ->y t/ «-ri 

&{y)- ~fJ(y)-& (>- <K. -t-{4-A) y} + AfJ ('A~ -f (A-A) y}~ 

( A - >-) }... ( -x -y) r r; () (À_~ + (,1 -~)y) -f o<. (--1 ->) A J,, / a -y f .l 

'A & (/X)- À 0 (y) + & t 1 -& { >. œ + f-1->. J 1) ~ °" À {-1->-) 1-x-rt 1.[t_-~J+!] 
,,,, 

ov enct1re 

& ( À ,Je, +(4 ->)y) ~ A & {/.X) -f (4 - >) G' (y) -o< À ( ~- >) I {JI! -1 f l 
'J li✓ - e'/;:;;j/;/· /& co-nv~xife"jorle de. 61. 

7/Jeorème :r.1..i.: 
~// & : C -- '1f vne/oJ'lct0on d1fferenr✓aik Jvr 

/énJem/2/e Conv~xe. ouvert' C C 7'f1 /)f 

/J/o,,.J. & eJJ-/tJl'kfflen/ CtJnVe.J<e Jvr C., Ji e/ Je.okmen/-11; Jon 

Jràd/enf V 0 es/-f rfe.,,,e-nf -mono lb n~ Jur C. . 

:J)emcmslrd/;·o,, : 

.• ft· & esJ-f rkmenr conve.xe ✓vr C., o1/orJ' ., .Jnice du IAeorù,,: 

}re'cldenl/ 011 Jd;r 1ve : °]o< :;::,,o 1~11(/e. tl œ,y é C 011 d: 

'9 ( ~) _ (!} {y) ?; ( /.Je _ j) T rJ f} { f) +-ex / ,œ -/ j L 

& {y) - 6 (œ J ~ { y -œ) 7 
v7 G ( <1!) + o< / ~ -y / l 

E 11 a ddJIÎo:>1?1anf c ef de.vx /ne5c1llé 's , on d: 

o ~ { 41! -y) ' { v' B { y) - V & ( œ)) + -1 o< / ,œ -f / l_ 

cJtl encore (.-X-y) r (rJG ( «-) - [70 (y)]~ 1. ~ J~ -j f J_ 

tj t1l ~·l;;J/;·r /4 mo-nolonic.i~ ' j orl~ cl~ v' &. 

• 



.f; • (lfJ esr jo,iémenl-monCJ/o~1e Jvr c., él/or.r ~ 3 / 7 o lé./ rt/e , 

tl ,œ, y G C on a ( a. -1) r ( Cl§ (a) - Ç' 6 ( j)) ~ -/ / -x -/ f t. (fr) 

:JJe/>nÙJ'onJ /4 /ont.lion .Jc,,;/4/re 'f: [ q ,t J ___.. '1i( comme Jv//' : 

Y(À} = &(>i~-1-(~->)y) 
077 a f(-1) - <f {o) = & (« ) - G {y) 

efde /t!r /c1 d1(/t're11/iabihle' ck &, on a: 

'? / ( ). ) ~ { ,()! -y) T (1 & ( ).. /X -f ( ,,f - ).) y) { * *) 

M,,;1j de Jar /,g monolônlCJ/é (or!é de 17 6,, on a: 

( À a. + [-1 ->-) y -y) T ( r; f} ( 11 -x + (t ->) y) - rJ 6 (y)] ~ J ).. L / «- -y/ ( 
0 n ~ rem; lc1ce ' ,(Je_ )d 1" A a -r /-t ->,) f ddnJ / 'A r11olJe:.re { ~) 

ou e11core { œ -y} r{V& ().. ~ -f(-t->) y} - r7 tJ { YJ) ~ / 'A /« -y/ l tl" "- '>- ~-1 

{J .,,,,:;} do-ne e'J1 f e. n,g11f- Com;a lé c1~ c~ *) 
f'(~) ~ (/.e -1) r fl&(y) -r -l' À I /.Jl:. -y/" 

e/",de ~-., 

,,, Y7 c >i} d ~ ?- ( -x -y) r ç & (y) ;: 1 d À + / J -x -y J 1,f ,( A d À., 

Y7 (,) - "° r O) ~ r ~ -r J T (l & r r) t- ~ --1 I ~ -1 I '-
" comme tf{-t). <jJ(o) = &(✓:r_)-G{y) 

o n a & { ,x) - él {y) ~ ( a -y) r [7 (}- ( y} -1- 1 / J a. -y) l 

e f du J-Ae·orime Jrû:e'de-n/", 011 de:du.,f 9 (./t!, & (!.,JI· forlcmenr 

C 01tll(,,J<e Jt/r C. 

TAeoreme :$. 1.. J. : 
. c.hJif éJ : C -- "Il{ v11e. jonclicm dt-ox f o i J dtfferen !id//e J ur 

/ ~?/lem bfe ConJ/(..X(. OllV!1' r C c. ïff'"" 

/}lors, & eJ/ jorhmenf Col/Ve)(.e .fl/r C .I J'i ~r JevlemenfJ1~ Jd ?>Jdlrfce 

/Je.ut'enne Jl(--:x:-) eJI forte:menr df'/nie /oJilïYe Jvr C 



.:IJemonslrd /iiJn : 

• J1a;/o.ron.r 1ve t9 t!J/' frle--menf convexe .rur C / 

Joie-nt ~ é. c t:!I j ~ 'ÏJ? ~ 

38 

?v119(,/e C eJ/' ovverf t:!r conveJ<e / 3~0 ";> 0 r~I f</e ,ae + ~ 1 € C 

t/o<:.~.:::.fltJ 

Enrâ/J0'1') de/c9 tid,j(eren/;dhilifé de & J't1r c,, 011 â: 

&( a -t/b f )-&(â) =$fr 17 & ( «) -t- -f /6 tj rf (~)y+$, ';4(«,~f) Jj/" 

où lm t4 r ~ / ~ f J = o 
,,,16--c 

.::J]e ;lvf, /dr /,1 con ye,:.i/~~rlé de ~ on .r&ilj1.1 ';/ ex/.rlt! ~ 7o lé! 1v~ 

p (~ --f~ i) - ~ r~; ~Jt, fr (JI}{&-)+ o<;4(.t Ill~ 

E1;/,:111c:111J- ,i /4 //mile ddl'!J le.1 ~vx -mem.lre✓ 9vc1~d ~ - o / 

CJ 1" of>/1enf y T Il (d) j ? .L o< Jy/ l 

ce fl/1_J;rov11~ yl/e JI(~) eJ/ jor/4menJ- de;;?t/e. jou/;·11~ Jur c 

• fv11t)Jl)'7f 1ve Il ( «) efl /orlémenr c!ef1'Jle Jou/2,-~ ft./r C ,I 

c 'eJ/.j -dire 9u 'tl eJC i.rle 

s > 0 1~1 '/lie tl /X é C t!/- tl i é '11? ~ O?I d j r fi (a.) f ~ J / 1/ l (*) 
Jôlen f œ ✓ y d~vx ;01-nlJ' ,,;r6i/r.:1ire.r dc1ns C 

.Il rei//lfe clt1 tleoreme de ldylor ( dt1 Jecontl ordre.) 1 t.1e 

f ( «) - & (y) = ( œ -y) 7 V éJ (y) + -z ( -x -Y) 7 
JI { œ Jr.) { a. -1) 

(J{,I ,œ. ~ : A q_ -f' { .-1 - >-) y d Ve. C. 0 < )\ <::: ,f 

En Jtte-11anl y= ,œ. -y e I ✓.,ie ~ = ~ t::7ldnJ [ ~ )
1 
il v,tn /-: 

5'(a)- & (y)?! (;X -y) r VfJ (Y) r f J /«- -YI .t 
i::1 co11vex1lefrle de. G Jt/7" C r~iC1llé c:1/ors dv tAeorème 1.1..1. 



§ 3 : rônc/ibn .J"calalre s cle devx vecfet/rs dïjvmen/j )((«,y) 
cJtJ/J- /((«,,y} 1/1/e f11t/?o,; /' Mire, ddj) ni~ Jl/r C x D 

CJI/ C C -1,f-n., ':D c-Q?"" e/- C e.l :D Jon/- con vexes 

tl11e lelk /one/ion e1/ dt~ /forfemenf co1111exe -l/2rt~menr concave [C 

elle e1/ jort~me,,,f CohveJt.e Jl,/r c_ /IIIQ'léit.11 y //',,(e' dënf 7J e/ J'I . 

elle e1t frleme11f concc:Jve Jvr 7J jovr /ot,1/ /.X fxe' ddn✓ é. 

~ eéf ont 7(.,/'urJe joncli·on Jcdlëir~ & de(·-n1e Jv,r vn ensemble. 

Convexe eJ/ d11é. /orlemenf conc,g11e fi . - t} e.JtfCJrfe111e.,,,,rc:.011vexe 
l 

:D '.::it1fres com,6ina1.ra11s de co11ve.X1fe' - co11cdvile' Joni" def·?Jies 

Jimih iY'e n1 e-n J-: 

Le.1 lrtJI J fhe'orème.r 1'·/i 110 11-r Jvi11re ./ont' deJ' 5enérdl/✓d/l't,nf 
1 m me'd Id les dt!J 1 heorè me✓ . T. .4. ,,/_J Jl". --t . .t . .l :IL. -l . -t.,, :r . .1., .t,.,, :ff. ~ . .; . 

T/Jeorème -:f'.. 3.1. : 

JcJ/Î k: C X D - 7R //ne /one.lion dllfer~n/2'dile .rvr C xOJ Of/ C. e:./"D 

Jonf def enum /;/eJ conl/e;<e.r oove r/.r CJM11✓ -J,f' ""er q ,m re.rjee/; ',lt-wun/-. 

flor.s ~) /,( eJ/-conve;<e -Conc.:111e Jvr C xD,, ✓/ er .revl~me'11ru ·/ 

V«_, , .✓x, .t. 6 C. ~;- t/ f 1 ,, /J,, ~ D, c:)?1 d 

.,i,) /( eJ/ J!r,clë-me,n/- conve..xe - J/rlc.fe men r cone.,g ve_ ./Vr' C ~ D, 

✓/ el Jeultmenl J/J tla.,,, / a.-l €. C ei 1111 ,Y.t € V,, on d 

K( ,x,,, Y,,)- K f-x 1} Y.t. J > (-x-, - œ 1.) T r;~ /( ( /j{..1., YL )-t(y,., -f1.) r Vy /( ( ~1,, Y1} 
.il!) Ke.1tjor!,men/co-nvexe_/orlt111e,,.,/'com:.,;11e. Jcrr cxo, Jt' e/-Je.u/e. 

-mtnt'.fl-, :J°"~:·<1. >o t°e. / 91/e. f//.Je.;f ,a.t €Cel" tly., ,,y.L é'J) , 

tJ-n ô /( f œ,, J /1) - /( ( ✓x 1 ,. '/1.) ~ ( IX 1 - œtj T ~ k/x1. , Y~) -f (y,, .. Y.t ) r Çlyf({tx,,, 1, 

+°'--t )a4 - «-.1, /1.+ <><.J. /y,t -f,1, }.t 



'10 

Tlleoréme r. J. -t. : 
~1~ /{: CxlJ --~ vne/cn;t/;p?J dt"j/êrenlïaile Jor C xO, ou C efD 

Jonr de:f e-??Je'"'1bleJ con11exe.s ovilerls ddn.f -q 41eÎ~,,,, 7'eJjecl-✓-~emenr 

fclle-nf G = C x o c 71? N où Al = -n -t .,m . 

J =( &.,y) €-Hf Nef f (J) = (f,1 ( J ).1 -/L fJ) J ~ 'Îl( N 

ov /-, (3) = Cloe K(rX ,y) ei /4 (J) = Vy /( (œ. ,JI) 

1/lor.s. -1-j Ye.Jf conve)ie -Conc..;11e JIil' C x D., Ji el" .ret.1/~ment'J'1.·.1 

I fJ) eJ r mono/4·,,, t! Jllr a.. 
A..'.(} ~ eJf Jlr, ·c. femen/' co.,,vexe - J/ric~me-nÎ co-11c.g ve Ju,.- C x D_, 

Ji er Jeuk-me-11/-J'( / IJ) ~JI J-lr<1C~me1'Jr monolô-ne ✓vr G . 

. ,ii!J )( eJt /o-rleme,.,,,J-CO?ll/t!J<e -rrfemenf' Co-nC,:Ï lie ✓l/r C )( V .I 

fi er ..reu/4-me-n r ✓t'.; r jJ e J 1 /tJrlé.-menr -mo-no/"o-,,,e ✓l/,,. r;.. 

Theoreme Z.J.3.: 
Jo1/ /(: C x D --'lf v11e. f??t./Jon de.vx joiJ d(/e're.n/-1ai le ✓~r C xO., 

ov C e.f- Z> Joni' d~J en.Je-mile.r conveJ<es ovre-rl.r da?'JJ' 7'R /Ife/

-1,f ,m re.r;ec/i·11e. men f 

i-l/or.r, .ij /( eJ/ convexe -Co?lcd ve ✓tir C x 1J, lt' (:,;- Je.t1lo-ne.11f ri/ 

'voe O('. k' ( "l':,y} e.t - rlyy /( ( -x, y ) .Jo-nJ-Jt1-11i - de.?i11~f joJt-fi've. 1111rC.><D. 

,t'-9 I< e1f .Jl-r1cle-me-nf'conve.xe - J/rle,fe.-me-nf co11t.ëvt Jt1r C J<O., ; , . if 

.It!f/le,nu-,,,f' fL~ [7~ «: JI ( 4e._,)I) el - f7 y y I< ( ,œ, y) Joni e/e:jn1~J 

/oJi/ive.s Jur C x JJ. 

A.:,ü,J /( es/ /orkmenf' ccn111e"e f ,./2 ment' cone,;ve .rur C x D î f l. e/

.Jevle1YJe?JÎ fil [7a= x K ( œ, y) ~r- Uyy /( ( ;Jf.., y) .Ion 1 

/rJr/cme-,,r dejo·;ief )o.fll1vtJ Jl/r C x.1) . 

--------=------- - ----'-- -- - -



'11 

-Pre·c1Jons mainlen,1n/- 9uel1l/~f -nordli·ons emJlot'e'eJ : 

!. e Jjmbole [7~ K ( -::t!,y) de'no~ le 09-rdc/t'en/- de I< .,far r~oorra' <kl 

c'e1l.d-dt·re ,yt/e [7~ /( (/X ,f) =- { d K./ ____ 
1 

'd I<' J T 
î,œ o>.œ 

C7 ~ /11 

J/m1 /a /-rem en r ily K {IX, y) ci_e'nolé le .9 -radlen / oie K_j:J;r raéforti·-+-

rJvan I dl/ Jym/20/e {7.-z ~ /((a., y)/ 1/ de'nole. /.:1 malr,c:e ( m x -11 } 
de.r d~'l"ive'eJ Jeco'11dt! s dr/ïe lie J or/ él ~ • / /.Jt. • ; 

c ·e1/. c1· .c/lre '. 

(7 œ . ✓-,e. 1< ( ✓.;e .,f) = {c) t l( (4e..,y) J 
d /Jl~. d ~~/ 

r~, K (x, y J ./ r; y ,X /( r «.,y J er t?y.y /( f ,z,y J Jt:J-n/ c10·n/eJ 

de /,;~on ana lojve . 

JI f 'X, y) =( [7 ~ <le /( ( <X, y) 

v'ocy !{ ( tX-1 y} 



::lJdns c.e cAa;llre,, 11ovs à /lol'Js 3//.l/c;ue r leJ /~eéJre mes d éx t'.r /é.,,c. e 

eJ- dvnicife' tJ/,/S 1re'ce'demmenle1' det/X 1rolile'mes s;eéY,9(/e.S: 

le ;roj-Pdmme non li11e'àlre dval Jymelr19ve de XJa11/j13, E/.fe-nber.3 

et C. of/le el Je ;rolle'me de /oJnf de Je lie d'vne /o?tt: ri"on J"cd/Jlre 

dfferenlidile Jvr vn en.ren-1,b/e ,1Jrod{/✓ -/-no77 lor17e' --Jï?,n X -rJ?-'111. 

§ '1 : ?,.oqrëmme ntJn //ned/re dvt1/ .rymelrt'tfve -
:Dall/jf_j, Ei.reniey e/ Co/lie eno?'lce le JJr°.Jrdm me non lt·ned1re 

dval fyme'lr/rve comme Jv11' : ( G ) 

JcJ,t le /brolleme ,Ir/mal: m,nimùer F {~,y) :.: K { --x, y) _ y I r; f ;( ( -x ,y) 
Jou.s conlrdinfeJ [7 y K ( /.le. ,y) ~ o 

r ~ ,1) ~ 0 

el Jo/f le )>robléme dval: 1"8 x/mi.Je r & (x, y) :: K ( -x, y) - a:.., (7« K(x ,y) 
} 

Jot.11 Co11lrdl11fe1 l7œ J( ( ,oe,., y) ~ o 

(«-,JI)~ 0 

CJV /(:'fl(;nx'Ji?"""-'71? e1r V7le (one.li-on J"cal;1re Co?1fint1e1nenf df/erenli;ali/~ 

C olf/e e'nonce Je ti~'orime d~ dvdl✓-/2 '/41ile ~/ le. fieorlm e • 

de. dual,/-e' com-m e Jt.n·f: ( 11) 

The'orè me ":2I. . .ef. -1. : 

{Tieoréme de dualJ·feja16/e) 

Jo1/ /(: ~; X 'fi?: -11? vn e /one/ion convex. e ~ Conca 11e ef

dlfferenlïdble. 

/J/or.r f1 C [ œ,,y) ~ .:Inj F ( /.Je. ,y ) 
:::D -p 



1/J 

Otl Pef.n Jon/- /eJ enJemi/4.r de. conlra;nlés J re.tjJec/-/J!~n?e-??/: 

dv Jro/2/e'me Jrima/ ef- du JJrobli111e dlla~ c 'e.rlci-dlre., 

-P=[(--x,y) fel1ve ~ é-Jf 41
.J f Gï!f,,,,,,_,(a.,y)~o ,, ~ /(( ~-Y)~oJ 

:J) ::. { ( /X. , y) f e I 1 v e /.Jt! € 7!f ~ _y é '1f .,,,,,1 (<Je.., y J -=:3 o I t7 œ= /(' ( --x, y) ~ o j 

TAeoreme Ir. ,;1. i.: 
(T/Jeorëme de dudft ·re1) 

Jô,1 /(:-rf ; Plf ;_ -!Il> '1f v11e /011clïon olt!VX /oi.r conlJnve men/ ol#'renl?c1J~ 

Jt. • { &. , y) eJf t11Je fa/v/io ,, c;,,oli·md/e olu ;ro.6/e'me JJrima/ 

ef1i - f7 yy /( ( /J2, y) eJ/- def·nie, jJon/4·,,-e 1 

alors (/X.,y)€V ef F(~,,y) = C.(~,y) 
Ji: oie ;,lvs, K e1rconve-xe - concave J alors (~-y) re'sov/- le ;rtJÂie,,u dua 

.::De /,:9 m ê 1-11 e /d con ,/ 

J✓ - (~ - ; J eJr u:ne J'Ol(,/i/vn OjJl/male du ;hro.6/e'me dual 

el.Ji l7~ .«. K(«,y) eJrd~nle. 10✓1/i •ve,, 
cElors ( ,x,, y) G p er C (~,y) = F ( ~.,y) 
J( de ;-ilt/J, /( eJr conve,xe -C077Cc711e, cJ/or.r { ~, i) re'.Jovr le 1robkme ;rimai . 

• J'I.IJ/OJO?ll,, mdi?,/4n~nl; fVe /( eJJ-co nvt.xe -~n~dve.; il re'.Jvlrt! dv 
fleore.'me de dual✓-lé'jcuile fl/e. charve ( ,x,, y)€ P /) V e.11 vne 

Jo/vlion o/'l/mdle du Jrol,le'me Jrlmd/1 eÎdv J ro/2/4'-me d'va~ 

si r ( ~,y) = & («..,y). • 
1/ eJf c/071~ ndlvr~I cle /ë le r dejorn1ul~r un ,/'r°.Jrd mm e. 

où le.r fo/vlionr o//imale.r Jonr de.! /o"ntr Jilves olans "P,1 V., 

er9ui donnent' de.1 vdlevrJ Bjdle.r à ... Fer G-. 

~of/le él//el/e ce. ;roJramme, un 1ro3ramme comJ01e;;: 

El) 10.Janr,} = /xJ y) 6 7f N où N-=- /J'J +,,,,,,,, 

/fJJ = {V~ Kfx,y), - V! K f ~-r)] 



eJ- r (-'X,y) - G («,y) = ~ T r1 « I( ( /.K,,y) -- y TC' y /( (x, f J 
= J r /fJJ 

Le. 
1
projrdnnt1e com;()se' .J' 'ecri/'_ .rovs id for-me ✓ vivd11fe 

Trot/Yer J G'1lf ..v /-el1t/e J ~ tJ J f (J} ~o./ cJ r f (J) = o 

(J,?'J Con1lafe âlse'menf 9ve .JI,,' /( e1r COfJll~;<e .Conc.,g(/f!!,, c!Jlor'J chaftie 

§: ( d, y) re'rolvt:1 n J- / e J ro.Jrd m me com;io✓e1, :re'1 ov Î d vJJ i I e 

;roiJ/e:me. Jrlmal e.J- /e Jro.bltfme dvJI . 

.Inver.re'ment', Ji// ex✓:Jle vn (& ~9) 9t/1 reJol/.t' If! )ro/2/4'me 

;rimai ef le }'rolle·me dut1! er?vi donne vne vdlev,- ~jale d 
F et 6,, éJlors j = (œ,y) -re'.Jour le )'royramme Com;io.re' . 

Cotl/e d en.rtn lé e'rct/J/i le lfe'o?ème d'ex ,--.r h-nc. e jovr le.r 

f 1'o_Jrd mme.J comJœe·s : [Il] 

T/;e'orème -:Er. "'· J. : 

JVj/OJons 1ve Id jo-,,cli·o?J f•ï'lf'N__•-Qf 111c:le/inie c/-d~JJVf,1 f.,;/2 ·.rfaf✓ e élvx 

Co-ndilïons Juivdn h.J: 

A.) f e1rco-nf;nveme?1/-dilferenlic1ble ddnS ~ Al_ 

A.',t) 1/ exislê 1./?1 .Jc,g,(nre d.? 0 Tel 9t1e. la Vd/ev,. de. chdrve min~vr 

;ri?JtiJal de !& m ,g/rlc.e j'ëco/Jie.nne :7/ fJ) de f e.1r J/tve·/ 

e1Jfre J eJ- J--, tlc3 G 71f /1/. 

,1;,1,·9 7bulé Joll//;·orJ { ✓-ur,, 
1 

___ 1 ,ii,. Al 
I 
J-,., 

1 
- --,, 'J; N) du Jy.rk'me. ,1,,tr = f (;;} 

de t,/ e9vc1/io11.r ci .t N lnconnt1ef, él au /luJ I N'Jé'4oS . 

/Jlor.s, il ex,j/é_ J € ïff A/ -/ël 9 (/1':, J ~ o .1 f (J-) 3 ° ~r j 7f [j) = o 

Col/le d//elk la ccmdi/;,;.,, .-t,9
1 
/4 c011diliol'J d~ /,g mdlr,ce ,/c1cobi~nne lornà /OJ1li·vtme11 

.-t,°,<.~J
1 

/4 conclilïo'l'J d~ no11-de3e'ne're..rce11ce . 



E 17 ferme J de: /4 /one.lion K, le .f Côndi/; •o n .r c:/e, vie n?? e-n t : 
-",) k' eJf d{!vX jotJ conf1nvemenf-cl:IJ"ere-nliable .f't/r 'ï,f'.,,,X '1.f .-,.,., 

-<-.") Chdflie. minevr Jrino/t1I de .Tf lj) = (Vq_-œ K(«,y) llocy !([a:,yj) 

\-Vy « I< (-x,y) - tlyy K (x ,y) 

eJf .r,lve' enlre: j' ef cr-,( (d_v'eC J 70) fi ("Je.,.y) é'ïf'-11 X-rf( '"1 

A..
0

-l
0,t,j le 1y1fimt [--u = l7~ /( (x,;'); --ti € -(R -11 dol!~-.ëfrt:. -non deje'11e'rer 

/V'=-~l((/Je._,y);~ 671?,m 

/J//ltj/,/o'JJ.J ma1nfenc1nl' le.1 re'.rvll::,/i dv chd/i fre :IZ dt/ /6ro.9rdmme 

comJo✓e· e.J-c1u j-Jroyrdmme _lr/mdl- du.:1/. 

T/J~orime Il . .,,,. 11. : 

Joif J< :~41 x1f'111 7f t.1-ne jo11c/2011 c.on//nl/emenl' c/4j/t!'ren/2èJIJle 

J;· ,,r esl jbrhmo1f Conve.,'{e -(orlemenr Co1JCdve Jvr '°7lf: X "Tlf:; I 

1/ ex/ .1le t/?Je Jolvr✓·o?'J vn/9lle ( ,œ, y) é '11f.,,,,, X il?~ qvi -re'.rour 

éi Ici /oi.r le /rimai el Je clvdl. 7Je /ICIJ, F (~,y)= C ("-x,y J 

::JJe'mon.1frd/;·o:n : 

7J ~rèJ le l /2 e·orème J! J . .t . ., on J,g/f-9t/e : 

{fj) = ( 17~ K r~,r ),, - Vy /{ (,-x ·Y)) e1rforlë-men/
monolone Jur 71?: (où 111 = ,,,,-, + ,.,,,,,,), el" 9rcü:e. élv,f hj/of}ejef 

de et:. tie'orème,, on d 9ue. / e1r co-nl/nve. • 

{},n /evf' do-ne. cone.lvre. ,Jar le f /;e:orème .LI?:. --t. -1. 1 9u '// 

ex,1/e vn J é--7,f N vn11ve
1 

/-e-l 9ve. j? o j f fJ) io efJ- 7/rj} =o 

rpt./l✓tj't/e une/0?1~/'ionforfë. men/' Conll~.xe -fof'/e, menr co-nc.a Ve. 

es/-co?Jvexe. co-nt:dve, i/ ?'e'.ru/fe de ce yui /re.'ce:olej 9u'/I 

exi.Jfe lin j = («, 9) u 1111ve re'Jolwn1r le Jro/;ltme Jrlmal 

el le. /ro~leme d11c1 I el lei rue. F(œ, y) = C I ôi, y). 



:Dan.r lecc1.s,0J )((~.,y) eJfd~vx/o/J di/f/renfld/2/e. ,ona 1~ 
Corolù ire Jvivd 77 t : 

C oro /la ire 1ZL. A. l/. 

0c'JiJ- ~ : ~ ,,, X -tf ,m -- 77? de 1/ X fois d!flren ha /;/e. 
ft · Va,« j( (,,x,y) el - ~y /( {4~J y) _.J"tJ?fr jorlé-m en/-de(·n1e S /o.rl/i'Jlé? .f 

J'f/1' ~; X '1lf-; { CJI/ afp façon ejvivd lenf-e,,, Jt." /eC/'T"f Vd /eC/rJ' Jr?reJ, 

"JJl?CeJ'JdÏ1'6m€'h~ :eé /~ .!, Jc,nf -ôorne'e f /nfer1evreme 11 J-/~/"- ttne _,, 
cons/411/e ,101/live),, 1/ exit/e. C/1'/e Jo/v/;·cn1 u 1,11·9ue (.œ,y)éJt ><1f?_,,.,, 

réJt?/v.111/ J /,g /c:J/J /e /roJle·me /,r/md/ e.f- /4.jo roile'me du.1 f 

JJe Jl11J 1 r(/.i.,f):: C(✓.:iJy) 
_J)e'mcm.r /rd /;·o 71 : 

.1./ reJt,///é dv fie'c:>rèm e f .J . .3 / 7C/t:. k' e1/jorle-111en/co-nve.."e -

/or/emen/- co1-1edJve Jt/1" ~; x ~; .(!)11~U'élo11c ~ld11J le i 

Artr1lieJ'e.1 o!t-1 r/;e'orè ?,/~ /reclclenl: 

#tJ!IJ c:J/lt1n.t,ja/J' fer miner ce /dra yrajh~e, ccun/dre r le f'itore'me 4J!L, A. ((. 

er le corolla/re -:YI- . .../. ~ià/1/J'i 'JVe /e ✓ r-leorè,,,er dex./.r/4~ce e r 
dt111iC11e' t:.'/4J/o· dV chajl/r~ ::ZZ dvec lef reJt//hlf de Co/lie /°"r 

le JrCJ;ra m me Co?ttjofe'(~ eJ,r.cf.cf/re /4 /./e'orème 'If, . --1. J.j 

.la d(/é!'ence ~.lfen lie/le ~✓/ 1ve /4 fieo?'t 111e :2I .--1. tl. ~'lâi/2/' 
J~xis/ence e/-/v111c/~· ol'une .rolv/;on , :/;;ncl/.r 7t/e le t.le'or~·-n-1~ 

de Co/lie 7J 't,/jj/J- 1u~ lex/.r/é»ce c/e la fo/u/Îon . 

• Le fieo,-è me. J]{. -1. ,1. ~1::JJ/-j l~xiJ tence e f /vnJc.i/e' ol 1

t1He 

Jo/v/io ?J Se71Jf d //~/1' recourJ' .;/1./ ;;,,~ j't/t:. r: 'fR ~ "lf "1 Jo1 ·r 
dl/lre'Jl//dj/4 .CCJl//e demand~ 9ve cel/ë /011cli'~1t ./cv'l"co-nfi·-

• 71/,/ e 1'1 en f-d # ,,,. t'"1 f /d ,6/e. 

• 7):7JJ! !~ f leorème ff . ..e . .t .,,. 1/ e¼i/ e:x1ye' jll e. k J vdlet/r.J JroJ-rel 

cle: /4 J,gr//e ff me'fr11t/t' de: /J mah-/ce. jdco/;1enn e .ro,·e:n /-



borneeJ in/e'rievre-me-nl Jar t,/11 Jcaki re Josilif. Co/lie e xije 

9ve le1 mlnet1f'J tr1nci1avx de /g mdlrice J~cCJl/en7fe ,f'o/enr 

iorne's i-nfa r/et/reme-nf Jdr l/ '1? ./edMire 101/li(, ?J7dlJ avJ/"/
0 

9t/i/s 

Jole-nf '5ornéJ J'o/érie.v-re'1?1en f. 

.11 /,Jt1f ?!<?Ier ft/e kt Co>tdi/,~,, de id -mdlr1ce J..,,coÙ017!e l,,,,,.,,ee 
;01ihven1enf' er /41 condliÎon c1~ 'J?of!-ole;e'nérescence Jonf

eJrenli·e//eJ olélnf id Jrevve. de Id -me·/J'ode. c:;le Co/lie . 

e!.e coro/lc;/re :Ir. 4. t/. neceffi/ê 9t1e le .r f/d levrJ JroJre I deJ 

11Jd/riceJ JJme/rt'tJlleJ V,œ a. ;( (a,y) ef-_ 1/yy J< (<K-,f) fo1-e-nf

bornee1 /11/e'-r✓ -~l/remen!-' Jur 1f 7 )( 77f ";. ;a r «ne Co-nJ'/,gn J-e. 

Jo.r;f/ve, f,n1dis 9v·e.-n jlvs de: h co-nd,f107J de c/e1e'ne.':re1ce-r1ce.J 

le lieore 1 e de Col/le e xi.7e '1 t./e fovJ 1~J -m/net/rJ ;r/nC~ddX 

de/17~1:)e J<(,x..y) !l~y l<f~,,y)) 
l- v7 r ~ J( {«,y) - Vy r J( ( ~ I 1) 

So/e11f iornéJ' /n/ér/et/1'e?Jte'1/- er ✓v1ér/ev-remenl' _/Jar c?leJ conJÎanleJ 

Joslli've s Jl/r ~ ;1'J x "-if~ 

JtJ 1/ I(: c x D .. --JJ?, ot.1 c c. V? /1 er 1) c 11? ,,., 
Ô"II d11 r fie r /X, y) é C X J) eJ/' {/?J /t?inl de Je/le de /( fYr C X O~ J( 

f<' { !X~f} ~ I< (~~y) f /( (a, fÏ) / t/ ac ~ C ef- (// € 1J. 

[ 11 / ,1r/ict1licr, .r, C el l) .ro.l le.r or/hJn/.r :JJ0'1· ,Jéjd fft -1f J et-q";, 

W1l joinÎ de Je: fi_, d, Id f nd/o n ,f': -1f J X -1f "; - -t1f e,f c1 //' k 

poo,f de .selle -non . ,ne·9alif d~ K. 
r , 



T heorè me -:I!1- .J.. 1. : 
Jo1f /(: rf!( ;nx rfif /fn-- '1f u11e f11clion ccn1linvemenf di/f'renlt·c1hk Jur -rt? -n x-11? ~ 

e.f r!ement'contexe f rlemenl ~one a 11e. .rvr '17? 7, x '1if ~ 

Il/ors,/(. JoJ.reèle t1nJoi11f de Je/le ?Jon~ney'1lï/ t1n17t1e. 

::J)e'mo1JJ!rdlio11 : 'JY~re's le tl'!'orème J!. J .l ·, 0 n f,,;11·r r(/ e .• 

_ f (.j) = ( V œ J( ( a✓ y), - lly A: ( x, y)) dvec j = («:✓ y J 
eJ/ (tJrlemenf ✓mo110/tJ-11e Jvr -1f 1 = -tf; x 'tf ~ ov N' = /11 f .-1'>1 

Le l.hitJrème ff. 4 -1. ô.rJ1.1re l é..x,slé-nct!. d'wn J = ( ~/ f) uni?t/ ~ 

fel1v~J~o frJJ~o Jr[j) =O 

t:Jv,c,/'vnefçon e1_vlvdknk ,i~~, y;:: o {7~ l{{,,;,9)~ o, vyK(,x.,y)~o 

d r [7 œ K (,,;.. , y) = o _; y r v7 /( ( x, 7) -- o 

{)'1} oille-ni âl17[/ leJ Condili"onf -neceJfollre J' er Jt/ffJii.nle.1 df/ 

fleore'-me d~ ✓rt//2n -Tvc.ker Jovr 9ve. (d,y) Joif l/11 )olnr ô'k 

Je/le 91;.;Jnc:/ J( eJ/" con11exe -ConccJ11e ✓v-r C-Y..D . 

tl11ejo»e/tcn;, jorlemenrconve.xe -jorleme-nrcon ~c1ve e'lanl conv~xe -

C017C.Jvt:. ,( ✓x, y) eJr dt'11C ù11 Jo /11/ de Je/le. nc:n1~ :"Jejdl/ l-111/'fV~ 

de /( Jl/r '77? J x'17?7,. 
CortJ//41re Jl[. . ...t. -1. : 

Jt:J1F J{: '1f"'" X 17f ~ -ïf l/'llt' f •11(;/1"tJ1J der.1 x jd,i.r cJ/1//e're.11/iaik 

Jt· vœa. K (/X,y) ef- v'yy /( f /Jt. ,'f J Jonf f r!t-menÎ d0JJ/f loJ ✓-tf IWJ" 

17r 7 x 'If 4;.. { CJI/, dvne /c1cc," e91.1✓-v,:1k r1Ïé. , Ji levrJ ydfevr1 )ro/'r~.t, 

/J?ece✓. c:1/re menf re·e,//er/ Jr:Jnt ,6orne'er i11fe'rieuremenr ;,ar une. 

Co-nJ fc1nfe Jos1five. Jl/'11 '1if 1 X "11? "; } 

//lors f( d t11? jo✓-nf c7/e. Je/le: l/1117t1e. Jvr '1i( ;! X --tJq : • 

.::I)e.' monJ f réJ /io" : 

11 re'.rtJ!le du f )eo,,.t me. 1(.J. 3.
1 

9(/e ;( eJI (o-r1'menrc.onvexe -

jor/onenrct:JnCdVe. 

(J,,, eJr dtJ-nC dc111S k f iy/"/A;Je t du Théorème JZ[ . -e. 1. 



/Jnnexe ~ • 
Soif ({4t.) =) r ~ -f -a!' C -œ ov C e.ff tl'l!e mal-rice .ry-m e'l-ri'ftl e . 

T/2éorem€ : Lc::1 fo11cl,o-n f es-!' c.o?J//~J< e d<Pnr '1Jf1"" Jt. · er 

tet//e me-11 f .ri C e.f~ tl-ne -mc:1/rice Je-mt'-deji-#le 

JoJ'1f1ile,, c ·eJ-1 à. ohre a r C ,z ~ o Il a 
~e'monslrdlfo-17 : 

A :J f est' une /o11c /ion convexe Jt.' tl o< €. ( q 4 J t/ ,z. / 1 I c,,{ ~ -1- ( .,f -°" > r J ~ =< / r <Je J + r -1 - o{ J Ir r J 
~ 'eJf-J -d!·re : 

J T( oL, ~ + ( // -o<} f) -f ( cl_ a. + (-4 -o() y) TC ( o< « + ( ~ - o< j f) 
~o<) rOt. -fa< «rc œ-t-(4-o<.)j>ry-1--(-1-o1.JyTc 'I 

ol./r~-1(-1-..(.)lr'I +<><'arc :X -1-(-1-ot.)1,yrcy +lol.(-1-o<)~7Cy 

~ °"I .,-~ --J o<. r.Jt! ï C œ. + (--1 - of.) I T j -1- ( .,f -o<.) ï TC j 

~ ,x -r C ~ (-1-1 + ( -1 - o1.j '/ T C. ( ( -1 -{ _,, -ol. J) - J. o<. { -4 -o() -:X 7 C / ;:; ~ 
.Ji o( eJl'-ejlc'I c:1 CJ t:Jv e1· ~ dlo-rJ /✓neJcJl✓·/é e ✓1'- /'r/J/JJ/4, .1/??o"? 

(J,11 )e,vf divùer ;uro< (-1-o1i) J'cinS cAan1er /; ·ne51alt-fe' )uû9t1e o( (-1-o()'3 D 

/Jt!..,..C-2e.-+yrcy- .t;;)!TCj ~ t) 

a,ï C {JI! - /.JCT C j + y r C y - ,ae -r C y 

a,Tc_ (rx-y) -t{yr-<X.r} C 'I 3 t:J 

/JGrc(~-;I) -{<JG-j)rcy · ~tJ 

tl <Jt! J y 
3 t:) tJ -:Jt:., :I 

tl-xly 
f/~,r 

(oc. y) TC ( <J:,, -t) ~ 0 . c~f8-dire ✓l C. ·e ✓r ✓e,m/-d~fi-nitjo.1ili;(! 

1.J.:1,,,,v~rJ'e'menf: Ji C e/Î -re-m1-de.f-?1ie )o.st'f;.,-c a/or[ 

ef en )arlic v lier (-x..-y) T C ( <l! -y) ~ t:J. Il{)(./ y 

IL <!?J ré✓vlf~ 'l"e la jo11tl1bn f eJ/- co11J/eY..e . 



il.t 

l/1111ex.e 1: 

(!JI tif/ .JC)(/J'· enJe1'11ik conv~;,t.e ?Jùn vide de C (tJv C e.J r 
ll-11 .ICJV.I• e 11J'e m j/e Co m /',u. ~ C tJ?J te,,,. e , ?J p-,, vl' tf e. c:I e -J1f,,,., ) 

[,,, e//el: 

. Y(-«-} eJ/°1'eJ-n v/de : cela reit1!fe... de ce 9&/e c.. t! ✓l'-no-?J ~✓ -de. 

, JJ' ( /Jt,) e1 j- Ct)"1ve.xe I c'e.r/.ci-di-7'~ V _>i € {o.,-t] tl ..u.,,. /--" 1.,, é Y--(~) 
À ~ 4 + ( 4 - À) A< I, é Y., { rX) 

efct!Jmme. C ~.ri Co-?1vexe-' on a t/ À€ {o,-tJ 
t/ /44 /...u 1., G C {cdr é Y(r:Je)J 

~ -mi 17 /41' r f' (/.Je.) {1,) 
,t,,ë~ 

/1 À t [ 0,-,f J 
11..u ,(" .,{,/ 1. t.. r r~) 



ll1111e ,x e 3 : 

!af 11cli·cJ11 ~: C __ c.P( c) de!f nie Jar ,,9(-«)-= { ~ f(!.I ff./e ~ é c.., 

.At -r F ( /.K) :: ,m)?J Al"' r /" ( ~) j e.11 Je??Ji-Co??/)11t1e J'llje'-r/evr~me11I ✓uT'C. 
1P' é C 

E '17 effe// J't?1enl /,g J't1ile [ a--t) ~ a. 
0 

el lc1 J'vi/e { .-a~} __ ..u.c? 

C()mme .,,u,i, € Y.-(â!,,(,) 
1 

tJ1/ d 711e 4,i, €,C e.l ~: f'(,,z"-) :m;,; ,e,,-r/"(,C('-<) ~,-ur/f x~} 

41-éC iMréC 

0,,,, â yve. /.1 //mile de {-u-tj ~/il!'l/en/ ./ C.. c,,;r C t!J/co?71/.7c~· 

C ·e,1 !~ d-.- d/,. e ---u 
O 

€ C { ,1) 

/ 

d'ov, llll.fft/e F e.1/ Co'11inl/e Jtlr c, ei 7ve le )roduil ✓(â/4;re 
/

1 
~Jt e9tl.fJ't ; e:,91 c9 en )élJ'.J'éln J- ci /.9 //m) l'e Jur .--(. 

- ---- - --- ---- --------'--- ---- - - - -



IJ 'I 

ll11nexB 41: :2Jans ce//e dn?Jexe j ?lc?V.5 donnerons une /dee 

de/,,;; f~rm1nolo51e a jev Jres ,aclm/se c,1c/'ve lie men/-. 

J't?ienl X~ 11f'"j yt:::::. ~ 111 el" .Y- t/ne d)jl/ca1l>o-n f mv//;·t/tJ_t'v~) 

Y-: X -- CJ(y) = a -- .J2-(â!) 

4J L 'dj/lù~//on Y-- e.1 / c:1'/e Jen1/- CCJ'YJ/;nve J't;fé~'r;evre men/ (4 .c . .4) 
en vn jitJin ra é X / Ji el" ..Jevle. men r ✓i 

t/ tJ C}UJ/~1' f : Y-fi-) c ~ 3 1/?1 /l~J.tindf l! V { --i) : ~ € t1 r~J =;,~)cc; 

élle e.1/ d;/e Jt:mt"~conl111ve .f'U)t!'ri~vreMe?J.I' dd-,,,f X .J'/ elle eJÎ 

J'em/- ctn1l1?1ve Jt.1/e'-rievre-m~nJ- e?? /;;d/ )ê)Jnf de X. (-x) 

JJ 0-n -monlre. 1 v e : 

é!J / A, t!,4. en ~ t:.I" 7 ~) frme· ~ .Jl- ✓u~. co~la,v~ e-n ~ 
{J Y, ff · CtJ-n/;nve en <)! eÎ ,Y C&ffl)dct' ~ / AJ.c.4. en ~ 

c~)CeJI /,,j def'ni~"on dclo~fe·e j.Jr P. //va-rel /d,. e.Jf.em,;6/e~ fflé}/J 

C. 'Ee"je lm)o.J'e en jlu.r 7we --9-k) Jc:JJI co·m)àc/- en ~ œ ê X 

IJ1~J1 '13e7e ,,jvec ✓.:7 dej';nif1on de A. e..4. e'-no~ce. le -f}e·orime.. 

de /{af11ldni J'ov.J /41 far-me : .J:· C e.1.r tt?I c 011 vexe c omJae /" ?Jon 

v ✓ -de. de ~_,,,,J te" Y- eJI" v-n e d)/l✓ -ca//t)n A. t:. ,.o, de C dc:111J' C., ef ,11Je1"'r 

f&vf œ., /énJ'u»J/e ?(~) eJI" CtJ11;'e. xe '1JPfl v/d~,, ile" /J le d,:1-11.1 C ta, jt:J~ni;;, 

r~I 911 e -œ é / ( œ J · 
[::r.J. [ r] 



/Jnnex e 5. 
J'o,f /4 malrice 1/ = 

... ' 
... ' 

-d .t-----~ ,,, ,,,,,,,,,, 

#tJvJ cJj/el/erons Jovs· -ma/rke ,}r✓- n tijJ 3 le de ~ /4u/e --malrice de /a 

frme #--t' =(T' ?~ - ---r✓~) 
A ,,i __, --4 ~ · ..t - - - - ..a_i -<-• 

oq .-(., - ...-11 ----,--n /J--noler 'JV~ ~ :/J 

!1/cJtlJ d)/elleronf ejcJ/e~e n/ 111/nev.rJ' /r/'.nc)1c1v,K de A', /41 de'/4rml

-?1J?J/2 deJ' JéJl/J'. -mdirteeJ )rinC'l7c:lleJ de .4,, CeJ/ci-dire.. del~- d~-t ·: -~- -:,,"11, 

~n1d1''Jve S 

Ce,./&;n.f ôvlevl"I dej?Ji.rJen/ le✓ J'ovJ. m,:1/r,ceJ JrJnc.i)1a/4s de. 4 Co?ttme 

el,nf /ef ma/rJce✓ cc1rre'es co.,,/enanf /eJ ferme✓ didjO'JlélV,{ de 4 ef

/eJ m1net1rJ }rinci}avx de If comme e'/e1nr /eJ deférmina-n/J 

~ --tj - - - - ~ ~· :1 
' 1 

'-J ,, I 

-- 1 

.a --1. .i. - - - - ·- --- 4 --1 I 

ef cJ)/ellenl 11/eadiny ,)r111c~1c1I m1nors ,, /e.1 -m1ne.vrJ' JrinciJav;r a~ 
Jen.f de 'holre df'ni1>on. 

l 11 c11_Ja·/,,e on ?nonlr~ ftte Ji ~ eJJ-✓y--me'/-rift./e I p1/e7r✓ 

~ 1/ euf de;:-,11~ joJ1!1ile ~ /4t.1J Jt!J -?J1l?Je11rs jr1?1t:-)ô'vx Jo,n/" :> o 

6) I) eJr de.f·nie )0J1l✓ 11e ~ tv.J JeJ "lead;~ )r/ncljal ?nl~prJ' n ✓o-n/-7 0 



,fnnexe h : 

{ F.JJ.7) ~ (::.D. 'P.) 
( r. C . 'P. ) ~ { cf C. 1!) 
{ F.7J. r' J ~ ( l:C. .?.) 

{ J'. e__ P. ) ~ { J S. M) 

lmme'di<l/' 

,·mme'cl/ar 

( 7). 'J?) =sil> (I. S. M.j im -rne'cl/d/-

(J. J m.) "==-Jt> (R)ceJ/,g. dlT"e Ji V~?~ el œ ~ 0 3-1 fel 1ve 

œ-1 ;;, ô el' C-J (;z):? o 

é ~o 

C<· f ✓.:r,) f- f = 0 81/U: .,i € -::I + ( ~ ) (1) 

~- ( œ) -f- I ? o t!!tlec ..;. é .I (!) ( ,-;e.) 

e1f Jnco7a/2ile 

E//J e;Jê~ en -raùo-n de /4 (J..J'.""1)
1
0-11.rai/' 9u ·,/ ex,j/e un 

4€:r+(~) fel9"e &'-,4(~) >o 

eJ- C / ( <Je-J -t- t -;;, o é1 vec l ::; c:, ce f'-'/ e✓Î e-n C?//t:uJ/;on avee f-,j 

d~-,,e, {SS.fr/)~ 1"e le S'yJ/"e'-me Ci- d~✓l't/J' t2J'f- /-Hcom,✓nall ile. 



/Jnn exe f: 
-..:JJémon/"ronJ' 1ve /4J /om.fio11 ~ r~J ~ ;n_;x /)1_,,( ,œ. eJ./- Co?1/-;nt/e . 

/J(e:JJJelo1u 71/ttnefncli·on f: X --- )I cJvec. X c~"' e/- y C '11f' mt 

e1f-conli·11ue en 1/-n ,/401111"' œo de. X j Ji er .revlemenr .Il.) 
; 

Jo,f le J f nc: l/o?1J J -{ : '17( /}1 -·----rf? 

<Je -----. /YI -1 ~ 

CeJf11tf10-11.J Jon/ co-r1linve.1 en /G<.1/ ,10111/- ~o ~ ~ /111 c, ~.1/:cJ. i re 

tl é ::>v 3 J-;,, v f~I f l/ e tt'0t € -r1f "', 

fi œ - « () / / ~ J ~ - E -1- MI 



llnnexe reidl111e dv Chd/ilre Ir 
1 

/J11nexe f : 

r frleme11f -mono/one ✓vr ~:. -..;i. .3 / '7 0 hl ft/t il«,, Y é '1f ; (J?'I d 

(«-() r ( !"[~) - F(f)) ~-:( }«-yf.t. 

~ 3 /-;;, éJ feJ 1ve JI«,, y é 1J? ; 0'11 cl 

(œ-yj r J f'(,x)-f"[o))-{ F{j)- F{e1))) ?- /j,x-y/'-
t:/ll ( œ -y) r [ G (x) - a (y) J ~ .;(/a. -fi L 

elen ;arlicv/i~,,. ✓1· y =o / onaî jC/1J9ve C [o} ~ o 
✓z r G { ~) ~ -/ / ~/ .t. 

'------ - - --------'-- ------ - - __.._ -



. . 
ALGORITHMIQUE 

DU 
. . . 

PROBLEME LINEAIRE COMPLEMENTAIRE. 



.IJe11x1e'me /dr/;e • 

il/yor1/Amir;t1e dv ~ro/Jleme J •niai:re com;,k'ment1,.e 

CA1p1/re ..I . .1nlradoctan de Id -mi/Aode Jdrd -me'lryve . 

§ 4.fre'senlalion de1 c1jorilhme.J" de :IJd11(fy -Coiffe e/

L emke - 1/oll/Jon . 

§ .i . / c1 -m e'lh ode Jc1 ra m é /,-, / 9 v e 

c'/2~pi/-re .Z. CdJ des Jiv~l.r pr~nc1/k!vx 71e'_Jdlf' 
.Exem;fe de/a -meÏhoclé /drd -me'fr19f/e d11ec de, J/vo/:i 

Jrrnci/dvx '14 t.Jdl/J 
Ciat91/re .::0:C. C.,;J où /41 -m.,;/rice // e.1/ ✓em/ .de;:n;e. -??esdl✓ ·"'G 

; 

CÂc1J;ilrf -:a. L!i.r &V ~ mdlr/C('! .. ,4 e✓I v-,,e ~ ~ --ma/r/ce 
7 

1 
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.Exem1/4 de id me'IAode _/)dJ'd?11e'/411(/e clveQ ~ de'c1'oi.rs .. u,r /1 

CÂ:!)1lre1". :1)1:JCt/.J'J/on -5e'7/erc1/4 c/4 /4 tldr1~11lé cc,7/e'menrcure ft 

• Exem;/e d~ Id -me·/Jo/e ,)àrdme'/ri9ve avec dt! ✓ e1éme'>7/.s 

) J"J17C.I_/JdVX ?70 n • ??q/J. J.P 

, E;xem;lesc/4 /a me'lio/e rrc:Jmelrlqqt: da-»J /ecc7J 3éne'rd/ F.(_ 

c)~pllre :I!l . 7eJf /(J(/1' J ;•m ;os.r1il!t/e- dv71e J'olf//;b7') R/ 
• l.xe-m;le de la mellJa/e. ),;;1'amélr/9ve aujmenlë~ dt./ lëJr 

cl>"')oJ.rii1f✓/ë· J''f 

C/JdjJ ifrt J!l[. L :a(forJ/i 11/é' dt"'/; v,;n•;.;,,,/; com)k'me-n /;;/re f o 
; 

Orjdhi_f rcJmme '13 

L11/;7:_J '1S 

t.'k,t1lre.1!1IZ: /J;l,uli'onr e:le l~(/onllme dUx. ,n,;c1/r1èe.r 

Jlt/.t- co;u:,Ji l/ves e./ dl/X L _ ?l'Jdf;.ice.r 1,y 

ff 4. /4rêf c/,;111.ï /4 Côlon-ne de À /o/ 

.f .i. 1/rre"I ddnf /41 col,nne clvne J/drid ile 1'lo:n -la.1111/e ,/If 



'19 

:Dans ce cla;J1lre, ~ovs Jre'senferon.r 
1

/e.s dev~ â/_yorJ/,{m:.f le.r ,1/4s 

connvs Jovr /4 re.rolvlio7J dv _1Jrohleme l ·nea1re c.on1Jlemenk11re,, 

elno~s in/rocluJ~o-11S ld/yor1/hme eyo_re' ;;ar C. tldn d~ Pa71ne{IIJ, 

ef1v1 6JÎ 1-111e JenercJlisalion de fe1 '1?1elhoc?le /aramelr19ve 

self- du.g/e de 7Jan(; 15 Jovr /e.r JrO.Jra m-m e,f /4ne'.a1re.r. 

§4: 
___ 7?ese-n'1lon de.s a!Jot'ilhmes de :IJanjiq _ Col/le ef-

Lemke - J/;;;11.1.ron. 

JÏIJ'jtld /,-e'sen/; avcvn d/yorilhme re·.rolvà-nl ie .ryJle'171e /inealre 

C.om;lë'me'11ldlre (JI.) jovr une malrit. e ,4 driJlra1re e j- vn vec-

. fevr .t 1velcon7ve / na ele' dé~eloJ,1>e'. Ce;e,1(::lch1/-.,, de(./')( 

él!Jorilhmes de Àa.1e,, re'so/ven/- le ✓j/Jleme (.:a) )ovr cer/41-nes 

classes de -mc11l-,,.ice.r IÎ,, ~ndis ~t./e le veclevr ? re,/4 7velco.,,,9ve. 

Le Jremier c1!Jori/hme eJf dJ ci .:::Danlj,3 efCollle ele1I d//e/4/ 

/2 11

meliode c:lv )fyt)r é r/ncl13a// ; le second, dû él i en1Ke e/-
~ 7 ' 

}/owJon,, eJJ-c:JJJele/ ''ci(:zoril,frne d1-1 JlvtJf com;,le,,me,1./air1e 1/ el' 

a e'le' de've lo1fe
1 

a· lorljine / Jovr Trot/Ve.,.. le! 10/r1/2 de,t.n'/4:lre 

de Nash Jt?vr feJJevx -6hrn,lr1cle/s,, e1Jar /4 ✓t11'1é e'lé-11du 

dt/ cc1s dv Jrof>leme /; ·11edl?1e comJle'me11 /c1ir'e Jar ! emKe 

.:Dan(J13 e. f Co/fie onf monf,.e' c;ve /4 -h?e'IAocle du JJl11e1;

Jr✓ -nc iJal J'e'.rovr le ✓yrle111e (..:IL) J'l. Il e.11 t/ne {?) mc1/r11ce e/

.fi t. e.Jf vn 11ecfe1.1-r driilrcJi1"e . 

tlvanta· ldyorifhme du J ✓-vPf CrJm)le'menhire de iemKe, ,/ re'.!ovf'/4 

sy.1/e'me (.:a.) Ji Il eJf t1ne ma/rlce (-:P. C.P) el Ji ✓. e.t/ d r,bi/r1d 1r~ . 



so 

7i'ecemme?'lt,, -:7Jdn/jtj ef Co/lie 011/ e'lé -r!él(/ levT'.f -re:rullâls ✓ e.f

onf mon/.,.e' 9u e / d!Jorifh me du _livor com;,le'menfaire re'sov r 
(.JL) .r / fl e1J- ll17e nMlrice (.J". J. IYJ.j, Îôndis ~ve E a Jle s d ?non f-7'e' 

l'exlSlenc.e d'une .rolt1l't'on /dt" cer cJ/_Joril'hme, ✓i /4y mc1lr/ce ,4 

dv .Jyflème (zz) e.rl' v11e L. m alrice. 

§i : 
Ld m~IJ"de /)drame'frlt;ve 

7 1 

Lc1 melhvde rve ?10t/.f a//C;Jn.f ex;ofe 'f' dan.J celle .reconole /arl'ie 

eJf vne yenércJI/Jc:1!1·077 de /4 me'/hode J1arame'lr1flle .relj-dvc1/e 

de ::IJan/jf_:J jovr le.J )rc:111.ammef /inéd/re.r / e/ ✓erc1 a)/e/e'e 

'Id melhode }ara ,,,,uJ/p/9ve,
1

. 
, 

-lbur celle -mefhode/ '11ovJ di.rl/nyverons clevx //c1r1c1nl'e.r ~yt//, 

.J1afe11fe J : 
1

ï.d_!!.d_r.!._dn~e co7:le'me-n/aire,,el /4, Jre:f~':.~~ria n!_e._ 

~q_1!!)je•~e-ntdi7'e,,fv;' J't!-ra -='//'e/e'e ja -~e'lhode ~e-Lemke,,. 

#olon J 9ve l1 -->nélhode jora--melr19f/e / ?1ot/J aiderc1 ci lrov11er 

vne .rolvli·on dv )roilè'J"Yle /1 -ne'ôire Co-:n?_)le'me-n/41re/ ?>?di.f -ne 

?10//J Jerm e 1/rd Ja.J de les l'rovvl!r ~v/4 ..r. 

'1-bvr celle melhode 1 l1m_JoJ'J1J1/i/l dv c/cM.Je e ✓/- ,bt:1.re'e Jvr la 
/Id 1' 1a li·o n mon ol'o ?1 e de ce r hi/?? e s Pd ria/, le .J ; t/ -ne /elle va 1"ia lion 

-n✓es/-Jo.r.ri/2/e 7ve .ri cerl'al·,n /âi/ec9vx . e'le111e-n/J .ro-nt' non-Jo1i/-f., 

Ce 91.1i e.1 I c1 J'J'(I re' .r I /4 -m.;lr / C e .,4 eJr d cl ns Ce r/c1171e .r C k:1.IJ'e .J 

de 111d f,,, ic et . 

Âbl/J e 'lucl1ero11s dt/ jvr el'J -meJvre de ce/lé )'drh'e, le ✓ cc1J 

J v ; 11 ci n f s : 

le CdS Otl leJ 

le C..JJ ou /4 

/e Cd J c;Ù /4 

e1émen IJ j J"il1C'ldt/J( J'o-nr neja If' . 

1ndlrlce ,4 eJ/- J'emi .dej;nie nejc:1/✓ ·ve 

mc1lr1ce _ ;1/ a det m1neu?1.f / r1:nti)ül/J# ?JtYn--nejJlf. 
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ef le CclS fovt a (at"t Je-nè 'l"à /. 

/¼,vJ t::'k9h/J-rons enst,11le tin le.rf-)ot/1" Jrouver /;"mfo✓sili/ife' 
dvne Jolu/;·on ef-?10(./J -mo-nl'l"e!'o?JS 7ve 1::ijoril/2-me Co-nv~-rJe 

en l/'1 -11om,6-re fn✓- d'/fe'r,:1/ionJ' jovr de-r -maf.,.lce.r {1? C. P) 

ef-JuJt1r de.r L. mc1frices. 

#ot1J dJ/el/e ro'IJ.J : 

.tolvf✓-on : 1/77 coo/'/e (4'1,y} Tel 1ve /l<k! -f-J' = .#: 
J'oft.1ho-r1 réc1/isc1hle : une Jolt,/i·on ( œ, y) .rali'sjc1i✓dn/-dvx co-nl:rc-11-nfeJ' 

de comJlémenl.;J,-;ie· /.)(! y = o, 

e r de ?1 o,,,, . -n ejc1 /1 JI I lé- œ _ 1 3 o 

,Jo/v/i-on de hare : t/?Je .rolvr✓·o-n f ~- y J do11/- -n coo/oJc:7-?1 /2 J 

Jc1rn1 i le .J ,t. 11 Co-m)'o✓dnfe .r So nr '11 ulle f . 

.Joluli'o-n de ~r!l..re reali.ra6/e '. v11e J'olvf°/on de /2c:1Je 1v/ eJ;-

re'al1c1i/e . 

J;- Je 11eclevr- .,t. dv ffJle'-me (JL) e✓f non-nejc1I/ ce .ry.rfe·me ad-mel

/a .rolvf✓ o-n friJ1id le y= -#' el' a = o. 

Ji ~ conlien f vne ou JII/JlevrJ Com)o.ranfe .r ,neja,6ve.J, -nvv.f 

Jot111onJ cre'er I~ /6-ro.ble'me e'lèncl(./,, Co-m me ✓ull" '. 

/l-œ rf - -1 -1-a ,À 
r 

œ ! = o 

œ,1 ~o 

où À e1f tl?J ;ardméf,, e fecgt/,. e 

ef C'Jv à eJr (./n t/ecle~r- d ydnr de..r co7o✓dn 1ë J )o.rl //yef 

(kiifllellemenf1) Id oJ '.,ta de; comjo.rc1-nfe.r nejdl✓-v~.r) 
/4s du!Pe s co70.r;;1nfe.1 de d .ronl no?J • 11éJt1h11eJ ( hdlilvellemenl" o) 



/J "17ofer ftle Jovr cer/;,1nes valevr.r )r;silites de >.
1 

/e Jro/Jléme elentl11 

éJ tlne solulon; ef Jovr une.,; :re3 .:)T'dncle t1eilevr cle À, la_ Jolvhon 

de '6aJe y = .t.,. d )i eil reafi.rc1lle . 

Lè melhode ;c1rd1Y1e/r19ve con.ri.rie c:1',fure var1~r À 1/er.r o; /4ur 

e11.3cJrd.:1nf ddnf le.r i/e'n::1/2·t17JJ Jvcces.riv~.r.,, /49 Co->nJlemen,Gr/l'é 

ef & -non- 11ejoli111le' des ✓olvli·on.r de ,bd✓e . 

~vr h varia-nie com;leme,,,,f:11re,, /4 )roile·me élê-ndtt e.Jr 

Je'nercJlemenf Jré..renle' co·1nme ✓t..n"/; ✓ov.1 forme d~ lahlec::1v 

l"ofettrJ deJ tld1'ial,/e.J deÂd✓e 

a_,1 d -1.t •• • d,,
41 

4 

éJ, d - - ,-d tJ 
4,, ,f ,.1. .t ~ ,,, 1 
1 \ 1 

1 1 , l 1 
1 l \ 1 1 
1 1 \ 1 1 
1 1 \ 1 1 

\ 
,:J â---:J CJ 

;JJ,., ,nJ m,,, 

0 - - - 0 

-1 - - - 0 
1\ 1 

1 \ 1 
1 \ 1 

1 \: 
! \ 1 

tJ ---1 

f?J ce fVi co11cer11e /4 Jrefft/e Jldria11fe com;le'mtnl;Jlre 10v -»1e!it?c/e cle. 

Lemke, le )1'0/Jléme elendv e1f Jéne'rdlemenr Jreje,,,,fe' co-m-me .rt .. ol, 

follJ forme de. -/;;;1/2/eât/ : 

tJria/;/e., lui911e J Ydlevrt cleJ vdrld/Jles de ld1e ..Xa At .i, --- /.)! 'l, 'l-1, - - - f,,,,, ,1 .,,, 

f-1 ~-1 
' ~ d d ---d A t) ____ CJ 

1 ,,,, -1,t ,,..,,, 

7.t ~J., ... a .J d - _ .J-l tJ -1,- - -- 0 

1 1 fl t' l't 1,,,, l I\ 1 

1 
1 

1 1 1\ I 1 1 \ 1 

1 
1 

1 1 : \ 1 1 1 \ 
1 1 \ 

1 1 
1 1 1 \ 1 1 1 \ 1 

1 
_jn, 

1 1 1 \ 1 1 1 \ 1 "\ 7~ l,..aJ à----â () 0----1 ,,, ,,,,, ,,, .,_ ,,,,,, 
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7Ja11s i~ mé/hode de Lem Ke., le /àr.,;mefre À e,lcon.ridér.e" comme 

lld rid//e )orJ' -b.:ue, el' Jevl ·de ve'1'7ir i<:u19ve ,- 6n je1i Î J'~n /re_r ce 

J;;rc1 mèlre ~ dlrecfeme-,,, f en /,.,ne el" ~1i / J/érc1/?on .tu/11.:111/e, h 
1/eJrtdÂ!e c am;le'menlo1ire J'Jon • J,::J.J·i9ve corretonddnJ-1:i celle ?u/ 

v/e11r de ..Jorllr' de icJ jc:JJ'e 7'enlre en ,({Jfe . 
I 

;/ ?Jolèr 11/e M v.:Jrldb/e 7v1/-/;;11/ /4 ,6d.re e.rf- c/e'/ermlne'e de fg -?llê. 

-me fçon 9ve d.:.lns /4 -mélhoe(e du J'Ïm}/eJ{.12 jovr kJ jro_JrdmmeJ' 

ft·ne'cllres. On co-nli·nve c,1/11 ✓✓ -✓ 1·v19vdv mome11f t:JÙ le Jdrdmi/.,-e,. 

À Jorf ctt! i1 ,.J✓e ,✓ cJV jÏIJ'JV
1

dt/ ?nomenf- C'V 011 1fe. Jevf ;JvJ /,,,oullt: r 

de V..Jrl'dhle Àc11i7ve 9ut' Ju1'J'✓ e .rorl;r de Id fc:1✓e . 

1/ t1 conlrc:J1r e,, d;,11.f ~ Vdrlé1n k com)k'me,-,/j_~~ ./4. )d n:1m e'h-~ À 

,ne jevl ren/.,.er e11 icue; de Jlvs/ ,À t:!I cerldù16!.S dv/re.r vc1:ric1/Jle.r 

1ton•,fut'7ve1 vonl Jldrier commeJdrd~èlres.,,· ~ -ne .re:ra do-,,c. 

JlvJ Conâde're· Comme une 11.::1r1~6/4 dor.J.j.:1Je, ma/J cc,mmt! v n 

jeJréJ~e'/re . Lef //dr1JÂ/4 .f Jo,.J- fJ.re J/on/ donc ëfre ✓.Je~, ~.t ---/~.., 

ef v'o11f renlrer en idfe en )lcue dt! levrJ Jlc:U'1ël//4.1 cc,m;4k-me11-

.lHrt!s correJ)c:J1Jdd1Jle.s,✓51race ci vn l/vtJ/41ye ✓t/r un e'/4•n-Jenr 

Jr1nc1;,a/, CJv Jvr un i/oc )1t'vof. 

JI 7JtJV./ t'/jeclvo_ns vn jJlllolc13e ✓vr /ê'llmenf )rincl)al a"-.~ ,, /4 
Vd'l'l~Àle! ,horJ i.::1Je 1% ,1.' J/d e-nlrer e rJ /,J✓e e-,,, hlfv ~r ;,lac~ oie ✓cl 

//drlc}hle ce1m;le'me-nldl.ire y./ . 

J;· ?/0/,/J' ejjéclvonf V111' lrd?l~/'?ndlon ✓vr V'1 iht:. //&IP1d.,u. d,4J']tJv~-2:: 

• d H- '1.rs J 
c.e/4 1'e11/e11r d efaclver un dr.,v,6k )ivP!oye ✓VI" ds,1r, '. ~t- ✓v-r a/L4, 

11 t?n .fVlllra 'J lie /41 vc1r1'.:1 I /4 )or..r - Jôfe l'.k! -4 tl-=' e.,,,/re 1" e -n Â aJ'e 

J l1 ;,/4ee t:1t! j 4 .,ef1</e. ~ 4 lld en/,,er e-n iaJ'e ci /41 J/c;ce de.. Ys ✓ 

o/411~ 1'c,vJ -1? 1,1Jvron✓ Jômc:1 i.J .rimvl~ n~.,,,,e-nl" devfi vcJrid/,kJ comJle', 

-'"1enla1re.s en Jc9✓e. ov hors. /2ti1✓e, 



~11et1? ✓ 1v ·rclve.r V-llt' /rJnfrmJ/2'01') ✓vr 1,11'] ~¼·men/' )1'4/or do11ne: 

.,,,~v✓-e11I "i : . 
• dtv,:rer /4✓ é/4'menl:r d~ M /4711e du )lvor )dr k ;/ve:,/-. , 

, J<JvJ/rt:11re del' e'limen/; de ✓ c1ul?"e✓ lt7ne.r .1 /4 ;,,o/vif' dt! /~-/e·menf 

cc,rre.rJondd»f dans /4J e.olo11ne dv J'lvoJ-)dr /é:lemenr 

C(J1'ri't)onolc1nf de la l✓Jne lranf rmee dv )ive;/. 

-:JJ'vn Join/ de vve JrcJl/7ve" a11 Jevf Je jcJJJer de f/2,cfer /41 
mcJlr,ce _ vnile' /. 1c1r l.2 .rv;re / ~avJ .,,, en /?endl"t7'1J de,1'1C Jill/J 

com/fe. dc111.f /eJ J;,/leav x. 

l1J c.e 9vico11c12r11e /ef e.1<~mp/4f ,1-re:tenf~'s cl!!.-,,r le.1 ch.;j:Jllre1 ✓uivJ111i, 
">ltJIIJ éltlcy,leroHJ direc.lë111e11r le J.;l!ut1 vh"lt'ri IC)(/ T la re'rolvfio~ 

aljorifhw,i-9ue du Jrohle'ml! .3e'nér~/, c'e1f-ci-d·re: 

***** ••••••• ********* ******' ......................... ******* *******•••·• 
• VARIABLES DE BASE* VALEURS DES * X(1)=4 XC2)=5 X(3)=6 X(4)=7 * 
* * VARIABLES DE BASE* * 
••••• ····••*••·········••*••·········································· * * * XET(1) XET(2) XETC3) XETC4) * 
·············•·***********************•································ 
* YC1>=1 * BC1) BETC1> * AC1,1) AC1,2) AC1,3) A(1,4) • 
* VC2)=2 • 8(2) BET(2) * AC2,1) AC2,2) A(2,3) A(2,4) * 
* YC3)=3 * BC3) BET(3) * AC3,1) AC3,2> AC3,3) AC3,4) • 

··························~·· *******"*************it*****•************* 
J 

â vec. :I, "'-. = 1 .t, 3 

.z, / = ,/~ .t,3 



c'ha;Jllre .:zz. 

d ye C 

J 1/0JtJ?JJ' mc1/nfe11,:1n/ 'ft.le ce mc1ximvm 

c -e J J c:i · cl✓- ,. e 9 v e À = m d x. {- -t ~- ) = _ 
a-.:· > o d ~ 
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Lt!l/e /1j11e / .Ierc1 d//e/e'e !cl l✓-911e c rili9ve,,. 

J · l'on dt!'.t-i1'e 9t.1e lt:.r Y-t' Jo1enl deJ t/dria,6kJ de Jd.re J A e1Î U?Je 

Âorne lnf',-.1ev-re de.. À . E/7 e#I, Jovr o/eJ À .,:: À 1 /4 J'olulion y= rl-1-t:l À 

d dt/ mo/111 llne comJo..r,:;1-nfe ?Jejc1.h,1e el'-n'e.r/' do11c /•l.I -re'a/lJ.;,.&/4; 

md/J jovr À ::? ~ / /e:1 J'~lu/,·on de /2c1✓ e.. dv )'rol,/4·-,,,,,e e.'/2'11dW y= -l-1,;; A 
e ;/ re'a !u.Jhle, 

rfovr À= ~,on d dc,nc ej.!lleme'Ylf 9ue / = .,t. +d ~ ~ o 

C.Jr 1/. = .t-i -f d-i. A ;:,, -t. -t- a-i (- .t.,i, ) = cJ tl "'-. = -11 ...... ~ ~1-<-· ;/" / 
/-'- - ~ c!J,<: .I 
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Alovs dl/4nj ~ire lin /lvo/4.fe ft1r /~¼'men/ JrJnci;t1/ â--J/ dt! M 
?nJlr/'ce Il (;.1r )//ôlll,e; 4-J{ ~ t:,) ; r:e )IYok3e J~rme(f;d d~ 

c/ ,/,6 /of Il d Y À , 

Mo11/rg11 t yv 'd)r~i )/11()/dJt!, ~ de11it11f v11e /ornt ✓Vje'r1evre j~"' ~. 
E11 e/f l: dwnr le )''ypJdye, /4:1 vafev,. oie Y-1 e'/ail ejc1k a': 

eelle YcJkvr d~ Y-J e✓I no?J-11ejo1h11~ ✓i ef ✓evleme111' 1t' ,h ~ \ . 

!jre'.! /4, /ill"kiJe Jvr a;il (9vieJ'l 11ejalif)., IJ tldkvr de~.;( (cclr 

éljrei j/11t:1faJe1 c·e,r a.-1 9ui eJr def,/("1(,/ Vd1'!!_4h/4 of~ hdl~, l'ând,·1 

9ue Yi eJf AorJ- /Jate e.f JJ 11c1levr euf -11vlle) e1I /4 Jvlva-11/e 

.,t_/ -1- d / À =. .,/-.( + d .,( À = \ éJ ./ { À- À ) 
à--t/ -1-11 di.j/ '1,1-J 

e.efle J/alevr de œ -1 eJ.I non- -n~li11e Ji e/- ✓evlemenf Ji .À 6 À. 

611 ?ecAe-rc.he èlorJ thu 1'Jovvel/e iorne /nje,rievre Jovr À dt! f: mên,1e 

/c1ç,on 7v'en (~J
I 
el' on con/-/nve le )roceé:/~ JV.ffu'av -n,o.n1e-n/- ov 

À= o/ ?JéJV✓ dv1'on.r dlor✓ 1"'e /4 ✓clullt:1-n d~ .IJ✓e y= J1 -;d .A 
{ oi f e1/ k vet..f~l/1' dyo1nf- Comme cam)rJJclnh✓ /4 ✓ J/dri°dh/4✓ d~ 
/Ji}Je. . ef-a~ /. el d eJnr e'Jë, lrd»'fr-més) ~J/- red;;"✓d.tle er e.1J

f~/t1fro71 du Jro/:,/4'me cc:,m;,Je"-,,,,e-,,,lâ/re c, ?41yinc1/; c1' 41afe r 9 t./e... 

/or.r'1t1e À= o, ~V.J kt ~- frdn~rme':r [a;re'.! /41 f 1·vofctfe1/ ✓onf-~ o. 

Mei/,otfe: ------ / 
de'lermlne r /'r1c:1;<. (- ~ } ::: - -/ 

3,;_>o d.;_ .iJ,J 



5f 

ft· /4111 les ele'menli )rlnc.J;µ(/)(. .ronr nejc1lïf1~ 0?1 e.11' d.Ffl/re "yve Id 
,me"/Aocle fvrnira t.1He .Joluli·on c,::;1r k1 1,1,::;1/evr de ). Vd, '!eéroi Ire 

d'vn t! /4ç on .,,,,,,.,,,,r,,,,e Ve 1'J O . E 'h ~ r,_ Je:,}/' ~ ✓,:,/V h,m de id✓e 
f = .J o/ d À clt/ec À :j= o / ce'1 .f'Jnf·e 1 v ,/ ~ x/.tle rd 1/n ~ . ~ o 

ef vn e::1-' > <!J , E lânl don.ne' 1v';/ exùle vn d-i ~ o, Jar fa /:,rmvk(-lf}, 

on )<:Jur,.a /routier (./l'J(! 1,yne. Crili1ue er c:le .1,· t/11 Jtvé)l)rin,~cJ/ 

'JJeje:111/ 9t.11jera cle'cp~;l,,,e À; t:)11 Jot.1rrd 1-~11/J• c.e rd/Jon11eme11r . 

jUJf t( 1
dl/ 11101-Yle-nf où À :: O . 

On )eu/ 1'ejre:unh r clc19ue e.'lemenf jrhu:.'/'d;: ddn.r c.le1'/ve laill?dt/,, 
J'ov.r f rme d~ 7"dj/O" /- de c/e:.qx minevr.1 ✓t/c.ce,u0' d~ 4. { #;,nex.e 1) 

Ji /4 mdlric ~ - Il d de.1 mJnevr.I /rinci)Jv x Jo.11"/(1, 

e 'e1/J .c/1re J'i. /l e✓I vne ?_ mdlrice on d 

CJ?J jevf c;1/orf c,c:,nclvre f Ve,, f / - ,4 e.1/ 1;11e ?. mc:1/rl~e , /4.1 ~¼'n1enfi 

)"int.ijdv;c dc!J?J.j le.r dij/è'r~n fJ' :fc1i>lee1~x comJle'menl4ireJ ✓onr 

-nejtJ/i /1 ef-)t1/J1 ve /4 J/,::)kVr d~ À Vd deér~;lre dune ~FO~ 

-mo~u:,lo~e en un -11om.61"e f'ni d~·/c-,1e.1 ver✓ tJ., ./c9 ?n~·/.4ocle _ 

V.d con ve1Jt!r d)re's l/'11 ,nombre /✓n/ d~·lërc:JJ-/on s e-n vne Jolv/;0-11 

'JJe./lv.t~ -novJ ),_ovv"nJ' d,·re 7t.1'a c..,)J1ve. 9'::lilecît./ eJI° dJ.focltl 

Ll'IJe ,borne 1ije'r1e.vre. ef- 1/ne ~/,o rYJe J t.1)e'rfev re de À . 

#t?llJ' .félt/on.r fV'd/re'J' )t't/tJlafe /4 Aornt! i11fa'ri~t.1,j,,t! J/d deven,·r 

1.1ne /2rJrne .r")e'riture/ ef-on Jovrra clercAer une -nauve.lle fo,-ne 

tnje'ri el/1'~ . • 

Lél tldleur d~ À deéroll" c,/en-,c d'une f'Ço'1 ?'1101'/t:)ll!)'l'le e f- ,/ e J 7 

l'"';JoJ1iJ/s de -relrovver U'11 ~ iorne /'nf'rle~,.~ elv-,, ~J/e,in/ dijilrovJ1i. 



::JJe ce f ,J- dvcvn cyc.lt::1_Je -ne Jev/' ✓e )re•✓enler. 
C}-,, f et1re,,:1k-menf-Jro~ll~r 9ve id ✓olu/1'(111 e~r. l/.1119ve , ~i 

eJ/ vne ?- malr✓-ce e:.I ✓1 /él ✓olvf-,on eJf -Mc,11-c:l~:;en~r~·e . 

Ht'vJ de·monlrero11.t cela ;lvJ lo.l?J_, d,11?1.1 t,h7 Cil.I ;lv.r Je'ne'rd/. 

Exem;Je de la -m11'f/2ode J:Jat4dmef.,,.;rve dYeC deJ,/ivtJ/.r,/J'l?ICf/.lc/X 

~e9c1h/J. 

c:mJidert:J71j le ,,,.tJJ/e'me IJ·nedlre com~lemen/4/re: 

f = -J ~,, -/- .i, /.e ,t, + -" ~ J f- '/...., 

- J, - .J oe..., - .1. «1, + y J, 

- l/ .:: -J ae,.., -x..t - -œ J + f 3 

CJven~tJJ'e : - J L 

J. -1. 

- J - .,, 
_:) 

«,,, 

« .t 

.œ 3 

+ y,, - f 

'lt -1, 

'/ J - 1/ 

dvec œ.,, 1 'f 4 ~o 

œi_ '/.t 
aJ YJ 

ef f ,:)l,__,, ..œ.t , /.X?-3 ) y.., .=-CJ 

y .t 

YJ 

Là Jo/11/ïon de ce Jroi/eme J'e.,.d com-1?Je -1'10VJ /4 verronf 

œ_, = f Y-1 :o 

/)Ci.. :::; --1 ~ 
éJ 

rx. J ::. t ..i-

" 



········••*•**** ***~*~*****************~**** *6*************~***********~***********1W:* '"'** **** 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 6 7 * 
***************************************** .. ******************************* ............................ . 
* .... *** 4.00000 0.00000 0.00000 0.00000 * 
********************IW.r************************************~******************** ****** *********§ 
* 3 *** -4.00000 0.00000 .... -1.00000 -3.00000 -1.00000 -,.00000 * 
• 1 *** 7.00000 7.00000 ..... 0.00000 -3.00000 2.00000 2.00000 * 
* 2 *** -2.00000 2.00000 *** -1.00000 2.00000 -2.00000 0.00000 * 
*****O~~~****~••~~~***~ ~***~*~*********~****** *** *******~***tWr* *************** ~ v********** 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: -1.00000 
**************•********** .. ******************* ......................................................... . 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 6 3 • 
*****•****~*ô****~*~**************~****************~************ *****************H**** ****~*~** 
* *** -••· 4.00000 0.00000 0.00000 0.000 0 * 
************************* .... *************************••····· .. ••••••••••••• .. ••-tt•~·······••-tt••····· * 7 *** 4.00000 0.00000 *** 1.00000 3.00000 1.00000 -1.00000 * 
• 1 v -1.00000 7.00000 •vv -2.00000 -9.00000 0.00000 2.00000 
* 2 *** -2.00000 2.00000 .... -1.00000 2.00000 -2.00000 0.00000 * 
****** .. ************* .. rk~ ................................................................................ . 
*******••·························••***********••················································· 
*VARIABLES DE BASE~~~VALEURS DES VARIABLES DE BASE~•• 4 3 5 6 ~ 

*****••**** .. ***•*•********* .. *****•*************•••• .. •• .. ••'"'•****•***•*****••••H****H••H .. ••*** 
* *** ••• 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000 * 
**************••·······~·············· ................................................................ .. 
* 2 *** -2.00000 0.00000 66~ -1.00000 0.00000 2.00000 -2.00000 * 
* 7 *** 4.00000 2.00000 ••• 1.00000 -1.00000 3.00000 1.00000 • 
* 1 ••• -1.00000 3.00000 *** -2.00000 2.00000 -9.00000 0.00000 * 
******~•···················································~ ....................................... . ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: -2.00000 
***••••••••• .. ••• .. •*************** .. ******•****•************â'A'******•*•************H*****•~••****• 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*•* 4 3 5 2 * 
*******•**********••······••1ttr*********••································· .. ••• ................... *11r ••• 
* *~* ~~· 2.00000 0.00000 0.00000 0.00000 ~ 
***********************************•••***** ............ 'l> ............. ***************•*******••······· 
* 6 .... 1.00000 0.00000 .... 0.50000 0.00000 -1.00000 -o.soooo * 
* 7 *** 3.00000 2.00000 .... 0.50000 -1.00000 4.00000 0.50000 * 
* 1 *** -1.00000 3.00000 1'Mr -2.00000 2.00000 -9.00000 0.00000 * 
.......................................................... H- ... •···••*********••······ .. ••***********•*** 



*********************************************••·······················--················~----····· 
•VARIABLES OE BASE~**VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 2 3 5 * 
**********************~~******~~**~'lrA>••••••••••••~•~o••*•~•••~*******~************,,,.****4********* 
* *~* *** 0.50000 0.00000 0.00000 0.00000 * 
************************tH-*****************************************************H*********""'****** 
* 1 *** -1.00000 0.00000 *** -2.00000 0.00000 2.00000 -9.00000 * 
* 6 *** 1.00000 0.75000 *** 0.50000 -0.50000 0.00000 -1.00000 * 
* 1 *** 3.00000 2.75000 *** 0.50000 0.50000 -1.00000 4.00000 * 
*********************************•****** ****••··················································· 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: -9.00000 
********v*************************Q*~***~*~*********~*~******** **********************6*~trll*~***** . . 

*VA.RIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES l>E BASE*** 4 2 3 1 * 
............... ****••·~·~············••********** ***************************** ******** ********** 
* *** *** 0.50000 0.00000 0.00000 0.00000 • 
**•********aw••••••~•••~•••~••••~•~o********************O*'IWr*************************"*********** 
* 5 *** 0.11111 0.00000 *** 0.22222 0.00000 -0.22222 -0.11111 * 
* 6 *** 1.11111 0.75000 *** 0.72222 -0.50000 -0.22222 -0.11111 * 
* 7 ·~· 2.55556 2.75000 *** -0.38889 0.50000 -0.11111 0.44444 * 
***************************•**~*********H****-H***********~*OHO***************~**Mi-~Otnt660**~* 
*******************************•******************•***"*""'***••···············••tt••tt••········· 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASEH* 4 1 2 3 * 
*************~•······~•***•********~********************************••··············•ff••········· 
* *** *** 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 * 
****************•****** .............. ********•***********•******** .. *********************fr***-lf***•**** 
* 5 *** 0.11111 0.11111 *** 0.22222 -0.11111 0.00000 -0.22222 * 
* 6 ~~· 1.11111 1.11111 *** 0.72222 -0.11111 -0.50000 -0.22222 * 
* 7 ·~· 2.55556 2.55556 *** -0.38889 0.44444 0.50000 -0.11111 • 
~·~·~-•~! ... '!'~-·~~-~••!t•~-~~~~·-~·-·~-·-'~-•!i:~.•~·-~~·~~'!"'!l'.*-~~,~~~··••tr-A:~**'1'*~-•-!r~.•.!c~!r~-·•~:A-~1':'fr~t\:~~ ... _lt~'i:t"::*~*J~'! 
UNE SOLUTION DU PROBLEME COMPLEMENTAIRE EST TROUVEE 



Cha;J1!re JI[. 

Cci.r oti la mdlric.e /l e.rl Jem/ -def n ie nejt1/2·J1e. 

#ofo11s ddJorcl_ Cjlle : 

T/Je'oréme .' Jt.· Id mdlrice /Î e1r semi-c/ef·n1e 

à., . . < cJ tl;(.· ef en;/111 J1. · c1 .. = o c1lors 
,,._ -l. - , ~,(. 

:J)e'mon.rfrdf✓vn : 

-neja/Jvte .,dlorJ on â : 

a · =-a.- tl-
,(.j d~ ri 

l:1 mdlrl~e /J é lc:n,r Je-mi- df nie. neydfive. , 110UJ )Ol///011✓ e'c.r✓-re 9 1/e 

t/ «. : ~ r ,4 ~ ~ CJ, 

ef enJren,gnf Jot1r ~,, /t! " u':.me tleclevr un,le ' ,e-<-.,, 

../!.~ .,1/.e.=d .. <E:O 
~ -<. "< 

EJ.jrimons mdhi/4 ?JdJ ni' IJ en t~rmeJ d'une. -md/,-ie:e .1yme·j,,.i"9ve C e ï 

dvne mdA•a:~ an//.Jyme'lr1"9ue. ::D cJÙ C=f (#+llT) ~r::z>::f(.#-11; 

#t:JVJ dll/Jtl .f dt:Jnc #: C -1- l), el le.J e'/e'me-,,,/.I d1é:JJ01tdvX d~ -:JJ ✓onl11v/s . 
6n cJ dt1ne. a r 4 <Jt! = ~ r c « + «- r ':J) --oc 

'11v✓:19l/~ « r.1)-:x. =- f a, r {8-llT) -1' = J ,œ.,. //« -1 .-:x r ;J Ta = o,,, 

0"'1 d ~ 'T rJ ~ = ~ T C :x 

':l}c:,-,,,e. ✓ JI ,lj eJI" Je-111/. de/ nit! ;n ey.:1 f,Pe , .:9/orJ' C le J r dUJ/ /. 

J;· t/'J1 e¼'menJ- c:,/1ëJona/ ele C <!! ✓/ -nv/, /4J e/4·-n-,e""/; cl~~ ""'1émt: 

l1Jne t!./-de. Id -même Ct:Jh11-ne. dolllt.-nr ilre. .-nv/J r~/nnexe d()) 

'?>one Ji d .. = c ., · . ..J. d . . - C. . = o ....1,./, / -t. ,(. ... ,(. -, ~ ,(, - -e, ' ~ 

a/or.r à , == C .. -t- d . . - cé .. Y;· "rl -<; -<I - "I 
e-f 

dl/-'. = c! "- r d.j-i = d .. JI. 
/ ,<. ; 

tl . rJ7v11;1/e 1· .i = - dA.i i on d c!J .. = - a .. ; ~, 1-(. 

tlt:Jym.J 1rJclinlt.nanf ce 9ue. donne une. ifer,:Jli·on cle nol,-e c:1f;or1/J'h1e d:inr CeCdJ . 

.JJe'lerminon.r, l~vfcomme du ehe1J1lre :Il,. t/ne. /2orne /nfrievre. jour À : 



ln 1'd1:ron dv fhe'orème Jre•céden~ -no v J --n'ë~l)nJ 9ve dt!Vy Jc,JJ1l/. 

-lile·.s cl lràl le,. : 

• Jt' .:1 -il < o, -nov.J sommer danl' /4 c,;.r e'lvdle.' c:1 v cha)//,,e,. .:ZZ: . 
I' • I ,J. I /IA • { ~ • -r .:1 • À ) • .lt d-1/ = CJ, on ae1ermlne /e.. ''ll"11 ~ ~ 

a 4 • /' -;, o d ~ · ,/1 

. Jt' d<.-1 ~ o 11-t~ c1for.J 1/ ny.a __/Jd.f m oyen de: ce,nl,·nv~r ce//~ 

melhode;clon.s ce cc9s, ?10Yf dt'ron .r fY~ /d~or//A?1'1~ ✓~ lê,m/ne 

Jdnf Ju~ce'.r ______ .. , • 

Je )rodui.te c:lkl fyne 

_,/_. + d "- ~ 
d A../ 



t3 

~vù7ve d _,f ./ = o" Id lrdnlf rmdlïon avee. & --t/ comm~ J;ivol ,na jaJ 

d'1111jc1tf ✓vr /4l ./ "!"'' hj11e ,; /~- /,.dn~rm,,;/;cm d J/et:. d-;{ ,t Comm~ //vor 

ô?nJne vne div1"Jion de /49 / ~ l1jne Jdr vn "1o-mJ,,.~ -11ejr:1l"j:7v/ 

Chd"Je /4 iorne /nfe'J"lel/1'e de À ~?1 /2orne ✓v;.,erlevre .. 

On f'ecJe.,.cA~ dkJrJ' ll?Je Jorne inje'r/evre Jovr .h 9râce a· /c;} /7rmule {,<) 

e/"011 conlinve k1 frd1u(ormcJlion.r J·v✓9udf.l momt:,,,,r éJÙ ~ =o. 

#ovJc1von.J ejcilemenJ-vv Jve ✓/cl// =c?_-t:l ✓/â~:I' :;Eo JI .. ~: 

{ CJt/ enctJre d J -<-' ?: o li .i ),dlorJ 1/ ?J'y -'Vc11/-)dJ d~ Jo/v/20 11 Jar 

celle me'IAo/e" -mJi.t i I ny c:1 )dJ 11011 ,1!t.1J de ✓olvlï()n dt.1 JroJ/e'me 

/4·,,e'ëÙ•e ComJle'me,,,,/c1/re 1' e11 #1" J/ d .-,{.,{ : 0 er d ✓""· "3 0 tl-t..,, 

dlor.r Jv1✓1ve -'1 eJI nej:,ff on d Jovr À =o 9v~ k Jo/t/lïo,; dt?.. 

}dJe y~ = ,,/.-1 -f c:J ~ À - l o ""' ,œ .i .avtu. 4!-i. 3 r:J ~e.JI" ~J' rea/i:re9Jk_. 
<JJ_ovr )t:JV//tJ/r cc:mlhiver d ... cl)/l19qer c~..J )r/'71~1/e✓ de /'1i,,o/;J!}e✓ /vJ9v;i . 

I ob/ù,li~1')(e·venlt1elk) dv11e J'olvlio~, // Co11vie 11/"en~ore de ✓'d.rJvrer 91.1~ /eJ 

4>1dlriteJ' ,4 fre>r1Jf 11neeJ deJ fdJkcavx ✓vcce.rJ'f-1 'l"eJlenr Jem1-df "niu "1e5Jdlïllt.J': 

7/;eorlme :Ci&11ve /,.dnf'ormolio7' ;r,nci;ak dune -malr,è.e. ✓emi.def nlt! 

;J)~/ive/t:Jvrnil l./?Je -?Jovve/le md/rll;e Jem1-dfnie ,nèJd~ve . 

:J)ôntJn.rlrdli~,,,: co-n.ride'~on.r le ✓yJfe'm~ d~jl/t:1r✓à11J y = /1 '.l-! 
Comme /-Î rut' J"emJ -c:lf'nie ,,ney,l'/il~ ,, œ r y .:: r ,J <'.le :: t:J 

l::;iJ-?nain/ë,,dnl'; /4 /r,,uufrme~ Jrme.')~ y-If= /J~.ae.,.,.de y '= #cJt! .Cel:, ✓'jnife· 

911e cer /J/ne.r J/d1'ldhk1 y anre'fd· t'~mJMce'eJJar /4✓ J/cJ7'l;;i/eJ ~ eorre1cm-

.Jâ,,,lt.s ef-vice-ver.JJ ". dtJ?Je, c1v✓.1i 91.1e a*ry* = «-y-E/Jeft.l; ✓i /4, rôlerdt! 

Dt.~· e-1 Y--1: o ni e'lé) e rmv h:,, kv1'') rodeuJ- a-<. '/ " . 1"'e J fe le -?-Hi-me . 

/'1 J ,/1,r * r >- *.,. .j(. •rA* * l/1'1 d OD'IIG « y ; a 1 ~ 0 e,:;v1:r91.1e /.X. y .:: ,X '7 ~ , 0,,,, contlvr 

111e ~ ~ r lj* h. * ~ fJ, l! ~eJl.i-d/re 'Jllt! ,f * e:r .fe-mi.dfiJ1t 11e'jd/1ve . 



t'I 

~//e/on.r f'·/vne mc1lrice Cdrre'e. eJ/' t/ne 1? mâlr1ce .r/ foos Je.S 

?ï1inev-r.r Jrl'nC)d t/)(. .ronl" /c:>.Jil;js; 'JV elk eJ/' vne Po-:- 1-nalric<2 fi 

1ovs .re.r ?ninel/1'S )J'i11Ct/dU X Jonr non· nejdl1fa. 

#olons encore 1ve .rt' _ 1/ eJlttne --p_ -mdlr,ce,, l'ovJ leJ m111evrs del/ 

e.lordre _,(,,. onl (e Jtjne(- -1)< el" .u· _ ~ e.f/ vne ~ - méJlr✓ -c.e / //2 onr 

le J1J11 e (-..,,) ,(. ov Jon/- -nvls. 

fvi.ryve c.ha91./e e'le'me-nl" )rlnctJc1I Je.v/ .r 'e.xJrlmer JOVf forme 

dvn rdJ/o-rr de de{/)( de' k.r' ""'1!?1d"11 rs )rinc. i}dll x JUCC'1. ✓f0 ./ 
Cevx .c; Joni nejalf'-1 Ji - Il t'.J/ t111e 'P- .malr/ce (on eJ/ alor1 danJ 

le Cels du C haJi Ire. ::IL) C/(/ ?Jon jJO.Jif/✓ j'/ - /f e.11" vne ?cr-»1dlric~ 

(~ê1l.i- ch're le ec:;.r env/f.;,.Je' dân.f ce c.hajoi/re) 

.:JJe'lermJnon.r, comme dan.1 /4.r clcl)1/r~s_1T"e~e'clenf.t, une. iorne 

/nle'Neure JovT' À, ..foi/ À = Mdx {-~ )l} Ju,o/-'o.ron.r 1ve ce 
I • ..a~- > ô a "' / ✓ 

A1::J/cJ1J.f flle Yi IJ/01ue /e1 decrol.rl'c' 11 ce de ).. ~ c é.1/•J·. dir~ 9ue Y-i = o 

.ft· dll <:. CJ , c'e1/ le cas e'fvdle' dl/ chd/i/,.e .JE . 

. ft · di( ::: 0, /Z~ I h, Vdrid/2le corres;ondanle d
1 y, rut" ilt:u7ueÀ , 

croïf Jé1-ran1e'lrl9vt!menf: ef {/ne. ,borne ✓u;er/ev'7'e de. ~ eJr 

/ • L • ) - AA • ( --6, • + é1 • ). ) { ) oe Te?-n1lnee c1 r œ-i = ,,,,,, " ,,(,. - *~ 
d~-f :;,, o â 4- · ./ 



fi -t. dlon /4 "Jnellode .re. fermine Jdnf .rucce s 
,I 

J;non. J')/OJ0'1.f 7ve le 11-Jlni m(/m Je )rodvi.le .,;i' kl l✓yne ..,z 

fc1 -nouvel/~ Jolv/2011 ~JI: À = - ./ I 
- d,I 

œ-1=(~4--l-d.,i À) 

ô A. -1 

6.5 

j-t· = ~ - -f d~· À -d~· / ~ -J 
#c1lo11.r yve y.IL !Jfo1ve. Id croi.rJdnce de «- /, c ~Jla:dir~ ,¼=a 

er )1.1119</t!. /.Je-1 e.11 ilo1 ve'e dons /..g l1Jne ./J. ,I ~ .,1.. )eu!' c.roÎ Ire . 

Alt71ons 9u'c::ivc.vne. -/ran~rmâl,on c:I<! l"a/,ledu n 1~J7 111f~rve.11ue., 

m.ais /eJ l/.d/4uJ"'.f de.r v.;r1al,/e1 de ba.re onr Chd11Je' 9ra-ce 

dl/X J,ld7"idlionJ /'1élrdme'lr19ue.r de ~ ef /.J!_i, 7uJ' re-nde.-nr 

y-1 er Y.11.. -nuls. 

!Vou1 re1c1rdo11.J dlo:r.J, ✓i lh1e (.-:le.r -l J/dridb/4.r j lo1ve'e ! À er <l! i 

J evf ilre déifo1t/e'e. 

"Pt11i9t1e - IÎ e1t vne ~- mal-,.,ce, le mi11evr /r1nci;,.1/ d ..JI = o c1 -/-1 à le J1j?Je 

d 4 /-:,o d-L~ 

(--1) ../, = 4 ov esl nvl, dov - d .-t. l d -1 --t. ~ C) e..l" enc.~re d-1-i. ~ éJ, /u1'J9ue d,1./>o . 

• J:·dJ4 ~t:J, À jeu/êlre c/4ift;yve' Jâr )/j/tJ/4Je ✓vr à-:,4 4 el'c1,1.-/ ef/4, 

&rne infr/evre oie .À del/ier1I v-n~ /2orne .rvJe'rievre .ô-n chercAe 

â lort vne ?Jou ve..lle. ,6or11e /n f ',-1e.v r e jJ r { jf) . 

• ft · d J -t = 0 J ).. -ne Je.uf. êlre de'i/49ue'; on f '1n /e,re.JJe .::1/or.1 d. 

l'e.'/e.'menf )rintiJJI à,,,_
1 

_ 

_ ft · d A~ < 0, dlors «-;4 )eur e."fre. de'i/°1ue' ldr /ivoidJe ..rvr 

c:1.ll 4 ef v11e ~01.1ve.l/e, /4orne Ju;erie.vre. j,our ,-x,-1 )vvrrc:1 ifre 

fro11vt.'e Jt:1r {* "tt) . 

• ft .dJ4 -t =o., a-1 ~rcJ/f)élrd?ne'/ri9uemen/-elon de"'hrm/ne une 

bor11~ .tvJe'r/evre, J t1Ur,()I!. --2 • 



f1 · c1 -1, · --t ~ o t/ .. i , /41 -me'//2c,de .re. t~rmine fc::Jn.t JuccéJ . 

Ld 1JOt/lle/le Jolvl/tUJ eJ'/: JI le -minhnvm Je ;rodvir cî kJ l1jne S, 

À == - -t-1 
dj 

/Je I = ( ~-1. + d /l À ) 
d ,t I 

,x/J. = (..t_,+-'-:,~-d,,,( ,:;;_/_) 
4 JZ. . 

1/ - _,,t · -'- d • ~ - d ~· î ~ î - d . ,œ A. 
/ ,t' - ,< T .(, - - ~ °7' ~ 4, 

!Volo11.r 1ve Y-1 iléJflle /4 c-ro/JJ'dnce de ~/1.~C~Jr.a'-clire. y/,)= 0. 

tYcJv1 reJ,;rc/tJn.r diol'J ./1 ° t/7Jt! tde.t J Vdr/dikJ À.J a-4 e:r,,z-1. Je.vr 
ê/re cle.'ilo9ve·e. 

,?() " 
?v1i9ve -Il eJfthJe '?o-mc1/2-ù:e, le m 1nevr )rlnetJidl d,1/ d-',: d/

4 
é1 le. 

"70 ~D 
éJ .tl c1 4..IZ. d ,2 4 

Jij 11 e {- A) 3 = - -1 of./ e J f n v I ~ d 'orJ c:7 ...,_ -1 d ... (J-t.. d-;( .,;j ~ o t!. t d -1--:J ~ o,) u ,19v e 
cJ.11,I e/d

4
/l.. >O .{;)1'/jovrrd de'duire Jër th? raJsonne-men/-ancJ./CJ.Jt.1e 

'Jlle d Il~ ~ 0 • 

. JI. à-J 4 ~ CJ, À Jeu/ ilre de'ilo9ue'jdr )lvo/2Je Jur d-i ~,, d--f./, él,,; 4 e/

lél ~rne lnf·n·evre de. ,À de.vùnr vne ior11e JvjJe'rlevre; 

el" une -novve//4. )orne i11/erie1.1re Jovr À Je rd oÂÎe nue )dr(-lt) . 

• 1t·c1J--1 = O J ~ 11e jevl èlre de.'ikrve', ô?? .r'i-nle'reJJ'e ,:;J/c,rs d
0 /49 VdrÙ/;/4 

~A /JI o111ee!. 

- .Ji° .::1 ..IJ 1 .::: t!),, <Jt! I Je.11/ ëlr~ d~'il,:)1(/e')dr t/71 )NtJ/4.Je, lu 1" d -1..~ e..J- .Jvr d -J IJ. er 

t/-11t 'JJtJt111tl/4 hov1e J"Vje'riev re Jovr /X J Joul'rd è Ire /rcJUvie )d P (-1( -1') . 



tf 

.J'i d/l,<) = 0 I ~--111jeu/-t/lre. de½h9t1e'; on f
1/nfereJJ'e alorJ ,,,' k? 

Vdlrù1ile ..-x,t. iloyt/ee . 

. J'/ c:14-1 ~ ~ , a4 Jev/ëlre. de'i/4111e';1dr JJvo~:;e .rvr d--1~ er 

une 1Jouvelle /Jarne .Jt1Je'rie.vre Jov-r a-1. jovrrcJ ë/re 

f rovJ/e'e.) d r [ If -Jf ~) . 

. .r, d _1 = o c,n de'l"ermine 
/ .;-1 / 

~ <! = /11;.,, { ~ 4 • + d 4 • À -d-<-.~ /2é -J -d ~ ·..-1. /.:1! ..;z ) 
éJ -<- ' ,1 '7 o dl~· 4 

el dl??J'I de .rt..11-fe. . 

IJ;Jehn~ ~d colonne d~-nlrt/e;,, ~ colonne dt! /,,; -novvelk. Vdrû/2/4 ,béJ119ve. 

Ji leJ elemenl.r dcJn.t id colonne dénlree t!-1' ç:,lanJ le.1 hJneJ ilo9 f/ee1 

J'onf 110-n)ou'lfs, er J/î 'Jt./ch1c:I ces e'le'menls Jo-nr-nvlf, ,'/ Yd 

1-o'jovrJ dt./mo/n.f un ele·?YJen/-jo.1)/f c:lc!!nJ' ce.lié c~lonne.( e r 

dans d dv/reJ /4yne.f} ,c1lor.J, dën.J chô9'we Jolvl'/o?'J Juc~eJ.1 1·ve, 

Of/ ,6Je. n À d e'cro7 I -mo-no fo -,,, i '1 L/t! '/)'Je. n r ou 1.)/~,,,, À re.1/é /ncia n5,<· 
'J!Jcl1J d lo-rJ I i:1 1/d'J"/d ile. /J 109{./e.~ .r v/vc1nlél J'o1I croÎ r mono/on/-

.- 9t1e111e,n /: .toJT re.Jle /nc/2anJ't~'e; e/01n1J de Jv//;'. 

En Je'néra/ on Jevr conclt./re:. 91./e leJ e'leme.,,,IJ dc:?n.r /a colonne 

d'enlre'e. er ddnJ /eJ l,JneJ ilorveer Jo-nr no-n-}oJ✓-/'fs fi - ,,t:J 

e1r tl1'J e ~. mdlrlce . Ceki d.f'Jl/re une t/drid//on ?nonolo-ne de A 
ef de J du Ire. J vdr/a 1:,/eJ non - iban/ue. J Jol/1' le1 ✓olulio-,,J JyaeJHnJ . 

.f',· /e.r e'fe·me?Jfs o/dnJ /4 cCJlonne d'enlre.'e.. e / dc:1 nJ /eJ /;J ne .r 

/Jlo9veé1 J'onf-nuls e:.f Cel./X def dulre.r ljneJ' .fo-nrno11 •)cJJili/11 

éJ/orJ / djo-r/f.4me Je fermJne Janf ✓vcceJ . 

.2Jc::ulf le c,{1;1 Ire :or; le /âil' 9t/1I --n'y c1ll"" ;ia r ~ .rt:Jlt/ /, on /él r 

l'.:l(jorJ//Jme 1nd/1</e. ft./'i/ 11yd /dJ ~ .rolvlio
0

1'} dt.1jr0Âle'me.Ce -?t'~J'r 

/cJJ -neéeJJ<:11 remenf vréJ/, J/ _ /l eJ'/" v-ne ~. me1lr1ce . 



Co-P1/dero11s u77 minevr dordre .t d//=O d-;(-<. · 

d ·/ <. O d .. 
~ .... ~ (, 

CJV / &Î /éJ colonne denl,-t!'e . ft.· - ,4 e.Jf v-,,e ~-mt:1/r/ce, o-n él 

_ d--1-l · à-<-· / :::: o . ft· d <.I < o, on d a -1 .i ?: o /é111d1t 1ve 

t! 

. Ji cl·'--' I = o., on -ne) e.v f ?'len cll':re Jvr k ✓J11e de d ,,( -<-. . 

J"f- d 
4

- / < o Il-<· 
1 
✓evlemen/ kJ -/ û~e /Jlne. ) ev/ t:"!re Jlo9v~'e. ,; cilor.r 

J'evl A doit êlre ilo1ve·e.) er on a d -1<' ~ 0 t!-t.' eld(/JJi a-<.. ~ 0 

ef ..#.i ~ o. 

611 e1/ do-ne.. clc1nJ' /4 CcJ.r dv c/,'1/1/re Jlf'. 

Cei:J é};gJ/i/ /~·m_}t:J.r✓1.6i/4/é· dt.1 j,roi/4·m~ d.;;nJ ce CdJ . 

::.IJon~ / ddn f k CcJ.S ot1 - li e.1/ v11e. ~ - 1-nâlr/ce e f où lôv.J /eJ e'le·111('nfJ 

de Id CCJ/onne c/ê,,.,f.re·e Joni' néJàl1f,, J'cJvj /'e.'/4'-men/ Jr1nci)c1/ 

9ui e1/Je:·ro, l>mJ0Jr1/21/2'/i" où lrovver vn~ Jvlv/;;;"1 )'dr /;:;jor✓-lim~ 

Corre1,1ond .d /,:1 ;yJorJ .exislence de ✓olur✓ ·on . 

.Il en eJ /' d~ mi' ~e,, Jt' c::J ~ / = O IJ ..{_' e..r fi d ~-<· ✓onl"-non-r>e~lïf. 

Alo/bn1 7ue. I 'ly;olheje. N _ ,4 e..11' vne P;,. mc:Jlrice. "eJ~ ,6~aucou;i 

j/1.1.r Je'ne'rd/e, 1ue. / '} y11olheje ,.~ ,4 eJ/" Jemi-c:ief nie. Jou-/ïve; 

e-n el/el' /c1 meiJode Jàrd me'lri9ve eJI Jlt1f Co-mJ;l✓c;ue'e.. 
ddnJ le Cd! ?ô 9ue. dc1ns le Cé!J Je-mi-dej'tni)o.1//j ✓vrlôvr 

pc1r deux c1!/ec.l"s : 

A • 1/ ldrr À ,,cl:iu/.,.eJ J/dr/di/4, non-ia.1,.,veJ ;euvenJ~lr~ ilo,t1e'ti. 

1 e. ! '.dior.1/2jJe~enl' oie J;;(1~rillme Jvr v-n eéAec .-n ~·m)l/9ve 

/dl -neéessc1ire-me-n f /i•mjo✓Ji/41///? c;/ u} r"olile" me. 



.In/e✓ressons novs mai nfeng11f cl /~ni'c,1"'/i'cle lc2 .rolf//;"tln da?Jf le c,;,s 

11
_ // eJf vne J; _ ,nc9/rice /t ·Le cas e'lt.1 dt·e:' ciu cht:1,,)Jilre JI., c 'e J/ci-clt-re 

1
~ /J e1f vne 'P.. m,::1/rice,/.1 e1/ t/11 c.cJJ' Je:1rli~t/1J'er d'~ celv1-c/,, er1ep/

t111e f! mJ/~lc e &✓/ v?Je ~ - m,::1/,.,ic e . 

T/Jeore'me: 

JI - f} d de J mJnevr.r ,.Jrlnt:.}_IJav x ?1tJ?1 - -nejc1 I/✓ (c ~JI-.J-d/rf! J1 

_ IJ e.rl une ~ - m.1/rice J e/'J; /~n Jevf /rovver vne .rolur✓on e'lanf-

11011 -deje'ne'reé,d/ol"J elle e.r/' v-n19t1e.. 

:IJemon.r /,.,, /;cn7 : 

Joi/,c1Jre'.J dvtJ1r rei:1")/;-..r/ le✓ t1c1ric1hle1, /4 /'rolleme g~= ;j~~ -If 

Of/ ~:,+ el /J~ Joni 1e✓ "__/ el 4 dvJrCJile1"1e c:JT'JlncJ/ rvionle:lé· Franf

f:rme'.r. 

J1c)ff /eJ Joluf1tnJ dvjrf.7J,/4~WJe ,Y:= -t~ ~o. 

fv117ve Id -n?c1/r/ce _//dt/ Jro l/4·me t:JrJJn.;/ c:1 deJ' ;;n/new r.r /r/n. 

-C-jc1t1x '11on- 11e:r1lf, _ !/* d ej:1/emenJ- oie/ mJneurs jrt"nci/du;< 

-non- -11ejc1lf1. 
J t-JjoJo ?1 s 7v 1/ e.x1J/é t/?Je c9u/re ..Jolt//;·on CJV t1-n eer/;;;71 ?Jomire 

df' vd1'/àble s c:lr 1y;,t!! -::ie Joni en Jd✓e en J/4ce cl~ /4vr t/dr/a/21~ 

Correjonda-nlé a4 /y/e y . 
Le j ?'oife•me Jev/. i Ire jd r /;/;-o n?J e✓ c o-m'1'Y!e Jui/ 

[
'.,,/ -1*] = [IJ_,! il "'7'."] [ œ 1j ... -t- [ 'I 1] dt/ le t1ecfe.t1r /X.,, co-n/ieni 
~ .ti' r1~ /J-i' aL 1. 

'1.,t.-, il '/ 

!tJ Vdr/d,6/es Àa~i9ve✓ c/4 ly;e. ,,z - clanJ h clevxlèm~ ✓olt/r1,n1. 
t)ll e-neore ~ .,,~ ,, --,c ,oe,.., -t- /J ~ ~ t J. y-, 

- /'l ,,.., .,, .t '->- 7 

_,/ l.JJ = ,tj-H ,0t,-, -f lj * a J. -t- f t, 
..t.-1 .J.t 



fo 

fa;/~ 1 /4J Vdkt/r de ,,x 
4 

dd11J' /4 .reconc?/e Jolvli"on { ~ -t > ~ ) 

lflorJ i/e'l(/J~ vn~ malr1ce. cl1â,1011ale. ::JJ dt-1ec ckf e1/e'me?JIJ /ri-J?C/~ 

jdtlX JoJlliji 
,,..j,- ~ ,14~ - --1 
1e.1 1 li~ .,,6. = :I) '°' . 

:J)e cef t'f /e1 det/x fo/vllonf fd lt:rf ni lejt/d/;01'/ 

~,1-J{=7Ja.-l+y1 ('.tj 

d'ov ( - ,4 :, --f V ) /.X~ = () Jd r (-1) e f (L) 
c e1/a· -di7'e 'l 1./ e Id -1YJdlr1ce _ /l:; ,.,. 'JJ dol!' donc élre .f/-nJo /4êre 

ce 'l"i /m)'/ijl/e 9 l/e / - Il!; + 1) / = o (J) 
~ll/J'fue _ /Î ,,: a de:J m/?Jt:t/r.f jrinc/c1t/J< '1Jon - -ne9c1/ijU~ 

_ /J,,; -1 'lJ dcJ1/ dlld/r dt!J -m/nevr.r Jr/ncl/dl/,K JOJ11i/r,,, ce 9ui 

conlrea'ir ( 1). 
y(;)?Jt!. une .fololion ?Jo-n -dt:je'ne're'e dll)roÀle~e.,~ eJJ- u-n/c;llc 

f/_ IJ e1J-une. P(!)---?Më1IT1/ce . 



[xemple cl~ ,6 mélfocle /drame'lrl9we d vec À de'croÎ .SJ.8'11/-" 
j ; , 

Co111ic/4'rcn11 /4 Jroh/ime /;ne'âire co7len,u-nf.1/re : 

Ot/ e-nct:Jre : (: CJ 

~~) (::) + (}) = t~) -t 

-J 1 
.avec. 

(:i )'(;,:] ~ 0 

et (œ, ,<rt, <r 3 ) (f:) 

-3 - -341!3 

.:: 1?t - t ,()! 1- t «J - 1, ,,, t 
= -J «-,, + / ,x t -1 x J 

== 0 

-f y-, 
ff.t, 

f- y j 

******â******~*******************~*******~***~~*************~*******üofm*~************~*********** 
*VARIA BLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 6 7 * 
************************************************************************************************** 

*** 3.00000 0.00000 0 . 00000 0 .00000 * 
*********************** ~*****~~****~***~~***********~*~*******~*******~******~*******~****~******~ 
* 1 *** -3 .00000 0.00000 *** -1.00000 0.00000 0.00000 -3.00000 * 
* 2 *** -2.00000 1.00000 *** -1.00000 1.00000 -2.00000 2.00000 * 
* 3 **~ -1. 00000 2.00000 *** -1. 00000 -3.00000 7.00000 -8.00000 ~ 

************w******~** ********~~**~~**~**~~** ******~*~****~***g*********************~***~******** 
*****************************************************1hlr*********************************w********~ 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** ~ 5 6 7 * 
**6***~******************************************************************************************* 
• ••• ~** 3.00000 1.00000 0.00000 0.00000 e 
************************************************************************************************** 
* 1 *** -3.00000 0.00000 *** -1.00000 0.00000 0.00000 -3.00000 * 
o 2 *** -2.00000 0.00000 *** -1.00000 1.00000 -2.00000 2.00000 * 
* 3 *** -1.00000 s.00000 ~,w, -1.00000 -3.ooooo 1.00000 -a.00000 * 
************************************************************************************************** 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: -2.00000 
****~*~***~*******v*************************************1'"t**************************************** 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS OES VARIABLES DE BASE*** 4 5 • 2 7 * 
**************************************************************~****w****************************** 
* ••• *** 3.00000 1.00000 0.00000 0.00000 * 
******~è*~***~*********************************************************************** ************* 
* 1 *** - 3.00000 0 .00000 *** -1.JOOOO 0.00000 0.00000 -3.00000 ~~ 
* 6 *** 1.00000 0.00000 *** 0.50000 -0.SOGOO -0.50000 -1.00000 *~ 
* 3 *** - 8 . 00000 5.00000 *** -4.50000 0.50000 3.50000 -1.00000 * 
***Q~*~*~~ ~********* *************************************************************k***~************ 



******************~ ·********************~*****~*Q*~~*****~***û**~*~********~*~****~~~~*~1rll***~*~* 
*VARIA BL ES DE BASE**~VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 2 7 * 
************************************************************************************************** 
* **~ *** 3.00000 11.00000 0.00000 0.00000 * 
************************************* ******** *************~**~* ****~****~* ****~*~**~**~~** g 
* 1 *** - 3 . 00000 0 . 00000 *** -1. 00000 0 . 00000 . 00000 -3.0 0000 * 
* 3 *** -8. 00000 0 . 00000 *** -4.5000 0 0 .50000 3.50000 -1.00000 * 
6 0 • ~* 1.00000 5.00000 *R* Q.5QQQQ -0.50000 - 0 .5 0000 -1. 00000 * 
******R~***************~****~*~**~***********~*· ~*~************~~**~*****~~~****~~~*****~~~******~ 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: -3.00000 
*********************~****•*********************************************************************** 
*VARIABLES DE BA SE*~*VALEU RS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 2 1 * 
*************************w******~******à~***********~****~***********ff*~~********~***********~ù~*~ 
* *** *** 3. 00000 11.00000 o.o 000 0.00000 * 
********************************************************************•***************************** 
~ 7 ~~* 1.00000 0.00000 *** 0.33333 O.GOOOO 0 .00000 - 0 .33333 * 
* 3 *** -7.00000 0.00000 *** -4.16667 0.50000 3.50000 -0.33333 ~ 
* 6 *** 2. 00000 s.00000 *** o.83333 -o.soooo -0.50000 -0.33333 * 
****************•********* ...... ********************************************************************** 
ON EFFECTUE UN PIV TAGE SUR: o.soooo 
***********************~*****~**********w* ~******~*********~*~*~***~~****** ****0'1zf.l~****~*~*~***~* 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS OES VARIABLES DE BASE*** 4 3 2 1 * 
···~··••****************************************************************************************** 
~ *~* *** 3.00000 0.00000 0.00000 0.00000 ~ 

~***************~***************R**** ~****~*******************~* **~**~** ****************~~***~*~ 
* 7 *** 1.00000 0.00000 *** 0.33333 0.00000 0.00000 -0.33333 à 

• 5 *** -14.00000 11.00000 *** -8.33333 2.00000 7.00000 -0.66667 * 
~ 6 *~* -5.00000 5.00000 *** -3.33333 1.00000 3.00000 -0.66667 * 



*******************•*•*********•**t*~***************************************************k********* 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 3 1 2 * 
·~*****~ *~*~ ~*~*~** ~** **~ AOA * ******~~***************************** ******* * **** *****• 
* *** *** 1.68000 0.00000 0.00000 0.00000 • 
***********~************************************************************************************** 
~ 5 *** -14.00000 0.00000 *** -8.33333 2.00000 -0.66667 7.00000 * 
~ 7 o~• 1.00000 0.44000 *** 0.33333 0.00000 -0.33333 0.00000 * 
* 6 *** -5.00000 0.60000 ff* -3.33333 1.00000 -0.66667 3.00000 o 
*************•********•~··•~*************************************~•~····~~··~•******~*~•·~·······~ 
ON EFFECTUE üN PIVOTAGl SUR: -0.66667 
*******O******e************~*******e****~****o~**~***********************************~*********** 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 3 5 2 o 
***********************~************************************************************************** 
* **~ *** 1.68000 0.00000 0.00000 0.00000 * 
*~***~~***** ***~* ~*~~~~*****~******~*~**~*~*~****************************************** .. ******* 
* 1 ••• 21.00000 0.00000 *** 12.50000 -3.00000 -1.50000 -10.50000 * 
• 7 *** s.00000 0.44000 *** 4.5 ooo -1.00000 -o&snooo -3.50000 * 
* 6 *** 9.00000 0.60000 *** 5.00000 -1.00000 -1.00000 -4.00000 * 
~~*~**~**********~*~****~*********g********~*~****~*******~*********************~***************** 
*********w****v***~*******************************~*********************~****~*~**~*~*****~*~*~*~* 
*VARIABLES 0E BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 3 2 * 
***************~********************-************•************************************************ * *~* *** 0.00000 0.00000 0.00000 0.0000 * 
*******************~*~*********************~*â*********************************~~~è~*~~~***6't':**~*~ 
* 1 *** 21.00000 21.00000 •*~ 12.50000 -1.50000 -3.00000 -10.50000 * 
* 7 *** 8.00000 8.00000 *** 4.50000 -0.50000 -1.00000 -3.50000 * 
~ 6 ~~· 9.00000 9.00000 *** 5.00000 -1.00000 -1.00000 -4.00000 * 
***********~~************************u***~************~********************************•***H* *** 
UNE SOLUTION DU PROBLE ME COMPLEMENTAIRE EST TROUVEE 

/d J'olvfion de c. e I roli/è'1!e eJI' donc 

tf-1 1-1 a.,, 0 

1/L - 0 a1., - 'l -
'/ J 0 aJ - J' - "< \J... 



JY 

J]dns le.r chaJllrer Jrece'denrs/ /eJ éle·me-n/J ad'J1J' kl colonne 

denlreé ~J- dc1nI lef /jnes c rilt•9ueJ e'hien f--non-JoJi/Jf. 

f} c/2â9Ye Jo/ufto-n Juc.cessiveJ il yc1vc11J- do-ne. une de'crcJÙfd-nc.e 

de À C}(/ l/ne croi.f.tdnce dune de.r varidhle✓ non- hdficJCleJ 

IJ!oyue'es. 611 Jovvail' don~ e-n conclure 9{,/';/ e'la1r /mjJOJ'.Flile 

d'cJ 110 / r' un c yc.ld__Je . 
LCJrJft/ 'u11 e1/e·me11f Jllue' c:idns lc1 colo11'f!e clé-nlre'e e/-d:,111 vne 

/4jne blo1ue'e e1f )oJtff, c1lor.f on e.,,,,,;.,lo/e /d/3orillJme 9e'né. 

· n,J don/- une ife'réJf/01? e1r de'crilé cl-de.J'JOt/S; 

6-n cJiercÂe ddbord t/1/e lorne /n/e'rle.t1re. Jol/r À ,; )ovr ce/4 

011 d ef~rm1ne À = -m.,g>< {- .t.~· ) 1• fv}jJoJonf 9ve ce --max/mv'h1 
, .. é~• ~ o d ~ 

Je Jroduûe cJ la -i"':'' l,jne; 

cé1f. J.d/'1'e À= max {- -t.<.' )= _ ~~ (7') 
a<' ;:;,, o a J. d -;( 

/e1 Jolvli'on de bJJe y= -rf -l-éJ À eJI :r'~ah·JaJ/4 Jot/r /4.f) ?- À 

L~1 11.alevr1 deJ t/drJc1ilef oie /:JJJe ✓011/ d/o,J: y"-.== ~- +à~ ~ • 
Comme Y-,4 <:::. o/ lors1ue ~ ~ ~ 1 y~ hlo9ve /c1 decT'olJJ'dnce 

de À; e./- la l(_Jne -/ e1/-1.1ne l,Jne cr1·/2·9ve (ou hlo9ue~) .1· 

li CéJlon-ne de -X-,i devanf alors /4 colonn~ dé-nl1"e'e. . 

6-n sJ 111fe.1refJ'e ëJlor.r aux ele'111e-nfs e7/a11J' eef/e ~olo1111 ~ er danJ 

le1 JiJneJ crili·9L1elj com111e /t'/vr /~·nJ/;Jnf; il 11"yc:1 'lt/ une Jeu le 

l1Jne criliyue, on conJ1de're .Jeuk-,..,enf d -If . 

• r( éJJ( <::. O 1 011,ful t/1'1 Ji11o~e Jvr ce.t e'llmenf: er kl /2orne l11(erievre. 

de À de,//'en~ t1ne. horne ✓U/e'r/evre; on cAereht! c:1/ors une 



/S 

11ovve lie lorne inf·rie"re ) ovr À Jàr {~) . 

• J( â,/ ;;;.(}, onja,I ejale-me-nf L/11 )lvold.3e JI/T ce;re1/e'm~nt -ma/J 

À -ne Jovrrd )al êlre de/,/07"e'e ; en effi/: &j>reJ J1volë.3e,, À 

fera f t:JVjOllrS Une .6orne /nf'r/evre JDVr' À. {J,n J/d alorJ c/Jer . 

. clur (./ne lorne fu)e'r✓-eure "' ef-011 CJ.6serve-ra rue la solu/;·on 

y= ,t f d À .rerd re'a/iJcJ /; le Jt:Jf./r À ~ ). ~ ~ ; 

on c/Jf ,a/orJ 9v'c1Jre'.! le Jivo~!.Je Jvr vn e/4'me-n/-JoJ1·/;f ,.\ e.1J-;/é'vie/. 

JVj/oJons yve cel/e t6o-rne Ju,!Je'rievre. de À-' cé..rl'..,i-d/re ~,J'oi/-

ci~lenl/e d).!lr//r de /c1 /'!)ne A _; f.,1.. ilo7ve alor.r la croi.uance 

de À. Celle croi.J'f.:lnce de ~ )e"f-él~e de',6/09"e'e ;,ar un 

e1/e'men f Jr1r1ciJa / ~ o / ou de'vie'e )'a r U"J e'le'men r )rincipa./ 

>o ~ e-M;loye: Comme ),·.,;of . 

.)I' lélemenf Jrlnc1fal et/ }0.11!1/ â)?"(!'J J1·vol'él.3e fur ce r 
e'le.'m e11 t, ~ eJf- /-c:,'J'ovrJ v1'1e /2orne ✓u;oe·r/evre. Ô-n Vd donc. 

cbercher une icrrne /nje.,ievr e. ~ jovr À 
I 

ef- À e✓I' encore dev,~~ 

IJ 110/er 1ve Ji M me'l}ot:k co11Vt1:Je , 1/ yc1 vn ??om/Jre )d/r d~ Jivo/j 

)rlnciJavx JoJ1 / fr. 

•J;· c:1/{ = CJ, on de'fermhu ~~=-min (~· + d~· ~ ) {-;t.-1') 
d<-f ;;,,o c:! --t' ;( 

JVj)o.Jo1'J.I 9ve le -m/n/mvm fe )rodu,:re d /4 l,Jne 4✓ cé.rlc:i-d/"Pe 

&i = "1ni7J (--t~ + .,;;-i À ) = -t-~ .;, d /.J ~ 
él~/;,o d--t:/ dJ,.,J' 

Les yc1/eurJ des 1/clrldlile.1 de hd✓e -.1011rc1/c,r,f :x ·= ~--rd,(.·~ -él.,il ~,~o 

Comme Y-1 <::'.: t'J, ;our ,-x-A > à.-:4
1 

7.,,, JJl09t1e.. k!1 crol.rJance de & i 
el lél hJne -1 eJt u-ne. /;Jne c:ril19ve _; ./dndtj tJVe lei eCJlt'Jnne clt. 

<>e./J de111~11f ëlor1 la colonne d'enlre~. 

6n J
1 i-nfe're.tJe c1/ort c1vx e'k·menl,r clan.r c~ Ire cc:,lonne e./-danJ k.r 

fi3ne1 Cri Ji·9ve .f, c é-11-ci. dire -J e f--4 ~ 



.Jt' d -1✓.J , o., >. e11' clef loft.1e ')dr ;1·voi{g5e Jllr él ;14 e f él 4,(, él /or/ on 

cherche t1ne -nouve lie Jor ne /nf "riev re de >. }a r (~). 

• f; · â-J
4 

-:;., o, on ej/é~ft.1e lt mi-me) ivolt1..9~ )ot.1r de:'vier ,,\,; e..f

(111 li ;'fe O 'YI C /,e rthe, t/-n ~ Àor-,,e .IV)' erit:-t.11"~ d ~ À . 

, Jl · éJ -f ,;;J = O 
1 

0 11 J ';',,y, fe'reJ'fe a ' a--<1--j ( / e '/4·menr danJ /4i C o/onne 

dé nlre't:. ef d a nJ la Jeco-nde, l1311e. cril'i-9</e) 

,Jt.d
4 4 

~o,rX-J e1J-c;h'/2/01t.1e'Jdr Jivo/;,.3e Jurd4 --1, ef )CX/rrc1 de 

/J,1ot1vec1t.1 croÎfre. 

• tt· d4--:J '> o, œ I e1f dt'v/é }dr )/v'CJ/d,Je. ✓Ur c/4-1, er J/c} c:1/orf d~croï/ri::... 

. ft · cl-1-1 :: o, o -n de·l~rml-ne /X -d ::. -1nin { .,t.,-<-. f d-<-· .À -d~· I <i i .) { ~~_,,.) 
â..(,•--:, -;:,o d ~ · --1 

J VJ)oJo?JJ 'Jt.le le miniml/m ..re Jiroduùe d' /4J l13ne t. L eJ J/c:1/evrJ 

de:.r Vd riabkJ d e. ,6,,Jfe Jo-n/- alorJ y . = -?. -+ a; À - d . J œ _J a . ~ -t " .,._ - -t"7? 71• ~,,, 4 

Comme 'lt =CJ, o-n a 91.n:,, Yc /21011/e /d cro).r.rc?-nc~ de --x..-:,; er ~ 

liJ ne r eJI' one /;Jne cr/li·9ue; el 4 cv/o-nne c1~ /.Je./- deJ/k-nr 

alor.r /4 colonne dé-nl,-e'e. . 

• ft.· d -1 t ~ éJ , o-n ja,f u71 /ivt7/ct_Je ✓vr d -A 1 ,, é1 ;-./,) , a--:,-,{ 1 w,· o/e'l,/07v~ 

~ Ji d "'kf c:_ CJ ef- 'jq/ c:/~'v/i ,À Si a -/.é -;. o . 

• ft" d-1_ t = t:J, on ✓ occuj:i e de. d J/-

_ .ri a,of #~, o-n/a✓-1" vn)ivol~t:. Jurc:1-,r erar/,} 9v1·d~ih9ue 

,,x J ~ t" c:1 ,:; t L o e /-9t1 i dlv/e r:J! i .r t" c:1 /.) t 7 o . 

_ J ( d /J t = o, o -n .r'oc~")e. de d tt 

Jl dtt * 0, C)-nja1J- t.117 jlr/olc1..3(! JV?" éltt 9ui de'ilorl/t:, /Je-d ..rt'dtt LO 

e.f-9t.1 i dr:.'11 /e t('L 4 J't° d tt '7 o . 

Ji d tt = tJ , on d,/lerm/1/6 un novtl~l/ --m inimvm ef o-n û::J-n1"i1111e . 

.Il f v1 -noler 91.1e J( il 11
1
'/d )à I de clt'nomind/svJ' )o,flli/ c/4nJ 

leJ rà)JorfJ {x), {*~}, (~-rr~J1 

lc1 me1Aocle .r~ ferm/ne .fdn.f Jvcce"J . 



11 

JJonc/ Jiu-n e¼me11/-dt:171.f /49 colon'1'1e clé.nf-re'e. eJ-dt:1nJ vne /4911 e. 

Crill9l/e: e.r/-_}oJil,f e/- eJ /- em; loy~' co-m m~ jivo/-,d/c,rJ ft' ~ 

(!Jf tint ,borne 1nf:'rie11re de: À ddn.J ce/'/e l✓!Jnt: ô vanr /(! ;,1·1/ol&!]e / 

1/ l e re1le d_}r~ ·.r /4, )1Jofd.3e . 

c~ld Jtjnfte 9ue. lc1 d~croùr,=1n~e -mono/077e de À -ne ;eui Jervlr 

~ ""1onlrer '7t/e /,a me'f/Jode -ne cycle )a.r. 

Lemfe monlre ceJe-11ddnr ft/1/-ne ;,~vr /°dJ' y d//t?/r clt: cyclye 
e-11 J't' '6ôJc1nf-Jllr !<& Jlrut:.fvre. Jraj>ll9ve dé.r Jolvlio?JJ' ✓uc.c.eJ'.tive.r. 

fo1 f l/115rdjhe -non-or11enlé· .1i-m ;k men I connexe /(e. é✓/ <::/-d1·r~ f tl~ 

jovr Jc:,l/lGôll)'lc. de J'o-n-t'»le/J d1✓li'?1cf'.r ~ //e,~iJ/c une chai-J-fc 

leJ -re//.;nf},,ef-9ui a /.,3 Jrojrie,'/;• 9t/e c/2c.J7ve ✓o-n,1--me./-<::1 ll-YJ 

cle.yre' du -mc1ximc1/ ejc:J/ ci L ef-c1v "mln)mc:J/ e5cJI d --1. 

::7Jdn.J v-n ft l :;raj;ie, il -ne) ev/-y c111oir clt.- c ye.k. 
En e/lef, JUjfOJO'l1J' 91/ 'il y at"l t1-n cytk.,· // enf-c:1/orf eiv1de-11/-

9ve cer f.ginJ Jo-?n'1'Yleff do111en-l'a1101r ;luJ d(.. dt:1/)( <::1rê feJ 

(com?Y!e t!/- de 1.rovJ} 

2)0-n~ ✓ dc1-nf c/,,,;9ue yrc1;,/,e 9t11a <:1t1 ;>lt.1J deux arê/e1 t:ick9ve 

Jom-mere-r9t1ia. dumo1'11.r un Jomme/-dlvec une aré/;J /l-nl. 

)eur y cJVO/T" cle cycle. 

JI danJ u-n ~/ 3r.::J;ie./ 0'111drrdt1 J01?1->nerc:1v~c. u,ne arilê/ 

eÎft1e l'on reJol-nf' le. 10-m-n1e~ Jv/vc1n/-;c1r ce/~ &rêlé ✓• 1ve 

/'r;n 'Juillé de ?JOUV{dt,/ ce ✓om-m~r )c1r lduf,,ec:1rêlé e Iain Ji 

6le Jui~,1 i / "YJe. / ev f" J c:1t101 r de e..7c.lé1.5e . 



f;· de )lv1 1 le -nom/2re de .J'ommef.s e✓r j,nl, diorJ on cloiJ-c1rriJ/tr,, 

en t/n "17om-6re fini de'lcijJe.J,:;} l/-n Jo mm er de de:1-ré -1. 

"71ovr lg //c:3rtcl111é Con?Jllme11~1-r-e., 11Jn e,,,,,,/~e old nJ u-n.e ✓olt.1/?on 

(êo?JJ/de1'ee Comme l./?1 ✓ommef) //id ✓d /orne ln/e"rie.ure! ef-011 

fc:1 9ville jdr JcJ Jorne J'u)ë'rl~t/l"e c?u 1,11ce -Vt!rfd j 

done. chdfVe Jom-me/-eJ/-at.1 -n,,.;Jxi-,.,,,t/7Yl de cle:7re' -l.,, 

elle f",g/2/edt/ oie cle/ar/-e.1/'co-nnc:le're' co-m-1ne. un Jo--mmer 

de de3re -1. 

Exem;/e cle /4 me'llocle )drc1me"/,.i9oe dvec.. c/4J e1/t:'-menl:r 

/Jri11cij;dUX non- 11vls : , 
, 

Conrirle'ro7JS le Jr-o.6/ime l/11éairt comJlémen/ J/re: 

-6 = /.Je.,,-.œ.!. ---XJ +y.,, 
-.5 - .!.a!__, - /X ..t -r t .t 
-3 - - ,X J + /.J -

Ot/ e-ncore .,,, -4 - --1 /.Je.,,, 

l - ;/ t) 
.(r '--

{) {) -1 ~ 
J 

dlvec tX-1 ,J 1/4 ~ 0 

~ ,l,, '/ .l 

~3 1J 

el" ( ,x,1 / ,-X .t I ~J ) 

-+ 

'/ ,,( 

y-'-
'j 3 

y,, 
'fl 

:IJ 

- 0 

- -6 -
-S 

-3 

lc1 solulio-n de ce j roile· me 

y,, - .t 

fercl comme. /J.1ovJ le verro?JJ 
I 

y L - o 

y J - 0 

0 

5 

3 



**~,0,0.t,l)~Ot"..!,f,i~*'Ô* ~\~**-C:of!:'·~t: •.l*-:':t:·âtJ*'t:'f:t:f:*** ~*t!!'fi t:Of.l <f!'f:*tl * ·,~t.n~tt •i!)o/!r'(;rtJ 'flt.:trl:t.-tr ,'4*** **~~* 'l'z-t!t.: ****~**** 'f:~f.!t? **t;;tl*** ** 
•VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 6 7 * 
*********************** '~*~************************ *********************************************•* 
* *~* *** 6.00 00 0.00000 .0000 0.00000 * 
*****~~~~*~*~~*****t~~~*~**~*,~~~*******o**~~~~****~******t;;* *********************~**·*~~*~**~**** 
* 1 *** - 6 . 00000 0 . 00000 *** -1.00 00 1.00000 -1 . 0 000 - 1.0uOOO -:r 
* 2 *** -5 . 00000 1.00000 *** -1.00000 2.00000 -1 . 00000 0.00000 * 
* 3 *** -3.QCOOù 3.00000 *** -1.0 0('0 0.00000 . OOOCO - • 0000 * 
tlfu~w*-.1>t?-O~*~~f.ri:.-!'<!:O~-"J ~":**~***** ' -t:l '/Zi:"tl'b-0 ~~,Hr<O <è:s".:f:l!l*~ ùt!' lr*1=' •l!r'!ft: >Cll!':*t1*1!l l!:fJ*,';z'trtz'!':ltlt:trt:tJ*****'I!: "'"**1-*t:t:tlt:0::t.:*t.!t:-t:-t.:i'-'f;r 

ON EFF ECT E UN PIVOTAGE SUR: 1.00000 
•••••••••***~******~************•*****************~****************** *******•*****x************** 
"V ARI ABLES OE BASE***VAL_EURS DES VARIA!?LES DE 8 SE.*** 4 1 6 7 * 
*~*"~""~**~~ctJOO***~***e***600*~*~*~•~****~**e****A*~******~*******~ ~****~***-********~ **A****~ 
* * * *** 6.00000 O.OOGOO O.OOOOC . 00000 ~ 

********************•******•********************************************~***********~************* 
* 5 *** - 6 . 00000 1 . ooaon *** - 1 . 00000 1. 00 oo -1.00000 - 1.000 o * 
* 2 *~* 1. 00000 1 . 00000 *~~ 1 . 00000 - 2.oocoo 1 . 00000 2 . 00000 ~ 
* 3 •*w -3.00000 3 . . Oùûû ** -1.ûûûû .00000 n.OOGGG - 1.00 0 * 
******~***************************~**************************************k************************ 
*******~**~*******************************~*********~********************************************* 
* VARIA BLE S DE BASE~**VALE URS DE S VARIAB LE S DE BASEeoo 4 1 6 7 e 
*****************k*****•************************* **~*********************~********~*************~ 
* ~** *** 1. 00000 0. 00000 n.00000 0. 00000 * 
*****~*~*x***************w**************************~*"***********"*********************â***"***** 
* 2 *** 7. 000GO 0 . 00000 ** 1 . 00000 - 2 . 00000 1 . 00000 2. 00000 * 
* 5 *** - 6 . 00000 1 . 00000 ·~~ -1. 00000 1 . 00000 -1. 00000 - 1. 00000 * 
* 3 **' - 3 . 00000 4 . 00000 *** -1. 00000 0 . 00000 0 . 00000 - 1 . 00000 * 
** "Un'l'lt tr'à fr 'ffv-t:·k*-ll****~~***************tltdr****************tlt*~***************************************** 
ON EFFECTU E UN PIVOTAGE SUR : 1 . aoooo 
****************** ********************************************************~***~*~**************** 
*VARIA BLES DE BA SE ***VALEU RS DES VARI AB LES DE BA SE*** 4 1 2 7 * 
********************R*********~**************R*********~***********~****************************** 
* *** ~*~ 7 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 * 
*******-lt* ****** :lt ,t*,tt**** ********'li**-t** ******* ** lt'k-t.itt'k* *w•,Httl'l'l'<lili\>**-lr****************'lttt *****-à-*********** 
• 6 *** 1. 00000 0 . 00000 *** 1 . 0 ooo - 2 . oouoo 1.00000 2. 00000 * 
* 5 *** 1. 00000 1. 00000 *** 0 . 00000 - 1 . 00000 1. 000DO 1. 00000 * 
~ 3 ·~· - 3 . 00000 4. 0 )000 *~* - 1 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 - 1 . 00000 o 
***************~~****************k***************************************~**********~*****~***~*~* 



~~-*****************************•********** ******* ******•**************************************** 
*VARIABLES bE BAS~* *VA LEU S DES VARlAélES DE BA S~~** 4 2 1 7 * 

û*~ ~~g~ ~ ~ôô* ~~ *~trl: 

3.000 0 0.00000 0.000 
************ 

3 
******A******************************************************************r********* * 

*** -3.00000 .oo 00 *** -1.00000 0.00000 0.00000 -1.00000 * 
6 *~* 1.00000 4.ooooo ~~* 1.oooou 1.00000 -2.0000 0 2.00000 * 
5 ** 1.00000 1.0UùOO *** 0.00000 1.00000 -1.0000 1.000 0 * 

**********•***********•*****~********************~**~********-************************"********** 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: - 1 . 00000 
* ******************~**~~•w****~*********~**** ******* ~Oê*****~****** *"* *~****O ~ *A*******~**** 
*VARIABLES DE BASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 2 1 3 
············••****~****************************************** *******~******** ****************** 
* *~* *** 3.QOOO~ 0.00000 0.0000 0. 00000 * 
*****-.\'*"'******** 
* 7 
* 6 

5 

**********~*~~*~***~~****~***~••~••e*********~***~~*****~***~~**A*•~e* ~oooo~~** 
*** 3.00000 0 . 00000 *** 1 . 00000 0 . 0000 o.o 00 - . 00000 * 
*~* 1 . 00000 4. ooooo *** - 1.00000 1.00000 -2.0000 2 oonoo • 
~ ~ -2.000 0 1 . 0 000 ** -1.00000 1 . 00000 -1 . 00000 1.00000 * 

*********~~****~**~**~*********~***~**À*~**¼******************~****~*****~**** v**~***~********~ 
*********************~*~***********************************************w******** 1hr* tt*******~**~ 
*VARIA BLES DE BASE***VALEURS ES VARIA LES OE BASE*** 4 3 2 1 * 

**~~fdrtuHrtti\'~<A-oJfvtl'it******** ** **************** ************ *********** 1\'-A'A'R* •~"1*1h!dnt 'IWl1tt::trtrl:'A'1\'1:*** 

* wA* ~** 2 . 00000 0.00000 0 . 00000 0 . 00000 * 
********************************************************************~*â*********w****w**~****Â**** 
~ 5 *** - 2 . 00000 0. 00000 *** - 1 . 0000 1. 00000 1 . 00000 - 1 . QOOlO * 
* 7 *** 3 . 000 0 1. 0 000 *** 1 . 00000 - 1 . 00000 o. oo 00 0. 00000 * 
* 6 *** 1 . 00000 3 . 00000 *** - 1 . 00000 2. 00000 1 . 00000 - 2 . 00000 * 
*******it*********** 1'*** ·k*** .A-****************** * *********** *******,t•,Htâ****** * '11'-ltw*********-à**'Hr* 
ON EFFECTUE UN PIV OTAGE SUR : - 1 . 00000 
•••o•~• ~•~********~***~****~~*~***********a*****************~*********************************** 
*VARIA BLES DE BASE***V LEUR S DES VARIAB LES DE BA SE*** 4 3 2 S * 
****************************~****•******************************************* ********~********ô** 
• *** *** 2. 00000 0 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 * 
*A*0*~~6*~*~*~***********~********~*************w************************************~****~ ******* 

•• 1 *** 2 . 00000 . 00000 ~** 1. 00000 - 1 . 00000 - 1 . 00000 - 1 . 00000 * 
* 7 *** 3 . 00000 1. 00000 •** 1. 00000 - 1 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 * 
* 6 *** 5 . 00000 3. OOOfJO *** 1. 00000 O. 00000 - 1 . 0000 - 2 . 00000 * 
O*****v*~~~~~*~*********************************~**************~*******************************~*~ 

& 



********** *~*~~****~***~*~2WW**** ' ****** *~~~**~~***~********~****~***A*~*~*~*~~****~*****~**~ 
*VARIABLES DE BASE ~ VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 3 2 * 
*** ****~*********~*~* ****************~***************•****************************************** 
o *~ *** o. o o 0 . 000 o o.o ooo . oo a• 
~*******~**~***A•**~**~•***~ ~**~**~*~*~~*~****~·*•*•~e*********~****4A****~*********~**~*~***~*** 
* 1 *** 2 . 0 000 2. 00000 *** 1.00000 -1.0 0000 -1.00000 -1.00000 * 
* 7 *** 3.00000 3.00000 *** 1. 00000 0 . 00000 -1.00000 0.00000 * 
o 6 * * 5.00000 5. 0000 *** 1. 00000 -2.00000 0.00000 -1. 00000 ~ 
**~**~~~* * *****~• **~***** * *~ *~ ~O~*****~**~~~** **~*~***~*~**~***~***O***** * ******~*****~~O 
UNE . SOLUTI ON DU PROBLEME COMPLEMENTAIRE EST TROUVEE 
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~~•~G~i~=tG~••~~ ~*~t•~ • ~G*~* 
*VARIABLES DE BASE~~~VALEUR 

~~***~*****~•a•~*********~o* ****~**k*•*~•*~* ~******a~ ~*****•*****~~ 
!)ES VARIABLES Df BASEtt•tc 4 5 6 7 * 

*~*~~~~t~a~••~••*~•~-~~~***********~*****2**~****~~****~~•~*** ***** *~*******k* ***~*~*******x~•• 
* ~~! ~t* 5.0 Où 1.0üOJù O.Oû 00 0 .00000 * 
• ****~*~*•a~•Q~~~~~•~~~~**~~A **~*** *Q~***~**~•~4******u••~~**~*** ~*****~~****~****** 
* 1 *j* -s. 00000 0.00000 ** -1. 0000 o. 0000 o.onooo 
* 2 ·• - -3.Q QJQO 2.0 000 k** -1.00003 9.~ 0000 3.00000 
* 3 ~~~ -2. J nooo 3.000 0 ~·~ -1.00000 1.00000 6.00000 

******'ll*-A-* 
-2.00000 * 

2.00000 * 
4.00000 * 

*~~~A~~~~•~*~~~***'*~~******A~s•:**~*~*~•·•~*A~• ~*~•~**~*~***~********~•*******~**************e~• 
*~* *~~•****~j·~···~~*~****~i** ~~••t•*~***•*•****~#********** ********************************~•~ 
*VARIABLE S DE BASE-td! ·!lVALEURS DES VARIABLES DE BA SE,.** J.i. 5 6 7 * 
*~~•c~t~t~~~t«~~~a~t~1~ ~oe~~GtG**~G~~•~*•~~*~c•*~ ~eo*~**~~•~~~~~~~~o~~*~•*•******~*****k****~*~~ 
• ~~~ *** s.0000 · 0.22222 o .o oo 0.00000 ~ 
***~~******•*•~•t~A **A .. *** i~i~**~*A*********~*•*********~•··~····~~•**A************************* 
* 1 *•~ -5. JOOGO O. ODO~O *•* -1.0QOOO 0.00000 0.00000 -2.00000 ~ 
* 2 *t~ -3.~00 00 0.000 0 ~~~ -1.000 00 9.00000 3.OOQO ù 2.00000 * 
• 3 *~~ -2.0ùOOO 2.77778 â*~ -1.00000 1.000JO 6.0~000 4.00000 * 
****t~••**i*i*'*i****~~t~******'**i*********~****~********************'*************************** 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: 3.00000 
&~~~~~~c~ee~c•• ~t~.•o~~~GeA•••Ad•e~~•c•~e~*•ce~•~~~e~àO•*•d*~*~tco t~~ ~~~0****~*~*~*~~**~•~~**~*• 
*VARIA aLES DE BA SE*~~VALEURS DES VARIABLES DE B~SE*** 4 5 2 7 * 
-~*~•*~i****~****~*i~*½*~***ifti**•~·~·············••***~***************•*******~*********•******** 
tr *t:* *"'* 5.00ùOO 0.22222 0.000'00 0.00000 * 
OGG~e~~c•~tt~~~~tffl~~itt~~•~*~fGO~~~~~•*~~~G~~~•o~~*~**~**~~~~·•~***•*~*********~*****~********•** 
* 1 ~~t -5.JOOOO J . 00000 *** -1.00000 0.00000 O.OOOJO -2.000 00 * 
* 6 •t• -1.J OOOO 0 . 00000 *~* -0.33333 3.00000 0.33333 0.66667 • 
,i 3 -l) ,a 4.0 oou 2.77778 *** 1.100 o - 11.00000 -2.oooo u 0.00000 -~ 
~*=~f~~t~~•c1 - ~~ ~~~t~~~~~*~~~~t~:*~~tt~~~c~c~c~~~e~~9~ft•~ ~a*~~~~~~~~t~~•e~c~6*~**~~*~******~**~** 



*VARIAPLES DE BAS E*•~VALEURS DES VARIABLES DE BASE**~ 4 5 2 7 
-~ **~~wù~~~~J ~~*~{*~~~~**A~~~~~*~*~~* ****~** ~~*R~~~*à~ *~********~*~************~*r.~*~********** 
~ ~1{ ·~~ 5.000 0 J . 05832 0.0000 0.00000 * 
****A • ****~~ t***~*•~~**~*~*~t~~ ~~* ~~** "***** •** ***** **********~****~****~**~************~~**~** 
* 1 *** -s.00000 o.ooaoo *** -1.ooooa 0 . 00000 0.0 . 000 -2.00000 * 
• 3 ~-* 4.JCJ -J j.00000 *Q* 1.0000J -17.00000 -2.030 00 0.0 JOO * 
* 6 ~~A -1.0JQOO 0.49 020 *~* -0.3_333 3.00000 0.33333 0 .6 6067 * 
** *~*~~~•~t•i** **~•t~dj~***~•~ •~~A**~*******~ *••~2* ~•*~R*~*'**~~***~*~******* *~**~~*w******** 
ON EFFECTUE U, PIVOTAGE SUR: -2.00J ;_-;J 
*A~*c~ • ~*~~•t•~l•*~i*~A~~***~*~*~*•••~***•****~* **•*•*k•******** -~¼A*I****•~********~************ 
*VARIA~LES D~ oASE~t~VALEURS DES VARJAbLES DE BA SE*~~ 4 5 2 1 * 
k~ ~~*A***•*** *•*~~i~*~A~**~ *!*~***~~***k*~--~~~4*~*~~~~*~**~***~*~*~~**********~**~*** · ~n~****~* 
* *i* **~ s.ooooa 0.nses2 o.0Jo□o o.aoooo • 
***** ~~ ,;-Aû*1h~A-qa,1 i*t~A*i~~**~**~*2** ~~******~•~~••~~****G*~'**i*¼**•*~*•~***e* *****************•~· 
'k 7 td~ 2 .5 C-J0O O. OOO!Jli *** 0.50000 G. OQOQJ .00000 -o .50000 t; 

~ ... ll -1 -A 4 . .... cooo o.oooon *** 1.JGOOD -17. 0JOOO -2 .0 G0Ü0 0.00000 • .J 

* 6 ~ ., t. -2 .66667 0.49020 *** -0.6C>667 3.000 0 0.33333 0.3 333 
eo~~~ {~C G~~ ~!~~i~C~i ~~1t G1G~~~c~~G~•ct~~·~ftC~~~e*~•~~**~~* ***~~~•~*~~*•***l***~* *~••~*****H***~* 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUR: -17.000"0 
**•*t j~j~**~*****~~***~•***~•·~ . *~*~* ************· ******** ~*****~*~~*** * *****~************** 
•VARIABLES DE BASE*tAVALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 3 2 1 
~*C~~ •cc•~~~~~G~~a t1 ce~!~*G~~~~1cee ~~*~~ ~e~cocecc~~~~e~• e~C~*~***~~*~*************************** 

5.00000 0 . 00000 
*****~ ******••••~**~Ai~t••~~1*i**~*~A~*~*******•**************************· 
* 7 ~A~ 2.50000 O.OOOJO ••* 0.5000J ü . QGOùO 
~ 5 ~~ - 0 .23529 0.05882 *~~ -0. 05882 - 0 .05882 
~ 6 ~,. -1.96078 0.4902 0 **~ - 0.49~20 0 .17647 

0.00000 0.00000 ~ 

****•******•*********** 
0.0000~ -0.50000 * 
0.11765 - 0 .00000 + 

-0.0 1961 0.33333 -



**~•~~,t~•t~JC1*~~*~~* ~~*~~Q~ ~*~*~l*t***** **~ • •* k~•r~~***•*·* *~*** *~*•*~k~*~* * *****~*~ 
*VARIA B L • DE 8 .Il SE ... -~ V A LEUR S D ES V A IH A 8 L E S DE BAS E ". ~ ~ 4 3 1 2 * 

* 1.. '"!J, QJ • JJCOO 1) . )0"') 0 .0000G -;-
~~~ A~••*~~l~~~~*•~•*~******•~·~·~ *~~***** ••+•*~* R** *K*K** ~**-*~•**** ·~·•· * *. ** *** 

~ 6 ~~~ -l. 96078 - 0.00000 1 ~~ - .4902 ) 0 .17647 0.33333 -0.01Q61 ~ 
~ 5 *•~ -J.23529 Q.OJOOO ~•• -0.05882 -O. 5882 - 0.0010J 0 .11765 ~ 
* 7 *\* 2 .50000 O.SOOOU *** 0.500J J.OJOOO -0.5JOO 0.00000 * 
6QJ* t~:•~•~~~ifA~a~~*•~t **•~~~l**~*~**~¼~****~• ~j . *** **•***~~•• ***** **1**********'"********** 
ON EFfECTUE U PIVOT.f.GE SUR: -0.01961 
* ~~~~~~**~~ ~~'**~~ ~ 2~Qt*~~tA6* *•*'~**-~~·~~ ~*~~*•***~~*~~•**~*****A*******•***~****~~~ 
*VARIA~LES E 9ASE~ *VALEURS DES VARIABLES DE BAS[* f 4 3 

~ ~*~~t~**C~t~•~~*l~ *~~~**•~GG~•~~~* 
* 2 it . ,,. 1 'JJ .3C060 
* 5 *~~ -12.1 J ü7 
~ 7 ~~~ 2.SCOGO 

4. 00000 
*****~~***•~••*~~~·~~*** ***~~*~~~~ * 

n.Lona~ *** 25.0 C15 -9.0 CCJS 
ù . 000 0 i.:~* -3. · 002 1. JOJ1 
0.50000 ~~~ 0.50000 0.00000 

1 6 

:J.OOulJf - . 00000 * 
*** *~** ~*~~*~~**~**~ 
-17.0JO 9 -51.00031 * 

2.~ 001 6.00004 * 
-0.5 00 0 .000 00 * 

* 
**A* ****• ~·*** *****~~*****~**4****•*~***k** i•~~* ••*•**~*t**~••* ~~****~~***** * ·****¼ *** ***. 

¼VARIA 2LES DE BASE* *VALÉURS DES VARIABLES DE ASE*** 4 6 1 3 * 
:,-!~t ·.!~~ttti.:!~-"~i'!~•l • ~ - ~ d~~, -~~~ "'·! i':i~~~-!<té!'*\!~ ~-é: -~~ <!:-~~~ -):}~{..1~'.!l~~ -""f-?1?:.:!':!'~'tlf.~ ":'t-'l·!~-!?~-tl ·.\'idr1:****fi**'-'o'h:.1'4-ll"1 

* ~~"li Il ftfl 4.00000 - 0.0tJOOJ 0.00 'JO o. 00000 * 
·~·~·~ ~~··~\ .. ~~~- . **il 11. ~ • *** A+**** *i*+.**********•à** -~ ·k* ·:Z*** "'***"* *****x*v***k**x************ 
* 5 11-! -12. JCOO? o.oocon ii' t,,.:i -3. 0~02 6 . J~· ]4 2 .9 )Q'.) 1 1 . 00001 * 

2 *~~ 1 0.u0060 0.0 J ') ~ -r::, <!. 25. ()0015 -51 .0 0031 -17. 00J 9 -9.000 05 * * 7 R'll ~ 2.50000 ') .50') 0 -t:-t:tl o. 50000 o.uoooo - 0 .S U'J\Jû J. 0000 "' ** -~~ ••**Jit~• ~ · •t••*•••i ~****-~•************ *************ft***~*******t***~*** ************** 
ON EFFECTUE UN PIVOTAGE SUP.: 2.0JOO 
~c~~~l .c~~:~~,~-O~~~~~ ~l*~~1~~ r-~~~~ e ~~~~~ ~f~~~~~~ e~*~~~~o A-~~~a~~ L~~• ~*** l •*~~**~*****~* 

~VARIA BLES DE DA SE••~ VALEUR S DES VARIABLES DE BASE*** 4 6 5 3 * 
** ~*~tt~•*A**~~****j**** · ****~*~~*~~i•j*A****~i**~****** *****•••• *~~••*** '************ **~**n**** 
* lll' ,Hi"ft 4 .00• QQ -Q . QQQQQ O • QQQQ_) 0. 00000 t-
*~~ ~j~~(*Cf ~~~~~~!~t~• 1~*~~c~~«~~*~~~e~~~~e~** e~~*~~G~•~ee~~*t~~o t:-t:J ~~* -t:t'.:-:.ü -tJ-tz **************** 
* 1 fd1 -6. '1 000 o.o· onû 111:il -1.50 000 3.000JO 0.5 aoo 0.50000 * 
* 2 :1r,u1 -2. '.::(;•103 0 .0000() • ·t. * - 0 .4 9997 - 0 . 0~002 8.5 0')(; -o.sooco 
tt 7 * -i:-:i -o.s 000 o.s; GOO -:.:::* -0.25 ùQO 1.5 J,;00 0.250!)0 0 .25000 * 
.)t,~ ~ "": ~ t..,. ·r. T~ ! \!! ~ t ·~ t t-! i •.• -~ ·1 -:! .~ ~ - ~ ~ -~ 1'.:· i!~ * !!: ~' I'.: -~ -~*~ ti,.: "l ~ -~~ ~ :"- ~f.J !! .~ ~-!! 1- ~'l"J ·!~· -e-!l****-ti *-t:i-A-Ot:1--:!:-!1 ~-t.i-.!,~ !H::<t: *' ***** -tt-fl-lr** ***~ 
LA METKODE S ê TEP~INE SANS SUCCES 



' - - -- ----

to111ide' ro ns / e ;rol,/e'me /2·11€dire c.07/~'mt~l .. ire }' re•a 'dcnf; oi iJ dernière éyv.;/;on .a ~°k'-reo/tcee Jc1r: 

-1 " AS:: d-1 ~=J (-f : ~ 3 : y:~) (-x..,) + ('/,,) = (-5 ) d11ec (~ ,f) '( 'f,, 
'/ 3 l, «1,. y 1.,. -J «,1, f,1, 

4 S t : 'I <Je J f - ,!,,, X J '/J 
3 ~ . 

ef ( .,,<X~ «1 ){;; ):o 

~o 

***R*****************u~~1:*************************~*****~**~****~****************~~**~~***~*~***** 
*VARIA Ll LES DE 8ASE***V~LEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 6 . 7 * 
************************~**~**************•******************************************************* 
ft '!? .. "-:"!:: *~-!! 5.(10000 O. OGüOO O. OOOGO n. 00000 * 
************"~~****~~~**~*************~*o~~*~******************************************~*ft~•~•**** 
* 1 *** -5. COC OO 0 . 00000 *** -1. 0COCO O. OOOOC 0 . 00000 - 2. 00000 * 
* 2 'ttù-R - 3 . 0(GOO 2.0 :)000 *** -1. 000CL 9.0000ü 3.00000 2.00000 * 
~ 3 ~n~ -c. souoo 4.so)oo **~ -1.coooo 1s .ooooo 6.00000 4.oooGo * 
******************~~*****~*************************~****~***~***~*******~~******~****~**~**~~~***~ 
***************** '~***************************•**************************************************** 

1 *VARIA BLES DE BASE***VA LEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 6 7 * 
**6****~~***'**o~o**Y**~~~*~~~c*~~**~~oce~~~**~~~~~~~e**~***~~***~***********~****~*************** 
* **~ *** 5.00000 0 . 22222 0 . 00000 0. 00000 ~ 

************************************************************************************************** 
• 1 *** - s . 00000 o . oo□ oo *** -1. 00000 0 .00000 0 . 00000 -2.0 0000 * 
• 2 e~* - 3 . 00000 0.00000 o~~ -1. 00000 9.00000 3.00000 2.00000 * 
* 3 ·*** - 0 . 50000 1.16667 *** -1. 00000 15.00000 6 . 0üOOO 4.000CO * 
************************************************************************************************** 
0 N E F F E C TU l: UI-J P 1 V O T A G E S U R : 3 .. 0 0 0 0 0 

*~~~*********~*********~*~***~n*****~**~~****************~~~e*******************~***************** 
*VARIABLES DE BASE**~vALEURS DES VARIAP.LES D~ BASE*** 4 5 2 7 ~ 

************************************************************************************************** * *** *** 5.00000 ü .22 222 0. 00000 0.00000 * 
&•~~*****~*~*~*************~~**~**********~*~*****~~~***~~*********~****************************** 
* 1 *** -5. 00000 0 . 00000 *** -1. 00000 o.oooco 0.00000 -2. 00000 * 
* 6 *** -1. 00000 0 . 00000 *** -0.33333 3. 00000 0 .3333 3 0.66667 • 
* 3 *** 5.50000 1.16667 *** 1. 00000 -3. 00000 -2. 00000 0 . 00000 • 
••~~~*~***~*~~ece~~~*********~**~********~e•~*06~*******~**********************************~****~* 
**********************~*******************************************************************6~6•*~** 
*VARIABL ES Df BA SE***VALEURS CFS VA RI ABLES DE BASE*** 4 5 2 7 * ********w********************************~******************************************************** 
* ~7r *** 5. 00000 0 . 00000 0 . 00000 G. 00000 * 
****************u************w*******~w~~************~***~****w****w*~***~******A*~*********~***~~ ~ 
* 1 *** - 5 . CGOOO 0 . 00000 *** -1. 00000 O. OOCOO 0 .. 00000 - 2. 00000 * 
* 6 *** -1. 00000 0 .66667 **• - 0 . 33333 3 . 00000 0 .3 3333 0 .66667 * 
~ 3 ~c* s . sro00 o. soaoo ~** 1.noooo -3.ooooo - 2 . 00000 0.00000 * 
**********~y~Q~v~*~w**~*~~~"*********~*~~*********w**~v** *~~u***********~*******~**~***~*********~ 



*********** ************************************************************************************** 
*VARIABL ES DE 6ASE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE*** 4 5 2 7 * 
***~~*~*~~***~~****~**C~***** '******O *ftb~~O~O~O********~~*OO~OO~~OO~OO******~**~****************~ 
* **~ *** 5 .5 0000 0 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 ~ 
***************************************~********************************************************** 
* 3 *** s.soooo 0 . 00000 *** 1. 00000 -3. ooooo -2. oocoo 0.00000 • 
* 1 *** -5. 00000 0 . 50000 *** -1. 00000 0 . 00000 0.00000 -2.00000 * 
* 6 *** -1.00000 0 . 83333 *** - 0 .33333 3.00000 0 .33333 0.66667 * 
************************************************************************************************** 
*******************************************************************************~****************** 
•VARIA BLES Of BASE~. *VALEURS DES VARIAELES DE B~SE*** 4 7 5 2 
******* Rw*************~*~**********************************************~********~*******~***O***~* 
• *** *** 5.50000 1.25000 0.00000 0. 00000 * 
**** ****~****~********~~*****************k*******************~**************•********************* 
6 3 6 ~ 5 . 50000 - 0 . 00000 *** 1. 0JOOO 0 .00000 - 3 . 00D00 -2.00000 * 
* 6 ** -1. 00000 J . QOQQQ Râ* - 0 .333 33 0 .6666 7 3.00000 0 . 33333 
* 1 *** -5. coono 3.ooooo *** -1. 00000 -2. 00000 0 . 00000 0. 00000 * 
*****************************~******************************************************************** 
~N EFFEC TUE U~ PIVOTAGE SUR: -2 . 00000 
•*****************~~*******************~*************~**************************~~~***b~~~~~~~~*~~ 
*VARIA BLES DE BASE***VAL~URS DE S VARIA BLES DE BASE*** 4 7 5 3 * 
******~** ~**************************************************************************************** 
* *** ~~* 5.50 000 1.25000 0 . 00000 - 0.00 000 * 
******~***************~**********************~****************~i~~******************~**R**~*******6 
* 2 *** -2.75000 0. 00000 *** - 0.5 000 0 -0.000 00 1 .5 0000 -0.5 000 0 * 
* 6 *** - 0 . 08333 0 . 00000 *** - 0 .16667 0 .66667 2.5 0000 0.16667 • 
* 1 ** -5. 00000 3. 00000 **~ -1. 00000 -2. 00000 0 .00000 0 .00000 * 
********************~****************************************~**************************~û**~***** 
ON EFF EC TUE UN PIV OTAG E SUR: 0 .66667 
*********** *********~***********************•**************************************************** 
•VARIA BLES DE BASE** -VALEURS DES VARIA BLES DE BASE**~ 4 6 5 3 * 
******************************************~***********************************************~*~*~*** 
* *** *** 5.50000 0 . 00000 0. 00000 -0.00000 * 
~***************************************~********************************************************* 
• 2 *** -2.75 000 0 . 00000 *** -0.500 00 0 . 00000 1.5 000 0 -0.50000 * 
* 7 *** - 0 .125 00 1.25000 *** -0.25 000 1.5 0000 3.75 000 0 .25 000 * 
* 1 *** -5.25 000 3.00000 *** -1.50000 3 . 00000 7.50000 0 .5 0000 * 
************************~******************~******~******~**************************************** 
LA METHODE SE TE RMINE SANS SUCCES 



C /;a /ilr e .Ill : 

Test Jovr ll'mjJCJ.J.J)j//ile
1 

d'vne Jo/vl?on . 

Lorsyve,;ot/r le Jrobleme comJlemen~lre linealre, la -me'f/2oc:le 

/àrcJm e'lrl9ue fe fermlne Jan.r .fllCcès , il e1f l-mjiorld-nf de Jdvo1ri 

J'i cejg fiJnf ·e 1 ve le }roile'me n'.:J ~df de Jo/v/-1on ou 7ue /4 
-mel/Jod e eJ/- 1·-nea;a/2/e de lrovver vne Jo/v/-✓ -on . 

Alovs 11e rro77.r j lt/J idrol,9ue J ot/r cerlcnne.r claJ.re..r de malrn:e s 
{ L. malr,·ce no~m?ne n/-) , /~ fair 9ve ldf_Jorilhme .Je fermn,e ) 

.ft311.r fucce·s lm;l1r; u e f 1./1/ -n'y d )c:J J' de Jo_lv r1·on av JroJle·me ; 
"»c:Jll J ,,J t/tJ'1.J civd titi rve C e/4:1 e .JI vrdl )ovr t111e -ma/rl'Ct!, ,4 Se·?•111 ·-

. def ·1·1ie 11ejah·11e . 

JI: cla n .r /4 vc1ri:1nle comjJlemenla i-re,, ldl_jorilAme Je hr,.,,,,ine Sd-nf 

f 11ccès, iE colon ne c/~-,1/re'e. do✓-J-dllolr de.r e/e·n1er1/i- 9v/ Jo-nf- O 

ddnJ le .r l1jneJ r il'l9t1ef,, el d o;J-dt101r c:leJ e/e·menf:r -no11-Joulif 

ddnf k 1 élvlre f l1Jne.r. 

J/ M cc:7/onne de11lre'e.. efl' /4 :I iii,e cc:Jlo-,.,-n-t., cJlor✓ dj>re'.r vn 

-'re~rr.a nJe-me..,,,f- de:. l1jne.t ef-c:.16 colonne1 9t.n · con.r/.rlé ci · 

dme ne r les / ;jneJ c r1/'l'9ue1 el l~J colon-n~ s o/'e.-,.,f-re'e e-n )re»1/er,, 

o-n d le ..sche"ma Sulvd ni": 

,g -1-1=0 

d,/+1./ ~{) 
1 
1 
1 
1 • 

a,.,,~,"' o 

CcJ/c,1111 es cl 'e-n l r e't!.. 

(eu /l~e'e.J ) 

lif neJ 
cr1li9veJ 

( C'tl /,/09vees) 



iJ 

ft· ;Je.rf .Iemi-defnie néjàlive {cidnJ ce us c1,1 = o ;-m;h91.1ea,1j-:::.-a/l V;) 
( tltJ/r f/Je'oreme J.;3e 61) 

d il = C) ef â/-4 ~ 0 1 t:11lrd1nenf 9v~ d -'/ ~ 0 t1;· 

L B1jt1d/i'O?'J corr'efjJ011danf .d la J '-°iin' l,Jne ;ev/' do-n~ ✓''lcr1re. JovJ 

l1 for-me : .,,!--A + d--1 À - d-1<' .., /X-1 - - - -- - d.--1,,,., /X,.,,, = Yi 

1-7owP À= o ef,z,-1; ----,--x,,,., ~ t:J, '/-1 eJ/ -nt!jt1f1/ 13v1;f9ve ~-t ~J;

-ne9al,f,J de,n~ ôtn:vn~ ..10/vllon reallfaile .-n'e1<1J te. . 

'7}àn.t le Cd! 5e'nér.J/, 011 1/d donc. <il)l19ver le /-e1/-c,l'/m}oJJih1/2lé" 

su,'v.:in/-,:1' ck19ue l19ne d~ cl,.;9(,/e J-.1Jl~c1v çomJlt'mtn rdlre •. 

;ovr 1,1171-i < () Ji d-<-/ 3 (7 tl; · le ;rCJl.,feme 'JI~ )t1J cle ✓olvli'on red/i.r;J/J/e; 

en ej/ct, I iden/rk' jovr kJ vdlwn d~ ~ ✓t:,/vlion 

~- 1' éJ,(.· ~ = à-<-· 4 a.,, -+ _ -. _· --t éJ-i _,,, ~.,,, + Y,t: -?l~v✓ -mon Ire 1 ~e..... 

.ri ~ -i ~ 0 e,~ d-<-/ ~ ~ tl;· 1 l.i Jé)/t,1 r,011 ne ✓erd jJ j 7"t!ali.J.1 ,6/4 J 

jt1vr4 voir, ,/ 11.1#/- oh Jrrndl'< .>. = o ,:/- c,/ ;,o ~-; ce,/; """J 

d rn,ne alor.r Y-t· <'o. 

En ce 7vi co-nter'l!e /4J' d'~"'X dernle.rJ 12.xe-w1)/e~ -nouJ Jovrr1'o11J 

é)Jl11ver c:llree.fe-menr ce 1~ ✓r d"✓--mJoJ'J'iillt-/r dU .ldiltdt/ ,·-,,,-J;;i/ 

el d~ l.i, e'vife.r lec:1f.lc.c:,r de Cd lcu/1 t'nvftle.J · 

E11 ~I; il ✓era /m/tJJJii/4 de frc,v11er un vec.~vr «. Jvn vtelévr j 
df.}nl /wr J comjc,✓,:111/41 /Jlo-n - -nejcJ livcJ ef le/ 1 ve: 

- J :: f /)l. -1 + J /Je. .t + ./, ~ 3. r J/ l 

'JJu )tJ;11/ dt- vve c:11jor1f/2m19ve , ce fe.1/--ne ✓era )r!J ✓ d/Jli1ue' 

dlree.ltme-,,/ c1JrêJ k /4Jlec1v /nllic1// -mc:111 jlulo.ra)re'.r c/2a.911e 

/;J,tl,.,v ✓v1iJ»/ un )ivo0e.; -,,'i,,,/-donne· 9,.,,, /4J ~- J d,./ 

C/2éJ'!Jenl /411r 11c:1levr uniJve.-me->J/ Jrdc~; un )iv'ol"aye , 



Le dernier e>f~m)/4 e"lvclt·e' dl/ Chd/lhe JJJ•eée'den~ Je re'.!our /Jd1" /4 -me"l.hode )àrtd1'11élripve 

( lld1"ld1?1é comJlet11en/4ire) c:1'-Ym~-r,/;·e du l'e ✓r d1'-m)o✓11fi;;p CoP1"1 t!' C/-deJ./Ot/.J' : 

•••~ ~** " ~* •******~****~*** ************ ***• ********•********* **j•******+**********~~w•* ~•• •• 
*VARIA ~LES DE BA SE***VALEURS DES VARIABLES DE BASE• • 4 5 6 7 * 
•••••~*****•~••••~•~******** ft~~ * *~· •c ~•••~•~•~•*••• ******i*~•****'******•********.******~•~•**** 
• ~• *'* s . 00000 0 .00000 o.ooono 0.00000 * 
****** **** *** '* /t, **--** **•**1' *** *• *** _ ........ *••***"•·· . .... *••··~ .. **""***,,.*** * ****••·-······ 
* 1 * * -5.û OOOO o.oooco * -1 . 0000 0 0.00000 0.00000 -2.00000 * 
* 2 .... - 3 . 00000 2.00000 f:: .. -1 . 00000 9 . 00000 3.00000 2.0000 0 * 3 ** -0 . 50000 4 . 50000 -1 00000 15 .. 00000 6.0 0 0 , .oonoo * ... ,_.., ...... * .. ** 11- *~* *-..'! ****** ****~••~************ ·~•******•**~****••·~·····••***** "*** 

............ 
-~****************~•·i~*~***•*** · •1~•************~*~****~******* ******************************~** 
*VAR I ABLES DE BASE***VALEURS OE S VAR I ABLES DE ASE••• 4 5 6 7 * 
......... .. ********** •hHt· *******-"**'**'.t* *-1t***"****** ........................... ** ************ .. *** ******'i*** *** 
* • *** *~* 5 . 00000 0 . 22222 0 . 00000 0.00000 • 
****~************* *•a****** • ~***~ 
* 1 *** -5 . 00000 
* 2 *w* - 3 . 00000 
* 3 *** - 0 . 50000 

0 . 00000 
0 . 00000 
1.1 6667 

* * - 1 . 00000 
*** - 1 . 00000 
• * - 1 . 00000 

0 . 00000 
9 . 00000 

15 . 00000 

0 . 00000 
3 . 00000 
6 . 00000 

-2.00000 • 
2 . 00000 * 
4 .. 00000 * 

• · •****~*~*•*i* 1*~*** ~******•*******~ j **~******* **x**•***~*** *********************** ~************ 
ON EFFECTUl UN PI VOTAGE SUR: 3 . 00000 
****•***************• ~-·~•*•~•*• •••• ** ' ******** ******* ****' ********••·········· · ••******** ** 
* VAR I ABLFS OE BAS E***VALEU RS OE S VARIAB LES DE BASE~~• 4 5 2 7 * 
********* t ** * **1* ~*•*~************~****************• .. ····~··· ~•-•***-***~•·· ~··············•******* 
* ** *** 5 . 00000 0 . 22222 0 . 00000 0.00000 * 
*****••············••*••~·· •**** · •~********~•·· ·•• ** *****•**** ~····••******* ** *********~•**** 
* 1 *** - 5 . 00000 0 . 00000 ~~· - 1 . 00000 0 . 00000 0 . 00000 - 2 . 00000 * 
* 6 t** - 1 . 00000 0 . 00000 •1• - 0.33333 3 . 00000 0 . 33333 0.66667 * 
* 3 ·~ 5 . 50000 1. 16667 *** 1 . 00000 - 3 . 00000 - 2 . 00000 0 . 0000 0 * 
***** "********* ~~* ********* *•~*** · *~• **********ff**•**************~* ** ******~*******••····~··~·· 
LE PRO BLE ME CO~PLEMEr-TAI RE N ~ P AS DE SOLUTION 



l 

9o 

/l;rej dPCJJr donne' 91.1el9ve.J d/.r;,o.r1l1ons JJrdf19L1e J Je.:,ur /'ulill

· ldh·on de cet .alyorilhme e/-dJ/t)lr ex;io✓e' lor3dni5rdmrne, ?1ouJ 

c:lcmneron.r !t: /!'J'l1rJ_J de. 4 vdr1r::111fe Gom~/e'me-Ylfd/re. . 

{J-nJe servird du l&h!eélv, leje'remenl' lrJru/orm~; e.x/'o✓i dënf' 

l~nlrodue.li·o1'/ . 

Û:JriaÀles de bJ.re VeJleur.1 de.r 11dr1<1ble1 de Jd.re ~ = «p œ., ~, ,œ .3 

-
/,Je() /.Je.1 ,(Jt '- ~J 

y,, ~-, ,/* ,,, 
,il"" 

4 .,., d., i, d_,J 

Yt .t, J-tt 
1,, à ./,.I') à,,/,., d.t..t d ~3 

~ J.• 
J ,:JJo âJ-, ÔJI, dJJ 

LeJ f(:rmeJ e.n À (~e.J/.,i-cbre le.1 a~) o-nf e~' /1"dntju:,r/e'J d~ ldüf;.e 

a3fe' du .Jïjne c:lejd //lé· ( c't:1/c:/-dire ..ronlre;reJe-nfe:s J'c.i Jara~•o) 

:J)dnf cl,d9'1./e !dilec1v, leJ' ltJnef el /eJ cokJnne✓ Jo-n/- arra113ee s cl~ 

ftlle. /a on 9ve /eJ !✓yne.r flo9ueé~ ef le.1 //drla/2/4f -no?1-~t::1.l'if1Vt'f 

f;xeéJ t/Jt'!/1'/el/f en Jremler lieu. 

!.eJ /ldlevrJ' clt:1 11dric1ble1 fxeé.r .font /ndïyv!ei }éJ" /e1 d.l 9u/ 

Jonf lnilia l/.uls a· o. 



t/1 

Les ,t;. /nd11uenf-les vdkvrJ deJ ve1rid'5les ,6,gJ/9t/t1.f .a;re's f"e 

leJ vc1rial>les ?Jon-/2c1f1yt/e.r /1)(ees ëùnf )rl.J l~ur v-a/41,/r . 

t 41de -r 7ve leJ ~ -t-' .ronf ,nv/J' /'ovr les ltgnes c r/lijt1è s ei ..10.,,, r 
-?Jo?J . "7e_fd/j.t Jovr /41 e1vlre.1 hjn~s. LeJ ~ "J ✓onl' t!!jt:1kmenr 

in,liall..rees d 3e·ro ef, dJre·s /e )c?f 0
1 

devienne-ni' /2ulé ✓ non-ne!J:7/i-,,,t!J. 

!t·,d,re's vne lrd->?fjormahon I une ltj1ne 7'U/ e¼,r cr/lï9ve dewen/

ll/2Y'e, dlorJ le ~: corre!Jon ddn r Jre-nd k) vd/41./r jlxe'e de 4i 
llarùile fxeé flll dev/enr bd119ve. . 

Les .t.i Jonf leJ lld!et1PJ de.J var1c:1ile.J de idJ'~ ;iovr dcJ vdrùl,le.r 

no11-/Jaf/9ve1 /lxe·eJ BjdleJ' d Je'ro , e.f-Jervtnl- vn19ve "'WJe-n f- )ovt' le 

/41 f di·m ;o.1.11i1 ltk. 
id c/Jreclto'I dd11J IJ7ve/le. / J lld?"ldik "l!o?J.Jdr/91/ d~ k; ce/4,nne denkl! 

//drle e.1/-jo.ril?J!e .ri cellè cc:lonne e~;/ »011/·xee d vdnf; e/- eJ/ d4/ 

l''jne o;Joté d v 115ne de c:J -/+~. t, 
Cel/e d1recli'on eJ/ .1°?1d19ve·e jc1r J".:: -1 e7v - --1 

?.::1s O : de'lermi11er /11/_n _g~. == ~ 4 

/r-~-nd:re ~ ~~ =-< .J.:. + { ~"- x a-<-·-} 

«o = - .,t"'-

../ = /4 

re'cJrrc111Je r /,·,5tne J' eÎ cc7/o-,,neJ' 

?c1s -1 : delermJ?Jer le Jremler a~.:i' ~ c:? 

Ji d-t. f :: C? d /le~ -< • .: ,1, - -·, ;( 

élvec.. <
0 

= --1, ---, ./, ✓o;/ à~/. 

à /k r J v )à J 3 

fr.a»former /4 !dJlea</ enJivofa.,,,/ ✓vr a4.,{ ,d_,_ r~..t 1 J 4 r.L; /1...,.'?---cl~I..-,. 

;rendre s == .flj "Jle (- c1 ~, ~ ~--1) . e.r -,f.: ..-2 -.-/ ' 

re'arrdn.!Je r /1'.J" e .r e/· colonne t 

~s .t. • (Te,f d't70.1ui1/ile) ?'our lb~I ~·) lt!I 9ve. ~- ~o, elélermh,er /4 
//11/"'J d-<·1• == d .. i c:1vec J.:: {-1 JI l 
JéJ (J J - - .î 'J 

':' u~ . d<· ?0,1 e;nc1Yt'éle_cc1r 1/11'y1J).clJ dt: .ro/1.1/ian a<Jroil/me 
fl'1Jd1/î JI S:--1,..1//er.Ju/dJ' 3,; Il' ~:-4/éllkr ,=#f/)d.J' r 



de'ferminer Min 
d -e·A :>o 

fi d ~·I ~ 0 ./ t/ ~: CJ?I ê1'1'éle : ,/J 
J"iTJt1'1 ,)?"e?1dre ,x-;( = --t ,t 

.;; ,t;( 

✓ = .Â, 

1'-ldPrd-11,Jer l✓ynes e/- colon -» ef 

deierm/?Je:r /JtJ✓ n ( ~ 1 ) 
.9 " • .,/ < c:, - a~--,( 

t!!.I c1/kr c1 t/ )cl✓ --1 
#* = -V A. 

-JA,/ 

.t1 /.JI!-! c:: .,t 1' .,)· /rendre ~~f = ~
4

f r .:2 ~·-;( ✓.;..--;( 
-.il A-1 

✓1 ·/=C? O'H c1rrêle. : on d vne J&/v/"n:,n dû Jro.i/4~:,n e. 

fJno-11✓1èJ✓h• -1:.4---1 ef-.Jlcl-:f+~,-1 ;:?o,cJ//er.1vfa1 Y 

.rincn., ël/4 r .at./;c1r 3 . 

..t,..,. 
.:::::: <i,1 ; /~e-nc/re « I = .,ié.-;( -r .a.,,/ 

E/;,11/ do/Jne' 1~ 'en FoRTlfl/tl, l>r,de,< de co-mJ/;,_ye d'un ::D rj -ne Jet.1/

)tt'lldre /41 11.;;/el/r o / /e1 /nd;·ce.; ~ --1, .l, J, de✓ colonne✓ de /.;; 

'JJ1c1lr1'Ce c/e v1ënclron / re:1je~/2· J/~~~~r ~ .t, .3. v. 



l 

Orc;_dniqrc1mme 
'fJ 

- - r-----~--, 

Il 

1 
J 
1 
1 
1 

' ' ' 

' lire '1J. 
1 
1 

llf·e ~- -", ' :4, . .. J?} 1 
hre a . . ,;(·:1 ... , ,n 

1 
~; 1 

/:: .t ... . ,41+1 1 
Ji~< 0 ,,,;forJ d~- 1 .: --1 

1 
1 

✓ J l · ~ o d /or; a~· -1 ,; o 1 
.,t.,i,• = (? .-l.·=-;; .. . ,,47 1 
« . :O /' ~ -1, ••• ,-n+-1 

1 
-; 1 

._ __ ______ :_J 

:- -- ---------, --Pc:Js o 
1 .Mj ~- = ,/~ • : 

1 ~ 1 ::: ~- + ( ~/J, X a -t.' 4 ) 1 
1 - ~ 1 1 l'Jl_, = ---6-1. 1 
1 j = "2 -1"1 1 

1 
1 -1?edr-rd11Je.,. /13ne1 elcolonnes ,-: "------.--------- ' '---- ___________ .... J _ .................... ~ ... --..-.. ... --~ ................. ~ ... --, 

y 

,J'e,;/ d4 .,( /e) remier .:t3 -t.·/ :/ o : 

lf c!ve,. l/11 jl'llo~e .J'V,. d 4 /', d .._-1--,,~-,.,.-. -~d../.,/.., 1 

>---P--1 .J.: ✓ 1J11 e ( -d -t -t.. ) .:: --1 Of/ - -1 : 

4::Jl 1 
1 

"1?&:1rrc:11!Jer /Jne.s- èl colonnes 1 

-----.~------------J' 
1 .... --- ... ... --------- ---- -- ____________ .J 

C 



,-
1 
1 
1 
1 
1 

• 

,..... _______________ ... __ 
If. 

ÇA't 'r\:.>f 
·" !: = r:~ e "'.1W 

0 '? ·"t ,1111~1 ,,,. r4 

r---- .... ---. ---------, 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 1 
1 

~1re-:;-= :t 

'~ ,.. ~'t = f?" 

L--------- ----' 



C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 
C 

PRO R tl4 PANNE 

***• · ·· ~······· ***~*••·~-·~·~••* ... ·-·~············•·*·· ****** * ,t 

* * 
* * 

* • • 
* 
* 
• 
* • 
* 
* 
* 

.. 
* 
* 
* ,. 
... .. ,. 
• 
* 
* ,.. 

* • 
* 
* 
* ···••* 

LE PROBLEME LINE IR E CO MPLE~ EN TAIRE 
******~à••·· ·· ······ * ••••••••• 

ALGORITHME DE LA MfTHOOE PARAMETRIQUE 
(V AR IAN TE COMPLEMENTAIRE) 

QUI EST UNE GENERAL ISATION DE LA 
METHODE PARAM ETRIQUE SELF DUALE OE DANTZIG 

RE FERÈNCE: 

"A COMPLEMENTARY VARIANT OF LEMKE•S METHOD* 
fO THE LINEAR COMPLEMENTARY PROBLE~" * 
C. AN DE PANNE ~ 

IN MATHEMATICAL PROGRAMMING 7 1974 
• • • • .. 
* 

PROGRA."'IH. POUR LE: MEMOIRE PRESlNTE PAR DEKELVER CLAUDE * 
SUR LE PROBLEME COMPLEMENTAIRE * 

• 
* 

** *** i •••• *~- ***************•***••········· ·••******• 



Sov.r -roulï-ne s 
MIN. 

S UB ROU TI NE f-. J N ( W , N, W L) 

C •••••***~ ***** 
C SOUS-ROUTINE QUI RfCHERCHE LE MINIMU~ Wl DES N COMPOSANTES 
C D'UN VECTEU« W 
C 

DI M EN S 1 ON W ( N ) 
1=1 
Wl.=W(I) 
IF (N.EQ.1) RETURN 
DO 1 1=2,N 
l, (WL.L T.W(I)) GOTO 1 
WL=W CI) 

1 CONTINU E 
RETURN 
END 

SUBROUTINE t-'llNPL (W,N,WL,PLV,IN,EPSIL) 
C ****•*••••~~***~* 
C SOUS-ROUTINE QUI RECHE~CHE LE INIMUM WL DES N COMPOSANTES 
C D'UN VECTEUR W TOUT EN RETE ANT LE NOMBRE IN ET LA PLACE PLV 
C DES COMPOSANTES QUI SONT EGALES A EPSIL PRES AU MINIMUM 
C 

DIMENSI Ot. W(N) 

INTEGf.R PLV(N) 
1=1 
IN= 1 
PLV<lN)=I 
WL=W(I) 
If (N.EQ.1) RETURN 
D 1 1=2,N 
IF (A BS(WL-W(I)).LT.EPSTL) GOTO 2 
IF CWL.LT.W(I)) GOTO 1 
IN= 1 
PLV(IN)=I 
Wl.=W ( I) 
GOTO 1 

2 IN=IN+1 
PLV(IN)=I 

1 CONTINUE 
RETURN 
END 



SU ROUTINE PRINl (Y,B,BET A,Xf:T ,X,N,. ,) 
C ***•****** ** •~ 
C SOUS-ROUTINE POU R L'I MPRE SS ION DU TABLEAU COMPLEMENTAIR E 
C SOUS LA FORME SUIV ANTE: 
Ck ***w•• •* *** ***** •• • * •********* •~*•** **** ****• ~•••••~~• 
C* VARIABLES DE B SE • VALEURS DE S * X(1)=4 X(2)=5 X(3)=6 X(4)=7 * 
C* 1ll VARIAtllES OE BASE * * 
c• ••• 
C* 

* ·~~~ •~ *~*• • ~••••********~****• ••••·**A* ********•** à* ** ~** 
* * XET(1) XET(2) XET( 3 ) XE T(4) t 

(*-#**""' ****** * . ..... . Il'*• •• •*•**• · •***,. .... ..- .... .... ...... 11. ·••· · · .. ···• .. +• *w• · 
C* 't' (1)=1 
C* Y(2)= 2 
C* YC3)=3 

8() UE T(1) * A(1,1) AC1,2) AC1, 3) A(1,4) 
8 (2) ti lT(2) * A<2;1> A(2,2) AC2,3) A(2,4) * 
B ( 3 ) BETC3) * AC3,1) AC3,2) AC3,3) AC 3,4) * 

C** ******** ***~* *•*r.~J•• · ~* •~•*********•************ •******* ~***** 
C 

IN T[ G[R 'f(N),X( , ) 
0 1 ENSION . (N),RET (N),A<3,4),XET(fll) 
P JN T 9900 
PR I NT 9 800,( Y{I),1=1, ) 
PRIN T 990 0 
PRINT 970 0 , CXET (I),I= l , M) 
PR I NT 99 00 
00 5 1 1=1,N 

51 PRIN T 9600,l'Cl), I CI>, E3[T(I) ,CACI,J)•J=1, M) 
PRIN T 9900 

9900 FO RM AT <1X, 9h(1H -1< )} 
9800 FO RM AT(1X,' *VAR I ABLES DE BASE***VALEURS DES VARIA BLES OE BASE•**', 

14.( ' •,1 2,• '>,' • '> 
9 7 0 0 F O R fi\ A T < 1 X , ' * • * ** i.: ' , 

14 ( F10 .5,. 1X), ' _. ,) 
960 FO MAT{1X,' * ',1 2,' ~•• ',f10.S,' ',F1 0.5,' *** 

1', (F1 0 . 5,1X),• ~ • > 
RETURN 
END 



7?EIJElF. 

SUBROUTl~E REABEf CY 1 8, fT,A 1 XET,X,N,M 1 EPSIL,R,L) 
C • • • ~ *~ i-*••~• 
C SOUS-ROUTINE QUI REARRANGE LE TABLEAU COMPLEMENTAIRE 
C AVA T LE PIVOTAGF DE TELLE SORTE QUE LES ll6NES CRITIQUES ET 
C LES COLONNES FlXEES VIENNE T EN PREKIER LIEU 
C 

C 

INTEGER Y(N),X(~) 
DIMENSION B(N),8lT(N),A(3,4),XET(M) 
DIMENSION V(4) 
INTEGER P,G,R,T 

C V:VECTEUR QUI RETIENT UNE ClRTAINE LIGNE OU COLONNE DE LA MATRICE A 
C P:RETIENT LA VALEUR D'UNF CERTAINE COMPOSANTE DE Y 
C Q:RFTIENT LA VALEUR D'UNE ClRTAINE COMPOSANTE DE X 
C R:COMPTE LE NOMBRE DE COLO NES FIXEES 
C T:COMPTE Lf NOMBRE OF LIGNES OU BET(I)=G. 
C 
C Al ENONS D'AFORO LA DERNIERE LIGNE CRITI~UE TROUVEE LEN PREMIERE PLACE 
C 

C 

LL=l 
13 IF (LL.EQ.1) GOTO 9 

Z== BET{LL-1) 
OET(LL-1)==BfT(LL) 
f! ET(LL)=Z. 
W=?CLL-1) 

CLL-1)=8 CLL) 
fHLU=W 
P=Y(LL-1) 
Y<LL-1>=YCLL) 
Y( LU =P 
DO 8 J=1,I" 
V(J)=A(LL-1,J) 
A (L L -1 1 J) = A CL L, J ) 

8 A(LL 1 J)=VCJ) 
LL=LL-1 
GOTO 13 

C AMENONS ENSUITE LES LIGNES OU BET(I)=O. EN PREMIERE PLACE 
C 

9 T=O 
DO 1 1=1,N 
IF (ABS(BET(l)).GT.EPSIL) GOTO 1 
T=T+1 
Il=l 

3 IF <II.fQ,.1) GOTO 1 
If (ABSCBET(II-1)).LT.EPSI) GOTO 1 
Z= ET(II) 
BET(Il)=8ETCII-1) 
BET<I I-1 >=Z 
W= (II) 

B(ll)=BCII-1> 
BCII-1>=W 
P=Y (II) 
Y CII)=Y C 11-1) 
Y (II-1>=P 



C 
C 
C 

DO 2 J=1, II 
V(J):A(Il,J) 
A( II ,J>=A(Il-1,J) 

2 ( I I -1, J ) =V (J ) 

I I=l l-1 
GOTO 3 

1 CO TI NUE 

AMlNONS INTEN NT LCS CO LO NNES FIXEES EN P EMIERE PLAC E 

1-?= 1 
DO 4 J= 2 ,, M 
If (A BS (X -T(J)). LT .E.P S IL) G TO 4 

=R+1 
JJ=J 

6 IF CJJ •. E0.2) GO TO 4 
I F (ABS(XET(JJ-1)).GT.[PSIL) GCTO 4 
Z=X T(JJ) 
XFT (JJ)=X ETCJJ-1) ' 
XET (JJ- 1 )=2 
Q= X(JJ) 

(JJ)=X(JJ- 1 ) 
X(J J-1)=Q 
DO 5 1=1, 
VCI >=A(I,JJ) 
A (I,JJ)=A(I,JJ-1) 

5 A0,JJ-1)=V(I) 
J J=J J- 1 
G0 T0 6 

4 CONTINUE 
C 

99 

C FAISONS A O S co · RE SP NORE CHAQUE COLON E FIXEE AVEC SA LIGNE CRITIQU E 
C 

IF (R.EQ. 1) RETURN 
DO 10 J=2., R 
DO 11 I=1,T 
IF CABS(Y(I)-XCJ)).EG.M) G TO 12 

11 CONTINUE 
12 If CI.EQ. (J-1)) G0 TO 10 

Z=Bf T{J-1> 
BE T CJ-1)= BE T< I) 
BE T ( I)=Z 
W= B (J-1) 

(J-1) =B ( ! ) 
H (I )=W 

P=Y(J-1) 
YCJ-1)=Y(I) 
Y(I)=P 
DO 7 1J=1,~ 
V(IJ)=A(J-1,IJ) 
A(J-t, IJ)=ACJ,IJ) 

7 A(I,lJ)=V(IJ) 
10 CON T INU!: 

ETURN 
END 



APO 

SUB ' OUTl f E HEA fT CY, b,BET,A,XET,X,N,M,E IL) 
C ~·-~•*~•~R .,. ~* 
C SOUS-ROUTINE: GUI REARRA GE LE TABLEAU COMPLEMENTAIRE 
C APRl:.S LE. Pl\iOTAGE DE TELL . SORTE QUE CHA UE VARIABLE HORS B.I\SE. 
C COHRESPONDE A SA VAR!AblE COMPLE MF NTAIFE EN BASE 
C 

C 
C 
C: 
C 

lNTE GER Y{~),X(~) 
DIMENSION BCN),BET(N),A(3,4),XETCM) 
OHH:tJSIO N V(3) 
INTEGE:R Q 

-
V:VECTtU QU I RlTJfNT U ' f: l.ERTAINE COLONNE DE LA MATl{!CE A 
Q:RETIE NT LA V LEUR D'U NE CERTAIN COMPOSANTE DE X 

DO 1 1=1, N 
11= 1+1 
DO 2 J=l , M 
IF {A BSlY(l>-X(J)).EQ.) GOTO 3 

2 CONTINUE 
3 1 F (J. EQ . I l> GO TO 1 

Z=XET(I+ î ) 
XETC1+1)=X ET(J) 
XET(J)=Z 
Q=X<I+1) 
X0+1>=-X(J) 
X(J)=Q 
DO 5 IJ=1, N 
VCIJ)=A (IJ,!+1> 
A(IJ,I+ 1)=A(IJ,J) 

S A(IJ,J)=V(IJ) 
1 CONTINUE 

ETURN 
ENO 



A01 

SUBROUTlhE LEXIC O CY, O, ET, ,XET, ,N,M,.EPSIL,.P ,PLV,IN,.LW) 
C ** ' **~•** i *** '"* 
C SOUS-ROUTINE QUI CHOISIT LA MEILLEURE LIGNE CRITIQUE LW 
C LORSGU 1 UN MINIMU~ SE PRODUIT DANS IN LIGNES 
C ON PRENDRA CO~ M LIGN E CRITIQUE LA LIGNE QUI PERMETTRA o•EFFEC TUER 
C UN PIVOTA GE UR LE PLUS GAND ELEMENT EN VALEUR APSOLUE 
C 

C 

INTEGER YCN),X( M) 
DIM~ NSION B( N), lT(N),1(3,4),XE T(M) 
INTEGER Pl(3),PLVC3) 

C PLV:VlCTEUR QU I WETIENT LA PLACE DE CHAQUE MIN I MUM DANS LE SOUS-VECTFUR 
C OU IL FALLAIT CHfRCHER LA V LEUR MINIMALE DES COMPOSANTES 
C Pl:VECTEUR QUI RFTIENT LA PLACE DE CHAQUE CO ~POSANTE DU SOUS-V EC TEUR 
C OA S Ll VECTEUN INITIAL 
C 

1=1 
L=P LVCI) 
l=PLCL) 
0 1 J=1,.L 
IF CA BS<BEl (J}).Ll.fPSIL) GOTO 3 

1 C NTINUE 
3 W=A CJ, +1) 

LW=L 
DC 2 1=2 ,I N 
L=PLV CI) 
l=PL CL) 
IF (J.EG.L > GOTO 5 
IF (ABS(W).GT.ABS(ACJ,L+1))) GOTO 2 
W=ACJ, L+1) 
LW=-L 
GOTO 2 

5 1 F CAB S ( W ) • G T • 8 ( A ( L , l + 1 ) )) GO T 2 
W=A(L,L +1) 
LW=L 

2 CONTINUE 
RETURN 
END 



RINT 41 
41 FORMAT C1H1) 

INTEGER Y{3),X(4) 

,,;o,t 

DI fNSION BC3), HET C3J , A(3,4),XfT(4) 
c•~••••~~•~••*••••••••••••************~••• ••••••••••••••••••~••••~•••••• 
Ct VARIABLES DE BASE * VAL EURS ES * X(1)=4 X(2)=5 X{3)=6 XC4)=7 * 
C* VARIAl3U:S Dt: BASE * • 
( J* **i** *•* •~~*******•***l.AAA••~••~**** ***********~t• .. · •••••••••***** 
Ct • * XET(1) XET(2) XETC3) XET(4) * 
C• u*•~ •~••t•••~~ ***** ~•~*&****** **A ...... .. ~i*******~******~«********** 
C Y <1> =1 1. B(î) E l (1> * AC1,1> A(1,2) A(1,3) A(1,4) it 

C• Y(2)=2 ·• R (2) Bt:îC 2) * A(2,1) A(2,2) AC2,3) A(2,4) * 
C* Y(3)=3 t 8 C:H 13 ET (3) * A C 3, 1) A (3, 2 > A (3, 3) A (3 1 4 ) * 
c••••••••• ••••~ ~•••••• *********•*••••••~~~•••••~• .......... •••••••••••***~ 

INTEG[R Q,R,S,T 
INTEGER PL(3),PLV(3) 
DIMENSION DC3>,CC4) 

C 
C Q:RETIENT LA VALEUR o•UNE CE~TAINE COMPO SANTE DF X 
C R:COMPTE LE NOMBRE OE COLONNF'S FIXEES 
C S:PEUT PRENDRE LES VALEURS 1 ET -1 ET REPRESENTE LA DIRECTION 
C DANS LAQUELLE VARIE LA VARIA BLE NON BASIQUE DE LA COLONNE FIXE E 
C T:RETIENT LE NOMBRE DE CO~POSANTES DU SOUS-VECTEUR D 
C C:VECTEUR QUI RFTIENT LES LI GN ES OE LA MATRICE A 
r QUI ONT LEUR B C lRRESPONDAN T NEGATIF 
C O:SOUS-VECTEUR QUI RE TIENT C[R TAINES COMPOSANTES o•uN VECTEUR INITIAL 
C PLV:VECTEUR QUI RETlEtH LA Pl.ACE DE CHAI.IUE MINIMUM DANS LE SOUS-VECTEUR 
C OU IL FALLAIT CHERCHER LA VALEUR MINIMALE OES COMPOSANTES 
t PL:VECTEUR QUI PElIENT LA PL ACE OE CHAQUE COMPOSANTE DU SOUS-VECTEUR 
C DANS l.E VECTfUR INITIAL 
C 
C LECT RE DES DONNEES 
C -------------------
C LES DONNEES SERO NT LU ES DEL FACO N SUIVANTE:: 
C SUR LA PREMIE RE CARTE:LA DIM[NSION N DU VECTEUR Y (EN 12) 
C SUR LA DEUXIEME CARTE:LES N COMPOSANTES DU VECTEUR 8 (EN F10.5) 
C SUR LA C2•I) EME CARTE:LES N CO POSANTES OE LA !EME LIGNE OE 
C LA MATHICE A (EN F10.5) AVEC I=1, ... ,N 
C SUR LA (3+N)E ME CARTl:LA PRECISION VOULUE SUR LES CALCULS (EN F10.5) 
C 

RfAO 100 , N 
M=N +1 
REAP 200 ,(B(l),I=1 , N) 
DO 51 I= 1,N 

51 READ 300,(A(I,J},J=2,M) 
REA 0 4 00 , EP SI L 
EEPS IL=-EPS l L 



C 
C INIT ALISATION ET CO PLETION DU TABLEAU INITIAL 

C -----------------------------------------------

C 

DO 1 I = 11 N 
PL (I)=I 
Y(I>=I 

1 BE T(I)= O. 
00 2 J= 1, M 
X(J)= N+J 

2 X ET ( J) =Cl. 
DO 3 1= 1 ,N 
IF <B(I) .L T.EEPSIL) GOTO 4 
A<I,1)= 0 . 
GOTO 3 

4 AC I, 1) = -1 • 
3 CONTINUE 

C PAS 0 
C -----

CALL MINPL <B,N,BL,PLV,IN 1 EPSIL) 
00 5 1=1,N 

5 9ET(l)=B(l )+BL · A(I,1) 
XETC1 )=- E. L 
IF CI N. EQ .1) GOTO 61 
CALL LEXICO (Y, B, BE 1 A,XET,X,N,M,EPSIL,PL,PLV,lN,L) 
G.OTO 71 

61 L=PLV CH) 
71 K=L+l 

CALL REABEF (Y,E,BET,A 1 XET,X,N,M,EPSIL,~,L) 
CALL PRINTA CY, ,BET,A,XET,X,N,M) 



C 
C PAS 1 
C -----

1 DO 6 I=1,L 
If (I. GT .R) GOTO 6 
If (A B S ( jj ETC I)) • € T •EPS IL) GO TO 6 
IF (AbS(ACl.,K)).GT.EP IL) GOTO 7 

6 CONlINUE 
GOTO 33 

7 KK=K 
L=l 
LL=L 

26 PIV=A(L,.K) 
C 
C ON ~fFECTUE UN PIVOTAGE SUR L•ELEMENT A(L,K) 
C 

C 

Q=X (K) 
XO'. )=Y(L) 
Y(l)=Q 
PRINT 4000,F'IV 
B(L)= B(L)/PIV 
A(L,K)=1./PIV 
DO 8 J:::::1,M 

IF CJ.EQ.K) GOlO 8 
A(l, J)=A(L,J)/PIV 

8 CONTlNUE 
l>O 9 1=1,,N 
IF (I.EQ.L) GOTO 9 
B(I)=B(I)-B(L)*ACI,K) 
A(I,k)=- Cl,K)/PIV 
1>0 9 J=1, M 
IF CJ.f Q. K) GOTO 9 
A(I,J)=A(I,J)+A(L,J)* Cl,K)•PIV 

9 CONTINUE 
W=XET {K) 

XET (K)=BETCL) 
BET(L)=W 

CALL PRINTA (Y,f,BET, A,XET,X,N,M) 
If CL+1.EQ.KK> GOTO 27 -
IF Cl+1.GT.R) GOTO 27 
K=L+1 
L=L+1 
IF (ABS<B.ETCL>>.LT.EPSIL> GOTO 26 

27 IF CA{LL,LL).GT.fPSIL GOTO 10 
S= 1 
GOTO 11 

10 S=-1 
11 K=LL 

C ALL REAA FT (Y ,8, BE T, A, XE T, X, N, M,. EPS I U 



C 
C PAS l. 
C ---·--

C 

:_:p 00 12 J:q.,,N 
IF (B(I) .. LT.ft:PSIL) fiOTO 16 
GOTO 12 

16 00 17 J=1,N 
17 C(J)=A<I,J+1> 

CALL MIN (C,N,, L) 
IF CCL.LT.EPSIL) GOT 12 
PRINT 100 0 
STOP 

12 CONTINUE 
l F (S. EG . 1) GO TO 33 
GOTO 3ft 

C PAS 3 
C -----

\ 

33 T=O 
DO 13 I=1,N 
IF (A(I.,K).GT.EPSIL) GOTO 14 
GOTO 13 

14 T=T+1 

PU î)=-I 
D ( T > = BE T ( I) /A CI , > 

13 CONTINUE 
If (T .EQ.0) GOTO 25 
CALL MINPLA (D,T,DL,PLV,IN,EPSIL) 
XET(K )=XETCIO+DL 
t>O S I= ·J,N 

15 BET(I)=BET{I)-A(I,K> DL 
If (IN.E0~1> GOTO 62 
CALL LEXICO (Y, ,BET,A,XET,X,N,M,EPSIL,PL,PLV,IN,L) 
GOTO 72 

62 L=PLV(lN) 
l=PL(l) 

72 K= L +· 1 
CALL RlABEF CY,B,BET,A,XfT,X,N,M,EPSIL,R,L) 
CALL PRINTA (Y,b,BET,A,Xlî,X,N,~) 
60TO 31 

25 PRINT 2000 
STOP 

-405 



C 
C PAS 4 
C -----

34 T=O 
O 19 l = ' , N 

IF (AO,K).LT.EfP<'JL) OTO 20 
GOTO 1 o 

2tJ T=T+1 
PL CT)=-I 
D(T )=-EET(I)IA (I, K) 

19 CONTINUE 
IF CT. E0 . 0) 60TO 21 
LL=L 
CALL MIN PL (D,T,DL,PLV,I, PSIL) 
If {DL.GT.XET( )) GO TO 21 
XE T(K)=X ET( )-DL 
DO 22 1=-1,N 

22 P. ET (I)= ET )+ACI,K>•DL 
IF (IN.EG.1) GOTO 63 
CALL LEXI O CY, 6,BET, A,X ET, X,N, M,. EPSIL ,PL,PLV,I~,L) 
GO TO 73 

63 L=-PLVClN) 
L=PL ( L) 

73 K=-L +1 
CALL RtAREF {Y,B,RfT,A,XET,X,N,M,EPSIL,R,L) 
CALL PRINTA <Y, ,HfT,A,X 'T,X,N,M) 
GOTO 31 

21 DO 23 1=1,N 
23 BE T(I)= [T{I)+ (I,K) AXE T(K) 

XE T(K )=XE T {10-l(f T (K) 
CALL PRINT A CY, B,.RE T, A., XE T., X,N, 0 

IF (K.EQ.1) 60 TO 24 
K=LL-1 
IF (ACK,K).GT .E PS IL) 
GC TO 33 

GO r 34 

24 PRINT 3000 
STOP 

100 
200 
300 
400 

1000 
2000 
3000 
4000 

FORM AT 
FORMAT 
FORMAT 
FORMAT 
FOR AT 
FO AT 
FORMAT 
FORMA T 
E 0 

cr 2> 
OFJO.S) 
(4f 10 .5) 
(f1 0 .5) 
(1 ,'LE PROBLE ~E COMPLEMENTAIRE NA PAS DE SO UTION•) 
C1X,sLA M ' THOCH. Sf TERMINE -SA NS SUCCES •) 
(1X,'UNl SOLUTION U PROBLEME CO~PllM NTAIRE EST TROUVEE') 
<lX,'ON E FFECT I U PI OTAGE SUR: ' ,F1 0 .5> 
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JrCJÂk'm~ -n"e✓I j,u deje'-nà·!) 

d,1 -r /J ;;t ,t-1 ,::::: r.? (''1) 
_2)'.dvlt1e )drr, d,tT .ll;..;1 _t-1 == d,, T ,t~-1 = d ~r .,t.: I -1- d ~ -r .-t~.i..,f 

oti on joJe Il;..,,, .-t,, = ~ ~ -t == [,/ ; ., ] 

~tlMf ve à; = o el __t ;-1 ~ tJ ( cc1r J ~-1 == o ) 

011 ~ d _, r /1 --, _,/ -1 > ~ ce auJ cc,nlre dt/ ,.,.., / 

--t. 1<-, 
J., 

C.e.'9 J'ijt11fe 9ve, .ri- li eJI jlt1r-ccJ)oJ'//;·v1e_,, ldrrêl de l'.:ijorilh-m e, Jv7'° 

/c; co11clv.rio11 9v~ -ne J~vl /rouvcr t,,ne ior:ne ..rv;erievrt! d. A eJ/

im)oJsJb/e. 
\ 

On dfoulil J Id -mi.me conclvJ/o~ /4r.r:,t.1e _ /J e1d»rv-neL - mc1/r/c~ 



J't' d e1f Josili/ 
Conside'rons le ve<fet1r y cc ('11;: ., ;] dvec #;; d 

4
;, o [el;,=- o) 

fi - Il eff t/ne L. mdlrice,, 1/ e;<. isfe tin e'lem enf ,)o.Ji/f tt/J?Jf )0 do»/- I / 

ele'me,nf corretjondanf-de Ml' ef/'7loh--??é!:;,dl/f {-1t ~) { dtec M = -.11) 

/1'Jc11J;011dejcJle:menf IYIJ_= r-lÎ _ _,,, -~-t] ri/;,: d
1

] = r-d
4 

_, ,] 

-1.1-1 ·IÎ.t,t O -IÎ.11,tJ-11c1 

~1i7t1e -t3 
4

C:: o _, on a vne conlrad1·c/J'c»J dvec. (**) 

Cela Jljn1/ie 1ve ,. .ri - Il e✓r v-ne L. ma/-rice,, /dr,,.i / d~ ldf:Jo-riflm~,, 

.fvr /c7 concluf/on 'jt,,/tY'J? -ne. Jeu/ l'rot/t/~r V?Je ,,bor11e .ruje'r/et/Y~ 

ci ~ e.1/ lm Jos.r 1i>fe . 

§ 1, : 1/rrêl c?c:17/J la CCJlonne d~ne //driah/4 ??on /2,;.r/9ue . 

A-0vJ frdvc1i//on.r lotjor.h"J av~c /~ t;j/e.,;v donne' dcinJ le Jren?/'er )drd51rc:/he . 

JcJity,,t' June deJ J/dYldilef Y Aor.r-bd✓e d'o-n/-one.rJa1è oldv:;menfer 

/d Jld/41/r . f v,.171,oJ'o-nJ 1ue f-i CorreJ/onde a· h t·~ colon-ne 

..J/ /d -me'//2ode .FcN•rêfe , c ~/41 .flJnf·t 7e1e : 

,,(.,) fbvJ le.r e/4·me11f J' de ~ ic.':'c. Colonne /9ui .ro-nt' e3c1l~me?1/ danJ 

t111e /':1" e. Cr/l/yve Jo11f -nf//J' . 

,,(,'i,J -fbt1J leJ dt1/1"eJ e'le~menl:r cl~ /,:1 --'-·i'!''- cc:Jfo11'1'Je fonl'non-,;o✓i/f . 
(_ e'le'me?JI Jr1»c1;al danJ /4 --<. · i.'!'c ce,7fon11e d)j)d1'l°ie?JÎ e5c1k-men/- a' 

t111e li.111e cril19ve er doir donG è-lre ?Jv( C'éJ/.i-dire e; 11~-: e".::: 0 

Or e: IÎ,,:
1 

-e<. ::: ~: ( //,,; ;--1 /t ~ 4,,~., ~~· [,4 ;: ~] Tr.4-11' ;j~t] [4 ~: e.~] 
= .e I (Il~} -1 

1/,,1 4 ;; -t~- ::: o l~.u IÎ.11. o 



" 

1 
~ 

L 

/1,t,l 

J'en! f = [- ~;: e,] ; OJJ d f r //1 y = o 

-2Je/lt1J', j-3 o ,Jt1û9ve -4~; ~- ?! o (comme avcvn t:'/~·menf ;,0J1/'1/n'd 

eÎe· lrovve ' clc111.r /Î :,; e~) 1• e f y~ o Cdr df/lrem~nf // ;; e ~- == o 

F✓11d/emen/; 

M f = r- /l., - ,1_1 ~ ] r- /J;; e ~·] = [ e .. i _ ,, ] ~ o 
-1/.u -1.u O /J.J-, ,4 ,,., ..e-i 

)"ûf t1'on nd /t1 /1'of/ver c1ucun ~/4-men/-jJt:JJi/"1/ dc1nJ /,g --t ~'me colon. 

. 11e ef de l.:i 1 - /J21 /J ;; ~-t.- ~ o 

:J)o11c, .fi - IJ e1J- th/~ L - -r>JéJl-rice, 0711~(,/r cl1r~ 9v 1/ 3 dei -mJ/r,ce J 

dlclJ0;11dk1 .11., .IL ~ 0 fell~J 1ve. ../l y =F O e.r /117A r == -/1 /v/ y 

011 encore r- /J:~ ~ !?/:] [../l 4 o ] r- IJ ;; ~~J = [ /\" o] [l/,,1 4_,,] r-1 ;; .e"] (t) 
- 1/," IJ.tJ, 0 A .l. CJ t/ /\.t ll.11 llit 0 

Ce/vi JJCJv.J donne: -f .4.,7 Jl., IJ _., -e.:::: -A ~. 
-,f -✓ ...,,, -t. ,, ~ 

ov encor~ { /1,,:J-" ..-1.., -e-< = - A_, Il;; -e--<- (s-J 

1Yt//Jfve .../L f l'o I ond -../l. 1 /l ;: e-e.. /:' o ,donc ( /l,,; )_,, /1,, -e.<.' ;j: o 

âl-11.ri 9ve À.i ::;,- o 

(s) d~v,t ni alor.r { 4;,, }_-, .e-i = - À:., A 4 4 :: -e~. ("-1o) 

Ô,n/ev/-dont: co-ne.lv?'~ 74-'e _, ✓i -4_:,; e-e.· (9v/eJr~...(, - e~ c&lcmne de,;;;} 
/J1 e Conh~n /- dvcvn e¼1merlr Jou'ltjJ d lor.s { /1-t:) _., .e~- f 'JUi e1I Id 

('-~' ftJne de. 1/;;) '71e conli'tnJ-clt/C..1./11 e/4-,nenr ne9dhf. 

fi'ldlJ (,) ==> ,'1,1: A 1 IÎ ;; e-i ::: -A .t Il,,, // ~: -e.; el".JrJce. Â (s) 

Il~: { //..,; J-1 e.i .:: 'A~: /\.t IJ.1,, A;; -e~. 
Cel.:J JIJ-nfe 71.1e. Ji l'on '?Je;evllrovver.avc.vn e½·menr;oJ1// d,,J11J J; 

t'e·,,:,cccJ/011ne. de. -1/.11 /J;.,"' ,c}/or1 onn(.J~uf lroth'(r .:1vc.vn e.Ï~"me-nl-

?'Jtja If ol a 11J /.g --t' ,·,.,_( l1_)ne. c/e, ,4 ,,~.., 4-, L 



/143 

J1/c>JOJJJ 7/1dinlendnJ- &jtle. !dljorJ/ime Je /-e~mlne da?J.r /4, colon-J1~ 

dt1?Je ,,oe _ Jldrid/2/e ?10?.' -/2dJ1'tjue,, Jo1f /~ ~-~?"'!r Cc?lonne. {)n c:1 alor1 

..e; ( 4-ti - 1/1 ,f // :: 4 ,fJ. ) .e~- = 0 

{ lt--1 .t - 11. ;f If;; 4" .t ) .e -i ~ o { e f # o) 
J ;; ,f,.t e-<-. ~ tJ (ef * o) 

CJl/ e -ncore. t:J: ef r- .4;: /J_,'-] T [:4,_ - #, ;] r-f;/ #4-l] ...e-t.." 

1 IJ.i 1 -lu -:r 

CJoiJ1f.ro111 le veclévr f Id f'U y = [- 4; 

On d : f :? & e.l y 7': o dl/CC y r fit y ;; CJ 

el !Hy = [: !,, - 4,,] [- 1/ ;,," ,tJ -1.t] 

/J.1, -/J./l ::Z: 

JJd:?JJ ce✓ condi/t-onl',Jt11J9we _ /J e1J- t1ne L- malrice., 3 d~✓ mdlricef 

diclJond leJ ,A., ../L ~ o felk.r 1ve ../L j ~ o e/-

f- 4 ~ _ /J,:] [A~ o ] r- #;_,1 #,,"] .e-t.. (1) 
l- 4.,,L - 4.11,. o A.t :z 

/J'1di1J/e fk!lnf J/ ../L, e. - w - = r; c1/o,-J _ A ... 4--1 // e., . = C' ef donc ./l.j= o 
,(, ~ - -<. -, ,,,, -f.l -(. 

ce9,11eJ/- 1m;o111/JJ~ .ri-/J eJl'"vne L_mc1/r1ct:. On co-nclt11donc 'jllf' l¼_-~o 

efonjettleér/re. {!} JouJ /.;, jor1v1e. 

(J ;,,)--1 /iL; e,"-. = W-i--, Jt
1 

#~; 4-1 J. e,.<. (9) 



l 
" 

!Ma11 (r) e nlràl?Jt. eja1kme-nf-

.f1--1; A,,, ~ ;,;' #,a ~.t: - 4;;, Ai e-?-:= /l .t (/J.u -//.z1 //;/ 4,,~ Je~ 

ot1e1uore (ll-1;-/J"~ {/l:,)-,, ~~: ~"-= - w;//1.i { #tt -//1. 1 4;; ,l1 .t)e<-

( J rd ce a· ( f J) 
_li re1ulle de ce jU//?'eée'cl~ ;7vt:, ✓ , · t,/?Jt: cer/c:1ine colonne Conh·enr 

d~J efe·menlJ non-~oJilp, dlors kl f<.:;ne correJjJonc./4nli a d~J 

ele.'me✓nlJ 71011-,né_J,;;l)/1 /.J. ov fe:J tfk'me11l:r Joni- -n~'jd~/J' dan1 18 

colernne e/-cl ck .J ek'rnenl.J ~t/lJ Li Of/ le.1 e'le~?nenl:i ✓o--nr ~vif 
j 

clôn1 /2 colon ?'Je . 

'?uû1ve /eJ e'le·me?')IJ déln.t leJ lljneJ ifoyve'eJ ef-_dc1n1 let Co~nne0',r~~1 

Jo11f'11t1/s, on d le Jc/2e'ma Jvivanf-: 

A.. e~caÎ:mne 

: J 0 - - - - - -0 C) <±) - - - - - (±} 

c;:, 
1 

1 

G:) 
<.. __.j 

ltjne.r cr1/t1ve.r 

{ ov ilo;rveé s) 

lldr ic1l/e 1 j ixe ·e1 

@ ef Q /nd/1ve:nr le.r e~·-menl.r non -??eja lf'-r e/ ?1011/t:J.rl/JjJ re1/°ecli°J/n11en /

'17t1111 ve les e¼men/2 ✓/tve'J clc1nJ /4J -i. - ~ cc.Jlo-n-ne t!!-ldc1n.r /eJl1Jne/ 

J/oj"e~J ✓onf ?1v/1, leJ e'le'men/f dc1nf l1 .,,t' e~ hjne /of.Ir /eJ var1"ahk.1 

-n0'»-/2,uic;ve1 j/xe.~.1 do/venr ë Ire ~v/1 . 

/J1c:11s CeJ &'ernJe'J'e J dolvc7'7 f â t/CJ/7" c!J t/ mCJinJ' t/-n e1e'me-n / ?Jo-n ,nu/ 

c.Jr Comme /c:3 //dridble C<'rres ;onddnl ci /41 --t' i~1: colonne ~i:1 i/
crCJiJ.fc:J?J~ 011 d11c11f deéovver1 f./11~ horne Jour t/7/e Vclf't'a,6/e ?1on-A:J1j11e 

dc1-n.r Id -<-. è'!'c !tj -nt- . 

.1 / e-n -ré.11.1/fé ft/c;;,uc1.1n~ vc:1ridik Pon -l1.t11ve neJf f><~'e. . 1Jo71e /; /eÀu)ynt: 



A4S. 

clo1f élre la ftJne crilic;lle j>ot,r vne 1/drid/j·on de. )\ 

_::flevx JoJ,r/,6//4'/e's ✓e /re·n•-nfe 11/- c:1/01".f : à~- -:;:. ô et-a~·, CJ (a-< • .:: o 

e1I imJ01r//,/e cdr À~ -= -
4
-t~- ) 

< 

J! 'M ~- e';y,, lyne CCJrre.rjond ,d un e f/drial/4. de lare du fy;e y/ on;eu/

e'c. rire f t1 e. : 

dl..-,: .= .e;: ;/ ;-1 c:1,, = d,, r(~~;)_.., e<-.. ~v1i'ft1e (-4,,;}.-"e_.i ~o (e/-pt:J), on co-1'1~ lt/J-
,, ùmœd~~ 

9t1e. ..J_j > (!) 

JI' L; A· i~t hJ11e Corref)ond a· vne varMile de Ât1Je dv ly;ie a:,, CJ11 

jtuf e'crire 9t.1~ : 

él-<; = -e; ( a.L - 4.l-1 ;J ;_," d ") = e: d 1.._4 ,,,& ..,~,,,il;, e-i. 

<?v1J1ve cl 
4
:;3 CJ j d 

1
~ o,, er(4,..,;)-" 1/J.~ e"'_. ~ o(Jraceaf;)Jonco-ncll/J

'/fle â"· > o 

::DeJ/11J1}ll1J'1ue)..,,. = - ;; "> o ef-d.;. >& .1 o-n/et// ch·?'e ft/e ~-Lo. 

/)/ors ,on jeu/' ~ ·re 9v /l-n'yd /c1J' cle- ✓oll/l?on da jrohlemc 

)C/t1r .À= o { voir loi d'i'mJo.uil.,;/,·ü') 

Ce b t1evf c7h"e 9ve., J/ - /Î e.1/' t.1ne L _ ,n1a.fr ✓ -~ e, vn élrrê I' ctla,JJ vn e 

CCJl01'71e Jel/r Je.uleme??r J'e Jrodu/7't! fi À e1r t./??e ,borne inJr,~l/r~ 

ef Ji dl/aine vdrt°d/Jle -non -}a1ic1 ue. -n'a dt:. //dleur fixe'e . 



l 
l 

/Jnnexe relalive cJv ct1d_l1lre :zr 

;Jnnexe q: 

.:]Je même, f ire 

;ar id mdlrl'ce 

Ot1 d d/or .r E.t E 
,I -1 

/l - d ,,J _ _ __ d 
1 ., - , .,, ,,,, 
1 .... .... 1 

' 1 
' 1 

' ' 
- - - - 'él 

1 

1 

à ,,,..., n n 

,,, __ __ tJ 
1 1 
1 1 
1 ' ' 1 
1 ' 1 
tJ - - - - -,,, 

(} d~--1 
J, t 

tJ -d~ 
1 Jt 
1 1 

1 1 
1 
1 

0 -él .,. -
"'" 

éJ,,,, d,, t 

é} ,t ,, à .t t. 

d J-, 

' 
dJ.t 

1 
1 
1 
1 

d1.,, 1 ,!} ,,, J,, 

- ,f 

- a d 
1 .t ,f ., ,, 
1 
1 
1 - ,, 

-d d 
,1f ,f ,, ,, 

d-1<-~ 0 
·"-

() 

d ..,,_1 ,1 
.t .L 1 

l 
1 
1 __ ,, 1 

ô 0 

'" 
0 - - - -0 

0 - - - -0 

/f _ _ _ _ o 
1 , 1 
1 ' 1 
1 ', 1 

1 ' 
' ' 
0 - - - -'1 

,1 - - 0 
1 '.... 1 
1 ' 
1 ' 
1 ' ' 
0 - - - - ,,,, 

- - - - 0 

t) 

- - - - tJ 

' ' ' ' ' ' 1 

- - - - '-1 

(J)-1 

1 



' '-1 J, c:>u ... -

011 d do11 e. EL E1 = 

d_.,.t) 73 cJ d (.;;;,,,., = ~ 'J ,, ,J .l 

d J. 1 di l 
1 

' ' 
d.,,, ., d h J, 

1/ _ _, 
.t .t 

-13/J',, ::r .t l. 

-13/J _ _, ::I 
/_.., -I.,, 

e f .E = éJ -1 ,, - _ _ _ c1 -1 ./. 
1 1 . 1 
1 

' 1 

à ,,,,, 1 

t) 

' ' 1 

- - d -/ ,,,_ ·1 



el 23-;. = d 1 - - - - d / / 
1 -w ·t-1 ,; ' ,' "Tl + ,,_ 1 ~ 

- d - ., 
il 

1 1 
1 t 
1 1 

'eÏ _,, ,,, - .. - -d ""• ./ 

dé/' # 1 -:{ 

d!I // J.-1, ./. -, 

li ,11 

Cetk frmvle /Jlt:JVJ donne /4 )ivol de id / it~e. /r.,,;n0.rméllion 

C01'r1m~ Pc1)J()r/ cle clu~x min evr✓ /rinc.ijJc/f/X .f'vccefl'ijÎ ~ h '!Hdl,,i ce #. 



r-

Înnexe .A~: 

Jr t/?? e'lenunJ- d i âJO??a/ dv-ne -malr/c.e C; .rymelr19t.1e e/-J(mi-de/inie 

~ejalive eJl -nt//, c1/or.r le.r e'le'me11ls de /,g même IJne e/-c/4 /a même 

colonne doil/enf i l1"e ?1u ls . 

?v119ue C e.11' Jemi .déj·nie, -nejal✓-v~, 1/ fdv/-9t/e a -rc -:::t:: ~ o tl ,x j 

ef de fci·, i/ /dvl' 9t/e /Ot/..J le J e_'/4'me-n fJ / rh1c,,/ j:Jav x ( c <:Jl./-dire. d✓-a-

jo11c11.1 x) Joie11f -non Josilif. 

J1Jo.ron.t 9ve Cl/ e1lnu/ ( _IJdr iy,10/hè✓t!) ef jo✓onr :Z ={i ~Jive. C«·l.::::.oj 

et' J = {;j fe.l 9t1e ,cj 
1
. :::o j _ 

,1~ CdJ. 

lr/onlrcm.f ;1ve /;I<· é ::r; c -<-. ;{ = C ~-i : 0, # ~er efe J': /'3/yo.:on.J 

c. <·{ =I' o ef-Jrenon.r jol./r -x le v~clëur ofo.,,,/- /a .-(,. ~'i:'' conro

.Jdnfe e J /- --1 el /.a .jù:..:,,t. Cc:nryo.tc1nl~ e.:r - C~-< ; er c::> )drlôvr 
C ,<; 'A 

e:Jil/evr.r . !Vovs dvon.r alor.J 9t1e 

( t} - - _ . C) 4 O - - - O _ C t c t7 - • - 0 ) 
- c":f 

,·emcc~J ~ -~ i 
,. • om,r af,111/c Jii:,,~m)at.1/1/e. 

0 

={---0----- -~.c_,..f----- ) :' ._ r " ._r J ~ 
""!"- Com)o1,:1,11e -li,"':."' com)oJJ111e " 

1 

' ' 

" e. ,4.•i, 

C"'•( 

" 1 

' 
tJ 

c. ,~,, 
1 
1 
1 

(J 

' 1 
1 

' 
0 

,1 

" 1 
1 

b 

1 

0 

::> o ; dc,'11t. Jour t.171 ft/ <e/ ?JovJ 

7 
dV0?1J IX C ~ 70, ce 



l 

J I faul donc rve t/,i é I C ,t," I = 0 e.-f dt1.U/ 1ve C-;1<· ::: 0 I vi.191.1e C 

e,1/ 1ymelr19{,/e . 

i ~ CdS : 

CJ 

' 1 
1 
1 

tJ 
~ 
t) 
1 

0 
1 

ëjï 
() 
1 
1 

' () 

C/ , 7t,I 

o. 
1 

CJ 
A 
() 

1 
1 

' (7 
,1 

C/ 
~ 

1 
1 

CJ 



l 

r 

Concle1s1on 
Comme nov.s /dt/ons 1/v c:lll cia;)llre :Z de ki dev'Jfie'me 

}r:1rf1e,cu.1c..vn ci(jor,f}me ne -re'.Joul encore le )ro/;le'me //ne'alre 

C om;,le'men.& ire Jovr vne m.alr/c e IÎ c1r,6i/rc::1ire e / vn 1/ec/iv r 

_t, c;velco119ve . 

L df_Jorilhme ex;o.1e' dch1f ce ~e'molre Con ve1::Je / J'/ _ /f eJr un~ L. 

-?nôlr1ce. "?ovr ce/lé ck.ue c1~ ?n.a/r/ce.;-., on e.Jr ✓t./r d<! rrovl"er 

vne Jolvlï·on du Jrohk'me, ov cle --mon/re-r 9ve 1~ )roile'n-1e e✓r 

lm)oJ'J1l/e . 

..Il ✓erc1il /nferes1c1nr, d dda;li.-r cerlâùn a(jor1lime.r ov c/é..,., lrovv~r 

de ')'/Ol//led//X. 9t.o·Jerme; flrc:Jienr de re'.fovdre /4_~ rolile'-n1e hnéc91J"'e 

Com)leme11f::t1re jr:,1.1rcerid111es c klJJes de malrices /2ec1vcov,;, Jlv1 VdJ/2s _; 

erde.. de'mo-nfrer' /4 Co-nv~yence dt! C e J d l_Jorif/2-meJ. 

Etnf donné yve /~ Jroi/4'me /;·ne/ure Com//4'men/cu're e:J vne Jo/u/;0 "n f/ 

id ?J1cll.n /c e. / e✓f ~ejvl/tre ( av.10-1.1 dv c.AJ_/Jtlre :zr/ /7't--»uire _,)or;l"ie) 

el Ji/~ J/eckvr ~ e1/- 1vekon1ve (cid)lll"e :OZ,.,,,.~ Jarl-✓-e) on /ovrrat'/ 

efJclfer de de'vefo)Jer 1/11 d/_Joril/me 9u/ convey~n:1il' clan1ce CéJ.f • 

11 ✓erc:1ir ej'dkmen/- /n Id 1"e✓J'~n/- c/~·lvc/)er /41 oli//eren /2 Jra-

. /2kmeJ fvi)e1.111en/-Je) reJt??fi.r Comme CdJ ~arl/c.v~er.t; dl/ j,rol,/e·me 

com_)le·me.,,/4/re j. de- J'1nf~reJ'Jer c:i ce-rrc11n..r ajor1IAmeJ ~ul"kJ -re'Jol 

. flt11/-e.f-dc com)ar~7' ceJ .ajc,ril.AmeJ dvee. /4 re'.rulvh·on du )roÀ/4"-me 

!/l'cl leJro,6/e'me comJle'me-rJlc:31re .~r exe~/4., e'ld?1/-do-wn-e' 1vu-,,, 

)r711dmme 9"dd1'c:1fùjL1e ✓e Jre:re11/i: tl/éJ. /eJ cono/il✓o-nJ de kt.tin e.r 

7uckr, Ct:Jmme un caJ Jdrl/c.vlt·t:r du /.,.olJ/,·me J::,,e',g/re comjle-,..,t'H&ire.., 

(vtJir Jremie're /éJthe. ~/2c1jJ1l;e .:r ),1/ Jtrd1/ /n~·re✓fo1nl ~ co-m/a-re,-, /-;;(jo-

-rif/me d~ Îr,:111/: el #o~ 1 d11ec -nolrec:1&orillmt d~ /4 --mtfAocle)1re:11>1elr✓;w 
fine e·/ut:/4: jlv.1 /47e cf// JrolJ/4·,-,u Co?>-JJ/4·men/4irs~ ?Jokîmment' .Jo?J 
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