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Introduction 

' La méth ode de Poi ncaré permet de , t rouver des solutions périodiques 
de·s systèm_es d'équations différentielles non l inéaire? contenant un petit ' 
par_amètre ·c: .. On suppose que pour E: nul, ·1 ' ordre du système ne ch·ange pas. 

La métho_de • proposée_ par Poi ~car'é ( 1890-_1~92) l ui permettait ~e résoudr~ l e.s 
problèmes de la mécanique céleste. · Dans ·la su ite, la méthode se révéla bien 
adaptée aux app lications d~ m&can~que général e , d'électrotechnique et de phy­
sique. C'est une des pri cipales ·méthodes uti lis~es dans l 'étud~ des oscil~ 

lations non li néaires. 

L'idée fondamentale de la méthode cons iste à envisager ~ne solution 

périodique du système pri s en E: = 0 comme so lu tion génératrice et ensuite à 

chercher une so l ution du ·système complet au vo isinage de celle-ci en pertür­
bant les condi ti ons initi al es de ·cette solu tion génératrice. Le choix de ces 
conditions initiales est dé terminé par les con ditions de périodicité des so­
lutions ~herch ées. Ces conditions forment un certain système d'équations qui 
doivent être satisfaites pour E: = O. Cette condition permet de déterminer les 
conditions _ ini t iales de l a. solution génératri ce . Pour assurer l'unicité de 
la solution du système comp let, il faut sup pose r gue ces conditions initiales 

sont racines si mples del 'équation de bifurcati on, ce qui est équivalent à la 
non nullité d' un certain éterminant foncti onne l . 

Dans le chapitre I de ce travail, nous avons étudié justement le cas 
des racines mu l tiples. Cette étude a été fa ite pour une .équ~tion quasi-linéai 
:re autonome. En pratique, ce cas n'est pas t ellement intéres~ant, _mais au 
point de vue de l a théorie de bifurcation, i l présente un certain intérêt. 

Dans le chapitre II , nous . avons étudié le problème · des solutions sta­

bles d ' un système quasi-li néaire non autbnome à l'aide du diagra11TT1e de New-
ton [ 111. 

Par l a suite, nous avons proposé une certaine simplification de la 
• méthode de Poi nca ré en l'illustrant par l'é t ude d'un système linéaire perturbé 

(chapitre IV) et d'un système non linéaire perturbé (chapitre V). · 
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1. La méthode du diag ramme de Newton. 

Soit F(S, e: ) un pse udopolynôme en 8 

00 

OÙ Fs( e: ) = ( L Frs 
r=o 

n 
F(S, e: ) = r 

S=o 

r/q) Ps 
€ € . 

1 

( 1. 1 ), 

Ici Frs e [, B et e: sont des va riables complexes Ps E ~+, q e N
0

, Fn(e:); 0, 

F
0

(e: ) 1 O. Si Fs( e: ) 1 0, on peut dire que F
0
s I O. Alors sans perdre de gé- . 

néralité; on a F
00 

1 0 et F
0
n ; O. Dans 1 'équation 

F(B, e: ) 

no us cherchons 8 sous la forme de série par rapport à e: 

où 

où 

00 \. 

l r A,._ . e: 
i = 1 l 

" 1 < " 2 < ... A,._ 1 0, on a 
1 

8( €) = A,._ , e: "1 
+ Vl 

À 1 
-1 

Vl = o( e: ) po ur e:-+ O. 

Pour trouver A,._ et "l'on met B(e: ) de (1.4) dans (1.2) et on 
. 1 

ann'ule les coeffi ci ents de même puissance de e: (en commençant par les plus 

( 1. 2) 

( 1. 3) 

( 1. 4) 

• petites puissances). Comme nous .n'avons pàs d'i nformation sur "l' nous ne 
savons pas quels te rmes correspondent aux plus pet ites puissances de e: . On 
pe ut cependant affirmer que l es termes des plus pet ites puissances de e: sorit 

pa rmi les termes : 

(1. 5) 

où k prend les val eurs 1, 2, . .. , n-1 pour lesquel les F
0

k( e: ) ; O. Comme dans 

( L 5), tous les coe fficients F
0

S ne sont pas ·nuls, il faut (pour annuler les 

t ermes des plus pet ites puis sance s ) qu'au moins de ux nombres parmi : 
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coîncident et que les autres ne soient pas inférieurs a ceux-ci. De cette 
façon, nous pouvons trouver Àl et par la suite en annulant la somme des coef­
ficients des terme s (1.5) qu i ait les mêmes pui ss ances, on pourra trouver AÀ. 

1 Donc Àl doit être une racine ~es équations 

Ps + S Àl ~pi+~ Àl (S fi , F5(c) _f 0, Fi(c) f 0) 

telle que les au tres expres si ons (1.6) pour cette valeur de À donnent les va­

leurs qui ne sont pas inférieures aux Ps + S À1. 

Pour tro uver les valeurs; on utili se le diagramme de Newton. Dans 

un plan on chois it un système de coordonnées ca rté siennes (X, Y) et on porte 

1es points (o, p
0

) , (k, pk), (n, pn) où ka les mêmes val eurs que dans (1.5). 

p 

Plaçons une demi-droite le long de 
l'axe 0Y avec l'origine au point (o, p

0
) 

Tournons dans le sens anti-horlogique 

jusqu' au moment où la droite touche un 

point du diag ramme, par exemple (1, p1) 

La tangente del ' ang le que f ait l-a droite L passan t par (o, p
0

) et (1, p1) avec 

l a direction négative de l'axe 0X donne une des valeurs po~sibles pour 0- 1. En 
effet, on a 

p
0 

- pl = 1 Àl ou p
0 

=pl+ 1 Àl 

et pour toute autre droite parallèle a Let passan t par un ~utre point (k, pk) 
ui n'est pas sur ce morceau e diagramme, le point d'intersection avec l'axe 

0Y se trouve plus ha ut que le point (o, p
0

), don c 

Pk + k Àl >P l+ 1: Àl = Po 

En continuant ce procédé, cett e fois a partir. du po int (1, p1), nous trouverons 

toutes les valeurs possibles pour À1. 

Quant aux valeurs possibles de A, , ell es peuvent être trouvées 
• /1 1 

comme suit : soient (i, pi) et (j, pj) les bouts d' un segment du diagramme. 
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Pour tous les poi nts de ce segment on a .Pk + k Àl =a = constante. En subs­
t i tuant (1.4) dans (1.2) et en annÙlant la somne des coefficients des termes Ecr 

on a 
j * 

E F
0

k A = 0 
k=i Àl 

( 1. 7) 

qu'on prend l es valeurs de k qui vérifient la condition où (*) veut dire 

pk +_ k Àl = a . 
valeurs de 8(E) 

Cette équation qui s 'ap.pe 11 e équation dét erminante donne j-i 

(voi r démonst r ation plus loin). On a autant de solutions .que la 
projection de ce morceau de di agramme sur 1 'axe horizontal. 

En util is ant cett méthode, on a tou tes 1 es n va 1 eurs po_ur B( E) . De 
À2 

même on trouve les au tres. app roximations (V1 = AÀ
2 

E + V2). 

Quel est l e nomb re de solut io ns de 1 'équation déterminante associée à un seg­
ment du diagramme? 

Soit un morceau dé diagramme 
(m. , ·n. ) 

L av~c pour points ext rêmes les points (m1, n1) et 

l l 
E < ?h,i , ·'>1 1 J 

- - • ~ ,,,,, _. , "' -'I 

Nous écrivons alors 
ml nl 

L 8 E 
mlnl 

F(S, E ) 

+ L 
m2n2 

/3 
so us la 
m2 n2 

8 E 

tg a = À donc 8 

forme suivante 
m. n. 

+ L 8 l l + E E 8µ \) L = 0 + E e: m.n. l..1\/ l l \) l..1 

où 1 'on a mis au début les terme ~ qui correspondent aux points sur le segment 
considéré 

nl - ni 
À = 

mi - ml 

Soit q· le plus grand commun diviseur des nombres n1 - ni et mi ·_ m1; a·lors 
3 r. , S. tels que m

1
. - m1 = S. q 

l l l 

nl - n. = r. q 
1 1 

donc 
nl - n. r. 

À 
1 1 = =-s-:-m. - ml 1, l 



Soit (m . , n.) E segme nt L, 
J J 

r . r. 

4 

n
1

- n. r. 
⇒ J - J - À m. m - -s-:--

J - 1 J 

r2 
Donc S = 

2 
- J -- S. -

J 
= i fractions non simpli fiables (par définition de q). 

1 

⇒ r. = r., S. = SJ. j = 1, 2, . .. i . Sur le même segment L, l 1indice i aux varia-, J 1 

bles r. et S. n'a pas de raison d'être, on le négli gera donc. ÜA a alors 
1 . 1 

·v J. E {1, 2 , • • } ••• ' 1 

= m. r + n. S < µ r + v S. 
1 1 

Nous faisons le . ch angeme nt de variable suivant p, = xr n 
E = XS 

L1 équàtion F(S, E) de vient : 
m. m1• rm1 Sn 1 L n x x + 

ml nl 
+ L n J m. n. 

1 1 

L m.n. 
1 1 

X 

rm. 
1 

X 

Sn. 
1 + [ [ L 

µ V µv 

m. rm.+n. S 
1 ) 1 1 + [ E n X 

l1 V 

µr+vS µ 
X n = 

L xµr+vS 
µv 

0 

nll = 0 

avec p = (µr + Sv) - (m1r + n1S) . On doit trouver n = n(x) (donc B(E) sera 

connu). ~(n, o) donne alors 1 'équation déterminante associée au segment L 
m2-ml mi-ml 

w(n, o) = L + L n + ... + L n = 0 
mlnl m2n2 mini 

1e r cas : Supposons que 1 'équati on déterminante a des racines simples. Soient 

ces racines n1, ... , nsq Sq = mi - m1. 

Sq = projection sur axe horizon t al du segment de diagramme considéré 

= degré du polynôme appelé éq uation déterminante. 
ml 

⇒ ~(n , x) = Lmini .n (n - n1)(n - n2) ... (n - nsq) + E ~ Lµv nll xP = o 

Soit n
0 

raci~e simpl e de 1 'équation déterminante w(n , o) = o, a E {l, 2, 

~( n , o) := o a . 
w'(n,o)t- o n a 

... ' Sq} 
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Par le théorème des fonctions implicites, on obti ent la solution n(x) 
00 

n=n t r a 
a i=l ai 

On revient alors aux variables de départ 
r i+r 

8 = x .n" + E a x 
V i ai 

d I OÙ ' 
r/S • 00 

B(E) = na E + r a a. , 
i+r 
-s-

E a = 1, ... , Sq (1.8) 
i=l 

Donc le segment de diagramme de 11 pente 11 À = f permet d'exprimer 8(E) comme suit 
À R(E ) = na E + ... où na est solution del 'équati on déterminante. 

Si toutes les équat ions déterminantes (1 pour chaque segment) ont 

t oujours des racines simples, on aura alors m solut ions 8(E) pour l'ensemble 

du diagramme de Newton (où m est la plus petite pui ssance de 8 dans l'expression 

F(8, o) (partie indépendante de E pur) (m = project ion du diagramme sur axe ho­
r i zontal). 

2ème cas : Supposons quel 'équat ion déterminante admet des râcines multiples. 
Soit n racine de multiplicité k (k > 1) del 'équati on déterminante \/J(n, o) = o a 
\/! (na ' o) = o et \/J~(na ' o) = o ~ on ne peut plus appliquer le théorème des fonc-
tions implicites. Faisons le ch~ngement de vari able suivant : 

nos mettons n 

n( x) = ? 

+ l'. l'. L (n + y)µ xP = 0 
µ v µv a 

équation en y et x avec la plus petite puissance de y= k 

(n + y - ns) + a q 

k k+l ,, p 
.
\/J(n" + y , x) = L n (A y + Al y + ... ) + E E B y~ x = 0 

u mi i o µ v µv 

Il faut utiliser le diagramme de _Newton pour cette équation où_ y est la fonc­

tion inconnue (seconde· approximat ion de 8(E) lorsq ue la première approximation 
n Er/q provient d'une racine multiple de l'équati on déterminante). a . 



Si 1 a nouvelle équa ti on détermin ante a des 
r/S1 

-• y= V1 X + P 

racines s imples, 
rl + 
'S:"" E~ 

1 
r/S1 • n = n

0 
+ v1 x + P 

6 

elle en aura k 

( 1. 9) 

Il faut encore déterminer v1 par la méthode des coefficients indéterminés. 

Ré sumé : Dans le cas où 1 'équa t ion déterminante admet des racines multiples, 

il faut passer à 1 'a pp roximati n suivante de B( E) po ur avoir effectivement le 
nombre voulu de solu t ions B(E) (= m = projection du diagramme sur l'axe horizon­

tal = plus petite puissance de B pur dans F( B, E)) . 

• "1 "2 
Propriétés du dével oppement B(E) = A" E + A" E + 

1 2 
[3, 4, 5] 

a) La suite des pui ssances rat ionnelles de E est une suite croissante "l < >.2 < 

car (1.8) et (1.9); 
b) les nombres rati onne ls >.1, "2 ... ont un même dénominateur commun fini (1 .8 ); 

À, • 

c) les séries [ AÀ· E 
1 sont convergentes au voisi nage de E = O; 

l 

d) les petites solutions (B + 0 si E + 0) sont don nées par les segments descen-
dants du diagramme (puissance positive du peti t paramètre E)• 

Exemple : 

F(B, E) = E3 
- 3 E B + s3 = 0 

ic i Pri = 3; pl= .l; Pz = 
(1 , 1); (3, o). 

E. 

3 

1. :J 

3 = F0(E) + F1(E) B + F3(E)8 

p3 = 0 • les poin ts du diagramme sont (o, 3) 

tg <P1 

tg <P2 

2 = "l = 2 dans B(E) = A2 E • + v2 (•) 

= "2 = 1/2 dans B(E) = Al/2 E 
1/2 

+ Vl/2 (••) 

En mettant(*) d~ns 1 'équation F( B, E), on a 



annuler le coefficient de la plu~ petite puiss ance de E 

A2 = 1/3 d'où ~(E) = 1/3 E2 + v2. 

7 

Pour détermi_ner v2, on met 8(E) dans l'équation F(8, E) = 0 et on obtient 

F(V,E) = ir E6 + (- 3 E + ½ E4)v + E2 v2 + v3 = o (***) 

2 • 3 
= F

0
(E) + F1(E)V + F2(E)V + F3(E)V = 0 

es points du diagramme sont (o, 6); (1, 1); (2, 2); (3, o) 
1:: ' 

--t t. 3 

1 2 Donc 8 ( E ) = 3 E 

indéterminés, on 

À= tg a= 5 

À1 = tg a' = 1/2, rejeté car on développe 

8 en série de puissance croissante de E et 
la première approximation est } ·~2 

5 + A5 E + W. Pour déterminer A5 par la méthode des coefficients 
met 8 dans F(V, E) = 0 et on a 

1 6 1 4 5 2 2 10 3 15 7l7 E + (-3 E + 3 E )A5 E + E A5 E +· A5 E = 0 • ' .; I : • '. \ , 

On annule le coefficient de l pl us petite puiss ance de E 

=à>- - 3 A5 
1 1 

+7!7=0 =à>- A5 = BT 

Donc f3 ( E) 1 2 + ir E5 + et ainsi de suite les o·rdres supérieurs. = 3 E: .... pour 

La méthode de Poinccœé [ 6, ?] de recherche des solutions périodiques des équa~ 

t i ans quasilinéaires dans les cas résonànts se ramène à la recherche des n fonc­

t i ons irrrp licites déterminées par n équations de "bi furcation ". 

Il est _important de remarquer que la méthode du diagramme de Newton appliq~ée à 

un pseudopolynôme peut encore être utilisée dans le cas des séries. 

- Tout d'abord, envisageons un équation ~(R, E) = 0 

00 

k 
E Lko ~ + E 

k=2 k=o 

00 00 

rl = 0 
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<P (B, E) fo_nction ·ana lytique en 6 et E: au -voisi nage de l'origine fo, o) . 
4> (0, o) = 0 ~ i-1 n 'existe· pas de terme indépendant de E: et (3 . Il n'existe 
as de terme du premier deqré ,en B. Cette équati on est appelée équati on de 

bifurcation 

.<l> (B' E: ) = L20 82 ·+ L30 r? + ... + 

+ ·(Lol r. + L02 
2 

+ La3 
3 + ; .. ) E: E: 

+ (Lll E: + L12 
2 

+L13 
3 ... ) B E: E: + 

(.L21 E: +~ù /+ 2 + ... ) B + 
.• 3 

( ... ) B + .. .. . = 0 

On doit chercher l es petites so lutions B(E) del 'éq uation <P (B, E:) = O. On éli­

mi ne le cas trivial où Lkv = 0 , V k, v 
CX) 

Si B = 0 => <t> (O , E) E L V = E 
v= l ov 

=> nous définissons ord cp (o, E) = n 
Si L on est le premier coef fi ci ent t- 0 

CX) 

L Bk - Si E = 0 => <l> (B, 0) = E 
k=2 ko 

=> nous définissons· ord <t> (B, o) = m 
Si L mo est le premi er coeffi cient t- 0 

Le théorème de préparation de i/eierstrass assure que <P (B, E) peut être décomposé 

au voisinage de E = 0 , B = 0 en un produit d'un ps eudopolynôrne et d'une fonction 
an alytique en B-

m m-1 
3 (B , E) = B + Hm-l B + . . . + H1 B +. H

0
(E) (polynôme marqué) 

3 Q~B , E) fonctio n analytique telle que Q(o~ o) -;. O 

Hi (E: ) analytique au po int E = 0 tel que Hi(o) = 0, Vi = 0, 1, ... , m-1 

te l que <l> {B, E) = G(B, E) Q(B, E) et les ·petites sol utions de <t>J B, E) = 0 sont 
les petites solutions de G( S, E) ' = O. 

Do nc la méthode du dia gramme de Newton est applicabl e à une équation de bifurca­
ti on. 

Si on a un système d'équations de bifurcation 

i=l, ... ,n 

Al ors il f aut rempl ace r le système par un système plus simple (système régulier), 
pui s utiliser le th éorème de préparation de Weierstrass et ainsi se ramener à un 
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système formé des polynômes marqués (systèmes équivalents au point de vue des 
petites solutions). 

Il faut chercher alors les petites sol utions d'·un système de poly­
nômes. Cela revient à trouver le plus grand polynôme commun diviseur des n 
polynômes du syst ème et à chercher les racines. Nous ne •détaillerons pas plus 
ce c~s compliqué mais 1 'on pet trouver des rensei gnements sur cette méthode 
dans l 3 ]. 



I. Application de l a méthode du diagramme de Newton à la 
recherche de so lutions périodiques d'une équation quasi­
harmonique et étude de la stabilité de ces solutions. 



1 0 

1. 

Considérons un oscillateur quasiharmon ique dont l 1équatio-n du mou-

vement est 

( 2 .1) 

où ·f est une fonc tion analyti que d'un petit paramè tre e: positif et des ·· variables 
' . 

x E E et x = Dx dans un domaine G où se trouve un e solution génératrice (e: = 0) 

de (2.1). On cherche une solution périddique de (2 .1) a 1 'aide de la méthode de 

oincaré [ 6 ]. 

Considérons d'abo rd 1 'équation 

.. + k2 x = 0 xo 0 

Elle admet la solution : 

x
0 

= A
0 

cos kt+ B
0 

sin kt 

Conme 1 e système ·( 2 .1) est au tonome, on peut cho isi r une des · conditions initia 1 es 

pur les solutions périodiques cherchées · comme suit : 

x(o) = 0 

La solution génératrice est alors 

x
0
(t) = A

0 
cos · kt 

Appliquons 1~ métho de de variation des conditions initi-ales de Poincaré pour re­
chercher là solution périodique de (2.1) 

OÙ B est une 
de ( 2. 1) est 

x(o) = A + 8 0 

x(o) = 0 

fonctio n de e: tel l e que B = 
une fonction anal ytique [ 7) 

0 pour e: = O. La solution X(t, 8 , e:) 

de 8, e: pou r leurs petites valeurs. 
00 00 • 

X(t) = X
0

(t) + E en 1(t, A
0 

+ ~)e:n + E A;(t) B1 

n=l i=l 

X( t ) doit vérifier l'équation (2 .1). En annulan t la somme des coefficients de 
• même puissance de 8 et en impos ant les conditions ini tiales, on obtient : 



r emarque: le symbole en est equivalent _au symbo l e e 
n 

A. + k2 A. = 0 i = 1, 2' 3 ... 
1 1 

A1(o ) = 1 Ai( o) = 0 
. Vi > 2 
A1 ( o = 0 Ai ( o) = 0 

~ Al = cos kt 
A. = 0 Vi > 2 

1 

Dès lors, on a 
00 

X(t) = (A
0 

+ B cos kt+ ï en' ( t 1 
{\ + B) en .. 

n=l 0 

ou oo· 

X( t) 
aen a(Ao +B) 

= (A0 + B)cos kt+ E [en( t) + a(Ao+B) ~B B + 
n=l 

2 
+ 1 a en 

TI a(A +B)2 
0 

2 
.a( Ao +B) 2 n 

( as ) 8 + • • • 1 c 

1 1 

Or A
0 

et B inte rv iennent dans les conditions initiales de ·façon symétrique d'o 
on obtient l'égalité des o érateurs différentie ls suivants 

a(A
0
+B), a 

aA
0 

= aJÇ" 

Nous avons fin alemen~ X(t) sous la forme : 

. X(t) = (Ao + B)cos kt+ ~ [~n(t) + êeA(t ) B + if a2en~t) 82 + .. ;]en (2 
n=l a o • • aA 

0 

Remarquons l'i ntérêt de la forme de X(t) : seuls les en(t) sont à déterminer e 
les autres ~An sont obtenus par dérivati on par rapport à A

0
. Nos conditio1 

0 
(2.2) deviennen t 

00 

+~ B + 1 a2en(o) B2 + X(o") A + B + ï [e n(o) .. ] n = A + B = Az . E: 
0 n=l a 

O 
TI 0 

a o 
00 • 

a2ë n{ o) B2 X(o) = ï [ên(o) + 2-eA(o)B + if + ... ] n 0 
aA2 E: = 

n~l a o • 
0 

En identifiant les coeffi ci ents de même pui ssance de B 



en ( o) = 0 

èn ( o) = 0 
(2.4) 

De même on place (2.3) dans l ' équation générale (2.1) · et en identifiant les coef­
f icients de même puissance de E 

d2en(t) 
dt2 · ( 2. 5) 

dn-lf 
( ) est une dérivée t otale de la fonction f par 
~ 
dE B=E=O 

rapport à E. Etant donné (.2. 4), (2.5), 

t 

en(t) = f J
0 

sin k(t - ,) Hn (,) d, 

Une telle procédure établit une récurrence pour calculer les en 

calcule e1 xo' 0) ➔ on 

el+ (a'.) el + 
ax o 

(lf) l l t ➔ on ca .eu e e2, e c ... 
dE 

0 

ous avons obtenu une solution de (2.1). 
La période T des solutions pé r iodiques dépend de E et peut êtr~ présentée sous 
la forme : 

T = T + a(E) 
0 

2n 
To = T 

oü a(E) est une fonction de E telle que a= 0 pou r E = O. 
Les conditions nécessaires et suffisantes de péri odicité de X(t, B, E) sont · : 

X(T
0 

.+ a , B, E) = A
0 

+ B 

X(To + a , a, E) = 0 

( 2. 6) 

(2.6bis 

L' équation (2.6bis) peut être utilisée pour trouver la fonction a(B, 'E) comme 
.. 2 

une fonction implicite de B et E, Si A
0 

# 0, (X( T
0

, _ o, o) = - k A
0
), le_ théo-

rème des fonctions implicites nous assure l'existence d'une seule fonction ana­

lytique a( B, E). Cette fonct i on a(B, E) peut être présentée comme suit[9]: 
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00 

2 
( 2. 6b i s) + x ( T 

O 
+ a , S , d = x ( T 

O
, B , ~) + x ( T 

O
, 8 , E)a + x ( T 

O
, 8 , drr + .. ,. = 0 

oo aén(T
0

) 1 
+ I [ ~n(T) + -- 8 + 

n=l o aAo '"2T 

a2én(T
0

) 
--2- s2 + ... ]·En + a [ - k2(A

0 
+ 8) + 

aA 
0 ... 

_ oo aën (T
0

) 

+ I (~ n(T
0

) --- 8 + aA
0 

+ ... 
n a 2 oo .. • aen (T 0 ) 

02 
+ 

)E:: ] + [ I ( en + .., 
TI n=l aA2 n=l 

0 

n 
+ • • · )E ] + ..•. = Ü 

En comparant les termes de mêm puissance de E, on pourra les N : n 

etc ... 

N3 = k21A [ê3(To ) + N2 ël(To) + Nl ë2 (To) + 
0 

Reprenons (2.6) et (2.6bis) 

2 .. 
X(T

0 
+ a , B, · E) = X(T

0
, B, E) + X(T

0
, B, ·E) a + TI X(T

0
, f3 , E) + .. = A

0 
+ B 

1·· 2 1··· 3 1 4 (2 . 6) - a(2.6bis) ⇒ X - -z X. a - J X a - 8 a X+ = A + 8 
0 



(A + B) 1 + r (en(T) 
0 0 

2 2 00 -T [- k (A
0 

+ B) + r 
n=l 

00 

1 -4 k4(A ) { .... ( ) } e: n] - 8 a. [ 
0 

+ B + [ en T 
O 

+. . .. 
n=l 

+ ... = A + B. 
0 

ous arrivons à une équation F(B, e: ) = O. On identifie cette équation à la 
forme 

00 

[ (M 
n=l n 

dM ci2r~ 
2 n B + n B+ )n 0 

~ -;:z ... e:= (2.8) 
0 

2 . 
+ k N1 N2 A

0 

- ½ NÎ ël(To) 

M4 = e4(To) + N3 ~l(To) + ½ Ao k2 N~ - ½ k2 Ao N1 -

Nl 1 2 ••• - Nl {2ë2(To) + N2 ël(To) +1" Ml el(To)} 
etc ... 

L' équation (2.8) déte rmine une fonction implicite B de e:. Comme e: ~ 0, divisons 
(2.8) pare: et utili sons .la cond ition que S(o) = O, on a : 
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Si e1(T
0

) ne s'annu le pas identi quement, l'équat ion (2.9) détermine les ampli-

. tudes (A
0

) de la sol ut ion géné ratrice; l'équation (2° .9) s'appelle ?, '.équation des· 

amp7,itudes principales et l 'equation (2.8) s'appel le l 'équation de bifurcat ion . 
L' équation de bifurcat ion déte rmine la condition i ni tiale inconnue 8( E) comme 
une fonction implicite de E, 

Si e1(T
0

) s'annule identiqueme nt , toutes les dérivées par rapport à A
0 

de e1(T
0

) 

son t aussi nulles et on prend comme équation dét ermi nante M2(T
0

) = 0 (si elle 

ne s'annule pas identiquement) , etc ... 
dM1 Si or t 0, on a les solutions s imples de l ' 'équat i on déterminante M1 = 0 et on 

0 

pe t trouver [7, 9] une seule so lution B(E) de (2.8) sous forme de série par 
ra pport à E . 

dM1 Pour étudier le cas des solutions mul tip les (~ = 0) del 'équation 
0 

de bifurcation, util i sons la m!thode du diagr~mme de Newton exposée dans la pre-

mi êre partie. Ecrivons l'équa t ion (2.8) sous la forme ~ 
•d2 3 4 

1 Ml 2 1 d Ml 3 1 d ~\ 4 
2 -~ 8 + TI ~ 8 + 4T dA4 B + ... 

0 0 0 

Sup posons quel 'équat ion (2.9) ait des racines 
dM1 
ëf.lf"" = a 

0 

doubles : 
d 2~~ 

l t 0 
~ 

0 

= 0 (2.10) 
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Tous les résultats obtenus à l 'aide de la métho de du diagramme de_ Newton sont 
eprésentés dans le tableau 1 (cfr annexe 1). 

Supposition 

1 M2 ! 0 

2 

TABLEAU 1. 

~ 

E 

Diagramme de 
Newton 

--1 ' 

~ 
0 t ~ r-, 

:~ 
• ~ f) 

Le po.in t (1,1) 

ou 0 corres-

pond au terme 
dM 2 - sB dans 
dAO 

( 2 .10). Ce 

point n' est 
pas sur l e 
diagramme si 
dM2 
- = o. 
dA

0 

Expression de 
B(s ) 

E: = 
1/ 2 

Al/2s + .. 

L'équation déterminante 
pour les premie rs coeffi­
cients dans le développe­
ment de B(s ). 

,i::'. 

1 d Ml 2 
A + M2 = 0 2~ 1/2 

0 

Il Y a deux solutions 
· ct2M 

réelles si M2 et~ 
dA 

0 

ont les signes opposés. 

1 ct2t\ 2 dM2 
"2" ~ Al + ~ Al + 

dA
0 

o 

+ M3 = 0 (*) 

Il existe deux solutions 

réelles si 
dM2 2 d2M1 

6. = (ct'A) - 2 M3 -:-::T ~ 0 
o dA

0 

Si l'équation (*) a des 
racines doubles, c'est­
à-di re 

iM 
1 A 
~ 1 

0 

dM • 
2 

+ aA = O. Alors 
0 

nous ne pouvons pas dis­
tinguer deux solutions à 

l I ai de de la première ap­
proximation. 
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Il faut chercher l'approxima-

' tion suivante 
f3 = A1 E + .V. 

E iL 
2a M2 =· 0 

., 3/ 2 1 d Ml 2 
Ü OÙ V= A3/2E +. 7 -:-::-Z A3/2 .+ P3 = 

dA
0 2 M3 -/: 0 

P3 
dM3 1 d M2 2 

= M4 + ëlA Al+ 7 -:-::-Z Al 
i M o dA 

0 

~
l + .. 3 

• dA l - 1 d Ml 3 
0 i ~ + b ~ Al -/: O. 

dM2 
dA 

0 

êIA = 0 Il Y a deux solutions réelles 
0 

i M ' 
r3 -/- 0 s i P3 et ~ sont de signes 

dA
0 

opposés. Si P3 = 0, on passe 
à l'approximation suivante. 

E 
3 M3=M2=0 i 2 dM2 

M4 -/: 0 f3 = A2E + .. M4 + ëlA A2 = 0 
0 

dM2 
2 

0 f3 = Al E + .. 1 2 d Ml dM2 
= 0 a)~ 'f "Z Al ----:-:-Z + ëlA Al 

0 dA o -
0 

t ~ Il exi~te deux solutions réelles 
dM2 2 

b) êIA"" = 0 3/2 1 d Ml 2 
f3 = A3/2E + .. 7 ----:-::7 A3/2 + M4 = O 0 E ► dA

0 r 
I l y a deux solutions réelles 

à condition que 
iM 

M4 et~ aient des signes 
dA

0 

t p opposés. 
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1 8 

é 2 

4 M2=M3=M 4=0 G=A 2e: 
2 1 d Ml 2 

M - 0 + ... 2 ----::-2" A 2 + 
4 dA 

5 -
0 

M5 -/- 0 Il y a deux solutions 
dM 2 réelles à condition ·que 

a) ël"J\ = 0 ct2M 1 
0 t\ et~ aient des 

dA 
E 0 

signes opposés . 

dM2 
.. dM 2 0 3 

b) ël"J\-/- S=fl3e: + ël"J\ A3 + M3 = 0 
0 0 

1 B=A1 e: + 2 
l d t\ 2 dM2 = 0 t fi -z71 + a1fA1 

0 0 

Il y a deux solutions 

dM 2 
réelles. 

c) ël"J\ = 0 2 2 
.1, B=A2e: 1 d Ml 2 dM3 0 + ... 

+ M5 0 2 -::zA2 + ~2 = 
dA o 

dM3 
1 0 

ël"J\ t- 0 le semblable à 2, etc. cas 
0 

t 13 

Donc, .si les équations des amp l itudes principales ont des solutions doubles, . 
al ors 1 'équation (2.10) détermi ne deux fonction s implicites de e: présentées en 
séries par rapport à e: ou e: 112 . Il n'existe pas de solutions si certaines con­
di tions ne sont pas vérifiées. 

La solution périodi que del 'équation (2.1) correspondant aux sôlu­

tions doubles des équa tions de bifurcation est présentée aussi en série (2.4) 

par rapport à e: ou e:
112 . Suppos ons quel 'équation (2.3 ) ait des racines triples 

2 3 dM1 d M1 d ~l 
~\(A

0
) = 0, ël"J\ = -::z = 0, -:--:J 'f O. 

0 dAO dAO 

Quelques résultats obtenus son t présentés dans le tableau 2. 



1 

2 

3 

Supposition 

a )M2 = 0 

M
3

-, 0 

dM2 
~ = 0 

0 

M2 = 0 

M3 = 0 

M4 -,. 0 

dM2 a)- = 0 
dA

0 

. E 

-t 

1 9 

TABLEAU ·2. 

• Di a gramme de 
Newton 

Expression 
pour 8( E) 

A .1/3 
B = 1/3 E: +. • 

L'équation déterminante pour 
les premiers coefficients 
dans le · développement de B(t ) 

3 
1 d Ml 3 

A 
2-;: _1/3 

0 

Il existe toujours une solu­
tion ré•elle. 

3 
• 2/ 3- 1 d Ml 3 

8 = A2/3 E: + •• -3-~ A2/3 + M3 = 0 

8 = A1 E: + .. . 

_ 1/2 
8 - Al/2 E: + .. 

dA 
0 

Il existe toujours une solu­
tion réel le. 

3 
1 d Ml 2 
-~A 
3 dA,) 1/2 

0 

Il existe une solution réelle 
ou bien trois solutions si 
dM2 r:13~-\ 
~ et -:-::-3" sont de ·signes 

o dA 
opposés. 

' 3 
1 d Ml 3 

A n-;: 1 
0 

0 

dM
3 

~Al+ ~4 = 0 
0 

Il existe une seule solution 
réelle ou bten trois solution! 



Le p o i nt ( 2 , 1 ) _s u r 

le diagramme cor­
respond au erme 
2 

d M2 2 
----::-z t::B dans 

dA
0 

( 2 .10). Le point 
(1,2) sur l e dia­
gramme correi s­
pond au terme 

dM3 2 
~ E B dans 

0 

(2 .10). Ces 
points ne sont 
pas sur le dia­
gramme si l s 

coefficients cor­
respondants s 'an­
nulent. 

• 2 0 

Dans · le cas des racines dou­
bles ou triples de cette équa­
t ion déterminante, il faut 
ch ercher l'approximation sui­
vante V(t::) 

B = A1 E + V(t::) 

comme c'était fait dans 2 rlu cas 
précédent. 

dM 
b) 2 -/ 0 
~ 

2 
B=A2 t:: • + .. 

tri ples, 
pl i cites 

1/2 
B=A1E + .. 

"Z 

3 
1 d Ml 3 dM2 

TI ~ Al/2 +· ~ Al = O 
0 0 

Il existe une solution ~éelle 
ou bien trois solutions si · 

3 d~~
2 

· d M
1 

~ et ---;-:-J sont de signes op-
o dA 

0 

posés, etc... I 

Donc, si les éq~ati ons des amplitudes pr incipales ont des solutions 
alors l'équat ion (2.10 ) détermine au moins une ou trois fonctions im-
d - t - - • t - 1/ 3 t 1/2 e E presen ees en ser1es par rappor a E ou E e E . 
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Les solutions péri odiques de (2.1) sont présentées aussi en séries 

de même type. Des formules si milaires sont données dans [ 9]. Le diagramme 
de Newton donne des fac ilités de calcul et permet de faire des conclusions immé­
diates en vertu de (2.10 ) sur el ou tel type de présentation en séries des solu­
tions périodique~ de (2.1). En modifiant des paramèt res éventuels dans la fonc­
tion f(x, i, E), on peut change r -les . coefficients dans (2.10) et obtenir les dif­

férentes solutions péri odiques de (2.1). · 

Pour l a recherche pratique de ces solu t ions périodiques, il faut 

f aire une substitution de vari able t dans (2.1) pa r une nouvelle variable T à 
2 1 ' aide de t = T(l + h1 E + h2 c + ... ) où hi sont des constantes indéterminées . 

. Al ors à chaque solution périodique del 'équation (2. 1) avec une période 
2TT 2 T = T(l + hl E + h2 E + ... ) (2.11) 

correspond une solution périodique del 'équation : 

2 
d X + -;z 

- • d 2TT • d- d d a ec une per1O e T qui ne epen pas e E. Cette solution est aussi analytique 
par rapport à E [6 ]. 

- 1/2 1/3 On cherche cette sol.ution en série par rapport a E, E , E , ... 
s ivant le cas qui se pfésente avec les coeffici ents dépendant de Tet indéter­
m1nes. En substituant ces séries dans (2.12) et en égalant les coefficients de 
même puissance de E, E112 , E113 , ... on obtient les équations différentié~les 

pour les coefficients qui doi v.e:nt être périodiques de péri ode ~ avec les condi­
t i ons initiales dé terminées en _vertu de (2.2). 

Les conditions de ériodicité de ces coe fficients permettent de trou­

ver hi et A
0 

On a les équati ns réso1ubles si les suppositions données dans les 
t ableaux sont respectées et on cherche les sol.uti ons en série par rapport à El/q 

qui correspond au cas considéré . · 
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2. 

Etudions la stabil i té des solutions périodiques trouvées dans le 

paragraphe 1 del ' équa tion x + k2x = Ef(x, x, E) (2. 1). Du point de vue de la 
stab ilité des solutions, il es t équivalent de s'i nté resser au système complet 

ou aux équations aux variations au voisinage d'une solution . 

Calculons l 'équati n aux variations correspondant a (2.1). • Soit 

Z = X + y 

où x(t) = solution périodique e (2.1) 
y(t) = petite pe rturbation , de la solution x tell e que · z(t) soit encore solu­

tion du système (2.1 ). En ne gardant que les termes de premier ordre 
en y, y on obtient l'équation aux variations : 

.. a f dy ( k 2 a f) 0 Y - E -. ëfî + - ,E ~ Y = 
ax 

(3.1) 

Etant donné quel 'équa tion aux variations est une éq uation aux coefficients pé- · 

ri odiques, elle poss ède donc deux solutions particul ières linéairement indépen­

dantes y1(~) et y2(t) [6] déte r~inées par: 

Y- (t) = ax (t) 
1 aç 

= x(t ) 

L' équation caractérist ique de (3.1) est 

dét . l~(T ) - p Il = 0 
2 ou encore p - 2 A p + B = O 

y2(r ) 
avec 2· A= y1(T) t -.-­

y 2( 0) 

( 3. 2) 
x(o) 

( 3. 3) 

Comme une des soluti ons del 'éq ation aux variati ons est pér.iodique, une des va­

leurs de p est égale a 1. 

pl = 2 A - 1 = B 

y2(T) 
- 1 P1 = y 1 (T ) + . 

y2(o) 
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(3.4) 

En vertu du th éorème d'ANORONOV-VITT [6 l, l es solutions périodiques sont 

stables si le multiplicateur caractéristique es t inférieur a 

Pl < 1 (3.5) 

Le fait que T = T · + a ( E ) pose des problèmes de calcul pour (3.5) en vertu 
0 

de (3.4) et des résultats du paragraphe 2. 

Pour simplifier les calculs et pour présenter des solutions pério­
diques de (2.1) en série par rapport a E, E

112 ou El/
3 avec les coefficients 

de période~ indépendants de E, utilisons l e ch angement de variable .(2.11) 

t = T(l + h) (3.6) 

avec h = h1 E + 2 h2 E + .. . Le changement de variable modifie les dérivées 
dx dx dt · • · dT = aî dT = x(l + h) = 2

1 

2 • . 
½ = ~ · (x(l + h)) = x(l + h)

2 = 2
11 

dT T 

L'équation (2.1) devient 
2 11 2 z 1 

----...2 + k , z = E f(z, Tîfï' E ) 
(1 + h) , 

z 11 + ( 1 + h) 

2 

k 

2 z = ( 1 +. h) 

2 

E f ( z, l~·h , E) 

2 2 z 1 2 _ h2 k2 2 z" + k z = (1 + h E f(z, fil' E) - 2 h k z_ ( 3. 7) 

= E <P (z, z ', E ) 

2 (on peut mettre E eri évidence car h = E h1 + E h2 + ... ) 

L'équation (3.7) est une éq ua tion du même type que (2.1). En utilisant la 

même méthode que dans le pa ragraphe 1, on a : 

* 
Z( T) = (Ao + B)cos k T + [ en*(T) + ~r B + -... ) En 

• 0 
(3.8) 
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H* ( u ) - 1 d n - 1 cl> 
avec n - (n -1 )! ( n-1 ) dE 8=E=Ü 

Les conditions de périodic i té de Zn ( î ) : 

z(o) = A + 8 = A + 8 + 
0 0 

~ (en*(~) 
n=l 

00 ·* 
0 -__ ( ·* (27f ) + çl en (27r )a • ) n = L en T ar;- T p + • • • E 

n=l o 

00 * 
E (en* (~) + aen (2TI )B ) 

n . 
0 + • . • ·E = 

. n=l a,;;;T 
(3.9) 

00 .. * 
(e ri* (~) + aen ( 27f ) 8 

n 0 E + ... )E = 
n=l a,;;; T 

(3.10) 

L' équation (3. 9) est exactement notre équation de bifurcation 

/(~) = M (3.11) 
n 1<. n 

·* 27f • 1 et .(3.10) impl iq ue que en (T-) = O. L'équa tion aux amplitudes princ1pa es 

est : 

En utilisant (3.7 ), (3.8) , (3.11), les résu ltats du paragraphe 2, on peut 
écrire la condit ion (3.4) sous une forme de série par rapport à E, E

112 
ou 

1/3 
E 

a~Àt) \ = 1 + 

O Î= Î 
0 

2 dM2 d M2 
00 

12 2 
+ . . . }E +{dJÇ" + ~ n: 1 An/2 En + ••• }E + 

0 

dans le cas de rac ines doubles des équations aux amplitudes principales ou 

bien dans le cas de racines triples : 
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a~1~) l = 1 + 
. . Î=Î 

n/3 2 An/3 E ) + ... }E + 

0 

(3.12) 

Le premier terme dans ces séries est égal à 1 'un ité et les autres termes 
sont les puiss ances de E , E112 ou Ei/

3 avec des co~fficie~ts. Pour que la 

partie gauche de (3.12) .so it inférieure à 1 ' unité, il faut que les coeffi-
. t d • 1/2 1/3 • 1 t. t . . c1en s es termes contenant E , E , E en pus pe, es pu1s~ances s~1ent 

négatifs (E étant un petit paramètre supp6s é positif). La condition de sta-. . 
bilité ' (3. 5) es t présen t é.e pour le cas des raci nes doUbles des équations· aux 

amplitudes prin ci pales dans le tableau suivant (cfr annexe 2) : 

TABLEAU 3. 

No Suppositi ons Equa t i on déterminante et Condition de stabi-
1 ' expression de B( E) 1 i té 

1 •M2 -/- 0 1/2 
8 = A., 1/2 E + ... 

2 i M 
1 d 1 2 1 < o. 
1 - 7 Al/2 + M2 = O --::-z -Al/2 

dAO 
dA

0 

2 a) M2 = 0 f3 = Al E + ... iM dM2 2 1 A 0 
M3 f- 0 1 d Ml A2 dM2 7 1 

+ ai'\ < 

0 0 
+ âlC Al+M3 = 0 7 dft! 1 

0 • 0 , 

b) -M2 0 8 = A 3/2 = + AJ/2 E + ... 
i M 

M3 f- 0 2 . 1 A <-Ü 1 d Ml 2 
A + P3 = 0 dft! 3/2 

2 7 dft! 3/2 0 d ~1i dM 2 • 
~1+cDf- =Ü 

0 • 

dA o 
0 



3. 

4. 

a)M2 = M3 = o 

M4 -/: 0 

dt.12 . 
aA "f 0 

0 

b)M2 = 0 

M3 = 0 

• M
4 

-/: 0 

dM2 
ëI"ll = 0 

0 

M2:t-1
3

=M
4

=ü 

M5 t- 0 

dM2 
a)~= 0 

0 
dM 

b)alf ! ·O 
0 

2 s = A2. E + ... 

dM2 
M4 + ëfA A2 = 0 

0 

8 = 
3 

3 E + ... 

= 0 

dM2 -< 0 
dA 

0 

2 6 

etc ... 

Dans le cas des racines trip les des équations d 1 amplitudes principales, on a 



N~ Suppositions 

2 M2 = 0 

3 

M
3 

-f: 0 

dM2 
a)cfA = O 

0 

dM 
b)-2 

-f: 0 
dA 

0 

M2 = M
3 

= 0 

M4 -/ 0 

dM2 
a )ë!A = 0 

0 

1 

TABLEAU 4. 

Equat ion déterminante et 
l ' expression de S(E) 

Condition de stabi­
lité 

3 
1 2 d "11 
2 A2/3 ~ < O 

dA 
0 

dM3 + ~ < o. 
0 • 

etc ... 
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Les solutions périodiques stab les de ( 2. 1) ne répondent qu 'aux dérivées né­

gatives de l ' équation déterminante de chaque morceau de diagramme de Newton 

par rapport à Ai 12, Ai, Ai/3 correspond~nts . 

Nous .voyons qu' on peut avo i r, par exemple (l e cas 3b dans le tableau 4), deux 
solutions périodi ques stab les dans le cas des ra cines triples des équations 
des amplitudes principales qui bifurquent d'une seule solution périodique cor­

respondant à un e racine si ple del 'équation aux amplitudes principales. 

Conclusion 
-- ·-------

Pour chercher l es solutions périodiques d'un osc illateur quasi-harmonique 
dans le cas des racines multiples d'équation des amplitudes principales, il 

faut procéder de la façon suivante : 

1) Trouver l •~quat ion de bi f urcation (2.10) déte rminant la variation B(E) dans 
les conditions initiales comme une fonctio n i mplicite de E. 

2) En utilisant le diagranme ~e Newton corres pondant à l'équation de bifurca­

tion, trouver la tangente de l'angle d'inc lina ison du premier ·morceau des­

cendant de di agramme avec l'axe d'abscisse négatif . Cette valeur% donne 
la plus petite puissance de E dans le dével oppement de la fonction B(E) en 
série par rapport à Ep/q_ 

3) Ecrire . l'équa ti on déterminante correspondan t à ce morceau de diagramme. 
Cette équation permet de t rouver q coefficients possibles du premier terme 
du développeme nt B(E) en série par rapport à Ep/q_ Pour isoler les solu­

tions réelles, on vérifie quelques conditions. 

4) La condition de stabilité des solutions péri od iques correspondantes, est 

donnée par la né~ativité de la premiêre dér ivée de la partie gauche ·de 

l'équation déte rminante par rapport au coeffic ient de premier terme dans le 

développement de B(E) en sé rie par rapport à Ep/q. Si cette équation a des 

solutions multi ples et pa r conséquent si la dé rivée en question s'annui_e, 
il faut chercher le second terme dans le développement de B(E) en utili­
sant le même procédé à pa rtir du point 2. La condition de stabilité est 
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donnée par la négativité de la prem,ere dérivée del 'équation déterminante 

de deuxième approximation par rapport au coefficient correspondant. De 

cette façon, -on peut trouer toutes les fonctions B(E), les solution~ pé­
riodiques correspondantes et les conditions de stabilité de ces solutions 
périodiques. 



II. App lication du diagramme de Newto n à la recherche 
des exposants caractéristiques d'un système quasi­
harmonique dans le cas oü l'équati on fondamentale 
dét (A - ÀI) = 0 admet des racines nulles et pure­
ment imegina ires de multiplici tés différentes de 

l 'unité avec des diviseurs él émentaires non simples. 



3 0 

Application au di agramme de Newton · a la recherche des exposants caracté­

ristiques d1 un sys tème quasi -harmonique dans l e cas où l 1 équation fondamen­

tale dét (A - Àl ) = 0 admet des racines nulles et purement imaginaires de 
multiplicités di f férentes del 1 unité avec divi seurs élémentaires non simples 

[ 11] 

La recherche des exposants caractéris tiq ues va nous pirmettre d1 étu­
dier la stabilité des soluti ons périodiques dans le cas où les diviseurs élé­
mentaires ne son t pas simp1es . On sait par le théorème de Liapunov que le 
système X= Ax est 

- asymptotiquement stable à l 'origine si toutes les valeuis propres de A sont 
à parties réell es strictement négatives ; 
instable si l'u ne des vale rs propres est a part ie réelle striçtement posi­
tive; 

stable mais non asymptotiq uement si 
a) toutes les vale urs prop res sont à parti~s rée lles négatives; 
b) l'une au moins est a pa r t ie -féelle nulle; 
c) toute valeur propre a partie réelle nulle cor respond à des blocs de Jor­

dan en nombre égal à sa multiplicité (div iseu rs élémentaires simples). 

Dans le cas des di viseurs él émentaires non simples , le théorème ne nous pennet 
pas d'affirmer s'i l y a stabilité ou instabilité. 

1. X= AX + µ FX 

x e Rn; _F, A e Rn x Rn; µ e R, µ petit paramètre 

F = F(t, µ), w péri odique en , analytique en µ . 
F(t, µ) = F(o) + µ F(l) + µ2 r( 2) + ... 

Système générateur : X= AX 

A matrice constan te; équation fondamentale : !A - >d 1 

No us considérons don c le cas de résonance : ~ r ac ines 

~ racines 

= 0 
À = 0 

0 

Àu = ± 

u = 1, ... , r; Pu e N. Ces rac ines sont appel ées critiques. 

( 1) 

( 2) 

2TT 
w Pu i ' 



Notons 
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q0 = la plus petite puissance des diviseurs élémentaires associés 
à À = O; 

0 . 
e0Y = le nombre de diviseurs élémentaires ÀY, y= 1, ... , q

0
; 

s'il n'existe pas de tels diviseurs élémentaires de puissance y, 
al ors e = O • oy , 
k = la multiplic i té de À ; 

0 0 

m0 = le nombre de groupes de solutions correspondant à À
0

. 

On a immédiatement que 
Clo 

k = i: Y eoy 0 y=l 
qo 

m = E e 
0 y=l oy 

De même notons : 

qu = la plus grande puissance des divi seurs élémentai~es associés à 
21T À =±--p i u w u 

euy = le nombre de diviseurs élémentaires (À - Àu)Y, y= 1, ... , qu; 
s'il n'existe pas de fels diviseurs él émentaires de puissance y, 
alors e = O· uy . , 
k = la multiplici é de À • u , u' 
mu= le nombre de groupes de solutions correspondant à Àu. 

On a immédiatement que 

k 
qu 

= E y e u y= l .uy 

qu 
m = E e u y=l uy 

Exemple Soit le système linéaire suivant 

*1 = x2 0 1 0 0 ·-1 0 0 0 
)(2 = - Xl - 2 x2 A -1 -2 0 0 ""matrice 0 -1 1 0 = 
yl = y2 0 0 0 1 de Jordan 0 0 -1 1 

= -Y -y2 1 2Y2 + µ(X 1+X2) µ µ -1 - 2 0 0 0 -1 

.Diviseurs élémentaires de (A - À!) ? • Par des transformations élémentaires, 
(A - À!) peut être ramenée à la forme diagonal e suivante [ 8 ] 

'' 



1 

1 

{H1) 3 

Donc les diviseurs élémentaires sont (À+ 1) et (À+ 1) 3 

q • = 3 
u 

k = 4 
u 

y E {1, 2, 3} 

3 
k = r y e = 1 1 + 1 3 = 4 
u y=l uy 

3 
m = r e = 1 + 1 = 2 

u y=l uy 

Soit <P {t, µ) le système fon damental principal du système X= AX + µ FX 

<t>(o, µ) = I 

On peut présenter la soluti on en forme de séri e par rapport àµ 

<P (t, µ) = <P {o)(t) + µ <P{l)(t) + ~2 <P (2)(t) + ... 

Les _conditions initiales de iennent -: 

<P (o)(o) ·= I 

<P {l){o) = 0 l E JIJ 
0 

3 2 

t n mettant le développement analytique de F(t, µ ) et <P(t, µ) dans l'équation 
(1), on obtient: 

n=o 
Le terme de puissance m: 

m-1 
µm ~(m) = µm A <P{m) + µ µm-1 [ <P(m-1- i) F(j), m > 0 

j =o t . 

~ $(m)(t) = ID$ (t - ,) y(m-1 )(,) d, 
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avec y(m-l) = 
m- 1 [ cp ( m- Î- j ) F ( j ) m > 0 
j =o 

Pour m = 0, on a : ~(o)(t) = A cp (o)(t) 

La premi ère approximation de l 'équation caracté ristique est 

D( p, µ) = l<P (o)( w) + µ cp(l)(w) - p Il = 0 (3) 

soit p
0 

racine de D( p, o) = l<P (o)( w} - p Il = O. Etant donné la relation 
WÀ , 

1 bien connue pi = e à ch aque racine À
0

, Àu correspond une racine de 
l'équation D( p, o) = 0, égal e à 1. 

Donc la multipli cité de p
0 

est : k = k
0 

+ 2 k1 + ... + 2 kr. 
Par le théorème de WEIERSTRASS [ E.Goursat - Cours ' d'analyse mathématique,' 
tome II], l'équat ion (3) a racïnes p(µ) te lle s que p(o) = 1 qui peuvent 
être développées en séries d~ puissance µl/v 1 < v < k. 

Soit q = la plus grande pui ssance des diviseu rs élémentaires correspondant 

aux racines À
0

, Àu' c'est-à-dire q = max (q
0

, q1, ... , qr). 

Recherchons les conditions suffisantes pour que les k racines p µ , (p o = 1 

soient développabl es en sér ies deµ; µ , .. . , µ q_ 

Remarque : à chaque diviseur él~mentaire (À - Àu )Y de la matrice (A - ÀI) cor­
respond le diviseur élémentafre (p

0 
- l)Y de l a matrice (cp (o)(w) - p

0 
I) 

⇒ nombre de divi seu rs él émen ta ires (p
0

· - l)Y égale ey avec ey = e
0
Y + 2 e1Y + 

+ . . . 2 e - (y =l, ... ,q). ry 
Soient k = la mul ti plicité de la racine p

0
; 

m = le nombre de groupes de solutions correspondant à p
0

; 

k = ko + 2 kî + ... + 2 k r 
qo ql qr 

= E y e + 2 [ y ely + + 2 [ y e 
y= l oy y= l y=l ry 

q q 
= [ Y [ e + 2 ely + ... + 2 e ] = E y e 
y= l 

. oy ry y=l y 

q 
m = E e 

y= l y 



Changeme nt de vari able : a= p - 1; 
L' équation caracté ristique devient D( a , µ) = l~(o)( w) + µ 1 (l)( w) 

(1 + a )I j = 0 

0 ( a , o ) = ( q/o ) ( w) - ( 1 + cr ) l) 

3 4 

(4) 

peut être rédui te pa r des transformations él émen taires à la matr1ce diago ~ 
nale ·{c1 , . . . , ci , ... , ·en } où 

E. (o) ! 0 
l 

ci = Ei ( a) • 

ci = a Ei(a) 

c , = aq E ( a) n n 

Ei(a ) polyn ome en a 

pour i = 

pou r i = 

pour i = 

1, .. •. ' n-m 

n-m+l, .. . , n-m+e 1 

n-m+K +l, ... ' n-m+K +e 
y y y 

~ 
n-m diviseurs élémentaires 
qui ne contiennent pas la • 

racine a = O. 
_. E 

n-m 
c1E +l n-m 

aE n-m+2 
}

e1 divi seurs élémentaires 
contiennent la racine a= 0 

à la puissance 1 • 

qui 

On représente D( a , µ) sous forme de série 

où a)a ) 

Remarque 

avec A. 
l 

B. 
1 

= b 
\) 

Si 

. ème 
1 
. ème 
l 

D(a, µ) = z: µv a (a) 
€\) E: +1 

\) \) 

a + b a Y + ... ; b constants; €\) = 
\) 1 

\) . 
1 

on écrit 

D( a , µ) = IA1 +_µ B1 A2 + µ B2 

col onne de la ma trice (~(o)(w) - (l+a )I) 

co lonne de la mat rice .(q/ 1)(w)) . 

plus petit exposant 
de a 

An + µ Bnl 
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Avec cette notation, -on a 

D( a , µ) = IA1 A2 Ani 

+ IA1 A2 ••. µ Bnl + IA1 ... µ B .... A 1 + 
1 n ... + 

+ Iµ B1 A2 ... Ani 
+ 1 A1 ... µ Bi ... µ B. 

.1 A 1 + .. n 
+ ... 

+ 1 µB1 µ B2 ... µ Bn 1 

Donc pour trouver le terme µva (a), il suffi t de faire la somme des déter-
, V . 

minants de neme ordre dans lesquels entrent ch aque · fois v secondes colonnes 
(µ Bi) et n-v premiè res co lonnes (A .) . 

. 1 

Il reste maintenant à exam'iner la fonction implicite a(µ) déterminée par 
l'équation D( a , µ) = 0 dans le voisinage du poin t critiqueµ= 0, a= 0 à 

l'aide de la méth ode du di agramme de Newton 

1. L~ plus petite puissance Ev de a dans le polynome a
0

(o) = k. En effet 

a0 (o) = IA1 A2 ... Ani = dét (~(o)( w) - (l+o)I) 

=- dét (diag (c1 ... en ). 

Car la valeur du déterminant est con servée po ur des transformations élé­
mentaires [ 13 ] . Donc 

ao( o) = El E2 ••• a En-m+l a En-m+2···oq En= 

Ei ( o) ~ 0, i = 1 .. . n. 

Donc k est le plus- p_etit exposant de a parmi les termes de ·la série 

D(a, µ) ~ E µvav (o) qui ne contiennent pas µ (rlonc E = k). 
V V 

k ainsi défini est la proj ection du polygone de Newton sur 1 'axe a et cor­
respond au nombre de solutions a(µ). 

2. La plus petite puissance v1 deµ dans le me mb re de la série E µv av(o) ne 
contenant pas a est plus grande que m. · 
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En effet, $ i v 1 < m, ch aque déterminant d'ordre · n intervenant dans le 
\) 

calcul de µ 
1 

av (cr) contiendra un mineur de la matrièe (4) d'ordre plus 
1 

grand que n-m (remarque p. ). Or,le P. G.C. D. des mineurs d'ordre r de la 
matrice (4) est égal au P.G.C.D. des mineu rs d'ordre r de la matrice diag 

{c1 ... cn}[13 ]. Donc ici des mineurs d'ordre strictement plus grand que n-m 

vont conteni r au moins un a à la puissance au moins égale à 1 'unité. v
1 
~ m 

On suppose que y1 prend l a plus petite val eur possible m: il suffit alors 
d'examiner l es plus peti tes puissances des po lynomes av (cr) pour v = 1, ... , 

m-1 . (v > m représente une coordonnée d'un poin t qui n'appartient pas au dia­
gramme de Newton). 

3. v = m-1 ~ des mineurs de la matrice (4) d' ordre n-m+l vont apparaître dans 
chaque détermi nant intervenant dans le calcul de µv av(cr). La plus petite 

puissance de a dans le polynome am_ 1(cr ) es t Em-l ~ 1, car tout m~neur d'or­
dre n-m+l con tient un terme avec a en facteur parce qu'il y a au plus n-m 

termes diagonaux qui ne s'annulent pas pour a = 0 (E
1

(a ), ... , En-m( cr )). 
Pour la même raison, pour chaque polynome am_i(cr) (i ~ e

1
) la plus petite 

p-uissance de a est E . ~ i. 
• m-1. 

4 . Cas généra 1 : v = m - K - h 
y-

h = 1, ... , ey 

y =. 1, ... , q 

~ des mineurs de li matrice (4) d'ordre compris entre n-m+ KY+l et 

n-m+K +e vont apparaître da ns chaque .détermi nan t intervenant dans le cal­Y y 
cul de µv a (cr) 

\) 

El. J n-m 
"E n-m 

aEn-~'. ·1 el 

crE 
n-m:e1 

· aYE 
n-m+K +l y 
aYE 

n-m+ K/h 
aYE · 

n-m+ K +e 
. y y 
·aqE 

n 
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Le mineur d'o rdre . n-m+K +h qui contient l e facteur cr a la plus petite y 
puissance est le mineu r principal du coi n supérieur gauche. Le terme en 

. lei 2e2 3e3 yh e1+2e2+ ... yh 
cr de ce mineu r est cr cr cr · cr = cr 

Le plus gra nd commun diviseur de tous ces mi neurs d'ordre n-m+K + h con­
Y tient ~u moins le facteur · 

d'où E m-K -h 
avec 0(h ,Yy) 

h = 1 
y = 1 

e1 +2e2+ ... +yh 
cr 

(= la plus petite puissance de cr dans am- K -h(cr)) ~ 0(h, y) 
= e1 + 2 ·e2 + ... + (y-l)ey-l + yh Y 

Si les coefficients des t ermes de plus pet ite puissance de a dans av(cr) 
sont _distincts de zéro, alors D(cr, µ) peut s' écrire : 

k m m- K -h 0(h ) D( cr , µ) = cr + bm µ + E E b µ y cr ,Y + H 
h y m-KY-h 

avec Hl 'ens emb le des te rmes n'intervenant pas dans la construction du dia­
gramme de Newton. 

5. Construction_du_ diagramme_ de_Newton 

La projection sur l'axe cr du diagramme est k • le point extrême N(k, o) 

La proje~tion sur l'axe ~ du diagramme est m • le point extrême N(o, m) 
Les coordonnées des points intermédiaires sont données par 1 'exposant deµ 
en ordonnée et l'exposant de cr pour l'absci sse : 

k m m-1 1 • m- 2 2 D (cr , µ ) = cr + b m µ + b m- l µ cr + b m•- 2 µ cr +· 

+ 
+ H 

On remarque que les points (1, m-1), (2, m-2 ), .. . , (e
1

, ... , m-e
1

) sont 
en ligne droite. De même l es points (e 1+ 2, m-e

1
-1), (e

1
+4, m-e

1
-2), ... 

(e1+2e2, m-e 1-e2) sont en l ·igne droite. 
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De même pour y fixé, y= p. Tous les points pour h = 1, ... , ep sont en 
ligne droite. Il suffit donc de considérer les points N

2
(e

1
, m-e

1
), N

3
(e

1 
+ 

2 e2, m - e1 - e2) ••• dans le di-agramme. Comme y = 1, . .. , q, on a donc q 
segments différents 

+ (y-l)e 1, m - K) y- y 

ll tr Ny+l = (e1 + 2 e2 + ... + y ey, m - KY - ey) 
e 1 

donc tg ~ = _ Y_= - pente du segment N N +l 
Y ey Y Y Y 

⇒ cr(µ) peut être déve loppé dans le voisinage de cr=µ= 0 ~n s·érie de puis-
1 sar.ce de µ pou r le segment N

1 
N
2 

µ112 pur le segment N2 N
3 

1/y pour le segment N Ny+l 
µ 

y 
1/q po r le segment Nq N µ 

A chaque segment d~ di a gramme correspondent autant de solutions cr(µ) (cr(o) = 0 
que la différence des absci sses des extrémités de ce segment. Donc pour le 

segment NY Ny+l' il correspond y ey développements de cr(µ) en puissance de 
µl/y Le -nombre de dévelop ements de cr(µ) dans le voisinage de zéro est égal 
à k = E y e . 

y y 

Dans la construction de notre diagramme, on a sup posé b F 0, y= 1 ... q 
• m- K y 

(le cas où un des b •= 0 est traité dans l a remarque 2). m- K 
y 

En résumé 

Si le système quasi-harmoniq ue X = Ax + µ FX (1) est tel que 
1) l'équation fondamentale IA - Hl = 0 admet des racines Ào = 0 et 

\ = ± 27T i , p E :N, u = 1 r w Pu ... u 
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w est la pértode de F( t, µ) 
A matrice cons tante, k est la multi plici t é des racines A

0
, Au: 

2) les diviseu rs él émentaires de la matrice (A - AI) correspondant aux ra­

cines A~, Au ne sont pas tous simples et q es t l a plus haute pui ssance 

de ces divi seurs. 

Alors pour qu~ les k multi plicateurs caractéristiques p(µ) du système (1) 
pour l esquels p(o ) = 1 soi ent développables en série· de puissance µ , µ112 , 
. . . , µl/q, les conditions suivantes doivent êt re satisfaites : 

a) l a premiè re app roximati on du groupe de racines pi(µ) = 1 + ai µl/ y 
développée en puissance de µl/ y ~st différente ·pour tout y ; 

b) q satisfait les inégali t és bm- K 1 0, y= 1 .. . q 
y 

Remargue_l : Si les racines A
0 

et Au ont seul emerrt des diviseurs élementaire~ 

simples (y= 1), alors le nombre de groupes de solutions est égal a la multi­
plicité (k = m) de s racines A , A . Dans ce cas , toutes les racines p(µ) o 1u 
se développent en puiss ance deµ 

~ N, 
-------ii_~----► V 

r-

Rem~rgue_2 : Si un des coeff i cients ·bi, i = m - KY est égal a zéro et que 

b. let b. l son t distincts de zéro, 
l - . l + 

"-
'-

'-
,Jf '- ..... 

- - - - ....... 
'- ,.... 'B, NY = (e1 + 2 e2 + . ~. + (y- l)ey-l' m - KY ) 

A= (el + 2 e2 + . . . + (y-l )ey-1 - 1 Y, m Ky 1) 

---------~ - B = (e1 2 e~ + •.• + (y- l) ey_{ + y + 1, m - KY + 1) 

La tangente de .l' an gle aigu entre le segment AB et l'axe a est ·égale a 2y2+l' 
d 'où on a un développement d o(µ) sous la fo rme µ2/ 2y+l sur le segment AB. 

2rr A = ± i B, Au = ± w pu i + i B, u = 1 . . . r, Da ns le cas oQ les racines 
. zrr 

8 E Ro, B ! s . w' s E /l .. 
On utilise la subst itution i Rw • · suivante : o = p - e . Les résultats obtenus 
sont encore valides dans le cas de non résonan ce . 
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. 2. 

Pour le calcul pratique des expos ants caractéristiques du système 

quasi-harmonique X= Ax + µ FX, ARTEMJ.EV a effectué la substitution sui 
vante : 

a.t 
X= e y(t) (2.1 

. n 
oü x E R , a = l'exposant caractéristique recherché et y(t) = vecteur w-pér 
dique. 
SHUMANOV a considéré le cas général en supposant que parmi les racines 

del 'équation IA - Àll = 0, il existait des racines multiples ou différente _ 
l'une del ' autre de la quantité± 2; Pu i, la multiplicité des racines étan 
égale au nombre de groupes de solutions du sys tème X= AX correspondant à c 
racines. 

Nous essayons d'enlever cette derni ère restriction en utilisant la 
substitution (2 .1) et n us considérons l e cas . oü les racines critiques de 
l'équation fondamentale IA - Àll = - □ ont des diviseurs éléme~taires qui ne 
sont pas tous nuls. La mé thode de détermination del 'exposant caractéristi 

que dév~loppée ci-dessous est basée sur l e tra vail MALKIN [7]. De plus, no 
supposons qu'à toutes l es racines critiques de 1 'équation fondamentale .pour 
lesquelles l a somme des multiplicités= k, il correspond m groupes de solu­
tions et en généra l, le nombre de diviseurs élémentaires ÀY, ( À - Àu) Y (u = 
1, . •• ., r) avec la puiss ance y= ey(Y = 1, ... , q). Le système homogène de 
l'équation différentielle X= AX admet met se ulement m solutions w- périodi 
ques · ~i (i = 1, · ... , m). Nous les supposons groupées comme suit : 

corres ondant aux diviseurs élémentaires simples À, (À-À 

... ' ~ correspondant aux divi seurs élémentaires simples À
2, ( À 

e 1 +e 2 (fl-,.tA. 1 

~K +l' .. . , ~K +l corres pondant aux divise urs élémentaires simples ÀY; 

y y 0-~t 
avec KY= e1 + e2 + ey-l 

1 
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En dehors des m solutions périodiques ~i, il correspond aux racines À
0

, Àu' 
k-m solutions part iculières indépendantes du système i = AX du type suivant 

[ CHETAEV ] : 

ty-1 ty-2 
-- ~- + -- ~(1) + ... + ~(y-1) (y- 1}! , (y-2}! , , · 

K y 

t ~- + ~p) 
1 1 

y 

où les fonction s 
rences suivantes 

~(P) sont w-périodiques 
l 

sati sfa isant les 

K < i < K l y y+ 
p = 1, ... , y-1 

(y-1 équations pour y-1 ·fon ctions inconnues ~(P)). 

< i < K 1 y+ 

= 2, ... , q 

relations de 

l 

De même on am sol utions w- périodiques ~i du sys tème adjoint X= ATX. 

( 2. 2) 

récur-

( 2 .3) 

Comme précédemment on suppose que t/J· , K < i < K +l correspond al 'ensemble 
, y y T 

des diviseurs élémentaires ÀY, (À+ Àu)Y de la matrice (- A - Àl). En dehors 
des m solutions périodiques ljJi, il correspond aux racines À

0
, Àu, k-m solution 

· particulières indépe ndantes du système X= - AT X du type suivant : 

ty-l ty- 2 (1) ( 1) 
~~~ 1jJ + ~ ......... ~ 1jJ. + . . . + t/J . y- • 
(y-1)! i (y- 2)! , 1 

(2.4) 

t t/J; + 1jJ ~ l) .Y = 2, · , · , q 

où les fonctions t/J ~p) sont w-pé riodiq~es satisfais ant les relations de récur­, 
rences suivantes : 

K ".· <i<K l (2".5) y y+ 

p = 1, ... , y-1 

Rappel :· les conditions d'ex is ten~e des solutions périodiques du système 
non homogène 

X = AX + f(t ) (2.6) 

dans le cas de résonance et lorsque f(t) est w-périodique sont 
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j=l, ... ,m (2.7) 

X, f E Fn; A E nn x Fn; t/Jj E Fn. 

De la relation (2 .3), il r ssort ~ue les fonc tions cp{P) sont des solutions 

périodiques du système non homogène (2.6) oü F(t) ~ ~ cp ~p-l) Les condi-

tions d'orthogona lité .sont pour ce système : 

K < i ,( K l y y+ p = 1, ... , y-1 
j-1, ... ,m 

Les conditions d' orthogonal ité impliquent 

1) p = 1, t/J'. cp (o) = c c E F. (propriété des so lutions du système adjoint) 
J l 

dt= 0 ~ C 

3) si t/J~ cp (p-1) = 0 
J l 

~ t/J ~ cp(P) 

f
w tµ '. cp (P ) dt 

= 0 
J l 

si = 0 
J l 

0 , 

Par cette récur rence, on a : 

A(~-l) = Jw tµ'. cp(p-i)' dt = w· tµ'. cp·(p- l) = 0 K < i ,::;; K 
1 

(2.8) 
J l J l • J l y y+ 

0 

p = 1, ... , y- 1; j = 1 , ... , m. 

Pour p = y , au moins une des i ntégrales est distincte de zéro 



·( y-1) A .. 
Jl 

= I w· ~'. cp(y-l) dt I 0 
J l 

0 

j = 1, 

y= 1, 
••• ' m 

••• ' q 

• 4 3 

(2.9) 

Sinon cela entraîner~it l' existence d'une fo nct ion cp (y) ~· y+l solutions pé­

riodiques relat i ves aux di viseurs élémentaires de puissance y. En particu~ 
lier . pour i ,;;; e1, i'l exi·ste des A . . I O ;: . 

Jl • . T 
A .. = ~ . <P . I .O 
Jl J l (2.10) 

puisque cp . est une solution périodique du système •homogène et quel~ produit l . 

scalaire avec l es solutions du système adjoi nt égale une con~tante non null~ 
au moins pour une valeur de j (j = 1, ... , m). De façon ~imilaire, des re­
lé!tions (2.5) et (2.7), on obtient que pour chaq ue j fixé dans l'intervalle 
K < j ,;;;K l y y+ 

Iw ,j,T(p-1) ~- dt= w ,j,T(p-1) ~- = 0 
J l • J l p = 1, ... , y-1 (2.11) 

0 i = l, ... ,m 
et au moins un des produits s cal aires suivan ts es t différent de 0 

~'. (y-1) 
J 

<P . 
l t 0 ( i = 1, ... ' m; y = 1' ... ' q) 

On a que ~'. cp (P) = (~ l)p ~'.{p) <P i • Montrons l e par récurrence J l ' J . 

ddt r ~'. cp P )1 = - -!r ~(l)T cp .J J l U ,t, J l 

f¾ (t } <P ~l))dt = - f ¾ (~jl)T <P;)dt 

f-4.t (t '. cp( l) + ~(l) cp .)dt = 0 
Ul J l J . l 

(t '. cp (l ) + t (l)T cp . )( t) + K = 0 
J l J l 

On prend la constante K = O. 
re nce sur p on ob t i ent 

= (- 1) t (l)î cp
1
., et par récur­J . 

Finalement, si on a (2.11) on t rouve que pour KY < j ,;;; Ky+l' les condi t ions 
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d'orthogonalité sont satis faites : 

A(e-1 ) =.w ~(p- l) T ~: = w ~~ ~(p-1) = 0 
Jl . J l J l P. = 1, ... ' y-1 (2.12) 

i=l, ... ,m 

On remarque une symétrie entre les indices i et j. Ex~rimons les conditions 
(2.8) et (2.1 2) en détail 

y = 2 el < i < el+ e2 el < j < el+ e2 
j = 1' ... ' m (2.8) i = 1 , ... , m (2.12) 
p = 1 A(?) = 0 Jl p = 1 (o) a .. 

Jl 
= 0 

y = 3 el+e2 < i < el+e 2+e3 el+e2 · ,;::: < J ~ el +e2_+e3 
j = 1, ... , m i = 1 , ... ' m 
p = 1 A(?) = 0 (2.8) p = 1 A\?) = 0 (2.12) 

Jl Jl-
p = 2 AP) 

Jl = 0 p = 2 A(!) 
Jl = 0 

y = y K < i ¾ K 1 K < J. ~ Ky+l y y+ y . 
j = 1 , ... ' m i = 1 , ... , m 
p = 1 A\?) ::, 0 (2.8) p = 1 A\?) = 0 (2.12) 

Jl Jl 
p = y-1 A\'(-2) = 0 p = y- 1 A(y-2) = O· Jl Jl 

On a que 

A\?) 
Jl = 0 si a moins un des deu x i ndi. ces i ou j > el · 

AP) 
Jl = 0 si au moins un des deu x in dices i ou j > el + e2 

A(y-2) = 0 si au moins un des deux indices i ou j > K 
J l 1 y 

Si i ou j < K ~ ~(y-Z) et ~(Y- 2) sont ident iquem~nt nulles par cons-y-1 l l 
truction des solutions suivani CHETAEV, donc 

= 0 pour i, j < Ky-l 

En conséquence, peut être différent de zé ro si .Ky-l < i , j < KY . 

Ayant établi les propriétés des quantités A('!' - 2) , nous passons à la détermi-
J l . 

nation des exposa nts caract ' ri stiques du système quasi-harmonique X= AX + 
µ FX ( 1. 1). 
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a.t En substituant X = e y dans l'équation (1.1) nous avons le système sui-
.• vant : 

(2.13) 

On a vu que .dans le cas no dégénéré les exposants caractéristiques a. pou­
vaient être développés en pu issances de µl/y (y = 1, ... , q) et que Vy le 
nombre d; développements en µl/y est égal a y e . 

y 

a. = al µ1/ y+ a2 µ2/y + 

on cherche la solution y en série de même pui ssa nce de ,µ 

y= y(o) + µ1/y y(l) + µ2/y y( 2) + (2.14) 

Nous commençons par la déte rmination des expos an ts caractéristiques qui peu­
vent être développés en pui ss ance deµ : 

1 2 a =µ a1 + µ a2 + 

y= y( 0 ) + µ y(l) + / y( 2) + . . . (2.15) 

(2.15) dans (2.13) donne les systèmes suivants 

y(o) = A y(o ) ·(2.16) 

y(l) = A y(l + F(l) y(o) al y( o) (2.17) 

y(2) ·= A y(2 ) + F(l) y(l) + F( 2) y(o) - al y(l) - a2y(o)(2.18) 

Le système {2.16) a une fami ll e de solutions pé~iodiques 

(o) _Mo~ + +Mo~ 
Y - 1 'l'l • • • m 'l'm (2.19) 

avec M~ des constantes arbitraires. 
En imposant · la condition de périodicité pour l e sys tème (2.17), on obtient 

J:wl (F{l) Y( o) - •1 Y(o))dt = o 

* J:w} (F( l )(M1 $1 + ... + M~ $m) - •1( 111 $1 + + M0 
cp ))dt= 0 m m 

(2.20) 



(2.19) • P.= (B. 1 - a1 AJ( o,.) )M0
1 + ... + (B. - a A(o))Mo = 0 

J J Jm 1 Jm m 
j = _1, ... , m 

Or, A(~) = 0 pour i, j > e1. (2.21) peut s' écri re sous la forme lJ 

( A(o))~o ( (o)) o BJ. l - al J. 1• .~1 + . . . + B . - al A . M + 
Jel Jel el 

0 + B. M = 0 Jm m 

0 0 
B.. M1 + . . . + B. M = 0 ( j = e

1 
+ 1, ... , m) J 1 . Jm .m 

C'est un système linéaire homogène de m équations am inconnues M~, 
M~ qui admet une solution non triviale ssi le déterminant 6

1 
= 0 

Bll - al \1 81e ... a A B 81m 1 1 le1 1,e1+1 

B 1 - a A e1r 
8' a A B B el 1 el el 1 ~lel e1 ,e1+1 e1 m 

ll l = 
B 

B e1+1,l e1+1,m 

8ml B mm 

4 6 

(2.21) 

(2.22) 

... , 

=0 (2.23) 

Le coefficient a1 est une des racines de 1 'équati on algébrique d'ordre e
1

, 
61 = O. ·. Pour déterminer a1, il faut que ce déte rminant ne soit pas identi~ 

quement nul. Donc, les _m-e 1 de rnières colonnes (lignes) qui ne contiennent 
pas a1 doivent être linéairem nt indépendantes sinon 6

1 
= 0 est identiquement 

vérifié, ce qui ne permet pas de déterminer a
1

. 

Dans le cas non dégénéré, on doit pouvoir trouver les e
1 

racines ar; donc les 
m-e1 dernières · lignes (coionnes) doivent être linéa irement indépendantes. On 
obtient d'autres conditions d' exi_stence des e

1 
racines a

1 
(1.20). 



4 7 

Comme les racines a1 doi ve nt être simples, il existe un mineur du système 

(2.22) d'ordre m-1 non nul . -Supposons a1 fi xé tel que 61 = 0, les quantités 
M~ peuvent êt re déterminées a_ partir d'une, soit M~, qui sera arbitraire. 

0 0 Donc ~1i , ... , mm , a1 sont des solutions simples du système (2.22), et pour 
elles, on a : 

a(P 1 , .. . ,P) 
m . 

(
. 0 0 a M1, ... ,M -l ) m ,a1 

! 0 (2.24) 

Pour le déterminant (2.24 non nul, on peut construire formellement les série 
(2.15) : la solution périodique y(l) est de la forme 

Y(l) = M( l ) ~ + + M(l) ~ +Mo ~ + Y(l)* 
1 ~1 ••• 1

'
1m-l ~m- 1 m ~m (2.25) 

oü Mil) M~~i sont des constantes ~rbitraires, et y(l)* est une solution 
particulière du système pér iodique (2.17). On substitue (2.19) et (2.25) 
dans (2.18). La condition de périodicité de y(Z ) est : 

el m-1 
E (B .. - a

1 
A(? ) )M(l) + E 

l·= l Jl Jl l • +l , =e
1 

MP) 
el 

A(?) M? + B .. - a2 E e. = 0 
Jl l i =l Jl l J 

(j = 1' ... ' el) 

+ -. . . + B j ;m- l M~: i + e j = 0 ( j = e 1 + 1 , ... , m) ( 2 . 2 6 

oü e . sont . les termes ne 
J 

. (1) (1) (o) • (o) 
c ntenant pas M1 ... Mm-l' M1 ... ~m , a2. On 

obtient un sytème linéaire non homogène oü les inconnues 
(1) (1) M1 , ... , Mm-l' a2. Le dét erminant des inconnue s est 

aP l •.• Pm 
--~----! o. 
a ( M~ , •.. , M~_ 1 , a 1 ) 

sont 

d -, l t· • • M(l) M(l) D - d- • onc.=i une sou 10n unique : 1 , _1, a2. e meme, on etermrne suc-
. . ( 2) (3) m cess,vement a3, a4 ... et y , y ... _ En prenant pour a1 les e1 racines 

de 61 = 0, on détermine les e1 solutions périodiq ues développées en puissance 
1 de µ . 

Nous passons a 1 a détermination des exposants caractéri sti.ques qui sont déve­
loppables en pui ssance de µ 112 : Le nombre de ces développements est égal ·a 
_2 e 2 . 
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1/2 3/2 a =µ a1 + µ a2 + µ a3 + 

y ~ y(o) + µ1/2 y(l) + µ y( 2) + ( 2. 27) 

On met (2.27) dans (2.13) et l'on obtient: 

Y(o) = A Y(o) 

y(l) = A y(l) - al y~o) 

y(2) = A y(2) + F(l) y(o) - al y(l) - a2 y(o) (2.28) 

Supposons · que l e système fondamental a une f ami lle de solutions péri odiques 
• (o) o o 
y = Ml ~l + ' •• +Mm <Pm 

Les conditions de périodici t é de y(l) sont 

o A(o) o (b) a1(M1 .. + ... + M A. ) = 0 (j = 1, ... , m) . Jl m Jm (2.29) 

parce que A3f) = 0 pour i, j > e1, le~ m-e1 dern ières conditions (l.29) sont 
identiquement satisfaites et les e1 premières conditions pour a1 ! 0 ont la 
forme : 

M0
1 

A(?)+ + Mo A(o) = 0 
Jl e1 Je 1 

(2.30) 

Montrons que le dé terminan t IAJ~)ldu système (2.30) est différent de zéro. 
En effet, si dét (A(?)) = 0 - (2.30) admet au mo ins une solutton non triviale 

Jl* 
cl, ••• , cel· Soit <P p = cl qi l + ..• + cel <Pel p E {l, .' •• , el } 

Soit l e nouveau sys tème fon damental • 

Soit A (? )* 
Jl 

= fw ~l c. W~ q, . = ~l c. A(?) = 0 
• l l J l • l l Jl l = l= 0 . 

car c1, . .. , c 
el 

sont soluti ons de (2.30) . 

De Plus A(o)* = 0 pour J. > donc A(o)* = 0 J. - 1 m 
JP l' JP ' - ' ••• , ' 

ce qui est contra i re à lac ndition (2.10); do nc le déterminant 

Donc l' équation (2.30) a seul eme nt la conditi on t riviale M~ = 
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Donc 
Y(o) = Mo ~ + 

e1+1 e1+1 (2.31) 

;( 1) = A y 1) . - al 
(2.32) 

oü M
0 

M0 restent i ndéterminés. e+l' ••• , m 
1 

La famille de sol utions pé ri odiques · du système (2.32) est : 

.y(l) _ M(l) ·~ + + M(l) ~ + a (Mo ~(1) + + Mo ~(1)) 
- 1 "'1 · .. m ~m 1 e1 + 1 "'e1 + 1 • • • m "'m 

(solution générale du syst ème homogène+ combinaison linéaire des solutions 
particulières (2.3 ) p = 1). Mil) ... M~l) sont des nouvelles constantes ar­
bitraires. On impose la co dition de périodicité• de y( 2) 

f
w. 

T (1) o o 
tJJ j F ' f Me + 1 ~ e + 1 + • • • + Mm ~m1 

0 1 1 

f
w 

T (1) (1) 
- al tµ j [Ml ~1 + ' . . + Mm ~m + a 1 ( Meo + 1 ~ ( 1 ) + . . . + Mo ~ ( 1 ) ) ] 

1 e1+1 m m • 0 

- a 2 

m m 
A(?) '~ ~ E M? B . . t - al i=e1+1 1 Jl i =1 Jl l 

Or on a vu que A (?) · = 0 si i Jl 
AP) = 0 si ' i J l 

K3 

- 2 
al 

ou j 

ou _j 

m 

+Mo ~ ] = 0 m m 

m 
AP ) E 

i=e1+1 Jl 

> el 

> e · + 1 e2 

m 
A(?) 0 

M? = 0 M. - a2 E l i=e1+1 Jl l 

a21 A p) )M? + M? p. ·= E (B .. E B .. = 0 ' j = e + 1, ... ' Kl J • i=e1+1 Jl J 1 1 Jl l 1 i=1c3+1 

P. = Bjel+l 
Mo + . .. +B. Mo = 0 (j =.K3 + 1, ... ' m) (2.34) J e1+1 Jm m 

P. = s· M0 + ... + B. Mo - a1(Aj~) Mp) + . .. + A(o) M ( 1)) = 0 (2.35) J je1+1 e1+1 Jm m Jel el 



1 

1· 

1 

1 

5 0 

0 On ohti ent un système liné ai re -homogène (2 .34) avec pour inconnues Me
1
+l' 

M~o) le déterminan t du sys t ème doit être nul : 

... ' 

B -a2A(l) B -a2A( l) B . B 
e1+1,e1+1 1 e1+1,e1+1· •• e1+1, K3 1 e1+1,K3 e1+1, K3+1·· e1+1,m 

B -a2A (l) 
62 

= K3,e1+1 1 K3 ,e1+1 
= 0 

B • 
K3+1,e1+1 

Supposons 62 t- 0 

a1 (Aj~) Mp) + 

~ · M~l+l = ••• = M~ = O. 

+ A(o) M( l)) = O. 
Jel el 

Pour a1 t- 0, co mme dét (A\~ ) ) t- 0 ~ 
J l 

être choisi de faç on .que 62 = 0; 

B (2 .36) K3+1,m 

8mm 

L'éq uation (2 .35) devient 

= M(l) = O. Donc a1 doit 
el 

On pourra déterminer les 2 e2 racines si les m- K3 dernières lignes (colonnes) 

. de 62 sont linéai re.ment in ~épendantes. 
Puisque toutes les racines doivent être simp les, pour a1 fixé, on trouve les 

quantités M0 +l' ... , M0 où M0 sera choisi arbit rairement e1 m m 
a(Pe +l • • • Pm) 

( 
0 

l . 
0 

f. 0 (2.37) 
a Me +1 ••• Mm-l'al) 

1 

Ces quantités ·M~
1
+l' ... , Mm sont obtenues du système (2.35) ·déterminant de 

façon uni que Mi 1) ... Mi.1). Exactement corrrne dans 1 e cas où y = 1, on voit 

que pour un déterminant .1(2.37) non nul, les séries (2.27) peuvent être cons­

truites formell eme nt jusqu' à un ordre quelconque. a2 sera trouvé en imposant 
la condition de pé riodicité y( 3) solution du sys tème 

;( 3) = A ~( 3) + F(l) y(l) - al y(2) - a2 y(l) - a3 y(o) 

Par un raisonneme nt similai e, on obtiendra un système où les coefficients 
des inconnues ne contiennent a2 qu'à la premi ère puissance. 



51 

3. 

Les résultats obtenus peuvent servir a la recherche de la stabilité 

des. solutions pé riodiques du système quasi-l inéai re .du type 

. * z = Az + f (t) + µ f(t, z) ( 3 .1 ), 

z E Rn, f, f* E Rn (wpéri odique), A E Rn xRn, f analytique en les varia­

bles z, ... , zn. 
On suppose que la matrice (A - Àl) a la même structure que la matrice du sys­
tème quasi-harmon ique (1 .1 ). Nous nous limitons au cas de résonance, c'est­

â-dire on suppose que parmi les racines de 1 'équation fondamentale (1.3), .on 
a des racines À = 0 et À = ± 2TTi p , p E z, auxque 11 es i ,· correspond des 

0 U w U U 
diviseurs élémentaires non simples. La partie réelle des autres raci~es est 

négative. · 

Soit z = ~(t, µ) une solu t ion périodique analytique enµ du système (3.1) et 
dont on étudie la stabili é. Les équations de variations sont 

X = (A + p F)X 

qui sont le système quasi -harmonique considéré précédemment. Dans le cas non 
dégénéré, on a les propos i t~ons suivantes : 

1) Si les racines À
0

, Àu nt des diviseurs élémentaires simples, alors pour 

avoir la stabilité asymp totique de la solution périodique, il suffit que 

toutes les racines de 1 'équation (2.23) aient leurs parties réelles néga­
tives. Dan s ce cas, le problème de stabil ité est résolu par le critère de 
ROUTH-HURWITZ. 

2) Si les racines À
0

, Àu ont des diviseurs éléme ntaires d'ordre 1 et 2, alors \ 
pour avoir la stabilité de la solution périodique z = ~(t, µ), il est néces 
saire d'avoir 

Pour lei racines auxque l l es sont associés l es diviseurs élêmentaires de 

puissance 1, il faut que Re(a 1) < 0 (a1 solution de 2.23). 

Si Re(a1) = 0, il faut ca lculer 1 'approxi mati on suivante de 1 'exposant 

caractéristi que pour les racines au~quelles sont associés les diviseurs 

élémentaires de puissance 2; il faut que Re(ai ) < 0 (ai solution de 2.36); 
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(s i Re(a~) > 0 • 3 une des racines carrées a partie réelle. positive, ce 
qui nous ob lige a prendre une solution i nstab le). 

2 Si Re (a1) = 0 • a1 pu rement imaginaire, do nc il f aut passer a l 'approxi-

mation suivante~ 

3) Dans le cas où l'on ad s diviseurs élémentai res de puissance 3, on peut 

développer l es exposants caractéristiques et les solutions en série de 

u113 . Par un raisonnement similaire, on ob t i endra l e· déterminant suivant 

63 

B -a3A( 2) 
K3+l,K3+l 1 K3+l,K3+ l 

B -a3A( 2) 
K3+l,K4 1 K3+l ,K4 B 1 1·· 8 1 K3+ ,K4+ K3+ ,m 

B - a3A(2) B -a3A( 2) B 0 = K4,K3+l 1 K1,K3+l K4, K4 1 K4,K4+l K,m = 

B 
K4+l, K3+l B K4+1 ,m 

B m,K3+1 8mm 

C'est une équat ion où l' i nconnue est ai, donc quelle que soit la valeur 

de ai, on aura t oujours une valeur de a1 a par tie réelle strictement posi­
tive ; donc i l y a toujou rs instabilité dan s l e cas des diviseurs él émen­
taires de pui ssance 3. 



III. Conditions de périodicité des so lutions d'une 
équation di f férentielle non li néaire perturbée. 



Equat ion différe nt ielle non linéaire perturbée (proche à une 

équation non-linéaire). 

Soit l' équation différenti elle suivante 

X+ F(X, X) = E f(X, X, E) 

5 3 

( 1) 

où F, f sont des fonctions analytiques dans un domaine D(X, X) pour E petit. 
L'équation '(1) es t autonome . On recherche des solutions périodiques del 1é­
quation (1) par l a ~éthode de Poincaré. Pou r E =·0, on al 'équation 

X
0 

+ F(X
0

, X
0

) = 0 

Soit X
0
(t, ~) une solution périodique (période T

0
) de (2) telle que 

X
0

(o, a) .= a 

X
0

(o, a) = 0 

(2) 

On va chercher X( t, 6, E), solution du syst ème (1), de période T(E) puisqu'on 
se trouve dans un système autonome, ayant l es conditions initiales perturbées 
suivantes 

) ~(o, 6, E) ~ a+ 6 

Î X(o, 6, E) = 0 
(3) 

où 6 est telle que 6(E) IE=o = O . . 
Cette fois enco re , on rech rche la solution X(t , B, E) sous forme de série de 
6 et de E : 

X(t, 6 , E) 
a2c 

+ ½ 7 62 + ... )Em 
aa 

(4) 

telle que X(t, S=o, E=O) = c
0 

= X
0
(t, a) 

(4) doit être sol ution de (1 ) et satisfaire l es conditions initiales (3). En 

identifiQnt les coefficients de même puissance de E dans (1), on obtient les 
- coefficients de Eo 

ë
0 

+ F(c
0

, ê
0

) = 0 ⇒ c
0 

= X
0
(t , a) 

c
0

(o) = a, ë
0

(o) = 0 

coefficients de El : 

ël + i = f (Xo, Xo' o) = Hl 



ël + aFI • 
aY 

0 
i1 +~1 i, E: o X o E: o 

= f(X 0, xo, o) 

ël 
aF • aF • • +a--:-1 cl +axl cl= f(X 'xo' o) X o o o 

c1 est dont so lut ion de (5 avec comme condi tions initiales 

c1(o) = 0 ê1(o) = 0 

L'équation (6) devient alors : 

c2 + -. •• aFI 
ax o 

• aFI df 1 a2F •2 
c2 + aX O c2 = ë!EI O - 7 ax2 I O cl + 

1 a2F 2 a2F • 
- 2 ~ 1 o c 1 - a x a XI o c 1 c_l 

.. aFI • • aFI dfl c2 + ax O c2 + al O c2 = aë 0 
1 d2F aF.d2X aF d2X} 

- "2" {;-z - -a·x ~ - aX dE: 2 o 

c2(t) sera solution de cette équation avec les conditions initiales 

c2(o) = é2(o) =O . . 

5 4 

(5) 

( 6) 
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- pour les termes en E n 

cn(t) sera solut ion de : 

ë (t)+ aF·I + aFI = H n ax O en ax O en m 

cn (o) = 0, ën(o) = 0 

avec 
1 dn-lf 

= ~(n- -~l~)~! dEn-l lE=O 

B=o 

Recherche des cn(t ) : 

ë + ~ j è + aF j = Hn n ax O n aX O en 

cn (t) = c~( t ) - c~(t) 

où c~(t) est une solution générale du système homogène et c~(t) est une solu­
tion particulière du systèm non homogène. Soit y1 et y2, deux solutions li­

néairement indépendantes du système homogène : 

c~ (t) = A y1 (t) + B y2(t) = cn(t ) car c~(t) = o· 
puisque les condi t ions initi ales sont nulles. 
Pour trouver la so lution pa r t iculière de (7), ut ilisons la méthode_ de varia­
tion des constantes de Lagrange : A= A(t) et B = B(t) 

ên (t) = À y1 + B y2 + A Yi + B y2 
A y

1 
+ ê y

2 
= 0 (condition de Lagrange) 

ën (t) = Â y1 + B y2 + A Y1 + B Y2 
Replaçons ces vale urs dans (7 ) 

Â y1 + é y2 + A y1 + B y2 + ::1
0 

{A y1 + B y 2} + ~lo {A Y1 + B Yz } 

= Hn . 
d'où A y1 + B y2 = 0 

A Y1 + B Yz = Hn 

On résout ce système par la méthode de CRAMER afi n de déterminer les A et B. 
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IH

0 
~21 - y H Y2 

A 
. n 2 n = = ll(t) 

l
~l ? 21 
Y1 Y2 

l
~l HOJ . Y1 H 6-l B = li( t ) = Y1 n 

t 
A( t) = J y2(t) Hn(t) 6-.l( t) dt 

t O . 

B(t) = J
0

y1(t) Hn(t) 6-l(t) dt 

et donc : 

cn(t) • y2(t) Jt y1(t) Hn( t) 6-l(t) dt - y1(t ) 

0 t 
Y1 Y2 J aF où ll (t) = . = 6(0) exp [- (-.) dt] 
Y1 Y2 0 ax o 

t 

f O y2(t) Hn(t) 6-l(t) dt 

aFI = trace de l a matrice ~u système (1) mi s sous forme normale. Imposons 
ax 0 

les conditions de périodici t é à la solution : 
X( T, B, E: ) = a+ B (8) 

X(T, B,. E: ) = 0 (9) 

T = î( E: , B) tell e que T(o, o) = T
0

(a) 

=> T = T + a. (E:) 
0 

Développons l'équation (9) en série de Taylor au voisinage de T
0 

• •• 1 • • • 2 X(T
0

, B, E: ) + X(T
0

, B, E:) a. + TI X (T0 , B, E:) a + ... 

On rassemble les coefficient s des puissances E: 1. Remarquons · 

x1 = - F( o' Xo) + 0 = - F( a, o) = - Fa 
To 

et donc ê1(T
0

) + N1(- Fa) + 0 = O. 



En rassemblant les coefficients de Quissance E
2 

Në . 

c:2 + Nl ël + N2 ëo + co -f = 0 

or CO = - F a 

ël Hl 
aF • aF = - - C - ax cl . 1 
ax 

=> c:2 + Nl [ Hl aF • aF - F N2 + - -. cl - ax Cl] 
ax a · 

1 . aF • - ~ C] N2· = r [ c2 + N 1 [ Hl - - C + • 1 ax 1 a ax 

D'où T sera connu ordre par ordre. On impose ens uite la condition de 
di cité X(T, 8, E) = a + 8 q e l 'on développe au voisinage de T

0 

X(T
0

, 8, E) + X(T
0

, 8, E)a + 
.. • a2 . . . a3 
X(T

0
, 8, E) "2T + X (T0 , 8, E) TI+ 

.- a + 8 

X( T
0

, 0, O) = X
0

(T
0

, a) = c
0 

L'équation (10) peut aussi s ' écrire 
dX 

(Xo(To, a)+ ra (To, 

CO 

. + E 
n=l 

x (T a) =·a 
0 0' 

= 1 

0 + ... )E 

n 
•• • ) E: = a + 8 

.5 7 

pério-

et les dérivées d'ordre supé r ieur de X
0

{T
0

, a) sont nulles. D'où l'équation 
( 10) s'écrit 

co dM d2M 
L (M + ~ 8 + .Jr. ~ 82 + ... )En = 0 

n=l n ua c : dac 

C'est l'équation de bifurcation qui permet de déterminer 8 e~ fonction de E, 

Auparavant on détermine les Mn ordre par ordre 
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Ml = cl(To ) 

M2 = c2(To ) + N1 c\ (T
0

) 

M2 c2(To ) + 
èf(To) 

= 
Fa 

Il ~st ihtéres sant de voir que 1 ' éq~ation de bi furcation obtenue pour une 
équation non li né aire perturbée est du même type que 1 'équation de bifurca­
tion pour une équation linéaire perturbée. Par conséquent, 1 'étude de cette 
équation peut être ramenée â 1 •~tude faite pour la recherche de solutions 
périodiques d I une é·quati on 1 i néai re perturbée (p remier chapitre). 



IV. Recherche des solutions périodiq ues d'un système 
quasi-linéaire non autonome par la méthode de 
Poincaré. 



IV. Re cherche des solutions périodi ques d'un système 
quas i-linéaire non autonome par la méthode de 
Po incaré. 
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Recherche de solu t ions d'un système quasi-linéai re non autonome par la 
méthode de · Poincaré : 
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1. Nous considé rons un sys tème écri~ sous une fo rme particulière fréquem­
ment rencontrée dans les problèmes de mécani que lagrangienne 

n . . 
E (a1.k xk· + e.k xk) k=l • l 

. . . 
E Fi(t, x1, . . . , xn, x1, . .. , xn, e) ( 1) 

(' i = 1, .. . , n) 

Si le petit 
t 

paramètre E es t nul , on obtient 
n 
E ( ai k x + eik xk) = 0 ( i = 1' .... ' n) 

k= l k (2) 

a.k = ak.; e.k = ek .. 
l l -1 l 

Il est intéress an t d1 envis ager .un système ma téri el qui a pour énergte ciné-
tique Tet pou r énergie po entielle V 

1 
n 

T 
. 

= 2 E ai k X, ~k 
i ,k=l 

. 'I forme quadratique définie pos i tive 

1 n 
V - E eik x. xk 

- 2 i ,k=l 1· 
forme quadratique défi ni'e pos i tive 

Soit L = T - V 1 e 1 agrang i n du système. Les équations . de Lagrange s.ont a 1 ors 
données par 

~ (~) - ~ = 0 
dt a· . axi x, . 

i = 1, ... , n 

et on trouve exa ctement l e système (2). 

Le système (1) qui nous i ntéresse a en second membre des fonctions F;(t, x1, 

._ .. ,. xn, x1 , . .. , xn, e ) que nous supposerons analytiques en ses arguments 

(x1, ... , xn' x1, ... , xn ~ e) et 2n périodi que en t. Nous connaissons la 
forme des soluti ons du systèm~ générateur (2) 

xk ( t) 
0 

• B 

= Ak cos w t + __!, sin w t 
W -

( 3) 

Nous mettons cette expres si on dans l 1 équation (2) . Pour obtenir des condi-
tions sur w, on exprime que le résultat de cette substitution est une identit 
w2 doit être rac ine de 6(w2) = 0 
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ti(w) = dét '(eik - aik w
2
) (4) 

S ·t 2 2 • ~ 11 ·t· 1 t • ( ) t 01 wl' ... , wn n racines ree es pos, ives parce que es ma r1ces _ aij e 
(eij) ~ont défin ies posi t i ves symétriques . Su pposnns les distinctes. 
Soit wr üne des racines si mples. Alors pour cette racine il correspond des 
constantes Ak et Bk te ll es qu'il existe pk(r) r . r 2 . 

. (r) _ Akr _ 8kr _ 6ik( wr) 

\

• pk - A. - 'B:- - · ê 
lr lr ti i 1(wr) 

(r) 2 . • 2 
p1 = 1, 6ik( wr) = mineur de 1 'élément (eik - aik w ) 

(i=l, ... ,nf (5) 

Nous supposons que les n fonctions w1, . . . , wn sont liées par la relation 

wl ql + w2 q2 + . .. + wn qn = 0 qn E ~ Vn. 

Soit T
0 

la période corres pondant à toutes l es f réquences w1, ... , 
existe T

0 
car wi en relat i on linéaire à coe ffic ients rationnels). 

wn ( i 1 

Akr cos wr t 

• ( r) 
= Alr pk cos 

B 
kr . t + - s in w 

wr r 
B 

wr t + __!_!:_ p(r)sin t 
wr . k wr 

Indice o indique que xko es t solution de 1 ' équa tion (2) (E ~.O) 

.Donc 

Indice k indiq ue quell e fonction inconnue on envisage (k = 1, ... , n) 

( 6) 

Indicer indique que nous avons la partie de so lution qui correspon d à la 
fréquence w. . r 
Si on veut xk 0(t ) 
binaison linéai re 

solution générale de (2), il faut 1 'exprimer comme une corn­

des solu t ions des différen tes fréquences w . r 

Les conditions 

xko = x~;) (t ) + x~~)(t) + ... + x~~)(t) 

J i lo - xi~~ (t ) + ••• + xf~)(t) 

Î .xko: p~l) x\~l(t) + + p~n) x\~l(t) 

in itiales sont : 
n 

\ 

xk o(o·) = L 
( r) 

Alr pk 
r= l k 1, = ... ' n 

;\d ( o) = E p~ r) 81r r= l 

k=l, ... ,n 

( 7) 
k=2, ... ,n 

n 
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Supposons qu'il existe une solution T périodique du système complet (1) 
0 

telle que pour c = 0, on t rouve la solution (7). Nous allons chercher cette 
~olution par la méthode de Poincaré et nous devons donc prendr~ des condi­
tions initiales proches des conditions initi ales de la s9lution génératrice. 
Conditions initiales perturbées : 

' 

(8) 

où bkj . et ekj sont des coefficients à déterminer; 
8j( E) et yj( c ) sont les variations telles que 8j(o) = yj(o) = 0 

On exprime la solution. cherchée sous une séri e en aj Yj c où l'on doit déter­
miner les coeffi cients de ce développement. Etant donné ~e second membre de 
(1) qui est c F.( ... ), il est évident que les coefficients des termes en 8·, 

l J 
y. sont tous nu ls sauf les te rmes linéaires (les coefficie~ts doivent être J . . . 
des solutions d'une ~quation ~ aik ëk + eik ek) = 0 avec des conditions ini-
tiales nulles ~ e( t) = 0). On a .donc 

n n 
• xk(t, 8 -, y.,"c) = xk (t) + E Pk.(t ) (3 . + ;E QkJ.(t) y.+€[ ... ] 

J J · • o j=l J J J=l J 
(*) 

où Pk. et · Qk. doivent être so lutions des systèmes suivants · : 
J . J 

n 
r (ai k pkj + eik Pkj) = 0 i = 1' ... , n 

k=l 
n .. 

·E (ai k Qkj + eik Qkj) = 0 i = 1, .... , . n 
k=l 

avec pour condit ions initia l es 

pkj(o) = bkj Qkj ( o) = 0 

P kj (or = 0 Ôkj ( o) = ekj 

Puisque Qkj et Pkj sont sol t ians de 
forme : 

(2), ils s'expriment donc sous cette 

Pkj = p~lJ uil) c6s w1 t + 

(uniquement une sonrne de cos i nus car Pkj(o) = 0) 

+ p(n) u(n) t 
k cos wn 
' J 



v(l) v(n) 

QkJ. = p(l) _J_ s,·n w · t + + p(n) J s,·n t 
k w1 1 • • • k ~ wn 

(uniquement une somme de si nus car Qkj(o) = 0). 

Nous 

n 
p kj ( o) = bk j ~ bkj = t: -P~r) u(r) 

r=l J 

Ôk j ( o) = ek j ~ ekj = 2 p~ r) v(r) 
r=l J 

introduisons les ~cuve ll es quantités y~, B~ 

1 
s0 

= t: u( r) 8- · 

. r j~l J( ) J 

Yo = t: V. r Y. 
r j=l J J 

r = 1, ... , n· 

La solution (*) s' exprime 

xk(t, Br' Y r' E: ) = xk (t, 0 0 E: ) 6- ' y . ' 1 1 

0 n ( r) Y r 
+ L p - sin w t 

r= l k wr r 
00 ae 

+ L [ ekm( t) + ~ rl + 
m= l aso 1 

1 
Les conditions init ia les (8) · ' expriment: 

n 
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r=l k = 1, ... , n (9) 
{ 

X k ( O ) = xk 
O 

( O ) + L p ~ r ) 6 ~ 

• • n (r) o 
xk(o) = xko(o ) + r~l pk Yr 

On peut montrer que la dériva t i on par rapport à B~ et y~ peut être remplacée 
par la dérivation par rapport à A1r et Blr (xk est fonction des conditions ini ­

t i ales xk(o) ei da ns xk(o) les variables 6~, y~ et Alr' B1r entrent de manière 
semblable). La solut ion cherchée s'exprime alo rs comme suit 
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0 n n B +y 
= E p(r)(A + s0 )cos w t + E p~r) lr r sin wr t 

r=l k lr r r r=l wr 

(k = 1, .· .. , n) (10) 

Il reste à déterminer ek (t). On met 1 'expres sion (10) dans 1 'équation (1) m . 
et on identifie les 2 membres de la relation ainsi trouvée;pour le coeffi­

m cient de E , on obtient 1 'éq uation suivante : 
n 
E (aik ëkm t) + eik ekm(t)) = Hi m(t) 

k=l . 

où ekm(o) = 0 êkm(o) = 0 

1 dm-lF · 
avec Him(t) = (m- 1)! ( m-lJ ) 

dE E= Ü 

i=l, ... ,m 

n cherche la solu ti on de ce système par la méthode opérationnelle [l]. 
Soit 1 'équation différentielle 

dn x dn-l dx 
L( x) = ~o dtn + al dtn-Î + ••• + an-'1 dt+ an x = f(t) 

avec les conditions initiales 
• (n-1 ) x(o) = x

0
, x(o) = x1 , ... , x (o) = xn-l 

r 0, si f(t) et x(t), ... , x(n)(t) admetten t une _transformée de Laplace 

F( p) = I
00 - . f(t) est continu avec ses dérivées d'ordres 

0 

f(t) e-pt dt suffisamment élevés sur 1 'axe t, excepté en 

certains points en lesquels f(t) ou ses déri-

= [ x(t) e-pt dt 
vées ont des di scon tinuités de première espèce 
en nombre fini sur chaque intervalle fini. 

- f(t) = 0 pour t < O 

- f(t) ne croît pas plus rapi dement que la fonct ion exponentielle~ M > 0, 
3 X ~ 0 telles que Vt lf(t )I < M eÀot 

0 
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L'équation L(x) = f(t) avec ses conditions initiales devient l'équation opé­

rationnelle 
r n-1 n-1 (a

0 
p + a1 p + ... + an)X(p) = F(p) + x

0
(a

0 
p + ... + an_ 1) 

n-2 n-3 
+ xl(ao P + al P + ••• + an-2) + ••• + xn-1 ao 

ou A(p) X(p) = F(p) + B(p) 

où A(p) et B(p) sont des pol ynomes connus. La solution est 

·X(p) = F(p )Atp~(p) 

On démontre que la solution de L(x) = f(t) si elle existe est l'original de 
la fonction X(p) 

avec a > À. . 0 

x( t) 
f 

a+i oo 
_ 1 ept 
- fil 

a-foo 

Le système d'équation différentielle 
n 

F ( p) dp 

L (a.k ëk (t) + e.k ek (t)) = H1.m(t) k= l 1 m . 1 m 

devient l'équation opérationnelle 

Ckm(p) = transfonnée de Lap l ace de ekm(t) 

Kkm(P) = transformée de Lap l ace de Him(t) 
La solution de (11) est 

K. ( p) 
lm 

1 n * 2 
ckm( P) = * 2 ( L t:,. k ( P ) K • ( P)) 

6 (p ) i=l 1 ,m 

i=l, ... ,n 

i=l, ... ,n ( 11) 

développement du numérateur par rapport à la colonne où les seconds membres 
apparaissent, où 
* 2 - 2 6 (p) = det (ai k p + e;k) 

6~k(p2) est le mi ne ur algébri que correspondant à 1 'élément aik p2 + eik 
* 2 · 2 - 2 6 ( p ) = 6 ( - p ) = det ( ei k - ( - p ·) aik) 
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car on connaît les racines de 6(w2

) = 0 qui sont wr, r = 1, ... , n (racines 
distinctes) 

n K( r) 
• [ E i k l * 2 =x- 2 2 6 (p) o r=l p +wr 

(r) 2 n · 2 2 -1 
K.k = 6.k (w ) ( TI (w - w )) , 1 r s-, r s r 

Il faut revenir aux originaux et utiliser les formules 

F(p ) G(p); Jt f( T) g(t-T) dT 

. 0 

On obtient 

w 
2 2 • p +w 

sin w t 

e (t) 1 ~ [ w ~ (ws2 - w2r]-l f
0

tRk(mr)( T) .s in wr(t-T)-dT (13) . km - 6
0 

r r=l s-,r 
(r) . n 2 

où Rk (t) = E 6.k(w ) H. (t ) 
m i=l 1 r 1m 

Nous introduisons la notati on suiva~te : 

= [ 6 w TI (w~ - w~) ]-l J t R(; ) (T) sin w/t-,)dT 
o r s/.r 

s=l • o 

(14) 

En utilisant ( 5 ) on obtient 
n 

e(r)(t) elm(t) = E 
r= 1 m 

ekm(t) 
n 

p~r) _ e~r)(t) (15) = E k = 2, ... , n 
r= 1 

La solution (10) peut alors s 1 écri re : 
n n B + o 

xk(t, 0 0 E: ) = E pkr) (A + s0 )cos w t + E p~ r) r Yr 
sin wr t 8r , Yr, 

r=l r r r r=l wr 

(X) n 
e(r)(t) + 

n ae(r)(t) 
+ L [ E p~ r) L 

( r) m 80 + Pk aA 
m=l r=l m r=l 1 1 



n 
+ t: 

r=l 
k = 1, 
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••• ' n (16) 

On ne note plus le premier i ndice 1 des lettres A et B pour simplifier la 
notation. Cette solution pE!ut être présentée comme suit: 

0 0 = x(l)(t) + ... + x(n)( t) (car Pir) = 1) 

j x1(t, Sr , Yr' E) 

. 0 0 = p~l) x(l) (t) + ... + p~n) xn(t) k=2, ... , n ( 17) . xk ( t, sr, y r, E) 

x(r)(t) (A + s0) cos 
B ·+ y° 

où = w t + ( r r)sin wr t + r r r wr 
00 

[e(r)(t) + 
ae ( r) ae ( r) ae ( r) ae~r) 

t: m 80 + m 0 m 0 0 + aA1 
62 + • •• + aB1 

Y1 + aB2 
Y2 + 

m=l m 1 aA2 

+ ... ] 
m ( r = 1, . .. , n) E 

Donc, si la solution générat r ice d'un système quasi-linéaire non autonome à 

n- fréqu~nces différentes en relation linéaire à coefficients ratibnnels est 
de la forme (7), alors une solution du système complet qui pour E = 0 donne 
l a solution génératrice s'exprime sous une forme semblable (17). 

S~ l'on cherche une solution périodique de (1), on impose les conditions : 

x1 (T 
0

) -- x1 (_o) = 0 

xk( To) - xk( o) = 0 k=2, ... ,n 

(18) 

><1(To) - ><1( 0) = 0 

xk(To) - )\{ o) = 0 k = 2, . .. ,n 

Les conditions ( 18) après si mplification donnent : 
00 n 

p(r) e(r)( ) 
n ·ae(r)(T) 

... } p~r) t: [ t: + t: { m o 60 + 
m=l r=l k m o r=l aAl 1 

n ae(r)(T) 
... + t: p(r) m o 0 + ... ] m 

0 Y1 E = 
r=l k- aB1 

n aë(r)(T ) 
(19) 

00 n 
p(r) ë(r)( T ) + ( r) 

t: [ t: t: { m o 0 
m=l r=l k m o r=l aAl 

61•+ ... } pk 

. ( r) 
... + t: 

(r) aem (To) 0 ... ] 
m 0 (k = 1, ... ' n) pk aB Y1 + E = 

r=l 1 
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C - t. d • t d-t • o o o o f t. d es equa 10ns oiven e erminer s1, . : . , Bn, y1, ... , Yn en one 10n e E:, 

Pour appliquer le théorème des fonctions implicites après avoir simplifié 

par E: les équations (19), on impos·e les con diti ons suivantes 

n 
1 )( E p ( r) e ( r) ( T ) = 0 ( noté M ) 

) r=l k 1 o . _ k 

1 ~ p(r) ê(r).(T ) = 0 (noté N ) 
r=l k 1 o k 

. (k =l , ... ,n) 

Ces équations déte rmineron t les amplitudes principales A1, ... , An, B1, ... , 

Bn 

2. Nous considérons mainte ant que parmi les n f réquences distinctes w2
1, ... , 

2 . 
wn, seul -1 < n sont en rel at ion linéaire a coefficient rationnel et ~one 
c'est seulement les l fréquences qui donneront une partie périodique (soit la 
période T0) 

3 qi E ~ tel que q1 w1 + q2 w2 + ... + q1 w1 = O. 

Soit la solution génératrice de période T0 
B l 

xk 0 (t) = E p(r)(A cos wr t +_!:.s in wr t) 
k r wr 

k=l, ... ,n 
2 . r= l 

6 ik(wr) (r) 
= 2 P1 = 1 

6i 1 (wr) 

On pose le problème de la même manière. Pour le système (1), on prend les 
conditions initial es sous la forme suivante : 

l 
p(r)(A + B) + 

n ( r) xk(o) = E· E Pk _ cp r_l(A1+B1, ···•A1+Bl , Bl+yl, ... ,E:) 
r=l k r r r=rJ +l 
l 

p(r)(B +y) 
n ( r) • 

xk (o) = E + L pk 1/J r-l(A1+B1•· ··•A1+Bl , 81 +yl ' ••• ,E:) ( 2 .1 
r=l k r r r=l +l 

Les fonctions. cp r-l, 1/J r-l sont analytiques en leu rs arguments et 



<P r_ 1(A1, A2, ... , B1, ... , B1 , 0) = 0 

l)Jr_ 1(A1, .. . , B
1

, O) . = 0 

6 8 

La solution de (1) peut êt re présentée sous la fo rme (par raisonnement, ana­

logie au cas 1) 

k=l,2, ... ,n 

Les fonctions ekm(t) peuven t être calculées comme avant : 
t 

ekm(t) = ]
0 

r~
1
1wr s~l (w! - w~) ]-l f /l~) (T ) sin wr(t-T) d, (2.3) 

s-f:. r 
r =l , ... ,n 

(2.4) 

Nous notons comme avant 
t 

(r) n ·2 2 -lf (r) e ( t) = [ 6 w n ( w - w ) ] R 1 ( T) sin wr ( t-T) dT 
m • o r s -f:. r s r 

O 
m 

(2.5) 

On a n 
ekm(t) = E p(r) e(r)(t). 

r= l k m 
(2.6) 

et on a finalement la solut ion exprimée com~e sui t : 

k = 1, ... , n ( 2. 7) 
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x ( r) ( t) = ( A + B ) cos w 
B + y . 

avec t + r r si n wr t r r r wr 
00 

[e(- r)(t) 
l ae ( r) l . ae ( r ) 

+ E 
m 

Bs + E 
m Ys + ... ] 

m + ✓-: aA aB. E: 

m=l m s=l S==l s J 

r =l, ... ,l 

ou 
1/Jr- l ( B ' Y' e:) x(r\t). <P r- l( B, y, e:) cos wr t + sin wr t = 

wr 

00 

[e(r)(t) + 
1 ae ( r) l ae ( r ) 

+ E E 
m B· + E 

m + m 
aAs aB. Ys ... ] E: 

m=l m . s=l s s=l J 

r=l +l , ... ,n 

Recherchons les solutions pé r i odiques. Les condi tions de périodicité sont: 

xk( To) xk( o) = 0 (2.8) 

xk(To) - >\( ) = 0 k = 1 , ... , n (2.9) 

1 
pir) {(Ar+ Br) cos 

(B +y) 00 

[ e ( r ). ( T ) + E wr To + r r sin wr T + E 
r=l wr 0 m=l m o 

l 
( r ) • ,. ae(r) 

L 
aem 

E 
m e: m} + aAs 6s + ass Ys + .. . ] 

s=l. s=l 

+ 

1 ae ( r) l ae ( r) 
E m B + m m + 

aAs E 
ass Ys + ... ] . e; } -

s=l s s=l 
l 

p(r) {(A +B ) + ; [ e(r)( o) + 
l ae(r)(o) 1 aelr)(o) _ . m 

E m 
L aA 8s + E a B Y' s +. • •• 1 e: } 

r=l k r r m= l m s=l s s=l s 

n (r) 1 ae(r)( o) l ae(r)(o) 
El. Pk {cp r-1( B,y ,e:) + ~ [ (?(r)(o) + E maA Bs + E mas Ys+··] e:m} =0 

r= +l m=l ~ s=l s s=l s 
k=l, ... ,n 

De même pour (2.9), 
cos wr T

0 
= 1 
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car T
0 

est l a pé riode commune au·x fréquences wl, ... , w1 et 

s in wr T = 0 1 ¾ r ¾ 1 
0 

e(r)(o) = 0 Vr è(r) (o) = 0 Vr m m 

Il reste 
n 

p~r) 
\/Jr-1 (B,y ,c ) 

,: (<P r- .l (B,y ,E:)(cos wr T - 1) + sin wr To) 
r=l +l 0 wr 

n 
p ( r) 

CO 

[e(r)(T ) + 
1 ae ( r) 1 ·ae·(r) 
E m B + E 

. m + ... ] E: 
m 

0 (2.10 + E E Ys = 
r=l k m= l m o s=l aAs s s= l aBs 

k=l, ... , ·n 

Pour l 'équation (2.9) il res te 
n 
E p~r) (- wr <P r_ 1(B,y,E)sin_ wr T

0 
+ \j! r _1(B,y ,c)(cos wr T

0 
- 1)) (2.11 

r=l+l 

m Ys+ ... ] c = 0 

k= l, ... ,n 

Pour k = l +l, .. . , n (2.lüf et (2.11) donnent un système linéaire en <P r-l et 

\/J r-l quel 'on peut résoudre et déterminer les cp r- l et \/J r-l en fonctions de 
B, y et c par le théorème des fonctions impli cites parce que le déterminant D 
du système ~st non nul. En effet, si 1 'on ch erche une solution particulière 

du système non perturbé sous la forme suivante 

n ( ) ( ) sin wr t 
yk(t) = E (pkr D k cos w t + pkr Erk ---) (k = 1, ···~ n) 

r= l r r wr· 

où Drk et Erk son t des constan tes à déterminer et si 1 'on impose les condi­
t ions de pé riodicité : · 

on obtient 

yk(To) - yk(o ) = 0 

yk(To) - yk(o ) = 0 (k = 1, ... , n) 
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n 
p~r ) 

n ( r) E sin wr T 
E Drk(cos T - 1) + E 

0 0 wr pk rk = 
r= l+l 0 r=l+l wr 

n 
p(r )(- w ) D 

n 
p ( r) E ( cos E sin wr T + E wr T - 1) = 0 

r= l+ 1 k r rk 0 r=l+l k rk 0 

On a un systême li néaire homogêne en Drk et Erk qui ne peut pas avoir la solu­
t ion autre que l a solution t r iviale puisque l es f réquences wr pour r = l+l, 
. .. , n sont les fréquences non résonantes. Donc le déterminant D est non nul 
[ 7 ] . 

On remplace $ 
1 

et ~ 1 par leur expression en sé rie de 8, y et E dans les l r- r-
premi êres équations des systêmes (2.10) et (2. 11) et on obtient 2 l équations 
en 8, y et E qui do ivent déterminer 8 et y en fonc tion de E par le théorême des 
fonctions implici tes. 

prês simplificati on des équ at ions obtenues par E, les deux conditions à impo­
. ser sont 

- pour E = 0, le sys t ême obte nu doit être nul et on cboi~ira A1 ... A1, B1 .. . 

B1 tel s que ce so it vérifi é . A1, ... , A1 , B1, ... , B1 ainsi déterminés 
seront les ampl itudes. principales qui défini ssent. le systême générateur au 
voisinage duquel i l est pos si ble d'obtenir des sb lutions T périodiques. 

' 0 

- le jacobien du sys tême doit être non nul. 

Il est in té ressant de remarquer que l e fa it d'introduire les pertur-
1 

bations des condft ions initial es de maniêre linéaire avec les constantes qui 

i nterviennent dans la solution génératrice permet d1 expr1mer la solution géné­
rale sous une forme t rês simpl <~ .· 



V. Reche rche de solutions périodiques po ur un système 
non l inéaire perturbé. 
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Recherche de so l utions périodiques d'un système non linéaire perturb 

Introduisons que lques no t ations 

. x = (x 1, ... , ·xp) 

h = (h 1, ... , hr) 

B = (B1, ... ,. Br) 

a E R 

K = (k 1, . .. , kr ) 
m m 

amK a k1 a kn 
m = (-,n, ... ' -m-) 
aa aa aa 

Nous d_éfi ni ss ons un opérat eur linéaire en K qui s I écrit 

et qui 

ex. 

al ors 

amK 
ou - Bm 

ahm 
représente l'expression 

E 
amK 

m1+ ... +m =m . r 
ml 

ah1 ... 
m 

ah r 
r 

si B E R2 , R E R2 

a3K 3 3 a3K 2 = a K 83 + 
~ B ~ 1 2 B1 B2 + 

1 ahl ah2 

La linéarité en K est évi de nte 

ml 
B1 

a3K 

m 
B r 
r 

2 
ahl ah2 

B1 82 
2 

3 
+ a K 83 
~2 

2 

R (a k1 + K2' h, B) = m a R ( K
1 

m ' h , B') + b Rm ( K2
, h, B) 

a,b E R, K1, K2 E Rn 

Dans le cas général oü l 1 0 n a k vecteurs B(l ) . .. B(k) de même dimension que 
h, on définit l 1 opéiateur noté 

P1···Pk . (1) 
Rm ( K, h, B , ... , 

oü P1 + P2 + .. . + pk = m. 

Cet té notation représente· l I expression . : 
ami< (l)a 11 

E m m 81 
m1+ •.• +mr=m "' h 1 "'h r 

o 1 ... o r 
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où ~j E J'l, i = 1 ... k, j = 1 
r 

r tels que 

L a, . = p. 
j=l lJ 1 

r 
L a • . = m. 

i=l lJ J 

Cet opérateur es t linéaire en K . . 

X. = X(x, t) + E f(t, X, E) ( 1. 1) 
x E Rn 

X E Rn X analytiq tJ e en x sur domaine G c Rn 

f E Rn f analytique en x sur domaine G c Rn 

X, f conti nu, w- périodique en t 
f analytiqüe en E E petit paramètre. 

Eguation_génératrice_: 

x( o) = X(x( ) , t) ( 1. 2) 

Soit x(o) = (j>(t, h) une fami lle de solutions w-pé riodiques dans G où h = (h 1, 

. . . , hk) k ~ n (hi = constantes arbitraires, k pa ramètres). 
Nous utilisons l a méthode d Poincaré pour rechercher les solutions w-pério­
diques du système complet (1 .1) qui pour E = 0 co rrespondent aux solutions du 
système générateur (1.2). 

Eguations_aux_variations 

y = (~) y (1.3) ax 
0 

La notation ( )
0 

veut dire q e 1 1 0n évalue 1 'e xpression entre parenthèse pour 
X=(j> (t,h). 
Soit y(l) y(n) un système princi_pal des soluti ons des équations aux varié 

t ions 
. ( i ) • 
Y . (o)=o .. 

J lJ 

Le système générateur admet une famille de soluti ons w-périodiques à k para­
mètres, donc : 
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et tous les mineurs d'ordre n-1, ... , n-k+l sont nuls. Mais il exis t e un . 
mineur d I ordre n-k qui est non nul , soit 

Supposons que ce mineur cor esponde au bloc 

inférieur droit de la matri ce (Y( w) - I) 

1. Recherchons la solution x( t, 8, E) qui correspond aux conditions initiales 
perturbées suivantes 

x( o) = cp (o, h .+ 8) + iµ (E, h + R) ·, (1.5) 

8 = (81, ... , Bk) vecteur de même dimension que le nombre de paramêtres qui 
entrent dans la famille de so lutions génératrices 

x1(o) = cp l ( ' 
h + 8) + 0 iµ = (o, ... ' o' iµk+ 1 '. ' ' ' 

x2(o) = cp 2(o, h + 8) + 0 8( E) = ? te 1 que 8( o) = 0 

xk (o) = cpk ( o, h + 8) + 0 

xk+l(o) = cpk + l ( o, h + 8) + iµ k+l( E,h+ S) 

xn (o) = cpn(o , h + 8) + iµn( E, h + 8) 

iµn) 

On introduit que k perturbations indépendan tes ~l Bk et les autres per-
turbations (iµk +l ... iµn) son t a déterminer en fonction de Bi, i = 1 ... h 
On introduit auss ~ les pertu rbations Bi de maniê re linéaire avec les para­
mêtre·s h. 

1 
2 

E + • •• - (1.6) • 

avec . B ( s ) = ( O , 

Nous cherchons alors x(t, 8, E) sous la forme sui vante 

00 (s) ae(s) + 1 a2e(s) 
0
2 + s 

x(t, h+B, E) = E (e + ah 8 7 ah2 µ .. ,) E (1.7) 
S=O 

Les dérivées partie lles par rapport ah et non par rapport a 8 sont justifiées 
pa r le fait que h et S entre t de maniêre "symétrique linéaire" dans les con­

ditions initiales do nc aussi dans la solution x(t , h+B, E). 
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On doit donc trouver e(s) = e(s)(h, . t). La première détermination (s = 0) 

est évidente car on veut .que x(t, h+ B, E) soit égal à la solution génératrice 
x0 = ~( t, h) pour E = O; donc e(o) = ~(t, h) = x(o) •. 

Pour déterminer e(s ), s ~ 1, on met la série (1.7 ) dans l 1équation (1.1) et 

110n identifie les coeffici ents de même puiss ance de E , On obtient alors 
un système d'équations différentielles en e( s ) 

s ~ 1 (1.8) 

et lJon a pour conditions initiales 

. _e~s)(o) = 0 i = 1 , ... , k 

e(s~(o) 
k+J = B( s ) 

k+j j = 1, ... ' n-k 

( 1) 
= f(t, ~, o) (1.1) = x = -X(x, t) + E f ( t, X, E) 

Mettre la série (1 .7 ) dans (1 . 1) et identifier les coefficients de El 

• ( 1) 
=~I - + f(t, x0, 0) e 

E=O 

= (~) dx l + f(t o 0) ax dË: , x , 
0 . E=O 

• ( 1) 
= (~) (l) + f(t, x0 , 0) e ax 0 

d' où f(t, ~(t,h), 0) = H ( 1) . 

H( 2) ? On i denti fie le coefficient E 
2 = 

• ( 2) e . 
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• d ~ H(2) = 1 ce qui correspon a (2-l)! 

et ainsi de sui t e pour H(s ) . 
On remarque que pour s fixé , H(s) est exprimé a l laide de e(j) pour j < s. 

Donc e(~) = so l ut ion générale dei •~quation aux variations plus solution par­
ticulière_ del ' équation non homogène 

ë (s) = (~) e(s) + H(s) 
ax 

0 

Soit A = (y(i)( t) ) système fondamental del ' équa tion aux variations 
J . 

Y=(~ ) Y~ e(s )(t) = A B(s) + r(s) s = 1, 2, . .. (1.9) 
ax 

0 

avec r (s) = (yi s), ... , y~s ) ) une solution parti culière de (1.8) de condi­
tion initiale nu ll e parce q e B(s) doit repré-senter les conditions initiales 
de e(s)(t) et que A(o) = (yf )(q)) = I. On a don c l'expression de e(s)(t) en 
fonction de B(s) et r(s). 

2. On doit mainte na nt impose r les conditions de pé riodicité. Le système est 
non autonome donc w est la p· riode de la solution 

x{w, h+B, E) = x(o, h+B, E) 

x(w, h+B, E) = cp(o, h+B) + l)J ( E' h+B ) (2.1)" 

cp (w) ·+ a:~w ) B + ½ 2 00 ( ae{s)(w) q s2 + ... + E [ e s) (w) + B + ... ]E 
ah s=l ah 

cp ( 0) + ag,(o ) B + 1 2.~ B2 + .. •. + ; [ B(s) aB{s) s 
ah 7 + ah B + •• •] E 

ah s=l 
Ma is cp (t, h+B) est pé riodique (w ) en t, donc les éq uations se simplifient 

s 

; [ e(s) {w) ae(s)(w) s 
00 

(s) aB5 s 
~ l, + ah B + ... J E = E r B + ~ B + .. ·1 E ( 2. 2) 

s= l s=l an 

n équations 
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- Considérons les n-k dern ières équations du sys tème (2.2). En égalant les 
coefficients de même puiss an ce de E 

Mais ( 1. 9) 

(n-k dernières composantes) . 

n- k (k+) 
E y p (u>) 

q= l k+q 

p = 1, ... , n-k 

Donc 

p = 1, ... , n-k 

0~ y(s) est indépendant de s( s); donc on obti ent un système algébrique avec 
S(s) · • 1 k k+p comme 1·ncon nues p = , . .. , n-
Le déterminant du système correspond justement au mineur Dk f O (bloc infé­
rieur droit · de 1 a mat ri ce j·y ( i ) ( w) - ô .. 1 ) . 

Donc les équations détermine~t s~!) p
1
~ 1, .. . , n-k (les dernières composan­

tes); e(s)(t) es t connu pour l es c~mposantes e~!i • ... , e~s)_ 

Donc xk+l(t), .. . , xn(t) connu et périodique i ndépendamment de la valeur de 
h+S. 

- Considérons main tenant les k prem1eres composantes du système (2.2) 
Rappel : sis) = si :1 = sis) = o V(s) ( ⇒ ams = O) 

ahm 
Le système (2.2) devient alors 

~ (é'(s) (w) 
s=l 

(2.3) 

o· ~(s) = le vecte ur a k compos antes efs) ... eis) _ (2.3) doit 'déterminer 

8(E). Divisons (2 .3 ) par E et groupons en puis sance de s . On obtient alors 

. -~ é' (s)(w) 
· s=l 

oo ~( s) oo 2~(s) 
Es- 1 + ( L ae Es-l) S + ~ ( E a e Es-1) 82 + . . =O (2.4) 

s=l ah L s=l ah 2 

quasipolynome qui doit détermi ner 8 en fonction de E tel que S(o) = O. Pour 
appliquer le théorème des fane ions implicites, i l faut quel 'expression (2.4) 
soit sati sf aite pou r E = 0, 8 = 0 
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Donc il faut 

( 2·. 5) 

11 faut donc choisi r h1 hk racines de ces équat ions (2.5). Soit h0 = 

(h~, ... , h~) ra cine des éq ua tions (2.5) • si B(E) peut être trouvé • 

x0 =~ (t, h0 ) est une sol ~tion génératrice au vois inage de laquelle il existe 
une solution w-périodique x( , h+B( E), E) qui est solution de x = X(x, t) + 
E f(t, x, E) (x0 = ~(t, h0

) est la première ap proximation de x(t, B(E)+h 0
, E)) . 

Le nombre et la structure de branches de B(E) d'ap rès (2.4) détermine le nom-
re et la structu re des solu t i ons x(E) : Si h0 est racine simple de (2.5), 

c' est-à-dire 

"= 1aé'(l)(w) 1 
L.l ah ho 1 0 

• B(E) = A(l) E + A( 2) E2 + . . . (3.2) (le th éorème des fonctions implicites 

est applicable}. Il existe une solutionB(E) que 1 'on peut trouver sous forme 
de série de E. On me t cette expression dans (2.4) et 1 'on obtient en égalant 
les coeffi cients de mê me puis sance de E (ordre par ordre) des systèmes algé­
br iques qui permet tent de déterminer A(l), A( 2), . . . car le déterminant des 
sys tèmes es t 

a~(.1 ) ( w) 1 • 1 
ah ho f o 

Si h0 est racine do ub le de (2. 5) c'est-à-dire que 6 = 0, il existe un mineur 
d' ordre k-1 qui est non nul. Supposons qu'il es t situé dans le coin supé­

r ie ur gauche . Soit 6kk -1 O. 

Soit dans le cas 13 = (81, ... , Bk_ 1) 

l = i( l) E + i (2) E2 + • .. + (&(o) + t(l) E + .,.) Bk+ 

+ (e( 0 ) + e( 1 ) E + ... ) s ~ + . .. ( 3 . 4) 

S es t calculable comme B dans l e cas où 6 était non nul car b. kk / O. Il reste 
Bk qui doit être déterminé. 

8 étant déterminé en fonction de E et Bk, on met son expression analytique 
(3 .4) dans (2.4) et 1 ' on obtient une équation du type suivant : 



2 
+ (ro + rl s + . . . )Bk + = 0 

r . , q . , p. peuvent être dé t e-rmi nés, par exemple 
J J J 

avec a(i), b(j) vecteurs de dimension k; 
les k-1 premières composantes sont i(i.), F(j) , . .. de (3.4). 

Les composante~ k pour i = 1, 2, ... et j = 1, 2, ... sont nulles sauf 
b(o) qui a pour kème compos ante la val~ur 1. 

79 

(3.5) 

Il faut résoudre (3.5). Condition F(O, Bk) = 0 9 r
0 

B~ + s
0 

B~ + . .. = 0 

On doit utilise r maintenant l e théorème de prépa ration de WEIERSTRASS pour 
trouver les pol ynom~s marqués puis _on doit chercher 1·es petites solutions du 
système polynomi al trouvé. 



Application i = X(x, t) + ~ f(x , t, E) 
2 ; 

j ~ + x + k zn = E [V1 cos t + v2 sin t + a(l - x )x] 

1z+Z= E X n;;:i, 3 nEI'l 

- k x~ ·+ E [Vl cos t + V2 sin t + a(l - Xi)X2] 

+ E x1 

Nous avons alors le système générateur (E = 0) 

k xn · 
3 

Ce système admet comme soluti on générale x(o) = cp (t, h) 

\ 

x l O) = h 1 cos t +. h 2 si n t 

;~o) = - h1 sin t + h2 cos t 

x~o) = 0 

L' équation aux variations est y = (~) y 
ax 

0 

(

~1-
0 1 0 

0 (:) 

-1 0 -knXn-l Y2 = . 3 

Y3 0 0 - 1 

8 0 

(1) 

(3) 

( lo veut dire quel 'on calcul e l I expression entre parenthèses pour x = x(o). 

Donc 

G:) {-~ 
1 0 Y1 

0 0 Y2 

0 - 1 Y3 

Ce système aux variations adme t comme système fond amental le système suivant 

( 

cos t 

. cp (t)= -si~ t 

sin t 
cos t 

0 

cp (o) = I 



0 

1 

0 

0 0 0 

D = 1~(2n) - Ij = 0 0 0 = 0 
.Q O e - Zn_ 1 

Il existe un mine ur d'ordre 1 f O avec les notat ions .de la théorie, on a 
k = 2. 
Conditions initiales perturbées : 

81 

~

, x
1 

(o) = h
1 

+ s1 + 0 

x2(o) = h2 + s2 + 0 

avec ~(t , h+B) solution génératrice 
(4) 

X3 (0) = + ~3{ E, h+B) 

~(E, h+ B) = B(l) E + 8( 2) E2 + avec B(s) = (0, 0, Bis)) 
00 (s ) ae(s) 1 a2e( s ) 2 s 

. Soit x ( t , h + B , E) = E ( e + ah B + 7 2 B + ... ) E 
s=o . ah 

e(o ) = ~{t, h) 

On a par les formul es (1.8) de la théorie que e(s ) est solution des équations 
suivantes : 

=U 

1 

_n 
ë(s )(t) 0 e(s) (t) + H(s)(t) 

0 

H(s) (t) 1 ds-lf 1 éx s 
= (s-1)! ( s-1) + ëT [ ~ - - (~) E...._X.1 

s. d s ax s dE E=O E· 0 dE E=O 
B=o s=o 

= ( ~! cost + v2 sint + a(!-(h1cost+h 2sinti2)(-h1sint+h 2cost)) 

h1 cos t + h2 sin t . 

e~ l) = ? eil) =? 



\

ëp)(t) = ep )(t) 

ë~ l)(t) = - ef1)(t) + H~l) 

ëi l)(t) = - eil) + Hil) (* ) 

• ri1){t ) = A cos t + B si n t • 

(*) - A sin t + B cos t = - A cos 

donc 

- A= - B + h2 

B=-A+ l · 

Par ( 1. 9) on a 

ei 1)(t) = si 1) e-t + ½ (h 1 + h2)s i_n t + ½ (h 1 - h2)cos t 

Dans ·cet exemple ep ) et efl ) sont égaux à rp) et rfl) 

\ :1:: = ~ :::: . : : :: )t) B;l ~ + ( ~1::) 
B(1) = ? 
3 

Donc 

~~1) + e~l) = A~l) 

82 

~fl) + ef 1) = H~l) = v1 cost + v2 sint + a(l-{h 1 co~t + h2 sint) 2) 

{-h 1-sint + h2 cost) • 

H~ l) = (V 1 + a h2)cost + (V2 - a h1)sint + (a hi - 2 h1 h~ a)cos 2t sint 
2 3 2 2 .3 • 2 3 + (2 hl h2 a - a h2)cost sih t .+ a hl h2 si n t + a h2 hl cos t 
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On peut voir ais ément que la condition i 1(2TT ) = 0 peut s'exprimer ici par 

I
2TT 

0 

sin t HP ) ( t) dt= 0 

I
2TT 
O cos t H(l 

. 2 (t) dt= 0 

Formule de Cardan 
D• • • 3 2 l' . t· 1scr1m1nant = p + q avec èqua ,on 

V2 
4 a 2 

e ( l ) ( 2TT) 
1 .. = 0 

ep) ( 2TT) = 0 

sous la forme y3 
+ 3py + 2 q = 0 

2 
4 v2 

p = - J a( Vi + V~) = - 3 (Vi + V~) 

2 v3 
2 q = --,.2.------..2.--

a ( V 1 + V2) 

D > 0 . ⇒ l'équation admet une so l ution réelle (2 complexes) 
D < 0 ⇒ l'équation admet trois so l utions réelles 
D = O ⇒ l'équation admet une solution triple (si p = q = 0) 

une solut i on double (si p3 = - q2 ~ 0) et 1 simple. 



• 

Cas intéressant : D = 0 
Il J. 

' l.) ( v, -:1 "• 

3 
A=2Fcï=-2 

= 

hl 
3 v2 = - --a 
Vl 

h2 (-= - V:: . 
2 

V 
3 ~) a 

a 

GL 

3/4fv 
-2 /~ 

a a2 

- --a 

8 4 

avec 16 ~2 = 27(V~ + V~) 

V 
Supposons v1 = - v2 ~ h2 = 3 --l-· = h1 (amplitudes qui déterminent la solu-
tion génératrice qui admet dans son voisinage une solution 2TT-périodique du 
système complet. 
Comme dans la théorie dans le cas des racines multiples, on exprime une partie 
de B en fonction des autres 

s = 13 1 
131 = a(l) E: + a(2) / + ... + (b(o ) + b(l) E: + ... ) B2 

+ (e(o) + e(l) E: + ... )B~ + •·· 

Po ur déterminer les coefficients on remplace cette série dans les conditions 

de périodicité (2.4). 

On obtient une équation en s1 et E:. On égale les coefficients de même puis­
sance de E: et s2 dans la première composante de 1 ' éq uation (2.4). • Ces coeffi­
cients s'obtiendraient · après 'dé t ermination de i( 2) (w), ce qui demande des cal­
cul s semblables à ceux· de la dé t ermination de i(l) (w) mais plus fastidieux. · 

Il reste alors à déterminer _l3 1 en fonction de E: à l ' aide de la deuxième com­
pos ante de 1 'équation (2.4). 
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Annexe 1 : Exemples de calculs pour dêtermine r une .êquation 
dêterminante . 



ANNEXE 1 : ExQlicat ion_du_tableau_l. 

Soit l' équation de bifurcation 
4 

1 d Ml 4 
+ 71T ----ir 6 

'+: dA '+ 
0 

dM2 dM3 2 
+ (ct'",l\ E + a]\ E + ... ) 6 + 

0 0 

+ ... 

2 2 3 
1 d M2 d M3 2 1 d M2 

+ 2 ( ---:-:-z E + ---:-:-z + . . . ) 6 + TI ( ---::3" E 
dA dA • • dA 

02 0 o 

8 5 

3 
... ) 6 + . . . =0 

d ~\ 
1. Si 12 f. 0, ---:-:-z f. 0 (la plus petite puissance de E pur est 1; donc, il 

dA 
0 

y aura le point (0, 1) dans le diagramme de Newton et la plus petite puis­
sance de 6 pur est 2; donc le point (2, 0) sera le point extrême du diagramme). 

dM 
Le coefficient a/- s' il est non nul , donne un poin t (1, 1) qui ne sera pas sur 

0 

un segment du diagramme de Newton (par constructi on on ne prend que des seg­
ments descendants). 

2 
1 d Ml 
2 ---:-:-Z (Al/2 dA 

0 

El/ 2 + 

Donc 6(E) peu t s'exprimer en série de 
El/2 

1/2 
= Al/ 2 E + • . • (1) 

On remplace l'expression de 6(E) dans 

l'équation de bifurcation : 
3 

2 1 d t\ 1/2 3 
.. . ) +TI~ (Al/2 E + ... ) + ••• 

0 
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En annulant le coefficient de la plus petite pu issance de Eon obtient l 'é­
. 2 

- . 1 d ~1 2 
quation determ, na nte "2" --.:7 A112 + M2 = 0, ce qui détermine A

112 
(il existe 

dA · 

deux solutions réelles si M
2 

i~, 
et~ sont 

dA 
0 

de signes opposés). 

Le principe de ca l cul des équations •déterminantes et des coeffi c_i ents du déve-
1 oppement de B(E) en série de E est le même pour tous les autres cas. 



Annexe 2 Etude de la stabilité des solutions d'une équation 
quasi-harmo ique. 
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ANNEXE 2 

Etude de la stabilité des so lutions 
(explication du tableau 3) . 

périodiques du système quasi-harmonique 

. • d2Ml 1/2 
1. M2 f O; 7 f O; B = A112 E + 

0 2 

Equation déterminante 
1 d ~\ 2 
"2" -::-z Al/2 + M2 = 0 (annexe 1). • 

dA 
0 

2 
d Ml . 1/2 

= 1 + {7 (Al/2 E ) 

0 

2 
dM2 d M2 1/2 2 

+ { + ~ (Al/2 E ) + • ••• }€ + 
o dA 

0 

La condition de stabilité étant pl< 1, il faut donc que le coefficient 

du terme de plus petite puissance de E soit négatif: 

d2M 
1 1 

7 Al/2 < O. 
0 

Le principe de calcul est le même pour tous les autres cas. 

Etude de la stabilité des solutions périodiques du système quasi-harmonique 
dans le cas des racines mul iples de 1 'équation déterminante. 

ct2M 
2. M2 = O; l t O; B = ~l El+ 

7 
0 

Equation déterminante 

a) A1 racine simple . la condition de stabilité est 

ct2t\ dM2 0 -::7 A +~< 
dA l 

0 
0 



ir,1 
b) A1 racine do uble dans~ A1 dA 

0 
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On cherche 1 'approximation suivante : A = A1 E + V V(E} =? 

On porte cette expres s ion de B(E) dans 1 'éq uation de bifurcation et on 

obtient 

dM3 
+ ëfA Al E 

, 0 

2 

2 
2 d Ml 1 

V) ~ + -,,r ( A1 dAC _,: E + 

0 

2 dM3 3 2 
E +EV)+~ (Al E + E V)+ 

0 

3 

2 
2 1 d M3 2 2 

E + v) E + 1 ~ (A1 E + v) ·E + 
dA 
3 0 

3 1 d M2 2 3 
A1 + V) + TI~ E (Al E + V) + 

dM3 2 
+ dA E 

0 

0 
2 mêmes puissances de E 

2 
2 d Ml dfv12 

E +{~Al+ dA} 
dA o 

0 

d3M 1 
V+ 3 ~ Al E 

dA 
0 

2 . 

V + ... 
1 d M2 3 i + 2 +z-:-.:7 (E 1 dA 

0 
3 

= 0 

2 E A1v + E v2) + 

1 d M3 4 
2 E3A1V + /v2) 

1 d M2 4 3 3 3 2 2 2 
+ l -:-.:-z ( E + + TI~( E Al + 3AlE V+ 3A1E V + A1EV) 

dA 
0 0 

+ = 0 

Le coefficient de E:
2 est nul car ·A1 est racine de 1 'équation déterminan~e. 

Le coefficient de E V est nul ·car A1 est racine doub le de l'équation détermi­

nante. Il faut don c appliquer la méthode du diagramme de Newton pour ·déter­

miner V( E). 
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Le point (2, 0) E diagramme de Newton car la- plus petite puissance de V pur 

qui appa rait dans l ' êquation précétlente est 2. 
Le point (0, 3) E diagramme de Newton car la plus petite puissance de E pur 

qui apparait dans l'équation précédente est 3 si son coefficient est non nul 

â 1 d3Ml 3 1 d2M2 dM3 • 
P3(Al) = b --.-:-1 Al+ -z --::-2" + ëfA" Al+ M4-/ 0 

dA cA o 
0 0 

' Le point ·(1, 2) fi. diagramme de Ne1>1ton car il est au-dessus du segment du 
diagramme qui relie (0, 3) et (2, 0). Donc, on ob tient le diagramme sui­
vant 

~ 

1 On met S(E) = A1 E 

les coefficients de 

• Donc V( E) = A3/2 E
312 

Pour déterminer A312 on utilise la 

méthode des coefficients -indéterminés. 

+ A312 E
312 dans l'équati on de .bifurcation et on annule 

plus pet i tes puissances de E 

iM 
- t. d- t • t d A l l A2• P 0 ⇒ equa 10n e erm, nan e e. 312 = -z --::-z 31 2 + 3 = (2) 

dA 
0 

La condition de stabilité es toujours que p = J!:-- j < 1 
1 dM T 

2 ° 0 
d Ml 3/2 

P1 = 1 + ---::-z A3/2 E E + ... < 1 
. dAO 

(après simplification en ten ant compte que A1 est racine double de la prem,ere 
équation déterminan te et que A312 est racine de la seconde équation détermi­
n.ante). Donc il f aut 

2 d M1 . 
-:-::-z A3 /2 < 0 

dA 
0 

On remarque que l e premier membre de la conditi on de stabilité est la dérivée 

del 'équation déterminante (2) par rapport à A312 . 



Annexe 3 Quelques no ti ons sur les divi seu rs élémentaires (GANTMACHER) 
et sur la recherche de solutions particulières d'.un système 
X = AX par CHETAEV. 
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Une .matrice polynomiale A(À) peùt êtr e ramenée par des transfoY'171ations élé­

mentaires à une f orme diagonale appelée canonique . _ 

- A( À) matrice polynomiale ~ A(À) peut s'écrire comme un polynome en À à 

coefficients ma triciels A( À) = A
0 

Àl + A1 Àl -l + ... + A1_1 À+ A1 
Ai = matrice constante, i = 1, ... ,· 1. 

Opérations élémentaires sur A(À) matrite quel conque rectangulaire 

.1) multiplier 1 l igne (1 co l onne) par une constante non nulle c E R
0

; 

2) additionner à une ligne ne autre ligne mu lti pliée par un polynome 
a rb it rai re b ( À ) ; 

3) permu~er 2 l ignes (de même sur les colonnes). 

A(À) matrice polynomiale rectangulaire mxn peut êt re ramenée à la forme cano­
nique suivante 

·o 

où s ~ mi n(m, n) 

ai( À) polynome en À non identiquement nul 

i < j ⇒ aj( À) divisible par ai( À), 
l ~ i,j ~s 

Le coefficient de la plus haute puissance de À dans aj( À) est 1. 

- Soit A( À) une ma trice polynomiale de rang r. 
Soit Dj( À) ~ le plus grand commun diviseur de t ous les mineurs· d'ordre j de 

A(À ); nous supposons que le coefficient de la pl us haute puissance de À dans 

Dj (À) est 1, j = 1, ... , r:- ⇒ dans la suite Dr( À); Dr_ 1p,); ... D1(À); 
D

0
(À) = 1, chaque pol ynome est divisible par le polynome précédent (décompo­

sition de Bezout par rapport aux éléments d'une l i gne d'un mineur arbitraire 

d'ordre j, chaque t erme de la décomposition est div isible par oj-1(À). Donc 
to ut mineur d'ordre j et par sui te, Dj( À) est al ors divisible par Dj-1(À)). 

Les quotients correspondants s ront désignés par i 1(À), ... , ir( À) 

. Dr(À ) o;_l(À) Dl( À) 
ll( À) = D (À); iz( À) = D p _); ... ; i r( À) = D (À)= D1(À) 

r -1 r-2 o . 
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Ces polynomes son t .appelés l es polynomes invar iants de la matrice rectangu­

·la-i _re A( À). Le mot invari an t est justifi é car si on envisage deux .matrices · 

A( À}' et _B_( À)_ te lles que B( À) soit obtenu à parti r de A( À) par des transfor­

mations élémentafres, on démontre que A( À) et B(À) ont alors- les. mêmes poly ­

nomes invari'ants i
1

(. À), .. . ,. ir( À); _(le~ opér ati ons -élémentaires ne changent 

ni le rang de A( À) ni les po lynomes Dj( À)). 

Or la matrice can onique est obtenue· par des· trans formations élémentaires à 

partir de A(>.) , don c les pol nomes invariants de la forme c.anoni.que_ $O_nt ceux · 

de la matrice A(>. ). Il est aisé de voir que·· ces :pol_ynomes invariants sont' 

ceux qui sont sur la diagonale 

donc i 1( À) = ar (>.) ; i 2(>.) = a (À)· r-1 ' ... ; ir( À) = ai ( À). 

Dé composons l es 

tibles 

i 1( À) 

i 2( À) 

i ( À) r 

Ici <f> j (À ) sont 

élevé en À ·est 
e 

f<P1P)l i, ... , 

A (À ). 

po l y nomes i nvariants i 1( À), . .. , ir( À) en facteurs i rréduc- • 

e e es 
= [<P 1( À)] 1 f <P 2( À)] 2 [ <t' s( À)] 

d d ds 
= [ <P 1( À)] 1 [ <P2 ( À)] 2 [ <P s( À)] 

ck ~ dk ~ ... ~ \ ~·o 
l , l l 

k = l, 2, 
[ <P 1P)l 1 [ <P 2(À)J 2 [ <Ps ( À)] s ... ' s 

= 

des facteurs i rrédu~tibles dis tinc ts (le coefficient le plus . 

1) . 
1 

[ <P s( À)]s • sont appelés diviseur s é lémentaires de la matrice 

Si A est une matrice constan te (carrée), les diviseurs élémentaires de la ma­

t rice polynomial e (A - ÀI} son t aussi appel és divi seurs él émentaires de la 

matrice A. Il est important également de voi r le lien qui exist~ entre la 

matrice de Jordan as soci é. à A et les diviseurs élémentaires de A. 

On démontre que si A est équivalent à sa matri ce de Jordan Jet que J admet 

un bloc de dimens ion n assoc ié à la valeur propre Ài de A, alors A admet pour 

diviseur él émentaire (A - Ài )n (et r éciproquement). 
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Recherche de solut ions parti culières d'un syst ème linéaire : 

Soit le système i = AX, A-- ma t rice carrée cons tante (n x n), x e ~n 
CHETAEV t 8 ] propose de chercher 1 es so 1 uti ans pa rticulières sous 1 a forme 

suivante : 

avec Ak vecteur constant de di mension n 
·À une constante à détermi ner 
m une puiss an ce entière à déterminer pour ch aque À. 

On trouve que À doit être ra ci ne de dét(A - ÀI ) = 0 = 6( À) (valeur propre): 

Cas 1 Soit À= Ào racine · s i mple de 6( À) = 0 
À

0
t 

⇒ m = 0 ⇒ X(t) = A
1 

e A
1 

à détermine~ par coefficients indé-

terrni nés. 

• Cas 2 : Soit À = Ào racine de multiplicité µ de 6(À) = O. avec diviseurs élé­

mentaires simples (puissance 1) 

Ào 
Ào µ 

A '\, 

(multip licité de Ào moins 1) 

p- l 
X(t ) = (A t · +A ⇒ 1 ( µ·· 1) ! · 2 

F vecteur e Rn. 
On démontre égaleme nt que si 1 1 0n dérive F(t) par rapport à t, on o~tient 

encore des solutions particul i ères de X= AX 

(k-) _ dkF(~ ) Àot 
X - - • e 

dt 
k =l, ... ,m 

Donc pour la raci ne À .. de· multiplicitéµ = m+ l , on obtient m+l solutions par-a . . 
ticulières qui sont indépendan~es (car la plus ha ute puissance de test diffé-

rente pour chaque solution). 
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Cas 3 : Soit À= Ào racine de multiplicitéµ de ll(À) = O. On suppose que 
tous les mineurs d'ordre n, n-1, ... , n-k+l de la matrice A - ÀI sont tous 

nuls en Ào et on suppose qu' il existe un mineur d'ordre n-k non nul pour 

À= À.
0

. Supposons-

(A - ÀI) ~ forme canonique. ( El :
2 

.:n) 

Soit rang (A - Àl) = n 

Ei(À) divise Ej (>.. ) si i < .j. 

Si le facteur .• (A - À
0

)a es t présent dans Ej( À) ~ (À - À
0

)a est aussi pré~ 

sent en facteur dans E '+l' ... , E . ti(À) = E1(A) . E2(À) : .. E (À) . J n _ n 
Dr(>..)= le plus grand commun divis·eur -des mi neurs d'ordre r = E1(À) E2(À), 

. . . , Er(À). Soi t A
0

, Àf, ... , \ les valeurs propres de A 
1 

0 S e. e. , , 
_ ~ Ei (À) est de la forme (À - À

0
) ... (À - Às) . i = 1, ... , n 

j j donc pour À. fi xé , on a e. ~ e. 1 car E
1
. _ 1 divise E

1 
.. 

J l 1-

µr = la plus gran de puissance de (À - À
0

) dans Dn_r(À) = E1 E2 ~ .. En-r 
µk = O; sinon il existe un ,fa cteur (À - À

0
) . commun aux mineurs d'ordre n-k, 

donc tous les mineurs. d'ordre n-k sont nuls pour A= À , ce qui est absurde 
0 

par hypothèse. 

µr = e~ + e~ + 
_ eo o 

µr+ 1 - 1 + e2 

0 ... + e n-r 

+ .. • + e~-r-1 

r = l ., ... , k· 

Donc quand l'indice deµ croît, on envisage des mineurs d'ordre de plus en 

plus petit; il est donc normal que µr+l ~ µr; on a 

O = µk ~ µk -· 1 ~ · · · ~ µ1 ~ µ 

CHETAEV montre que m (la pu ·ssance entière à déterminer pour chaque À dans 
tm tm-l At 

l'expression (A1 mT + A2 (m-TTT ... + Am+l)e ) vaut µr-l - µr - 1 ~ 

= e~-r+ 1 - 1 

Donc pour À
0 

raci ne de mult ip licitéµ et de diviseurs élémentaires non simples, 



eo 
au diviseur ( À - À ) n-r+l on associe 

0 
la sol uti on particulière 

À t 
+ ... + Am+l)e o 

où m est la pui ssance du diviseur élémentaire mo ins un. 
i\t 

X(t) = F(t ) e 

9 4 

et si on dérive pa r rapport à t la fonction F(t) , on obtient en tout un 

groupe de (µ 1 - µ ) solutions indépendantes. r- r 
Donc au diviseur él.émenta·ire (À - \)p on associe p solutions particulières 

dont la -première est de la forme : 

t p-1 tp - 2 À0 t 
• X( t) = (A1 ""(p-l) ! + A2 (p-Z) ! + ••• + Ap)e 

l es autres étant obtenues par dérivation du polynome devant l'exponentielle 
Donc pour À de multiplicité µ ·avec l'ordre du pl us grand mineur non nul en 

0 
À= À

0 
égale n-k , on trouve solutions linéairement indépendantes qu i sont 

trouvées p~r gro upes associés aux diviseurs élémentaires 
k 

µ = I (µr-1 - µr) 
r=l 

CHET~EV montre qu ' il ne faut pas chercher les sol utions particulières relatives 
à la racine À sou~ forme d'u n produit d'un pol ynome et d'une exponentielle où 
l e degré du polynome serait égal à la multipli cité moins un de la raci ne , 
mais qu I il faut prendre le de g.ré du polynome en fo nction des pui ss'ances des 
diviseurs élémenta i res. 



Conclusion 

La métho de de Poi ncaré peut être in terprétée comme une méthode de 
prolongement des solutions périodiques du système générateur (E = 0) aux 
solutions périodi ques du système complet. Les solutions du système généra­
teur peuvent êt re isolées u former une famil le de solutions dépendant de quel 
ques paramètres . Si le système générateur n'a pas d'intégrales premières et 

si les équations des ampli t udes principales ont un nombre fini de solutions 

simples, alors ces solutions périodiques du système générateur peuvent être 

prolongées en sol utions pé ri odiques du système complet. 

D'autre part, si l es solutions des équa tions des amplitudes princi­
pales sont mult i ples, il y a des solutions pér iodiques du système générateur 
qui sont prolongées en plus i eurs solutions . périodiques du système complet. 
Cette question a été étudi ée en détail dans l e chapitre I pour un cas concret. 

Dans les chapitres IV et V, certaines modifications ont été apportées 
a la méthode de Pof ncaré. es modifications consiste~t essentiellement en 
deux points : 

1) introduire l es perturbations des conditions i nitiales ( 8(E)) de façon li­
néaire avec les k paramèt res de la solution génératrice; 

2) introduire une partie de ces perturbations en fonction des (n-k) précé­
dentes. 

Ces deux modificati ons de la méthode de Poincaré sont a notre con­
naissance ùne innovation. Il serait intéres sant de rechercher des solutions 

·périodiques des systèmes non linéaires autonomes perturbés avec l'esprit de 

telles modificati ons. La mét hode de Poincaré trouve beaucoup d'applications 
en particulier dans les probl èmes de synchron i sation . . 
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