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Introduction :

La méthode de Poincaré permet de trouver des solutions périodiques
des systémes d'équations différentielles non linéaires contenant un petit’
paramétre . On suppose que pour € nul, 1'ordre du syétéme ne change pas.

La méthode proposée par Poincaré (1890-1892) lui permettait de résoudre les
problémes de la mécanique céleste. ' Dans la suite, la méthode se révéla bien
adaptée aux applications de,mécanique générale, d'électrotechnique et de phy-
sique. C'est une des principales méthodes utilisées dans 1'étude des oscil-
lations non linéaires. ;

L'idée fondamentale de la méthode consiste a envisager une solution
périodique du systéme pris en € = 0 comme solution génératrice et ensuite a
chercher une solution du systéme complet au voisinage de celle-ci en pertur-
bant Tes conditions initiales de cette solution génératrice. Le choix de ces

conditions initiales est déterminé par les conditions de périodicité des so-
lutions cherchées. Ces conditions forment un certain systéme d'équations qui
doivent étre satisfaites pour ¢ = 0. Cette condition permet de déterminer les
conditions initiales de la. solution génératrice. Pour assurer 1'unicité de
la solution du systéme complet, i1 faut supposer que ces conditions initiales
sont racines simples de 1'équation de bifurcation, ce qui est équivalent a 1la
non nullité d'un certain déterminant fonctionnel.

Dans le chapitre I de ce travail, nous avons étudié justement le cas
des racines multiples. Cette étude a été faite pour une équation quasi-linéai
re autonome. En pratique, ce cas n'est pas tellement intéressant, mais au
point de vue de la théorie de bifurcation, il présente un certain intérét.

Dans le chapitre IT, nous avons étudié le probléme des solutions sta-
bles d'un systéme quasi-linéaire non autonome a 1'aide du diagramme de New-
ton [11].

Par la suite, nous avons proposé une certaine simplification de la
méthode de Poincaré en 1'illustrant par 1'étude d'un systéme linéaire perturbé
(chapitre IV) et d'un systéme non Tinéaire perturbé (chapitre V).
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0. La méthode du diagramme de Newton.




1. La méthode du diagramme de Newton.

Soit F(B, €) un pseudopolyndme en B :

n
F(B, €) = L Fgle) B
o Fe(e) = ( T F

p
S Er/q) € S.
r=0

'S

Ici FrS €L, B et € sont des variables complexes g € D+, q € No; Fn(e) #0,
Fo(e) £ 0, 51 Fs(c) # 0, on peut dire que FOS # 0. Alors sans perdre de gé-
néralité, on a FOO # 0 et FOn # 0. Dans 1'équation

F(B, €) : (1.2)

nous cherchons B sous la forme de série par rapport a € :

o )\1 )
B(g) = .Z AA. & (1.3)
i=1 i
ol Al < Az < AXl #5.0,40nFa
M
B(e) = AA Ry, 6 B CF
N v |

ol V1 = 0(e 1) pour € > 0.

Pour trouver A, et Al, on met B(e) de (1.4) dans (1.2) et on

A
annule les coefficients de ééme puissance de € (en commengant par les plus
.petites puissances). Comme nous n'avons pas d'information sur Al, nous ne
savons pas quels termes correspondent aux plus petites puissances de €. On
peut cependant affirmer que les termes des plus petites puissances de € sont
parmi les termes :

o +k

P
Fidile Tl Ak £ K 1

p.+n)\
, £ n ik
00 vok Al on

n
AAIE (1.5)
ou k prend les valeurs 1, 2, ..., n-1 pour lesquelles Fok(e) # 0. Comme dans
(1.5), tous les coefficients FOS ne sont pas nuls, il faut (pour annuler les

termes des plus petites puissances) qu'au moins deux nombres parmi :




QO: Qk + k >\1a pn +n )\1 | (1'6)

coTncident et que les autres ne soient pas inférieurs a ceux-ci. De cette
fagon, nous pouvons trouver xl et par la suite en annulant la somme des coef-
ficients des termes (1.5) qui ait les mémes puissances, on pourra trouver Al .

Donc Al doit étre une racine des équations : 1

pg + S Ay =ps + 1A (S#1,Fgle) #0, Fi(e) #0)

telle que les autres expressions (1.6) pour cette valeur de X donnent les va-
leurs qui ne sont pas inférieures aux Pg + S Al.

Pour trouver les valeurs, on utilise le diagramme de Newton. Dans
un plan on choisit un systéme de coordonnées cartésiennes (X, Y) et on porte
Lef points (o, po), (ks pk), (n, pn) ol k a les mémes valeurs que dans (1.5).

]

Placons une demi-droite le long de
1'axe 0Y avec 1'origine au point (o, po)
Tournons dans le sens anti-horlogique

jusqu'au moment ol la droite touche un

point du diagramme, par exemple (1, pl)

La tangente de 1'angle que fait la droite L passant par (o, po) et (1, pl) avec
la direction négative de 1'axe OX donne une des valeurs possibles pour Al. En
effet, on a

Po = P1 = ;e Ay Ou Po =P ¥ 1 A
et pour toute autre droite paralléle a L et passant par un autre point (k, pk)

qui n'est pas sur ce morceau de diagramme, le point d'intersection avec 1'axe
0Y se trouve plus haut que le point (o, po), donc :

Pt kA P lil = o,

=

En continuant ce procédé, cette fois a partir du point (1, pl), nous trouverons
toutes les valeurs possibles pour Al.

Quant aux valeurs possibles de AA , elles peuvent étre trouvées
' 1

comme suit : soient (i, pi) et (Jj, pj) les bouts d'un segment du diagramme.




Pour tous les points de ce segment on a ot k M =02 constante. En-subs-

tituant (1.4) dans (1.2) et en annulant la somme des coefficients des termes e°
on a : _

J i k

kzi FOk A)‘1 =0 {1.4)
ol (*) veut dire qu'on prend les valeurs de k qui vérifient 1a condition
ot k Al = 0. Cette équation qui s'appelle équation déterminante donne j-i
valeurs de B(e) (voir démonstration plus loin). On a autant de solutions que Ta
projection de ce morceau de diagramme sur 1'axe horizontal.

En utilisant cette méthode, on a toutes les n valeurs pour R(e). De
' A
€ < i
2

- Quel est Te nombre de solutions de 1'équation déterminante associée a un seg-
ment du diagramme ?

méme on trouve les autres approximations (V1 = A Vv

A 2):

Soit un morceau de diagramme L avec pour points extrémes les points (ml, nl) et
(mi’ nj)
E (%1,0“J

*\\\\\\\\\; tg a = XA donc B = A EA + V
A/ i A
""""" s - (,m.)ml.)

>

: P
Nous écrivons alors F(B, €) sous la forme suivante :
my Ny : m, n, me Ny £
L e + L Ll el SERIGE B B gt SR e ) el
myny m,n, m.n. v 1 Hv

ol 1'on a mis au début les termes qui correspondent aux points sur le segment
~considéré

Ny - ny
ms = m

A=

Soit q le plus grand commun diviseur des nombres Ny = Ny et mi'- m, 3 alors
3 ris Si tels que me - my = Si q

donc




Ny = N; s
Soit (mj, nj) € segment L, 1< j<i = ﬁ%—:—ﬁ% = S% = A
ro r. v
Donc TR e gl-= ae = fractions non simplifiables (par définition de q).
2 J i

r & rj, Si = Sj J=1,2, ... i. Sur le méme segment L, 1'indice i aux varia-

bles ri_et Si n'a pas de raison d'étre, on le négligera donc. On a alors

n, - n.
1 38 v i :
G s $1 < {1, 2, SN
J 1
=mr + Ny ol m, r + n, Szl e ms r + n, S < 1 PhavESy
Nous faisons le.changement de variable suivant : R = x" n
€ = xS
L'équation F(B, €) devient :
Mm-S m. rm; Sn
L n 1 X 1 X 1 + + L n Tox F x + T 280 xw”'\)S nu 0
myny m; N, Y
m m m rm.+n.S -
g el B RNl TR PRI R
) 2''2 U TR L
< Y(n, x) = (L nml + + L nm1) FLI L X nu =0
myny msn; Uy MY

avec p = (ur + Sv) - (mlr + nIS). On doit trouver n = n(x) (donc B(e) sera
connu). yY(n, o) donne alors 1'équation déterminante associée au segment L
m,=m m;=m :
- fie | 1 M

lp(ﬁ,O)=L + 8 n voe + L n =0
L g

ler cas : Supposons que 1'équation déterminante a des racines simples. Soient

ces racines ny, ..., ”Sq Sq = m; - m.

Sq = projection sur axe horizontal du segment de diagramme considéré
= degré du polynome appelé équation déterminante.
my : ; u

n o (Mg )@ ng caei(n = ne. )+
m.n, 1 2 Sq U

= yY(n, x) =L

<
=
x
|
o

I
o
Q

m
-
PN
N
w

0
et

Soit Ny racine simple de 1'équation déterminante y(n, 0) =

¥(ngs 0) = 0
w,'](ng, 0) # 0




Par le théoréme des fonctions implicites, on obtient la solution n(x)

[ee)
Nii= n #  Yola X
i=1 9

On revient alors aux variables de départ

1‘

r i+r
B=x n_+Ta_ x
(0} -i U.i
d'ol - 15 i+r :
B(e) = n L N giw Yty i3 8 (1.8)

Donc le segment de diagramme de "pente" X = ‘3 permet d'exprimer B(e) comme suit
B(e) = Ny ex + ... ol Ny est solution de 1'équation déterminante.

Si toutes les équations déterminantes (1 pour chaque segment) ont
toujours des racines simples, on aura alors m solutions R(e) pour 1'ensemble
du diagramme de Newton (ol m est la plus petite puissance de B dans 1'expression
F(B, o) (partie indépendante de € pur) (m = projection du diagramme sur axe ho-
rizontal).

2éme cas : Supposons que 1'équation déterminante admet des racines multiples.
Soit Ny racine de mu]tip]icité\k (k > 1) de 1'équation déterminante ¥(n, o) =
W(nc, 0) = o0 et wA(no, 0) = 0o = on ne peut plus appliquer le théoréme des fonc-
tions implicites. Faisons le changement de variable suivant :

3

Bami X it} n(x) =?

€=XS

nous mettons n = n_ + y dans 1'équation y(n, x) = 0

=Y(ngtys x) =L (n +y=2m) .. (n

k
s L tOY - N Jatadns o diyee nsq) +

+IEs L (n0+y)uxp=0

H v Uy
équation en y et x avec la plus petite puissance de y = k
N k k+1 P
.w(no + ¥y X) = Lmini(Ao Yoo+ A1 % . sov) B S 5 B R x' =0

[T faut utiliser le diagramme de Newton pour cette équation oQ y est la fonc-
tion inconnue (seconde:approximation de R(e) Torsque la premiére approximation

Ny Er/q provient d'une racine multiple de 1'équation déterminante).




Résumé : Dans le cas ot 1'équation déterminante admet des racines multiples,

Si la nouvelle équation déterminante a des racines simples, elle en aura k

rs/5 r ,
sy=vyxtlep dent
s,
=>n=nO+V1X + P
e ™ ;
=>B=n0_ gr/s-i-vl E.S. S.ST+P ’ Xr (1'9)

IT faut encore déterminer V1 par la méthode des coefficients indéterminés.

i1 faut passer @ 1'approximation suivante de R(e) pour avoir effectivement le
nombre voulu de solutions R(e) (= m = projection du diagramme sur 1'axe horizon-
tal = plus petite puissance de B pur dans F(R, €)).

Propriétés du développement B(e) A" + AL e Tdass 435:8,°5]

M

a) La suite des puissances rationnelles de ¢ est une suite croissante M o< A<
Jcarsflo8jvet (1.9):

b) les nombres rationnels Al’ Ao e ont un méme dénominateur commun fini (1.8);

s
e ! sont convergentes au voisinage de ¢ = 0;

c) les séries £ A
Aj

d) les petites solutions (B - 0 si ¢ » 0) sont données par les segments descen-
dants du diagramme (puissance positive du petit paramétre ¢).

Exemple :
F(B, €) = 63 -3epB+ 83 =
3
= F(e) + Fy(e)s + Fy(e)B
ici P, 33 P1 ks Py T v PR 0 = les points du diagramme sont : (o, 3)
(1% 1)3:43, 075 '
< 2
! : tg ¢ = Ap = 2 dans p(e) = A2 e+ V2 (»)
: tg ¢ = Ay = 1/2 dans g(e) = A1/2 51/2
4 |* :
‘¢ = +V e s
o > p 172 ¥4}

En mettant (*) dans 1'équation F(B, €), on a :




2 2

F(V, €) = € - 3 e(Ay €2 + Vy) + (A, & + V)°

1]
o

annuler Te coefficienf de la plus petite puissance de ¢ : 1 - 3 A2 =0 =

A, = 1/3 d'od B(e) = 1/3 & + V.

Pour déterminer V2, on met B(e) dans 1'équation F(R, €) = 0 et on obtient :

F(V,e) = (-3 et WPV AV 20 ()

Fo(e) + Fyle)V + Fyp(e)V? + Fy(e)V = 0

Leg;points du diagramme sont (o, 6); (1, 1); (2, 2); (3, 0)

A
A' = tg o' = 1/2, rejeté car on développe
B en série de puissance croissante de ¢ et

la premiére approximation est éiéz.

tga =5

p
Donc B(e) ‘% EZ + A5 55 + W. Pour déterminer A5 par la méthode des coefficients
indéterminés, on met B dans F(V, €) = 0 et on a

3 35

1 4 - 2 AZ 10
€ g

f%-eG + (358 + FE )A5 e +e Ag + A
bn annule le coefficient de la plus petite puissance de ¢

= - 1-=> —]'
3 AS + oy = 0 A5 = BT

Donc B(e) = %_EZ + é% 65 + ... et ainsi de suite pour les ordres supérieurs.

La méthode de Poincaré [ 6, 7] de recherche des solutions périodiques des équa-
tions quasilinéaires dans les cas résonants se raméne d la recherche des n fone-—

tions tmplicites déterminées par n équations de "bifurecation'.

I1 est important de remarquer que la méthode du diagramme de Newton appliquée a
un pseudopolyndme peut encore étre utilisée dans le cas des séries.

- Tout d'abord, envisageons une équation ¢(R; €) =0

oo

M) - L R

2
k=g KO ka0 v

no 8
—

<
1

o



¢(B;-e) fonction analytique en B et € au voisinage de 1'origine (o, o).

¢(o, 0) = 0 <« i1 n'existe pas de terme indépendant de ¢ et g. Il n'existe
pas de terme du premier degré en B. Cette équation est appelée équation de
bifurcation '

; 2k g
.¢(B, E) P L20 i L30 Bl , +

2
01 2 € *ttL
g ? 3

11 e + le ek L13 e” + S8

o 2 P
+(L21E+L22€ +-..)B +(.-.)B +<-...=0

3

$UL AW+ 03 € * Cinl

+ (L

On doit chercher les petites so]utionsls(é) de 1'équation ¢(R, €) = 0. On éli-
mine le cas trivial ol Lkv = ¥k, » '

-Sig=0 = ¢(0,¢) = z L ¢
v=l v gy
= nous définissons ord ¢(0, €) = n
SiL,, est le premier coefficient # 0 | '
-sie=0 = ¢, 0)= & L_g°
k=2 <O
= nous définissons ord ¢(B, 0) = m
Si L__ est le premier coefficient # 0

mo
Le théoréme de préparation de Weierstrass assure que ¢(B, €) peut étre décomposé
au voisinage de € = 0, 8 = 0 en un produit d'un pseudopolyndme et d'une fonction
analytique en B : FEE
3 G(B, €) = B+ Hm-l Bm'l + ...+ H B # Ho(e) (polyndéme marqué)

3 Q(B, €) = fonction analytique telle que Q(o, o) # O

R A RS o B e :
tel que ¢(B, €) = G(B, €) Q(B, €) et les petites solutions de ¢(B, €) = O sont
les petites solutions de G(B, €) = 0.

Hi(s) analytique au point € = 0 tel que Hi(o) =

Donc Ta méthode du diagramme de Newton est applicable & une équation de bifurca-
tion.
Si on a un systéme d'équations de bifurcation

¢1(61’ ey an E) =0 e SRR

Alors i1 faut remplacer le systéme par un systéme plus simple (systéme régulier),
puis utiliser le théoréme de préparation de Weierstrass et ainsi se ramener a un




systéme formé des polynOmes marqués (systémes équivalents au point de vue des
petites solutions).

I1 faut chercher alors les petites solutions d'un systéme de poly-
némes. Cela revient @ trouver le plus grand polyndme commun diviseur des n
polynomes du systéme et a& chercher les racines. Nous ne détaillerons pas plus
ce cas compliqué mais 1'on peut trouver des renseignements sur cette méthode
dans [ 3 1.




I. Application de 1a méthode du diagramme de Newton a la
recherche de solutions périodiques d'une équation quasi-
harmonique et étude de 1a stabilité de ces solutions.




Considérons un oscillateur quasiharmonique dont 1'€quation du mou-
vement est :

o B RS E ¢) , (2.1)

ol f est une fonction ana]yt1que d'un petit paramétre ¢ pos1t1f et des variables
x € E et x = Dx dans un domaine G ol se trouve une solution génératrice (e = 0)
de (2.1). On cherche une solution per1od1que de (2.1) a 1'aide de la méthode de
Poincaré [6 ].

Considérons d'abord 1'équation :

= 2 9
x0 + k xo k()

Elle admet la solution :
X = Ao cos kt + BO sin kt

Comme le systéme (2.1) est autonome, on peut choisir une des conditions initiales
pour les solutions périodiques cherchées comme suit :

La solution génératrice est alors
xo(t) = A0 cos kt

Appliquons la méthode de variation des conditions initiales de Poincaré pour re-
chercher 1a solution périodique de (2.1)

x
—
o
~
n

A, + 8 (2.2)
x(0) = 0

ol B est une fonction de € telle que B = 0 pour ¢ = 0. La solution X(t, R, €)
de (2.1) est une fonction analytique [7] de B, € pour leurs petites valeurs.

X(t) = X (t) + T en'(t, A +8)e" + = A ()]
n=1 =]

X(t) doit vérifier 1'équation (2.1). En annulant la somme des coefficients de

‘méme puissance de B et en imposant les conditions initiales, on obtient :
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remarque: le symbole en est equivalent au symbole e,

v 2 = Wi
Ai + k Ai =0 h B3 Sy I A
Al(o) =0l A.(o) = 0
. k yi > 2
Al(o) =) Ai(o) =0
= A1 = cos kt
Ai =0 ¥i 22
Dés lors, on a :
X(t) = (A0 + B)cos kt + I en'(t1 Ao + B) e
n=l
o X(t) = (A + B)cos kt + I [en(t) + 2 W
= + R)cos + en +
0 a1 o(A +B) 9B
1 82 en B(Ao+8) 2 n
+ vai > ( 58 YAk 2] €
? a(A0+g)

Or A0 et B interviennent dans les conditions initiales de facon symétrique d'of
on obtient 1'égalité des opérateurs différentiels suivants :
_ 5 a(A0+B) 5 a(AO+B) 3

J o .
B a(A0+s) oB EIAO+B) aAo oA

0

Nous avons finalement X(t) sous la forme :

) 8. 2 |
X(t) = (A, + B)cos kt + I [en(t) + Zon(tl g4 LB ENME) g2, " (2
n=1 "o MO .

0
Remarquons 1'intérét de la forme de X(t) : seuls les en(t) sont @ déterminer e
les autres g;ﬂ ... sont obtenus par dérivation par rapport a Ao' Nos conditiol
0

(2.2) deviennent :

A+ B+ z [en(o)+_ALle 136"( g%+ 3" =A +8

o
Z [&n(o aen 28 1 P ano) 82
27 )
0

En identifiant les coefficients de méme puissance de B :

>

—
=

~
]

<o
——
o
S
1}
1]
o

n=




b

0

en(o)
A (2.4)
en(o) = 0
De méme on place (2.3) dans 1'équation générale (2.1) et en identifiant les coef-
ficients de méme puissance de ¢ :

2 :
Tenft) + k% en(t) = H () . (2.5)
dt ‘
n-1
oid H (t) = : (d f) est une dérivée totale de la fonction f par
n (n=1)! dEn-l a=cob

rapport @ . Etant donné (2.4), (2.5),

5
en(t) = 3 l sin k(t - 1) Hn(T) dt
0
Une telle procédure établit une récurrence pour calculer les en :

Hl(t) f(XO, & :0) > on calcule e,

0
of afy of

Hz(t) = (sy)o e, t (ax . e; + (——00 + on calcule e,, etc...

o€

Nous avons obtenu une solution de (2.1).

La période T des solutions périodiques dépend de ¢ et peut étre présentée sous
la forme : :

iz TO + a(g)
AP
To =
ol a(e) est une fonction de € telle que o = 0 pour ¢ = 0. ‘
Les conditions nécessaires et suffisantes de périodicité de X(t, B, ) sont :
X(Ty + @5 By €) = Aj +8 ‘ (2.6)

X(T, * & By ) =0 (2.6bis

L'équation (2.6bis) peut étre utilisée pour trouver la fonction a(R, c) comme
une fonction implicite de B et €. Si A0 #0, (X(TO,AO, 0) = - k2 AO), le théo-
réme des fonctions implicites nous assure 1'existence d'une seule fonction ana-
lytique a(B, €). Cette fonction a(B, €) peut &tre présentée comme suit [9] :
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2
dN 1 d™N 2 .

].[Nn+-aK2_8+2T—d_A%R AT AR
0

™~ 8

a(B, E) =
n=

: ¥, " 2
(2.6b'IS) = X(TO o, By 6) - X(Tos B 5) + X(Tos 9y E)(X 4 X(To, B 8)%-[- L RIS L
-y aén(TO) 1 azén(TO) 2 n 2
+ 21 [en(T,) + —E [l ___;?_—— B™ Hasd€nta. ek (A, HR)i%
n= 0 : )
0 ..
1 vy oen(T)) : 1 OL2 gt Al sen (TO) )
Fap ten(T % B G Je'l '+ mrif T AN TR teee—se e
¥ n:l (0] : n:l BAO

En comparant les termes de méme puissance de e, on pourra connaitre les N

: 244 €1(T,) u
el(To) + Nl(— k 0) =0 ™ Nl A e
0
' 4 2 . s S TR 5
Sablah T k- Ap) RS0 * Mg Gl T il Ml
2 A
82(T ) + Ny(- KE A ) + Ny 8 (T ) + N,y &,(T I T
3t okt o! *EESRE ©1(T,) + o ggllo) + gk Agis
Ny = i [85(Tg) + Ny Ey(Ty) + N é‘(T)’+N2(51T oLy2 g
3_kA[3O) 162 0) 2 1Yo 1_2_(0) or O)]
0
¢ 1 1
Ny = EE—;T-[E3(T°) + N, el(T ) + Ny eZ(To) ¥
1 \20eae Y48 .
5 N(e(Ty) + 7 k" &(T)))
elg. &
Reprenons (2.6) et (2.6bis)
: 2
X(To + oy By €) = X(To’ Bs €) # X(TO, By €)a + %T X(To’ By )% e = A, + 8

; g .
X(Ty + as By €) = X(T,, Ba ) *+ X(Ty, By €)a + oATys Bs €)a’ + ... = 0

(2.6) = of2.6bis) = X-7Kof -2 K P -2 X+..2n +8
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Ben(To) 1 azen(To) 5 "
(A0 +B8) 1+ z(en(To) - __§K;—- '7'__—_77—'8 Frd e )
2
2 N 37en(T))
- S - KE(A_ + ) + 2 (1) + ae”(T )8 %“"‘1?“‘ RS R
n=
1.3 S . . 1 Ben(To) 1 82 enT )
"3 [0+ Z {en(T ) 2—-——7r—-— B + > -———7?——— B #aN

n=1
il = sel
< é-a [k (Ao + B) + nf1 { en(TO) p i en]

£ e A0 +:i8

-

Nous arrivons & une équation F(g, €) = 0. On identifie cette équation a la

forme : 2
' > dMn d Mn 2 n
I (M + R + B~ + .. )g%=40 (2.8)
n=1 dAo dAZ
J . 0
M1 = el(To) 3
M, = e (T) - . 50
g 2\ 0o 2. 0
N1 4
N e2(To) F el(To)
N2
1 l Yy A
My = e3(Ty) = — & (T ) + K° N N, A
= eg(Ty) + N, &y(T ) - L2 & 1(T)
370 2 A |
: - B 2 2 _ Liz e
M4 = eq(To) + N3 el(To) + ?-Ao k N2 -7 k A0 N1
NiE. R U
N1 {77 eZ(To) + N2 el(To) + 3-N1 e (To)}
et 1=

L'équation (2.8) détermine une fonction implicite g de €. Comme ¢ # 0, divisons
(2.8) par € et utilisons la condition que R(o) =0, on a :

My(Ay) = e)(T,) =0 (2.9)
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Si el(To) ne s'annule pas identiquement, 1'@quation (2.9) détermine les ampli-
tudes (AO) de la solution génératrice; 1'équation (2.9) s'appelle %'équation des
amplitudes principales et 1'équation (2.8) s'appelle l'équation de bifurcation.
L'équation de bifurcation détermine la condition initiale inconnue g(g) comme

une fonction implicite de e. ’

Si el(To) s'annule identiquement, toutes les dérivées par rapport a AO de el(To)
sont aussi nulles et on prend comme équation déterminante MZ(To) =0 (si elle
ne s'annule pas identiquement), etc...

dM :
Si Hﬁl # 0, on a les solutions simples de 1'équation déterminante M1 = 0 et on
0

peut trouver [7, 9] une seule solution B(e) de (2.8) sous forme de série par
rapport a e.

dM
Pour étudier le cas des solutions multiples (Hll = 0) de 1'équation
: 0
de bifurcation, utilisons la méthode du diagramme de Newton exposée dans la pre-

miére partie. Ecrivons 1'équation (2.8) sous la forme :
A 3 4
19M X M, 4 1 d'My 4 ;
2 4al e T T RS
) 0 0
+ M2 e + M3 e + M4 g3 +
dM dM
fgre et e 4B+
0 0
2
d2m dM
+ % ( g e + g 52 + .)ez &
dA dA
0 0
: d3M2 d3M3 " y
+-§r(_3'€+———-3-€ +...)8 +..o=0 (2.10)
g dAo dAo




Tous les résultats obtenus a 1'aide de 1a méthode du diagramme de Newton sont

représentés dans le tableau 1 (cfr annexe 1).
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—— B dans
dA

0
(2.10). e
point n'est
pas sur le

diagramme si
dM2
— = 0.
dA
0

TABLEAU 1.
N° Supposition Diagramme de Expression de L'équation déterminante
’ Newton * B(e) pour les premiers coeffi-
cients dans le développe-
ment de B(e).
2
p dM
4 1/2 1 2
1 M2 #0 = A1/2€ + ?- 1/2 + M 0
Iy a deux solutions
- doM,
\\\\\\\\\ | réelles si M, et o
o W R =
ont les signes opposeés.
e JA. 0,
My # 0 2 h ,
; + M3 =0 (x)
> p IT existe deux solutions
Le point (1,1) réelles si : :
ou @ corres- dM. ? d2M
e 18
pond au terme oy (HK;) -2 M dAz N
dm 0

Si 1'équation (*) a des

racines doubles, c'est-

a-dire :

d°m, dh,

——d—Az-A +a-A—-—O Alors
o

nous ne pouvons pas dis-

tinguer deux solutions a

1'aide de la premiére ap-

proximation.




IT faut chercher 1'approxima-
tion suivante :

B=Ale+_V.
, 3 d°M
3/2 1 Juo? .
2al M, =0 |3 - e 4, | AS . 4+ P, =0 ol
2 3/2 = dAg 3/2 3
2
M, #0 dM d™M
2 I e T R
3 R | e i |
2 0 dA
d M1 0
Azt M g
0 . tz—3 A £ 0.
dA
sz 0
CL e I1 y a deux solutions réelles
P3 sy siP,et d2M1 sont de signes
377 a2
opposés. Si P3 = 0, on passe
a 1'approximation suivante.
3% M 0 1 dM ¥
:M: 31
3 2 = 82+ M,y 2A=0
M4 #0 2 4 7 e
0
2
My = Ay e+ 1 ety
a) ggr * 0 } 7 8 e gy = O
0 dA0 0
] IT existe deux solutions réelles
dM 2
0 . Taaet | Z a8 B A
)

73

[T y a deux solutions réelles

a condition que

%M

e o <
M4 et —E;? aient des signes
0

Opposés.
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1) v 2
4 M =M,=M =0 R + BN
i ok e b B e S
0
M5 #0 I1 y a deux solutions
dM2 réelles & condition que
a) gn- =0 ¥ d2M
0 P 1 !
M5 et apiog aient des
£I
signes opposés.
sz ) 3 sz
b)aA;/J-O : B=A3€ M e HK;-A3+M3=O
RN By € + ... jdomu ot
t b 7l ! a1 o
5 0
I1 y a deux solutions
M s W) réelles.
g
5w oo c? + ! a?m, , M, :
hew i
dA2 an 2
dM ! o
3 10
HK; . le cas semblable d 2, etc.
L P

Donc, si les équations des amplitudes principales ont des solutions doubles,
alors 1'équation (2.10) détermine deux fonctions implicites de € présentées en

1/2

séries par rapport a € ou € I1 n'existe pas de solutions si certaines con-

ditions ne sont pas vérifiées.

La solution périodique de 1'équation (2.1) correspondant aux solu-
tions doubles des équations de bifurcation est présentée aussi en série (2.4)

1/2

par rapport a € ou € ", Supposons que 1'équation (2.3) ait des racines triples :
M, dm am,
HEEh 4 AR S = 0, —E R
0 dA; dA,

Quelques résultats obtenus sont présentés dans le tableau 2.
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—

p

TABLEAU 2.
N° Supposition Diagramme de Expression L'équation déterminante pour
, Newton pour R(¢) les premiers coefficients
dans le développement de B(e)
1| M #0 € 1 T VST e
2 1/3 )t S C
2 dA3 '1/3 2
1 0
Lf\\\\\\\5\\\“ I1 existe toujours une solu-
: ip tion réelle.
A 2 Ea . . '
R d 2/3 d3m
05t [Tl L N -
My # 0 Al RIS s D e
3 dA
o ;
dMZ %0 IT existe toujours une solu-
AR5 :
0 A tion réelle.
ol
dM
biM, =.0 2
e, e T+, d™M dM
24 1/2 b ik T L SN
dM2 3 dA3 1/2 HF;
. PR 0
2 I1 existe une solution réelle
i gl ou bien trois solutions si
dM,  dM
et sont de signes
e T
OppoSeés.
3§ =P v L M d2M
B=A e+ 1 1,3, 1 2 AZ's
M. =0 3 , 3T 3 A 20
3 dA0 : dA0
A
PN Ty 20
dAo 0

I1 existe une seule solution

réelle ou bien trois solution:



Le point (2,1) sun
le diagramme cor-
respond au terme

ey

s eR  dans
dA0

(2.10). Le point
(1,2) sur le dia-
gramme corres-
pond au terme

dM

HKE 528 dans
0

(2.10). Ces

points ne sont
pas sur le dia-
gramme si les
coefficients cor-
respondants s'an-
nulent.

€4

20

Dans- 1e cas des racines dou-
bles ou triples de cette équa-
tion déterminante, il faut
chercher 1'approximation sui-
vante V(e)

R = A1 e + V(e)
comme c'était fait dans 2 du cas

précédent.
dm,
M4 + 37‘—0- A2 = 0
a3m M

1 1 ;8 2 =
TragMataeh =0

dA0 0
I1 existe une solution réelle
ou bien trois solutions si

3

[\ §
d42 d M1

I et-——jg sont de signes op-
0 dA

posés, etc...

Donc, si les équations des amplitudes principales ont des solutions

triples, alors 1'équation (2.10) détermine au moins une ou trois fonctions im-
plicites de € présentées en séries par rapport & 51/3 ou € et ¢

1/2.
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Les solutions périodiques de (2.1) sont présentées aussi en séries
de méme type. Des formules similaires sont données dans [9]. Le diagramme
de Newton donne des facilités de calcul et permet de faire des conclusions immé-
diates en vertu de (2.10) sur tel ou tel type de présentation en séries des solu-
tions périodiques de (2.1). En modifiant des paramétres éventuels dans la fonc-
tion f(x, X, €), on peut changer les coefficients dans (2.10) et obtenir les dif-
férentes solutions périodiques de (2.1). |

Pour la recherche pratique de ces solutions périodiques, il faut
faire une substitution de variable t dans (2.1) par une nouvelle variable T a
1'aide de t = t(1 + hy €+ h, el + Ler il h; sont des constantes indéterminées.
Alors a chaque solution périodique de 1'équation (2.1) avec une période

2 2 «
T=T<"’l(1+h1e+h2€ +..0) (2.11)

correspond une solution périodique de 1'équation :

2 ,
j—’§+ X(1+ hpe + hoe? + ...)% = fz F(xy k(1 + hpe + 2.7 % €).(1+hie+..)
T

(2.12)

avec une période %; qui ne dépend pas de €. Cette solution est aussi analytique
par rapport a € [6]. ’

On cherche cette solution en série par rapport a e, 51/2, 51/3, R
suivant le cas qui se présente avec les coefficients dépendant de t et indéter-
minés. En substituant ces séries dans (2.12) et en égalant les coefficients de

méme puissance de €, 61/2, €1/3, e

. on obtient les équations différentielles
pour les coefficients qui doivent étre périodiques de période %} avec les condi-

tions initiales déterminées en vertu de (2.2).

Les conditions de périodicité de ces coefficients permettent de trou-
ver hi et Ao' On a les équations résolubles si les suppositions données dans les
tableaux sont respectées et on cherche les solutions en série par rapport a el/q

qui correspond au cas considéré.

2
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Etudions Ta stabilité des solutions périodiques trouvées dans le
paragraphe 1 de 1'équation X + k2x = ef(x, X, ) (2.1). Du point de vue de la
stabilité des solutions, i1 est équivalent de s'intéresser au systéme complet
ou aux équations aux variations au voisinage d'une solution.

Calculons 1'équation aux variations correspondant a (2.1). Soit

zZ=x+y
ol x(t) = solution périodique de (2.1) :
y(t) = petite perturbation de la solution x telle que z(t) soit encore solu-

tion du systéme (2.1). En ne gardant que les termes de premier ordre
en y, y on obtient 1'équation aux variations :

s f d 2 f
goe Fr (k¥ -cyy-o - (3.1)
X
Etant donné que 1'équation aux variations est une équation aux coefficients pé--
riodiques, elle posséde donc deux solutions particuliéres linéairement indépen-

dantes yl(t) et y2(t) [6] déterminées par :

yy(t) = 2L y,(0) = 1 y1(0) = 0
0
- ; (3.2)

Yo(t) = x(t) S Yo(0) = 0 y,(0) = X(0)
L'équation caractéristique de (3.1) est

det [¢(T) -p 1] =0
ou encore p2 -2Ap+B=0 ‘ (3.3)

y,(T) i : .
avec 2' A =y, (T) + - » B =8 [Y1(T) yo(T) - yo(T) y (T
‘ YZ(O) y2(o)

Comme une des solutions de 1'équation aux variations est périodique, une des va-
leurs de p est égale a 1.

p'l 2 AR 1 <8
92(T)

P &R Yl(T) o 2+
y2(0)

5]
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T |
oy = 2" e e

En vertu du théoréme d'ANDRONOV-VITT [6], les solutions périodiques sont
stables si le multiplicateur caractéristique est inférieur a

B <1 (3.5)

Le fait que T = TO + a(e) pose des problémes de calcul pour (3.5) en vertu
de (3.4) et des résultats du paragraphe 2.

Pour simplifier les calculs et pour présenter des solutions pério-

diques de (2.1) en série par rapport a e, 51/2 ou 51/3 avec les coefficients

de période %;-indépendants de €, utilisons le changement de variable (2.11)

t =1(1 +h) (3.6)
avec h = h1 € + h2 52 + ... Le changement de variable modifie les dérivées
dx dx dt . 1
dT = T dt = X(l + h) = Z
> ;
d™x d ,. . 2
= (x(1 +h)) =X(1 + h)5 =.2"
i =
L'équation (2.1) devient :
2" i 2 7!
k. kz s f(z, » €)
(1 + h)? T+h

f(Z, 'IZT,_-F'-, E)

(1+h)2 e f(z, &rre) -2hk? z-h2 k%2 (3.7)

A, -

2+ (1+mlKkiz=(1+m’e

2% 9 k" 7

e ¢(z42',¢€)

(on peut mettre € en évidence car h = ¢ h1 + 52

h 42855 )
2
L'équation (3.7) est une équation du méme type que (2.1). En utilisant la

méme méthode que dans le paragraphe 1, on a :

; *
z(t) = (AO + B)cos k T + [en*(r) + %%ﬂ—» B +-...] e (3.8)
“To

T
ol eh*(t) = %-J sin k(t - u) H:(u) du
0
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qn-1
avec H (u) = - ﬂ), ( d

=)
; B=g=0
Les conditions de périodicité de z (T) :

2T aen* 2m

z(0) = Ao B = A + B+ zl(en (TZ) + EK"'(TF)B + .;)en z(%})
_ n= )
(o9 ok
2(30) = 0 = zl<er\*<2'”> " I EATRANE )
n=
p o (en (55) + "’e" %}'-)B + )eh=0 (3.9)
% n=1
p (e (50 + é%”__ (35 + ..)e" = 0 (3.10)
n=1 0
L'équation (3.9) est exactement notre équation de bifurcation :
e (g =M, S (3.11)

t (3.10) implique que en (%;) = 0. L'equation aux amplitudes principales
est :
& 2
{EANE

En utilisant (3.7), (3.8), (3.11), les résultats du paragraphe 2, on peut

écrire la condition (3.4) sous une forme de série par rapport a €, € /2
61/3 : _
2 3
dM © : d“M oo
Z(t n/2 1 1 n/2,2
—57&—1\ 1“‘{——2(2“/2 ) Bl Mgy ¢ ke &
- =1 dA~ ‘n=1
T-T 0
2
dM d™M,
2 £ u n/2 2
.o JE + L € Foa T £
a, dA02 n=1 A0S

dans le cas de racines doubles des équations aux amplitudes principales ou
bien dans le cas de racines triples :
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3Z(t L oM n/3,2
3 l Pl T Ay e e TR
o | dA> p=1
: T=T 0
0
i, dZMZ B . 5
thi { + § A . e TRl e (3.12)
[ dAg a=l /3

Le premier terme dans ces séries est égal a 1'unité et les autres termes

1/2 1/3

sont les puissances de €, € ou € avec des coefficients. Pour que la

partie gauche de (3.12) soit inférieure a 1'unité, il faut que les coeffi-

1/2, E:1/3

cients des termes contenant €, € en plus petites puissances soient

négatifs (e étant un petit paramétré supposé positif). La condition de sta-
bilité (3.5) est présentée pour le cas des racines doubles des équations aux

amplitudes principales dans le tableau suivant (cfk annexe 2) :

TABLEAU 3.
N° Suppositions Equation déterminante et FCondition de stabi-
1'expression de B(¢) 1ité
1 e "
2 d™M
L e e o —3 g <0
4 5 B dA
dA0 0
2 a) M, = 0 B = A1 € + d2M M
2 L vt <D
M, # 0 d™™ dM i T
2 - T Y i ?
2 E helgR ] 3
dAo ¢
# J 3/2 :
b)-M, = 0 B = Ayt Ayt s oy
2 : =g
a1 SRRt iz a0
2 2 3/2 3 0
d M1 dM2 dAO
A el o0
dA0 1 0
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2
‘3. a)M2 = M3 =1 B = A2 g
M, # 0 dn g
dM2 ! 0 0
H'A;# g B=A e+
2
1,2 dmy  am, § Al-i:j% + ;;Z < 0.
o | 1 dA 0
dAo 0 0
b)M, = 0 Bl Ry dm
2 3/2 14 <0
M, = 0 dom daZ 32
3 1 1 A2 w0 0
M4 40 2 dA2 3/2 4
0
dM
£ 0
0
ot g Vg i 2
4, M2-'13—M4-0 B = A2 €€ + d2M
2 2
Mc # 0 dM e ¥
5 1 1 A2 ol s o dA
plics iRy T o 0
sz 0
a) =0
Ty
dM
2 3
b)am= #0 B=ARA,e" #
- R dM
= A + Eﬂ\g 5P
B b 1 e, 0
dM, d2m, M,
0
L dM L, am,
_ZA + H?Y'A = 0 etc
Dans le cas des racines triples des équations d'amplitudes principales, on a :




2%

TABLEAU 4.
N° Suppositions Equation déterminante et Condition de stabi-
' 1'expression de R(¢e) lité
3 1/3
1 MZ#O B-A1/3e + ... d3M
al 1 2 1 .o
] M g 173 _5
T e A1/3 =20
dA
0
g S 2/3
2 M2 =& 1) RiE A2/3 e Ay, o d3M1
My #.0 a3 > A2/3 S <
dM LR A s M =0 a
o i 83 /3 3
HK; 0
sz
b)— # 0 B =A, e+
dA 1=
0 dM2 sz
M3 + -a-A-;- Al = 0 -ang < 0
3 1/2
B A1/2 € + ..
dM a3y a3 dM
24 1 3 eshie 57 R <y
aﬂg TR 3"'—_3 1/2 ’Z_d;\? 1/2 H?X';
0
3 M, = My = 0 B=A ¢+ - ;
1 40 a3 dm £ 2 . A
4 1 1A3+1 2A2 ?dAg 1 dA2 1
dM2 3T dA3 o A 1 dA2 1 0 0
a)a'A—- =0 (0] . ‘ 0 dM3
0 dM + o < 0.
B i - 0 CLYS ‘
an; Al 4
du, 20
b)aﬂ-— # 0 B = A2 5 ekt SN
5 1/2
B Al/Z-E ¥ 3
dH2 3
M+ Anr= .0 d M dM
4 TR e 2
1° ’2_34‘1/2 an_ < 0
dM dM
o "‘3“1/2*61"“1/2 ik etc. ..
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Les solutions périodiques stables de (2.1) ne répondent qu'aux dérivées né-
gatives de l'équation déterminante de chaque rorceau de diagramme de Newton

par rapport d Ai/2’ A., A.,, correspondants.

7 7,//3
Nous voyons qu'on peut avoir, par exemple (le cas 3b dans le tableau 4), deux
solutions périodiques stables dans le cas des racines triples des équations
des amplitudes principales qui bifurquent d'une seule solution périodique cor-
respondant & une racine simple de 1'équation aux amplitudes principales.

Conclusion :

Pour chercher les solutions périodiques d'un oscillateur quasi-harmonique
dans le cas des racines multiples d'équation des amplitudes principales, il
faut procéder de Ta fagcon suivante :

1) Trouver 1'€quation de bifurcation (2.10) déterminant la variation R(e) dans
les conditions initiales comme une fonction implicite de €.

2) En utilisant le diagramme de Newton correspondant a 1'équation de bifurca-
tion, trouver la tangente de 1'angle d'inclinaison du premier morceau des-
cendant de diagramme avet 1'axe d'abscisse négatif. Cette valeur % donne
la plus petite puissance de € dans le développement de la fonction B(e) en
série par rapport a Ep/q.

3) Ecrire 1'équation déterminante correspondant a ce morceau de diagramme.
Cette équation permet de trouver q coefficients possibles du premier terme
du développement B(e) en série par rapport a Ep/q. Pour isoler les solu-
tions réelles, on vérifie quelques conditions.

4) La condition de stabilité des solutions périodiques correspondantes, est
donnée par la négativité de la premiére dérivée de la partie gauche de
1'@quation déterminante par rapport au coefficient de premier terme dans le
développement de B(e) en série par rapport a ep/q. Si cette équation a des
so]utiéns multiples et par conséquent si la dérivée en question s'annule,
i1l faut chercher le second terme dans le développement de R(e) en utili-
sant le méme procédé a partir du point 2. La condition de stabilité est
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donnée par la négativité de la premiére dérivée de 1'équation déterminante
de deuxiéme approximation par rapport au coefficient correspondant. De
cette facon, on peut trouver toutes les fonctioné B(e), les solutions pé-
riodiques correspondantes et les conditions de stabilité de ces solutions
périodiques. '




5 2

Application du diagramme de Newton @ la recherche
des exposants caractéristiques d'un systéme quasi-
harmonique dans le cas ol 1'équation fondamentale
dét (A - XI) = 0 admet des racines nulles et pure-
ment imeginaires de multiplicités différentes de
1'unité avec des diviseurs élémentaires non simples.
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Application du diagramme de Newton & la recherche des exposants caracté-
ristiques d'un systéme quasi-harmonique dans le cas ol 1'équation fondamen-
tale dét (A - AI) = 0 admet des racines nulles et purement imaginaires de
multiplicités différentes de 1'unité avec diviseurs élémentaires non simples
[11]

La recherche des exposants caractéristiques va nous permettre d'étu-
dier la stabilité des so1utfons périodiques dans le cas ol les diviseurs élé-
mentaires ne sont pas simples. On sait par le théoréme de Liapunov que le
systéme X = Ax est :

- asymptotiquement stable a@ 1'origine si toutes les valeurs propres de A sont
a parties réelles strictement négatives; ;

- instable si 1'une des valeurs propres est & partie réelle strictement posi-
tive;

- stable mais non asymptotiquement si
a) toutes les valeurs propres sont & parties réelles négatives;
b) 1'une au moins est @ partie réelle nulle;
c) toute valeur propre a partie réelle nulle correspond a des blocs de Jor-

dan en nombre égal a sa multiplicité (diviseurs €lémentaires simples).

Dans le cas des diviseurs élémentaires non simples, le théoréme ne nous permet

pas d'affirmer s'il y a stabilité ou instabilité.

g X = AX + u FX (1)

x€R"; F, A€R" xR"; 1 €R, u petit paramétre
F = F(t, p), w périodique en t, analytique en y.
- F

F(t, u) (o) , u F(l) + u2 F(z) A1 e
Systéme générateur : X = AX (2)
A matrice constante; équation fondamentale : |A - XI| =0

Nous considérons donc le cas de résonance : 3 racines A\_ =0
3 racines A +

uj =1 s Py € N. Ces racines sont appelées critiques.
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bl la plus petite puissance des diviseurs &lémentaires associés

a Xo = 0;

OY = le nombre de diviseurs élémentaires AY, ALy R 9

s'il n'existe pas de tels diviseurs élémentaires de pu1ssance ¥
alors eOY = 0;

Ko

Mo

Ta multiplicité de AO;

le nombre de groupes de solutions correspondant & AO.

On a immédiatement que

q

K 0
= L vye
) 4 oy
q
mO = Zo eo
vl Y

De méme notons :

m

G la plus grande puissance des diviseurs élémentaires associés

Zn
Au = & = p

= le nombre de diviseurs élémentaires (A - A )Y, Yoel, i

UY

s'il n'existe pas de tels diviseurs elementa1res de puissance vy,
alors eUY = 0;

; la multiplicité de Au;

= le nombre de groupes de solutions correspondant a Au'

On a immédiatement que

q
u
K = TR yis
u il uy
9
m = I e
u y=1 YUY
Exemple : Soit le systéme linéaire suivant :
Xp = X, 1 0 o\ ‘4 -1 0 0
?2 b S g A=["2 =2 0 0| =matrice] 0 -1 1
Y1 = Y2 0 0 0 1/ de Jordan 0 0 -1
Yz = =Ypm 2V, + u(XHX,) A e 050 .0

Diviseurs élémentaires de (A - AI) ? Par des transformations €lémentaires

(A - AI) peut étre ramenée & la forme diagonale suivante [8 ] :

a

q,

0
0

-3
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A+l

(A+1)3

Donc les diviseurs élémentaires sont () + 1) et (X + 1)3

g~ 3 Y€ {1:82,:3)

ku =4 en * 13 € = 0, e,3 = 1
3
iy T ve =3 =4
u k=1 uy
3
MPC=0: T @ a's i dai]
u k=1 uy

Soit ¢(t, u) le systéme fondamental principal du systéme X = AX + p FX
¢(o, n) =1
On peut présenter la solution en forme de série par rapport & u :
o(ts ) = oL (e) + u oD (1) + 12 6@ty 4 .
Les conditions initiales deviennent :
o)1 .
41 (0) = 0 1EN

En mettant le développement analytique de F(t, u) et ¢(t, u) dans 1'équation
(1), on obtient :

j:o j=0 ]:o k:o
ey . A o n . .
J=0 n=0 Jj=0
Le terme de puissance m
A M) L o (m) e Tgl i A
J=0
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m-1 & ;
avec Y(m-l) & I ¢(m—1-3) F(3) o mi> 0
j=o

Pour m = 0, on a : i(o)(t) = A ¢<°)(t)
La premiére approximation de 1'@quation caractéristique est :

Doy 1) = 16{%200) + u oM (w) - p 1] =0 (3)

soit Po racine de D(p, 0) = |¢<0)(w) - p I| =0. Etant donné la relation
WA 3
bien connue p; = e i A chaque racine Ao’ xu correspond une racine de

1'équation D(p, o) = 0, égale a 1.

Donc 1a multiplicité de Po est : k = k + 2 k1 R T k ‘

Par le théoréme de wEIERSTRASS FEy Goursat - Cours 'd' ana]yse mathemat1que,
tome II], 1'équation (3) a k racines p(u) telles que p(o) = 1 qui peuvent
v S

Soit q = la plus grande puissance des diviseurs élémentaires correspondant

étre développées en séries de puissance p

aux racines AO, Au’ c'est-d-dire q = max(qo, Qps v qr).

Recherchons les conditions suffisantes pour que les k racines p(u), (p(o) = 1)

soient dévé]oppab]es en séries de yu; “1/2; S5 ul/q.

Remarque : a chaque diviseur élémentaire () - AU)Y de 1a matrice (A - AI) cor-
‘respond le diviseur élémentaire (p0 - 1)Y de Ta matrice (¢(0)(w) 0 I)
= nombre de diviseurs élémentaires - 1)Y egale e. avec e =e_ +2e, +
fgin 1) conle G B oY ly
VMG erY (v = 28 . coslil)s

Soient k = la multiplicité de la racine Py’
m = le nombre de groupes de solutions correspondant a Pys
k = k0 + 2 kl - kr
% 94 Qs
s e 44l LOge b +2 I vye
‘Y:l oy Y:]_ 1 Y-l ry
Sl 42 2e 1= 1
Yile % 2e, % +2e = Lye
v=1 0 ly Y y=1 :
q
=L e
b ok Tk
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Changement de variable : 0 = p - 13

L'équation caractéristique devient D(o, p) = |¢(°)(w) + U ¢(1)(w) -
(1+0)I| =0
D(, 0) = (6% (w) - (1 + o)1) (4)
peUt étre réduite par des transformations élémentaires & la matrice diago-
nale {Cl’ cers Cinovans cn} ol
Ba.= Ei(o) pour i =1, ..., N=M
C4 =0 Ei(o) pour i = n-mtl, ..., n-mte,
w T _Tal L
c; =0 Ei(c) pour i =n m+Ky+1, L 3 m+:<Y+eY
L
=0 En(o)
Ei(o) #0 Ei(o) polynome en o Ky = e te, t ...t eY_1
E1 ' n-m diviseurs élémentaires
E2 qui ne contiennent pas la
racine o = 0.
CEi
¢ u ~n-
d1ag{c1,...,cn}— r(T)‘En-m-rl e, diviseurs élémentaires
OEn-m+2 contiennent la racine o =
: i la puissance 1
GEn-m+e
1
|
o En

On représente D(o, u) sous forme de série

. D(oé W) =2 p a (o)
ol a_(o) =b o v+ b o v+l + ... 3 b constants:; € = plus petit exposant
v Vv vy Vs - \

Remarque : Si on écrit

de o

_ D(O,u)=|A1+uBl A2+p82 An+uBn|
avec Ai | i?me co]onhe de Ta matrice (¢(0)(w) - (1+o0)1)
Bi ¢ iemé colonne de la matrice.(¢(1)(w)).

qui
0
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Avec cette notation, on a .

D(o, ) = IAl A2 s 0 Anl
+ IAl Ay i m Bnl + 'Al R T PR Anl + +
+ |u By Ay ... Anl
+ |A1 . 1 Bn_1 U Bnl + ]Al SEi Bi e Bj . ot Anl +

SO

+ IUBI u 82 D) U Bnl
Donc pour trouver le terme u“ av(o), il suffit de faire la somme des déter-
minants de n*™ ordre dans lesquels entrent chaque fois v secondes colonnes

(u Bi) et n-v premiéres colonnes (Ai)'

IT reste maintenant & examiner la fonction implicite o(u) déterminée par
1'équation D(o, p) = 0 dans le voisinage du point critique py =0, 0 =0 &
1'aide de 1a méthode du diagramme de Newton :

1. La plus petite puissance €, de o dans le polynome ao(o) = k. En effet

Ay Ay oo A ] = et (89 () - (140)T)
-dét (diag (c

a,(0)

R cn).
Car la valeur du déterminant est conservée pour des transformations &lé-
mentaires [13]. Donc ;

¥

ao(o) = El E2 #v0. E o En-m+2"'0 i 2

n-m+1

l.e 2.e qe
: 1 2 q -
=0 AL e, 1T E1 S En =0 E1 oie Sp

Ei(o) Pl i = TN, . N
Donc k est Te plus petit exposant de o parmi les termes de la série
D(o, u) = % uvav(o) qui ne contiennent pas u (donc e, = k).

v

k ainsi défini est la projection du polygone de Newton sur 1'axe o et cor-
respond au nombre de solutions o(u).

2. La plus petite puissance 2 de u dans le membre de la série T 1" a (o) ne

\V
contenant pas o est plus grande que m. -



En effet, si v1‘< m, chaque déterminant d'ordre n intervenant dans le
\Y)
1

~calcul de p a,, (o) contiendra un mineur de la matrice (4) d'ordre plus
1

grand que n-m (remarque p. ). Or,le P.G.C.D. des mineurs d'ordre r de 1a
matrice (4) est égal au P.G.C.D. des mineurs d'ordre r de la matrice diag
{cl...cn}[13]. Donc ici des mineurs d'ordre strictement plus grand que n-m
vont contenir au moins un o a 1a puissance au moins égale a 1'unité. vy =m

On suppose que vy prend la plus petite valeur possible m : i1 suffit alors
d'examiner les plus petites puissances des polynomes av(o) pour v =uf. Tues
m-1. (v > m représente une coordonnée d'un point qui n'appartient pas au dia
gramme de Newton).

- Vv =m-1= des mineurs de la matrice (4) d'ordre n-m+l vont apparaitre dans
chaque déterminant intervenant dans Je calcul de u” a,(9). La plus petite
puissance de o dans le polynome am_l(O) est € il = 1, car tout mineur d'or-
dre n-m+1 contient un terme avec o en facteur parce qu'il y a au plus n-m
termes diagonaux qui ne s'annulent pas pour o = 0 (El(c), osii En_m(O)).
Pour 1a méme raison, pour chaque polynome am_i(O) (i < el) la plus petite
puissance de o est €n-i = 1°

. Cas général : v =m - Ko 3 h
h = 15..58

Y=1,..., 9
= des mineurs de la matrice (4) d'ordre compris entre n-m+KY+1 et

v

n-m+»<Y+eY vont apparaitre dans chaque déterminant intervenant dans le cal-
cul de pv av(o)

£
" n-m
‘E

n-m
OEn-m+1
: e,
v %
“ En-m+|< +1
iy
0Y
n-m+K_+h e,
o Y
o n-m+k_+e
i

*.
o Enl
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Le mineur d‘ordre,n-m+ny+h qui contient le facteur o a la plus petite

puissance est le mineur principal du coin supérieur gauche. Le terme en
le, 2e, 3e e,+2e,+...vh
o de ce mineur est o 1 o e o 3 " oYh =g 1ot

Le plus grand commun diviseur de tous ces mineurs d'ordre n-m+KY+ h con-

tient au moins le facteur -
e1+2e2+...+yh

o
d'on Em-Ky-h (= 1a plus petite puissance de o dans am_KY_h(c)) = 0(h, y)
avec 6(h,"y) = e, + 2 ey + ... 4 (y-l)ey_1 + vh
DaEtE eY
y=r... q

$1 les coefficients des termes de Plus petite puissance de o dans av(o)

sont distincts de zéro, alors D(o, u) peut s'écrire :
' -K_=h
k m YT e(h,y)
+ bm o+ E 5 bm-KY-h U o + H

avec H 1'ensemble des termes n'intervenant pas dans 1a construction du dia-
gramme de Newton. -

D(o, u) = o

- - - - o .- - - -

La projection sur 1'axe o du diagramme est k = Je point extréme N(k, o)
La projection sur 1'axe 1 du diagramme est m = 1le point extréme N(o, m)
Les coordonnées des points intermédiaires sont données par 1'exposant de u

en ardonnée et 1'exposant de o pour 1'abscisse :

k g ‘ -2 48 ) .8
D(o, u) = o™+ bm um + bm-l um 1 01 + bm42 “m o + m-e, u o 1
mee,-1 e,+2 m-e,-2 e.+4
1 1 1 RS
: bm-e -1 M & * Ppee -2 M 4
1 : 1
m-e,-e, e,+2e
+b Al : Py # Y 2
=€) 2
s
+ H
On remarque que les points (1, m-1), (2, m-2), ..ss (el, T m-el) sont

en ligne droite. De méme les points (e1+ £y m-e,-1), (e1+4, m-e1-2), e
(el+2e2, m-el-ez) sont en ligne droite.
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De méme pour y fixe, Y = p. Tous les points pour h = ) ep sont en
ligne droite. 11 suffit donc de considérer les points N2(e1, m-el), N3(e1 +
2 €y, M - e - e2) ... dans le diagramme. Comme Y= 1yii.uy 'y On 3 done q
segments différents :

s NY,= (e1 + 2 € + ... 4+ (y—l)eY_l, m - KY)
R o2 NY+1 = (e1 4.2 €y + ...ty eY, m - Ko eY)
e ;
ey _a

donc tg ¢ = 7 ey o pente du segment NY NY+1

= o(p) peut étre développé dans le voisinage de o = u = 0 en série de puis-
sance de W pour le segment N, N,

1/2

U pour le segment N, Ny
u pour le segment NY NY+1
ul/q pour le segment Nq N

A chaque segment du diagramme correspondent autant de solutions o(u) (o(0) = 0
que la différence des abscisses des extrémités de ce segment. Donc pour le
segment NY N +1° il correspond y eY développements de o(u) en puissance de

'Y ‘
ul/y. Le nombre de développements de o(u) dans le voisinage de zéro est égal
a k=13 ] : |
da YYeY | |
Dans la construction de notre diagramme, on a sSupposé bm_K FO0,y=1...%

‘ Y
(le cas ol un des bm_K = 0 est traité dans 1a remarque 2).
o,
En résumé :

Si le systéme quasi-harmonique X = Ax + M FX (1) est tel que :

1) 1'équation fondamentale [A - AI| = 0 admet des racines Ay 0 et

oF Ly ¢ A
Au =+ P 1, Py € N, ufs 1+ Vi
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w est la période de F(t, u)

A matrice constante, k est 1la multiplicité des racines Ao, Au‘

2) les diviseurs élémentaires de la matrice (A - AI) correspondant aux ra-
cines Ao; Au ne sont pas tous simples et q est la plus haute puissance

de ces diviseurs.

Alors pour que les k multiplicateurs caractéristiques p(u) du systéme (1)

pour lesquels p(o) = 1 soient développables en série de puissance u, ul/z,
5 ul/q, les conditions suivantes doivent étre satisfaites :

' 1/y

a) la premiére approximation du groupe de racines pi(“) =1+ a; u

1/y

développée en puissance de u est différente pour tout vy;
m-K

pd, y=1 ..54
Y

Remarque 1 : Si les racines A, et A, ont seulement des diviseurs élementaires

b) q satisfait les inégalités b

simples (y= 1), alors le nombre de groupes de solutions est égal a Ta multi-
plicité (k = m) des racines Ao’ Au. Dans ce cas, toutes les racines p(u)
se développent en puissance de u

\N1
& O

'ui

m-Fyhr |

oIy
- "f’"f“l

Remarque 2 : Si un des coefficients'bi, i=m- Ky est égal & zéro et que
b,_; et b,,, sont distincts de zéro,

NY =(eg 2yt ...t (y—l)eY_l, m - KY)
A = (e1 $ 2 e, + ...+ (y—l)eY_1 -ly,m- gt > 1)
+

o B = (e1 + 2 ey, + ... (Y-l)eY_1 +y+1l, m- Ky + .4

La tangente de 1'angle aigu entre le segment AB et 1'axe o est égale & ?%éT’

d'od on a un développement de o(u) sous la forme u2/2Y+1 sur le segment AB. -
Dans le cas ou les racines A = £ i B, Au = & %g-pu Ter S angee 1,0, v,
BER,B#S. %gu se . .

On utilise la substitution suivante : o = p - e1Rw. Les résultats obtenus

sont encore valides dans le cas de non résonance.
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2,

Pour le calcul pratique des exposants caractéristiques du systéme
quasi-harmonique X = Ax + u FX, ARTEMIEV a effectué la substitution su
vante :

x = e y(t) | (2.1

ot x.Ean, o = 1'exposant caractéristique recherché et y(t) = vecteur w-pér
dique.

SHUMANOQV a considéré le cas général en supposant que parmi les racines
de 1'équation |A - AI| = 0, i1 existait des racines multiples ou différente:
1'une de 1'autre de la quantité # %g Py i, la multiplicité des racines étan
égale au nombre de groupes de solutions du systéme X = AX correspondant a c
racines.

Nous essayons d'enlever cette derniére restriction en utilisant la
substitution (2.1) et nous considérons le cas ol les racines critiques de
1'équation fondamentale |A - AI| =.0 ont des diviseurs élémentaires qui ne
sont pas tous nuls. La méthode de détermination de 1'exposant caractéristi
que développée ci-dessous est basée sur le travail MALKIN [7]. De plus, no
supposons qu'a toutes les racines critiques de 1'équation fondamentale pour
lesquelles Ta somme des multiplicités = k, i1 correspond m groupes de solu-
tions et en général, le nombre de diviseurs élémentaires 1Y, (A - AU)Y (u =
1, ..., r) avec la puissance y = ey(y =1, ..., q). Le systéme homogéne de
1'équation différentielle X = AX admet m et seulement m solutions w-périodi
ques ¢, (i = 1, ..., m). Nous les supposons groupées comme Suit :

¢1, o My ¢e corfespondant aux diviseurs élémentaires simples A, (A-AU
1

correspondant aux diviseurs élémentaires simples AZ, (M
r//J ":’u,

¢K +1° cee ¢K +1 correspondant aux diviseurs élémentaires simples AY,'L)~’
Y Y (2]

ave = + LA :
VCKY el 82 e

¢ 3y 2009 O
e1+1 e1+e2

v-1
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En dehors des m solutions périodiques ¢y il correspond aux racines Ao’.xu’
k-m solutions particuliéres indépendantes du systéme X = AX du type suivant
[CHETAEV ] :

Ak L (1 (v-1)
-7 ¢ + T—157‘¢ ) t o5 ;
s Al &<

Y T+ e i

]
no
-
o

ou les fonctions ¢$p) sont w-périodiques satisfaisant les relations de récur-
rences suivantes :

L(PY L e (Pl ;
b5 A ¢ ¢ K < i< K4l (2.3)
P = 1y vansay=d
(y-1 équations pour y-1 fonctions inconnues ¢( ))
De memg on a m solutions w-périodiques ¢; du systéme adjoint X = - ATX.
Comme précédemment on suppose que Vs Ky 41 S g ¥ correspond @ 1'ensemble

des diviseurs élémentaires AY, (A + A )Y de la matr1ce (- AT - AI). En dehors

des m solutions périodiques Vs il correspond aux racines A > Ay k-m solution

"particuliéres indépendantes du systéme X = - A X du type su1vant -
=i «Ly=2
A t (1) (v-1)
T?TTTT wi + (§:271-¢. S W, F wi
s <Y
: . Y YH. (2.9
t g, + pit) ' viad .,

ou les fonctions wgp) sont w-périodiques satisfaisant les relations de récur-
rences suivantes :

(P AT p{P) 4 P71 - g o< i<k (2.5)

N e |

Rappel : les conditions d'existence des solutions périodiques du systéme
non homogéne : ;
X = ACA fltE s (2.6)
dans le cas de résonance et lorsque f(t) est w-périodique sont :



w

T i
by fdt=0
0

X, feR"; Aer" xR"; s e R,

De la relation (2.3), il ressort que les fonctions ¢
périodiques du systéme non homogéne (2.6) ol F(t)
tions d'orthogonalité sont pour ce systéme :

i <k A(p-l) =vJ

Les conditions d'orthogonalité impliquent :

3) si v ofP7!)

0

w 3
- BatP) 404
si J wj b3 dt = 0

v+1 Ji

0

o

“Ph(p) T sbng
Wj ¢i +\Wj ¢1

- (AT u)" ofP) e plen ofP) - p{P71))

ECF B o
wj ¢i 7

Par cette récurrence, on a :

-
T

w
) T o{IRLY apes
= J \Uj ¢; dt = w

0

p = 1: ey Y'ls J = 1, veeg M,
Pour p = vy, au moins une des intégrales est distincte de zéro

c C €R (propriété des solutions du
o .
=[ c.dt=0 = c=0=vy; ¢

= gty ofP -0

3 o) e e dp) (p=3¥
Vi Ao rus AasP -y = 0

42

(2.7)

(p) sontvdes solutions -
(p-1)

Les condi-
=1, > Yok
gy , M

systéme adjoint)
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[}
I

-
A§¥'1) . [ w} o$1) gt £0 i =, S ' (2.9)
0 Y = L e vn

Sinon ce]a'entrainerait 1'existence d'une fonction ¢(Y) = v+l solutions pé-
riodiques relatives aux diviseurs &lémentaires de puissance y. En particu-
lier pour i <e 1, il existe des A # 0 -

w o O | ‘ - (2.10)

~

puisque 9; est une so]ut1on per1od1que du systeme homogene et que le produ1t
scalaire avec les solutions du systeme adjoint égale une constante non nuTle
au moins pour une valeur de j (j = «..y m). De facon similaire, des re—A
lations (2.5) et (2.7), on obtient que pour chaque j fixé dans 1'intervalle

KY < <KY+1

J -
0 Y] e il

W
J 1 (p-1) b5 dt = wg(p'l) o =0 e gl P 1 R

et au moins un des produits scalaires suivants est différent de 0 :

wJYl)q)#O (i=19 ~--sm;Y=1"°'$q)

On a que : w} ¢$ = (- 1)p~w§(p) ;. Montrons le par récurrence :
d (1)t (1)T

On prend l1a constante K = 0. Donc w} ¢§1) = (- 1) w§1)T'¢i’ et par récur-
rence sur p on obtient '

T . T
b ofP) = (= )P yPIT o,

Finalement, si on a (2.11) on trouve que pour K, < J <k les conditions

v+1?



d'orthogonalité sont satisfaites :

(p-1) _ (Relmfe . Jud  (p-1) _
AJ‘I —'Q U’j ¢1' =W ‘PJ‘ ‘b-i =0

On remarque une symétrie entre les indices i et j.

(2.8) et (2.12) en détail :

Y= 2 e, < i< e, te

44
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Exprimons les conditions

2 : | 30
jo=1, ..o, m ey - =1, 00w (2.12)
(o) (o)
p=1 A =0 p=1 a3’ =0
Yo E3 e1+e < s e1+e2+e3 e1+e2 << e1+e2+e3
JE=al , . SEm ( ] = 14 , M
0 2.8) (o) {2.12)
p=1 AYJ =0 p=1 A% =0
(1) (1)
p=2 Aji = p=2 Aji =0
e KY<1\|<Y+1 Ky j\KY+1
=51 , , M i= 14 , m
(0) (2.8) - (0) (2.12)
p=1 A% =0 p = A =0
p = y-1 A§¥'2) 0 o = 3 A§¥'2) 0
On a que
g?) =0 si au moins un des deux indices i ou j > el,'
Agi) =0 si au moins un des deux indices i ou j > e; + eé
A§¥'2) = Qs ?u moins un des deux indices i ou j > Ky

Si ¥ gu s Ky-1 = ¢$Y'2) et ng'Z) sont identiquement nulles par cons-

truction des solutions suivant CHETAEV, donc

alY=2) -

31 pose ety ) < x

v-1

En conséquence, A(Y )'peut étre différent de zéro si Ky-1 el ] «

Y

Ayant établi les propriétés des quant1tes A( 2), nous passons a la détermi-

nation des exposants caractéristiques du systeme quasi-harmonique X = AX +

n FX (1.1).
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(o}

En substituant X = e ¢ y dans 1'équation (1.1) nous avons le systéme sui-

. vant :

 Sfh FalECR R(2) Y Doy | (2.13)

On a vu que dans le cas non dégénéré les exposants caractéfistiques a pou-
vaient étre développés en puissances de ul/Y (
Ly est égal a v eY.
ul/Y+ a2 uz/Y s, ..

y=1, ..., q) et que ¥y .le
nombre de développements en u

on cherche la solution y en série de méme puissance de v

y 2 980) SRLIERERE 2/ | (2) Jir (2.14)

Nous commencons par la détermination des exposants caractéristiques qui peu-

vent étre développés en puissance de p :

1 2
M a1+u a2+...

y(0) (1) 4,2 L B (2.15)

a

¥ Yy

(2.15) dans (2.13) donne les systémes suivants :

y(0) 2 p (o) (2.16)
y(1) 20y (0 i) le) _ 3 y(0) (2.57)
52 2 g2 4 f) () L p(2) (o) L) L (0 g g5

Le systéme (2.16) a une famille de solutions périodiques :
(o) zi#ko ' 0
y = M1 ¢ * oo ¥ Mm O (2.19)

avec M? des constantes arbitraires. :
En imposant 1a condition de périodicité pour le systéme (2.17), on obtient
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rw
Posons Bji = w} F(l) ¢; dt
o
[© 1
A§$)= b ¢y dt
‘o
AP p (0)yyo i (0)ymo
(2.19) Pj = (le 3 Aji )M1 + oo + (Bjm a Ajm )Mm = 0 (2.21)
: J = WS,
Ore, Agg) =0 pour i, j > €. (2.21) peut s'écrire sous la forme
e (0)yyo : (0)ypo
(le ay Aji )M1 B ew (Bjel a AJ.el)Mel +
0 0 .
Bje1+1 Me1+1 R Bjm Mm =0 (3 = & 5 el)
0 0 :
Bji M1 + o g Bjm Mm Rl = e, + 1, s M) (2.22)

S e S e & % & s 0
C'est un systéme linéaire homogéne de m équations & m inconnues Ml’ -,

Mg qui admet une solution non triviale ssi le déterminant A = 0

Bip-ap Ay sl Blel - Alel Bl,e1+1 Bim
B - a, A B - a, A B B
e, 1 I8 e 1 e.e 3 Jese. Te..e.+1 e,m
b, * L 1 171 1510 1 0 (2.23)
B : B
e1+1,1 e1+1,m
Bml Bmm

Le coefficient a; est une des racines de 1'équation algébrique d'ordre ey

Al = 0. .Pour déterminer ag, il faut que ce déterminant ne soit pas identi-
quement nul. Donc, les‘m-e1 derniéres colonnes (lignes) qui ne contiennent
pas a doivent étre 1inéairement indépendantes sinon 8y = 0 est identiquement

vérifié, ce qui ne permet pas de déterminer ay.

Dans Te cas non dégénéré, on doit pouvoir trouver les e, racines ays donc les
m-e, derniéres lignes (colonnes) doivent &tre Tinéairement indépendantes. On
obtient d'autres conditions d'existence des e, racines 2, (1.20).
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Comme les racines a; doivent étre simples, il existe un mineur du systéme .
(2.22) d'ordre m-1 non nul. Supposons 2 fixé tel que A = 0, les quantiteés
M? peuvent étre déterminées a partir d'une, soit Mg, qui sera arbitraire.
Donc Mg, s m%, 2 sont des solutions simples du systéme (2.22), et pour
elles, on a :

a(Pl,...,Pm)

.m0 0
B(Ml,...,Mm_l,al)

‘0 (2.24)

Pour le déterminant (2.24) non nul, on peut construire formellement les série
(2.15) : la solution périodique y(l) est de Ta forme

(1) _ uih) 1(1) 0 (1)*
y = M1 G + oo Mm_1 $no1 ¥ Mm O * Y (2.25)
ol Mgl) s, Mé}% sont des constantes arbitraires, et y(l)* est une solution

particuliére du systéme périodique (2.17). On substitue (2.19) et (2.25)
dans (2.18). La condition de périodicité de y( ) est ¢

o (R e (1) o e
L (B - 3 A'i )Mi il Biy Mimh = 8y L AGEEM, e s 0
el { ize +1 1 / ‘
@ 7 o PR el)
(1) 8 (1) ™ ’
le MiT 4+l 4 Bj;m—l Mt ey 0 (J = etl, ..., m)(2.2€
y ' : (1) (1) p(o) (o)
ol ej sont. les termes ne contenant pas M1 . Mm-l’ M1 e Mm s A5 On

obtient un sytéme linéaire non homogéne oG les inconnues sont :
Mgl), wouiy M&E%, a,. Le déterminant des inconnues est

apl... Pm
a(MS ME. .2 ) 2
T - o 1]

donc 3 une solution unique : M(l),'... M(l), a,. De méme, on détermine suc-
1 m-1 2

cessivement 3, 3, ... et y(z), y(3) .+« En prenant pour 3 les e, racines
de Al = 0, on détermine les e solutions périodiques développées en puissance
1 :

de u~.

Nous passons a la détermination des exposants caractéristiques qui sont déve-
loppables en puissance de ul/z.

2 e2.

Le nombre de ces développements est égal a
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o= u1/2 a; tua,+ u3/2 ag t ...

y aylol g M2 00, (2 (2.27)
On met (2.27) dans (2.13) et 1'on obtient :

;(0) - g (0

SO e o (0)

52 2 a4 fD) o) g (D) (0) (2.28)

Supposons que le systéme fondamental a une famille de solutions périodiques

(o) . 40 0
y = M1 ¢1 i Mm ¢m

- Les conditions de périodicité de y(l) sont :

ag (M8 Agg) bt M0 A§3)) -0 e .8 nrt) (2.29)

parce que A§?) = 0.pour 1.3 > ers les m-e, derniéres conditions (2.29) sont
identiquement satisfaites et les ey premiéres conditions pour a; # 0 ont Ta
forme :

o a(0) 0 alo0) _ g
M1 Aji + & + Mel Ajel =0 (j=1, cees el) (2.30)

Montrons que le déterminant |A§?)|du systéme (2.30) est différent de zéro.
En effet, si dét (A§$)) = 0 = (2.30) admet au moins une solution non triviale

;o :
Cps wves cel. Soit ¢p =Cyhy + ...t ce1 ¢el VI s i T el}
Soit Te nouveau systéme fondamental
Pps wees ¢ -1 ¢p’ ¢p+i’ cees O
st ) Tl (o) _ & (i ,
Soit Aji o C; wj ¢ 151 C; ii (3 VLT el)
0
car €y, ..., C,sont solutions de (2.30).
1
(0)* B 0 s
De plus AJp = 0 pour j > € donc AJp 0, J Nieate oty
ce qui est contraire @ la condition (2.10); donc le déterminant |A(?)| #0.
Donc 1'équation (2.30) a seulement la condition triviale Mg =...=M =0,

|
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Donc
yloky M°1+1 o1 * e * Mg (2.31)
: m
Y- A g s M o, (2.32)
i= e1+1 :
ol Mel+1, . M; restent indéterminés.
La famille de solutions périodiques du systéme (2. 3oy est ,
W) (1) (1) 0 (1) o (1)
y = Ml ¢+ ool M O * al(r +1 ¢e1+1 + Mm O )

(solution générale du systeéme homogene + combinaison linéaire des solutions
particuliéres (2.3) p = 1). M{l) P Mél) sont des nouvelles constantes ar-
bitraires. On impose la condition de périodicité de y(z)

W
T (1) 0 0
[ L Mo 41 bo 41 *oom t MG Ol

J
o 1 1
fw
3 T (1) (1) 10 (1) o (1)
2 J wj [M1 ¢ + ... 4 Mm O * al( o +1 N +1 PR Mm O )1
0
rw
T . 1] 03 0 _
22 J lb\j [Me1+1 <I>e1+‘1 W veud Mm Ol =0
0
m m m
g (0) yl _ ;2 (1) wo _ al0) o -
i=e1+1 41 BJ1 - 151 AJ1 41 o i=£1+1 AJ1 11 "2 i=§1+1 J1 M1 o
Or on a vu que Ag?) =0 siiouij-> e,
(1) 58 g s
Aji =0 siiouij> L)
3 Zig(1 )l oD 0
P s (Bys - a7 A} INE++ .8 B.. M; =0, J=e dali., . g
SRR R TRt L IR ey i i ;
1 3
sk 0 0 _ A7
Pj = Bje1+1 Mel+1 L P Bjm Mm =0 (J = Ky + I, «oym) (2.34)
¥ 0 B0 (0) (1) (0) y(1)y _
Py = BJel+1 Mel+1 coe + B MO a (A3 M+ AJel Me1 ) =0 (2.35)
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On obtient un systéme linéaire homogéne (2.34) avec pour inconnues Mg $10 v
1 ;
Méo) le déterminant du systéme doit étre nul

2,(1) 25 (1)
B -a,A MR -a A B :.B
e1+1,e1+1 1 e1+1,e1+1 e1+1,|<3 i e1+1,»<3 e1+1,K3+1 e1+1,m
e 2,(1) 2,(1)
B -asA ..B -a,A B carm B
AZ 5 |<3,e1+1 1 K3,e1+1 KqKg 1 KK r<3»<3+1 KgM 2
B ' B (2.36)
K3+1,e1+1 K3+1,m
Bm,e1+1 T , Bmm
Supposons A, £0 = -Mg s M; = 0. L'equation (2.35) devient
1
(0) (1) (0) m(1)y _
al(Aji - Ajel Mel ) = 0.
Pour a, # 0, comme dét (A(Q)) £0 = md) o 2 m(1) o 0. Donc a, doit
1 Ji 1 e 1

étre choisi de facon .que b, = 0.

On pourra déterminer les 2 e, racines si les m-i derniéres lignes (colonnes)

de A2 sont linéairement indépendantes.

Puisque toutes les racines doivent étre simples, pour ay fixé, on trouve les
quantités Mg +10 e Mg oll M; sera choisi arbitrairement

1
a(pel+1 I

. #0 ; (2.37)

0
a(Me1+1 MO e, )

Ces quantités-Mg £l reo Mg sont obtenues du systéme (2.35) déterminant de

fagcon unique M§1) S Mél). Exactement comme dans le cas ol y = 1, on voit
que pour un déterminantA1(2.37) non nul, les séries (2.27) peuvent étre cons-
truites formellement jusqu'd un ordre quelconque. a, sera trouvé'en imposant
la condition de périodicité y(3) solution du systéme

F A A RORD _ | CESEGI o (o)

Par un raisonnement similaire, on obtiendra un systéme ol les coefficients
des inconnues ne contiennent ay qu'a la premiére puissance.
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Les résultats obtenus peuvent servir & la recherche de 1a stabilité
des solutions périodiques du systéme quasi-linéaire du type

2 = Az + f(t) + u f(t, 2) ' (3.1),

z ESRn, Ty f* cR" (w périodique), A eR" xR F analytique en les varia-
bles sz AAad: Z,-
On suppose que la matrice (A - AI) a T1a méme structure que 1a matrice du sys-

téme quasi-harmonique (1.1). Nous nous limitons au cas de résonance, c'est-

a-dire on suppose que parmi les rqcines de 1'équation fondamentale (1.3),.on
a des racines AO =0 et Ay = ¥ 221 Py» Py € % auxquelles il correspond des

diviseurs élémentaires non simples. La partie réelle des autres racines est

négative. :
Soit z = ¢(t, u) une solution périodique analytique en p du systéme (3.1) et
dont on étudie la stabilité. Les équations de variations sont :

X = (A+uF)X Flu, t) = HlEL R

qui sont le systéme quasi-harmonique considéré précédemment. Dans le cas non
dégénéré, on a les propositions suivantes :

1) Si les racines Ao’ Au ont des diviseurs élémentaires simples, alors pour
avoir la stabilité asymptotique de la solution périodique, il suffit que
toutes les racines de 1'équation (2.23) aient leurs parties réelles néga-
tives. Dans ce cas, le probléme de stabilité est résolu par le critére de
ROUTH-HURWITZ.

2) Si les racines Ao, Au ont des diviseurs élémentaires d'ordre 1 et 2, alors
pour avoir la stabilité de Ta solution périodique z = ¢(t, p), i1 est néces
saire d'avoir :

Pour les racines auxquelles sont associés les diviseurs élémentaires de
puissance 1, il faut que Re(al) <0 (a1 solution de 2.23).

Si Re(al) = 0, il faut calculer 1'approximation suivante de 1'exposant
caractéristique pour les racines auxquelles sont associés les diviseurs
élémentaires de puissance 2; i1 faut que Re(a%) <0 (a? solution de 2.36);
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(si Re(a%) > 0 = 3 une des racines carrées a partie réelle positive, ce
qui nous oblige a prendre une solution instable).

S| Re(a%) =0 = 3 purement imaginaire, donc i1 faut passer a 1'approxi-

mation suivante.

Dans le cas ol 1'on a des diviseurs élémentaires de puissance 3, on peut

développer les exposants caractéristiques et les solutions en série de
1/3 : MEneL R : T A g

U / . Par un raisonnement similaire, on obtiendra le déterminant suivant

3,(2) 3,(2)

BK3+1,K3+1_a1AK3+1,K3+1 BK3+1,K4-a1AK3+1,K4 BK3+1,K4+1"BK3+1,m

s 3, (3 L3 (2) 4
= BK4,K3+1 alAKl,K3+1 BK4,K4 alAK4,K4+1 "f BK,m =0

B B

K4+1,K3+1 K4+1,m

B s B

m,K3+1 mm

C'est une équation ol 1'inconnue est ai, donc quelle que soit la valeur

de a?, on aura toujours une valeur de 3y a partie réelle strictement posi-
tive; donc il y a toujours instabilité dans le cas des diviseurs élémen-
taires de puissance 3. \




ITI. Conditions de périodicité des solutions d'une
équation différentielle non linéaire perturbée.
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Equation différentielle non linéaire perturbée (proche a une

équation non-linéaire).

Soit 1'équation différentielle suivante :
X HEF (X, W =8 £, %, ¢) (1)

ou F, f sont des fonctions analytiques dans un domaine D(X, i) pour ¢ petit.
L'équation (1) est autonome. On recherche des solutions périodiques de 1'é-
quation (1) par la méthode de Poincaré. Pour ¢ =0, on a 1'équation

Xo * F(XO, Xo) =0 (2)
Soit Xo(t, a) une solution périodique (période TO) de (2) telle que

X (0, a) .= a Ta = Tolag

K0, @) =0

On va chercher X(t, B, €), solution du systéme (1), de période T(e) puisqu'on
se trouve dans un systéme autonome, ayant les conditions initiales perturbées

suivantes :
’ X(o, B, €) =a+8B
. - (3)
X(o, B, €)i= 0
ol B est telle que B(€)|e=o = 0.
.Cette fois encore, on recherche la solution X(t, B, €) sous forme de série de
B et de € : & acn : 32Cn ) i ,
X(ts B, €)=n§o (Cn+§-a— -2--3:2—8 * ...)E: (4)

telle que X(t, R=0, €=0) = <o Xo(t, a)

(4) doit étre solution de (1) et satisfaire les conditions initiales (3). En
identifiant les coefficients de méme puissance de ¢ dans (1), on obtient les
- coefficients de €°

EO + F(co, éo) U O C, b= Xo(t, a)




- oF dX F,  dX ;

gty B = f(X_, X, 0)
1t ox| el ] el o %o
WetioF, G EE i '

¢ + 5}.0 ¢ * 57-0 ¢, = f(X,» X5 0)

¢, est donc solution de (5) avec comme conditions initiales :

ny P

En effet, L. nl c (t) et SRR (t)
4" n 4"

€ €

L'équation (6) devient alors :
oy oF df

i 1
¢, +—| ¢, + C, = - -
CRTT P B . 4 iy

_ 1 &F _oF X oF &Xy
o 2 e o del O ge

cz(t) sera solution de cette équation avec les conditions initiales :

c,(0) = c,(0) = 0.

54

(5)
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- pour les termes en e

cn(t) sera solution de :

oX|o 0
cn(o) = 0, cn(o) = 0

€,(t)

n-1 n ny n
Sy 7 1 N = _ 1 dF osFdX _3oF dX
avec : Ho(t) = -—v - e - — —— )
(n-L1, lfe=0 Bl oX de = de" e=o
) R=0 R=0
Recherche des cn(t) ¢
. oF | oF 3 % . L
c, + g§ i Ch * 3Y ; B = H, cn(o) =0, cn(o) =0 {8

= =P
cp(t) = () - cP(t)
ou c:(t) est une solution générale du systéme homogéne et cg(t) est une solu-

tion particuliére du systéme non homogéne. Soit Y1 et Yos deux solutions 1i-
néairement indépendantes du systéme homogéne :

ch(t) = A yq(t) + B y,(t) = c (t) car cr(t) =0

puisque les conditions initiales sont nulles.
Pour trouver la solution particuliére de (7), utilisons la méthode de varia-
tion des constantes de Lagrange : A = A(t) et B = B(t)

cn(t) = A ¥+ B Yo + A yp + By,
A yy # B Yo =0  (condition de Lagrange)
¢ (t).= A ypt By, +Ay, +BY,

Replagons ces valeurs dans (7)

T - e 1 oF . = oF
A yl + B Yo + A y1 + B y2 + 5§ : {A Y1 + B y2} + 57'0 {A yl + B yz}
= Hn

|
o

d'od A yp t B Yo =
Ay + By, =H

On résout ce systéme par la méthode de CRAMER afin de déterminer les A et B.
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0 Yo
i e YR e
Y1 Yo A(t)
Y1 Y3
y, 0
Y1 Hn 1
B =1tk * N Hy 8
t
A(t) = - f yo(t) H (1) a7 (t) dt
Ty
: -1
B(t) = Jylm Ho(t) A7 (t) dt
0
et donc :
: t t
= =1
¢ {t) = yalt) [ yp(t) H (t) a7} (t) dt - y (1) J Yo(t) H () 4™ (t) dt
0 ¢ 0
Yigssy
on a(t) =[.} 7| = a(0) exp [- [ & aty
FEEY - 0 oX o
25 = trace de Ta matrice du systéme (1) mis sous forme normale. Imposons
aX|o ;
les conditions de périodicité a la solution :
X(T, B, €) =a+8 (8)
)'((T, B, €) =0 : (9)
T=T(e, B) telle que T(0, 0) = To(a)
. oN, n
=T = To + a(e) ale) = nzl (Nn + T8 B+ ...)e

Déve]gppons 1'équation (9) en série de Taylor au voisinage de To :
. . 1 o 2
X(To’ B 5) + X(Tos By E:)(l + Vil X (Tos Bs E)Ol ...

On rassemble les coefficients des puissances el. Remarquons

K| = - FXo X,) +0 = - F(a, 0) = - F,

To

et donc : Cl(To) + Nl(- Fa) + 0«0,
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En rassemblant les coefficients de 5uissance €2
N

A . W
Cy + N1 ¢y + N2 o + Gy it = 0
or b Fa
- oF - oF
C, =H, - —c¢ — C
1 1 5% 1 ox 1
NZ
; oF <X F g N 8
TReMeERT -9 wRL G S 7 1Y
ver 2
N
iy L _ oFfs bk 0 ™M
T N B e ]

D'ou T sera connu ordre par ordre. On impose ensuite la condition de pério-

dicité X(T, B, €) = a + B que 1'on développe au voisinage de T0
: ; 2 ST 3
X(Tgs B> €) + X(T s By €)a + X(T , B, €) ST+ X (T,, 8, €) %T +_ i

=a+8R (10)
X(TO,_O, 0)‘= Xo(To’ a) = <o
L'équation (10) peut aussi s'écrire
dX dX
- 0 e 0 .2 0
(XO(TO’ a) A a’a_ (TO’ a)B + '2'5-2- B + ...)E
0 dM dém
1 n-2 n
+ TN wBL G gy B+ e =a+ B
n=}¥ " da- z da
dxo
XO(TO’ a) =-a a—a—(TO, a) |

et les dérivées d'ordre supérieur de XO(TO, a) sont nulles. D'ol 1'équation
(10) s'écrit

2
0 dM d™M
n 1 0.2 n _
n§1 (Mn + o R + ?T.-Egz g % ,..)e =0

C'est 1'équation de bifurcation qui permet de déterminer 8 en fonction de e.
Auparavant on détermine Tes Mn ordre par ordre :
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Ml " cl(To)

My = co(Tg) + Ny él(To)
é%(TO)

bdarll Sl =

I1 est intéressant de voir que 1'équation de bifurcation obtenue pour une
équation non linéaire perturbée est du méme type que 1'équation de bifurca-
tion pour une équation linéaire perturbée. Par conséquent, 1'étude de cette
équation peut étre ramenée a 1'étude faite pour la recherche de solutions
périodiques d'une équation linéaire perturbée (premier chapitre).




IV. Recherche des solutions périodiques d'un systéme
quasi-linéaire non autonome par la méthode de
Poincaré.




IV. Recherche des solutions périodiques d'un systéme
quasi-linéaire non autonome par la méthode de
Poincaré.
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Recherche de solutions d'un systéme quasi-linéaire non autonome par la

méthode de Poincaré :

1. Nous considérons un systéme écrit sous une forme particuliére fréquem-
- ment rencontrée dans les problémes de mécanique lagrangienne :

n. :
k§1(611.k Xk +e. xk) =g Fi(t, Xps woes X Xps eves Xn,me) (1)

Si le petit paramétre e est nul, on obtient

n
kzl(aik X+ oesy xk) =0 (i = 19 “ag n) (2)

8k Fep R T Sk
- I1 est intéressant d'envisager un systéme matériel qui a pour énergie ciné-
tique T et pour énergie potentielle V '

% ii ik forme quadratique définie positive

ek % Xk forme quadratique définie positive

Soit L = T - V le lagrangien du systéme. Les équations de Lagrange sont alors
: |

données par

_q_(____)-—=0 'i=1,...,h

: o X4 i
et on trouve exactement le systéme (2).
Le systéme (1) qui nous intéresse a en second membre des fonctions Fi(t,.xl, |

cs Xs Xpa ey in, €) que nous supposerons analytiques en ses arguments |

(xl, ees X XPs eees in’ e) et 2m périodique en t. Nous connaissons la |
forme des solutions du systéme générateur (2)
: W :
X (t) = A cos w t t—sinwt (3) |

0 |
Nous mettons cette expression dans 1'@quation (2). Pour obtenir des condi- |

tions sur w, on exprime que le résultat de cette substitution est une identiti
w2 doit étre racine de A(wz) =0
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Mw) = dét (eik - Ay wZ) : (4)

Soit w?, S 5 mﬁ n racines réelles positives parce que les matrices (

(eij
Soit w, une des racines simples. Alors pour cette racine il correspond des

aij) et
) sont définies positives symétriques. Supposons les distinctes.

i ’ (r)
constantes Akr et Bkr telles qu'il existe Py

(r) _ e B ik i =1 " ?

NIRRT (2 A L 2
{ 1r r A'l].(wr)

D§r) = 3 Aik(wi) = mineur de 1'élément (e, - a; wz)

Nous supposons que les n fonctions W)s +ees W sont liées par Ta relation
wy 9p + wy Gy + iR W, . " 0 q, el ¥n. .
Soit To la période correspondant @ toutes les fréquences Wys +ees Wy (i1

~

existe To car w, en relation linéaire a coefficients rationnels). Donc

B 3
r k : :
xéo)(t) = A . cos w t+ 735 sin w, t (6)
L Be o)
g (r) Iridte)s,
=R P C0s w t +'Z;T B (810 g, b

Indice o indique que X0 €St solution de 1'équation (2) (e =0)

Indice k indique quelle fonction inconnue on envisage (k =1, ..., n)

Indice r indique que nous avons la partie de solution qui correspond & la .
fréquence W

Si on veut xko(t) solution générale de (2), i1 faut 1'exprimer comme une com-

binaison linéaire des solutions des différentes fréquences Wy

xég)(t) + xég)(t) + ...+ xég)(t) ' A R

Xgolo) = Z p&r) Alp
r:l k =g . n
L (r)
xko(o) L Py Blr



61

Supposons qu'il existe une solution TO périodique du systéme complet (1)
telle que pour ¢ = 0, on trouve 1a solution (7). Nous allons chercher cette
solution par la méthode de Poincaré et nous devons donc prendre des condi-
tions initiales proches des conditions initiales de la solution génératrice.
Conditions initiajes perturbées :

b

' xk(o) = xko(o) + i

J

| i fa ;

i (8)

=

xk(o) = xko(o) + jzl € Y;

ou bkj et ekj sont des coefficients a déterminer;

Bj(e) et Yj(e) sont les variations telles que sj(o) = Yj(o) = 0
On exprime la solution cherchée sous une série en Bj Yj € o 1'on doit déter-
miner les coefficients de ce développement. Etant donné le second membre de
(1) qui est e Fi("‘)’ il est évident que les coefficients des termes en Bj’
Y5 sont tous nuls sauf tes termes linéaires (les coefficients doivent étre
des solutions d'une équation E A Ot esy ek) = 0 avec des conditions ini-

tiales nulles = 6(t) = 0). On a donc :

i

n n :
Xk(t, Bj’ Yj: €) =\xk0(t) + _§ ij(t) Bj + .§ ij(t) Yj + el ...]
=1 J=I
(%)
ol ijlet ij doivent étre solutions des systémes suivants :

n : :
kil (aik ij + e ij) = 0  4¥s1o 00l
n .y
kzl (aik ij + sy ij) = 0 JFaupr Tl N

avec pour cohditions initiales
ij(O) 3 bkj 5 ij(O) =0
ij(o)'= 0" ey ij(o)

ekj
PUisque ij et ij sont solutions de (2), ils s'expriment donc sous cette
forme : ;
- o) (1) (n) ,(n)
ij =P Uj cos w4 t + .. 508 Py “j cos wnt
(uniquement une somme de cosinus car ij(o) = 0)
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V5 (ny 5"
L J : n) %J :
ij = Py ™ SIN wy G, . + Py ™ sIn w, t
(uniquement une somme de sinus car ij(o) = 0).
' n
L i (r) y(r)
ij(o) = bkj = bkj = rzl Pk Uj
L = 20 oo(r) (E)
LR e R
. r=l
Nous introduisons les nouvelles quantités Yg, 88
n .
g0 = 3 ulr) g,
r j=1 J )
5 r =1, ...3M0
0 (r)
Y., = z Vi Y
r j=1 J 4
La solution (*) s'exprime :
. n
xk(ts BY" YY" E) T xko(t) + r-z-l pl((r) BE CoS (Ur t
n °
+ I pér) L sig W, Logie Lo
r=1 B :
0 .0 : rY..0
Xk(t, Br’ Ypo €) =‘Xk(t: By Y;o e) = Xko(t) + rzl Pk By cos Wy t
n r) Yg
DY P =% sinw_ t
r=1 O 3
% ae oe
+ I [&, (L)% kin B .., + g8 yo + |l e
- km v G 0 ik
m=1 aB Y
1 . 1
Les conditions initiales (8) s'expriment :
n
2 {®) .0
1 (0) = xplo) + T B 6]
2 k' by sy A (9)
. . n (r) 0
Xk(O) : Xko(o) + ril P " Yy

'On peut montrer que la dérivation par rapport a B? et yg peut étre remplacée

par la dérivation par rapport & Alr et Blr (xk est fonction des conditions ini-

tiales xk(o) et dans xk(o) les variables B?, yg et Alr’ Blr entrent de maniére

semblable). La solution cherchée s'exprime alors comme suit :
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0
n n By +
0o 0 2 (r) 0 fry 2 Ve,
X (s Bos Yps €) = L Py (Ajp t Bp)COS w. t + L Py S 0
r=1 r=1 §
© oe oe
km o0 km o m
+ mEl[ekm(t) + EKII Byt --- t SBII Yp t e le

(k=0 pesg 1) (10)

I1 reste a déterminer ekm(t). On met 1'expression (10) dans 1'équation (1)
et on identifie les 2 membres de la relation ainsi trouvée;pour le coeffi-
cient de em, on obtient 1'équation suivante :

kgl (aik ékm(t) +esp ekm(t))‘z Him(t) ity M
ol e, (0) = OA ékm(o) =0
pvee Kiwh it (m-ﬁ)T(::;fgj)e=o
Hip(t) = Falxpqs * Ao ilo’ ’ ino’ 0)

On cherche la solution de ce systéme par la méthode opérationnelle [1].
Soit 1'équation différentielle

n n-1
f d% o P ¢ dx 4
L(x) = éo E;ﬁ-+ a, E;ﬁrr + ..t a1 dt + a x = f(t)

avec les conditions initiales :

x(0) = x,, x(0) = Xps oes x (0) = x4
Si a, #0, si Blt) et {t)s B, x(n)(t) admettent une transformée de Laplace
'rw - f(t) est continu avec ses dérivees d'ordres
F(p) = f(t) e-pt dt suffiéamment élevés sur 1'axe t, excepté en
‘o certains points en lesquels f(t) ou ses déri-
f ~ vées ont des discontinuités de premiére espéce
X(p) = | x(t) ePt dt e o
‘ ) en nombre fini sur chaque intervalle fini.
0

- f(t) = 0 pour t <O

- f(t) ne croit pas plus rapidement que la fonction exponentielle 3 M > 0,
3 X, > 0 telles que ¥t lf(t)] <Me?®
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L'équation L(x) = f(t) avec ses conditions initiales devient 1'équation opé-
rationnelle

-1 n-1
(a, "+ 3 p I L g a )X(p) = F(p) + x,(a, p° " + ... +a _4)

n-2 n-3

+ xl(a0 p +ta;p AT an-Z) LRI A0 SRR S
ou A(p) X(p) = F(p) + B(p)
ot A(p) et B(p) sont des polynomes connus. La solution est :
‘ F(p) + B
X =
(p) 5

On démontre que la solution de L(x) = f(t) si elle existe est 1'original de
la fonction X(p)

atie
X(t) = gr l eP® F(p) dp

avec a > AO.
Le systéme d'équation différentielle

n

kz1(aik ékm(t) t ey ekm(t)) = Him(t) g b S

devient 1'équation opéfationne]]e
» 2
RACTER RS OREINO) {94, WeEn

Ckm(p)

Kem(P) = transformée de Laplace de Him(t)
La solution de (11) est

transformée de Laplace de ekm(t)

1 L e 2
Com(P) = == ( T Ay (p7) K. (P))
km A*(p) i=1 ik im
développement du numérateur par rapport & la colonne ol les seconds membres

apparaissent, ol
A*(pz) = dét (a g ¥e.)
ik P ik
A;k(pz) est le mineur algébrique correspondant a 1'é1ément sy p2 + e

& (p%) = A(- ) = det (e, = (- P2) ay)
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: n
e 2 2 bt T
a(p-) = 4, rfl (p” + w) b, = dét (a,)
lcar on connait les racines de A(wz) = 0 qui sont e 15 dig v o= N ( racines
distinctes)
¥ (p%) n kir)
ik i _l_[ 5 ik ]
A*(pz) %o  r=1 p2+w§
n
k{r). A, (wz) (T (wz » ooz))-1
ik ik Sir s#r s r

IT faut revenir aux originaux et utiliser les formules

t
F(p) G(p) = [ f(r) g(t-T) dr

0
_Z_Z'w =2 sinw t
: p+w
On obtient
t
n n -1
1 2 2 r :
gkm(t) A U MOt R (1) sin w (t-t)dr

r=1 S#r

ou ém)(t) . 121A () Hin(®)

Nous introduisons la notation suivante :

En utilisant (5) on obtient

e1p(t) = 5 exe)
en(t) ='rzl i ety k=2, .y

La solution (10) peut alors s'écrire :

(13)

(14)

0
n n B +y
0 .0 (r) e e
X8y 8 8w, c).5. Lo/ (A + g° )cos W, t 45 — sinw, t
k ¥l - o B Wy, r
y (r)
n no ) oe (t) -

+ 3R] B p&r) e&r)(t) + I pkr ——EKI——— 31 + 5o,
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(r)
n s " (t)
+ rfl pér) “‘EEBI“ Y? B s | gm R, gt (16)

On ne note plus le premier indice 1 des lettres A et B pour simplifier la
notation. Cette solution peut étre présentée comme suit :

Xl(t’ B?, Yg, €) = x(l)(t) oo, . x(n)(t) (car pgr) = 1)
% (1, 62, 12, e) = plb) x(l)(t)0+ o™ ) k=2, .o, 0 (1)
ou.x(r)(t) = (Ar + Ba)cos w. t+ (Eiég;zﬁ)sin w. t+
+ ; [e(r)(t) + BZQr) Bg + 32§r) By *+...% Biéii YO + ae(r) Yo +
m=1 1 2 BN, ¢
LR (r=1, ..., n)

Donc, si 1a solution génératrice d'un systéme quasi-linéaire non autonome a
n fréquences différentes en relation linéaire a coefficients rationnels est
de l1a forme (7), alors une solution du systéme complet qui pour ¢ = 0 donne
la solution génératrice s'exprime sous une forme semblable (17).

Si 1'on cherche une solution périodique de (1), on impose les conditions :

xl(To) - xl(o)
Xk(To) - xk(o) =0 Bowid, ...500

0

(18)
X1(Ty) = X4(0) = 0
X (T,) - ik(o) =0 k=2, ..., 1
Les conditions (18) aprés simplification donnent :
‘ 2u(r)
o n n e /(T) (r)
gt plClelCHEYE RN 0 04 iy
m=1 r=1 5 & P r=1 oM : !
(r)
n oe) /(T )
(r) “m o/ o m _
i Tl o
(19)

. (r)

n n de . ‘(T)) ,
(py =(e m o’ 0o (r)

E [ E Py ) M )(To) + ril{__sﬂi———- Bl * oo} Py
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Ces équations doivent déterminer B?, g Bg, y?, iy yﬂ en fonction de e.
Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites aprés avoir simplifié
par € les équations (19), on impose les conditions suivantes :

s : pk )(TO) = 0 (noté M,)
n ’ (k = 120Nl
] z pér) é%r)(To) = 0 (noteé Nk)
r=1 :
Ces équations détermineront les amplitudes principales Al’ Ll B An’ Bl’ e
Bn ] :
‘ (M. .. M )
; ; 1 ) n
2) Le jacobien #0
a(A1 : An’ i B,)

2. Nous considérons maintenant que parmi les n fréquences distinctes mi, e

2 : — e § d R :
W s seul 1 < n sont en relation linéaire a coefficient rationnel et donc

c'est seulement Tes 1 fréquences qui donneront une partie périodique (soit la
période TO) :

34q; € D tel que Gy W + Gy wy + ... ¥ 0y 0 = 0.

Sbit la solution génératricé de période T0

: 1 B _
xko(t) = ?1 pér)(Ar cos w, t + aﬁ sin Wy, Tt 1, i
2 r= r

A (w
. r R r
ou pé kg e — Py ' = 1 Alr = A1 B1r = B1 ¥r.
4 A4 (w))
15 -r
On pose le probléme de 1a méme maniére. Pour le systéme (1), on prend les
conditions initiales sous la forme suivante :

1 n
() = 2 pT s ¢ B BT g (A Aty Brgeeae)
pe r=1+
t (o) = : R G iy "(A+e TR0 e s)'v(21
k Sha Cr M T 1 i bl UAR

Les fonctions ¢ sont analytiques en Tleurs arguments et

r-1° wr-1
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(A, A B ,B.,0)=0

Opq(Ays Ags vy Bys oen
wr_](Al, ...,-B], 0) =0

La solution de (1) peut étre présentée sous la forme (par raisonnement, ana-

‘l!

logie au cas 1)

xk(t, Ba¥i€) = I pk [(A + B ) cos w,, t + 3 sin w, £
r=1 r
n V] (B ’Y9€)
' (r) r-1 ;
+ R D [¢,._1(Rs Y5 €)cOs 0  t + ————— sin g t]
r=1%1 k r-1 r w,. r
) 1 2e 1 2e
km km m
it mzllekm( ) s rzl S-A-— B + Zl SB_—YY‘ S (2.2)

k = 1,580 oty

Les fonctions ekm(t) peuvent étre calculées comme avant :

] B bl S¥a fF (r) .
Septths — Llo, T (o (wg = w.)] Rem’ (1) sin w (t-1) dr (2.3)
o r=1 s=1 &
S#r
= , N
AN g " 2,
ou R/ = 151 Ay (wy) He (t)
1
L ol R
H. (t) ( ) (2.4)
im (m=1) 1 de™” -1 ehg=0
Nous notons comme avant
el () = [a T2 - 2)1-1 SERTE 7 R
m - L8 Yp 2 Wi My Im \T o Pt '
0
On a : A
en(®) = Z. e etF(t) (2.6)
r=1
et on a finalement la solution exprimée comme suit :
n
x (t) = £ p{") x(Mey K = Dt (2.7)
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(r) 8. % v,
avec x. (t) = <Ar + Br)cos W, t + __Z;T—_ sin Wy t
o 1 ge(r) 1 gelm)
* R [er(nr)(t)'*‘ Z—anAL— B + L ——SE—YS+...] em
m=1 szl “s s=1 J
r=1, Y
ou
‘P _](BaYsE) .
X(r)(t) = ¢,._1(Bs vs €) cOs w, t+ 'll"TK_'—__ sin w. t
0 'l ae(r) ] ae(r)
e [e(r)(t) +i 7 —5%-.3 . 7 am oy LR g
m=1 sl WgL S o B

r.= 141, 5%ain

Recherchons les solutions périodiques. Les conditions de périodicité sont :

X, (To) = x(0) = 0 (2.8)
ik(TO) - % (0) = 0 k =1, , N (2.9)
1 (B + ) 1o
(r) , r i hn (r)
rfl Pk {(Ar + Br)cos Wy T0 + ™ sin w To + mzl [ (To) B
1 elr) 1 aeér) .
+ I wer— Bt b Bemme v ] €}
s=1 K s=1 9 e
n ) U] (BsYsE) o
(r) r-1 - (r)
+ r=>:~|‘+1 pk {¢r_](B,Y,E)C05 wl" To + ——TY‘—— =10 “’r TO . mEI[ em (TO) ¥
1 gelr) 1 sell) -
L S -TE—BS+ z -mgl—ys+...] gm]-
s=1 S 1 S
! e . SR 1 aer(nr)(o) 1 3e,$1r)(°) g m
P + + IEpe B2 e t+ R ey le
r=1 k Kl m=1 s=1 g 7S TeapEtielcy s
i o = £ 1 2e{") (o) 1 9e{" (o)
-1 nipt e (By.e) ¥ TR M{0)+ GV M s - ORI B
= Ty e m=l M ga] 9 TS Tigeyiwete S ]
k = 1’ s N

De méme pour (2.9),
oS W, To = 1 1'<§r < 1
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car T0 est la période commune aux fréquences Wys +ees Wy et

sin Wy TO =0 l1<r<]
(") () = i PR
en (o) =0 V¥r en (o) =0 ¥r
I1 reste
R oy K. T
Gorie B (¢,..1(Bsyse)(cos w, T) = 1) + ™ sin w. T))
2 (r) = (r)(T ) ] ae(r) : Be(r) m=0 (2.10
Ay e T DI e __K_"B + 3 5y o le = :
r=1 k m=l 9 S e SR E
k=1, Jin
Pour 1'équation (2.9) il reste
g ;
15 2 : &
r=§+1 Py ( W, ¢r_](8,y,e)s1n W, T0 + wr_](B,y,e)(COS Wy, T0 1)) (2.1
N .(r) 1 2(r)
3 g pér) 5 [éér)(To) " ; E;K-' Bg t I Egg—— Yei™ . me ! Je' =0
r=1 m=1 SRy 0N s=1 S
k - Zeb et o

Pour k = 1+1, ..., n (2.10) et (2.11) donnent un systéme linéaire en ¢ _, et
Y.y que 1'on peut résoudre et déterminer les 1 et wr_] en fonctions de

B, Yy et € par le théoréme des fonctions implicites parce que le déterminant D
du systéme est non nul. En effet, si 1'on cherche une solution particuliére
du systéme non perturbé sous la forme suivante : '

n
3 (r) (r)
Wit S T W TR SR Py B T

sin W, L
—_—) (k=1, ...y n)

ol Drk et Erk sont des constantes & déterminer et si 1'on impose les condi-
tions de périodicité :

|
o

Y (Ty) = ¥ (0) =

I
o
—_
=~
"
—
-
-
>
~

yk(TO) 5 yk(o) ¥

on obtient :
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r

On a un systéme linéaire homogéne en Drk et Erk qui ne peut pas avoir la solu-
tion autre que la solution triviale puisque les fréquences w, pour r = 1+1,

.» n sont les fréquences non résonantes. Donc le déterminant D est non nul
[7]. '
On remplace ¢r—1 et ¥ 1 par leur expression en série de By ¥ et & dans }es’s
premiéres équations des systémes (2.10) et (2.11) et on obtient 2 1 équations
en B, vy et € qui doivent déterminer B et y en fonction de € par le théoréme des

fonctions implicites.

=

Aprés simplification des équations obtenues par e, les deux conditions & impo-
ser sont

- pour € = 0, le systéme obtenu doit étre nul et on choisira A1 hles A], B

2 B] ainsi déterminés

1
B] tels que ce soit vérifié. Al’ AN A], Bl’ . ol
seront Tes amplitudes principales qui définissent le systéme générateur au
voisinage duquel i1 est possible d'obtenir des solutions T0 périodiques.

- le jacobien du systéme doit étre non nul.

I1 est intéressant de remarquer que le fait d'introduire les pertur-
bations des conditions initiales de maniére linéaire avec les constantes qui
interviennent dans la solution génératrice permet d'exprimer la solution géné-
rale sous une forme trés simple.



V. Recherche de solutions périodiques pour un systéme
non linéaire perturbé;
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Recherche de solutions périodiques d'un systéme non linéaire perturb

Introduisons quelques notations :
X = (xl, s s NN

h = (hl’ . hr)

B = (81’ sy BY‘)

K = (kl’ §re kﬁ)
A N

a €R — = (= ...,
‘ 5am 2a" 2a

Nous définissons un opérateur 1inéaire en K qui s'écrit

am
K _m
Rm(K,hB) ou ms
et qui représente 1'expression
m m m
m, + : +m_=m ..M e m. 811 o Brr
Ui r ah1 iy ahr
ex. : si BER?, RER?
3 3 3 3 3
R 0 K id 3" K 2 9 K Akl i N
a]OY‘S—g-B --—-3'81"‘_2_——"8182"" '_—‘2'8182+_3'82
oh ah ah; dh oh. 3h oh
1 a2 1 2 2
La Tinéarité en K est évidente
1 2 I v 2
Rm(a km +b K, h, B) = a Rm(K s hs B)Y '+ b Rm(K s hy, B)

a, bER, kI, K2 €R"

Dans le cas général ot 1'on a k vecteurs 8(1) > - B(k) de méme dimension que
h, on définit 1'opérateur noté

Pyee P ~oame (1)p (k)p
R, U S L L o (¢)) GRS 5 T
oh
ou Pyt Pyt ...t P = M.
Cette notation représente 1'expression .
3 KR (o GRS (K
T'_m; 1 ..o Br‘ . e 1 JE e r

m,+...+m_=m
1 ¥ ahl ...ahr
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ol % 5 el = 1%, kEliasrl 0, p tels que

X
L os5 9D
jd1 iJ i
T
b . a0 SRR
1 IR

Cet opérateur est linéaire en K..

x 2 X (xgal) + 80ty X, ¢) (A1.1)

x €R"
x eRr" X analytique en x sur domaine G ER"
f eR" f analytique en x sur domaine G ER"

X, f continu, w- périodique en t
f analytique en g e petit paramétre.

(0) = x(x(9), ¢y (1.2)

Soit x(o) = ¢(t, h) une famille de solutions w-périodiques dans G ol h = (hl,}
ooy 4 hk) k' <n (hi = constantes arbitraires, k paramétres). ; 1
Nous utilisons la méthode de Poincaré pour rechercher les solutions -pério-
diques du systéme complet (1.1) qui pour ¢ = O correspondent aux solutions du
systéme générateur (1.2).

- gz(_ .
V= (G ¥ (1.3)
La notation ( )0 veut dire que 1'on évalue 1'expression entre parenthése pour

x = ¢(t, h).
Soit y(l) s y(n) un systéme principal des solutions des équations aux varia-
tions

AR
Y; (0) éij
Le systéme générateur admet une famille de solutions y-périodiques a k para-
métres, donc : ‘

=0
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et tous les mineurs d'ordre n-1, ..., n-k+1 sont nuls. Mais il existe un_
mineur d'ordre n-k qui est non nul, soit

D, # 0 | (1.4)

Supposons que ce mineur corresponde au bloc
inférieur droit de la matrice (Y(w) - I)

1. Recherchons la solution x(t, B, €) qui correspond'aux conditions initiales
perturbées suivantes :

x(0) = ¢(0o, h.+ B) + Y(e, h + 8) . (1.5)

B = (61, ks Bk) vecteur de méme dimension que le nombre de paramétres qui
entrent dans la famille de solutions génératrices

X1(0)=¢1(0,h+8)+0 Y = (0, ey O, wk'*'],""’ wn)
X,(0) = ¢5(0, h +8) + 0 B(e) = ? tel que g(o) = 0
x, (0) = ¢k(o, h+Rg)+0

X,(0) = ¢ (0, h +B) + ¢ (e, h + B)

- On introduit que k perturbations indépendantes By ++- By et les autres per-
turbations (wk+1 oy wn) sont & déterminer en fonction de Bys 1 .='1 i

- On introduit aussi les perturbations B; de maniére linéaire avec les para-
métres hi

3

vl s n)E B w82 2 4 (1.6)

k+1%
Nous cherchons alors x(t, 8, €) sous la forme suivante

avec 8(5) = (0, ..., 0, 808), ..., 88y 8(8) L BS)(h 4 g

o (s) 2,(s)
x(t, h+8, €) = I (e(s) + E%H—_ B + %.§_§2__.32 - ...)es (1.7)
$=0 3 :

Les dérivées partielles par rapport @ h et non par rapport a B sont justifiées
par le fait que h et B entrent de maniére "symétrique linéaire" dans les con-
ditions initiales donc aussi dans la solution x(t, h+8, €).
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On doit donc trouver e(s) = e(s)(h,,t). La premiére détermination (s = 0)

est évidente car on veut.que x(t, h+B, €) soit égal @ Ta solution génératrice
= ¢(t, h) pour € = 0; donc e(o) = ¢(t, h) = x(o);

Pour déterminer e(s), s > 1, on met la série (1.7) dans 1'équation (1.1) et

1'on identifie les coefficients de méme puissance de €. On obtient alors

un systéme d'équations différentielles en e(s)

6(s) o By elS) 4 y(s) 5 g (1.8)
x4
: s=1 S S
oa W) o1 &Tf 1 X X dx
{s=D)T * 551 & Shas ax’ de o
B=0 g=0
et 1'on a pour conditions initiales :
el*)(0) = 0 i=1, ...,k
(s) - p(s) . B
ek+j(°) = Bk+j ;ee], ..., n-k
WD 2 fee, 6.0) (1.1) = x =X(x, t) + & f(t, X, &)

Mettre la série (1.7) dans (1.1) et identifier les coefficients de €1

e(1) 8 SR f8,4%, 0)
EO
- 30 %5 + £(t, x°, 0)
=0

e(l) - (3;)0 e(l) + f(t, x°, 0)

d'od f(t, ¢(t,h), 0) = H(1)

uk2) ot2 On identifie Je' coe@biclent oo
2

(2) _ 1 d°X df| _ 1 d . ,oX, dx, , of| . of| dx
el 2l e el =
2 2 2
L, 0X, il X SN of| dx 1 ,9°X, ,dx
= 5 (=) + + +
7, 2 el | T2 2 (@
o(2) L 2%y o(2) (@)

= (==
9X 8
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2 2
Sliar| . of| ¥ e (1)
avec H(?) - Bf| ——4 eF * =gl ' (e'"’)
gelo R0 15 2 %o ;
‘ 2
. S (2 i o 1 dEX s Ay
ce qui correspond a n(2 3 =TT (=) + [ AAe=h = ]
ride £=0 =r de M0 de e=0
=0 g=0

et ainsi de suite pour H(S). 2
On remarque que pour s fixé, H(S) est exprimé a 1'aide de e(J) pour j < S.
Donc e(s) = solution générale de 1'équation aux variations plus solution par-

ticuliére de 1'équation non homogéne
1(s). o (3Xy o(s) , yis)
e = (5;) e + H
)
Soit A = (y§])(t)) systéme fondamental de 1'équation aux variations

X
oX

) SOV C) PP SR C BN C) A S S C(1.9)
0

avec F(S) = (ygs), v yﬁs)) une solution particuliére de (1.8) de condi-
tion initiale nulle parce que B(S) doit représenter les conditions initiales
de e(s)(t) et que A(o) = (y(i)(o)) = I. On a donc 1'expression de e(s)(t) en
fonction de B(S) et 7'/, 1

2. On doit maintenant imposer les conditions de périodicité. Le systéme est
non autonome donc w est la période de la solution

X(w, h+8, €) = x(0, h+B, ¢)

X(w, h+B, €) = ¢(0, h+B) + Y(e, h+R) (2.1)
2 o (s)
d(w) + E%%Ql B + % : 82 S + T [e(s)(w) 305 5 (w B +...]eS

s=1

Q Q
N =
o

: ® (s)
¢(0) + 2%%91 B+ % - 32 + ... 4 S§1 [B(S) + Qgﬁ—-g + ...]ES

Mais ¢(t, h+B) est périodique (w) en t, donc les équations se simplifient

¥ §1 (el®) () + égﬁgéﬁﬁl B+ .uide =

z [B(S) + i B + ...]es (2.2)
s =

n équations
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- Considérons les n-k derniéres équations du systéme (2.2). En égalant les
coefficients de méme puissance de ¢

éi%( ) = B&ig p=1, ...,‘n-k
Mais (1.9)
(s)rgy B (k+)

: g(s) 4 . (s)
(n-k derniéres composantes). Donc

n-k
z B = B o LR
q=1 Y+ +q (w) k+q s Yk+p(w) k+p G "

Or Y(S) est indépendant de B(s); donc on obtient un systéme algébrique avec
B(S) comme inconnues p =1, ..., n-k

k+p

Le determ1nant du systéeme correspond justement au mineur Dk # 0 (bloc infé-
rieur droit de la matrice |y§ ) ) - 61J|)
Donc les équations déterminant Bk+p p=1, ..., n-k (les derniéres composan-

tes); e(s)(t) est connu pour les composantes eéi%, 5 egs).
Donc xk+1(t), B xn(t) connu et périodique indépendamment de la valeur de
h+8.

- Considérons maintenant les k premiéres composantes du systéme (2.2)

m
Rappel : B*) = B°) = B{*) =0 ¥(s) (=22 -0)
: oh
Le systéme (2.2) devient alors

© 'b(S)
p () ) + B0l gy S =0 (2.3)
s=1
ol g(s) = le vecteur a k composantes egs) o b eés). (2.3) doit déterminer
B(e). Divisons (2.3) par € et groupons en puissance de 8. On obtient alors
© © 3] 2’\1(5)
v(s) s-1 3%(5) s-1 1 5 e g3, 2 3
SEI e (w) E e (SEI N T € )B 1A i (sil —a-h—z—- € )B + ..=0 (2.4)

quasipolynome qui doit déterminer B en fonction de ¢ tel que g(o) = 0. Pour
appliquer le théoréme des fonctions implicites, i1 faut que 1'expression (2.4)
soit satisfaite pour e = 0, B = 0
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Donc il faut
s(Ldy 30 (2.5)

I1 faut donc choisir h1 5 hk racines de ces équations (2.5). Soit ho =
(h?, Vs hz) racine des équations (2.5) = si R(e) peut étre trouvé =

x° =¢(t, ho) est une solution génératrice au voisinage de laquelle il existe
une solution w-périodique x(t, h+B(e), €) qui est solution de X = Xl xs )

£ f(texye) (xo = ¢fts ho) est la premiére approximation de x(t, B(e)+h°, €)).
Le nombre et 1a structure des branches de B(e) d'aprés (2.4) détermine le nom-
bre et la structure des solutions x(eg). Si h® est racine simple de (2.5),

2(1),,
_ |oe w
f " ‘_ah'u
= B(e) = A(l) € + A(Z) 62 + ... (3.2) (1e théoréme des fonctions implicites
est applicable). 1I1 existe une solutionB(e) que 1'on peut trouver sous forme

c'est-a-dire

hO#O

de série de €. On met cette expression dans (2.4) et 1'on obtient en égalant
les coefficients de méme puissance de € (ordre par ordre) des systémes algé-
briques qui permettent de déterminer A(l), A(Z), ... car le déterminant des

systémes est .
. Bg(l)gwél l £0
) 0
h

Si h® est racine double de (2.5) c'est-a-dire que Ao = 0, i1 existe un mineur
d'ordre k-1 qui est non nul. Supposons qu'il est situé dans le coin supé-
rieur gauche. Soit Bk # 0.

Soit dans le cas B = (Bys wovs Bp_q)

E=€“)e+iw)ez+“.+(ﬁ°)+ﬁ1)e+.”mk+

+ (@0 4@ ey Lyl vl (3.4)

B est calculable comme B dans le cas ol A était non nul car Ay # 0. I reste
Bk qui doit étre déterminé.

B etant déterminé en fonction de e et Bk’ on met son expression analytique
(3.4) dans (2.4) et 1'on obtient une équation du type suivant :
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2
F(e, Bk) =py € tpye + ...t (q0 + qy € + "')Bk
2

+ (r0 trpet e )Bp t e =0 (3.5)
rj, qj’ pj peuvent étre déterminés, par exemple
p, = &8
24(1) 2 (2)
p2 = _a_:_;z_ (a(l)) & oe a(l) + %’(3)
v(1)

avec a(i), b(j) ... vecteurs de dimension k;

les k-1 premiéres composantes sont E(i), E(j), ... de (3.4).

Les composantes k pour i =1, 2, ... et j=1, 2, ... sont nulles sauf
b(o) qui a pour kéme composante la valeur 1.

2 i _ 2 3 %
IT faut résoudre (3.5). Condition F(O, Bk) =0 = ke Bk + s, B t -ov = 0

On doit utiliser maintenant le théoréme de préparation de WEIERSTRASS pour
trouver les polynomes marqués puis on doit chercher les petites solutions du
systéme polynomial trouvé. ’
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Application : X = X(x, t) + g f(x, t, ¢)
% X+x+kz"=¢ [Vl cos 't + V2 sin t + a(ll- xz)i]

Z+2=c¢X n >3 n €N
s X, = X,
: . 2
Xp = = Xy - k X3 + € [Vq cos t +V, sin t +a(l - X])X,] (1)
S iy

Nous avons alors le systéme générateur (e = 0)

X, = X

1 2
X, = = X, - k X3 (2)
X3 = - X3
Ce systéme admet comme solution générale x(o) = ¢(t, h)
x§°) = h1 cos t + h2 sin t
xéo) . hy sin-t + h2 cos t (3)
xgo) =0
L'équétion aux variations est : Y = (%é) Y
¥y 0 1 0 31
v 1= -1 0 kS [y,
Y3 0 0 -1 i, 8
( )O veut dire que 1'on calcule 1'expression entre parenthéses pour x = x(o).
Donc
2 0 L BN
92 =l -1 0 0 Yo
Yq 0 i R

Ce systéme aux variations admet comme systéme fondamental le systéme suivant
cos t sin t 0
C¢(t)=[ -sin t cos t 0 o(0) = 1
0 0 e




_Soit x(t, h+B, €) =
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Puip tie
o( 2= R D
By N
B0 o0
D = |o(2)% 1hst o 0 o b
0 0 e

I1 existe un mineur d'ordre 1 # 0 avec les notations de la théorie, on a
k=2
Conditions initiales perturbées :

K(0) = ¢(0, h+8) + u(e, h+) ici B = (B, Bp)

x
—
—
(o> B9
~
I

= h1 4 31 +0 avec ¢(t, h+g) solution génératrice

i (4)
h2 + 32 + 0

>
nNo
—
o
~
I

X3(0) 3 + w3(5: h+8)

1)

o(e, hg) = Bl 4

e | ()

+ ... avec B(s) = (0, O, 83
ol ettt p%e(5) 8
d

1
t i i+ x ——— i ...)es

™8

$=0 h

e(O) = ¢(t, h)

On a par les formules (1.8) de la théorie que e(s) est solution des équations
suivantes :

', i
ey =l -1 0 ol 8ty + u)(y
& 8=
s-1 S S
H(S)(t) 3 (SJH)! (:gs-{)e=0 d 5%'[§Z§ . (gé)o §;§]e=o
: B=0 B=0

H(l) = V1 cost + V2 sint + a(l-(hlcost+hzsint)2)(-hlsint+h2005t)
h1 cos t + h2 sin t
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ety = et (1)
ity = - elB(t) + uiV)
égl)(t) = - egl) - Hgl) (%)

= Fgl)(t) =Acost+Bsint

(*) - Asint+ Bcost

-Acos t-Bsint+hy cost+h,sint

-t e = 1 -
-A=-B+ h2 A A "»?'(hl h2)
i g =l .
B=-A+h, B = (hy +h,)
donc
F(l)(t) -5 (h, + h,)sin t + : (h, = lgz)cast
3 el 2 2Vl 2
Par (1.9) on a ;
1 s A | 4 1
eg )(t) = Bg ) R WAy (h1 + h2)s1n t+ > (h1 - h2)cos t
Dans cet exemple eél) et egl) sont égaux a P§1) et P%l)
egl) cos. t . iEinate g 0 : Pgl)
egl) =\|-sint . gos t 5 0 0 £ Pél)
Vald) -t (1) (1)
B{!) = 2
1) 1
el (2n) = B{V)
h, = h,)
2w 3] golue teet (1) Al dUEE e
Donc e B3 C -2- (hl hz) B3 83 = -2- -].—_—e_-z-_"—
5(1) o o(1) _ (1)
E € ' +ey’ = H2
égl) i e&l) = Hél) = V1 cost + V2 sint + a(l-(h1 cost + h2 sint)z)

(-h1 sint + h2 cost)

: a)coszt sint

3

3
1" 2 h1 h2

i3 2
sin"t + a h2 hl cos

1 ‘ .
Hé L (V1 + a hy)cost + (V, - a hl)s1nt + (ah

t

NN —~

+(2hf hya - a h3)cost sin’t+ahy h




On peut voir aisémen

[
) J2nc

= ¥ 3 1
h1 et h2 £9Soit A

3
2

équation d'ordre 3 e

4V

A3(a
Formule de Cardan

Discriminant = p3 +

t que Ta condition 31(2n) = 0 peut s'exprimer ici par

in t H{(t) dt = 0 e{!(an) = 0
os t H{)(t) dt = 0 el (zm = 0
o
ah (l-gBieni=0
N, s N v SO
ah,[1-7(h+n5)1=0 M 2
o
)
1
Wy 2
v
~aAll-3 (A% + 2 A9] =0
¥
20wy 5
=8 A LARNG oA (V] + V2)] =0
n h1 = A
2 42 £y + 4V =0

(V] + V5)) - Aa, Vs

q2 avec 1'équation sous la forme y3 +3py +2q=0

V2 V2
- - L TR S 2
3 a(V? + Vg) §'(Vﬁ + Vg)
2 V3
q:
a(Vi + Vg)
6 6
b= o3 47 aicips e '8
. b e N A e
(V1 + V2) a (V1 + V2)
6
o 6413 g of 2 48

.= 1'équation
= 1'équation

]

A
v il = N = )

= TJ'équation

[- a + (V7 + V5)I
27 az(Vi + V§)3 : 16 * 1 2

admet une solution réelle (2 complexes)
admet trois solutions réelles
admet une solution triple (si p = q = 0)
une solution double (si p3 = - q2 # 0) et 1 simple.
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Cas intéressant : D = 0

4 Lou 2 ; 2 /2; 2 2

L
3 3 2 V2 3 > 27 5 2 2
A=2/’_q-=‘2 ——2—2-=‘2 ity o avec 16 a =27(V1+V2)
a(V1 + V2) aa
elo . 3% J S
Baaa 2 8 HREE
3 V2
h1 = S
v ) Vv
_ L ENE A 2y 2 1
h2 = VE . (-3 7;) =3 =3
Vv
Supposons V1 = - V2 = h2 =3 7} = h1 (amplitudes qui déterminent la solu-

tion génératrice qui admet dans son voisinage une solution 2w-périodique du
systéme complet. :

Comme dans la théorie dans le cas des racines multiples, on exprime une partie
de B en fonction des autres :

By = a(l) € + a(z) 52 Five + (b(o) + b(l) £ ¥ . By
+ (e(o) + e(l) € + -°-)B§ | SRR

Pour déterminer les coefficients on rempiace cette série dans les conditions
de périodicité (2.4).

On obtient une équation en By et €. On égale les coefficients de méme puis-
sance de € et By dans la premiére composante de 1'équation (2.4). Ces coeffi-
cients s'obtiendraient aprés détermination de %(2)(w), ce qui demande des cal-
culs semblables a ceux de la détermination de %(1)(w) mais plus fastidieux.

I1T reste alors a détermineris1 en fonction de € @ 1'aide de la deuxiéme com-
posante de 1'équation (2.4).




Annexe 1 :

Exemples de calculs pour déterminer une équation

déterminante.
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1 | 1 1 1. 4
Tl i 3T QR m PR
0 0 0
+ M2 &+ M3 e+ M4 53 +
dM dM
+ (Hﬁg e + HKE ez + ... )+
0 0
b A Shoa it :
+ % ( € + + BB * ( e + T = O
[APTY: Al 3T g3 dAS
o2M 0 0 0
d
1. Si M2 #0, —EX%-# 0 (la plus petite puissance de e pur est 1; donc, il

0

y aura le point (0, 1) dans le diagramme de Newton et la plus petite puis-

sance de B pur est 2; donc le point (2, 0) sera le point extréme du diagramme).

dM

Le coefficient Hﬂg s'il est non nul, donne un point (1, 1) qui ne sera pas sur
5 /

un segment du diagramme de Newton (par construction on ne prend que des seg-

ments descendants).

‘1

Donc R(e) peut s'exprimer en série de

E1/2
iy ' 1/2
,,K\\\\\\\\N Ble) = Ay,p € R (1)
" » On remplace 1'expression de B(e) dans
: g P 1'équation de bifurcation :
2 3
d™ d™M
1 1 1/2 20, 4 1 1/2 3
?TA_Z(A]-/ZE e ) +-3—!---JF(A1/2€ +...) W Lo i
0 0
A L R
2
dm dM d™M
2 8 2 1/2 1 2 1/2 2
fla st e ) By T + 2 et )y e 12y )4 m
0
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En annulant le coefficient de 1a plus petite puissance de ¢ on obtient 1'é-

2
d™
quation déterminante %-———% Af/z + M2 = 0, ce qui détermine A1/2 (i1 existe
dA ;

ey

i . A 1 : -
deux solutions réelles si M2 et ~EXZ sont de signes opposes).

Le principe de calcul des équations -déterminantes et des coefficients du déve-
lToppement de B(e) en série de e est le méme pour tous les autres cas.




Annexe 2 : Etude de 1a stabilité des solutions d'une équation
quasi-harmonique.
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ANNEXE 2 :

Etude de 1a stabilité des solutions périodiques du systéme quasi-harmonique
(explication du tableau 3).

%5 s
d M1 1/2
I'MZ#O.,—EA_Z-#O;B:AI/ZE <l
: 2
1 d M1 2
Equation déterminante : ?'___?'AI/Z + M2 = 0 (annexe 1).
dA
2 3
d™M d”M
. dL(t 4 §o 1/2, ., WEk G
PE A g Lo RTPICNIR e Ye
0 'yo7 dA dA
e o2 0
dM d™M
2 2 1/2 e
+ {HK; - —EXZ (A1/2 e ' 7)) ¥l AT

La condition de stabilité étant Py < 1, i1 faut donc que le coefficient
du terme de plus petite puissance de e soit négatif :
2
d M1
A < 0.
dAg 172

Le principe de calcul est 1e méme pour tous les autres cas.

Etude della stabilité des solutions périodiques du systéme quasi-harmonique
dans le cas des racines multiples de 1'équation déterminante.
d?m,

1
2 M = 03 _—_7 #0; B = A1 €

Equation déterminante : %-———?-A
dA
0

a) A1 racine simple : la condition de stabilité est :
2

d™M dM
1 A, + ¢ <0
Y4 R e
dAO 0
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1

eV2)

| d°n, d,
b) A, racine double dans A, + =0
1 dAz 1 HK;
On cherche 1'approximation suivante : R = A1 e +V V(e) = ?
On porte cette expression de R(e) dans 1'équation de bifurcation et on
obtient : :
1 2 M 3 M,
-2-(A1€+V) —*-—2—+3-!-(A1€+V) ———3'+...
dA . dA
0 0
My el e M, 4
dM dM
2 3 3 2
¥ HF; (A1 e +8 Vi 3“; (A1 gt c_ V) +
* b i A, & ¥ V)2E &l 4 A e+ V)oier
2 A S S R
3. "y
+ ! "2 e(e Ashe V)3 + o . s 52(A € + V)3 + =0
3Tl 1 ST oad = 1
0 - 0
En groupant les termes de mémes puissances de 52 ou Ye on obtient :
LA, i M, a, pall i
{ AT + A, + M.} e + { A, + } eV + ¥ + .
4 dAg 1 HK; 1 S dAg 1 Hﬁg 2 ‘dAg
] (d3M1 A3 B 5 i A2 ey 43 i A e.V2 + i vy &
3 1 dnd 1 dn3 1 dn>
0 0 0 0
+ M4 e3 +
2
dM dM d™M
3 3 3.2 1 A 4 2
+ ALLET: + £ VR i (e7 A #EETAN g ¥ +
HF; ‘1 HK; 3 dAg 1 1
2 3
d™M d”M
1 e 3 Ll 1 2, 8.3 33 2l
* ?-—E;? & + 2.6 AIV £ecV7) + 3T--EK3(€ Al + 3Ale V + 3A1€ V- + A

o
o

. ARE ¢ ¢

Le coefficient de 52 est nul car'A1 est racine de 1'équation déterminante.

Le coefficient de € V est nul car A1 est racine double de 1'équation détermi-

nante. 11 faut donc appliquer la méthode du diagramme de Newton pour déter-

miner V(e).
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Le point (2, 0) € diagramme de Newton car la plus petite puissance de V pur
qui apparait dans 1'@quation précédente est 2.

Le point (0, 3) € diagramme de Newton car la plus petite puissance de e pur
qui apparait dans 1'équation précédente est 3 si son coefficient est non nul

aom, M

A g M 3
Py(A;) = 1t T Ap+ My #0
0

'Le point (1, 2) ¢ diagramme de Newton car i1 est au-dessus du segment du
diagramme qui relie (0, 3) et (2, 0). Donc, on obtient le diagramme sui-

vant :
L
3 _ 3/2
Donc V(e) = A3/2 €
Pour déterminer A3/2 on utilise la
Iy 14 méthode des coefficients indéterminés.
On met B(e) = A1 el + Aé/z 53/2 dans 1'@quation de bifurcation et on annule
les coefficients de plus petites puissances de ¢
2
gt
= @équation déterminante de.A3/2 S A3/2 + P3 =0 (2)
La condition de stabilité est toujours que Py = i%i <.d
‘ Polt
d°u g

pl:l+_d;\%A3/2 €3/2€+ <1
O o
(aprés simplification en tenant compte que A1 est racine double de la premiére
équation déterminante et que A3/2 est racine de la seconde équation détermi-
nante). Donc il faut

2

d Ml

A <0
dA2 3/2
: 0

On remarque que le premier membre de la condition de stabilité est la dérivée

de 1'équation déterminante (2) par rapport a A3/2.




Annexe 3 :

Quelques notions sur les diviseurs élémentaires (GANTMACHER)
et sur la recherche de solutions particuliéres d'un systéme
X = AX par CHETAEV. ‘
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ANNEXE 3 : Quelques notions utiles sur les diviseurs &lémentaires.
2 GANTMACHER - 8 CHETAEV

Une matrice polynomiale A()) peut étre ramenée par des transformations élé-

mentaires d une forme diagonale appelée canonique.

- A()A) matrice polynomiale <« A(X) peut s'écrire comme un polynome en X a
coefficients matriciels A(}) = As A] + Ay AL+ G Allp At Ay

Ai = matrice constante, 1 =1, ..., 1.

- Opérations élémentaires sur A(A) matrice quelconque rectangulaire
1) multiplier 1 Tigne (1 colonne) par une constante non nulle c € Ro;
2) additionner a une ligne une autre ligne multipliée par un polynome
arbitraire b());
3) permuter 2 lignes (de méme sur les colonnes).

A(X) matrice polynomiale rectangulaire mxn peut étre ramenée & la forme cano-
nique suivante

"al(X) ol S <min(m, n)
32(%) ai(A) polynome en XA non identiquement nul
.’as(x) : i<j = aj(x) divisible par a; (1),
\ IRail, j:<s
\ 0

Le coefficient de la plus haute puissance de A dans aj(A) est 1.

- Soit A(A) une matrice polynomiale de rang r.
Soit Dj(x) 2 1e plus -grand commun diviseur de tous les mineurs d'ordre j de
A(X)s nous supposons que le coefficient de T1a plus haute puissance de ) dans
DJ(A) est .l =, .. = dans la suite Dr(x); Dr_l(x); A DI(A); ;
DO(A) = 1, chaque polynome est divisible par le polynome précédent (décompo-
sition de Bezout par rapport aux éléments d'une Tigne d'un mineur arbitraire
d'ordre j, chaque terme de la décomposition est divisible par D}J(A). Donc
tout mineur d'ordre j et par suite, Dj(x) est alors divisible par Dji(x)).
Les quotients correspondants seront désignés par 11(A), s art ir(k)
D_(X) D .(}) D,(X)
1100 = gyt 1200 = gy e 1,00 Ul—m = 0;()
r-1 r-2 '+ R
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Ces polynomes sont appelés les polynomes invariants de la matrice rectangu-
laire A(X). Le mot invariant est justifié car si on envisage deux matrices -
A(X) et B()) telles que B(X) soit obtenu a partir de A()) par des transfor-
mations é]émeﬁtaires, on démontre que A()) et B(A) ont alors les mémes poly-
nomes invariants il(A), ...,_ir(x);k(1e§ opérations élémentaires ne changent
ni le rang de A()) ni les polynomes Dj(x)). : ¢
Or T1a matrice canonique est obtenue par des transformations €lémentaires a
partir de A()),danc les polynomes invariants de la forme canonique sont ceux’
de Ta matrice A()). Il est aisé de voir que ces polynomes invariantslsont'

ceux qui sont sur la diagonale
D1(0) = a1(A)5 Dp(A) = a(A) a,(0)5 --o5 DU(A) = a;(A) ap(A)..a,()
donc il(x) = ar(k); iz(k) = ar_l(k); s du()) = ai(x).

Décomposons les polynomes invariants il(x), 8 ol ir(x) en facteurs irréduc-
tibles :

: 4 e ' €s

1100 = (6001 * E6p(A) 1 © ot [4g(A)]

; dy d, dg

12“\) 3 [@1()\)] [¢2(>\)] oAk [¢S(A)] Ck > dk > > ]k >0
LR ‘] : ‘I " !

L0 10 00 SRR (0,0 T OVBGEEEE R

Ici ¢j(x) sont des facteurs irréductibles distincts (le coefficient le plus.
élevé en X est 1).

e _ :
[¢>1()\)] 1, cees [0 (A)] > sont appelés diviseurs élémentaires de la matrice
A(X). i

Si A est une matrice constante (carrée), les diviseurs €lémentaires de la ma-
trice polynomia]e'(A - AI) sont dussi appelés diviseurs élémentaires de la
matrice A. 11 est important également de voir le lien qui existe entre la
matrice de Jordan associé a A et les diviseurs élémentaires de A.

On démontre que si A est équivalent a sa matrice de Jordan J et que J admet

un bloc de dimension n associé a la valeur propre Ai de A, alors A admet pour
diviseur élémentaire (A - Ai)n (et réciproquement).




Recherche de solutions particuliéres d'un systéme linéaire :

Soit le systéme X = AX, A matrice carrée constante (n x n), X € R"
CHETAEV [ 8 ] propose de chercher les solutions particuliéres sous la forme
suivante :
m m-1 -
_ t t ' At
X = (A1 i A2 TFTT TR Am+1)e

avec Ak vecteur constant de dimension n

‘X une constante a déterminer

m une puissance entiére a déterminer pour chaque A.
On trouve que A doit étre racine de dét(A - AI) = 0 = A(X) (valeur propre).

Cag'l : Soit A = A, racine simple de A()) =0

""" it
»>m=0 = X(t) = A1 el A1 3 déterminer par coefficients indé-

terminés.

Cas 2 : Soit A = AO racine de multiplicité u de A(X) = 0 avec diviseurs élé-

"> m=yu -1 (multiplicité de Ao-ﬁoins 1)

tu-l tp-Z )\ot >‘0t
= X(t) = (AlYﬁ:TTT +.A2 =27 . Au)e = F(t) e

F vecteur € R ‘
On démontre également que si 1'on dérive F(t) par rapport a t, on obtient

encore des solutions particuliéres de X = AX
k At
X(k-) _ dF(t) g
. dt :
Donc pour la racine Ao-de multiplicité u = m+l, on obtient m+l solutions par-
ticuliéres qui sont indépendantes (car 1a plus haute puissance de t est diffé-

rente pour chaque solution).



L

Cas 3 S /Bnivt) = Ay racine de multiplicité pu de A(A) = 0. On suppose que

tous les mineurs d'ordre n, n-1, ..., n-k+l de la matrice A - )l sont tous
nuls en AO et on suppose qu'il existe un mineur d'ordre n-k non nul pour

A= Ao. Supposons

(A - AI) ~ forme canonique

Soit rang (A - XI) =n
Ei(A) divise Ej(x) SR

Si le facteur. (X - Ao)a est présent dans E;(1) = (X - Ao)a est aussi pré-
sent en facteur dans Ej+1’ T En' A(X) = El(k) t EZ(A) s En(x)

Dr(A) =, e h]us grand commun diviseur des mineurs d'ordre r = El(x) : EZ(A),

Log Er(x). Soit Ao’ AI’ . AS les valeurs propres de A

0 s
: e. e
= E;(X) est de 1a forme (1 - AO) R n YA AS) ok T e

e d J 5 s
donc pour Aj fixe, on a ey > ey ; car E,_, divise E..

M. = la plus grande puissance de (X - AO) dans Dn_r(x) =E By . E
M = 0; sinon i1 existe un .facteur () - AO) commun aux mineurs d'ordre n-k,
donc tous les mineurs d'ordre n-k sont nuls pour A = Ao’ ce qui est absurde

par hypothése.

) 0 0
= - ... =
M. =€) + €, + £ =il o 1K
0 0 A
P + + ...
Hpep =81 7 59 ? Cn-rel

Donc quand 1'indice de u croit, on envisage des mineurs d'ordre de plus en

plus petit; il est donc normal que < M. on a

r+1
0=uk<pk_1'<...<p1<u '
CHETAEV montre que m (la puissance entiére a déterminer pour chaque ) dans
1'expression (A t" + A i + A )eAt) vaut - -1=
P I1ml " "2 )T 7 Tl Ut Upaq 7 Uy 2
- 0 -
= Cn-rtl 1 ;
Donc pour Ao racine de multiplicité u et de diviseurs €lémentaires non simples,




9 4

0

en-r+1

au diviseur (A - AO) on associe la solution particuliére
" tm-1 Aot
X(t) = (A1 3 A2 Ty T - PR Am+1)e ;
ou m est la puissance du diviseur élémentaire moins un.

X(t) = F(t) eAot
et si on dérive par rapport a t la fonction F(t), on obtient en tout un
groupe de (“r—l - ur) solutions indépendantes. A
Donc au diviseur élémentaire (A - Ao)p on associe p solutions particuliéres
dont Ta premiére est de la forme :

tp-l tp-2 At

X(t) = (A 15:T7T'+ A, o277 + , S Ap)e
les autres étant obtenues par dérivation du polynome devant 1'exponentielle
Donc pour Ao de multiplicité u avec 1'ordre du plus grand mineur non nul en
A= Ao égale n-k, on trouve solutions Tinéairement indépendantes qui sont
trouvées par groupes associés aux diviseurs élémentaires

k

b B (g - )

CHETAEV montre qu'il ne faut pas chercher les solutions particuliéres relatives

a la racine X sous forme d'un produit d'un polynome et d'une exponentielle ol
le degré du polynome serait €gal a 1a multiplicité moins un de la racine X,
mais qu'il faut prendre le degré du polynome en fonction des puisshnces des
diviseurs élémentaires.



Conclusion :

La méthode de Poincaré peut étre interprétée comme une méthode de
prolongement des solutions périodiques du systéme générateur (e = 0) aux
solutions périodiques du systéme complet. Les solutions du systéme généra-
teur peuvent étre isolées ou former une famille de solutions dépendant de quel-
ques paramétres. Si le systéme générateur n'a pas d'intégrales premiéres et
si les équations des amplitudes principales ont un nombre fini de solutions
simples, alors ces solutions périodiques du systéme générateur peuvent étre
prolongées en solutions périodiques du systéme complet.

D'autre part, si les solutions des équations des amplitudes princi-
pales sont multiples, il y a des solutions périodiques du systéme générateur
qui sont prolongées en plusieurs solutions périodiques du systéme complet.
Cette question a été étudiée en détail dans Te chapitre I pdur un cas concret.

Dans les chapitres IV et V, certaines modifications ont été apportées
a la méthode de Poincaré. Ces modifications consistent essentiellement en
deux points :

1) introduire les perturbations des conditions initiales (B8(e)) de facon 1i-
néaire avec les k paramétres de la solution génératrice;

2) introduire une partie de ces perturbations en fonction des (n-k) précé-
dentes. '

Ces deux modifications de la méthode de Poincaré sont & notre con-
naissance une innovation. I1 serait intéressant de rechercher des solutions
périodiques des systémes non linéaires autonomes perturbés avec 1'esprit de
telles modifications. La méthode de Poincaré trouve beaucoup d'applications
en particulier dans les problémes de synchronisation.




REFERENCES.

(1]

(2]

(31

[4]

[ 6]

[7]

[ 8]

19l

Méthodes de 1la théorie des fonctions d'une variable
complexe  (M.LAVRENTIEV - B.CHABAT)

'Théorie des matrices I  (FR.GANTMACHER)

Teorya vetwleniya reshenii nelineinykh uravnenii
1969 ,Moscou. (M.VAINBERG - V.TRENOGIN)

The method of fluxions and infinite series
1736 ,Library of Congress. (I.NEWION)

Recherches sur les fonctions algébriques
J.de Math.pures et appliquées. 15 (1850) (V.PUISEUX)

Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste,l
Gauthier-Villars ,Paris ,1892. (H.POINCARE)

Some problems of non-linear oscillation theory.
Gostekhizdat ,Moscou ,1956. (I.G.MALKIN)

Stability of motion. Pergamon ,New-York ,1961
(N.G.CHETAEV) :

Periodic of quasi-linear autonomous one-degree-of-
freedom systems expressed by power series in integer
and fractional powers of the parameter.

Proceedings of international Congress of non-linear
oscillations. 1963 ,Kiev. i

Stability of periodic solutions of quasi-linear auto-
nomous systems. PMM ,t.XXVII ,N3 ,1963.

(A.P .PROSKURYAKOV)




(1]

On the quasi-harmonic systems,close to systems with
constant coefficients,in which pure imaginary roots
of the fundamental equation have non simple elementary
divisors.PMM vol 22 N4 ,1958 ,pp.519-533 ,Moscou
(KUSHUL)






