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INTRODUCTION

Depuis l'essor de notre société industrielle,mazis plus encore au cours
de ces derniéres années,les servomécanismes et les systimes de contrdle de
tout type ont acquis une importance énorme.Aussi,plusieurs mathématiciens se
sont attachés & 1'étude do la stabilité au niveau de tels systémes,parmi les=-
quels:MINORSKY (U.S.A.=Recherche de contr8le de dérivation de navires effecw=
tuée pour la U.S.Navy) ,AIZERMAN,LURYE(U.R.5.S.)etce.-

Le premiére démarche fut d'adapter la théorie géndrale de la stabilité
introduite par LIAPOUNOV,: ces systdmes particuliers.Nous savons,pour nous y
étre attardés,que la stabilité vue par LIAPOUNOV est decrite comme suit:

Considérons un systéme d'équations différentielles

dx
3 * f(t,x) (1)
olut= f:i{¥,+x| x B —~ R est continue et localement Lipschitzien=-
ne par rapport au deuxieme argument.(Ceci assure l'existence
locale des solutions.)

- B est une boule ouverte de R et = zppartient & R.

Ue plus,nous supposons f{t,0) = o;¥t » 7% .Clestma=dire que le systéme (1)
admet la solution triviale.Nous désignons par x(.,t*,x®) la solution du sys=
teme (1) de conditions initiales t°® et x°.

=Nous dirons que la sclution triviale de (1) est stable, -
si ¥& > o0; 1d(€,t°) > o tel que si ({Ix°ll< & alors fix(t,t®,x°)i<E; ¥t xt°

-La stabilité cst dite uniforme si S peut &tre choisi indépendamment de t°.

~Nous dirons que l1la scliution triviale de(1) est asymptotiquement stable
« 51 elle est stable et
. si pour tout t°® o0,il existe &(t°®)>o tel que si nx°u<&t°)
alors: lim. x{(t,t®,x®) = o
| e SN

~

-La solution triviale de (1) sera dite uniformément asymptotiquement stable

si | éo ~ 0 tel que

¢

.

lime x(t,t®,x®) = o uniformément par rapport a t° et
t o4
x°(t® > vet |lx°%d)

o)

-La stabilité asymptoiique uniforme est dite globale si 60;, o peut étre
pris arbitraire.

on sait que si le systéme est stationnaire,la stabilité simple et la stabilité
asymntotique sont uniformes.




Les deux théorémes suivants nous permettaient dtétablir un critére de stabi-
1ité pour l'origine du systeéme.

THEQREME I

SR O S G N A SR ss

51 11 existe une fonction V(t,x):

~définie pour tout t> Vet | xi< &o
-continue
~satisfaisant les propriétés suivantes:
a) blixi) = V{t,x) v a(ixi) ou=~al(r),b(r) scnt continues
~a(r),b(r) sont nonotones décroissantes
=3 (o) =oablo)
Vit+h, x{t+h;t®,x*)) = Vit,x(t,t%,x*)] Cmc (1% (E, £, x°N)

b) lim.sup. e
h -—vo
+
ou=c{r) est continue
«c{r} est monotone décroissante
-c(0) = 0

Alors,la solution x = o est asymptotigquement uniformément stable.

THEOREME IX

ot e e

S8i la solution triviale d'un systéme est uniformément asymptotiquement
stable,

Alors,il existe une fonction V(t,x) qui a toutes les propriétés a,b
du théoréme I

EN CONCLUSION:La solution d'un systéme est asymptotiquement stable

ss5i
i1 existe une fonction de LIAPOUNOV V{t,x) satisfaisant
les propridtés a,b,c précitées. '

Cette théorie est appréciable vu sa généralité.Mails,aucun théo-
réme n'exprime clairerm=nt une méthode effective permettant d'établir la
fonction de LIAPOUNOV adéquate a chaque situation.Quelques modéles sont
cependant élaborés,mais,ceux=ci ne permettent pas toujours dtéboutir,et
dans ce cas,le probléme reste en suspens.C'est pourquoi,beaucoup d'efforts
ont été consacrés,depuis une vingtaine d'années,i généraliser les condi-
tions suffisantes de stabilité et stabilité asymptotique des théorémes
originaux de LIAPOUNOV.

Récemment,un Roumain,Ingénieur et Mathématicien appliqué,
V.M.POPOV,inspiré peut-2tre par les méthodes classiques de transformation
de LAPLACE de l'analyse lindaire,les a utilisées sur les transformées de
FOURIER en vue de réscudre des problémes physiques de classes bien définies,




tels les systémes de contrdle.Cette nouvelle méthode est appelée TECHNIQUE DE
FREQUENCE.(La premiére publication de V.M.POPOV dans laquelle il applique la
technique de fréquence en vue d'établir la stabilité des systémes feed=back
non linéaires parut en 1959}.

V.M. POPOV s'est tout d'abord attaché a traiter des problémes imporw
tants dans 1'étude des classes de différents systémes physiques telles que la
détermination de conditions sous lesquelles le sustéme est stable d'un point
de vue global.C'est & dire,pour un systéme particulier,déterminer des condie
tions suffisantes pour que la solution x(t) du systéme considéré soit asymp=
totigquement globalement stable.

En particulier,POPOV s'est intéressé & 1'étude de la stabilité des
systémes de contrdle automatique & partir des systémes d'équations différenti=
elles ordinaires qui les déterminent.Plus tard,cette étude changea de cadre
pour se ramener a l'étude de la stabilité de tels systémes a partir d'une
équation intégrale de convolution non linéaire de noyau intégrable cu non,
appelée édgalement équation de VOLTERRA (VOLTERRA qui,vers 1896,construisit une
théorie des équations intégrales en vue de réduire la recherche de la solu=
tion & un probléme d'évaluation d'inverses de certains opérateurs intégraux).
Clesta~dire,dans le domeine de la stabilité,traiter des équations intégrales
de convolution non linéaires.C'est cette étude qui est reprise par le mathé=
maticien Roumain,C.CORDUNEANU,dans son livre:'Frequency Techniques and Stabi-
lity".

Comme les opérateurs VOLTERRA sont adéquats pour décrire les systémes
dynamiques,les équations du type VOLTERRA ont provoqué lors de ces vingt der=-
niéres années,des recherches plus passionnées.En particulier,celles de V.M.
POPOV qui,dans ce cadre,ont abouti & des résultats d'application directe dans
dans diverses classes de systémes physiques.Par exemple,le probléme de la sta-
bilité de ia solution de systémes de contrble automatique direct ou indirect,
de systémes entachés d'un retard ou encore de résultats relatifs & la théorie
du dynamisme des réacteurs nucléalres.

Dans le cadre de cette étude,la technique mise au point par V.M.POPOV
comprend en fait deux grands avantages,car non seulement,elle généralise tout
résultat obtenu par l'existence des fonctions de LIAPOUNOV.En effet,HALANAY

prouve dans son livre:"Differential Equations:Stability,0Oscillations,Time lags"
que:

Si 11 existe une fonction V de LIAPOUNOV de la forme particuliére asso-
ciée aux systémes de contr8le soit:
o

Voa (Hxyx) - 2(:‘)& fi< )de ou HLO; @)o

assurant la stabilité absolue du systéme de contr8le,alors,la condition
de fréquence du théoréme introduit par POPOV en technique de fréquence
est vérifide.

Mais,de plus,cette technique nous donne une condition de stabilité absolue ase=
sez simple qul se raméne & un probléme de minimisation d'une fonction ration-
nelle réelle en une seule variable.Ceci est bien plus aisé 3 interpréter que
la condition obtenue a partir des fonctions de LIAPOUNOV qui nécessite la



détermination d'une matrice entiére.

Cette nouvelle théorie contentera le mathématicien puriste qui pourra
réaliser comment les concepts et résultats tels les espaces de BANACH,de FRE=
CHET et les théorémes du point fixe peuvent &tre utilisés pour atteindre des
résultats pratiques autant que l'ingénieur qui y trouvera,dans le cadre de
ses recherches,les outils qui le conduiront aisément a des solutions pratiques.

A présent,nous allons expliciter ce que nous entendons par systéme de
- contrdle.Un systéme de contr8le consiste en un objet & contrdler par l'inter-
médiaire d'un appareillage bien spécifique.Le but de cet appareillage est de
maintenir 1'objet contrblable dans une trajectoire déterminée.Le processus de
contrdle consiste & corriger la trajectoire réellement suivie par l'objet a
partir de 1l'écart enregistré vis-a-vis de la trajectoire déterminée initiale-
ment,appelée trajectoire idéale.

Le mouvement du systéme de contrdle considéré en tant que tel est dé=-
crit par un systéme d'équations différentielles ordinaires:%% = X(t,x).En fait,
il se peut que des équations aux dérivées partielles,ou des équations intégro-
différentielles ou encore avec retardement apparaissent.Nous allons considérer
des systémes dont le mouvement est décrit par des équations différentielles
ordinaires:les systémes de contrdle direct ou indirect.Le systéme de contrdle
direct est associé & un systéme d'équations différentielles du type suivant:

Ax + b\ (o)

}'i
= (c,x)

tandis que celui du contrdle indirect,se présente comme suit:

x = Ax + bt
¢ = (o)

; {cyx) -SE

<

ou- A est une matrice constante de dimension n x n
- b,c sont des vecteurs constants de R"
- x est une fonction vectorielle: RY.—y RN
- 3 est un scalaire t A x(t)

Le paramétre ¢ est introduit comme une étape intermédiaire.La fonction
scalaire W(g ) est la caractéristique du mécanisme.C'est une fonction non li-
néaire qui appartient & une classe déterminée par les conditions:

YY) = o
FP(F)> 0 ¥dio

Nous remarquons que la non-linéarité est introduite dans ces équations
uniquement par la présence de la fonction ¥ (d°) souvent déterminée expérimen—
talement.

Récemment,le besoin d'élargir la classe des systémes considérés,de
méme que 1l'introduction de nouveaux appareillages de contrdle se sont sans
cesse accrus.Ceci a permis la détermination de plusieurs fonctions‘>.(cf.) pre-
nant en considération les non-=linéarités réelles dans les équations -“de “1l'ob=-
jet & contrdler,du systéme de contrdle ou dans l'expression des fonctions da



qui caractérisent les interactions entre l'appareillage de contrdle et l'objet
a contrdler.Tous les résultats obtenus en ce sens sont trés couteux et diffi-
ciles a caractériser.Ils ne transparaissent qu'au travers de propriétés bien
spécifiques des'fs (#5) qui sont d'une part la condition de secteur et d'autre
part,leur caractere nul c¢n dB = 0.

Soit x(t) = x°(t) le mouvement idéal que nous voulons imposer & 1l'obe
jet.Les déviations du systéme par rapport a ce mouvement peuvent &tre provoe
quées par de brusques perturbations qui sont exprimées par des modifications
des conditions initiales ou par l'apparition de perturbations permanentes.
Pratiquement,il est impossible de faire suivre exactement a l'objet sa trajec=
toire idéale,tout au plus,le mouvement réel du systéme sera maintenu a proxi-
mité de ce mouvement idéal.

Donc,nous voyons que le probléme consiste a assurer la stabilité du
mouvement x(t) = x°(t) en respect avec n'importe quelles déviations des condi-
tions initiales et perturbations permanentes.C'est-a-dire,une solution de ce
systéme sera dite stable pour des perturbations permanentes si sa perturbation
peut étre rendue arbitraircment petite a condition que la perturbation perma-
nente et celle des conditions initiales soient,elles aussi rendues suffisam=-
ment petites.Cette notion de stabilité est atteinte si la solution vérifie la
stabilité absolue. Elle va nous permettre de reconnaitre les circonstances
dans lesquelles de petites variations des conditions initiales n'introduiront
que de petites variations dans la suite du phénoméne considéré.Il est & remar=-
quer qu'un simple changement de variable permet de ramener l'étude de la sta=-
bilité de la solution x°(t) & l'étude de la stabilité de la solution nulle du
systéme.Ceci permet de simplifier 1'étude mathématique-

Dés lors,pour les sustémes de contrdle,le probléme de stabilité est
formulé comme suit:'"Nous devons formuler des conditions relatives aux coeffi-
cients qui apparaissent dans le systéme de telle fagon que la solution trivie
ale du systéme soit asymptotiquement globalement stable pour une fonction ‘£
arbitraire d'une classe particuliére (¢Y¥(<)> o ¥d& # 0; P(o) =0 ).Si
la solution triviale de ce systéme est asymptotiquement globalement stable
pour n'importe quelle fonction(P de la classe considérée,nous disons que le
systéme est absolument stable'.

Nous supposerons que l'objet a contrdler est déterminé par n coordone
nées généralisées X ,Xp,---,X, et l'appareillage de contrdle par une seule
coordonnée ? ou ? = ¥ (&) dans le cadre du contrdle direct et é =Y ()
dans celui du contéle indirect.Donc,la différence entre le contrdle direct et
indirect réside dans le fait que l'opérateur de feed-back,\P (<), est direct
dans le premier cas et indirect - au travers d'une dérivée - dans le second
caso

I1 est & remarquer que:si\P(d') est identiquement nulle,nous obtenons
pour l'objet a contrdler un mouvement libre ne subissant aucune intervention
de la part du centre de contrdle.

Remargue: En stabilité,nous avons étudié dans le cadre des systémes linéaires
le théoreme de LIAPOUNOV suivant:




"La solution triviale du systéme X = AX est:

1°—-asymptotiquement stable si toutes les racines du systéme sont
a partie réelle strictement négative. 4

2°~instable si une seule des racines caractéristiques au moins
est a partie réelle strictement positive.

3°~si les parties réelles de certaines racines caractéristiques
sont nulles,nous avons suivant les cas,soit la stabilité sim-
ple de 1'origine ou son instabilité."

Dés lors,l'adjonction d'une fonction non linéaire a cc systéme va introduire
des conditions similaires pour ce théoréme,mais,a caractére local.Dans les
premier et sccond points,la stabilité ou l'instabilité sera localement vraie
c'est-a-dire vérifiée au voisinage de la solution triviale.Quant au troisiéme
point,c'est la fonction non linéaire qui sera déterminante.En effet,dans ce
cas,la stabilité ou 1l'instabilité du systéme dépendra des termes non linéaires.

Nous étudions la technique de fréquence dans le cadre des équations
intégrales de convolution non linéaires aussi,serait-il intéressant de voir
comment les équations du systéme de contrdle direct ou indirect se réduisent
a des équations intégrales de convolution non linéaires & noyau intégrable ou
non. (Cette étude nous suggérera les conditions & imposer pour obtenir de bons
résultats pour les applications.)

Tout d'abord,considérons une équation intégrale non linéaire de convo=-
lution: C

F(t) = h(t) + &k(t-s) (& (s)) as t€ R
2
ou & ,h,k,Y sont des fonctions scalaires.
Nous pouvons 1l'interpréter comme une expression qui décrit un systéme de feed=
back contenant une partie linéaire dont 1l'équation entrée-—sortie est:

+

c
*(t) = h(t) + g k(t=s)u(s)ds t ¢ RV

o
et un élément non linéaire dont 1'équation entrée-sortie est :

ut) = Y(a(e)) te R

Ce systéme constitue donc une boucle fermée dont une interprétation possible
serait:
- A& (t) : le signal de départ
- h(t) : le signal a l'arrivée dépendant évidemment de fagon directe
des conditions initiales du systeéeme.
= k(t) : la vibration due & la partie linéaire.
-W(&F(t)) : la partie non linéaire du systéme qui caractérise princi-
palement les conditions d'émission du signal et de sa propa-—
gation.




I.-Le systéme d'équations correspondant & un probléme de contrdle direct
est:

{S’c = Ax + b“P(#‘")
d = (c,x)

ou~ A est une matrice constante de dimension n x n
- b,c sont des vecteurs constants de R
- ¥ représente le contrble,c'est une fonction scalaire
continue. ¥(4) > o Vo #o i\P(o) = 0
- X est une fonction vectorielle de R dans R"

Or,pour un systéme d'équations différentielles: x = f(t,x) nous avons:
Théoréme d'existence (PEANO)

Si f est continue dans un domaine D(ouvert de i tel que un élé- ]
ment de D s'écrive comme (t,x)) alors,pour tout (t°,x°) € D,il
existe au moins une solution de x(t) = f(t,x(t)) passant par(t°®,x°)

Dés lors,la continuité de ¥ assure 1l'existence des solutions ( au moins loca-
lement au voisinage de chaque point).Si nous voulons avoir également 1l'unici=-
té,il nous suffit de demander que P soit localement lipschitzienne.Mais nous
n'allons pas demander cette condition puisque la technique fréquentielle per—
met d'obtenir la stabilité sans faire appel a la propriété d'unicité.

Déterminons la forme de la solution de ce systéme d'équations.

1°) Solution du systéme homogéne: X = Ax

La matrice X(t) = eA(t-'t ) est une matrice fondamentale et prine-
cipale du systéme,c'est=a-dire X(t°) = I .
Nous prenons t° a l'origine du temps t.La solution s'écit:

x(t)y = x°eAt

2°) Solution du systéme complet non homogéne: x = Ax + b (&)

Elle est obtenue par la méthode de variation.des constantes ou
par l'dpplication dc la formulé de LAGRANGE puisque A est une hae-
trice constante.

e .
x(t) = eAtx° + g eA(t‘S)b\?(G‘(s)) ds
Q

e

Or, o= (c,x) k&
FlL) = (ot 4 geA(t-S)b\?(G'(S))dS)

. A(t=s)

A [
tx°) + (C,S e

4 (t)

b¥(a (s)) ds)

(c,e

g (t)

t (#}
(e Tx2) 4 3(c,e“t“°‘)b> Y (¢ (s)) ds ¥ter'

[




Ceci est bien la représentation sous forme d'équation intégrale de
convolution non linéaire du systéme de contrdle direct:

t
(t) = h(t) + Sk(t-s)“P(d‘(s)) ds ¥ ter’
o]

A
ou = h(t) = (c,e tx°)

= klt) w Dope )

L'équation intégrale est donc une conséquence du systéme d'équations
différentielles.Si x est solution du systéme,alors, & = (c,x) est
solution de l'équation intégrale.Mais,nous verrons que du point de

vue de la stabilité,il y a équivalence.Se ramcner a l'étude de la sta=
bilité 3 partir de l'équation intégrale comporte un intérét particu-
lier:1)certains problémes apparaissent directement sous cette forme

du point de vue mathématique et les systémes différentiels s'y raménent
assez facilement 2)les équations intégrales sont en général,'" moins
méchantes que les systémes différentiels" 3)ceci nous permet de rem=
placer un systéme d'équations par une seule équation.

Remargue:

Si A est une matrice stable,les fonctions h et k décroissent de fagon exponen=—
tielle a l'infini.

En effet,si A est stable,cela implique : “eAtu = kle_k°t ou k, > o
~iner € el § A dixell

el kg Bl e™F en flel} kyhxtl=g
-l € et ey

< pell kg liph et on el k1“b“=g

II.-Un systéme de contrdle indirect est décrit par les éguations suivantes:

xi:Ax+b% (1)
S ETICS (2)
\‘c-. '

Ld= (e = b (3

L8

ol ~% est un scalaire
- A,b,c,x, ont méme fonction que dans le contrdle direct

-
e

Recherchons la solution de ce systéme et 1'équation intégrale de convolution
non linéaire qui lui correspond:
1°)Solution du systéme homogéne (1) et (2)

o At
e

o

"

©

o7

S X = Ax =t X =
éE:O = {:




2°)App11quons la formule de LAGRANGE pour transformer le systeme dlf—
férentiel en une équation intégrale. T e

At 1" A(t-s)

x(£) = x°e" +\e b (s) ds
v L
P(t) = £+ \‘Y(J‘ (s)) ds
Or, & = (c,x) - {)é ,ceci implique:
1
(L) = (c,eAtx" & A(t-.>)b(_(s) ds) —‘)({; &\Q(G(s)) ds)

Tachons d'éliminer la fonction inconnue % en 1ntegrant l'intégrale
suivante par parties:

% <
\eA(t-S)b§ (s) ds = eAtXe—Asb% (s) ds
< ;~0 ) s=t . t . ”
= eAti—A—ie—Asb (’i (s)}, + \A 1e ASbg(s)dsg
“s=0 J,
=—A-1b§(t)+A_1eAtb§°+& -1 Bt s)b‘p(w(s))ds
i 4 0
puisque {° =% (3(s)) ;%(o)=t°
L'expression T (t) dev1ent-
T(E) = (c,e txe + (\ “1A i@ () as + a7 PEgeoa g (e)))
Y
| x ~gEemg\ ¥ (#(s)) as
Or,i'(t) = }° +\\?(G(s)) ds v
ot
= (c,e”x°) = (c,a"tbfe )-(c,A'ib\\v (@(s)) ds) +(c,a” re"Epfe)
t -t
+(c,\A‘1e“t‘5)bw><<r(s)) ds) ~gt° -g\¥(7(s)) ds
Y] [C ‘ (8]

Nous obtcnons: F{t) = h(t,x‘°;€°) ;Lk(t-ﬁs)‘P(ﬁﬂé)) ds

o
ol h(t,x°,§°) =(c,e t(x+A~ b% ))= (c,A”TB§ ) = gke

At -
= (c,e’ (x°+4" g))—31%° o&§1=(c,A 1b) +9
Il nous reste a mettre le noyau k en ev1dencet:
Xk(t-s)\e(ﬁ(s))ds——(c A b\\\?(e'(s))ds)+(c, AP E=8) p@ar(s) ) as)
o ~ o
-g\‘?(ﬂ(s))ds
Q

N
i 1 A(t=s)

- \ (@+(c,A” " (I-e YD) )% (F(s))ds

-1 At N -1
Donc,k(t)=(c,A “e b)—g?;l puisqueQ1= Cs+(c,A b) .
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Remargue:

Si A est une matrice stable,nous remarquons que h et k sont deux fonctions qui
peuvent s'écrire comme somme d'une constante et d'une fonction qui décroit ex-
ponentiellement a 1'infini.C'est justement cette condition sur le noyau k que

nous allons utiliser dans 1'étude de 1'équation intégrale (81 Chapitre II)pour
le cas du contrdle indirect.

Dans le cadre de ce travail,nous étudierons les conditions suffisantes
de stabilité pour les équations inégrales a noyau intégrable ou non et le résul-
tat sera chaque fois interprété dans le cadre des systémes d'équations différen-—
tielles.C'est=a~dire plus précisément,la stabilité de la solution de 1l'équation
intégrale entraine la stabilité asymptotique de la solution du sustéme d'équa-
tions différentielles.

Nous étudierons des cas critiques de ces systémes de contrbdle automa=-
tique.Par exemple,le systéme de contrdle direct particulier ol la matrice A ad-
met un zéro comme racine caractéristique,les autres racines caractéristiques
ayant chacune leur partie réelle strictement négative.Nous verrons comment se
ramener,par un judicieux changement de variables & un systéme de contrdle ine
direct équivalent caractérisé par une matrice stable.Ceci est la raison pour
laquelle ce cas ne sera pas approfondi plus avant puisque 1'étude de la stabi-
1lité de son origine se raméne a 1'étude d'un systéme de contrdle indirect qui
sera,elle,détaillée.De méme,le systéme de contrdle direct ol la matrice A ad-
met une paire de racines purement imaginaires conjuguées sera aussi envisagés
Nous verrons que,dans ce cas particulier, h et k peuvent &tre représentées com=—
me la somme d'une fonction qui s'annule de fagon exponentielle a l'infini et
d'un polyndme trigonométrique de la forme a coswwt + b sinwt &

Nous aurions pu également envisager le cas du contrdle direct pour le=-
quel la matrice A admet deux racines caractéristiques nulles,les autres demeu=-
rant a partie réelle strictement négative.Mais,ce systéme peut étre transformé
en un systéme équivalent de contrdle indirect de la forme:

°

X

Bx + b\ () (1)
5=k (2)

lg $ (er) (3)
¢ = (c,x) - af - e
ou B est une matrice stable

Nous pouvons réduire ce systéme a une équation intégrale non linéaire de convo=-
lution en établissant les solutions x,s et § de ce systeme.
LN

1°)Déterminons les solutions des équations homogénes dans le systéme (1)

(2) et (3)-_
X = Bx =p x(t) = eth° ol x° = x(t=0)
Beo s i) -y 7 = teeo)

¢ (t=o0)

yto
]
(¢]
+
“NYD
]
o
[
Faga’
0
Il
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2°)Les solutions générales des équations (1) (2) et (3) sont obtenues par
la méthode de vartation des constantes.

Bt % B(t=s)
Oox(t) ° +lt e e

\ e X )

k, o
{“e
) =9+ Y E(s) ds

b\ (o (s)) ds

]

]

e ¢ LE
1 E(t) =¢° +\ Y (7(s)) ds

or, T = (c,x) - df - ef)?‘
ceci implique: k Tt
a(t) = (c,e tx° +\eB(t_s)b“‘\’(‘-’3'(s)) ds) - a(ke +\~\>(¢(s>) ds)
C <
k
& - e("’fz° +\§‘(s) ds)
transformons \{- (s) ds: °
lt, ke :'t 3
St(s)ds - \ (%o +\~¥‘(rr(u))du) ds
o “:";? "'to )
=\)§° ds +’§ (8'\?('3’(u))du) ds

YE o
o - A
b o (tmo) +S(%‘~f(‘0'(u)) dul i
changeons l'ordre d'intégration: ©
b N -
, z L
ot + A\ (T () du i (Yas)}

Q

i

]

¢ &
=§°t + t &'\?(G’(s)) ds -‘Ss\%(ﬁ‘(s)) ds
o X

introduisons cette valeur dans < (t): °

£ . -
F(E) = (c,exe +geB‘t"s’bx§<ms)) ds) - d §° - d&*?(sr(s)) ds
("] ' % o€ [}
-e/)2° —e(%°t +t("~‘3\{f'(ct(s)) ds—\s\'f‘(a’(s)) ds)
o o
nous obtenons une équation intégrale non linéaire de convolution:

&
T = hE,x7, {0 4| k(t=s) W (T (s)) ds

. B ' :
ou [h(t,x®, °) = (c,e tx°) - d}° -en° - ef et
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déterminons le noyau k :
t é\‘(
\ k(=) ¥ (T (=) g BL(c,eB(t—s)b) - al ¥ (7 () ds
g
o O i i
-e\ (t=) (T (s)) ds
“o

]

'k
B [(c,eB(t-S)b) - d = e(t-sﬂ‘y (7 (s)) ds
o

B
dés lors, k(t) = ( c,e tb) - d - et i

i

les fonctions h et k peuvent donc &tre représentées par une somme d'un
terme qui décroit exponentiellement a 1'infini (B est stable) et un
polynéme linéairc en to.

Notre probléme consiste a trouver des conditions valablgs sur le noy=-
au k de 1l'équation intégrale pour que ¥(t) soit définie dans C_ (R ;R) quel que
soit le terme libre h et la fonction scalaire Y élément quelconque d'une cer=
taine classe de fonctions-

c.(R*;R) =\)fr tq T: R'.» R continue et tg lim.< (t) = oi

t - o

Cette étude conduit a des conditions sur la tre nsformée de FOURIER
du noyau et dans certains cas sur la transformée de FOURIER d'une somme et du
noyau.Elle s'appelle toujours la technique de fréquence,mais dans un cadre plus
général que celui des systémes d'équations différentielles,celui des équations
intégrales.Elle constituec une amélioration vis=a=-vis des premiers résultats
originaux de POPOV.

Un autre probléme remarquable est celui de 1l'existence de solutions
qui peuvent avoir un comportement intéressant si on utilise la technique de
fréquence.C'est ainsi que nous essayerons d'en déduire la stabilité absolue
pour la solution triviale des systémes d'équations différentielles associées
a l'équation intégrale traitée-.

Nous aurions pu également envisager la stabilité dans L2 de la solu=-
tion d'une équation intégrale.L'intérét de cette notion étant 1ié a certaines
interprétations d'énergie.La notion de L =stabilité(et plus généralement la
LP-stabilité) a été développée intensivement en utilisant diverses techniques
parmi lesquelles celle des fréquences,voir par exemplc:DESOER and VYDYASAGAR
"Feedback Systems:Input=Output properties'.

Nous verrons également dans quelle mesure la technique de fréquence
ne se borne pas a l'étude des systémes de contrdle décrits par des équations
différentielles ordinaires.En effet,celle-ci peut s'appliquer dans d'autres
domaines tels,les systémes d*équatione avec retardement,les équations intégro=-
différentielles ...Nous aborderons ce point de vue guant aux systémes avec
retardement.

Enfin,nous étudierons deux applications concretess
-la premiére directement liée aux systémes de contrdle automatique indirect,
soit:"Un probléme de pilotage automatique d'un avion."
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Ce systéme est régi par les équations suivantes:

2 - o
C T W+ UV +k¥+lU=o0
) /s
M= £ ()
l = + Ey # G2 v 1
T =ayY+EY W =~ TM
Celui~ci,par un judicieux changement de variables,sec raméne a la forme standard
d'un systeme de contrdle indirect:

y 7
t1 (2

]

V2= P24 * P00 n,§

t

£l )

, ¢
R PR E

ol l'avion a contrdler est caractérisé par (”?1,5[2 ) et 1l'appareillage de
contrbéle par g o

-La seconde ne se situe plus dans le cadre des systémes de contrdle,mais elle

se réduit & un systéme de forme équivalente au contrdle indirect.Cet exemple
est tiré de la théorie des réacteurs nucléaires (KENNETH MEYER)

Nous partons du systéme :g? = Ay = b*?
1

= + - 7
k ( c,y) gz
qui aprés transformation devient:

W\Q‘.
|

gx = Ax + b % ol — A = A

o
£ = () - b = =Ab
< (o] -1
ld‘: (gyx) = %% - c = cA

° 1
- K= (cA ",b) + o)
oﬁ/P représente la densité moyenne d'un neutron d'un réacteur nucléaire

k,la réactivité,fonction de 1'état du réacteurs.

l'équation y = Ay = b représente la loi de réfrigération de NEWTON.

Ce probléme consiste a maintenir une température plus ou moins stable.Il peut
de par sa forme &tre assimilé 3 un systéme de contrdle indirect ou (&) 3 la
forme particuliére/y2(e“-1) et la technique de fréquence peut lui étre directe-
ment appliquée.
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CHAPITRE 08

CONTROLE DANS LES EQUATIONS INTEGRALES
A NOYAU INTEGRABLE

§.1.~-EQUATION INTEGRALE A NOYAU INTEGRABLE°

Nous allons étudier le comportement de la solution d'une équation intégrale
a noyau intégrable.
Cela revient a discuter:

i T(t) = h(t) +AXk(t~s)L?(G‘(s)) ds teRY
e bty ©
soit: CC(R+;R) =§Q‘[ﬂ' : Rt—;»R et ¢ continueg
C,(R";R) ={cr| g ¢ c(R*;R) et lim. T(t) = o °
3
tP+e0
lele= Existence d'une solution de 1l'équation intégrale dans 1l'espace c(R";R)

THEOREME 1

1

Considérons 1l'équation intégrale T (t) = h(t) + Ktk(t-s)‘P(Ei(s))ds
avec t arbitraire dans R'. "
Supposons: l.= h & C(R+;R)
2.~ k ¢ LY(RY; R)
3. ¥ : R -»R est une application continue et bornée
& Pe (R ;R)
alors,il existe au moins une solution & de l'équation intégrale

définie dans C(R+;R)°

Démonstration:

1°) Considérons 1l'opérateur T défini par:
3
(TT) (1) = h(t) +\ k(t-s) F(F(s)) ds te R
ol
ouT est considérée comme une fonction de 1°' espace Cs (R+ ;R)

-Cet opérateur T est défini sur l'espace C (R" ;R) et prend ses valeurs
dans le méme espace:

T3 CC(R ;R) ————o CC(R+;R) )
\-T NI A T T 2 h(o) + \ k (o"s) \‘y‘ ( (T (s)) dS
‘o
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- TT est un opérateur continu dans la topologie de l'espace Cc(R+;R)

c'est=a~dire:

¥ &% 33 ’il'r}‘f(‘.) tqge Ft,t' e Rt lt-—t'v\? nous avons:
}TT(t) = TI(E")I<CE
| -
| TO(t)=-TC(t" )< | h(t)=h(t")] +\Sbk(t-s)\?("3'(s))ds— g k(t'=-s)¥(G(s))ds;
-0

puisque h est une fonction continue,nous pouvons lui appliquer la défi-
nition ci-dessus en prenant § ; &

2
de plus,posons: t' = t + u
E ,t (_t?u.—
| To(t)-Ta(t)| < 5 +4 gk(t-—s)‘Q(G’ (s))ds = ' k(t+u=s) P(T(s)) ds|

o %

posons s' = s = u

ok &
| Tr(e)=Ta(t)) £ 5+ | 3 k(tes) ¥ (T (s))ds = ; k(t=s') W (T (s") ds'|
C - K
) u
< -‘21+ \) lk(t=8)} | ¥ (T (s))] ds
(4}
. & |
S oH bt ¢“k”L1 puisque u = t'=t

€

T T A T nous obtenons:
¢S TNk 19

il nous suffit de considérer

| Tr(e)-Ta(t*)] < £ ¥ & >0 arbitraire.

2°) ‘? est une fonction bornée sur R.Dés lors,il existe ¢ » o tel que:
I$(T)l£¢d MTeRrR

nous pouvons établir la majoration suivante pour | TO(t)] :

i Ve

v
(T8 ()1 € Ih(e)l + 1 k(t=8) € (& (5)) ds |
;'LM")
£ tni_ o+ \ Pk(t=s) 1 (T ()} ds
Q

donc pour tout T défini dans l'espace CC(R+;R) nous aurons:
: £ thi '
(T we) £ hsc + tle1¢

3°)Considérons 1l'ensemble ¥ suivant qui est une boule fermée:

L ={T(t) :+ T€CARHR) etid] £

L

ou r = lhlc +¢ik!L1
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nous savons (cfr.2°) que pour tout J(t) pris dans?% ,sa transformation par
l'opérateur continu T reste définie dans I .Nous concluons:

Tz =z ¢

-Notre but est de prouver qu'il existe au moins un T(t) tel que:
' b
C(E) = h(t) + | k(t=5) (T (5)) ds
o

et
T € C(RY;R)
ce qui équivaut 3 montrer qu'il existe au moins un g (t) tel que:

T(t) = TT(t)

c'est-a~-dire que l'opérateur T admet au moins un point fixe.

-Pour prouver l'existence d'un tel point,nous allons utiliser le théoréme
du point fixe de SCHAUDER=-TYCHONOFF dans les espaces localement convexes.

"Supposons que E soit un espace Hausdorff localement convexe.
Soit f une application continue d'une partie convexe K de E
dans E telle que:

f(K)Z A<K ou A est compacte

alors,f admet au moins un point fixe."

(cfr.SMART$)
4°) Vérifions si ces hypothéses sont bien réalisées:

~ C.(R*;R) est un espace Hausdorff localement convexe.(cfr.SCHAEFER)

Cet espace est engendré par une famille de semi-normes {lx‘n : n =1,2,...i

ou ixln = sup.q I x(t)l : 02 t<n } -n est un entier arbitraire supé=
rieur a une
-x est une application quelconque
de R dans Re.

- T est un opérateur continu de Cc(R*;R) dans Cc(RY;R) tel que:

-

T L ‘.;'._2,,
- Z est une partie convexe et compacte de R puisque § se réduit a un
intervalle fermé de R.

Pour avoir un point fixe,il nous suffit de montrer que TZ est relativement
compacte dans la topologie de l'espace CC(R+;R)°

Ceci dd¢- "2 directement du critére de compacité pour une famille de fonc-
tions continues sur un intervalle compact,ce critére est aussi appelé.
théoréme de ARZELA~ASCOLI.I1l s'énonce comme suit:
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"Soit (X,d) un espace métrique compact.
Nous avons: une partie K& C(X) est relativement compacte

ssi

1l'ensemble des fonctions K est uniformément borné
c'est~a~dire:

IM v o tg. i £(x)I<M Y FfeK; ¥ xe€X

et l'ensemble des fonctions est équicontinu.
c'est-a-dire:

¥eoo ;Bg‘;o tq. d(x,x')z“g,-.:.‘;:f(x) - f(x")\< &
¥ x,x' e X ;3 ¥feK

Ces deux conditions sont bien réalisées pour T3
En effet, nous avons X Z C.(R*;R).

-¥Ta(t) & TE ¢ &htc +a¢lkiL1 constitue un majorant pour | T¥ (t)!
¥i& C.(R*;R) ;¥ teR*
-¥t > o; 1430 tel que d(¥(t),9'(t)) £ » nous avons:

I(TTY () = fTo)(e) ]« & ¥ 7 ,3'€ Co(R*;R)
En effet:
t
WTa) (£) = (Ta') (B)) < g bk (=) P (@ ()= (g (s)) | ds

puisque ¥ est une fonction‘tontinue de R dans R,elle est donc unifor=
mément continue sur le compact [ o,t] .

Nous pouvons donc appliquer la définition de continuité uniforme a

la fonction ¥ en prenant & = —fwe. . Cl'est-i-dire:

tktd
‘ Yeyo s 345 0 tqg. ls-s'tgfnous avons: j~i(s) = $(sW)) < £
‘ ¥ s,s'c R
Nous obtenons:
(P (£) - (T () < & ¥ £ >0 arbitraire.

CONCLUSION:I1 existe un point fixe pour l'opérateur T,c'est-a-~dire:
il existe ¢ définie dans Co(R*;R) tq.:

g
(TT) () = T(£) = h(t) + g k(t=s) W(T (s)) ds ¥t e R'
(4]

Remargues:

1)Nous pouvions appliquer le mé&me schéma de démonstration pour une équation

intégrale plus générale du type: o
[ "
T(£) = hlt) + \ k(t-s) Y (r(s)) ds; si k(t)eB(RIR)
=0
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2)Cette démonstration rc;té pleiﬁ;mcnt valable dans le cas vectoriel.

3)Nous pouvons réduire la majoration de |P(q )} c'est-a=-dire remplacer
cette supposition par une condition plus faible tout en gardant le mé&=-
me principe de démonstration.
Ceci en supposant:

VM>o;3¢m)>otm{w15M+ka1¢udizz{yﬂ¢n$¢mﬂ

Dans ce cas, & est une boule fermée transformée en elle-méme par 1'opé-
rateur T si nous prenons comme rayon r = M + 1kvL1y¢(M) ; M choisi tel
que Jh(t)j€ M ;¥ teR .C'est-a-dire,de nouveau T & .

Nous avons maintenant établi quelles sont les conditions pour que 1l'équation
intégrale admette au moins une solution continue.
Nous sommes maintenant a mé&me de prouver:

1.2.- Existence d'une_solution_de 1l'éguation intégrale dans_l'espace Co(R*;R)

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour qu'il existe
une solution de l'équation intégrale: v

G(t) = h(t) + S k(t=s)\§ (7 (5)) ds
dans l'espace Cg(R+;R) 8
THEOREME 2

STmmESmm ST

Considérons 1l'équation intégrale G(t) = h(t) + Kuk(t-sPP(G'(s)) ds
Supposons: 1.- h et h'e L1(R*;R) “0

2.« k et k'€ LYUR ;1)

3.- la fonction W(J ) définie de R dans R est continue
et bornée.
De plus, TW(g )> o0 pour ¥ # 0

4.- il existe un réel q 3 o tel que:

Re X_(’l—iSq) l’z(s):: < o W seR
alors,il existe au moins une solution ¥ de 1l'équation intégrale dé-
finie dans Cg(R*;R).
De plus,si il existe une solution ¢ de 1l'équation intégrale telle
que O soit définie dans CL(R*;R) alors ¥ est définie dans l'espa~-
ce Co(R+*;R)

Démonstration:

T1 existe au moins une solution G(t) de l'équagigﬁT

c
intégrale Q(t) = h(t) +'S k(t=s)§(T(s)) ds bornée:
0
|

ETAPE 1:

. +
et continue sur R
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-tout d'abord,nous remarquons que les conditions de ce théoréme 2 impliquent

celles du théoréme 1. .
1) h et h' sont des fonctions intégrables sur R .
Ceci implique le fait que h est une fonction cogtinue et bornée sur
R .C'est-a-dire h est définie dans l'espace C(R ;R).

2) les hypothéses. 2 et 3 du théoréme 1 apparaissent comme telles dans
les hypothéses 2 et 3 du théoréme 2.

Nous avons donc,l'assurance du fait qu'il existe au moins une solution T (t)
de l'équation intégrale qui,de plus,est continue par application directe
du théoréme 1.

C'est-a-dire: g tq. T € CC(R"';R)

-La solution J(t) de 1l'équation intégrale est-elle bornée sur R 2

Elle est nécessairement bornée sur R' puisque le membre de droite de 1l'équa-
tion intégrale est toujours borné par thac + [kiLlaﬁ avec ¢ telle que

|9()) € ¢ ;¥ TER.
Crest=a~dire:

ta(e) | € [h(e)l + g\ K(t=s)1 L § (T (s))] ds
[«]

-

T (e)Y € Ihlc + Gkl

—— — — — — — — — —_— o

TAPE 2: : Prouvons maintenant quc chaque solution 7(t) de 1l'équation
I intégrale, continue sur R approche zéro lorsque t tend vers !
! 1'infini.C'est-a-dire: ¥ &€ C,(R*;R)

Soit w (t) une solution continue sur R' de 1'équation intégrale,c'est-a-dire
T € C.(R*;R)

Pour tout t positif nous définissons la fonction\?t('t) par:

\Qtw) =(9(TL)) og v

o) o

1i\
(58

A7
t

et la fonction auxiliaire suivante:
(F v
o ) = 4 Tk(T=w) + gk (T =] Y (w) du + gko) P (¥) .4@-;;»-;

1°) Nous allons différentier 1l'équatiaon 1ntegrale (t)= h(t)+-§k(t-s)4(0(s))ds

T (t) hYie) +——L§ k(t=s) V(T (s)) ds]

]

(e - — e s 8 i e L —" 0 7o £~

'0'(t) h'(t) + k(o)\P(w(t)) + (tk'(t-—s)\\(T(s)) ds ;Vte RT

i o

puisque Lr\k(t_g ¥(T(s)) ds) ~\J—!k<t-s> $(T (s))] ds




2°)

4°)

Y

: E t

)
done: S &k(t—s)'\p(q(s))ds] - temsPa(snras + &k(t-s)————————dw(q‘(s)) ds
% ] fo) s dt
-,

R4

= & ' (t=s)P(T(s))ds + k(o) P (T (t))

©

Transformons la fonction auxiliaire ¢, (T ) en utilisant sa définition
et 1'équation intégrale pour obtenir:

O(®) =(F (L) + qu' @) = [h(T) + gh' (¥ )] og&V gt

L
3[1«(’:- u) + gk' (T =u)]P(T (u) du ¥ >t
o1 -~

4 &
r\t( T) - gok(c“-u) ¥, (wau + qi\ck'm ~w Y (wdu + gk(0)§ ()

Reprenons la définition de la fonction '-f"t(t) nous obtenons :

~ L b
3, = (kmw@)an + g | k' @-w) $(@(s))ds + qk(o) W& (¥))
9 B )

]

T(¥) = h(Z)+ q@' (T) = h ()]

ceci établit la valeur de(‘)t sur 1'intervalle { o,t]

k. 4
A(E) = \;:k(t-u) + gk' (£=w)] ¥ (T (u)) du

‘At appartient & IfyI? sur R*

G(™ =h(?)

]

puisque: Sk((‘-’-u) $ @ (u)) du
©
e

et V! (B=)W(@(w) du = g(T) = hr(T) = k(o) P(T ()
a
dés lors,la fonction (8, est une somme de fonctions définies dans Lif"‘; L2

t
+
sur R .Elle est donc,elle-méme,définie dans Lit’l L2 sur R'.

-
Si nous désignons % , (s) et A (s) comme les transfommées de FOURIER

respectivement de -yt? ¥) et A () nous avons :

o PR - .

R <~ -
| D (s) = ( 1-isq) k(s) Tgle)

S SIS N SR SNLESS - SN - L S ——

Explicitemhent,nous avons:
- I 4

' Dk (emw) k! (=W T ¥ (W du + gk(o) ¥ (F)]e

?\ (S) = isl’d
(o =yCi

T
/
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‘_’c’ ‘*a:: o “
N, (s) -_-Sz () k(=P (wau] e fat v g\ ¢ \kwr-u)@t(-u)tdu_}eis“d'c: +ak (o) (s)

o ‘o e Y

1'égalité.

| Calculons séparément les deux premiéres intégrales du membre de droite de
3 o s o
oo ¢
( , is?  f ., is? n
[Bk(t’-«u)‘ft(u)du] e’ dt = \) ri k(‘t—u)?t(u)e d?idu
o © o i
[/ 9 ":"5 isz.. -
= t(u)(\ k(P=u) e” dt}du
.Io 'M
N W 3
= k(s)wt(s) en posant T=u = v
> g is , 3 ist ..
“L ‘ k'(t’-u)‘-{*t(u)du] els}dt' =‘>du [&k'({’—u)‘{f’t(u) g dt‘}
e )@ - (s -~
s JE is(v+u)
= §\§;t(u) duf{ gk'(v) e dv]
i
(5 “en posant T-u = v
(@6 . {oa .
= -‘@t(u) e au k! (v)elsvdv]
Lo %)
¢ intéé?ons par parties
v
- e
‘ =¥ (s) [ k(o) - isk(s)]
| puisque nous avons:lim.k(t) = o.Conséquence directe du fait que

tos +80
k et k' sont toutes deux définies dans l'espace L1(R+;R)-

i
De tout ceci,nous retirons la valeur de la fonction A‘t s
ANy e «\, Y X g : ﬁ.“
?\t(s) = k(s) \.ﬁt(s) + q[’\(’t(s) {- k(o) - 1sk(s)‘TJ + gk(o) \{)t(s)

\. ~ g
)f(s) = (1 - isq) k(s) W%(s)

5°) Nous définissons june nouvelle fonction auxiliaire ?(t) comme suit:

e e e 47— . i o - 15 T w—
!

f P o
X = A i = ( r\ i b
!yt) \A ()T () av ) e (T ) ar |
Nous poux;gnsnap;i:[quer 1'égalité de PARCEVAL & cette fonction pour ob-
tenir: ' S
p 4 ol g
S’-?‘(t) - B'\t(s) \t’t(s) ds
R~

Or,n.us connaissons ;\t(s) explicitement par le 4°

p————

-

. . PR e
R(t) = ﬁsa(i’l-lsq) K(s) () ¥ (s) ds
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Par définition,la fonction x(t) est une fonction a valeur réelle.Nous
avons donc:

§(t) = ;’T‘_SRe L(‘l—lsq) k(s)tHW (s)l .
R

Nous allons utiliser la condition de fréquence introduite dans 1'hypothé=—
se 4,soit:

Re {(1—isq) }’cw(s)}{ o ¥ seR
En conséquence: g(t) < o Mte rRY
t&"-?
f “ "
g8y =\ a (¥ (T () digo  Wte R
‘o
¥t & R+ =
t § == ﬂ( ..;. t . . .
' ' ' . » ) : 2
ifk()ﬂﬂwdt+q}w@(d) (?MT-BUNU +qW(DTWUUﬂMt$o
+ o Q
A ¥t R T (L'
H‘ (T(E)TW(WAT+ q\\mm))dm) S[m(r)l + gl M@ at
'T{'}’ G
Or la fonction\{ est bornée par hypotheseoIl existe donc une constanteqb
telle que|Y (@ )| soit inférieure a ¢ pour tout < appartenant a R.
t GQ[‘) &3
‘{)(G(?))G’(L)dn. + g\ (W(2))de () £ fjg (h(Tn + q!h'(?f)i] avT
'Of STha) r '
Par l'hypothése 3 nous savons que pour tout T#o0o JY(T) > o0.Dés lors,
Git)
(v. W(a (t)) daa(ye) > o
T:0)
Finalement nous obtenons:
4
x\{-‘(q(“c)):‘r(?«) dy £A #$te R
e

ou A est une constante positive associée a 1'é-
quation intégrale de départ,qui vaut:

A=pCtni g +qlhl 1)

6°) Nous pouvons remarguer que l'intégrant W (3 (¥))" () est positif et
uniformément continu sur R .

-Par l'hypothése 3,la fonction %'vérifie la condition de secteur.Elle
est donc strictement positive si U est définie dans Ry°Elle ne s'annu=-
le que si @ vaut zéro.

~Vérifions que: ¥ (T (£))F(T) est uniformément continue sur rRY.
Nous pouvons montrer que G'(t) est dominée en valeur absolue par




. +
1a somme d'une constante et d'une fonction intégrable sur R

r
1 € Thr(e)l + k()T (£))) +Slk'<t-—s)|l‘?<<r(s)>] ds
O

Sinty, + k¢ +¢ik| 1

Nous sommes donc assurés du fait que "7 (t) est uniformément continue.
Or, ¥ est une fonctiog continue.Dés lors,ellc est uniformément continue
sur tout compact de R .et 4! = (¥l) est donc uniformément continue. .
D'autre part,le produit de deux fonctions uniforTément continues: sur R
demeure une fonction uniformément continue sur R .

Nous pouvons donc affimer que £ (@ (*))T(¥) est uniformément continue
sur R .

- »..3 ¢
7°) Nous pouvons appliquer & la fonction(T( % ))T (¢ ) le lemme de BARBALAT
qui s'énonce comme suit:

| soit £(t)> o,une fonction intégrable sur R et uniformément
| continue sur R
{ alors,f(t) tend vers zéro lorsque t tend vers 1'infini.

(voir démonstration Annexe C)

Prenons pour fonction f(t) la fonction'f (I (t)) T (t). Par le 6°,cette
fonction intégrable vérifie les deux conditions requises par lo lemme -
de BARBALAT.Nous pouvons donc affirmer que:

lim \P (T (£)) T (t) = o
t - 00

De plus,nous savons par l'hypothése 3 que pour tout T distinct de zéro
la fonction W (O ) est strictement positive.

Nous pouvons conclure:

1im. (T (£)) T () = o ssi lim. T(t) = O
i N, s t -+ X

Par 1'étape 2,nous concluons que toute solution T de 1l'équation intégrale,dé-—
finie dans Cc(R*;R) est définie dans Co( R*;R).




2 AS DES SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

®
-t - R

Appliquons le résultat obtenu par le théoréme 2 relatif a la stabilité
de la solution d'une équation intégrale & noyau intégrable a l'équation inté-
grale:

A A(t-—-
) = (c,e’tx) + ga(c,e (t=5)p (& (5))) ds

c'est-a-dire,appliquons ce résultat au systéme d'équations différentielles réw
gissant le systéme de contrdle direct:
( X = Ax + bP(T)
) (I)
l = (c,x)
Nous savons que: = A est une matrice stable de dimension n x n
-'9 est continue et bornée,définie de R dans R

—‘f vérifie la condition de secteur: U"'P(G’ )D> o "9"0-;6 o

et Yo) = o
Montrons tout d'abord que les hypothéses du théoréme 2 sont vérifiédes:

CONDITION 1: h,h'€ IXR';R)

a) h(t) -0 exponentiellement lorsque t —» OO

h(t) = (c,e"tx°)
; At
lim. h(t) = lim.(c,e x°)
teo t e
= (c,lim.eAtx") puisque le produit scalaire est une
e fonction continue.

or,par hypothése, A est une matrice stable.

. . At n . :
Dés lors, lim.e x° = o,‘v x°€ R et nous avons une décroissance ex=

t oo
ponentielle de h avec to

b) de meme, h! (t) — O exponentlellement quand t — o
hi(t) = [(c,e x*)]

(c,-d--(e %°))

d
= {c,Ae tx°)

" . At
lim.h'(t) =t11ma(c,Ae x°)
twog e A
~ = (c,A lim.e tx")

tvroo

or,seule la fonction eAt est dépendante du temps t.De plus,A est
stable.En conséquence,la limite calculée ci-dessus s'annule et nous
obtenons:

lim.h'(t) = o , et h' , tout comme h,est une fonction qui décroit
t—e o<

exponentiellement vers o quand t tend vers 1'o<.
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L'hypothése (1) du théoréme 2 est satisfaite comme application directe du crie
tére d'intégrabilité ci-dessous.(Cfr.a) & b)).Puisque ces deux propriétés impli-
quent que h et h' sont majorées par une fonction intégrable sur Ri' De plus,
elles sont continues sur R ,dés lors,h et h' appartiennent & L°(R ;R).

Critére d'intégrabilité:

Si f est mesurable de R+ dans R 1+
51 1£(x)] € g(x) presque partcut,avecig gituée dans L (R ;R)
Alors,f est elle-mme situde dans L (R ;R).

; At i +
- b€ ficht He I dixell ¥ter
or,A est une matrice stable,donc,il existe deux nombres ko,k1><3

tels queikeAt\‘ékie"kot

oy =k _t
Ehel xy hxl <o

Posons g(t) = |ic|f ko, Wx°H e¥ot et montrons que cette fonction
est intégrable sur ~ R . D&s lors,h sera définie dans L1(R*;R)

m o
Sh‘:“ k, Wl et at = i e “<+ oo

kO
Q
—pce) el pan Bt pxe
< el Al (ixell e ™o = Jall g Yrert

puisque A est une matrice stable et en reprenant la fonctlion g
définie cimdessus.

De plus A est constante,donc Al g(x) est une fgncfion intée
grable sur R . Dés lors, h' appartient & l'espace L (R ;R)
CONDITION 2: k et k'c LY(R';R)

a) _k(t) —vo exponentiellement lorsque t ~= %

k(t) = (c,e”tb)
il " At
lim.k{t) = lim.(cje D)

ty oo t o
- (c,lim.eAtb)
t voo

Pulsque A est stable,la limite qui apparalt dans le produit sca-

laire est nulle et la fonction k(t) décroit donc exponentiellement
vers o,lorsque t tend vers 1' oo .
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b) k'(t) —» o exponentiellement lorsque t —¥ °'° -

/
k() = [ (c,e""m)]
d_ At

= (c,a-;_-e- b)

= (C A eAtb)
lim.k'(t) = %1m (¢ c_A Ab)

-y O

A
= (C,limoe tAb)
t» oo

de nouveau en utilisant le caractere stable de A cette limite
est identiquement nulle.Donc,k! décroit ecxponentiellement vers o
lorsque t tond vers 1! o<

Nous pouvons tirer les mé&mes conclusions que pour les fonctions h et h' pour
ces deux fonctions k et k'.En effet,ces fchtions k et k' sont continues et
majorées par une fonction intégrable ur R et donc,par un critére d'intégrabi-
1ité sont toutes deux situdes dans L (R ;R).

CONDITION 3: La fonction - vérifie la condition de secteur.

Cette condition coincide avec une hypothése de notre probléme.

CONDITION 4: ou CONDITION DE FREQUENCE c'est=a-dire:

W .
aq;o tq. Re{(l-iSq) k(s)}So ¥s € R

Etablissons la valeur de ki(s) pour le cas du contrble direct:

k() = (e e n)

- oo
k(s) = &(c,eAtb)eiStdt sE€R
® (*(nsist
- (c,ge s ETRY
[
Or,nous pouvons établir:
o0 o<
r A .
Axe tcist dt = gelSt d(eM:)
4] “ “Q Fo o) OG
st eAt] S Ia &eAt ABE
L <

; 00
-1 -isS At 15t 4t puisque A est stable.

P\ Gt 5t at | [+ 1513
r.—géeA:t e l.._;.g.........._ —l - ,._m .

]

dt = =(A +isI) sE R
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v
Dés lors,k(s) peut s'écrire:

Y
" .
ki(s) =(e, XQAt elSt da¥l. b)
i ~4
k(s) = =(c,(isI + A) b)

La condition de fréquence liée au contrdle direct s'écrit:

l 3q)/o tq. Re St(isa; -1) (c,(isI + Ix)""l b)i < o s € R

Toutes les hypothéses du théoréme 2 sont vérifiées,donc:

Toute solution T(t) de 1l'équation intégrale associée au systéme
d'équations différentielles du contrdle direct est telle que :
lim. < (t) = o

t-ro0

1°)=Montrons que n'importe quelle solution x(t) du systéme (I) tend vers zéro
lgrsque t tend vers 1l'infini pour toute condition initiale x* définie dan
R si nous avons les quatre conditions ci=-dessus-

C'est-a-dire:

Ax(t) + b (T (t)) vérifié.
(c,x(t))

lim.x(t) = o avecrx(t)
t « PO Ht)

]

|

Nous savons qu'il existe au moins une solution @ (t) & ¢e probléme puisque
les hypothéses du théoréme 2 sont plus fortes que celles du théoréme 1 qui,

lui,assure l'existence d'au moins une solution.

t
() = (c,x(t)) avec x(t) = eAt ;i +SeA(t~S)b\?(U(s)) ds
[«3

lim.x(t) = o pour tout x° défini dans R"
t - OO
En effet, £
A A(t=—
Nx(e)l =Hle Exo +ge = bW(a (s)) ds“/“ﬁ:e rRY

o
R PR TR TR +§tue“t's’u e\l [ ()] as
utilisons la stabilité de A?
P U T G Rl B () DISHIRE
Regardons ce qui résulte ,si nous passong a la limite lorsquett tend vers
1'infinds

e—ko(t—s)

lim. || x (t,x°) || &€ %imoe-kot ke ({1x°ff + lime \k |t bl | K@ (s))] as
-2 Q0

(o]

La premiére limite du membre de droite de l'inégalité est nulle comme consé-

quence directe de la stabilité de A.La seconde limite s'annule par simple
application de la regle de 1'HOSPITAL:



puisque. ko > o

¢ 1im.9¥ (t) = o par application du théorime 2
twroo

. ‘? continus impliqueslim. €(g () = o
teco

posons g(t) = & e o (tms) k, W lt \Wio (=)} as
©

g{t) ~po lorsque t - OO

o

par la régle de 1'HOSPITAL: . g(t) = %m.,\&’(trit)) . O
- ; g

¥ous obtenons donc le résuitat annoncé,soit: lim.x(t) = o pour tout x° de R

t - oo
(Ce résultat était annoncé par C.CORDUNEANU dans son livre:"Integral Equations
and Stability of Feedback Systems' ,mais celui=-ci nec signele rien A propos de
la stabilité simple de la solution du systeme d'équation: différentielles assoe
ciés au probléme de contrbie direct.

rentielles (I),vérifie la stabilitéd simple.
Clestwa=dire:

¥E>o 3 A9%0 tg. ¥x°e R WxH< g ¥eoo fx(e,x®)ll<E

s R ool st |- P I O A e G O ——— ——

ETAPE 1.~  x tend vers ©gn quand x® tend vers o, uniformément par rapport

. A +
I3 défini dans R .
l S it

¥ryo supe f{ x(t,x°) | = B{(r) ¢ + o0
I

2°)=Nous allons établir le fait gue x{t),solution du systéme d'équations diffé—‘
}
I
l
|
tyo :

L]

G MR e e e awm e e e ewa  cema | e

Le probléme se présente sous la forme suivante:

x = Ax + b\ (&) avec x(t,x°) tq. x(o} = x°
T = (c,x) : et T(t,x°) @ (c,x(t,x°))
®({tyx?) = eAt x° 4 xemtﬂs)b\?(a(s,x“)) ds

Tk
F(t,x°) = h(t,x°) +Sk(t-s) \?(Q’(s,x")) ds

©

) y A
ou = h(t,x®) = (c,e i x2)

- k(t) = (c,e™tp)

Comment majorerﬂx(t,:f_)ﬂ pour tout t positif?

& € .
e €™ W i+ Qe ) oy 190 (syx00) e
. o
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puisque la norme d'une somme est inférieure ou égale a la somme des
normes et puisque la norme d'une intégrale est inférieure ou égale
a l'intégrale de la norme.

utilisons le caractére stable de la matrice A.

£
° -k t ko(t-‘a)
(e, x| < k, e °F Wxell + k, g e
0
or,par hypothése\P est une fonction continue et bornée de R dans R.

Donc \y vérifie: JFg>o0 tg- | \(T)] € p ¥aeRr
Le résultat devient:

BT (¥ (s,x°))| ds

4
| x(t,x°) | £ k, st | x°lf + kitﬁ ol ge-ko(t—s> ds M¥txo
(c

" k, ¢ D y
ékie kot “x°u+-—l—k—;— {_1—ek°t]

pour tout t positif,nous avons: e'-koté ;

k b
£Lx e %ot lixel\ + ———-—-——-—1f

1
o
, k, $ Wbl
posons B(r) = klr + == nous obtenons:
o
x(t,x)N € Blr)  ¥t3o ;¥=x° tg. UxULr
en particulier : sup. || x(t,x°)| = B(r) < + o<
t2 o
hx° &
ETAPE 2.— | ¥ryo supu“-—d. x(t,x)|| = C(n)+ 00 '
- | t>o 9t |
' =l € '
e R NS |
dxé: X2) - Ax(t,x*) + bW (T (t,x°))

or par hypothése: = A est une matrice constante

- Y est une fonction bornée et continue de R dans
R,c'est=a-dire: 3¢y o tq. |N(F)1< @ - ¥qer

d'autre part,lors de l'étape I,nous avons montré queljx(t,x°)||était
bornée par B(r).Dés lors,

LD a1 xCe,xoN + b)) 1P (e x)))
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utilisons les résultats détaillés ci-dessus,nous obtenons:

NEEXD ) < walys+ Unll g ¥t o
¥x° tg. |ixW&r

si nous posons C = {{All B + |{bll¢p ,le résultat devient:
dx(t,x°
“__x_é_t_,_x__)_“ £ c(r) | ’v‘t}o ¥ x° tg. |x°N £«

donc "V"r)o supo“gic-a({-ﬁc:—)—“ < + 0
t2zo

- w—— — v - e i wwme e e G W e w—— e Gman e e S Gwan e ow— ow— o—— -

ETAPE 3.-— :\Lg>o ;¥ r >o; 3nz(£,r)>o tq-

| ¥x°e R tq. || x°“ér

= || x(t,x°)=x(t' ,x°)||< E
' Mt,t'€ R' tq. lt-tr i<y I

— amn e - e e was e e e e s e e e e e e m———

nous pouvons uti+liser le théoréme de la moyenne,alors,pour %out t,t*
appartenant a R ,tels que lt—t'|<7 et pour tout x° dans R~ tel que

I|x°}| £ r,afin d'obtenir :
“x(t,x°)—x(t',x°)“ £\ t-t'} sup. “M"
" ¥erl°*
WxN < x

£ /}Z Cilx)
il suffit donc de choisir /770 tq. /74

C(r) C(r)
ment déterminé dés que € et r sont donnés.
Nous avons donc:

o}
i
m

est entiére=

¥E>0 ;Vr)o ;3/7(6,r) tq. o<nz(E,r)<E-(§;—)- tq. ¥ x°e R” Wxll < ¢
Vt,t'e R lt=t'1<m

2 [xt,x%) = xte',x° )} £ €

continue.C'est-a—dire:

! \
| ¥YE€>o0 ;¥r>o0; Ap>o0 tq.¥xoe R JENLn
/ ¥t,t'e R taeft-t'14y

ETAPE 4.— | Démontrons gue ¥ ( ¢ (t,x°)) est une fonction uniformément

—— — — — —— o—— — — — — — — — e | s c— — o— vt — o— _——

- est continue en tout point s_ par hypothése.C'est-a~dire:

¥€>0 ;38> 0 ta. Iso- 51< S = |¥(s,) -W(s)| < E

- la fonction:(t,x°) aap(t,x°) est bornée.

Vo (t,x) = V(c,x(t,x°))| et sup. | x(t,x°)|| = B(r) (étape

ty o

-

xige




fixons r » o et & » o, nous obtenons:

sup. 1@ (t,x°)| £ Hcit sup- (1x(t,x°) |} £ Wcl}B(r)

t>o t2o
fix°n€r Wx°H&r
- posons T = {lc|l sup- )i x(t,x°)}}.La fonction ¥ étant continue sur R,

elle est uniformément continue sur [-T,T].Donc, ¥ & >0 ;
IE>o0 ;’J‘s,s' € |-T7,T] c-a-d. | s=s'1<édg2T 2P (s) =Y (s <LE
- d'autre part,pour tout %,t' appartenant a R" et pour tout x° de R"
LT (£,%x°) =T (£7,x°)) = (c,x(t,x°)) = (c,x(t'x°))]
=} (c,x(t,x°)=x(t",x°)) |

et Uxt,x°) = x(e1x)l
or,d'aprés 1l'étape 3,il existe 7}0 tq-

s L -“-é-]-)o,'Vtt'CR tqo]t-t"«(Z et ¥ x°€ R” tqo |x°) £ r

[xlt,x°) = x(t',x)]j < m = | T(t,x°) - a(tr,x°)| <&

Alors, ¥ t,t' e R tq. )t-t (< et¥x°e R tq. |Ix°li&r
= T (£,x°) etq(t',x*) ¢ [-T,T] \T(t,x°) = @ (t',x)1<d
donc ‘\Q(Q'(t,x°)) P (g (t',x°))] ¢ &

puisque nous nous retrouvons dans le cadre de la continuité uniforme
de { sur le compact [ =T, T] -

— — w— s — v —— e e v wmm eear e — mm— ——— — o—

¥eso ;¥r>o ; j'?>o tq. ¥ x° € R" tqo Hx° \l
““t t'e R tq.Qt—t'lf.f?

ETAPE 5.~ |
|
|
!

:ﬁ[\{v(ﬂ'(t x°))q (t,x°) -“?(G(t',x ))Q'(t',x A4S

e m— s e wmm— e abwan e mews — . —— —— - — — —

Fixons £€> o et r » o.Pour tout x°¢ R" tg- || x° € r et pour tout
+
t,t' €« R nous avons :
P W (@(t,x°)) @ (t,x°) =F (T (t',x°))T (t',x°) |
=| V(@ (t,x°)T(t,x°)=P(g(t,x°) )T(t,x°) +P(T(t,x°))T(t",x°)
~P(a(tr ,x°))a(t,x)|
ST, x° N LT, x°) =Tt ,x°)| + | W (@ (t,xN=-Ya(t}xN]|latt,x°)
< supe |\ (s)l | T(t,x°) =q (£',x°) |+ 1\ (T(t,x°))=P(T(t',x°))]|

s&€ R
osup.{QCt,x®)}
t2o
Or,par 1l'étape 4 nous savons: e & x

-sup. |T(t,x°)| < licj] B(r)
t2zo
W=t &£




-sup.| W(o(t,x*)){< ¢

te R

-¥eS0; Ipdo ta¥xe’R” fxf &
et ¥, t'eR’ Nt-t'| <y

=H | T(t,x°) - At ,x°) ) €’
- )QL'E;O 3 r >0 ; 3?)0 tqux"e R" tqe l{x"ﬂ £ r
ety't,t'e R" lt-t'lé?
= |V (a(t,x°)) =P (g (t',x°)) | < &”

Nous obtenons:
I (e, xo @ (e,xe) = (T C£7,x° ) T (&', x) < e+ |ix) B(r)g”

I1 nous suffit de prendre:

& l'l— &

Ceci nous permet d'écrire:

¥edo i¥ryo ;3‘?(9’r)> o tq.¥ x°¢ R hx°ll £
| etVe,tre R" |ttt (479

= P (£,x°))q (£,x°) (T (£1,x°)) cr(t',x")KEe i gz._ =&

puisque € et r sont fixés arbitrairement,ce résultat est vrai en
toute généralité.

La fonction: R+ X Rn---o R+ tend vers o

ETAPE 6.=
(£,%°) vwap (@ (£,x°) )F(t,x°)

lorsque x° tend vers o uniformément par rapport a

| |
| l
i RN '
| t pris dans RT.Clest-a~dire: '
| ¥Edo s Agro ta¥xe R xcl| <7 !
] ¥t ¢ R |
i |

nous avons : (G (,x°)) T (t,x°) €&

. — — — o —— — — — ——— c— — — o oo— o— o— ot a— — o—

A.=Nous avons pu remarquer au cours de la démonstration du théoréme 2,la
majoration suivante pour tout t positif:

t (Q’(tl:fe} K(x)
SW(G(s,x"))qis,x")ds + q)uﬂq(s,x"))dq(s,;c;)\(cp‘ [InCs,x°dov qfne (s,x*)fas
® 'G(O'Ia'v)eCQS)o tqo"e(a(so,x°))‘<¢ Waer
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Or,nous savons que par hypothése T‘?(T)) 0.Ceci implique:

T(t, )
qg“? (@ (s,x°)) dT(s,x°) est positive.
T{o,2°)
De la majoration ci=dessus nous pouvons tirer: V’t € rY
3 oo
P(T (5,x°))T(s,x°) ds \(Sb\ Dh(s,x‘), + q }h'(s,x°)l] ds (1)
c (]

Comme ceci est vérifié pour tout t positif,nous gardons cette inégalité
en intégrant non plus de o a t,mais de o a 1'¢w .C'est-a-dire:

o0 ow
S\?(Q‘(s,x°)){f(s,x°) ds \< ¢S[\h(s,x°)| + qih'(s,x°)[}ds

Montrons oque nous pouvons ramener cee;te majoration a la forme:
N 4
S\?(G'(s,x°))ﬂ'(s,x°) ds £ N {Ix°l\ ¥t >0 (2)

Déterminons N :
Observons le second membre de 1l'inégalité (1)

As

- |h(s,x°)| = |(c,e" " x°)|

N

e i k1 e-kos | x°l{ en utilisant la stabilité de A

| (c,AeASx°)'
i -kOsA )
< fiell WAl ke oy

Dés lors,le second membre de (1) est lui-méme majoré comme suit:
- & X ' & < - -kos Ol -kos -
Dh(s,x )i+ glht(s,x )ﬂds\ mcl\ k1e Hxl+ g el 1Al k1e Tk “]deaF

- {h'(s,x°)|

o0

. - P -K~S
F= |lc| kg M=ol Se °% (1 + q"Agg] ds
¢ 1
= Jcll kU=t 1+ ajial] o
posons N = el kl il . q“A“] et tenons compte de 1l'inégalité (1) et
o
de la majoration de son second membre.Ceci nous donne:
t
&&P(U(s,x°))ﬂ'(s,x°) ds £ N nx°|| % te rY

G ¥ x°e RY
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B.~ Aidons=nous de cette majoration pour montrer que nous avons bien le
résultat annoncé par 1l'étape 6.

Nous procédons par 1l'absurde:

Supposons }6)0 tqe 5}?)0 ;3 x,;:’é R" tqe. “x",y\lé ?

t 3t tgs t,, X2 ¢

. et 3 ?>o q- W (a( ,,Z:gz))ﬂ'(g?,x?)?/E
Posons’?: o 3 neé Ng

Considérons la suite (xp) avec xp € R et "xgl\g%

et la suite (t,) aved t, € R*
Elles sont telles que: “P(G’(tn,xﬁ)) T (thyxp) 3 &
Nous avons donc: {{xp|j <1 et W@ (tn,x3)) T (ty,x3) 2 €

Utilisons le résultat de 1'étape 5 pour une valeur de r égale a 1,

il nous assure que pour tout &£'yo il existe un f?)o tel que pour tout
+ 4

n € Noet tout t¢ R :

lt=tnl € P =Y(@t,x)) T (t,x7) > ¢
Par suite,pour tout n € Nj :
00 P
S\‘Q(Q(s,x;))q‘(s,xg)dsgg ‘P(Q‘(s,xg))ﬂ'(s,x;)d5>12£l'?= 57)0
G

t 8 ) 6
m 7 en posant: €= 1
Mais,d'autre part,en tenant compte du résultat (2) de A
00
\‘?(Q'(s,x,‘;) )T(s,xp)ds K N|{xg | —» 0 quand n —» 0@
© puisque 1 x;u—.v 0 si n—»C

Nous aboutissons ainsi a une contradiction,puisque 1l'hypothése de 1'ab-
surde implique que 1l'intégrale:

S‘?(G‘(s,xg))?(s,x;’l)ds reste stictement positive pour tout xj € R"

O
car celle=ci reste constamment supérieure a un nombre E’Q strictement
positif.Ce qui est en contradiction avec le résultat (2)

L'hypothése de l'absurde est donc fausse et nous avons bien le résul=
tat annoncé.




Montrons que la fonction: R+x Rn‘_’ R tend vers o
(£,x°)mpT(t,x°)
- uniformément par rapport a t

! l
i l
f quand x° tend vers o '
| pris dans RT.Cl'est=a~dire: ‘
| I
| l

I

¥eyo ; 37}0 tq- ¥ x°eR"  tq. “x“}?\lf'?
' Mt er" j&(t,x°)) <&

— — —— o — — — — — — — — —— W—— — — o—— o — —— — o— — —

Procédons de nouveau par 1l'absurde.Nous supposons donc:

3ero ta-¥pro Ixy ta- lIxy, €Y
prefonsy= 3 ; nep}iot'?) o avec |<r(t,?,x,?) > €
n
Nous pouvons voir qu'il existe une suite (t,) de réels positifs
et une suite (x;) de points de R
telles que pour tout n € N¢ |[*n{{< -3 et | (tn,xp)| > &

Par 1'étape 1,mous avons pour tout n &€ Ng :

1TCtn, xR0 € el Il xCtn,x8) || € Hel B(D) < + 0o

donc, & L[ty ,x) ) |leli B(D) ¥neng

Posons:inf. |‘P(€ )l = m
¢ LIl ieq BOD

Puisque || est continug,elle atteint ses bornes sur tout compact.Il
existe donc un point g tel que :

A A
€ < lEI Llicll B(1) et m = N’(%)‘ (ol m po,carf ne s'annule
gu'en zéro).
De plus,nous avons la condition de secteur pour \?

= (@, x0T (ty,x0) = |\, 32 ) | Ty, x){2m E

D'ou la suite de réels:

i‘?(ﬁ'(tn,xﬁ))q(tn,xr‘;)}neNo ne tend pas vers zéro,puisque chaque

terme reste supérieur & un nombre strictement positif.Mais d'autre part,
1'étape 6 assure que cette suite tend vers zéro puisque xj —# ORD -
Nous aboutissons donc a une contradiction,l'hypothése de l'absurde est
donc fausse et W (t,x°) tend viers o lorsque x° tend vers ©pen uniformé=-
ment par rapport & t défini dans R%e
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Vérifions la stabilité:

*‘{; ;3>otc¥°éRnt°x°~<l
70 /? 4 _vt >/R+ a- 11| nozs avons:ﬂlx(t,x")“(ﬁ :

Nous connaissons la forme de la solution x(t,x°) de maniére explicite
nous pouvons la majorer en norme comme suit:

t
Il x(t,x*))} £ \]eAt\\ hx°“ + S“eA(t-S)N fol |¥(T(s,x°))| ds

R
SegeT oMy + [k, je‘k“t’S) ds ] {jp)| sup- 1¥(@(s,x*))

t
b se[o, 3
puisque A est une matrice stable.
-kot - 1 -k_t o
= ke o7 ||x°| + k, Tc.o (1=e”©°7) | b|} sup. }(T(s,x M|

sel(o,t]

Par suite,pour tout t € RY et pour tout x° € R

k
1
“x(t,x°)" £k, x|l + = "b“ sup. l‘{}(W(s,x°))l
o s€ R

/s
Fixons £ > o arbitrairement.
Puisque \§ est continue en o et Y (o) = o; il existe S)o tqe

It <& = 1P <&

, kK
4 & o ;
prenonsi: = 3 E';: “ b ”

Puisque l'application:(t,x°)M‘P(G’(t,x°)) tend vers o quand x° tend
vers O_p uniformément par rapport & t défini dans R™,il existe/PZ’?o
tel que pour tout x° appartenant & R" de norme inférieure ‘a/?’et pour
tout t de R :|®(t,x°)| < &

€ o
R r N : ° —_— ——
AlorS, ux \‘ é([Z p 2uepR+’\P(s,x )l<2 k1 “b“

Posons -’?: info(/)?' ,.é.]f’r___)a Dés lors,pour tout t appartenant a RY et pour

. ” . ~ & . - . n
tout x° de norme inférieure a défini. dans R nous avons:

. 1 E % £ £
nx(t,x )n<k17+€"bn—-§ m( -2-+-2- = &

CONCLUSION:Comme x(t) est une solution qui vérifie:
-la stabilité simple,c'est=a=-dire:

° r -] n o
¥&>O 9 37)0 Z(‘é"i}é §§+ HXH'C? = “ x(t’xo)“<£

=lim.x(t,x°) = o ¥ x°e R"

t#+00

la solution x(t) vérifie LA STABILITE ASYMPTOTIQUE GLOBALE.

Cette notion de stabilité est réalisée pour une classe de fonctions ™ continues
de R dans R telles que-P (o) = o et TY (T )% o0;¥ F#o0,nous avons donc pour x(t)
une notion de stabilité absolue.
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APPLICATION PARTICULIERE: Contrdle direct & matrice diagonales

Nous allons mettre en évidence la condition de fréquence établie par V.M.POPOV
pour illustrer sa simplicité de forme.
Soit le contrdle direct:

S.i Ax +'\V@)b
a

(c,x) ou A est diagonale.
Nous allons l'écrire a partir des composantes sous la forme suivante:

]

ii = -kixi—biW(O') i-= 1,2,0ca,n
G = z C.X,
-1 ii

La condition de frequence s'écrit alors:

3%20 tg. Re i(‘l— isq) t(s)is o V’s £ o

At . e " -1
Or, k(t) = (cye b) implique k(s) = = (c,(isI + A) "b)

Explicitement : ?(s) = -(ci,cz eee Cp)yis +/(‘l -3 b‘l
’ .
is +/k b
2 2
is + b
c; b, n
)’:": i3 7
N —Q

Nous obtenons une condition telle que:

V‘s;éo

Jq)/o tel que: Re{(‘l—isq) (== Z

is 74 }
is)
<£\<o 'V's )

_]
azr. (15%)()4- is)

{mcb (J.Sq 1)94

Il nous suffit donc de déterminer un réel q positif tqe E'_c b (s q -/‘j

S:i.J CJbJ # o ,il existe un moyen assez simple pour determiner si un tel réel
=\

c.b
q existe.Il suffit de minimiser la fonction rationnelle en s '@ __EE__L_‘LZJ_

o C. Db,
¢=l J J
Si le minimum est positlf ou nul,nous aurons stabilité puisque nous pouvons

déterminer un réel q £ a cette fonctlon V‘s # 0 o Si le minimum est strictement
négatif,la condition de fréquence ne sera pas réalisée.




§.3.~ SYSTEME DE CONTROLE AVEC RETARDEMENT

- -t P A R

Comme vu précédemment,les résultats obtenus par les #quations intégrae
les peuvent &tre facilement appliqués au probléme de stabilité des systémes
différentiels correspondant a un systéme de contrble direct ou indirect.

Botre but présent est d'illustrer une application intéressante des é=
quations intégrales distincte des applications précédentes.Comme HALANAY 1l'a
fait remarquer,le probléme de stabilité des systémes de contrdle automatique
avec retardement peut &tre réduit a 1l'étude d'une équation intégrale.

Pourquoi envisager ce genre de systéme?Dans beaucoup de cas,la durée
de la transmission de l'action ne peut &tre négligée.C'est la raison pour la=-
quelle les forces intervenant dans le systéme dépendent a chaque instant de
1'état du systéme,non seulement au temps considéré,mais aussi aux temps anté-
rieurs.

La forme générale d'un systéme de contrdle avec retardement est:
x(t) = £f(t,x(t),x(t=h)) (1)

avec x(o) =Y (t) sur {~h,o}

Nous remarquons que contrairement aux autres systémes rencontrés juse
qu'ici,la condition initiale n'est plus donnée en un seul point particulier
mais sur un intervalle.Cet intervalle est d'ailleurs bien précis,il corres-—
pond a la période de retard accumulée par le systéme.

Considérons un tel systéme avec retardement sous forme matricielles

x(t)
L

% " i + n
ou - x est une fonction vectorielle de R dans R

Ax(t) + Bx(t-=h) + C‘F(U')

(d,x)

- A et B sont deux matrices carrées constantes de dimension nxn
-%D(G') est une fonction scalaire

n
- c,d sont deux vecteurs constants de R

Posons plusieurs hypothéses en vue de 1'étude de ce problémes:
1) Nous supposons que toutes les quantités intervenant dans ce probléme
sont réelles.

2) h est évidemment choisi positif puisqu'il représente le retard dont le
systéme est entaché.

3) Si de plus,nous supposons que (T ) est une fonction continue pour
tout 7 définie dans R,alors nous satisfaisons toutes les hypothéses du
théoréme d'existence d'une solution locale pour le systéme (1)
Ctest-a~-dire plus précisément:
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¥ t°e R et x°(t)g,C(Ct°—h,t°};Rn),il existe au moins une solution
x = x(t) du systéme (1) définie sur {[t°-h,Tj:T) t°,tel que la condi=-
tion initiale x(t) = x°(t),ta{t’°~h,t® ] soit vérifiée.

(voir démonstration Annexe D)

3.1.~ Détermination de la solution du systéme de contrdle avec retardement

Soit le systéme: x(t) = Ax(t) + Bx(t=h) + f(t) (2)

Pour tout systéme de ce type,nous pouvons appliquer la méthode de variation
des constantes,en vue d'en obtenir la solution.

Nous l'appliquons pour obtenir:
Q

&

-

\X(t—u)f(u)du
st
AX(t) 4+ BX(t=h)

x(t) = X(t=t°®)x(t°) + \ X (t=u=h)Bx(u)du +
b -
ou X(t) est déterminéde par:% X(t)

I
o ¥t <o

]

5 X(o0)
L xce

]

Etudions la validité de ce résultat établi par HALANAY:

~Considérons le systéme homogéne associé au systeéeme (2) soit:
x(t) = Ax(t) + Bx(t=h) (3)

~Considérons également le systeéme adjoint du systéme (3),soit:
y(t) = =y(£)A = y(t+h) B (4)

ou y est un vecteur ligne.

-Soient x(t) et y(t) les solutions arbitraires respectives de (3) et (4).

1°=Notons (y,x) la fonction suivante:
)]
¥

y(t)x(t) + 3 y (t+u) Bx (t+u=h)du

b

-

(y,x)

N

r

Posons v = t + u

& ]

-

‘_*;
{
y(E)x(t) + y y(v)Bx(v=h)dv
pre

Calculons la dérivée temporelle de cette fonction:

&

1

(y,x)

%E(y,x) = y(t)x(t) + y(£)x(t) + y(t+h)Bx(t) -~ y(t)Bx(t=h)
= [y(th(t)]+ y(u)Bx (u=h) ] 3 : E * 8
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en tenant compte des systémes (2) et (3) nous obtenons:

%g(y,x) = O =0 (y,x) est constante.

2°=Retournons au systéme non homogéne (2).
Soit ¥Y(u,t) une matrice qui vérifie le systéme (4) pour u<t et telle que:

Yi(t,t) I

Y(u,t) = o pour u )t

Cette matrice est facilement construite par une méthode progressive.

Au_premier pas:
é
pour t-=h<{u{t nous avons: 7§E-Y(u,t) = - Y(u,t)A
¥(t,€) = I
puisque pour u tel quet;)t—h nous avons u+h >t et Y(u+h,t) = o

donc,dans 1l'intervalle [t = h,t] la matrice Y(u,t) est déterminée par

un systéme d'équations ordinaires.

pour t-=2h {u< t-h nous avons: f%;ﬁ(u,t) = = Y(u,t)A = U(u+h)B

o = Y(t-h,t) = U(t=h)

- Nous avons appelé U(u) la matrice construite au
pas précédent.

—— — — — —— — o— —

désirée.

3°~Multiplions le systéme non homogéne par la matrice Y(u,t) construite ci-des-
sus et intégrons par rapport a &4 depuis ¥ jusque t.Nous obtenons:
14 &

S Y(u,t)x(u)du = S Y(u,t)l:Ax(u) + Bx(u-=h) + f(uX] du
Y J £, ({t

A
Y(t,t)x(t) @ Y( T,t)x(s7) = S i?;-Y(u,t)x(u)du = \ Y(u,t)Ax(u)du

2 )"'
(v gl v k

]

ATy
-Intégrons par parties et posons: v = Y(u,t) dv

+§ Y (u,t)Bx(u~h)du + g Y(u,t)f(u)du
-

"

<y Y(u,t)du

du = x(u)du u = x(u)

]
]




-Tenons compte du fait Y(u,t) vérifie l'équation (4) c'est—a-dire:

jé::'Y(u,t) = = Y(u,t)A - Y(u+h,t)B

-De plus, Y(t,t) = I,ceci nous permet d'isoler x(t) dans le mebre de gau-
che de 1'égalité pour obtenir:

{\t‘ t N
Y@, 0% = \ Y(u, ) Ax(u)au - \ ¥(ush, t)Bx(u)du + XY(u,t)Ax(u)du

3y v I b o

+ \ Y(u,t)Bx(u-h)du + \Y(u,t)f(u)du
} (Z‘ )Q' i T
Y(U,t)x() = \Y(u+h,t)Bx(u)du + \ Y(u,t)f(u)du
/

w(t)

| \
.',:-)-

L-h

r

+ 4 Y(u+h,t)Bx(u)du
L g b 0.4

Y(q,8)x(@) + \ Y(uth,t)Bx(u)du + \ Y (u+h, t)Bx(u)du
\__

g (1 Fer P
- \\Y(u+h,t)Bx(u)du + \ Y(u,t)f(u)du
) iT f.—\T P ! ”::q-
= Y(T,t)x@@) + \ Y(u+h,t3Bx(u)du - \ Y(u+h,t)Bx(u)du

JCFJ; / i l

T U (t
- %'Y(u+h,t)Bx(u)du - E Y (u+h,t)Bx(u)du +\ Y(u,t)f(u)du

g - iq o

-Or, ¥Y(u+h,t) = o pour t=h Cu £t
Nous obtenons finalement:
; T - ‘
P x(t) = Y(T,t)x(@) + \ Y (u+h,t)Bx(u)du + \Y(u,t)f(u)du {
2 )T-h PR

4 partir de cette é;bression,il est évident que si X(t,¥) est une solution
du systéme (3) qui vérifie les conditions:

X(@,d) =13 X(£,9) =o ¥to>a

alors X(t,Q) = Y(J,t)

nous obtenons alors:

T "

: i
x(t) = X(t,M)x(J) + \ X(t,u+h)Bx(u)du + | X(t,u)f(u)du
Teh ¥

1
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Si en particulier,nous prenons ¢ = t° ou t° est la condition initiale,
nous obtenons bien le résultat espéré soit:

! ) t‘u" y r '
f {
x(t) = X(t,t°)x(t°) + \ X (t,u+h)Bx(u)du + \\X(t,u)f(u)du
h te" )‘; g t'a }

3.2.=Recherche de 1l'équation intégrale associée au systéme de contrdle. avec
retardement.

Nous considérons le systéme (1) soit:

%:ﬁ(t) = Ax(t) + Bx(t=h) +cc¥ ()

T (d,x)

Nous allons reprendre la solution explicite x(t) pour la condition initi-
ale t° = o .

G(t)

(dyx(t))
9 | P /t
(d,X(£)x°) + (d, S X(t=u~h)Bx(u)du) + (d,g X(t—u)cVCg(u))du)
Lk Je
c'est-a-dire: ((t) satisfait une équation intégrale de la forme:

v
g(t) = h(t) + (\k(t-u)‘%((r(u))du

= C
(d,X(t)x° + SX(t—u—h)Bx(u)du)
s

ou h(t)

]

k(t) = (d,X(t)e)

Remarque:L'équation caractéristique associée au systéme homogéne:

x(%) = Ax(t) + Bx(t-=h)
est: dét.(A + Be—Ah— AI) = o

Nous pouvons reprendre un résultat établi par HALES.I1 a démontré le
fait que si chaque racine de 1l'équation caractéristique est telle
que Re A L - alors,il existe une constante K"} o telle que:

x>0 _ - ol
{1X(t)li € Ke t

-~

o

W

c'est-a-dire:

X(t) a une décroissance exponentielle & 1'infini si toutes les raci-
nes caractéristiques se trouvent dans le demi-plan Re A S&-o < o.
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Ep_pgpsegyencelpi nous supposons qu'il existe un réel X » o tel que
Re )\( o( pour toute racine caractéristique,alors les fonctions h
et k associées a l'équation intégrale ont unc décroissance exponeptie .

elle a 1'infini.

3.3.=Céonditions suffisantes de stabilité de la solution d'un systéme de contrd-—
le avec retardement.

Tout d'abord cherchons la transformée de FOURIER de la matrice fondamentale
X(t) oo
X(s) = g $ieret5tae
0
Nous avons 1l'équation: X(t) = AX(t) + BX(t-=h) . Dés lors,

o X e
. { g
gﬂxt)eiStdt - g ax(t)et®tae &+ S B CE=h)e™™ Cat
o O o ¢

Intégrons par parties le membre de gauche et posons u = t — h dans le second
terme du membre de droite.Nous obtenons:

. “\4 & L .
lim.(X(t)e lSt - X(o)elso— isX(s) = AX(s) + BX(s)elSh

t+ 0
Ceci implique:

& ) il o
X(s) = ={isI + A + BeToP ™1

L'inverse de la matrice (isI + A + BelSh} existe pour tout réel s.En effet,
A ==1s ne peut &tre une racine de 1l'équation caractéristique car cela voudgait
dire qu'il existe des racines caractéristiques purement imaginaires.Dés lors,
nous n'aurions plus Red €= & € o et ceci doit &trc réalisé pour tout o/ ,
puisque c'est une des conditions requises pour avoir la stabilité de la solu=-
tion du systeéme.

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantcs de stabilité pour la
solution de ce systéme.

THEOREME 3

Supposons que les conditions suivantes soient réalisées pour le
systéme: : -

§ X(£) = Ax(£) + Bx(t-h) + ()

Lae) = (a,x(t))

Il

1.=I1 existe un A »o tel que Re A £ ~d{{opour toute racine
A de 1l'équation caractéristique | A + Be™" D= AIl = o

2.-La fonction ¥ () est continue et bornéc de R dans R
et telle que: TW(T) > o ;¥ T # o
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3.-I1 existe un réel g 3 o tel que la ceondition de fré-

quence suivante solt réaliséc pour tout s € Rs

Re 4 (isq~1)(d,(a + ¢*®"8 4 1sD)7T0) ¥ ¢ o

o

Aleors,n'importc quclle solution x(t) du systeme cst telle que:

limc X(t) = 0
t -+ LX)

Démonstration:

Nous avons vu que T =T (t) satisfait 1'éguation intégrale suivante:
i

(t) = h(t) + xk(t-u)%>(¢(u)>du

G
<
avec h(t) = (2,X(£)x° + \ X(t=u=h)Bx(u)du)
“h
kK(t) = (d,X(t)c)

Cette équation satisfait toutes lus hypotheses du théoréime 2 {cfr.51)

1°) h et h' & LY(R*;R)

0
- Ih(e)} = ftd,x(£)x°+ \ X(t-u=h)Bx(u)du)j
)
i . o -
< “d‘]l.NX(t)n I x°l + x i XCe=u=t)it {1 B0 ) x| du]

-

2 . k - . -
Nous utilisons lc¢ résultat établi par HALES: {{X(t)|I€ Ke & avec K, o 3

Chan « [ gpe + SYE e N2 ol au
Zh

puisque d'une part & > o ¢t d'autrc part u cst défini dans unc région
négative,la fonction mcsurable h cst bornéc par unc fonction intégrable.
Et par application directc d'un critére d'intégrabilité,on conclut:h est

elle-méme intégrable.

P

X
[he(edt = | (¢, R(t)x° + X(t=h)Bx® + / X (t=u~h)Bx (u)du) |

)t;
= | (q;(AX(t) + BX(t=h) + c¥(7(£))}x° + X(t-h)Bx°

o

+ S(AX(t—u-h) + BX(t=u=2h) + C%%UKt—u—h))]Bx(u)du)l
-h

La fonction h' pecut donc ¢lle-aussi Ctre majorée par une fonction inté=

grable sur R «Elle c¢st donc,clle-méme,intégrablce sur R .
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2°) k ct k' & L-(RIR)

- Kk(t) = (d,X(t)c)
[R(E)] € fla tiel ke 3

Ceci,si nous appliqiions le résultat établi par HALES.

Puisque & > o0,la fonction k ¢st une¢ foncticn majorée par une foncgion
intégrable sur R .

Dc¢ nouveau,par un critére général d'}ntégrabilité ,la fonction mesura=
ble k c¢st,elle~mime,intégrable sur R .

- k'(t) (ak(t)e)

il

L

(d,[AX(t) + BX(t=h) + M@(t))] <)
De nouveau,par le résultat de HALES et puisque,par hypothésc,la fonction

est bornée, k' poeut Ctre majorée par unc fenction intégrable sur R .
Elle est donc également intégrable sur R .

3°) La fonction “P(U') est continue ¢t bornée de R dans R et W@) > o pour T £0

Cette hypothésc est reprise on tant que tellce dans 1'hypothése 2 de ce thé-
orémc.

_
4°)I1 existe un réel g 2 ¢ tel gue Re &(1—isq)k{s)t £ © pour tout s € R.

Calculons k{s) avec k(t) = (d,X(t)c)

Yl 2
k(s) (4,X(s)c)

i

r 5 . ish =1
= -={d,1isI + A + Bc ] e

Dés lors cette condition stécrit:

’ - § . - = ..h— ’
un réel g 2 o tcl que Re }(13q-1)(d,\1:1 + A < Beiq ] 1c)j £ o

pcour tout réel s.

Soit exactement 1'hypothesc 3 do¢ co théoréme.

Dés lors,nous pouvons appliquer le théoreme 2 du §1.Nous savons donc que Eha—
que solution @(t) de l'éguation intégralc est située .ans l'espacce C (R ;R)
ou encore lim. T(t) = oo ©

t o+
Dc plus ¢n accord avec la forme explicite de la solution x(t) du systeme (1):

x(t) = X{t)x° +SX(t-—u—h)Bx(u)du + S'x(t-—u)c ‘f((r'fu})du

-~ o
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nous avons un résultat supplémentaire:lim.x(t) = o

t - + @
Ceci sans restreindre en aucune maniére le domaine ou l'on choisit la fonction
initiale x°(t) avec t pris dans [=h,0}-

Justification:
Q . -
Nx®j < Ke "t It x|+ e & i BY &"Xﬁ“ du + Ke™t \ e "M (u))du
‘“h Q

i- e_ut !'K W x°ll + Ké:Xh

iB{f h Wxlt + KWEG(«))]

~
- Y (@ (&)) est bornée puisque Y (T) est une fonction bornée par hy-

pothése.

- la variable t intervient uniquement dans un terme qui est une expo-
nentielle décroissante.Ceci découlant du résultat de HALES dans le-
quel ™o est supposée strictement positive.

in-
i

Si t tend vers 1l'infini, x(t) tend vexrs zéro puisque tous les tegges
qu

tervenant dans la majoration de Il x(t){l sont constants sauf e
lui,tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini.

CONCLUSION:

La stabilité absolue du systeéme de contrdle avec retardement est assurée
par:
-~ la condition:

I1 existe un réel &% » o tel que Re A <= pour toute racine
de 1'équation caractéristique associée au systéme
- la condition de fréquence:

Il existe un réel q 2>

2 0o tel que

i

Reﬁ(isq - 1)(aq, LA + elShB + isI}_ic)\ £ o pour tout réel s.

X X * X X X %X x
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CHAPITRE I

CONTROLE DANS LES EQUATIONS INTEGRALES
A NOYAU NON INTEGRABLE

§;3.-BQUATION INPEGRALE A NGIAU NON INTEGRABLE.

T 9 R G AT 200 G 2 e 3 et 6 0 1 0 e o B A S8y W WL % e S O

Nous allons étudier le comportement de la solution d'une équation intégrale
& noyau non intégrable.
Ceci revient 3 discuter la solution de:

' 4
( T(t) = hit) +S k(t=s) Y @(s)ds ¥ie R
il <)

k(£) = kolt) = ¢ g>o

ko € LAR*;R)

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes de stakilité pour
la solution de cette équation intégrale.

THEOREME 4

Considérons 1'équation intégrale J(t) = h(t) + ()tk(t-s)‘P (T(s)ds
avec t dans R* o
avec k(t) = kp(t) = g S)o
et ko € LI(R*;R)
sous les hypothéses suivantes:
1.- h',h" € L(R*;R)

2.= k est de la forme ci~dessous avec 3 > o
et ko,k'0€ L*(R*;R)

3--9(0') i R ——p R est continue et telle queORT) > o
pour ¥ # o
dom 3 q 2o tq. Re §(1-—15q)6(s)i € o pour s #0

ol G{s) = kg(s) + §(is)™! pour s 4 o

Alors il existe au moins une solution T(t) de 1'équation intée
grale & noyau non intégrable située dans CO(R*;R),

De plus,chaque solution T(t) de 1l'équation intégrale situde
dans Ca{R¥;R) est située dans C,(R*;R). {




TAPE _1_1 Prouvons que les hypothéses 1 et 4 entrainent que toute solution |

‘ Q (t) continue sur R ,de 1l'équation intégrale se situe dans l'es= |
‘ pace Co(R%;R) :
|

C'est-a-dire: 1im.J (&) = o
__________ O Y o i o e ) i ) ) Sl i ]
1°~Considérons les fonctions auxiliairxes définies comme suit:
P ) (¥ ) o< T <t
I‘o T > t
et f 4
At('t) = [ ko(¥ = u) + akd (¥ = u)\Pt(u)du + gk (o)W ()

. ® _+
chacune définie sur R ; ¥t > o

2°~Considérons l'équation obtenue par différentiation de 1l'équation intégrale
(presque partout sur R+) et utilisons la définition de Tt(t)

&
a(t) = h(t) + Sk(t-sﬂf’(v (s)ds Yt s o
Q

—

7 \ t )
T(t) = h'(t) + k()W (T(t) + k' (t=s)'¥ (T (s))ds
a) si og¥gt ‘[

o

T E
- &ko(‘\f— w Wiluwdu = S ko (T = W\ (T (u))du
© (¢] 7
=@(¥) - h(¥) +g&\9(0”(u))du
puisque k(t) = ko(t) = °
et k'(t)= k& (t)
4 4
- Sk'(l‘- u)‘?(ﬁ(u))du - g % = u)\P(Q’(u))du
o O
=T (¥) - h(T) - k()& (T))
;9

At('t‘) =0 (T) - n(T) +Q Y@ aw))cu 4 glar (2)-n ()
k(@) ¥ @®)] + ak(o) P (V)

, - 13
Dés lors,| A®) =T@ + o @ - [a@) + an'@)] +gS\Q(V(u))du
S




b} si t(’t‘l

Dans ce cas, ‘pt(t) est identiquement nulle.

: 4
A () =g [ kot = uw) + qkd(T = WP (TF (u))du
o

30 At(t) ¢ LN L? sur rR*

La fonction At est située dans 1'espace L1(R*;R) puisque par défini-
tion,elle s'exprime comme la somme de fonctions intégrables.

De plus,elle est rituée dans LZ(R*jR) puisque ¢ est situde dans
cet espace tandis que kpet k& sont situées dans L1(R+;R).Ceci parce
que le produit de convolution d'une fonction de L1 par une fonction
de LP , p2 1, estsitué dans LP,

N\ ~
4°— Notons ‘Pt(s) et (\t(s) les transformées de FOUR:... de\f (¥ )et)t(f)n

~ .- , 00 .
A o S)\tw) 5% 4z
(o]

r
gﬂcg ‘: kKo( ¥ = u)+ch',(r-u)]‘?t(u)du.,.qk(o)\(t(rz )] eis’tfdt

[+] (v}
0 T T

- S[ &ko(f—u)vt(u)du] 2% ar, a {Sk&(‘l’-u"?t(u)du) eistd‘l'
] ® /0

% qk<o>K ¥, ¢ yels¥ay
]

Calculons explicitement les deux premiéres intégrales du membre de droi-
te de cette équation. o0 00

@ (z isl is¥
- S C S ko(¥ -u)‘ft(u)duj e abt=\ [ ko( T -u)\Pt(u)e df] du

© (v}

posons = u = v

o “‘u
0 fo%) .
&*‘ft(u) L ko(v)els“”“)dv] du
- |
kO

]

. o
Wi (s)ko(s)




® v
- S Egké('c’—u)'ft(u)du] e dZ’- S Sk (&-u)‘?t(u)e s¥ av

2 ‘e 00
. 'tl -
=S t(u)du\_g kg ¥-u)e™ a |
gO - 60 Posons Te-us=v
- \*t(u)e 18U duLS kg (V)elSV V]
(o) (o}
o

a4
\Pt(s) [ -ko(o) - isko(s;_l
Nous obtenons:

0 J " N o ~
W, (s)k_(s) + th<s)[-1co<o) - isk, ()] + ak(o)f, (s)

At(s)

et k(o)=k, (0)= g puisque k(t) = kj(t) - g

~ ~ : &
\pt<s)k::(s> + q‘ﬁ:(s)[—ko(o) - isé:;(so] + alkglo) PN, (s)

l X:(s) - {1 - 1sqy(s) - a§] \f‘?'tm ‘

5°~ Introduisons une rouvelle fonction € (t) judicieusement choisie comme suit:

t 00
gt) = Shtwm\P(cr (¥ ))avt =g/\t<'t:>*9t<'t )at

© Q
Nous pouvons appliquer la formule de PARCEVAL

1 ~ -
g(t) =-—§—ﬁ.gxt(s) \Pt(s)ds
R

Nous pouvons transformer ce résultat en tenant compte:
- du fait que §> (t) est une fonction a valeur réelle

-~ de l'expression explicite de >\ (s) en fonction de k (s) et‘() (s)

Nous obtenons:

1

(t) . Re (1—1sq)k (s) = g t(s) t(s)ds
§ 2T R §

%TT S Rel_(i-lsq)k (s) = qg‘]‘\?t(s)‘ ds
Or, Re L(l—lsq)ko(s) - qg} = Re f('l - 1sq)G(s)_]

N
puisque (1=isq)G(s) ko (s) (1=isq) + 1s ~ 54

]




Ceai implique:

1 ( ~ 2
‘ (t) =-——SR Ci-isq)e(s)] {\P, (s)| “as
g Tig Re isq s ] ‘ e (s ‘

De plus,par l'hypothese 4 nous savons: Re [(1 - isq) G(s)]é o

Dés lors, S(t)\( o | ‘Vt) o

Considérons: g (t) & o 'Vt) o)
T B W
8§ () =S:t('~)\9t('r)d?: i

L £
g(u =Scr(t )P (T ()t ng'(l’)‘fw(’t))d?.' ‘\E h(¥)+qn' () JW @ ®))a?

o) o t (.1"' (8]
| e +gg} VoP@w)au Ma@)at go
Notons: 4)(’(:) =g\P(Q'('t’)df t €R”
| s
et €
F(q) = g‘P(u)du JeRr
]

Transformons 1'inégalité ci-dessus!?

A
Y@ ) )y ()at = F@(t)) = F(@(0))

%t ¥ L
S{g@(c(u)‘;du}&(’(mr))dr g{i (¥ @ (pyat
<>
- (-gragan
O

1 4.2
-2-¢ (t)

t k&
g\&)«r(?) ) @)a? +qF(¢(t))+%—g4>2(t>—< (R +qh' ()| ¢ @ (X))d¥ ~qF (@ (s)) Lo
© 0

En intégrant par parties,nous obtenons:

E £
S[h(l’) +qh Y@ ))at= [h(t)+qh' (t)] 95 (t)—g@' (%) +qh" (‘C’):M(?)d’l'

©
o
Si K est un nombre positif tel que:

tsué;}w{m(t)\ + q’h'(t)lf + S{\h'(t’)‘ + q'h"(‘h’)l} at £ x
C
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Ce nombre K existe puisque les valeurs majorées =ont intégrables par
hypothése.

t
I < Ln®) +qn: ]\ (@ mm?’ £k sup. | P @)
o Z‘e!“ ‘s

Dés lors,

£
\Pa(2))a @) +qF(Q‘(t))-1F(O'(o))+—- §&° (11K sup. (P @] £
by e {o,t)
mais, =. T(o) = hio)
-Q‘T‘{;((T‘)‘)opour@;éo = %\{/(G'.?‘j,ﬂ'( €yo
¥ qF(T(t)) D> o

Qd“(t) = gF(h(0)) = K sup. (| £ o
Tejo,t]

!'\)h«\

= ¥tro

L.
s b

{
6°=-Etablissons une majoration de \Q(G’(?’)) v (1)de :

-.30it T(t) le plus gygrand nombre réel tel Gue

o L T(t) £ ¢ | $(TeEN] - sup. b ()
v €fo,t]
Nous pouvons remplacer t par T(t) dans la derniire inégalité du 5° et
nous obtenons:

@2(7‘(”) - 21“(’(‘“3 (T(t))= 21 -1F(h(.\)) & g
§ BAT(E))= 24 3)) £
Cherchons les racines associées & cette indgalité:

Nous pouvons donc écrire:

l ¢ (t) & ((F(h(o))) t € R j

L ¥

-l 2, =2 =1 4%
en posant O(u) = Kg + LK f +2q5 u}
et pour gque (b (T(t)) > ¢(t) pour o £ T(t) £ t
Dés lors P {(t) est bornde sur R. 'c
-.Nous déduisons de ceci une majoration de S*PN‘ (T))ya ()4t

S\Fmt))m‘t)a £ gP(h(o)) + K ,Up,m(@,g <0
b Yefo,t}




puisque ¢(t) Lo (F(h(o))) Vt€R+ ; ceci est vérifié

pour sup.i @ (&)
te fo,t]

b -

E
‘[Q ‘~P(cr(?.“))q'(?)dt £ gF(h(o)) + K& (F(h(o0)))
| [+

7°~ Nous allons appliquer le lemme de BARBALAT & la fonction (@) T @)

~
L de BARBALAT: . .
SIS 2 SRR Soit une fonction f > o.

: # +
intégrable sur R
et .uniformément continue

alors f(t) ——» o quand t tend vers 1'¢O

Considérons Y% (T (t))J(t) comme fonction f(t) "

a.- N (T ()€ (L) est intégrable sur R' car S:P (FT))O(X)dT est bor-
née ¥ te R 9
bo— B(T(£))g(t) 2> o par hypothése 3

co-\?("“»‘(t))q(t) est uniformément continue.
-. G est bornée sur R’

G(t) = h(t) + Stk(t—s)\?(\‘f(s)ds
©

En intégrant par parties

E |
T(t) = h(t) + k(o) P(t) = k(t) Po) + \ k&(t-s)¢(s)ds
)O
Soit t)o -
lTw)) ¢ M +{1k)]| + S}ké(t)! dt;]i d(F(h(0))) =(3(F(h(o)))

(o) .
puisque |@(t)] < A (F(h(o))) +t >0

et M>o tg. |h(t)lgMsur RT

Dés lors, g (t) est bornée sur RT

, +
-.J' est bornée sur R

£
G'(t):h'(t)+k(0)\?(ﬁ(t))+g kc;(t—-S)\f(G(s))OS
Or{§ (t) est bornée pour tout t de rRY. &

Ceci implique que ;V(\T(t) est bornée puisque ' est continue. Dés lors,
J' est bornée sur R .

. - . + i " .
Puisque T et U+' sont bornées sur R, & est une fonction uniformément
continue sur R o
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Nous obtenons la méme conclusion pour la fonction ‘Y (F)G puisque T est bore
née sur R* et que P est continue. ‘

En appliquant le lemme de BARBALAT 3 la fonction \ (T(t))T(t) qui satisfait
ses hypothéses nous obtenons:

Lim. (T ()T (¢) = o
toe 0O .
Or par l'hypothése 3 nous savons que \P < o ¥ Tso

=0 5L T=0
Dés lors,nous avons bien le résultat annoncé lim.T (t) = o
to+ 3

WS D W . SR G G G S G e D SR GO G G A S G G wain G G Gain e eub e w—

Si h et k sont deux fonctions continues sur R' et si “P() satis-|
fait la condition de LIPSCHITZ:

IVe) - ¥(P)| < Lle-P1 Tfer; Lo

TAPE 2.

i
|
Alors,1'équation intégrale de convolution non linéaire a noyau |
non intégrable: - |
f
!
!

t
@(t) = hit) +S k(t-s) \P(a(s))ds
©

admet une solution continue unique sur rRY

- e e e em W e e .

-—O‘-——-——-—-.-‘——--———-’——--‘“—,.‘——’-.—J

14
Nous allons construire la solution unique G'(t) = h(t) + Sk(t—s)‘?«f(s))ds
pas a pas par analogie avec le théoréme d'existence d'une  solutiop locale
pour un systéme d'équations différentielles ordinaires (cfr.HALES ou ROUCHE
et MAWHIN)

Nous considérons un opérateur continu A défini de 1'%fpace Ce(R*;R) dans
lui-méme.A est défini comme suit: AE(t) = h(t) + S k(t-s)‘f(f(s))ds_
o

Nous allons le construire pas a pas et montrer que cette application est
une application strictement contractante d'un espace métrique complet non
vide dans lui-méme.Par le théoréme de BANACH,elle admet donc un point fixe.

Théoréme de BANACH:

Toute application contractante d'un espace métrique

complet non vide M dans M admet un point fixe unique
dans M.

(cfr. SMART )

Nous définissons tout d'abord 1'opérateur A de 1'espace C.({o,T];R) dans
lui-m@me. T choisi de fagon judicleuse donne lieu & une contraction stricte
pour A.Nous pouvons alors prolonger la solution sur[fT,2T];[2T,3Tﬂ etce.e

De proche en proche,nous pouvons ainsi définir: 1l'opérateur continu A de
Co(R ;R) dans lui-m@me qui soit une contraction stricte et qui donc,par le

théoréme de BANACH,admet un seul point fixe défini sur R'.Clested-dire tel
que:
E

AU(E) = T(t) = h(t) + %k(t-—s)‘f‘ (F(s)ds ; t€Rr"
(]
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ETAPE 3.)7Soit $(T) une application continue de R dans R telle que G \€) » o
TTTT ) yao ko, ;
| Si nous fixons T » o, il existe unc suite'i-\Pn(o')i constituée de
| fonctions de mémes propriétés que YPE) telle que: Puit) ——'“P(t)
| uniformément sur{ -T,T] et de plus,¥ ,(t) satisfait la condition
| de LIPSCHITZ sur R
|

e e G et S et s W ewn eSS b G M eih e e i e e N Ot e oad i e e G e et e G

-— e we o ww 2b

Nous allons tout d'abord construire unc suite de fonctions Vn(ﬂ).
Ensuite,nous vérifierons si elle satisfait les propridtés requisese.

CONSTRUCTION:

Soit n€ N fixé.Divisons 1'intervalle [—T,T] en 2n sous-intervalles égaux,par
les points Q‘k: kTn~1

n =20 Uorz la)
oo« G;-i= =T 3 352 Q 3 Q&: T
i T —~
n =2 v_zz - ;0_1::”5' $ Q'O.: o H ¢1_ .5. 3 \02.. g i3

a8insi de suitGe..

‘PIQ (T) est une fonction continue dont le¢ graphe sur [(-T,T} est une ligne bri-
sée dont les différents sauts sont situés en (Tk,¥(Tk)) et telle que:

’?nm = P(-T) ¥g<-T 5 @ = P YaHT
Nous avons donc: f @ [-—T,Tj 3R
et \Pn : {~7,T) '-b\f.-R ‘ -
Tk A (Tk) ou  k === avec k = 0,1,2,00e,Ms
-

est une fonction continue linédaire par morceaux.

La suitei‘-{’n(ﬂ') iﬂ vérific—teclle les hypothéses requises ?

1°~ Montrons queV, S0 sur {~T,7] lorsque n —» O

o ——— o ———, o o oo oietn i Gare e G AR S S i A e g oot

Par hypothesc, ‘f‘ est continue de R dans R ,clle est donc uniformément cone
tinue sur [ ~T,T ] donc: ‘

YEre 3m > o to. ¥ 0,0 € [-1,7] tq. (-01<y = | V) - a)l¢t

Prenons We [0k Tk + 1} avec i =
g k+1 n
Nous obtenons:
¥ (@) =0Y00 + - Y(T, ) ot o8 <

¥@ -¥ @) ={er¥m -ven]  + (1 -8 @ -W(¢k+1)]l

LO 0@ %) + 1-8) ¥ -¥w@, I




1 =6, © sont inférieurs a 1
1o~ @i £ 9@ -Yool+ W@ -V @ )\

" T - a .
Or,pour n assez drand,nous pouvons obtenir -—-(’2 ,il nous reste alors a
utiliser la continuité unifomme de \P sur [ -T,+T_]pour obtenir:

@ - @] <t

2°= Montrons que les fonctions \P_n sont des fonctions lipschitziennes,

—— — — — — o — — — o p— — — o — — — — — — — — — — — — — — — — —

D I . . . : - -
Definition Une fonction'?n:[a,b] ——— R est lipschitzienne
ssi

ALzo tel quel¥ @) -\ @i £ Ljg-91:¥G,T e(a,b]

-Prenons T et ¥' tels que Te&lo ,T . ] et G'ela o ]
k’  k+1 k+17  k+2

Montrons quel‘gl(v) - \Pn(O;)l éLgﬁ‘-Qr’l- ¢u L >0 ¢ . R

P @ =P oI @ =Y @ oL+ @ ) =Y @

( - e usl _«-
L TGl + 5qlyq -

(parce que,par construction, { et \Vﬁ coincident aux extrémités

des intervalles)

LLi1qTr -
ou L = supoi Lk’Lk-—ll(.'
'\pnest donc lipschitzienne sur deux intervalles consécutifs.
-En général,prenons J dans[G"i,G’i+1] et ' dans '\::‘\'k,q"k+1]

Nous obtenons:

1'\Pn(q) --%)n(q')l =N)n(q) -\Pn(q’i+1) +\Pn(qi+1) -&Pn(“-i+2)+°°°

v N (e
+0 (@)= ()

<Y B
= i\‘ﬁn(q) -\pn(qim.)‘ +H)n(ui+1) -Vn(qi‘_z)‘ ¥ swe

+ Nh(@k)-\f’nm-)\

Or,le premier résultat obtenu, nous permet de dire que:

|9, @ -¢, @, )€ LIe-Ty |
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si T et G’i+1 se situent dans des intervalles adjacents,ceci implique:
| '] -
|\Pn(0) -ﬁ(q )lé k [W"Vinl PR PP +'°°+|¢k U'l]
<L \a -7

3*=Chaque fonction\Q satisfait la condition de secteur.

G SR B S Gl - —————-——-—.——-—-—-—-.—.—.---

Cteste=a=dire:

0\? (T) > o pour T # o

suivante:

fow)

[

-Représentons \Q et\P sur un graphe.Nous obtenons un schéma de la forme

ou les fonctions \?n convergent uniformément vers la fonction\?

| -si tefq,,9 .7 5 3Q ta. T=0, + (1-@)7, ., ot 04O%1

¥ @ = B%@) + (-e¥(T, )

_ ) : , :
puisque entre a, et Trprr la fonction \§ , ale profil d'une droite
passant par ces deux points.

=Observons la valeur de ¢ I,](Q'):
o @ =[ow, + 1-ee  Jlevw ) « (1-0%F )

2
=0 "k‘?(‘fk) +9<1-9)(¢'k‘?(0’k+1) + Q@ )+ (1-@ 29 T, )
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Considérons 2 cas:

-
Te2°0= Uy, 20

dés lors,qkq{) ("Tk) 2 o

9 .
'Spuisque \9 vérifie la condition de secteur
L .
kat¥ Teyg) > 0

\P(G—k+1) >O ? . :
5pulsque\? est continue et ne s'annule qu'en o
W(vk) >0

nous obtenons donc: Uk{;n(ﬂ') 2 o

Trer €0 T, <o

dés lors,qk\"(qk)> o puisque \P vérifie la condition de
i secteur et ne n'annule qu'en o
Gk+1\?(0—k+1) & °
<
\‘P(qk'f'i) a O

g puisque \0 est une fonction continue
*(q'k) < o
nous obtenons donc : G"\Pn(q') 2 o

-7 —l Puisque h et h" g -L‘1(R¢;R) et puisque:

| 3 q2 o tel que Re i (‘l-isq)G(s)}é o pour tout s # o

! ~ o sy =1

| ) +§(is)
!
|

on G(s) = ko(s

" . . . ¢ +
Alors,il existe au moins une solution continue sur R de
1'équation intégrale.

T —— — — — — — — o —— p—— — — — — — — o — o — o —— — — —— — — —

- Soit T > (F(h(0))) Q0
ol > (d) = M + (ko) + glké(tﬂ at jx(a)

.70
Considérons une suite % '\Pn(Q’) f N du méme type que celle construite
lors de l'étape précédente ou T est fixé comme ci-dessuso.

q
- Notons F_ (7% =g\F (u)du
n 'n

Q




2.13

-nous aurons T > @ (Fn(h(o))) pour n suffisamment grand puiSque\Pn(u)
tend vers ‘P (u).
Sans perdre de généralité,nous pouvons supposer que:

T)(:(Fn(h(o))) pour n plus grand que 1

-1'équation intégrale:

T(t) = h(t) + '\" k(t=s)\P_(T (s))as
o
admet une seule solution<fn(t) continue sur R .(Ceci est acquis par
1'étape 1)
T
T (ol € ¢ F o< T

Nous pouvons différentier les deux membres de 1'équation intégrale ci-
dessus.Nous obtenons: E

[Tree)| & \nted) + k()P (3e))f + )Q\ k! (t=5)¥ (sl as

'q}#t)l,s T1 ou T1 est indépendant de n

Ceci est possible puisque ¥ (@) est bornée
ainsi que les fonctions h' et ké °

Nous pouvons affirmer queﬁqn(t)fn est uniformément bornée et équiconti-
nue sur R+,

I1 existe donc une sous-suite  extraite de%Tn(t)} n qui converge uni-
formément sur n'importe quel compact de R*.Supposons que la suite
{(Tn(t)}m,elle—méme,soit uniformément convergente sur n'importe quel
intervalle compact de R+

Dans ce cas,faisors tendre n vers 1l'infini dans l'expression suivante:

t .
T :(t) = h(t) + gk(t-s)%f (er (s))ds
n TR n

Nous obtenons: ©
- t
1inG (£) = lim. [ h(t) + \ k(t=-)¥ (T (s))as ]
m’?f(wrl n-Lo ”0 " 8
24
T(e) = nee) + k(t-s)0(@())ds  puisquel (£) — T (£)
¥ @) V¥ @)
ct puisque Y est continue
L'équation intégrale est donc satisfaite pour T(t) = limog’n(t)

n -+ +ou
Comme @ est limite uniforme de fonctions continues,elle est aussi con-
tinue.Nous avons ainsi atteint le but du théoreme 4 .




§.,2.-CAS DES SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Rt R R o R = R g e

Nous pouvons appliquer le résultat obtenu par le théoréme 4 relatif
a une équation intégrale non linéaire de convolution & noyau non intégrable
au probléme de stabilité associé au systéme de contrdle indirect automatique,
c'est-a-dire,au systéme d'équations différentielles suivant:

avec = x' = (xl,x . o,xn) et é deux fonctions inconnues res—
v pectivement vectorielle et scalaire.

- A est une matrice stable et de dimension n x ne.

- {’ (F ) est continue de R dans R et telle queq‘p(‘?))o;‘b‘a#o

Nous pouvons mettre ce systéme différentiel sous la forme d'une équation in-
tégrale non linéaire de convolution a noyau ncn intégrable.Nous obtenons 1'é-
quation suivante: (cfr. Introduction.)

—1eA(t-s)b

o
T(t) = (c,eAt(x°+A‘1b§°>>-§‘1f°+S[(C,A )-¢,) (T () as

o wl
avec g1=?+(cﬂ b)

Nous allons tout d'abord vérifier gue toutes les hypothéses du théoréme 4

sont réalisées.

CONDITION 1: h',h" ¢ r}(r%;R)

a) n'€ LY (r*;R)

At

h(t) = (c,e "(x° + ATlpk

o ‘O ”~ -~ _1
bFe)) -5’1% avec ¢, = ¢ +(c,A "b)
h'(t) = (c,%;-[eAt(x° + A-lb §°)} )

h'(t) = (c,AeAt(x° + A—ih»t°))

Etablissons une majoration pour |h'(t) |

bhrce)f Bl all NS pxe + a2 el

Or,par hypothése, A est une matrice stable,donc il existe deux nombres
réels kjsk P o tels que :

H eAt” S kie—kot

Ceci implique:

Int (£)} & Welf i]ajr ™"

(e + BATEN ubliliel );¥eer®




~

b)
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Si nous posons M = \\c||(‘A" ki( xe b + |!A—1" o i *t’!) .Nous
obtenons:

[hr ()} £ M e ¥ter'

Puisque h' est une fonction continue,elle est mesurable.De plus,glle
est majorée en valeur absolue par une fonction intégrable dans R .
Dés lors, par un crlt.rL d'intégrabilité,nous [ouvons cffirmcr qu'slle
.ot 1ntegrablc 4158 o RY .

~kot

h"é L (R R)

d p ., At} . -1 g, 3
}Ww)=(c€€LAe (x* + A" D E)])
Woit) = (e, a%e Ttxe § £ Boyy
Etablissons une majoration pour {h"(t)] en vue d'appliquer le théo-

réme de la convergence dominée°
invce)l el WAl e 0 fixe + 270 Eoll

Puisque A est une matrice stable nous pouvons de nouveau modifier
cette majoration comme suit:

Invced) & et WAlZC fiact + WA~ lipliEel ) xe™o
lh"(t)‘ <Al M Kot ou M est définie en a)

t

De nouveau, h" est une fonction mesurable sur R" puisqu'elle est
continue sur cet espace.De plus,elle est majorée par une fonction
intégrable sur R .Elle est donc elle-méme -~itué. dans l'espace:

L1(R+;R)
CONDITION 2: k(t) = k (t) =¢Q avec k _,k'e Li(R+;R)
o 9 o’ o
Nous avons : k(t) = (c,A—ieAtb) - g avec g o §+ (c,A-ib)
1 1
-1 Atb

a)

Nous posons:gko(t) = (c,A Te )
v =5
k C L (R ;R)
TR AD)] = e, A )|

P (o) < Ve ft &4 ™S00 i

Nous utilisons de nouveau le caractére stable de la matrice A,nous
obtenons: Kt
'k (t)‘ S N e © oﬁ k ~ [o)
o o”

ou nous avons posé N = lﬁc ”f[A—H, }‘b]t kl
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> +
k est une fonction continue,donc mesurable,elle est intégrable sur R
O . s _kot . . . . R+
puisque majoreée par Ne qui est une fonction intégrable sur =

b) k& € Li(R+;R)

"I = Yie, Mo € dic P Wbl T

| ——
'ka(t)l = l(C,EE (A
La derniére majoration est obtenue comme conséquence de la stabilité
de la matrice A. Elle permet de majorer la fonction mesurable k) par
une fonction intégrable sur R* et ainsi de mettre en évidence le ca-
ractére propre d'intégralité de kg -

CONDITION 3: &?(cr) est une fonction continue de R dans R et satisfait:

T9(T)> 0 ;¥T4o0
V(o) = o

Ceci est vérifié dans les hypothéses mémes du probléme.

CONDITION 4: 3 g 3 © tel que Re -2 (1 - isq)G(S)g £ o0 ;‘V‘s # 0

N oo -1
ol G(s) = kg(s) + g(is) s s #£ o0

Calculons G(s)

A ; -1
G(s) = k,(s) +-g(is)
o o0 K
k, ()= g[(c,A-ieAtb)_]elStdt = (c, \ A lehtpelstyyy
o (
Orl
&G o i o
A g eAtoistyy _ cisty At _ eisteAtJ = Sk eAtoisty,
b o
(*]
= A\ Mttt - -1 - is | ePtelStar
’JO eV " K

()

(A + isI) \ ehtelsBar - - 1 P ( AEAT g o -(A + isI)-l

by -1 oy =1
Donc ko(s) = = (c,A "(A + isI) “b)

Dés lors,le critére de fréquence de stabilité absolue peut s'écrire:
j}q)/o tq. Re :‘ (iSq-l)[(C,A—i(iSI—A)—ib) - '\g(is)—l_](i'\(o ;V‘s # o

~ -1
puisque G(s) = ko(s) + (is) g
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Les hypothéses du théoréme 4 sont ainsi vérifiées.Nous pouvons donc conclure
que toute solution T (t) de l'équation intégrale associée au systéme d'équa~-
tions différentielles du systéme de contrdle indirect est telle que:

lim. T(t) = o
t» + o

Or,le systeme d'équations différentielles admet au moins une solution(puisque
¥ est continue) i laquelle nous associons @(t) de la fagon suivante:
T(t) = (c,x(t))

1°)=Montrons que indépendemment des conditions initiales x° et §° nous avons:
toute solution x(t) du systéme (I) tend vers zéro lorsque le temps t tend
vers l'infini.C'est=a~dire:lim.x(t) = o
t® + 00

De plus,nous avons: lim.f(t) = o.
t-»+00

Nous allons écrire le systéme de contrSle indirect (I) sous une forme équiva-
lente qui simplifie quelque peu son étude.Nous faisons pour cela,le changement
d b t: " = °

€ variable suilvan X Yy Al ¢ b!

X
Yor) (1)
¢= (e,x) -?E

Nous dérivons la premidre équation de ce systéme:
iaA)'(+b€ §=Ay+b"
De plus, x = A~ly - A~1p}
Nous obtenons un systéme (II) équivalent au systéme (I) soit:
Y = Ay + b\(T)
E = W) (IT)
T = (c,A'iy) - L(c,A"ib) +g]t en posant (c,A-lb) +8 = 3

il

[

Ils sont équivalents quant & la stabilité absolue si la transformation est
réguliére.

ETAPE {¢m " -~ -7 - 7 7 777 =7 = = = == === ===
j Montrons que lim.y(t,y°) = o v')/’i rR" |
t » +00

|

- e e w— e e A e — —-— — ——— - e -

t
y(t) = e"fye 4 § P (@ () )as
©

lim.y(t) = limnkle_koty" + lim.ky e.-ko(t-.s)b?(q‘ (s))ds
bt 9400 to+ 00 t~ +o0

puisque A est une matrice stable NeAt I £ k1emk°t

avec kq, KoYy ©
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Dés lors,le premier terme du membre de droite de la derniére équation

est nul.Quant au second terme: b s i
e O (T (s) )ds

lime. k'l %e-ko(t-s)b'f@'(s))ds = lim. kq =

tv+w twp +00 ekot

o -
Nous appliquons la régle de 1'HOSPITAL:

t
lime kq ( e Ko t=S) Q@ (s))as = 1im kgt _XOtpla(t)) - CrMRT(0)) |
) )O t"‘”;‘;i_ kot o
Nous savons par l'application du théoréme: lim. 7(t) = o et de plus,par

: t -t
hypothese, que \9 est une fonction continue.Nous obtenons:

q(t)) = bF(T(0))1lim.e~Kot

ime ‘
-+ D tsreo0 =0

-

L
lime klg e~ko (t=5) P (¢ (s))ds = I;_Q\Lb‘?(%
L+ e e ©

puisque ?(o) = O

Dés lors, lim.y(t) = o
t wp+ DO

ETAPE 2 :

Montrons qu'il en est de méme pour la fonction scalaire E (t)s

|
1im. §(t) = o ¥ er |
t - 4 po |

Nous considérons le systéme (II)
T (1) = (c,A"Yy(t)) - ¥ §(t)

B

Nous avons établi les résultats suivants:

1 -1 4.
= (c,A (t)) = =F(t)
c y(t) v

lim.y(t) = lim. g(t) = o
t- + 00 t—p OO

lim. f(t) = —j'i,(c,A_ilimoy(t)) - lim&(t) = o
t-»+ 00 tpari0 Pt 0T

ETAPE 3 :

—— — —— — — o — — — — — — o — —— — —— i o —— — — — q— g

évidence le caractére asymptotiquement nul de la solution x(t) du
systéme (I):

-
o)
c
[0}
o))
=
—
0
5
0]
=
[}
e
>
-
o)
e |
jo)]
Z
=
o
0
£
n
2]
®
K
<
e
ks
Q.
®
(9}
®
0]
s
o8
()]
o
o
o)}
t
0
ke
0
c
K
2
D)
‘1.-
o+
3
o
0
gl

|

o o o
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| .

jc.o d.: :

Viim.x(t) = o N x°,}° définis respectivement dans R" et R |
-l -l

Nous avons: x(t) = A" 'x (£) = A" b B(t)

x(t) = A3y e) = 2" L)

1im.x(€) = A"Tlim.y(t) = A" b 1im. E(t) = o
tvse te vt t—e +00

2°)= Maintenant,nous allons établir le fait que la solution nulle du sys-
téme (I) associé: au probléme de contrdle indirect est stable.C'est-
a-dire:

V&')o 3 37)0 tq. ¥ x°e R" tqe l§x°n</?
¥Eer tq. IFlcw
¥lro = Ixtt,x§g)<E

En fait,nous allons montrer qué x tend vers opn quand x° tend vers Ogn

uniformément par rapport & t € R* si de plus, §° tend vers °n uniformément
par rapport a t & R* .

Nous avons 9_:_(_= R 5 b'e

dt

d

;ﬁ§-=k9(c'>

T= (S,x) = gt

avec: x(t,x",g“) tq. x(o) = x°

et (I'(t,x",;“) = (c,x(t,x°,f°)) - gt (t,x°,%°)

g(t,x°,t°) tqge. f(o) = t‘”'

Nous pouvons mettre ce systéme sous forme d'une secule équation intégrale
en utilisant la forme explicite de la solution x(t):
t
x(t’xo’%o) = eAtx"" + \ eA(t-S)bE(t’xe,gc)ds
o i
T(t,x°,§°) = n(t,x°,§°) + S k(t-s) (T (s,x°,8°))ds
o
ot h(t,x°§°) = (c,eht(
k(t) = (c,A tht

x® + A‘lb%")) -yig"

b) =
avec ?1 = § + (¢)A 'b)



Nous cherchons une majoration de x pour tout t 2 o

Wx(t,x°,§0 1l € U eAtx"ﬂ + St eA(t-S)be(s,x°,‘é°)ds“
Q

Nous utilisons le caractére stable de la matrice A:

-k

At,. t
dkoy k1Y 0 tg. lle T} £ kqe ©

fx(t,x°,E8 <€ f <l k15k°t+ klg e—ko(t-S) hb" !g(s,xf’,2°)\ds
@

Il nous suffit donc pour aboutir au résultat espéré de montrer que:

V’t)o ;V‘x"g’_ﬁRn ; ¥§°€R:

1°) fEe,xofe)| € £(x°,$°) ob lim.£(x°,§°) = o
£ro
2°) ‘x(t,x°,g°)“ g(x°,§°) ou lim.g(x°,§°) = 0

§° —v0
X ey O

|

|

|

|

|

|

|

\ X° -t orn
|

|

|

|

l Rn
|

|

|

Nous pouvons en déduire immédiatement la stabilité simple.

Cherchons une majoration de lg_(_i_:_,_x_"_zf_"_)\

———— — — — p— — — —— — — —

Nous avons: t

Boe,xo,f) = f + S 9 (F (s,x°,§°))ds

¢

]

De plus,lors de la démonstration nous avons défini la fonction
¢ (t,x°,E°) et nous avons vu qu'elle était bornée:
o
L g
#(t,x°f°) = ) ¥ (@ (u,x°, ) au
(o}

et P(t,x°,f° ) £ X (F(h(o,x°,§°))) ; ¥ter'

majorons O (F(h(o,x°,§°))) :

——— —— — — — —— — — — — — —




aw = kgL (KT 2q¢ ] ?

“ K = S r h(t o’ o ’. h'(t, o ko ? ‘h'(\' o o
ol tugﬁf' )X g o+ qf x ,f )H+ g l‘ &yx ,i )‘ +

alh" (¥, x°,f)) ) av®

Faisons apparaitre les conditions initiales du systéme dans cette ma-
joration,tout d'abord celle de K.

Mh(t x°, 821 + qfh (t,x ,E°)H j1<c,eAt(X°+A~1b§°”"§'1§ !

+ q i(c,Ae (x°+A~ b ))‘L

Utilisons toujours le caractére stable de A:

At kot
J kos» k1Do  tg. "e | £ kqe °

fincesxefop  atne e, Eof fhe ey Qe + a7 o §)

[1+ ahialife™ ¢ 1§ 4

+
Prenons le SUPREMUM de chaque nombre pour tout t € R .
-kot
or, sup- e = 1
tg RY

e h L S T (I P V3
Coeatiand« g 189

oo
. & Ihe (,x°,6°) *ajn(§,x,§° )lid’t—
A 8O

= \%l(c aet (x°+A~ b °)) | +q (e, A% e z:(x S4A” b$°))'$ at’

Or A est stable.

s
g

et fan [ et o 270 ol 1€l x, | e [aeal AN] a¥
o i

_ l’c’}(c “A” k1 [1'*'(] “AHJ j:“x°“ +"A—1“ Hb”i{°']



00

t -
puisque > = k’~"a~dl‘= I

ko
L)

Nous obtenons:
< k1 Nc" [Hx°" +ﬂA

}K & Blix°ff + cif| f

] ¢, 0¥

]

k, el (2 + ak Au]" [ 1 J‘E‘;LJ

en posant B

(@]
il

B AT ol + ¢,

Determlnons F(h(o x° ; ))

h(o,x°,§°) - (c,x°+A b§°>-§~1§° < cpowxl o+ cyige)

avec C'1 = |l cl|

cy = el a™n gon ¢
hto,x’ §%)
F(h(o,x°,§°)) i’f\‘f}(u)du

puisquew est une fonction eontinue sur R,elle est bornée sur le com—
pact [o,h(o,x°,?°)] puisque toute fonction continue sur un compact
atteint ses borness

Nous concluons:

supo. | W(u)] = m avec u«?’{o,h(o,x??”):j

F(h(o,x°,%°)) < mh(o,x°,§‘°)

F(h(o,x°,8°)) £ m [ f{x°( +cCy |§ ]

]
=
(P

(@
en posant 1 1

- ]
C2 mC2

| Fn(o,x,8)) £ o Bxfi + C21§°!.

Detespinons ans mejoration podr ® (Fihle}))
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(Eh))) = K¢+ K%¢ + 208 F(h(o)]
S(F(n(o))) & [BIlxof) + (] g™ [ Mxotl + cif 117~
v 2q Lo xy + oyl )]
p . oy o=l e s ) A%
(Fh(0)) &2zl + el ™ +[2a g e, 1o+ )

aés lors | & (t,x°, )| € [ E°] + {2 (F(hio,x*,§°)))] est telle

que
T EERTTE T T VST YT E B TR SR
| |
| avec lim. f(x°,%°) = 0 |
| x°->oRn |
: §°—)o :
| |
oo o0 i s, OSSR i i, s S s ) e, . D S5 T o &l

ici f(x°,g°) vaut explicitement:
olle=1 -1 : 2
£xe,§o) =lEel+ 2 [Buxey + clFl§T +§ 20§ ke, I =y (g §

cette fonction est indépendante de t et s'annule bien avec les
conditions initialeso.

Pour la norme de la fonctiom x nous obtenons la majoration suivante:

W, x g2 < kg jrxe 1;-3 Wb £, §°)
©

donc J g(x°,f°) tq. Hxe,xoEOl € goxo,Eo)

ou la fonction g satisfait la méme condition que la fonction f,
c'est—a~-dire:

limo g(x",{f°) = 0 3 Vt € R

X°® —0pn

g“ -0

. ka _
posons g(x°,§°) =k, Wxell + E% bl £(x°,§°)
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Elle est indépendante de t et s'annule avec les conditions initiales.

Nous avons ainsi prouvé que la solution nulle de (I) est stable
puisque:

'\'}é)o”;‘ 3‘7}0 tq: ¥x° € .Rn' tqn_“x"u <'f/'
¥i-€ tq. l§°t<y
‘th}, o = lxt,x f|I< €

En effet,soit £) o arbitraireoPuisque:limof(x°,i°) = limog(x°,¥°)=o
X > Opn X - Opn
?°~‘o f°‘*o

TLjexists g2o % ”‘;‘0“47 i.—.:» £(xo,f°) et glx°,B) € &
14y ‘

d'oli pour tout tHo uf(t,x°,g°)|<& et Hx(t,x°,§°)”<e—

CONCLUSION: Nous avons vu que la solution nulle du systéme de contrdle indi-

rect (I) est telle que:

- elle vérifie la stabilité simple,c'est-a-—dire:
¥ero ;3p>0 ta ¥xoe & ixl <y
YEcer 5 1pI<y
¥iter = [Ixt,x°, 5k

- de plus, limox(t,x°,f°) o ¥x° e R
t =>4 ac ¥ioe r

Nous pouvons affirmer que la solution vérifie LA STABILITE ASYMPTO-
TIQUE GLOBALE.

*x %X X X X %X X x
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA CONDITION DE FREQUENCE ETABLIE PAR POPOV

Nous avons ramené la condition de stabilité absolue du systéme de
contidle (I) & l'existence d'un nombre g non négatif tel que pour tout réel
W nous ayons:

Re {(l-iWq)G(iw)} = Re {(l-imq) [-(c,iwI-A')'lb)+§(iw71]}40 . )v(‘w # 0
Re {(1-fiwq) [(_c, (iwI-Ale)- g(iwyij} ), o s ¥w € Ry

Ecrivons: (c,(iwI—ATib) - g(i»ﬁi = 51(W) - isz(w)

ol S1 et S sont des fonctions rationnelles réelles de w conti=-
nues pour tout w de R,.

Ceci implique:

Re {[Si(w) - isz(w)] (‘l-iwq)} }, o g ¥w € R,
=

Sq(w) = wqS;(w) ; o ;3 ¥ wER

Plagons-nous dans le plan (X,Y).
Considérons la droite L:x=qy = o et la courbe ¢ x = 51(W)
{y = w52(w)

La courbe l“ admet une tangente passant par l'origine et située dans les
cadrans 1 et 3.(puisque g )o) y T

i
|
V2
Sl

-

Puisque 51(w) = wgS2(w) 3 o par la condition de fréquence établie par POPOV,
la courbe est constamment située sous la tengente.A la limite,elle peut ate-
teindre cette tangente.




APPLICATION PARTICULIERE:Contrdéle indirect a matrice diagonale.

Nous allons mettre en évidence la condition de fréquence établie par
V.M.POPOV pour illustrer sa simplicité de forme.
Soit le contrdle indirect:

% = Ax + b§
é = Y(9) ou A est diagonale-
0= (c,x) -gt
Nous allons l'écrire & partir des composantes sous la forme suivante:
o e 3 =
j’ Xi= -kixi"‘tbi & = 1,2,3,cu~’n
g = Y@
Lo 2 e gt
T= i 5578
ou W () est une fonction caractérictique admissible,
c'est=a~dire: TW@) > o ;¥T #£o
Y) = o
L'origine: ‘ x,= 0 s 1= 1,2,3,000.4n sera le seul point critique pour au-

LE-o

tant que le déterminant du systéme soit non nul.
Crest-a=dire:

_k1 le) 5 e e o ---b1
) —k2 c e & O --b2
Q = £ 0
Q@ o . . L —k -b
n n
ci Cg = « = %y -S
n
Supposons que la matrice A soit non singuliere &> T ki # O
i=1
n b.C,
A = g =+ : ; 2 # o)
i=1 i

Voyons ce que devient dans ce cas la condition de fréauence du théoréme 4.
Nous avons:

G(is)

]

é;(s) + g(is)_1 . **s #£ 0

1 At

kKo(t) = (c,A "e b)




Ky (5) = =(c,A" (A + isI)™ 'b)

~

- - b 4 .
Donc G(is) = =(c,A 1(A + isI) 1b) + is 3 ‘¥ s &€ Ry

Si nous détaillons cette condition,nous obtenons:

(c,A-l(A + isI)~1b) = (cl,c ,ooo,c;):l—- v ik, +ds

2 nh'; k

t

\ e J \ k +is
kn n

1l

(C.,CoyaeeyC ) P
27 ’ s
4 n’ | kl(k1+l )

§ b2
k2(k2+1s)

-

. S

Wk (k_+is)
n n

- cib,
I PO S -
. k.(k,+is)
=1 313
Nous obtenons: n
c . bt
Glig) = = & smmmdd 4 O(is)”F ; ¥seR
B . k. (k,+is) ) s . "o
J=1 J
La condition de fréquence s'énonce:
Fag2 0 tqg. Re %(1—isq)G(is)k:§ o :¥s 4o
Calculons Re ;(1 - isq) G(is)f A
. ; b
v . . g
R 1-i G(is = Re) (isq- st e w e Y
e {( isq)G(i )& ci(lsq 1)(02: k115 Ts )}
i~1
, : ( _3 c,b, (k. ~is)
Re {(1—isq)G(is)§ = Re?(lsq-l) > 3 ‘jqu - - S(J%
. : r >
j=1 kj(k + s )
2
1 " e.b.s%g " c.b.k.
Re 1 (1-isq)G(is - & - —ddd . .
c((‘l isq)G(i )S Z > | > gq
j=1 k., (k,+s ) j=1 kj(kj+s )

v Pa
| 1 : A f
2 » . |
\ - “l .
{ i
e |
f
/




n
{ Cjbj 52 bl -
q(!z, 3 G- -9
j=1 kj+s 3

Re i(i-isq)G(is)ﬁ

Il nous faut donc,pour étudier la stabilité,trouver un réel q 2 o ,tel que

n
c.b, . 2 1
I 4l -S-—---—]-Séo,*fseR
. 2 2 k. q o)
j=1 k.+s j
J
" a. b,
k, o
J  jaq Kijts
Un réel q '3:1 o £qg¥& = . 3 VSERO
s2 - Db,
£ _.J__.l..._gk
2 2 3j
j=1 kj+s

Un moyen de mettre en évidence la stabilité de cc systéme serait donc,
de voir si la fonction rationnelle admet un minimum positif ou négatif.Si ce-

lui-ci est positif ou nul,nous aurons la stabilité,sinon,la condition de fré-
quence n'est plus réalisée.

x X %X X *x %X x x
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Nous allons pour ce faire,étudier l'équation intégrale suivante:

L
T () = hit) + g k(t-s)\P(a(s))ds i t€R
23

mais,la condition de basc est que le noyau soit de la forme:

k(t) = kg(t) +™ cos wot + (’:, sin wot

avec ko€_ Ll(R+;R)

Un tel noyau est associé a 1l'équation intégrale obtenuc pour @ (t) dans le cas
d'un systéme de contrdle direct particulier:

x = Ax + b\{ (o)

%X
= (g,x)

pour lequel la matrice A a une paire de racines purement imaginaires conjuguées
et les autres & partie réelle strictement négative.
C'est un cas critique de stabilité.

Nous pouvons établir un résultat intéressant quant & la stabilité de tels sys=-
téemes:

THEOREME 5

Considérons 1l'équation intégrale:

4

S(t) = h(t) + \ k(t=-s)¥(T(s))ds ; t & R
sous les conditions: -
l.- h(t) peut &tre représenté sous la forme:
hit) = ho(t) +Acos wot + ‘}J_ sin wot ;oW # 0
avec hg,h. € LY(R'IR)
2.= k(t) est dc la forme: k(t) = kg (t) + & cos wgt +&5 sin Wt
avec wo#t 0 3 *<& o) (>< o
ko, k8 € LYRYR)
30— \P(G) est une application continue et bornée de R dans R,

telle que: o £ T (P 4\('32 g £ o

aveco,(‘Sf + DO




4.- la condition de fréquence s'énonce:
=1, & ) & ;
-5 "+ o + Re -1[1—(isf/wo‘)] ko(s) <o ,VSG R
Alors,
0 (t) tend vers zéro lorsque t tend vers 1' egx.

Démonstration:

L
Jg(t) = h(t) + g k(t-s)‘f(ﬂ(s)ds ; t € R

Q

® - Nous pouvons transformer cette équation intégrale:

h(t) = hg (t) +/Q sin w t + Acos wot
k(t) = ko(t) + X cos wot +'Psin wot
t
J'(E) = ho(t)+ &ko(t-s)u?(\'f(s))ds+/\sin wot +A cos w t
£
+g [o(cos W (t=s)+ [ sin wo(t-sguf(n’(s))ds
E ¢ |
JT(t) = h_ (t) + g k (t-s)“i’(q’(s))ds + u(t)
< -]
(- i i
en posant u{t) = >ﬁ cos wot + Jtsin wgt + (\ e(t—s)\f('f(s))ds
I/ 7

O
ou B(t) = of cos(w_t) + B sin(w_t)
\
B - Soit V¥ un nombre fixé arbitrairement:
Nous allons prouver que u(t) peut &€tre représentée sous la forme:

u(t) =/chosV + fsin\’

ou Nz(t) et '?(t) sont déterminés uniquement par:

f;4=wf+o(1‘-(f(cr) "7(0):?"
=1

‘E:—wz’¥1+(x2\(/'(@) 3(0)

Cherchons l'expression de ”Z (t) et E’ (t)

(M)

+ U[' (r)
g —wo = \ ‘\2 ! \o( 2/

f? (O W 3

e
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N2 2
= Ganap =
" A o & A+ W, =0
(o)
- .
b ~-/;°>\=—1wo
n
X(t) = ( X(t=2)F(¥)d¥ + X(t) {§i¢
(¢) ‘f_
la matrice fondamentale X(t) est [/ cos wgt sin wgt
—sin wot cos wot
de plus elle est principale car X(o) =1I
/)Z (t) cos w (t=t) sin wg (=), Lo (cos wot  sin wgt 7"\
ay ) .
?(t) ~sin wg(t=1¢) cos wo(t-‘c’)) A 5 f {—sin wot cos wyt i

cos wp(t=%) + O(ZSin wo(t—?)]‘P(’\T)d?+0L° cos wot + g°sin wot

~S
S
!l
\/:r
m
'S
AN

cos w,(t=1) —dlsin wo(t-'t) kF((‘det. - ’2° sin w_t +g °cos w ot

comparons les deux résultats obtenus pour u(t):

+ %(t) sin v
/t
A cos wot +/i-( sin wgt + XL& cos wo(t—s)+(\l> sin wo(t-s)J\? (T (s))ds

u(t)

m (t) cosv

v
I

©

F . L . .
7 cosv + £ ° siny (1)

poot

o

cosv - ’}‘ sin\? (2)
A

cosy + > sin v (3)

g
1 .
/‘b = I p - X i >
A P cos V¥ X 1 sin » (4)

( (1) x siny + (2) x cosv 2" = Asin v + M cosvy
(1) x cosy = (2) x sinwv : -'?° = >\cos V = J sinV
(3) x sinv + (4) x cosv N X, = esin v @cosv ()
(3) x cosy = (4) x sinV )(1 = olcos V¥ Q sinV
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B - Considérons une fonction auxiliaire < (t)

e - A a2 o
Q@ =\ T o X gy )] at
]
ou Y (x) =\ (s(x)) o< ¥ t

v ) o byt
notons :’.ri(r) = K ko(t- —-u)\(’t(U)du

o
nous pouvons,dés lors,de nouveau transformer 1l'équation intégrale de

départ:

¥U 5 o ¥gt; T @ =h () +T (F)+u®)

—— o — o — — — — —— - — - — —— — — v ——— — —

X0 OQ - D¢
% o~ ¢ -~ e ) D s
x'(t) = gho('t‘)\ft(f)dt +g\~0'1(¢,)\{~t(’t’) -X \Yt(c)}df + x u('t:)“f’t(x)dt

- a partir des relations (a)
et du fait que u(t) = M cosv + ({F sin v
o s >y \i
u‘ft- (/?cosv +§51n»)<\lt

= Q—l(di’? ik >X2 t )\Pt - Q‘J‘Tl(cosv ;‘ - sin\)f?) \Vt

. Y 1 —1
car sin v = ( g = (: cosvy )
cos Vv = (¥ + (3 sin\))d“1
“\%g * P
- si o< Tgt

£

%¢

nous aurons: :21‘9-&(’7(2 + ?2)
L

pr by e

AUERRE BUCTRA N

o

AACICHEEPS D
- nous pouvons différentier o (¥)

C;“("i‘) = h;('b') +G"l(t’) + (/?:cosV+:§' cos V)

reprenons les expressions de /YZ et ?

G ) = ho(}) +G (D) + (w s & ¥ (@))cosV + (e % K (Tysiny
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a"(?) = h;(?.)+ﬂ:l(t))+ w(fcosd-?sin\l) + (4!;(1 cosV + 0‘2 sin ¥ )W ()

or,di cos v + afz sinv = &

= ny(F) + T (&) + w(fcosv = m sinv) + A @)

¥ o £ ¥ £t , nous pouvons transfommer R (t)

& E k i
{ -1.n2 1 ( d 2 82
g(t)axho(t)\?m’(t?))dt’-o-\\]’i(t)‘?('?(t‘))df " \?t(‘})d v o+ 5&\-&? ("l +&£7)aY

©

-

- & % (coz,vg- sinva? )Q(G‘(t))d@

<

<

or, w ( fcosv =sin?) =) - n (D)~ -xY@@)

e % s -3 ) t Y :3 = @ "\0
- Fteomwl - sinvap =;;;{ho('r) v ()] +&~‘;~O\Pw<_u)).,-—o(w T

C

Nous obtenons: " O
L 1 -1 .2 €2 =
o) = \h W @) at +ng e M@@)at - 5" k(z 2yt a0 eg R |
E o
e t (e} t
+ 9— ‘ h'(‘t)‘f(-o’(-'&h))dh E—-— ' (2)‘?((ru>)di’+ -—-&f ) dt -
dwo o wOO( ’l
0 ¢ 0
N _—x g™V a@@)at
(t) =\ [h (¥) + ¢ h (| (T (2))at + (2607 §2>|
g0 =\ [ry0 « £ ncor) 5
G t
- ..—.x\l? @ENHT ()a T + I
e B v (&
. & ] ) 1 2
ou I =&&G‘1(t)f§-‘;’:¢1('()}‘9t(t)dt’+Q (= FTHYE @yar
O -~

Nous allons appliquer l'égalité de PARCEVAL pour 1l'exprcssion I puis la transe
former pour l'obtenir sous la forme:

: 8 ({ zf‘i&-m [ -2 )k (s )'m\{)( )|

2T \R
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2\ By ‘ 1l ig (s . g
I = > (w a8 =%y \&t(s) ds +_ET;K L 1(s) * 2 K (s)j‘)(s)‘ ds
oy R
Calculons § (s) et T (s)
~ (“3, PR . _—'(XJ ~
- T (s) = &u"l('?.’)elsld v=\ gk (T-u (F(w)au] e 18 Gy
~D
w Lo -
=g g () (u)et® dtjdu
o
posons L = u = v -
is(v+u)
=\ tun[& k_(v)e dv]du
s
Ceci implique: O 1(s) = k (s)\#
'(_x) —EOmmTENESEmN S EEEE =T "
il ( ' is';.v A e - S,(}’
- T (s) =&0-1mve 2 & [ x @@ +\kv(r:u»\«wu))dul a¥
o e )
%) o R is?
=k ww&msn +g du{(kwmmrfune av |
- o t
9 53
posons U —us=v
, i . is(v+u)
=k (o)\( (u(S)) S u)du & k! (v)e . dj
Intégrons par partles - G
oo N )
= k_(o)Y Ts)) +§ (wyet [k buye™ | = K k (v)iselsvdf]
o - o
]
= k (o)\?("(s)) +\P (s)t -k (o)e SO--1sk (s)k
4 ( )= Jf (s)k (s)is
RéﬁﬁiZEZEL?7;§§—é§§§$£$ions dans I. Nous avons:
1 ! S -1 ¢ 2 - ‘,"’\l (i’ i M v »
I = ZU(;—..A )ﬁt(s)l ds + 51? Lk, ()Y, () e (is%l(s)ko(s4
JQR ‘?’?}\ e

F?t(s)'ds
C'est-a-dire,nous obtenons:
1 &

I = =— 2!"1+-‘-—+Re
w

21T
@ o

A - N
k ()l 1Y (s)F2as
o it ) t »
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’
B Y et'T sont des fonctions définies dans L*AL? sur R*
| f 5

]
(T“1 cszti’I1 sont des fonctions définies & partir de fonctions intégra=-
bles.Elles sont toutes deux intégrables.De plus,comme la convolution
d'une fonction de L'l par une fonction de tP st située dans LP pour

p 2 1.Ces fonctions 7 etﬂ'l’ sont situédes. dans L2.(puiSque\{)t est

5 1
située dans L 7).

B Par la condition de secteur,nous savons que I < o
Dés lors, "
%

(. N ( " ! y -1 2 5 t
(&) £ \[r (@) + v]omho(t)]“.' @At + 207 ¢y ;; 1
2

’ ]
-(w O )'i,?;g((-s( )T (VYA
G A
e
W X

- -1l 2 4 -1 . 2
SO R P SIS F(T(t)) € ~(2%) (,{} vi?e)

& _ v _ & y
T;Z; F(g(o)) 4-8{1‘10('{') + m hO(T)}\?(Q’(t))dt'

o]
G (o
en posant F(J) =\ ‘@(u)du,nous obtenons:
L “©
@ (@())a(T(¥))= F(T(t)) = F(T(o))
o
Substituons cette valeur dens § (t) nous avons:
;’t . . _ a
\ T[T g eamnlar - ey Fwl] + o= raen
A ! WX
1, 24028 k (A)
s s ®
L ~(2a) ..(/r& +° )+w°°‘ F(v(o))+go[ho(t')4-%: hé(t)] @ (T))at

Cette inégalité est fondamentale pour pouvoir étudier le comportement de
Q(t) a 1'infini.

‘ - Tevtes les quantités du membre de gauche de 1'inégalité sont >/ o
car « § > o
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Dés lors,le premier terme a un intégrant > ©o,nous pouvons l'écrire
O

1 2 ow | ¥ )
sous la forme -— (tr-?{i*f_.‘) > o pourJ # o
A
= 0 pour “V = 0
le second terme ainsi que le troisiéme sont 2 o ,puisque <o et

G—. Lo par hypothése.De plus F(@) pour T # o est) o

- Les deux premicrs termes du membre de droite de 1l'inégalité sont éga=-
lement positifs vu les hypothéses surXet (> et F () Il nous reste ..

a évaluer le troisiéme terme de 1'inégalité,soit:

v ¢
Lh (¥ — h*(2) 5 (¥))avw
S\_ho( ) + e R (5
T ¢
or,par hypothése toujours, hoet hé 3 Ll(R+;R)

et \§ (@) est une application continue et bornée de R dans R,

c'est=a~dire:
ati);o tq«\%’(c)\& D ; ¥TeR

Dés lors:

X
. . '€ T . f y 2 A
\g‘_ho(:ﬁ') + E}\hé(g)}\"(ﬁ(t))dc. ‘s)bl( | b ()] Tx\,hém\ )d i
o - » o

)

s
. _ . +
le membre de droite de 1l'inegaliteé est donc borné sur R .

Nous pouvons donc choisir judicieusement un nombre K > o tel que:

& %(0(“))[ (¥) =% "W(g(c))(& CK ¥t 2o
Pour appllquer le lemme de BARBALAT ,hous allons tout d'abord prouver
que T (t) est uniformément continu sur rY
La continuité uniforme de J(t) est une conséquence du caractére borné
de G’(t)eEn effet, \’_T" (t) est bornée par la somme d'une fonction intégrale

sur RY et d'une fonction bornée sur R,

o(t) = hé(t) +§T:l(t) + (/"cosy’+ ﬁ‘sin V)

] 1 . \(7
donc )G’(t)‘ élh(')(t) + (t)\ + w( % cosd-v’?sin V) +og\{t(?)

nous avons: h' et ‘~1 ‘défimis dans-L (-R sR)o )

D'autre part, les fonctions E(t) et /9 (t) sont tornées sur R puisque 1le
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membre de droite de 1'inégalité (A) est lui-méme borné.Tous ces résultats
impliquent:

lill(t)\ est bornée.
Or,si U(t) et i‘-r'(t) sont des fonctions bornées,nous en déduisons direc-—
tement la continuité uniforme de O .De plus, \l« étant continue,nous aurons

i(} O ~~ . . .
\&'(G’) et = () uniformément continues.

€5 ( = -1\ J ,
Donc J%("\')\_‘J‘ K1 5 ('\\‘)J : =. est uniformément continue
-, est positive par 1l'hypothése 3
et est intégrable sur R'.

Dés lors,par application du lemme de BARBXLAT(voir annexe C) nous conclu=

R 1in @ [Ty = ¥R @en| - o
t—= +0x0
Ceci implique: 1im T (t) = o
tv+ou
sinon i - ) ) X — ol -
dEyo tg. o (tn) h tn >0 et t —¥ +“,"th°"*(tn)x > & ¥ n
posons m = inf. ‘\P( 5 )) ou M est la borne sup. de G
€< |t € m le long des solutionse

donc \\(’\(G(tn))‘ Zm >»o

V0 =1 .
Nous savons: ‘%’ (aj(tn))[__ﬁ‘(tn) - ‘{"(G(tn))] tend vers zéro quand n tend
vers 1'infini.
Vu que \P (Cr(tn) reste strictement positif,nous devons nécesSsairemeiit avoir:

Tt ) ¥ Mot ) —> o quand n —e O

De plus, T est une fonction bornée,dés lors,sans perdre de généralité
nous pouvons supposer que iT(tn) c.onverge vers un nombre 1 # o (puisque
C\'(tn) est supposée telle que: \iT(tn)] > & o ;V"tn)
LHnd(t) =140 =>  1im¥ (Tt ) = P (@)
N —x (G n-—t
puisque ‘' est continue.
Regardons de plus prés la limite suivante:

; -1 . -
lim\_(?(tn) = % Y )) | =0

n - 750




= 1—5_L§u)=o
g 1 = '\Q(l) ou encore W(1)l = ({12

S -I »—~<2
Or,1l'hypothése 3 s'énonce: O<$J$UT)<;(<ﬂ

en particulier, si‘J = l,nous obtenons:
i - 2
1W(1)£X1° (puisque 1 # o.)

Ceci est incompatible avec le résultat découlant de 1l'hypothése de

l'absurde.Cette derniere est donc non acceptable et

lim O (t) = o
t = &

X X X *X *x x X X




4.=CAS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ASSOCIEES

RS S R R R

AU CONTROLE DIRECT : CAS CRITIQUE

Nous allons étudier un cas critique de stabilité pour le contrdle di-
rect:Contrdle direct admettant deux racines caractériques purement imaginaires
conjuguées.

Nous supposons que les racines caractéristiques distinctes de ces deux
racines imaginaires sont a partie réelle strictement négative.Nous aurons un
contrdle direct régi par le systéme d'équations différentielles suivant:

r.
P &
S

g = c1% + C2/72‘ +(c,x)

§ = —wq‘(‘,+ bi‘\f(a')

- w:f + bz‘ﬂ’(cr) (1)

c3.

Ax + bY¥ ()

He
1}

ou =.w est positife.
—°b1’b2’c’l’c2 sont des constagtes réelles
-.C,b sont deux vecteurs de R
+
-z, sont deux fonstions scalaires de R dans R.

—. X est une fonction vectorielle de R+ dans R,

Faisons apparaitre les racines imaginaires dans ce systéme; pour cela,posons:

Z=%+i’?

Ne

I
(=wt) + b, P @) + i(wf + b2‘~§/ (@)

iw( f o+ im) + (b1+ ibz)\?(ﬂ)

posons: b1+ ib2 (:

Nous obtenons le systéme suivant::

z = iwz + Oy @)
T ¥ .
? S ‘."‘f( ) (11) ou~ nous avons toutes les caractéristie:
X = Ax + b \P (7) ques du systéme (I) 3
L g - KOZ . KOZ e, ) -2z estlune fogczztlon de R dans C

- ?So =-2.(C1 +—.§)
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Recherche de ‘la valeur de Ko'
zZ = z + 17 implique k = -;—(z + Z)
1 =
/2= "2—_{'("7‘ - Z)

Reprenons la derniére équation du systéme (I) nous obtenons:

1 €5 2
cit+ cz'? - ci(z + 2Z) + -i-—(z - 2z)
= 1 €2
=Eoz + ?Soz en posant 750 -2 (c1+ -i-')
4.1 - e de l'équation intégrale associée & ce systéme particulier

Nous nous intéressons 3 1l'équation intégrale associée a ce systéme d'équations
différentielles.Sa forme générale est:

N
J(t) = h(t) + gk(t-s)q’ (T(s))ds

J

Détermminons h{(t) et k (t) :

-.Pour ce faire,mettons en évidence la solution de 1'équation:
z = iwz +{\‘)\§' (7)
Solution de 1'équation homogine:
2 = iwz = 0o implique: z(t) = e 2° ol z° = z(o0)
Solution de 1'équation non homogéne:
Elle est obtenue par la méthode de wariation des constantes:

t

\ M) 9 (o (s))as

L)

z(t) = ethz° +

‘a

d'ol l'on tire directement-la solution de 1l'équation:
T = wiwz + 2P (@)
3 =
Tty = ™o S e‘iW(t‘S)§;\P(fy(s))ds
o

=.Mettons également en évidence,la solution du systéme:
X = Ax + b¥ (@)
. 4 £
x(t) = e tx® 4 \eA(t_S)b\P(G'(s))ds ou x°* = x(o)

o (cfr. §2 Chapitre I)
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Nous établissons l'équation intégrale & partir de la derniére équation du
systéme différentiel (2):

olt) =Kcz(t) + 'x'o Z(t) + (c,x(t))

_ -
Tit) =Zfo[ethz‘ + S s S’(a‘?(cr(s»ds]

t
= | =iwt-, miw({t=s)
+B’o | e z° + oe \Q(Q’(s))ds]

t
+ (c, [eAtx" +g eA(t-S)b‘?(U(s))ds})

()
le noyau k vaut:

P

k(t) = Gelvt (\7‘\’ 5 -iwtib + (c,eAtb)

O

=k (t) + ¥ (cos wt + 1 sin wt)3 + ¥ (cos wt = i sin wt) @
o . B+, 5

k(t) = ko(t) + X cos wt + Q sin wt

ou 0'(::50?-# .?;ouff) = € R
(a=1(zfo@n'>s'o§) @ e R

Vérification: Posons 7 = © + ié et @ =/1" + i?
o N

(o4

it

(& + 10U + i) + (€ = 18) (p = in)

2(&}1 -/gé)

1[0 18)(ps i) = (E=1d (u=ip)]

]

= =2(OM - €m)
la fonction h vaut:

BEES w b,oeiwt - miwt = At

z®> + \o’oe z® + (c,e x°)

—— — A
=3 (cos wt + iwt)z® + ¥ _(cos wt = 1 sin wt)z®+ (c,e tx")
o o

" - - . -n-—o R
hi(t) = ho(t) + a cos wt +d sin wt B on +Koz .

d =(X°z° -—Yo-z_ﬂie R
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L'équation intégrale s'écrit alors: t
| g(t) = ho(t) + a cos wt + d sin wt + g[ko(t'—S) +w{cos w(t=s)
| Q

+Bsin w (t=s)]Q(g(s))ds
avec ho(t) = (c,eAtx')

k (£) = (c,e"b)

o

4.2.-Nous nous trouvons dans le cadre des hypothéses du théoréme 5

Nous allons d'abord vérifier que les hypothéses du théoréme 5 sont bien ré=
alisées pour cette équation intégrale.

——-.—-—_—-..—.—-———-———-——..—-‘——-———

Egggégigg_gi |  1a fonction h peut &tre représeptée sous la forme:
| hit) = ho(t) + Acos wt + Usin wt ;W # 0 |
| /

1, + |
: et h ,h! ¢ L7(R';R) "
|

. —a— — — —— Ga G G D G G G W ou— A w—— — — w—— —— — _—

Nous avons établi la forme générale de la fonction h,elle est du type cie
dessus avec ho(t) = (c,eAtx’) avec w > o

h e LYR*;R)
s\

ho peut &tre majorée par une fonction intégrable sur R+,e11e est donc elle=
mé&me intégrable sur R'.Cette majoration est établie gr8ice au caractére sta-
ble de la matrice A.En effet: 3 ko iky > o tg. “eAtiié k e Kot

N H
ous obtenons K

[h ()] <« kyeTor el | x°|
ht € L2(R*;R)
L ¢ =
ht(t) = (c,AeAtx°)
(o]
(hee)] < flcfl Al kiekot x4

La fonction hé est du méme type que la fonction hO.De plus,comme elle est
majorée elle-aussi par une fonction intégrable sur RY elle est elle-méme,
intégrable sur rRY.

Condition 2: ria fonction noyau k est de la forme:

EmpEasrzesmss | |
1 k(t) = k (t) + &lcos wt +@sin wt ‘wE O i
() /

' . . L P ‘
| avec ko et ko appartenant a L (R ;R) {

4
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Nous avons mis en évidence,la forme générale de k Elle correspond bien a 1l'ex=
pression ci-dessus avec w ) o et ko(t) = (c,eptp).

Les fonctions ko’ké peuvent 8tre majorées en norme par:

Lk (02 = | (c,e™*m)} < el by kie'kot R ITLI L

k1) = Le,aetml g ey Ay uby ket

en utilisant le caractére stable de la matrice A.

Les fonctions majorantes respectivement de ko et de k(‘) sont intégrables sur

R+, koet k(‘) le sont donc également.

ko(t) = kgl{t) + o/ cos wt + %sin wt

avec o = 2(&nu -,IZrS) posons ¥ < O

n\?) = -Z(CY/IA _Edr;) et ‘{ < O
\ /

ST oA e S N R R O MR RCE . Sh W W Gwn R i G —— v—

1

Condition 3: ' W(s) : R —+R continue et bornée telle que: \
|

|

|

X 223 31 £ 3 L 1 4 l
2

: o<\3"?(‘?)<2§‘(r ok o o« U.S o
/

V. ———_— — T R S R o — - — —— —— - a— 1
la condition de fréquence: (¥s e R)

-l )
- X +;+Rei[1-isajk\;(s)§s. o

Condition 4

E Al

|
|
|
|
i
!
|
i
i
1
l
I
|
|
|
|
|
i
|
i
|
|
|
| SR

Exprimons explicitement cette condition de fréquence ou:

k() = (c,e"Th) = k (s) = (c, g Ateistyen)

(0 4] o 0\70

or) A &eAtelStdt = gelStd(eAt) = fe is geAteiStdt
o oQ O L2

ok
(A + isI) g eAteiStdt = w] = geAteiSt

dt = =(A + isI)™3

Q)

(*) La démonstration reste valable pour la condition G"\?(Q’) >0 _, S £o

Elle est méme plus simple.Dans ce cas,nous prendrons 75°-1 = 0
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A L=l
—p ko(s) = =(c,(A +isl) “b)
La condition de fréquence s'écrit:

-1 @ . 1s( 4 -1 1}
T S Re 31 =G [~c, A ¢ 15D D]k 0 ¥seR

Ces conditions étant vérifiées,nous savons par application du théoréme 5:
"Toute solution G (t) de 1l'équation intégrale associée au systéme d'équations
différentielles cdu systéme de contrdle direct avec un couple de racines puw

rement imaginaires conjuguées est telle que: lim. ¢(t) = o _»
L ¢+ 00

Nous savons que le systéme dféquations différentielles (II) admet au moins une
solution xe(t) = (x(t),z(t),2(t))d laquelle nous associons T(t) de la fagon
suivante:

T(E) = B z(t) + % z(t) + (c,x(t))
o o

4.3.Les solutions x(t),z(t)lz(t) tendent vers zéro lorsque t tend vers l'infini

Nous allons montrer que toute sclution x,(t) = (x(t},z(t),;kt)) tend vers

Orn+2 lorsque t tend vers 1'oe indépendemment des conditions initiales x°

et 2°%;

clestea=dire:

Montrons que pour toutes conditions initiales x°,z® définids respectivement
n

dans R et C.

lime x () = o
L+ oo

Clestmawdire:

lim. z(t) = lim.z(t) = lim x(t) = o
twwt oo t 100 t -+ 0

Nous avons directement par ltanalyse du systéme d'équations différentielles

associé au systéeme de contrdle direct avec matrice stable que:

lim. x(t) = o (cfr. $2+Chapitre I)
t—++ 0 o
I1 nous reste a montrer que: lim. 2(t) = lim.z(t) = o
t-v+ o t vt oo

Nous avons posé z(t) = %(t) + 1m(e).

Ainsi pour prouver le caractére nul de z(t) et z(t) a 1'infini,il nous faut

prouver que: lime. ?(t) = lim. M (t) = o
t-v+r o t-pt oo

S e R DD S A aw SEy ¥R Gme TN el G Amah W WG e s
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~.Nous allons,pour cela,cartir d'un résultat mis en évidence dans la démons=

tration du théoréme 5,coit:

4
* " -1 2 2 o
g\{’«s(t)) o ) =8 W(a (2))] at  =(2%) [ (by+ E5ce)] « %F(G(t))
o

" t .
< =200 %) X Fioto)) + &Lho(f) +=—ht (1)] § (5 (¥))ar

par hypothéseY est une fonction bornée et les fonctions ho et hé sont ine

tégrables,dés lors:

b

i » e
| ey @B} | 19 @@n] ar<gfing 1 +inyy 1] 2 S
O

Nous obtenons:

=
&‘P(q(’t)) lo@ - ¢wen] at < s §,7,7,4)
O

-1 '2 A L] [ ] ] o
&t -5-;[02 ® + 0] s(¥,7,5,8)

ol s tend vers zéro avec ses arguments.

-. B De plusynous avons établi: lim. g(t) = o
t 4+ 0

B Nous pouvons affirmmer lim.ho(t) = 0 puisque h0 et hé appartiennent
1 . t++00 '
a L™ (R ;R)

B Nous obtenons également: lim.

t
t—p+aag¥ ko(t-sfp(q(s))ds = o par simple

J

application de la régle de 1'HOSPITAL
puisque -. k_ appartient & Li(R+;RY
-. Pest continue et bornée de R —» R |
et lim. T(t) = o § = Lin-f(a(s)) = ¢
t s 0 ' e
-.Montrons maintenant que ]%(t)l+fp(t){ —+ 0 quand t —p 0

Nous considérons un t. quelcongue que nous prenons pour condition initiale.
Dans le théoréme 5,nou: avons établi des relations pour %(t) et Q?(t) pour
la condition initiale t® = o .Nous reprenons ce résultat pour la condition

L] s
initiale t .Dés lors,pour tout t supérieur & t nous avons:
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%(t) = %(t.)“°5 W(tmt.) ~/7(t‘)sin wltmt ) +V;(t)

. (1)
@(t) %{t Ysin wl(t=t ) - %Kt Ycos w(t=t ) +%§(t)
At
oa‘Vi(t) = ‘3[@2605 witms) = o sin wit=s)] P (x(s))ds
tl
Wz(t) = \1«1cos wit=s) + o _sin w(tus)]\P(G(s))ds
)y

R Nous cobtenons le reésultat suivant:

¥

Sup. (!W (=3} + ¥, 5(E}) —vo lorsque ¢ —»+ =0
.’ - ""
£t £t v

) &wW

Ceci,pulsque nous nous situons dans un intervalle de grandeur g& et
puisqgue Y (5 (t) est une fonctlon gul tend vers 2dro si t tend vers
1'infini et par hypothése M (o) = o.

B Nous pouvons substituﬂr‘?(t) et %(t) dans l'équacicn intégrale en reprem

nant de nouveau un récultat du théoréme S:
Tt} = ho(t) w kO(tmsfy(ﬁ(s))ds+/?(t)cDm + ?(t)sin\?

d'ol nous tirons:

n{t) cosy + %(t?%in\? = T(t) = h () «7F_(t) j:]
e O i

Y-

sque O, (1 it tes) Wiataiydas
puisa 4 (8 \ k (t=s) Peaogar)

O
Considérons cette expression pour deux valeurr part lculieres de t:

w »
t & % ;s Pt Jecosv + %( }sinv = W{t }m“o(T (t )
et
® 'r‘ L T r i % Tr L 3 ‘n"
o= & .‘...... oy + ..h..c) vl\)g:"z( e
t t 4+ ?(t —jcos g(b + Zw)_ll, T(e + Zw) ho(t *5;)

¢ 1T
mG e )

Or,si nous reprenons “'t + “«) et %(t + —Lﬁ dans los expressions (1)

£ + 9, (t + o)
e

~pit ) + Y (¢ + )
y AP |

LW

i

»
nous obtenons: ’7(t % f::)

¥, N
b (t + =)
¢ 2w

It
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Nous pouvons , dés lors retirer les expressions suivantes:

. ® ® ® & A ®
r7(t ycosV + ?(t )sinv = G(t Jeh (t )=T (t ) 2 € _(t )
/ o 1 1

Seelicony = it Jainy « Tl slvduli (& & o= . ® T .« T
£ i 2w o Za)=0 (4 E)-Ti(t o

= ‘”" A E ]
~q20t+ h) =52(t)
Clest=a~diret
. ® . .
%(t ) ccsx’—-?(t sinv = cg(t )

- L L]
ft’y sinv e (tcosv =& (t)

. L Ll *
Nous avons: 81(t Yo £ () ., 0 quand t ——p + OO
Puisque nous avons établi précédemment;
lime T(t) = lim. h_(t) = lim. &ko(t-s)\@(qigl)ds = O
tr+ oo tptou A S

0
Nous obtenons facilement:

E(t‘) = Ei(t‘)sin‘w + & (t.)cos v

2
L) & "
pt ) mf:i(t YCos V) &2(t Ysin v

L ® . ) L e L I
(e 1y e] £ 2l ey] + 2[€,0e )]

- - ® )
pone [E(t )| et {2 (t )| peuvent &tre rendus arbitrairement petits si t

s

devient important.
&
Or,t a été-choisi arbitrajirement.Nous obtenons:

lime2{t) = iim. £ (t) = o
&

t s roo S OO

Dés lors, lime.z(t) = lim.(F(t) + i/rz( t))
t -+ oo t v+ i 6]
= lime. () + 1 lim. ¥ (t)
t 2400 Lo C’C"

m O

De méme lim.z(t) = lim.(f(t) - i7(t)) = o
t-r oo (AR S

Dés lors,xe (t) tend dorc vers zéro si t tend vers i‘'infini.
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4.4.-La solution x_ () = (x(t),z(t),z(t)) vérifie 1s c<tabilité simple pour
le systéme (II)
BEpEmu poiiine: ¢ F A G
:li Z = W} # bz\Y'(VJ)
\‘i % = W4 bi‘?(ﬂ’)
Lo = c b4 €7 +(c,x)
avec x(t,x“,%’,@°) tde x(0) = x°
G(t,x“,?“,",’_{_"} ¢y }'(t,x’,% mey car;g(t.;""",@",.é’)ﬂc,x(t,x',%‘,?"
g’(t,x“,}‘.“’,'}_"’) tqe flo) mg*
f(t,x“.:(‘;",‘dh") tge -"_?(o) n/?“
de plus: £
T, X%, 1%, 9°) =

nit,x®,§%,9°)+ x k(tms) W (2
= | “0

P ” At ., ¢ i
oli h(t,x*,£*,7°) = (c,e &°) + a(ﬁ“,tﬁ}c;
{
At o .
k(t) = (cye "b) + Xcos wt +Asin wt
Prouvons que la solution x _(t) du systéme d'équatior

vérifie la stabilité simniec.Clecteamdire:
) n+e ;
VEso Rr{; >¢ tq.¥xf € R tq. | x? || <
.

= | x_(t,k*,%°

,”2") n < &

L
&

ou x

De la,nous pouvons déduirc la stabilité simple de la

2,

da

car z =L 4 i%».(Les deux cystemes sont éguivalents)
Na

(x° ’?a "270) dérd

( {,x°,§°,~’g“))ds

+ d(?“,?’)sin wt

s différentielles (1)

4
dans Rn 2

zolution x_(t) de (II)

La solution x_(t) du systeme (I) vérifie la stavilité simple
ssi
WEvo A8y o0 tg. ¥ xe BT fxoy.
v £¢ ¢ R g | <
fme e g Ime| <
¥t > o —=gu f| x(t, ,i“,h°)21<.£ S lﬁiﬂ ,x“,?‘,%f),< £
et ‘?(t,x°,§‘,?°)[< £
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Nous pouvons établir ce résultat de fagon similairc su cheminement suivi
pour établir la stabilité de la solution du systeme de contrdle direct avec

matrice stable.

EIIPE Sard o oo o o o s i s s e s o i i . e e
=== smzzom = 1

| ¥r > o £5(r) = Sup. | x_(t,x°,§°,f?°;. Y <+ oo !

| t >0 :

: }5 x:ﬂér {

e e e oo e i T S e s e e e e i e e e e s e e O e s )

E
O LT L L I P P gue“t’b”n ol [P @is,xe, g0 900)] as
) |

en vertu de la forme de la =olution x(t)

utilisons la stabilité de A = 1 k_,k,>0

! A 3 i
ta. WS < ke OF
k i
L Kot e 1Pl )
£ ke \i x|+ ko puirgue q} est bornée.
‘ ky @ Pl
I xCe,x2, 82,9 ) < B (x) = k£ + !
. o
P 2 2 T - )
_.;.'T ) +z:d(t)~3 < 5(’;,",,-;7:'0,)(‘}

ot s(}®,»°,x%) est une fonction bornde dépencant des conditions
' { .

initiales.

Du théoréme 5,nous pouver: tirer la majoration suiva: tes
1 1.2 b 1.0..20 2. B %3 B
_ e ¢ 1 o 02 - o @ @ B, - { Y & -P—'—-\. 4
Sl (e) +E ()] € ~207 Nk +9°%)+ = F(v(o)) 3ﬁgphoﬁﬁ!wqff%(fﬂ]dt

~

. . L P ; 0l R | X =
+ posons {(~=2%) (F +2 y & bi(§ ,% )
t Yo ! At o
- hoqt,x°,§ VRTE [ (c,e" "x®)
el jxofl  x,emet

-~

puisque A est stable.
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nhé{t 9xq9%°*%?)I' N {(CaAeAtxa)f

nous obtenons:
9,0 0o

" anl TS T (A B o & kol
h ho( ol + -‘;-* ; n(‘)( é'}}ﬁ.,j d?¥ < jjc i k1 ]} x H ;I'_(;: H A H] - at
,'() .‘O
e q el e 1o Al
2 s.(x°%}

(03

we F{T{0)) = \¢Q{u)du = ¢“T(Q} - ¢}1(C’x°) ’ ci%$ h Cz? }
o s gplhell H=l ey (87 * | f”?ﬂ
i S,ixofﬁcs‘?}o}

3
Nose aouvons poser s(x®,%°,7°) = 2o Si(x°,g“,?°)(~£¢)
i LS ia‘ll o
Si reus pronons la condition initiale dans un domaine horné,soit:i\x:[‘g Xy
nous obternons le fait que iry(t}@ et \% (t)| sont bornées par une fonction
dépandant directement ders conditions initialese.
Lés lors,le reésultat anncncé par 1l'étape 1 nous est acquis.
s Clr) w Supell = x (£,x°,8°,0°) <+ oo )
tr > o Clr) = oup.“ 5T X (5%, %%, 0 ( 4 0o
; ) [
¥t >0 |
}
i

L*MM“_—M-’-—"-w-‘w““w“’-uaw-m‘-n—w-a-a.--—b—b-.-

Pour cette étape,nous pouvons nous référer au résultat obtenu (§2=-
Chapitre I) dens des hypothéses similaires.
La démarche reste semblable.
De méme,pour les étapes suivantes( 3 & 6) qui permettent de mettre en évidence
caracteére également uniformément continu des fonctioas: x.(t,x‘,?',?“) ;

le
‘qu(t,x“,g°ﬁg“)) H \Q(G(t,x°,§°,?f))n(t,x“,§°,%f)

A
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|
et \?(G(t,x‘,%‘,?‘))Ijs(t,x‘,%*,?‘)- Bua\f(g(t,x°,g°,p‘)),le raisonnement
’ est similaire.

ETAPE 7e= - [T | SN
WO RIS "‘" S TR il ol R oo h+2 + ’ ‘
‘ La fonction R x R = R |
L
‘ (£,28) e st x) (e, =) - 8@ e, xen]
1 | tend vers o quand x| tend vers Opn+2 uniformément par |
- + 5y
: rapport a t ¢ R c'est=a=dire: :
. _ ; n+2 % w ;
i YEryo 3/,:4>otq. Vx2 € R tg | x*“</ll; ¥t >o i
: nous avons :‘?(U(t,xz)) Tlt,x?) - 3_1ﬁkﬁ{t,x:))]<<f :

1°}Reprenons la majoration établie lors de la démornctration du théoréme 5

qui fait apparaltre lfintégrale de cette fonction.

b
(v _ . » 3
\[eate,xaate,x2) -3 T (ate,x2))] av € =(2w) ‘(az°2+§°2)+ éa-f‘(c(o)
)

, OO &

[ ~ . £ "

*";\‘Uho(t)( b o ‘\ho(r.u at
.50

Nous pouvens affirmer:

b
S v
{

\_} LYAT(E,x2))0(k,%x%) - 3"1\%2<<y(t,x;))"} dt < s(x3) ¥t >o0
“& ¥¥: 0o « B0

by PYETL . © =
ou s5{x%} —po quand x§ — Opn+2

Cette fonction s(x]) a été mise en évidence dans 1'étape 1

2%} Aidons~nous de cette majcration pour montrer que nous avons le résultat

| annoncé par 1l'étape 7.

Nous pouvons par analogie avec le cas de contrdle direct (§ 2-Chapitre I)
nous aider de cette majoration pour établir le résultat annoncé par

1'étape 7

ETAPE Bam = = = o0 c= am e oo m o o o o o e e - e - ———

sreRmamen | . ) + n+z . |

‘ Montrons que la fonction: R x R . R |

| | (tyx3) e Glt,x7) |
\

| : tend vers zéro quand xj tend vers Oon+2 ,uniformément par :

s - :
| rapport a t € R c'estea=dire: |
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i ; n+2 o i
| YES © B/u.»;o tel que Vx:eR tq H}’.!i&)““ Yt >o {
| _ i
l =p |T (£,x 1< & |
i | (i . il e | G S e o g SR |
Nous procedons par 1'abslurde.Nous SUPpOSONs:
des o tq. V/pi >0 d tyyoet 3X3/u bge |t x:/p“ = ]
) avectv(sﬂ(xgﬂ)iir&
posons M = -~ avec n & N :
/ n e
Nous voyens qu'il existe une suite (tj) de réels 2 o©
. n+e
et une sulte (x:m)de points de &
- ‘s
tellesque pour tout nelN_ ; \&x:”“.& - et hj(t“,x:n,gd &
puisque T est une fonction bornée toujours supéricire en valeur absolue &
un nombre €& strictement pusitif,nous pouvons affimmer cues 0‘(tn,x:n) convers

ge vers un nombre 1 distinct de o

Puisque \P est une fonctiocn continue,nous avons egalenents

iim.\P(ﬁ(tp,xjn)) = (1) > o(puisque 1 £ 0 etLPne stannule

Mg 4+ 00 qu'en c. b

Or,nous avons vu lors de !'étape précédente,que la fonction:

k?tv(tn,x°

6 . ™ -l e 3y
n)>5}j<tn’x ) =% t\p({'}-(t:’l'x &

e &7y o

tend vers zéro si n tend vers 1'infini.C'est-a~dire:

: W -1 8 ) § o
Lime (Gl x5 = 2 P yx3 INWiate ,x3 ) =0

w» &
M —p 4+ o2

Nous obtenons & partir de la limite ciedessus:

L. .

clestewamdire:

*o ;
1% = Y
Or,par hypothése,nous avens une condition de secteur imposée sur la fonction:
telle que:
. ) P
o <T@ < Yoe R

Nous devricns donc aveir 1 (1) < 12 ¥ * puisque 1 £ o.

Ceci contredit le résultat obtenu ci=dessus.Notre hy:.cthése de 1'absurde nous
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conduisant 3 une contradiction,nous acceptons donc le résultat annoncé par

cette eme étape.

ETAPE S.w
CER ---*—--'-"'—‘—-“-""‘-‘—"-—-’—"-‘—-’-‘—'-‘"“‘"—-“-"—"—'-"
i Vérifions la stabilité: |
. ; n+l ,
| ¥gro ;3 du>o  tg. '\“x:e R tgs i x:h</4 |
| !
! ¥ t>o0 nous avonsi| x, (£,x2)|f< ¢ !
| !
. T s o S . s - A s o . g S [l ), o . i . )
Nous allons procéder en deux phases:}lx*(t,xz)& = Supe ixi(t,x:)‘
iﬂ 1,.00,1’14‘2
| 1°) montrons |ix{(t,x%} ||¢ € ol x est la solution ucs.ociée au systéme de

dimension n a matrice stable extrait de ce nrobléme.
Nous avons vu au paragraphe l,chapitre I qu. cette solution vérifie
dans ces conditions,la stabilité simple.

Clestma=~dire:

2°) montrons que X ¥ >o ; 3;:5 o tqg. ¥’x: € e tq. Hx:(piﬂ

! o e <
ﬁ‘t_i o = lﬁ&t,X‘,ﬁ“,?°)§ et }?7(t,x“,p°,?°ﬂ & E

. 2 .
E.‘?. (t,x" ’\?o ,‘:I}”) ¢

+ (200}

| o) . jc.r \@p®
ll!Fl Poley AY 13 (par 1'étape 1

A
g X |

b, ¢ Cao ge e o Lo poy 2 & k G
& (t,x*, % A ) + ~'{,' (t,x 1}* ¥ f}) )2 - .‘...xm_.,‘_.,«.m....l.L}'_l.-..l (1 + L A I -Tx-)
... \’, 4 “ ,"’ 4 w

%]

+ Q;u ( e |+ }ciy + \c2|)
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ok
s £’ e |3
posons y = 1nt.((g§i) &
- } i e ) (N ¢
) s el k, (14 Ay = 3y 2y vog v ocy)
nous obtenons:
: n+eé B

¥egso 3)1 > 0  tq.e ¥ x3 € R “ tq. |l x| «~/_u

\f ':1;3‘/‘,, e Ca pe ,')2 o Lo 5y

¥t >o0 } (% ,% ,? ) o+ z (Lo ,ﬁ ,%; s &
dés lors,nous pouvons aifinmmer:

. n+2
| ¥evo : :(/‘(2 > 0 tga \}‘x: € R te. |§.>:‘:H g’/,(z
¥t > o. %i(t,x°,&°,T°)l< E
et ;nt,x“,g-;",o;’)( < €&
En regardant les résultats obtenus pour x, % et 4 i en prenant pourﬂ
- /

' . de | > nous SeYal: g e résultat cspéré. '1
le min. de Moy 02/42 n obtenons bien le résulta péré
Crest=a=dire:
Nous chtenons la stabilité simple pour la solutiorn nulle du systeéme.

b

¥eEvo {f/u>o tqe ¥ xy € Rn+2 tg. I x3 |ic ,_:¥t£R+

I X, 3::,x°,%°,'i)”)“< £

Ko

Conclusion:
I+ 2 -8+ 3+

Comme % _(t) est une solution qui vérifie:

-« la stabilitd simple,clest-a«dire:

n+g
R

———

VE?O ﬁ,ﬁ»l)o tg. 'Vx:G s I

/

o
! x5 1 (/}4

et¥t > o = “xw{t’x:)t

o

de plus,

it
(9

VX" c Rn+2

-+ limex (t,x%) =

t—p+o0

la solutior x (t) vérifie la stabilité a-ymptotigue globale




Cette notion de stabilité est rdaliséde pour une ol
\P continues de R dans R telles que Y(o) = o et
de secteur <Y (o) >0 ; ¥a 4 o.

Nous avens donc pour x, {(t) une notion de stabilitd

soce de fonctions

verifiant la condition

slhsolue.

® 2 X X X % =X =R
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) SYSTEME DE CONTROLE DIRECT AVEC UNE RACINE

e —p——

- -
== i 3 3 R R

-
CARACTERISTIQUE NULLE
Nous allons montrer de quelle maniére ce probléme de contrdle direct
peut se ramener a l'étude d'un probléme de contrdle indirect.Nous partons
d'un systéme de contrbdle direct de la forme suivante:

o B/«
R RS N
Co- (c,y)

ou A admet une racine caractéristique nulle,lcs autres étant toutes
a partie réelle strictement négatives

Il nous faut ramener ce systéme sous la forme d'un systéme de contrdle indi-
rect,c'est-a~dire,sous la forme:

i“

X = AX + b{
=) (I1)

T= (c,x) - pt

~Fi0

ou A est une matrice réguliére constante.

DETAILLONS CETTE TRANSFORMATION:

Nous partons de (I)

. i X - " 7
(’ yi\ %41 %12 * ° ‘Pan }\ [ 1) 22
o ‘l&
f 12 %21 %22 %2n 4{ Y2 s
. /} - } P'\{ (T)

/
I
Yn \\ an'l ®hn //

T = (c1,c2, . o °’Cn)

—

\y /
vy, /

matrice qui admet une racine caractéristique nulle.Nous pouvons,
dés lors,particulariser la forme de la matrice A & 1'aide d'une trapnsformation
réguliére,par exemple,l'écrire sous la forme de JORDAN qui lui est équivalen-—

te.

Nous pouvons toujours permuter l'ordre des équations du systéme de fagon a ce

que la forme de JORDAN admette comme dernier bloc,celui associé a la valeur
propre nulle.

Or,A est une




C'est=a-=dire sous la forme:

.

A est stable car A admet une
De plus,cette transformation

¥a;ds
est la forme de JORDAN

tqge.
ou A'

> 2

9] o

et une seule valeur propre nulle par hypothése.
est possible puisque:

el

A

associdée 3 A.Puisque nous avons le théoréme:

Chaque matrice complexe A est équivalente dans un domaine
complexe(par l'intermédiaire d'une matrice de transformation
complexe P) a la matrice AO diago(Crlc\l),,eo,crs(hs)) ou

.} . sont les racines caractéristiques de A (ainsi que de cha-
qu€ matrice semblable a A) toutes comprises,certaines peu-
vent se répéter.L'ordre de ces blocs C( ) est quelconques

1
1

i

" (cfr. PONTRIAGUINEY
Le systéme (I) est équivalent au systéme suivant:
[ Y, o Y4 b1
: = X ° . + \0(0“ ) .
-1 n-1
? o O o o o o o n
n yn \ bn
k N g = C 9C50e = o cn~1,cn) Y4 \
Y, Rt
yn-%)
Tn
P : /
osons Ts b1 Cl
= e i ° . °
* i b o= § €=
- 1Y
Vot Phe1 \ Cnet
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Le systéme (I) est équivalant au systéme:

d )\' W -
i x = Ax + b¥(7)
Py o= Y er
1 ¥, bn ger)
LT = (S,x) +cy ol A est stable.
n*n

Faisons apparaitre la forme d'un systéme de contrdle indirect.Pour cela,
posons yn = bn; , nous obtenons :

Yp= bng
Or,dans le systéme ci-dessus,nous avons:
Y = b W(I)

Ceci nous permet de conclure:

?i li{]i_?__ Nous obtenons: %{-}— =‘?(Q’)
et le éfstéme (I) équivaut au systéme : { x = Ax + b¥(T)
et T=yiT) (I11)
Lc = (Cyx) =p¢

Si b=o
n

e
e ——r———

le systéme (I) équivaut a : X Ax + D Y (T)

(¢,x)

]

c'est-a=-dire,le systéme de contrdle direct de dimension n (I)
avec une racine caractéristique nulle se réduit a un systéme de
contréle direct de dimension n~-1.

I1 nous reste a voir que le systéme (III) est semblable au systéme (II),
c'est-a-dire,qu'ils sont équivalents au point de vue stabilité absolue.Nous
aurons alors ramené ce systéme de contrdle direct particulier a une forme
équivalente,mais de contrdle indirect.

Voyons tout d'abord si (III) vérifie les conditions de stabilité absolue:

1°) Une condition nécessaire pour avoir la stabilité absolue est que x & o ;
T = o0 soit le seul point critique du systeme (III) c'est-a-dire,la seule
solution du systéme:

j ﬂk -Y(a)p = o
{ '?(0') = 0
or, Y(¥) =0 ssi¥=o0

N ~
Ax = o ssi x = o (A est stable,donc son inverse existe.)
Nous avons donc bien cette condition nécessaire de stabilité absolue.
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2°) Une seconde condition nécessaire de stabilité absolue est que p soit
strictement positif-

REMARQUE: Si p = o ,nous obtenons l'égalité: Cnb = o .Dans le cadre de 1'é=
tude du systéme (III),nous avons l'hypothes bn # o .Donc,l'éga-
1lité ci-dessus implique c, =0 -

Dans ce cas,le. systéme (I) est équivalent au systéme suivant:

X = ik + b Y(T)
o

et de nouveau,nous obtenons un systéme de contrdle direct d'une
dimension inférieure.
Dans la suite,nous supposerons p # O o

Puisque nous avons p # o ,nous pouvons appliquer la transformation suivante
au systeme (III) :

li?: (cyx) - pg

}1 o i

Cette transformation est non singuliére,puisque :?C' p}a# o .Elle transfor-—
me le systéme (III) comme suit:

. o

gX = AxX + b\l.(:‘r)

t%‘fr = (C\,i) il é.

c'est=a~-dire: F 18 .
( X = Ax + b¥(T)
e “% .
) G = (c,Ax) = §¥(T) (IVY
13

p - (&,b)
Puisque la transformation est réguliére,le systéme (IV) obtenu est équivalent
au systéme de départ (I).

Or,le systéme de contr8le direct s'écrit sous la forme générale de la fagon
suivante:

{ x = Ax + b %

)-‘l;=‘+<~v> (a)
PO 9

£<T= (c,x) - g%

Mais,nous pouvons lui donner une représentation équivalente (toujours au
point de vue stabilité absolue) par une transformation réguliére de (x,§ )
vers (y,T) définie comme suit:

= AX + bg
‘5‘7 = (c,x) = ¢F
Ceci nous donnezg y = Ax + % avec %X = Ax + b} =
Lo = (c,%) -gg %=%(¢)
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Nous obtenons le systéme (b) :

s A
| y y + by () (b)
15 = (e =g§ (™) A ob g
Cette transformation effectuée est réguliére ssi; ‘ # o .Puisque par
jct =

hypothése A est stab}e et donc inversible,la condition de régularité peut
s'écrire: ¢ £ ~(c,A "b).

Nous devons encore vérifier la conservation d'un seul point criti-
que & l'origine dans le dernier systéme obtenu(b) engendré par cette derniére
transformation réguliére.(Ceci est requis par la stabilité absolue.)

Montrons que y = 0 ; & = o est le seul point critique de (b) c'est-a-dire,
la seule solution de:
( Ay + b¥W(z) = o

L) = o

Or, ¥(7) = o ssi T =o0

]

Ay = o ssi y = o (puisque A est stable).

Dés lors,si la condition de régularité de la derniére transformation n'est
pas mise en défaut,nous pouvons définir la transfarmation irverse qui nous
permettra de passer du systéme (b) au systéme (a).

Nous avons pu ramener le systéme de départ (I) a la forme (IV) qui est elle=

s

méme équivalente a (b).Dés lors,si la transformation suivante est réguliére:

Xy + b E

]

X
- o

S W

(S,y) =¢¢ ot ¢ =rp = (&,b)
le systéme (IV) qui est équivalent au systéme de départ (I) est équivalent
au systéme: - "
)‘ik = Ay + b}

P = YT

- v ™ &
{Q’:’ (C,AY) - Q=

[
'

qui,lui, est un systéme de contr8le indirect avec une matrice A stable.




ANNEXE A
UN PROBLEME DE PILOTAGE AUTOMATIGUE
D'UN AVION

Nous nous proposons de mettre en évidence des conditions suffisantes pour
assurer la stabilité d'un tel probléme,c'estea~-dire,nous allons étudier dans
quelle mesure un faible écart de la trajectoire réelle provoqué par des per=
turbations permanentes et mesuré par rapport a la trajectoire idéale peut
&tre rendu arbitrairement petit & condition que la perturbation et celle des
conditions initiales scilent suffisamment petites.

Nous avons les équations suivantes qui décrivent ie mouvement d'une coor-
donnée de l'autopilote 3 tout instant corrigé par le centre de contrdles

TZ'\p+U’\{.¢ +k"’+}g = 0
}(:z f*{(q)
T=a¥ + EW + GL‘V -'fll

. < 2 .

out ~. G , T sont les coefficients des termes d'inertie.
-+ E , U sont les coefficients des terme:. discipatifs.
~» &8 , k sont les coefficients des terme: de rappel.

- /A est le contrlle.

Pour le contrdle s ,nous avons le schéma suivant:
4

G giroscope

5 W

giroscope

.€-

at o3 aly
EV G_a '*Y
b ATAA A

g

A

vers le manche de l'avion




m '

Nous pouvons représenter également le mouvement général du systéme par le
. '0)‘

schéma suivant: + -
A

giroscope A___'_\_V_’__@_ﬂz_____ _
giroscope "1’__@ Z: %*- #__ pk
§ i '

- vers 1
balai de l'avion

)4

. ] |

ARAAA AN/ ~ AAAAy

AAAANAAAS 'T"q: -O-U*i'*&w*)* s

L'avion lors de son mouvement subit des perturbations dues au frottement de
1'air,3 la situation extérieure en général (vents,pluies,...),11 est donc
dévié par rapport & sa trajectoire jdéale.Nous avons en tout instant t :

&
T:Q

- trajectoire idéale

N\
\

ou '\F est 1'écart entre la trajectoire réelle et la trajectoire idéale.
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Nous voyons trés bien que si l'avion se situe en 0 =Q, ,le contrdle
/1. doit agir en sens inverse de la perturbation pour ramener la trajectoire
réelle caractérisée parQd =G, en T =T qui caractérise la trajectoire
idéale. Si T = G‘O y le contrdle WM estonul,ceci est trés plausible puis-
que T=< 5 est la caractéristique de la trajectoirc idéale.

Le contrdle ¢ doit,bien sfir,agir en sens inverse de la perturbation
subie par l'avion.Ceci est exprimé par la condition de secteur imposée sur
la fonction ¥ ,en effet,l'écartement enregistré par rapport & la position
idéale se fait dans un sens ou dans l'autre.

Sig Do par hypothése: T\ (3) > o :}‘F(G') Y o

dés lors /1 > o et /—L>o
Si 1l'avion se trouve sur la trajectoire correspondant a U’:G‘i,alors

/l— doit étre positif pour ramener 1l'avion vers ¥= U’O correspondant a
la trajectoire idéale.

Sig £ o par hypothése: CTL*F(G’) > o = \Y (o) & o

dés lorS/,'L<o et p<o
Si 1'avion se trouve sur la trajectoire corrcspondant 3 @ = ( 5 alors
}{ doit &tre négatif pour ramener l'avion vers =0'O correspondant

a la trajectoire idéale.

I1 faut donner une pulsion”judicieuse’ au systéme pour que l'avion
revienne dans la bonne directione

Il est & remarquer que si le contrdle M doit agir en sens inverse
de la perturbation,cette correction ne doit pas s'effectuer trop brusquement
pour éviter les oscillations.Ceci est bien observé dans ce probléme puisque,
dans J ,apparaissent des termes en ’ﬁJ et méme en~y qui contrdlent la vi-
tesse de corrections

Nous allons appliquer la technique de frécuence pour étudier la sta=-
bilité de ce probléme,mais auparavant,nous allons effectuer un changement de
variables pour nous ramener a la forme générale d'un systéme de contrdle au=-
tomatique de type indirect.

2.- o
bl 4 k" =

Yo+ Uy + 1/+/u. o
£*(T)
a'f+ E \:/+ G2 :’./- }&——/L

ou U,k > o

a x
I}

]

)
)L y




Posons: : d\/ ‘.1 - &
A =’T 4 oxemnand S K’.”‘ : = t = R
V=9 & {2 f o iE Ve
U k 1
P33 9= i r=Z3 5=
T T T
1T2 X
i= 3 £(@) = 3= £4(@) ; b,, %—-—
T +1G 2 {r
e - Be = ade@c - (E=nG W
b22 v{‘i‘_' - p, = 2 qaG H P, = (E=pG )\Nr
ons e ; ; B/ S - U, S
Convention: Nous employons la notation suivante: ey —’? N —/7(
d -
- 1 dt 1
—/I A — on—— = e ad =
[1 dt at hd V! /? 2

V ) . ) )
’72=2t‘_d %}’f\ =T 2':2?2' \U’?z\;\ +k’?1 +/u]

en utilisant 1'équation du mouvement et le changement de variables

en V¥ et Y
o 1 K  E
/r :-————-——[U” Yr]_—————’f) -
/2 o2 2¥51 72 (17 2
i 8]
=_,._P_../?2 S_.v’)/ _(-l--z-)i‘ puisque-—-2—=pet -]-c—é-=q
Vr 1 rT dy T
' o i
/\?2 =b22/)22+b21-’.71+n2£ pu:n.squer:;i- et n, = -1
vo4d M i
“c 'dt[“'f.!'l\q?
or/'l = £*() § " £
2u 1 ,
-{T=a"/+E~f/+GY'—-i——}\



(4]
I

R 2,0 L1,
av','"(1+ E\r IY2 + rG 172 - 1(1?)

- 2, - 2 2 1.7 %
qg = La + rG b2'l"”Zl +E_E{;+ rG b22'\‘(22 + [rG n, -"f’l‘jg

==-3 . o B » s &
orlb21 - ; b22_ ve Dy 1
1 I . 2 » 2 - 2 i, ®
[a - q6G ]/71+(E pG ]Vr/)/'z (6" + )¢
s_‘_=p171+pz72' f
2 2 ot
puisque a =~ gG =Py et [E—pG]Vr=p2
2 i lT'2 3
et d'autre part, rG + == 1 en effet Sm— = ]
1 2 2
T +1G
S,
—
-l--2-=r ;T2;éo;1::i+er
ol
2
donc ’l=-ll*+rG
Nous obtenons donc le systéme:
-
(W1=772
' e 0’ %
'22=b21"[ 1 ¥ P72 2
1
- £
T = + &
=PiMq t P22 f
&
{ = {O 1 {3} o
0[ = \Pyyq P22\ M2 R
) €,
1 £ -
g ol _h;:: N - . '__ i
L ¥ = le,®) = K¢ oh @v =(RqeBy) t G = (’?1’?2)

8:1

Ceci correspond bien & un systéme de contrdle indirect de la forme étudiée.




Conditions de stabilité:

(c, ) - gk

dans notre cas = + 1 : cette premiére condition est donc vérifiée.
) H P

1o=— g} o dans @

2.= A doit étre une matrice stable.

1°) |Al £ o0 & b21 # o (réalisé puisque q et r # o)

2°)Calculons les racines de l'équation caractéristique.Elles doi-
vent étre a partie réelle strictement négative.

‘Iz_p ~ Al =

]

p -1 ‘ o
*byy |P*Pa2
=D
plp=b,,) = by, =

——

2
P = Pbyy = Pyy =0

|
¢}

B 2 22 21
p172 2
. .. 2 .
nous calculons le discriminant A = b22 + 4b‘21 en fonction des
données du pmbléme'é
2 4 1 U2
S R

avec r,k > o
nous devons envisager 3 cas suivant le signe de A

a) A ot A , sont complexes conjugués: A <o

c'est—=a=dire: I

D2 2
. U
——-U2-4k Lo k> >
T 47T

nous devons avoir | b,, < o} cecl est vérifié

" U
puisque b = - avec U et r ) o
22 2. =
TV
b) >'1 et >\,, racines confondues: O = o
—— <
c'est-a-dire: 2
U
i
47T
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nous devons également avoir| b ,ceci est réalisé.

22 <O

c)lletk,‘ racines réelles: & > o

c'est—a-dire: U2
k £ —5-
4T
A . ;
] 1<O (),\1+/\2<o<:\ 3b22<o
A <—: Y
7 \
LAy < A, Aoy e (b, <o
21
car b22 = 31 +A2
N\,
ek =b,, = A 172
b22 est strictement negatif ainsi que b21
puisque b21 = - —%—- avec r,k » o
T-r
b22=.—-—g—— avec U 3 o
T Vr

Ces trois cas peuvent étre
nées pratiques du probléme

3.= Il nous reste a vérifier 1la
C'est-a=dire:

d4q) o tqg. Re |
ko(t) = (c,a”leht

envisagés.Il est simple a partir des don=-
de voir dans quel cas on se trouve.

endition de fréquence.

7 v
 (1-15a)G(s) { £ o ol G(s) = ky(s) *3(15)-1 ¥s £ o

b) avecA:(O 1 ); b=(o)
b21 Sy =

3 C =(P1>
P2,

.

Nous avons étudié la forme de ko(—s)

1

~ -1 -
kg (s) = =(c,A "(isI + A) 'b)

Nous devons donc pour satisfaire la condition de fréquance et ainsi
assurer la stabilité,trouver un nombre q > o tel que:

Re i(isq-l)[(c,A"j’(isI + A)_ib) -S(is)—i]gé o MNs £o

Nous pouvons développer cette expression afin de voir comment se rame=—
ner & une simple relation algébrique,puis & un probléme de minimisation.
Calculons A~(isI + A)~1p,

l -1

A" isT + &Y = -1

¥

A—l

is 1
i{b21 P22



A.8

is+ b b o
& 1(151+A) 1b = & b is{b }is)-b ( )
22 21 :-1 is -l
1 =b;, By (bu
by Ppd8=5%<b, 0\ | 5 N\-is
. { [
" Fomns : bzi‘bzz“is))
b. (b..is=s =b, ) k %
21 122 21 !21
b -is
A as1em)™ 2 = ; ( )
bzzis-s —b21 1
= " -b,, =is 4
= (e, A" isTem) ") = (p,,pa)| 22
- 1 b, ls=s =b
22°7 21
-pi(b22+iS)+p2
- 2
bzzis-s --b21
La condition de fréquence s'écrit:
44q 2-0 tq. o s £ o :
z . =p, (b, +is)+p ]
Re i(iSq-i)‘. e 4 1 g (10) 1{§5 . (1)
D, .icwms wb A
22 21
-p, (b, +is)+p j=p.{b, +is)+ ]rb f-:+(sgb )]
1' 222 p 1~P3'055 Pol | ®ppis 21
) e - 2 ) :
(bzziS) (s + 21) bzzs (s+b21)

(1) & Jaz o ta¥ssfo

-1 2 2 2 2 2
Sq{Pyby,5=PyPy, s+p, (5740, )1 +p by, (574b, )ep (87 4Dy )= b, 8

: - g &o

=D ﬁsz-(sz+b )

22 21

nous avons un probleme algébrique du type:

volr si1 J g 30 tq. 53-&‘-:-1-9—- ~qll £o s ko




Nous pouvons ramener ce probléme a un simple probléme de minimisation
d'une fonction rationnelle réelle a une seule variable s .
Puisque c'est équivalent a voir si:

B
3(‘{}0 tg. g S oh Ms # o
c'est-a-dire,finalement,nous devons vérifier s'il existe un réel q > o
tel que pour tout s # o

2

2
(s +b )—p (s +b21)—p1b225

P4Py) 21
g (—b 5 ~(s +b ) )—v‘

qa £

2
|P4P 22“ =P,by,5+p, (874D, )]

I1 suffit pour voir si il existe oui ou non un nombre réel q 2 o satis=-
faisant cette relation,d'évaluer le minimum de la fonction rationnelle
réelle en s du membre de droite de 1'inégalité.Si celui-ci est non négae
tif,nous pouvons satisfaire la condition de stabilité sinon la condition
de fréquence est en défaut.

¥ X x x X X x x




ANNEXE B

UN PROBLEME DE REACTEURS NUCLEAIRES

La théorie établie par V.M.POPOV a propos des systémes de contrdle au-
tomatique peut &tre aussi appliquée a des problémes extérieurs a cette classe
de systémes.

L'application suivante,tirée de la théorie de la puissance des réacteurs
nucléaires a été traitée par SMETS dans son ouvrage:" Stability in the large
of heterogeneous power reactors'".

- Soit le scalaire ? ,la densité moyenne d'un neutron d'un réacteur nu-
cléaire.
La densité/? du neutron satisfait une équation:

= k
ou k,la réactivité,est une fonction de 1'état du réacteur.

~Nous pouvons supposer que la réactivité k est une fonction linéaire de
’2 et des températures Y a¥osoees¥ des diverses composantes du réac-
teur.
Par exemple,y., Y., cosyd peuvent &tre les températures du fuel,des
agents de refroidissement,...
De fagon spécifique:

k = ko+ (c,y) = S’? ou -}bg sont des scalaires
- A =(Y19Y29°°°’yn)
-5i nous supposons que la chaleur transférée provient d'une conduction,

nous pouvons appliquer la loi de réfrigération de NEWTON;nous troue
vons que y doit satisfaire 1l'équation:

y = Ay = bm ou —A est une matrice réguliére
de dimension n X no
-b,c sont des vecteurs de di-
mension n
-4? est un scalaire.

Nous obtenons donc le systéme suivant:

o

Y = Ay = big

7 - kg

Mettons en évidence les points critiques du systéme:

Si (y,'Z) est un point critique du systéme,alors nous avons:

(a7 - 17
L k s

De la premiére équation du systéme,nous tirons: y = A-1b17

o > gAy - b@v: o
o 1(ko+(c,y) -g-?)?= o




Nous obtenons le systéme: Ay = b '? = 0O

Y+ (e, —@pip=o

Si (c,A-ib)-g;é 0, nous avons deux points critiques-
-{ y,=©
{?f °
_{?2 = (@ = (c,A” b))k
-1

C'est=a~dire:

£
T2
Remarque:Nous savons que % est un scalaire désignant la densité moyenne d'un
neutron d'un réacteur nucléaire.Ce scalaire est donc positif.Dés lors,une se=

conde condition d'existence du deuxiéme point critique (yzgﬁza) est que 72 soit
positif.

(S‘-(C,A-lb) y=1 k

A-ib(g—(c,A-ib) y=2 k

Le point (y ,? ) correspond a l'état du réacteur lorsqu'il est au repos,
c'est-a-dire lorsque Celui-ci est coupé.

Le point (y,,%.) correspond a 1'état continu d'un point représentatif
(y ,%) quand le réacteur est en marche.C'est-a=-dire il correspond a 1lt'état du
réacteur maintenu a une température plus ou moins constante.

Nous voudrions que le point critique (y ,7) soit asymptotiquement sta=-
ik 2°(2
ble pour tout y et pour tout /2 positif.
Soit '72 # o , nous allons faire un changement de variables de fagon & amener
b‘ 3 ~ ' . .
le p01nt(y2,72) a l'origineo

-1 -1,,-1
X = y-y2 = X =y = A b(g -(c,A 7))

1

*] A O=mtg- (c,a™p ™

Etudions la transformation du systéme:

k
o

O

o

-~y = Ay —bf? oxr, x = Yy
y X + Y,
’? +«+ O +f?2
Nous obtenons: x = A(x+y2) - b(6+/?2)
- /2 = é or, 7)2 = k/?

Nous obtenons: @ = k(9+/?2)

]




-k =k_+ (c,y) =K%

o
=k _+ (c,x+y,) -g(Qw

° & - -1
= I, ¥ (c,x) + (c A b((‘— (c,A b))~ o)..gg_ 3(5’ w(c,A” b))
=k ,Q.A‘.I. +g_(c,A b) —__}L;-(C,A b) Y+ (Cyx) = (d

=(c,x)= (&

puisque [(c, A~ lpy - g1 I.g- (c A-ib)]-i = =1 .(Pour le vérifier,il
suffit de considérer 1° équation: Ayz—b /2 = 0o et les valeurs cri=-
tiques y, et ',’2)

Nous obtenons alors le systéme:
g- x = Ax=bf3 puisque Ay,=b ")(-2 =0

o = k(v’:ﬁ+"?2) |
( k = (c,x) - _\E)

Py

N 3 Lo s
oué-+ o= / 20

Posons T = 1ln l(e +y ) /:;2_']

(L'argument du logarithme est bien positif puisque Vs et '72 sont tous deux
positifs)

Exprimons & en fonction de T :

O+ 9 A .
A ¢ T8 = e = Q=% (e ~1)

Nous obtenons le systéme:
%= (8 =)
{ ,,,2 H e L
e =
{. ZZ ¢ (;2

Clest=a=dire:
-i=Ax—b?2 (eq-'l)
% F = (cyx) = §p,te= 1)

Nous pouvons poser W (7) = '/2 (e"-‘l) , hous obtenons:
Si = AX = b\f-‘(?')
Lo = (cyx) = (Y(m)

Il est a remarquer que *“ est une fonction continue de R dans R puisque la
fonction Vi -1) est continue de R dans R.
Elle ver1f§e°-~(3(o) = o puisque Y/(o) =‘22(1-1) = 0

(a)




B.4

-la condition de secteur: TY(7T) >0 ; 50‘ T # o

’/2 > o par hypotheése
TY@) o &> -1) > o

- s
siTDo = e'>1 =Jd(e -1)> o0
siTgo = e‘T(_l 20F(e"~1)D o

Nous obtenons donc un systéme qui se raméne & un systéme de contrdle gnidrecct
mais sous la forme standard (a).

D'autre part,nous avons étudié(Chapitre 2 § 4) la correspondance entre la
forme standard du systéme de contrdle fn'ircect (a). enx(x,¥) ct la-formc-en

(x, £ ) suivante:

Ax -'\?(:r) b

b a = (c,Ax) -QWY(m)
1', C =8+ (C‘l’b)

Ko
1}

)

P

k)
C'est=a-dire la transformation suivante:

% = ax -¥W(T)p X = Ax = (T b
f - ) S A T
T = (C‘l’X) -3 % X = X \\\=ff+ (ci,b)

G"=(c1,x) -& 2
Cette transformation est non singuliére si & # o.
Adaptons cette transformation a ce cas présent:
Recherchons la valeur de ¥ :
5’ S—(cl,b) ol ¢, = cA
.

x = {=(cA”",b)

-1

]

Il nous faut % # o, or,cette condition est imposée plus haut pour ase
surer l'existence du second point critique (yz,’-?z).,

Nous pouvons dés lors écrire (a) sous la forme suivante:

( X = Ax = bW ()

Lt =9ea)
|

[ -1 _1
V@ = (cA”,x) =-&% o X ={-(cA”"b)

Mais,ce systéme ne correspond pas encore exactement a la forme du systéme de
cdontrdlc-ingirect traité par V.M.POPUV dans la techrnique de fréquence.Pour
nous y ramener,nous faisons un nouveau changement de variables: x = z - bg
(Cette transformation est réguliére sinon nous aurions z ={= o).




Le nouveau systéme s'écrit:

z = b = A(z - b§ )y = bW¥W(a)

¢
't=\9(cr)

T = (cA™Y, (z=bf)) -¥%

&
z = Az = Ab
& é =\ () |
= (cA_i,z) —S? oﬁg= (cA-/l,b) + 05

Nous obtenons bien un systéme se présentant comme un systéme de contrdle in-
direct général du type:

/' X = Ax + b ? ou: = 2
o
= Q) A=
T= {ex) - ¢} Po = TP
c = chA
g = (Cn_l,b) + 8

Nous pouvons appliquer a ce systéme la technique de fréquence.Ceci montre
clairement le fait que la technique de fréquence établie par V.M.POPOV ne se
limite pas uniquement & 1'étude de problémes de contrdle automatique puisque
ici,elle s'applique a un probléme physique 1ié a la puissance des réacteurs
nucléaires.




ANNEXE C

DEMONSTRATION DU LEMME DE BARBALAT

LEMME:

T F Soit f une fonction positive,intégrable et uniformément
continue sur R*
alors, f(t) = o quand t — oG

Démonstration:

Procédons par 1l'absurde.
Supposons f(t) -4 o quand t — O

= 3 {tng avec tn~ow et telle que f(tn)v>o(>o : 3\‘"\)’l

~Nous savons que f est uniformément continue.
&>
¥edo ;Apyo ta- Vit -t 1s =€) - £e)| < ¥my1
K
Posons & = —= ; nous obtenons:

; (e 9
[£(8) = £t )] (—2- ; “v‘ -t 1< @

J£Ce )l = | £(£)) & | £(£) = £(t )] puisque £(t) > o; ¥t

D 1 IR - B PO

> £(t) > - 3% + f(tn) en utilisant toujours le ca-
ractére positif de f(t)

¥t € r'
v 4
£(t) D -
En résumé,pour un & fixé égal

3@;0 tq. V‘(t-tn)l <

X

- NnNous avons:

° o

\:7 f(t))-—Z' - Vfﬂ)‘l

—Sans perdre de généralité,nous pouvons supposer que les intervalles
(tn-g,tn+ Jne se chevauchent pas.Nous obtenons alors :
AOQ

N ‘tmjw5 N
(t)dt 2 Z—- £(t)dt) r 2 23 = N3 . V'N S 1
f(t)at 2 =1 I 7 n=1 5 <\ \ H >
o Lo

Ceci contredit le caraé%é}e intégrable de f sur R
L'hypothése de 1l'absurde n'est donc pas acceptable,f s'annule donc
si t tend vers 1'infini.




ANNEXE D
EXISTENCE D'UNE SOLUTION POUR UN SYSTEME
DE CONTROLE AUTOMATIQUE AVEC RETARDEMENT

THEOREME D'EXISTENCE:

e

Considérons un systéme (I) de la forme:
x(t) = f(t,x(t),x(t=h)) ol h> o

Supposons que f soit continue dans tous ses arguments,
alors,ce systéme admet au moins une solution que nous
construisons pas a pas.

Demonstration:

Etant donnée une fonction \Po(t) continue sur [to_h’ta} nous formons
le systéme:

x(t) = f(t,x(t),‘Po(t-h)) t€tgt +h

— —~—

Considérons une solution de ce systéme déterminde par la condition
initiale x(t ) = ‘Wt )
o o

Soit%ﬁlﬁﬂ la solution,elle existe en vertu des hypothéses de continuité.

Si cette solution est définie sur le segment Lt t +h] ynous formons le
nouveau systéme:

x(t) = £(t,x(t) \{-’ (t=h) t+h<t€t + 2n

et nous considérons une solution de ce sys téme déterminée par la condi-
tion initiale x(to+h) ﬂ)l(to*h)

Soit‘?z(t) cette solution,elle existe toujours en vertu des hypothéses

de continuité.

En général,supposons que \f K 1(t) soit définie sur l'intervalle

[‘t0+(k-2)h,to+(k—1)h]

Nous formons le systéme:

x(t) = f(t,x(t),"{‘\’k_i(t-h))

avec to+(k-’l)h é t £ to+ kh



Nous considérons de nouveau une solution de ce systéme avec:

x(t +(k=1)h) =\ __(t_+(k=1)h)

Nous la notons ka(t)

Une solution du systéme (I), x(t),définie par la valeur initialeq)o(t)
sera donnée par les relations:

x(t) =\Pk<t) ¥te [to+(k—1)h,to+kh]

avec k = 0,1,2,000

Cette fonction x(t) est continue.De plus,par construction,elle est dif-
férentiable dans les points intérieurs des intervalles [to+(k+1)h,to+kﬁ‘;

k 21 et admet une dérivée continue aux points £_+kh; k2 1

(Au point to,seule,la dérivée a droite existe).

I1 est & remarquer que si f(t,x,y) vérifie la condition de LIPSCHITZ par rap-
port a x,quel que soit y,alors,il existe une solution simple qui coincide
avec 4)Oen [to-h,ta]parce que les fonctions %;k(t) sont déterminées de fagon

unique et chaque solution coincide avec \Fk(t) dans E to+(k-1)h,to+kh].
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