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INTRODUCTION 

Depuis l'essor de no tre société industrielle,mais plus encore au cours 
de ces dernières années, l es servomécanismes et les syst ,,mes de contrôle de 
tout type ont acquis une l.mportance énorme.Aussi, pl usi.eurs mathématiciens se 
sont attachés à l'étude d e la stabilité au niveau de tel s systèmes,parmi les
quels:MINORSKI (U.S.A.-Recherche de contrôle de dérivdtion de navires effec
tuée pour la U.S.Navy),AIZERMAN,LURYE(U.R.S.S.)etc ... 

Le première démarche fut d'adapter la théorie géné rale de la stabilité 
introduite par LIAPOUNOV, 1 ces systèmes particuliers.Nous savons,pour nous y 
être attardés,que la stabil ité vue par LIAPOUNOV eo t dêc rite comme suit: 

Considérons un système d'équations différentielles 

dx dt a f(t,x) (1) 

où:-- f:[t ,+ ::>o L x B - --1• Rest continue et l ocalement Lipschitz ien
ne par rapport au deuxième argument. (Ceci assure l'existence 
locale ties solutions~ 

Best une boule ouverte de Rn et ,:;ppartient à R. 

De plus,nous supposons f(t ,o) e o ; f t ~ ~ .C'est-à-dire que le syst~me (1) 
admet la solution triviale .Nous désignons par x(.,t 0 , x 0

) la solution du sys
t~me (1 ) de conditions i nitiales t 0 et x 0

• 

-Nous dirons que la solution triviale de (1) e st s table, 
si :i.Jt > o; .1d(c.,t 0

) ·,- o tel que si \lx 0 l\ <S alors Hx(t,t 0 ,x 0 )\\ <f; Vt ,~ t• 

-La stabilité es t dite uniforme si J peut être choi:::i indépendamment de t 0
• 

- Nous dirons que la so lu tion triviale de(1) est asymptotiquement stable 
. si e lle est stôble et 
• si pour tout t" ); o , i l existe ~( t 0

) > o tel (Jt:'" si l\x 0 \l<'~t 0

) 

alors : l i~ . x(t,t 0 ,x• ) a o 
t -··+ 'v 

-La solution trlviale de (1} sera dite uniformém ent asymptotiquement stable 
si ! c5 '> o tel que lim. x(t,t 0 ,x 0

) = o uniforn &r,:,~nt par rapport à t 0 et 
0 

x 0 
( t 0 

-,. t' et \\ X 0 j!<S ~ 
0 

t _,. + ,,'<. 

-La s tabilité a s ympto i..ique un iforme est dite glo bal,~ si f> > o peut être 
0 

pris arbitraire. 

on sait que si le syst~rae est s tationnaire,la stabil !t~ simple et la stabilit~ 
a symptotique sont unifo n:1es . 
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Les deux théorème s suivants nou s pemettaient d 1 ét:~.r:-lir un critère de stabi
lité pour l'origine d u s ystème. 

THEOREME I 
m=r.c:•a:itD:::S:c=: 

Si il existe une fonction V(ttx ) : 
-définie pour tout t ~ 1:1 et [I x \\ < 
-continue 
-satisfaisant les propriétés s uivantes: 

a) b(\xL ) ~ V{t, x) ':: a( 1x1) où-a(r}tb(r) sont continues 
-a( r) ,b( r) sont :nonotones décroissantes 
-a(o)=o=b(o) 

b) lim.sup. V l t+h 1x{t+hj to 1x~)\ - Vl t,x(t.zta , ~-~-c( lx(t,t•,x•)I) 

h -ë •O 
+ 

où-c(r) e s t continue 
-c ( r) est monotone déc roi ::.;:..; ante 
-c(o) = o 

Alors,la solution x . o e st asymptotiquement 1.mi:fo r.nément stable. 

THEOREME Il 
=::::::::L ;:;: a~ ::.= === 

Si J.a solution trivia le d'un système est uniform ément asymptotiquement 
stable , 
Alors,il exi.ste une fo nction V(t,x) qui a toutes les propriétés a,b 
du théorème I 

EN CONCLUSION:La solut io n d'un s ys tème est asymptotiquement stable 
s si 

il exist a.: une fonction de LIAPOUNOV V ( t ,x) satisfaisant 
les propriétés a,b,c précitées . 

Cette théor.ie est appréciable vu sa géné ralité~Mais,aucun théo
rème n 1 exprime clairement une méthode effective pennettant d'établir la 
fonction de LIAPOUNOV adéquate à chaque situation 0Quelques modèles sont 
cependant élaboréstmai.s , c eux-ci ne permettent pas toujours d'éboutir,et 
dan~ c e cas, le problè n-, 12 reste en s us pens.c'es t po u r quoi , beaucoup d • efforts 
ont J té consacr~s,depuis une vingtaine d 1 années,à g~néraliser les condi
tions suffisantes de stabilité et stabilité asympto tique des théorèmes 
originaux de LIAPOUNOV . 

Récemment, un Roumain,Ingénieur et Mathématicien appliqué, 
V.M.POPOV,inspiré peut-être par les méthodes classiq ues de transformation 
de LAPLACE de l'analyse linéaire,les a utilisées s ur les transformées de 
FOURIER en vue de réso ud re des problèmes physiques de classes bien définies, 
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tels les systèmes de controleoCette nouvelle méthode est appelée TECHNIQUE DE 
FREQUENCEo(La première publication de VoMoPOPOV dans laquelle il aP,plique la 
technique de fréquence en vue d'établir la stabilité des systèmes feed-back 
non linéaires parut en 1959). 

V.M. POPOV s'est tout d'abord attaché à traiter des problèmes impor
tants dans l'étude des classes de différents systèmes physiques telles que la 
détermination de conditions sous lesquelles le s~stème est stable d'un point 
de vue global.C'est à dire, pour un système particulier,déterminer des condi• 
tions suffisantes pour que la solution x(t) du système considéré soit, asymp-
totiquement globalement stable. 

En particulier,POPOV s'est intéressé à l'étude de la stabilité des 
systèmes de contrôle automatique à partir des systèmes d'équations différenti
elles ordinaires qui les déterminent aPlus tard,cette étude changea de cadre 
pour se ramener à l'étude de la stabilité de tels systèmes à partir d'une 
équation intégrale de convol ution non linéaire de noyau intégrable ou non, 
appelée également équation de VOLTERRA (VOLTERRA qui ,vers 1896,construisit une 
théorie des équations intégrales en vue de réduire la recherche de la solu• 
tion à un problème d'évaluation d'inverses de certains opérateurs intégraux). 
C'esb-à--dire,dans le domaine de la stabilité,traiter des équations intégrales 
de convolution non linéai res.C'est cette étude qui est reprise par le mathé
maticien Roumain,C.CORDUNEANU,dans son livre& ''.Frequency Techniques and Stabi
lity" .. 

Comme les opérateurs VOLTERRA sont adéquats pour décrire les systèmes 
dynamiques,les équations du type VOLTERRA ont provoqué lors de ces vingt der
nière s années,des recherches plus passionnées.En particulier,celles de V.M. 
POPOV qui,dans ce cadre,ont abouti à des résultats d'application directe dans 
dans diverses classes de systèmes physiques.Par exernple ,le problème de la sta
bili.té de la solution de systèmes de contrôle automatique direct ou indirect, 
de .systèmes entachés d'un retard ou encore de résultats relatifs à la théorie 
du dynamisme des réacteurs nucléaires. 

Dans le cadre de cette étude,la technique mise au point par VoM.POPOV 
comprend en fait deux gr,mds avantages,car non seulement,elle généralise tout 
résultat obtenu par l'existence des fonctions de LIAPOUNOV.En effet;HALANAY 
prouve dans son livre:"Differential Equations:Stability,Oscillations,Tirne lags" 
que: 

Si il exlste une fonction V de LIAPOUNOV de la forme particulière asso
ciée aux systèmes de contrôle soit: 

V-. (Hx,x) - 2(:l): f(<I )dd- où H< O; ~") 0 

assurant la stabilit€ absolue du système de contrôle,alors,la condition 
de fréquence du théo rème int1-oduit par POPOV en technique de fréquence 
est vérifiéeo 

Mais,de plus,cette technique nous donne une condition de stabilité absolue as
sez simple qui se ramène à un problème de minimisation d'une fonction ration
nelle réelle en une seule variableoCeci est bien plus aisé à interpréter que 
la condition obtenue à partir des fonctions de LIAPOUNOV qui nécessite la 
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détermination d'une matrice entièreo 

Cette nouvelle théorie contentera le mathématicien puriste qui pourra 
réaliser comment les concepts et résultats tels les espaces de BANACH,de FRE
CHET et les théorèmes du point fixe peuvent être utilisés pour atteindre des 
résultats pratiques autant que l'ingénieur qui y trouvcra,dans le cadre de 
ses recherches,les outils qui le conduiront aisément à des solutions pratiques. 

A présent,nous allons explic i ter ce que nous entendons par système de 
contrôleoUn système de cont rôle cons i ste en un objet à contrôler par l'inter
médiaire d'un appareillage bien spécifiqueoLe but de cet appareillage est de 
maintenir l'objet contrôlable dans une trajectoire déterminée.Le processus de 
contrèi'le consiste à corrige r la trajectoire réellement s uivie par l'objet à 
partir de l'écart enregistré vis-à-v i s de la trajectoi re déterminée initiale
ment,appelée trajectoire idéaleo 

Le mouvement du système de contrôle considéré en tant que tel est dé
crit par un système d'équations différentielles ordinaires:i = X(t,x).En fait, 

il se peut que des équations aux déri vées partielles,ou des équations intégro
différentielles ou encore avec retardement apparaissent. Nous allons considérer 
des systèmes dont le mouvement est décrit par des équat i ons différentielles 
ordinaires:les systèmes d e contrôle direct ou indirect .Le système de contrôle 
direct est associé à un système d'équations différentie lles du type suivant: 

Ç x = Ax + b~ (et) 

lc:t· = (c,x) 
tandis que celui du _contrôl e indirect,se présente comme suit: 

Ax + b t 
'V<~) 
(c,x) -st 

où- A est une matrice constante de dimension n x n 
n 

b,c sont des vecteurs constants d e R 
x est une fonction vectorielle: R+ _ _..,. RD 

• S est un scalaire t ~x(t) 

Le paramètre d'· est introduit comme une étape intermédiaireoLa fonction 
scalaire~(<;t) est la caractéristique du mécanisme .C'est une fonction non li
néaire qui appartient à une clas se détenninée par l es conditions: 

~(o)_ = o 

&'f)C d-) > o 

Nous remarquons que la non-l i néarité est introduite dans ces équations 
uniquement par la présence de la fonction 'f {<T) souvent déterminée expérimen
talement. 

Récemment,le besoin d'élargi r la classe des systèmes considérés,de 
même que l'introduction de nouveaux appareillages de contrôle se sont sans 
cesse accrus .Ceci a permi s la détermi nation de plusieurs fonctions 'f . ( cr.) pre
nant en considération les non-linéarités réelles dans les équations Jde ]l'ob
jet à contrôler,du système de contrôle ou dans l'expression des fonctions Q'j 



5 

qui caractérisent les inte ractions e ntre l'appare illage de contrôle et l'objet 
à contrôleroTous les résultats obtenus en ce sens son t trés couteux et diffi
ciles à caractériseroils n e transparaissent qu'au travers de propriétés bien 
spécifiques des~j (d'-j) qui sont d'une part la condit ion de secteur et d'autre 
part,leur caractere nul Gn et.= Oo 

J 
Soit x(t) = x 0 (t) le mouvement idéal que nous voulons imposer à l'ob-

jetoLes déviations du système par rapport à ce mouve ment peuvent être provo
quées par de brusques perturbations qui sont exprimées par des modifications 
des conditions initiales ou par l'apparition de perturbations permanenteso 
Pratiquement,il est impos s ible de faire suivre exactement à l'objet sa trajec
toire idéale,tout au plus,le mouvement réel du système sera maintenu à proxi
mité de c e mouvement idéal o 

Donc,nous voyons que le problème consiste à a ssurer la stabilité du 
mouvement x(t) = x 0 (t) en r e spect ave c n'importe que lle s déviations des condi
tions initiales et perturbations permanentesoC•est-à-d i re,une solution de ce 
système sera dite stable pour des perturbations permane ntes si sa perturbation 
peut être rendue arbitrairement petite à condition que la perturbation perma
nente et celle des conditions initiales soient, e lles a ussi rendues suffisam
ment petitesoCette notion de stabilité est atteinte s i la solution vérifie la 
stabilité absolueo Elle va nous permettre de reconnaître les circonstances 
dans lesquelles de petites variations des conditions i nitiales n'introduiront 
que de petites variations dans la suite du phénomène c onsidéréoil est à remar
quer qu'un simple changeme nt de variable permet de ramener l'étude de la sta
bilité de la solution x 0 (t) à l'étude de la stabilité de la solution nulle du 
systèmeoCe ci permet de simplifier l'étude mathématique o 

Dé s lors,pour les s ~stèmes d e contrôle,le probl è me de stabilité est 
formulé comme suit:"Nous d evons formuler des conditions relatives aux coeffi
cients qui apparaissent dans le système de telle façon que la solution trivi
ale du système soit asymptotiquement globalement stabl e pour une fonction~ 
arbitraire d'une classe p a rticulière (cr-~(~)) o -V-<:t /: o; '-.\) (o) = o )oSi 
la solution triviale de c e système est asymptotiquement globalement stable 
pour n'importe quelle fon c tionlf) de la classe considé r ée ,nous disons que l e 
système est absolument stable " o 

Nous supposerons que l'objet à contrôler est dé terminé par n coordon
nées généralisées x 1 ,x2 , o•o ,xn e t l'appareillage d e co ntrôle par une seule 
coordonnée f où ~ = ~ ( ~) dans le cadre du contrôl e direct et f = 'f ( d-) 
dans celui du contôle indi rectoDonc,la différence entre le contrôle direct et 
indirect réside dans le fait que l'opérateur de feed-b ack, 'f> ( d--), est direct 
dans l e premier cas et indirect - au travers d'une dérivée - dans le second 
caso 

Il est à remarquer que: si~ ( ô-) est identiquement nulle ,nous obtenons 
pour l'obj e t à contrôl e r un mouvement libre ne subis s ant aucune intervention 
de la part du centre de contrôle .. 

Remarque: En stabilité,nous avons étudié dans le cadre des systèmes linéaires 
le théorème de LIAPOUNOV s uivant: 



11La solution trivial e du système Jt = AX est: 
1°-asymptotiquement stabl e si toutes l es r acines du système sont 

à partie réell e strictement négativeo 
2°-instable si une seule des racines caracté ristiques au moins 

est à partie réelle strictement positivec 
3°-si les parties réelles de certaines racines caractéristiques 

sont nulles, nous avons suivant les cas,soit la stabilité sim
ple de 1 1 origine ou son instabilitéa" 

6 

Dés lors,l'adjonction d'une fonctio non linéaire à cc s~stème va introduire 
des conditions similaire s pour ce t héorème,mais,à caractère localaDans les 
premier et s e cond ·points,la stabilité ou l'instabili té sera localement vraie 
c'est-à-dire vérifiée au voisinage de la solution trivialeaQuant au troisième 
point,c•est la fonction non linéaire qui s e ra déterminanteaEn effet,dans ce 
cas,la stabilité ou l'instabilité du système dépendra des termes non linéaireso 

Nous étudions la technique de fréque nce dans le cadre des équations 
intégrales de convolution non linéaires aus s i,se rait-il intéressant de voir 
comment l es équations du sys tème de contrôle dire ct ou indirect se réduise nt 
à des équations intégrales de convolution non linéai res à noyau intégrable ou 
nona(Cette étude nous suggè rera les conditions à imposer pour obtenir de bons 
résultats pour les applications o) 

Tout d'abord,considérons une équation intégrale non linéaire de convo-
lution: t 

'1(t) = h(t) + ~ k(t-s) f ( et· (s)) ds t E. R+ 

Q 

où & ,h,k, ~ sont des fonctions scalaires a 
Nous pouvons l'interpréter comme une e xpression qui décrit un système de feed
back conte nant une partie linéaire dont l'équation entrée-sortie est: 

~( t) = h ( t) + ~: k ( t-s ) u ( s ) ds t € R + 

e t un élément non linéaire dont l'équation entrée-sortie es t 

u(t) = f<-d'"{t)) 

Ce système constitue donc une boucle fermée dont une interprétation possible 
serait: 

- ~ (t) 
h(t) 

le signal de départ 
le signal à l'arrivée dépendant évidemment de façon directe 
des conditions initia les du système a 

k(t) la vibration dus à la partie linéaireo 
- f ( <.t ( t)) : la partie non linéaire du systèm E: qui caractérise princi

palement les conditions d'émission du signal et de sa propa
gation c 
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Io-Le sys tème d'équation s corre s pondant à un problème de contrôle direct 
est: 

où- A e s t une mat r ice constante d e dimension n x n 
n 

b,c s ont des vecte urs cons tant s d e R 
- 'fi r e p rés e nte l e contrôle,c' est une fonction scalaire 

continueo fit" i.f>( c.t- ) > o 'f <t' /: o i \P(o) =no 
- x es t une fonc tion ~ectorie ll e d e R dans R 

Or,pour un système d'équations diffé r entie lles: x = f ( t ,x) nous avons: 
Théorème d'existence (P EANO) 

( n +1 , , 
Si f e st continue d a n s un domaine D ouve rt d e R tel que un ele-
ment de D s'écrive comme (t,x)) elors ,pour t out (t 0 ,x 0

) E D,il 
e x iste au moins u ne solution d e x(t) = f(t, x(t)) pass ant par(t 0 ,x 0

) 

Dés lors,la continuité d e f as s ure l'existence des sol utions ( au moins loca
lement a u voisinage de c haque point )o Si nous voulon s avoir également l'unici
té,il nou s suffit d e demande r que '-P soit local ement lipschitzienneoMais nous 
n'allons pas d emande r cett e conditio n puisque la t echn i que fréquentiell e per
met d'obte nir la stabili t é s ans faire appel à la propriété d'unicitéo 

Déte rminons la forme d e la solution de c e système d'équatio n s o 

1°) Solution du s y stème homo gène : x = Ax 
•• - - -----•--•-• - -- -- -• M •- - - -- - - - --• 

. • A(t-t 0
) 

La matrice X(t ) = e est une mat rice fondamentale et prin-
cipale du sys tème ,c' e st-à-dire X(t 0

) = I o 
Nous pre nons t 0 à l'origine du t emps t oLa solution s'écit: r• x(t) a x oeAt 1 

2 °) Solution du système comp l e t non homogène : :x: = Ax + b '{' ( <:t ) 

Or, 

Ell e est obte nue par la méthode d e variation . des constantes ou 
par l' àppl ic a t f on de la formul è d e · LAGRANGE puisque A e st une ma..,.-· 
trice constan t e o 

x(t) 
At 

= e x 0 + 

et'= (c,x) 

~ \: e A ( t-s ) b ~ ( et ( s) ) d s ) f.t'(t) 
At 

= (c, e x 0 + 
0 , t: 

d- ( t) 
At 

~ A(t-s) f ds) = (c, c x 0
) + (c, e b (& ( s )) 

1.: 0 

à"(t) 
At ) ( C ' e A ( t-s) b) '-\l( &( s )) f te_R+ = (c, e x 0

) + ds 
0 
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Ceci est bien l a représentation sous form e d'équation intégrale de 
convolution non linéaire du système de contrôle direct: 

, t 
1 Û1.) 

çr-(t) = h(t ) + ) k(t-s) T ( <:t (s)) ds 
0 

où h(t) 

k(t) 

At = (c,e x 0
) 

At 
= (c, e b) 

L'équation intégrale es t donc une conséquence du système d'équations 
différentielles oSi x est solution du s ystème ,alors, Q'= (c,x) est 
solution de l'équation intég ral eo Mais,nous ve r rons que du point de 
vue de la stabilité,il y a équival e nce.Se ramener à l'étude de la sta
bilité à partir de l'équation intégral e comporte un intérêt particu
lier:1)ce rtains problèmes apparaissent directement sous cette forme 
du point d e vue mathématique et lffi systèmffi différentieJs s'y ramènent 
assez facil e ment 2)les équations intégrales sont en général, " moins 
méchantes que l es systèmes diffé r entiels " 3)ceci nous permet de rem
p lace r un système d'équations par une seul e équation. 

Remorque : 
Si A es t une matrice stable,les fo c tions h e t k décroissent de façon exponen-
tiell e à l'infini . At 
En effet , si A est stable, celà impl ique : He ij ~ k

1
e -k 0 t où k

0 
> o 

-\\ h ( t) \\ ~ lie 11 \l eAt \ l IJ x 0 l\ 

< \\ C \\ 11 x
0 li -kt 

où ) \ C \ \ k1 \1 ,0°\I r:: Ç ' k1 e o 

-\lk(t)l\ ./ li C \I Il eAt ll \\ b \\-~ 

Il b \ l 
-kt 

où \\ C \\ k1 \lb Il=¼ / ne \ 1 k1 e o 

~ 

II.-Un sistème d e contrôl e indirect e st décrit par les ég_uations suivante s: 

\ ; = Ax + b t ( 1) 

= '\1 ( !'.j ) (2) 
\ 
l. d- = (c,x) s ~-( 3) 

où - Q, est un scalaire .. 
- A,b, c,x, ont mêm e fonction que dan s l e contrôle direct 

Reche rchons la solution de. c e système e t l'équation intégrale de convolution 
non linéa ire qui lui correspond: 

1 °)Solution du système homogène (1) et (2) 
- • - - --•- - ·--•-w••-- -

At 0 

Ax x 0 e \ X = ~ X = . 
~ e c ~ = 0 ·=S> = 't 0 
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2°)Appliquons la fonnule de LAGRANGE pour transforme r l e système dif
férentiel en u rieeqüàîlon integra.1--e:- - ---··-·· - ------· ··-··· -··-----·=- ·-· 

. c 
At 1. A(t-s) >,: 

x ( t) = x O e + \ e b t ( s ) ds 
, t . :.> 

~ i \ 
t<t) = 1:; 0 + \'t ( (t ( s )) d s .,, 

0 

Or, -::et = (c,x) - \ ~ ,ceci implique: 
. \: 

T (t) 
At (t A (t-s ) ç 

= (c,e x 0 + .~ e b t ( s ) ds) - S ( ~ 0 + \~ ( '1- ( s) ) ds) 
( j 

Tâchons d'élimine r la f onction 
suivan t e par parties: 

inconnue 
0 

Ë en intégrant l'intégrale 

, t . t 
At\ -As i \eA (t-s)b t (s) d s = 

;_, 

e Je b t ( s) ds 
0 t 

.. s=t , • ·• 
At~ -1 -As c:. J \ -1 -As ,; l. 

= e 1-A e b t (s) · s== J,A e bt(s)ds5 
,,_, 

t 
=-A- 1b~ ( t) +A-le Atbt O + \ A-le A ( t-s) b'V(rj-( s)) ds 

. · o 
puisque {

O =~(d-(s ) ) ;Î(o)=É 0 

L'expression 0- (t) d evient: 
; t 

At ~ -1 A (t-s ) ,. -1 At • -1 ç 
iî (t) = (c, e x 0 + ( A e bi(~ (s)) ds + A e b~ 0 -A bt(t))) 

· o t 

. t -sl0
- ~\1 (~(s)) ds 

Or, f <t) = ~ 0 + \'f (<t (s)) ds 0 

~- t 
At •• -1 f -1 \ ~il -1 At ,·. 

= (c, e x 0

) - (c ,A bt O )-(c,A b )~ (tr( s)) d s) +(c,A e b %O

) 

t O t 
\. -1 A(t-s) I.O ~ ( , 

+(c,)A e b l (~(s ) ) ds) - )t 0 -~ )'V( 'S(s)) ds 

o _ rt o 

Nous ob t c:nons: rd°(t) = h(t,x 0 ,t0
) ~),, -rc-(t .... s)f (~{s)) ds 

)0 
, ~ At -1 ~ -1 · " 

ou h (t,x 0 q; 0
) =(c ,e (x 0 +A bt 0

))- (c, A b t_ O
) - ~E o 

( At ( o - 1 ; o' ) ,.. <: , -1 
= c, e x .,, A b t , - >? È O ou ;•, = ( c, A b) + O 

..l1 ) 1 .) 

Il nou s r e ste à mett re l e noyau ken évidence : 

\t -1 rt \l:-1 A( t-s) 
)k(t-s)~(~(s))ds=-(c,A b \'{i(~(s))ds)+(c, A e b~(~(s))ds) 

J . 
(,) (.) 1: 0 

- ~ \
1

'{)(,q(s) )ds 
,t \ 
' -1 A(t-s) ,f . 

=- ) (~+(c, A (I-e )b) ),,(iJ'(s) )ds 

-1 At o -1 
Donc, k (t)=(c,A e b)-~

1 
puisque) l= ~ +(c,A b) o 
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Remarque: 
Si A est une matrice stable, nous rema rquons que h et k s ont deux fonctions qui 
peuvent s'écrire comme somme d'une constante et d'une fonction qui décroit ex
ponentiellement à l'infini . C'est jus t ement cette condition sur le noyau k que 
nous allons utiliser dans l'étude de l'équation intégral e (§1 Chapitre II)pour 
le cas du contrôle indirect. 

Dans le cadre de ce travail , nous étudierons l es conditions suffisantes 
de stabilité pour les équations inégrales à noyau intégrable ou non et le résul
tat sera chaque fois interprété dan s le cadre des sys tème s d'équations différen
tielles .C ' e st-à-dire plus précisément ,la stabilité d e la solution de l'équation 
intégrale entraîne la stabilité asymptotique de la solut ion du s~stème d'équa
tions diffé rentielles . 

Nous étudierons des cas critiques d e ces sy s t ème s de contrôle automa
tique . Par exempl e ,le système d e contrôle direct particul ier où la matrice A ad
met un zéro comme racine caractérist i que,les autres racines caractéristique s 
ayant chacune leur partie réell e s tri ctement négative . No us ve rrons comment se 
ramener,par un judicie ux changement de variables à u n s ys tème de contrôle in
direct équivalent caractérisé par une matrice stable .Ceci est la raison pour 
laquelle c e cas ne sera p as approfondi plus avant puisque l'étude de la stabi
lité d e son origine s e ra~ène à l'étude d'un système de contrôle indirect qui 
sera,elle,détaillée.De même ,l e sy s tème de contrôl e dire c t où la matrice A ad
met une pai re de racines pureme nt im aginaires co n juguées sera aussi envisagé. 
Nous verrons que,dans c e cas particulier, h e t k peuvent être représentées com
me la somme d"une fonctio n qui s'annule de façon e xponentielle à l'infini e t 
d'un pol ynôme trigonométrique d e la f orme a cos1.,0 t + b s in w t . 

Nous aurions pu égal ement envisage r le cas du c ontrôle direct pour le
quel la matrice A admet d e ux racines caractéristique s nulles,les autres d emeu
rant à part ie réelle strictement négative.Mais,ce système peut être transformé 
en un système équivalent d e contrôle indirect de la forme : 

f; = Bx + b 1 (& ) ( 1) 

= t ( 2) 

l! = ,Ç ( Ci" ) ( 3 ) 

= (c,x) - ctË - e,Î 

où B es t une matrice s table 
Nous pouvon s réduire ce sys tème à une équation intégrale non linéaire de convo
lution en é tablissant les s olutions x , 1 e t { de c e système . 

1 °) Dé terminons les_ solutions __ des _ équations _ homogènes d~n~ _ l e ~y_st_èrr_i_e ( 1) 
( 2 ) _et __ ( 3) . 

0 

Bx x (t) 
Bt xo où xo x(t=o) X = ~ = e = 

0 

,.-l _i l t) = Ï/ 0 -'1 o = "j(t=o) "7 = 0 ~ (. ' 
0 f. = ~ 0 l o t ( b,o) ~ = 0 ·:.:(> = 
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2°)Les solutions_ générales des ~quations _(1_) ( 2) _ e t (_3) _ sont ___ obtenues __ par 
la méthode de variation des constantes o 

or, 

c ec i implique: 
t 

Bt 
Cî"(t) = (c,e x 0 + \ e B ( t-s) b If ( (T ( s) ) 

(., 

. t 

ds) - d( ~0 + \ f (<t(s)) ds) 
0 

t 

- e ('f + \ { ( s ) ds) 

transformons ( s ) ds: C 

t 

\ {. (s)ds 

0 

changeons l'ordre 

~ 

+ \ 'f ( .7 · (u) )du) d s 

+\~0 

(~~( "' (u))du ) ds 

v t' ~) 

= t 0 <t-o) +)<\
6
•*(0-(u)) du) d s 

, ('j '<' 
d 'integration: 

l: 

= t O t + \ 1 ( cr ( u) ) du 

\ . 1: 

= { 0 t + t \'-\><o- (s)) ds 
0 ü 

I; 
introduisons cett0 valeur dans <:t (t): 

1: 
Cf ( t) = ( c, e Bt x O + ~ e B ( t-s) b 'f ( <.n' ( s) ) ds) - d f O 

- d) 'Y (~(s)) ds 

0 t 
o ( e o t t ( ..t; ( ( ) ) d -e.11z - e l + ) T ô' s s 

(l 

. t C, 

- \ s 'f ( cr ( s)) ds) 

0 

nou~ o~_te_:1_ons ~e ~qi:at~on_ i l:~ég_~al~ ~~m _li~_é':~r:__ de_ conv_:>l::t~?n_: 

t 
.(f{t) = h(t,x 0

, t 0
) + \ :;; k(t-s) '-\) ( <l" (s)) ds 

où lh(t,x0
, 

0
) = (c,e

8
tx 0

) - _ df 0 
- e"l_ 0 

- e~ O J 
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1: 
déterminons le noyau k 

t 

\ k ( t-s) f ( q ( s) ) ds = ~ [<c,eB(t-s)b) ( s)) ds 

' t 0 

-e ~ ( t-s) 'fi ( Q' ( s) ) ds 
0 

- d - e ( t - s )] 'f ( <S ( s) ) ds 

dés lors, k(t) = Bt 1 c, e b) - d - et 

les fonctions h e t k peuvent donc être r e présentées par une somme d'un 
terme qui décroit e xponentie llement à l'infini (Best stable) et un 
polynôme linéaire en t o 

Notre problème consiste à trouver des 
au k de l'équation intégral e pour que ~(t) soit 
soit le terme libre h et la fonctio n scalaire 'f 
taine classe d e fonction so 

conditions valables sur le noy
+ défini e dans C0 (R ;R) quel que 

élément quelconque d'une cer-

+ c. + l C0 (R ;R) = \t'J" t q,T: R --;,R continue et tg limo -Q'"(t) = o J 
' t -, oc 

Cette étude conduit à des conditions sur l a trë nsformée de FOURIER 
du noyau e t dans c e rtains cas sur latransfont14e de FOURIER d'une somme et du 
noyauoElle s'appelle toujours la technique de fréque nce ,mais dans un cadre plus 
général que celui des systèmes d 1 éq ations différenti e lles,celui des équations 
intégral eso Elle constitue une amélioration vis-à-vi s des premiers résultats 
originaux de POPOV o 

Un autre problème remarquable est celui de l' e xistence de solutions 
qui peuvent avoir un compo rtement intéressant si on utilise la technique de 
fréquenc eo C•est ainsi que nous essa~erons d'en déduire la stabilité absolue 
pour la solution trivial e des systèmes d ' équations différentielles associées 
à l'équation intégrale traitéeo 

Nous aurions pu également envisager la stabilité dans L
2 

de la solu
tion d'une équation intégrale oL'inté rêt ~e cette notion étant lié à certaines 
interprétations d 1 énergie0 La notion de L -stabilité( e t plus généralement la 
Lp-stabilité) a été développée intensivement en utili sant diverses techniques 
parmi lesquelles celle d e s fréquences,voir par exempl ~ : DESOER and VYDYASAGAR 
"Feedback Systems:Input-Output prope rties " o 

Nous verrons également dan s quelle mesure la technique de fréquence 
ne se borne pas à l'étude des systèmes de contrôle décrits par des équations 
différentielles ordinaire soEn effet,celle-ci peut s'appliquer dans d ' autres 
domaines tels, les système s d' équat.ion1S avec retardement, les équations intégro
différentielles ooo Nous aborderons ce point de vue quant aux systèmes avec 
retardement o 

Enfin,nous étudierons deux applications concrètes, 
-la première directement liée aux systèmes de contrôl e automatique indirect, 

soit:"Un problème de pilotage automatique d'un avion o" 
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Ce système est régi par les équations suivante s: 

Celui-ci,par un judicieux changemen t de variabl e s, se r amène à la forme standard 
d'un système de contrôl e indire ct: 

~ 
~ 1 

= IJJ 
l 2 

'l 2 
:;: b21 / 1 + b2272 + n2f 

l: :;: f(à" ) 

Ç.. 
:;: 

P1 riz 1 + P2 /J'/ 2 - t 

où l'avion à ~ontrôler es t caractérisé par ( ') 
1
,) 2 ) e t 1 'appareillage de 

contrôle par ç . 

-La seconde ne se situe plus dans l e cadre d e s s ystèmes de contrôle,mais elle 
se réduit à un système d e forme équivalente au contrôle indirect.Cet exemple 
est tiré de la théorie des réacteurs nucléaires (KE NNETH MEYER) 

Nous partons du système Ay - b ''? 
ko/. 
k

0 
+ ( c,y) - ~"7 

qui aprè s transformation d evient: 
,, 

Ax + b ~ o- où A :;: A 

b = -Ab 
0 

-1 
c :;: cA 

0 -1 :,( 
~ = (cA , b) + u 

où 1; représente la densité moyenne d'un neutron d'un réacteur nucléaire 

k,la réactivité ,fonction de l'état du réacteur. 

l'équation y= Ay - b1 r e présente la loi de réfrigé r a tion de NEWTON. 
Ce problème consiste à ma intenir une température plus ou moins stable.Il peut 
de par sa forme être assimilé à un système de contrôle indirect où 'f(~· ) à la 
forme particulière rrz 2 (ecr-1) et la t echnique de fréquenc e peut lui être directe
ment appliquée. 
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CHAPITRE I 

CONTROLE DANS LES EQUATIONS INTEGRALES 
A NOYAU INTEGRABLE 

§.1.-EQUATION INTEGRALE A NOYAU INTEGRABLE . 
- -=-=::r:::scmc===-----==--=---·----=c:---------- -

Nous allons étudier le comportement de la solution d' une équation intégrale 
à noyau intégrable. 
Celà revien t à discuter: 

t 
Î 'J" (t) = h(t) + \ k (t-s) 'f ( <r (s)) ds 

• k G (; ( R + • R) • v 
!. ' 

soit: 

+ t (: R 

= O' 1 cr- 6 C(R+;R) e t lim. 'T (t) 
t + 00 

= 0 

THEOREME 1 ========== 

Cons idérons l'équation intégra le CT(t) 

avec t arbitraire d an s R+. 

Supposons: 1.- h ~ C (R+;R) 

2.- k ~ L1 (R+; R) 

= h(t) + ~t k(t-s) 
···o 

( ÇJ (s))ds 

3 .- '-fv : R _. R est une application cont inue et bornée 

~~ '9' ~ C(R ;R) 

alo r s,il existe au moins une s olutionO- de l' équation intégrale 
+ défi nie dans C(R ; R). 

Démonstrati on: 

1 °) Considérons 1 'opé_rateur T déf.~ni _ paE_~. 

(T\~ )(t) = h(t) + )i: k(t-s) ( ~(s)) ds 
0 

+ 
t ~ R 

+ où~e s t considérée comme une fo nction de l'espace Cc(R ;R) 

-Cet op érateur Test d éfini sur l 'espace C (R+;R) e t prend ses valeurs 
C 

dans l e même espace: 
+ + T : Cc(R ;R) - --···--+ Cc(R ;R) 

,:r -~ .._,,. . ..,,_ .,,.~ T cr ~ h (.) + ~ k (.-s) '-r ( ,i (s)) ds 
-'ô 



+ Tq est un opérateur continu dans la topologie de l'espace Cc(R ;R) 

c'est-à-dire: 

J./ t ) o ; J r? ( 1:.. ) t q. \f- t, t' e. R: 1 t-t ' \ <. '?. nous avons: 

\ T cr ( t) - T;T( t' ) 1 ~ é. 
f s t · j N"( t)-TCJ( t' )' { 1 h( t}-h( t') \ + t .).t ( t-s)'i'(Cï ( s) ) ds- k ( t '-s}'t'(<r( s))ds ! 

0 , 
puisque h est une f onction continue,nous pouvons lui appliquer la defi-
nition ci-dessus en prenant t = -S:_ 

2 

. i: t 1..1.-
de plus,posons: t' = t + u 

• t. 

1 T \'J ( t} -Tll ( t' ) 1 (., ~ + l ) k ( t-s ) •~ ( cr ( s)) ds -
ô 

~ k( t+u-s) ~( Q"'(s)) dsl 

0 

posons s• as - u 
t 

1 T<r(t)-TQ"(t• )\ ( ~ + 1 ~ k(t-s ) 1.\-:, ( <r (s) )ds 
0 

. , u. 
( ~ + ) I k ( t-i; ) 1 1 '-9 ( <J' ( s)) i ds 

0 

/ ; + 1 t-t' 1 ~ il k JI L 1 puisque u = t' -t 

'+' ( '1' ( s' ) ) ds 'I 

il nous suffit de considérer nous obtenons: 

1 T ( t) -TfJ"( t ' ) f ~ f.. )J. E > O' arbitraireo 

2°) 'f1 est une fonction bo rnée sur R. Dés lors, il existe <}; '> o tel que: 

nous pouvons établir l a majorat on suivante pour \ T(f'( t} 1 : 
I'- • - ·- ··--··- - •• 

l (Tt;;)(t) I !; lh( t)I + 1 \ . k ( t-s) 't' ( ,J (s)) d s 1 
, , -~ô 
/ t. 

+ ~ l k ( t-s)l i .'Y( 1J (s)H ds 

0 

donc pour tout ç; défini dans l ' espace Cc ( R+; R) nous aurons: 

3°)Considérons l'ensemble '[ suivant qui est une boule f e.rmée: 

et jtf" 1 fr J 
c où r = I h I c + ~ I k l L 1 



nous savons (cfro 2°) que pour tout q ( t) pris dans 'f: , sa transfonnation par 
l'opérateur continu T reste définie dans,E: oNous concluons: 

-Notre but est de prouve r qu'il existe au moins un ,r (t) tel que: 

C"( t) = h(t) + 
\ t. 
.) k(t-s) 'i3' ('1" (s)) ds 

0 
et 

Q"E C(R+;R) 

ce qui équivaut à montrer qu'il existe au moins un (T (t) tel que: 

·:.T ( t ) = T ~ ( t ) 

c'est-à-dire que l'opérateur T admet au moins un point fixeo 

-Pour prouver l'existence d'un tel point,nous allons utiliser le théorème 
du point fixe de SCHAUDER-TYCHONOFF dans les espaces localement convexes. 

'i ~~~:;-que E soit un espa~H~-;ï;;rffl~;i;;ent convexe. 
Soit f une application cont i nue d'une partie convexe K de E 

l 
dans E telle que: 

f(K) Ç AS K où A est compacte 

~~:..::_~m::~~~~~~~~~~:::. ________ • 1 
(cfr.SMART$) 

4°) Vérifions si ces hypothèses sont bien réali~~~~~ 

- Cc(R+;R) est un espace Hausdorff localement convexe .(cfr.SCHAEFER) 

Cet espace est engendré par une famille de semi-normes {1x1 : n =1,2,o •• f 
n 

où lx1
0 

= sup. { 1 x( t)I : o :f. t f. n] -n est un entier arbitraire supé
rieur à un. 

-x est une application quelconque 
+ de R dans R. 

- Test un opérateur continu de Cc (R+;R) dans Cc( R+; R) tel que: 

- -~ est une partie convexe et compacte de R puisque ~ se réduit à un 
intervalle fermé de Ro 

Pour avoir un point fixe,il nous suffit de montrer que TL est relativement 
compacte dans la topologie de l' espace Cc(R+;R). 
Ceci œé· • _, ?. directement du critè re de compacité pour une famille de fonc
tions cont5.nues sur un intervalle compact,ce critère est aussi appelé , 
théorème de ARZELA-ASCOLI.Il s'énonce comme suit: 



t i,soITcx,'<i)-Ün ·e~âcemétrique compact':---- -------, 

Nous avons: une partie K~ C(X) e st r e lativeme nt compacte 1 
SS1 

l' e n semble de s f onctions K e st uniformément borné . ! 
c' e s t - à-dire : 1 

1 
3 M ·:,- o tq. i f( x ) 1 < M 1 

e t l ' en s embl e de s fonctions e st équicontinu. 
c' est-à-dire : 

1 
1 

>./ E _:., 0 ; 3 ~ > 0 tq. d (X' X' ) .c . ..!, ·.:~: ' f ( X) - f (X' ) 1 < Ê. 1 

...._ ___________________ ~..: t X'~_:_.:_~_::-~~--- J 

Ce s de ux conditions sont bie n r é alisées pour T ~ 
En e f fe t, nous avon s X;: Cc (R+; R) . 

- V Tv·(t) IS. T i : t h lc +1 \ k ! L1 constitue un majorant pour l T<J" (t) I 

lrf-- •:; f.. Cc(R+;R) ; -tf--t E_ R+ 

- \/- t > o ; :1 ~) o tel que d( tr (t) , \! ' (t}) < ~ nous avons: 

i ( T :T) ( t) - ( T0 ' ) ( t) 1 ~ 'é:. 

En effet: 
t 

\(Tc )(t) - (T :;, 1 )(t)\ ~ ) l k(t-sH l4l (Q (s) )- ";> (q •(s))I ds 
. Q 

pu isque ~ e st une fonction continue de R dans R,elle est donc unifor-
mément contmnue s ur l e compac t ( o, tJ . 
Nous pouvons donc applique r la définition de continuité uniforme à 
la fonction ,_ç e n p r e nant t = .1.__ . C' e st-à-dire : 

\ kt L1 

Vt.> o ; :\ 6 '> o tq . l s - s '1!S nous avons: \ -...:,c (s ) - '--\) (s•)\ ~ 1-, 

+ s,s' ~ R 
No us obte nons: 

j ( T~ ) ( t) - ( T c:t ) ( t) l < E. arbitra ire . 

CONCLUSION:Il existe un point fixe pour l'opérateur T,c 'est-à-dire: 

il e xiste a"' d é finie dans Cc(R+;R) tq . : 

r t + 
( T~T) ( t ) = CT ( t) "' h ( t) + ) k ( t-s ) '4) ( CJ ( s)) ds °'If t ~ R 

(.l --------
Remarques: 

1)Nous pouvions applique r le même s chéma de démonstration pour une équation 
intégrale plus général e du typ e : c<-

Q" (t) = h(t) + (\ k(t-s) 1..f( rr ( s)) ds; si k(t)cdiCRtR) 
~o 
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2)Ce tte démonstration r e s t e p l e i n.:ë_m c nt valable dan s le cas vectoriel o 

3)Nous pouvons rédui~e la---~~j~-~aÙon d e j ,q).(Q~ )) c ' e s t-à-dire remplacer 
cette suppo s ition p ar une condi tion plus faibl e tout en gardant l e mê 
me principe d e démonstration ~ 
Ce ci e n supposant: _ _ ,, , . 
~M )· o ;3~(M)>o tq . lKrl ,!M + lklr:1 <P (M)j ~ \J'V (•7)Îfq'l(M)] 

Dans c e cas, I: est une boul e f e rmée transformé e e n elle-même par 1 'opé-
rateur T si nous _ pre n~ns comme rayon r = M + 1 kV L 1 cJ> (M) ; M choisi t e l 
que lh(t)I~ M ;~t rc.R °C 1 e s t-à -dire ,de nouveau T ~ ec . 

Nous avons mainte nant établi que lles sont l e s condi tions pour que l'équation 
intégral e adme tte au moins une solut ion continue o 
Nous somme s mainte nant à même de prouve r: 

Le théorème suivant nous do nne d e s conditions suffi santes pour qu'il existe 
une sol ution de l'équation intégrale : , t 

(ï(t ) = h(t) + ~ k(t-s) 4' ( cr ( s ) ) ds 

dans l'e s p ace C0 (R+;R) 

THEOREME 2 

0 

:;:::::::====== 

Cons i dérons l'équation intégrale 
Suppo sons: 1.- h e t h ' E L1 (R+; R) 

cr (t) = h(t) + (/k( t-s)'f( ~ (s)) ds 
~ô 

2.- k e t k '~ L1 (R+; R) 

3 .- la f onction 'f ( ~ ) 
e t bornée . 

défini e d e R dans Rest continue 

De pl us , ,r ~ ( c- ) > o pour q- /, 0 

4 .- il exis t e un réel q ~ o t e l que : 
( '\, l 

Re '\.( 1-isq) k(s) ) ~ o 

alors ,il existe au moin s 
fini e dans C0 (R+;R) . 

une s o l ution q de l' équation intégrale dé

solution q d e l'équation i ntégral e telle 
Cc ( R+;R) alors 'J e st définie dans l'espa-

De plus,si il existe une 
que cr soit définie dans 
c e C0 (R+;R) 

Démonstration: 

ETAPE 1: ,- - Ïl-ei"i;t; ;u-mZi;s- u;e-solutio; ,:r(t)-d; Ï• éq\ÎatiZn i 
1 • ( r., 1 
1 intégrale O(t) = h (t) +.) k(t-s) 'f1(CT(s )) ds bornée 1 
1 et continue sur R+ 0 1 
1- - - - - - - - - - - - - - -- -- - - - - - - - - --1-



-tout d'abord,nous remarquons que les conditions d e ce théorème 2 impliqueQt 
c elles du théorème lo 

1) h eth ' sont des fonctions intégrables sur R+o 
Ceci implique l e fait que h es t une fonction continue et bornée sur 
R+oC 1 est-à-dire h es t défi nie dans l'espace C(R+;R)o 

2) les hypothèses . 2 e t 3 du théorème 1 apparai ssent comme telles dans 
les hypothèses 2 e t 3 du théorème 2o 

Nous avons donc,l'assurance du fait qu'il existe au moins une solution .f (t) 
de l'équation intégral e qui,de plus, es t continue par application directe 
du théorème 1o 
C'est-à-dire: j"G tqo '\ÏC: C (R+·R) 

C ' 

-La solution ,:r-(t) de l'équation intégrale est- e ll e bo rnée sur R+ 7 

Ell e est néces s airement bornée sur R+ puisque l e memb r e de droite de l'équa
tion intégrale est touj ours borné par Jhlc + lk / L1 f avec tj) telle que 

1 '..V( i" ) l ~ ♦ ; ~ '1' € Ro 

C' es t-à-dire: ~ 

ETAPE 2: 

1-J(t) l 5 lh (t ) 1 + ~•- 1 k(t- s) 1 l '{ ( C" (s)) 1 ds 
0 

\Cï(t)l ~ lh' 
C 

- Prouvons-maintënarit quë chaqÜe-solÜtion" J(t)-dë Ï 1 éqÜation- - : 
intégrale , cont inuc sur R+ approche zéro lo rsque t tend vers 

! l'infinioC' cs t -à-dire: ç E C0 (R+;R) 

L------------------------------~ 
Soit~( t ) une solution continue sur R+ de l'équation intégrale,c'est-à-dire 
vE Cc(R+;R) 

Pour tout t positif nous définissons la fonction "Y t ( ê') par: 

\~t(t') =,°41( ::Y ( t)) 

! , 0 

et la fonction auxiliai re suivante : 
("l".· ~ 

1.'\< '~" ) = 'J ( k ( t -u) + qk' (ê' -u)] '1/ t(u) du+ qk (o) ',lt( 't) ; .iJ-1:· r..:.. R 
0 - ~ 

1°) Nous allons différed:ier l' é quation intégral e C ( t)=h(t )+ )k(t-s)4-' (<r(s))ds 

d ( t • ~ 
Q"' ( t) = h' (t) + dt [ \ k(t-s) '-9( <J (s)) dsJ 

~ô 



t ( t t () 
donc::t C ( k(t-s)~(O-(s ))ds} = ) k' (t-s)\y'(<"f(s))d s + { k(t-s):~(o·(s)) ds 

)0 0 )0 
·t 

= k'(t-s)y(,r(s))ds + k(o) ({> ( ::.r(t)) 
>c 

2°) Transfonnons la fonction auxiliaire rlt ( 'è') en util isant sa définition 
e t l'équation intégrale pour obtenir: 

! \:(t) ={ ~.r ( 'i.:• ) + q,J'(L) - lh(l' ) + qh 1 ( L':')] 

,t 
} [ k(t- u) + qk' ( t -u)'J '{)( 1T (u )) du 

·t O i;' 

r·\< ~-) = ~ k( C'-u) '\\(u)du + q~ k' ( 't -u) ~+\<u)du + qk(o)'f t( 't) 
0 (: 

Reprenons la définition de la f onction 'f (t) nous obtenons: 
1:: 

~!-~=!g~=~-!-!=f_! 
';", 

;\< r) = \~k('t'-u)~( c- (u))du 
--'o 

...... 
. 1. 

+ q \ k 1 ('r-u) 'y (-J( s))ds + qk(o) \.Ç( v (~ )) 
\, 

ceci établit la val eur de J t su r 1 'intervall e ( o, t) 

si= t: t~;,_'t.> t 

( r. 
;\< l ) = ~(k(t-u) + qk' (t-u)J ~ ('1 (u)) du 

3°) ' rtt appartient à r'A)r? sur R+ ., 
puisque: !k(t'-u) 't('7"(u)) du= <î ( ~) -h( •( ) 

0 
~ 

et )k 1 Ct-u)~(Cï(u)) du= CT'(î:) - h 1 ('t) - k (o) "P( ·'J ( t' )) 
0 

dés l ors, la fonction(', t e st une somm e de fonctions définies dans L 
11: L 

2 

sur R+. Ell e es t donc , elle-même , définie dans L
1n L 2 

sur R+. 

..... '\; 

4°) Si nous désignons ::\ t (s ) e t ~~t ( s) comme l e s transformées de FOURIER 
respectivement de ··,Pt t ) e t f'.t ( è" ) nous avons : 

~~~~-= _ __ < 1-~-~! ___ E ( s) -f !:_<_~--~ . 

Explicitement,nous avons: 
"' \('6 { ,-r.: 
?\ (s) = [\ik( "t:-u)+qk 'O'--u)J 'f (u)du t ,. t 

✓c JO 



0 

?: 
( is~ J k("Z-°-u)1\<u)du.J e dt'+ 

0 

Calculons séparément l e s de ux p remière s intégrales du membre de droite de 
l'égalitéo 

. . .... 
1s1 .. d~ e C: 

'w 

= 'tt(s) [-k(o) - is~(s)] 

puisque nou s avons:lim .k (t) = o.Conséquence directe du fait que 
t-+ 

k e t k' sont toutes de ux définies dans l'espace L1 (R+;R)• 

De tout c e ci,nous r e tirons la valeur de la fonction À~: 
~ ~ ~ 

= k ( S) \ .. t ( S) + q r 'i\ ( S) ( - k ( 0) - i sk( S) )' j + qk ( 0) ''-t\ ( S) 

t (s) = (1 - isq) k(s ) -f (s) 
t t 

5°) Nous définissonsJune nouvelle fonction auxiliaire ~ (t) comme suit: 
1 · ·-- - - -- - - - ·- ----- ·--·· ··- ·-·· ·- - -- ·----·-'•- ••••• ·- -- - ' 
1 t 00 

1 g <t) = \ ,:\t('l'.) 'f'•((î ( t' )) d't' = ~ At(1'_ ) 'ft( 't) d l' 1 
! . _ ___ _:_~--------- - ·- t".., . - - - - --- -·-- -

Nous pouvons appliquer l'égalité de PARCEVAL à c e t t e fonction 
tenir: 

Or, 

1 \ ''\;, ;.-
s' (t) = 2 iT ) '\ (s ) 'ft(s) ds 

~ .,., 
- US connaiss~ns At(s) explicitement par l e 4° 

~ ,.: ------
~ ( t) = h )~1-isq) k(s) ,f;<s) ~ ·:(s) ds 

pour ob-



Par définition,la f onction Î (t) est une fonction à val e ur réelle.Nous 
avons donc: 

, 

g (t) = ~ rr ~ ; e l ( 1-is q) k( s) '} \½': ( s) 1 
2 

d s 

Nous allons utilise r la condit i on de fréque nc e introduite dans l'hypothè
se 4 ,soit: 

Re \ (1-isq ) k'(s) j ! o 

En conséquence : ~ ( t ) ~ 0 °Y t E. R+ 

,c..-. 
'c~ 

r t .,p R+ ~ ( t) = \ ,\ t ( t ) 1 ( ·T ( t ) ) d t. < 0 V,t E.. --. 
"'o 

~t ~ R+ ~ 
L .,. ..,- !--

( L ( -· )(. . ,, ( . \ • i ,_ 
"+ <c( ',:::))ûCt:)d 'è + qyf<<r (~')) C 1 P ')d t -) [ hCl.) + qh .'( ( ')]~'<vc'i-))dr~o 
JO + ..., . f.) 

·t ·'f t -= R , 'J[c) ( t 

\
1
'\' ( 1J ( t ))\liCt)di~ + q\'f <v ( L~ )) dJ" ( t ) ~ \(îh( 'l:' )I + ql h 1 n :)l]l\.f( Q" (~))lctt· 

o <Hot \ . 
Or la fonction \.,\J est bornée pa r hypothèse .Il existe donc une constante ~ 
t e lle quel '-f·( cr ) \ soit infé ri e u re à i./> pour tout ,-.; appartenant à R. 

t -<H t> f,,_..,-, 
\'f( <J(t-))v(t)d t + q \ 'f (fj ( t:" ))d~(t· ) f <f.}[ ~h( ': )I + q lh'(t H) d~ 
"O; ~ 1Tt ,;,\ (,• 

Par l 'h~pothèse 3 nous s avons que pour tout cr -/: o -,,_T'f ( cr- ) ) o .Dés lors, 
( ~Ht) 

\ 41
( ":f ( 'C ) ) d ~ ( è'. ) ), o 

Jcy : ,\) 

Finalement nous obt~nons: 

où A est une constante positive associée à l'é
qua tio n inté gra l e d e d épart,qui vaut: 

A =P< \ h-L1 + q lh 1 IL1) 

6°) Nous pouvons r e marqu e r que l'i t é grant 4; ( ::r ( ·t-; ) ) -:. ( (; ) e st positif e t 
unifo rmém e nt continu s ur R+ a 

-Par l'hypothè se 3,l a fonctio n 4~ vérifie la c ondit ion d e s e cte ur.Ell e 
e st donc strictement posit i v e s i Çf est d é fi n i e dans R0 •Elle n e s'annu
l e qu e si cr vaut zé ro . 

-Véri fions que : 1-j• ( -~r ( 't ) ) Q'( 't ) es t uniform ément continue sur R +. 
Nous pouvons montrer qu e C'(t) e st dominée e n val e ur absolue par 



+ 
1a somme d'une constante et d'une fonction intégrable sur R 

t 
1cr 1 (t)\ ~, h'(t)! + k(o)l't'<<r (t))I + ~ 1 k'(t-s )llt<(f (s))I ds 

0 

~ 'h' 1 L 1 + k ( 0) ~ + ~ lk' 1 L 1 

Nous sommes donc as surés du fait que •J' ( t) est uniformément continue . 
Or, 'f est une fonct ion continue. Dés lors, e ll c est uniformément continue 

+ .. , 
sur tout compact de R ,e t '{ ' ( -"7 (l'.l) est donc uni formement continue. 
D'autre part,l e produit de deux fonctions unifo nnément continuesieur R+ 
dem eure une fonctio n uniformément continue sur R+. 
Nous ~cuvons donc affirmer que ''t ( <J ( ~ ) ) <J("~) est uniformément continue 
sur R. 

..,., 
7°) Nous pouvons applique r à la fonction '·P ("J'( '(: ) ) ·O- ( '1.; ) le lemme de BARBALAT 

qui s'énonce comme s uit: 

soit f(t)~ o ,une fonction intégrable sur R+ et uniform~ment 
continue sur R+ 
alors,f(t) t e nd ve rs zéro lorsque t t end vers l'infini. 

(voir d émonstration Annexe C) 

Prenons pour fonction f(t) la fonction 1.P ( cr (t)) (J (t). Par le 6° ,cette 
fonction intégrable vérifie- les deux conditions r e quises par lo lemme · 

v" 
de BARBALAT.Nous pouvons donc a ffirmer que: 

1 im . ~ ( q ( t ) ) ·J ( t ) = o 
t-~ +o<> 

De pl us, nous savons pa r 1 'hypothè se 3 que pour t out '-T distinct de zéro 
la fonction ~ ( q- ) e s t strictement positive. 

Nous pouvons conclure : 

lim.~( ~(t)) 1j(t ) = o 
t - ~ + tfX: 

ssi 1 i rn • îJ" ( t) = 0 
t-i1' +00 

Par l'étape 2,nous concluons que toute solution q de l'équation intégrale,dé
finie dans Cc(R+;R) est dé finie dans C0 ( R+;R). 

JE]EJEJE]EJE]EJE 



§.2.-CAS DES SYSTEMES D1 EQUArIONS DIFFERENTIELLES 
==========-======c============== ================ 

Appliquons le résultat obtenu par le théorème 2 relatif à la stabilité 
de la solution d'une équa tion intégrale à noyau intégrable .à l'équation inté-

grale: At e=. A(t-s) 
<:nt)= (c,e x 0

) + ~(c,e b'f(<J'(s))) ds 

c'est-à-dire,appliquons ce résultat au système d'équations différentielles ré• 
gissant le système de contrôle direct: 

~ x=A:x+bf( <:r) 

l <t = (c,x) 
( I) 

Nous savon s que: - A est une matrice stable de dimension n x n 

-f est continue et bornée,définie de R dans R 

- 'f véri f ie la condition de secteur: Q"'f (o- )") o 

et 'f<o) = 0 

Montrons tout d'abord que les hypothèses du théorème 2 sont vérifiées: 

a) h( t ) -1> o exponentie llement l orsque _ t -,.._oo . 

h(t) = (c,eAtx 0
) 

lim. h(t) = lim . (c,eAtx 0
) 

t-C"C:i t-oo 

= (c,lim.eAtx 0
) puisque le produit scalaire est une 

l: ~ oO fonction continue. 
or,par hypothè se , A est une matrice stable. · 

Dés lors, lim .eAtx 0 = o,~ x 0 € Rn et nous avons une décroissance ex-· 
t-? e>o 

ponentielle de h avec t. 

b) de même, h' (t) •-9 o exponentie llement quand t -v ex:, 
~ ------------ ·• ----··--·------·· 

h 1 (t) = (Cc, e tx 0
)) 1 

= (c,:~~eAtxo)) 

= (c,Ae x 0 ) 

lim.h 1 (t) = lim. (c,AeAtx 0
) 

t ➔ 04 t-.oo At 
= (c, A lim. e x 0

) 

·I; -11'~ At 
or,seule la fonction e es t dépendante du temps t.De plus,A est 
stable . En conséque nce,la limite calculée ci-dessus s'annule et nous 
obtenons: 
lim.h'(t) = o , e th' , tout comme h,est une fonction qui décroit 
t-c- 00 

exponentiellement verso quand t tend vers 1 1 00. 



L'hypothèse (1) du théorème 2 est satisfaite comme application directe du cri
tère d'intégrabilité ci-dessous.(Cfroa) & b)) . Puis que ces deux propriétés impli
quent que h eth' sont ma j orées par ·une fonction intégrable sur R;. De plus, 
elles sont continues sur R+ ,dés l ors, h eth' appartiennent à L (R+;R). 

Critère d'intégraQilité : 

+ Si f est mesurable de R dans R 
Si tf(x)I f g(x ) p res q~e pa rtout,avec1g , ituée 
Alors,f est elle-même située dans L (R ; R) 0 

1 + dans L (R ;R) 

or,A est une matrice s t able,donc,il existe deux nombres k
0

,k 1)o 

1 
Ail - k t tels que le ~k1e o 

-k t 
E>osons g(t) = 1tcu kt lf?( fl e O et montrons que cette fonction 
est intégrable sur R • Dés lors,h s era définie dans L1(R+;R) 

00 

~ 
k t !le \t k1 ff x 0 1f 

)Jcjl k 1 Ux 0 U e- o d t ::a --k-- < + 00 

0 0 

- ti ' ( t ) 1 ~ Ile " ,. A Il Il e At li n X 
O Il 

puisque A e st une matrice stable et en reprenant la fonction g 
définie ci-dessus. 
De plus A e s t constante,donc t6Alf g(x ) e st une ffnction inté
grable sur R+o Dés l ors , h' appartient à l' espace L (R+;R) 

CONDITION 2: k et k'~ t 1 (R+; R) 

a) k ( t) --90 exponentiellement lo r sque t --,> CXJ 
• - ···-- -··-·· •..• At -· · ·---- - --- ----- --·-·· ··- - . 

k(t) • (c,e b ) 
/ .• •. At 

lirn.k(t) ,1111 1 1m. (c~e b) 
t ..y c,o t .... O(',} 

· At • (c,lim .e b) 
t~ 

Puisque A est stable,la limite qui apparait dans le produit sca
laire est nul le et la fonction k(t) décroit donc exponentiellement 
vers o,lorsque t tend vers l' oo • 



b) k' ( t) _.., o exponentiellement lorsque t ---9 oo 

At l' le' (t) = [ (c,e b)_ 
d At 

= (c ,dt e b) 

At = (c ,A e b) 
At 

lim.k'(t) = lim o(c,0 Ab) 
t....,.~<) t-•= 

= (c.limocAtAb) 
t..,.. 00 

de nouveau en utilisant le caractère stable de A cette limite 
est identiquement null~oDonc,k' décroi t exponentiellement verso 
lorsque t tend vers l ' QIQ, 

Nous pouvons tirer les mêmes conclusions que pour les fonctions h eth' pour 
ces deux fonctions k et k' 4En eff~t,ces fonctions k e t k ' sont continues et 
majorées par une fonction intégrable ~ur R+ et donc,par un critère d'intégraei
lité sont toutes deux situées dans L {R+; R) o 

CONDITION 3: La fonction f vérifie la condition de secte urn 

Cette condition coincide avec une hypothèse de notre problème. 

CONDITION 4: ou CONDITION DE FREQUENCE c'est-à-dire: -----
3 q~ 0 tqo Re{<1 - isq) k(s)1~o Vs E. R 

··~,,r 

Etablissons la valeur de k(s) pour le cas du contrôle di rect: 

Or,nous 

At 
lc(t) = (c, e b) 

" k(s) = 

00 

('(c, eAtb)eistdt 
\0 . 'Xl 

= (c, ~ e(A+isI)t dt b) 
0 

pouvons 
QO , 

établir: 

A~ eAt~ist dt ::: 

0 

O<) 

( eist 

)0 
ist 

= e 

se R 

puisque A est stable. 



"'V 
Dés lors,k(s) peut s'écrire: 

,ex:, 
." \ At ist 
k(s) =(c,) e e dt b) 

() -1 
k(s) = -(c, (isI + A) b) 

La condition de fréquence liée au contrôl e direct s' écrit: 

Re ~ (i s q -1) (c, (isI + A)-
1 

b) i != o s E R 

Toutes le s hypothèses du théorème 2 sont vérifiées , donc : 

Toute solution O'(t) de l'équation intégrale associée au système 
d 'équations différentie lles du contrôl e direct e st telle que: 
lim o &(t) = o 
t ,'l'-OO 

0 )-Montrons que n'importe quelle sol ution x(t) du système (I) tend vers zéro 
lorsque t tend vers l'infini po r toute condition initiale x=' définie dan 
Rn si nous avons l es quatre conditions ci-dessuso 
C' est-à-dire: 

l i mox(t) = o 
t ..,.oc, 

avecr X ( t) = Ax ( t) + b ~ ( (j ( t) ) 

l,j-(t) = (c,x(t)) 

vérifié o 

Nous s avons qu'il exi s te au moins une solution 0-(t ) à ce problème puisque 
l es hypothèses du théorème 2 sont plus fortes que celles du théorème 1 qui, 
lui,assure l'existence d'au mois une solution o 

t 
O-(t) = (c,x(t)) avec x(t) = eAt x 0 + ) eA (t-s ) b ~(O- (s)) ds 

0 

limox(t) = o pour tout x 0 défini dans Rn 
t-,, 00 

En e f f et, t 

j\x(t)H =lleAtx 0 +( eA ( t -s) b~(<:r(s)) ctsll V°tE R+ 
")o t. / 

1tx(t,xo)ltE 11 10Atll \lxol) + \ll eA (t-s)ll llb\l l'f(d'(s))~ ds 

0 

Regardons 
l'infinio 

utilisons la stabilité de Ao t 
~ k

1
e-k0 t Il x 0 H + ~k

1 
e -ko (t-s ) 11 b fi l't>(~(s))\ ds 

ce qui résulte ,si nous passa~? à la limite lorsquett tend vers 

l: 

1 
-k0 t 

l im • fi x ( t , x O 
) 1 ~ 1 im o e k 

1 
1\ x O \1 

t....,.00, t ➔oo 
+ limo ( k

1 
e -ko(t-s) U bit \~0-(s))I ds 

t-.>oo \ 
0 

La première limite du membre de droite d e l'inégalité est nulle comme consé
quence directe de la stabilité de AoLa s e conde limite s'annule par simple 
application d e la règ l e de l'HOSPITAL, 



puisque. k ) o 
0 

• limoQ"(t) = o par application du thé,o r 2;ne 2 
t•oo 

. f continu..::: implique: im. i(Q"" (t)) = o 
. l:; t-i"OQ 

posons g(t) = ~ e-ko (t_ .... s) k
1 

\lb U \'f(O'" ( s ) )\ d.s 
() 

g(t) ~ o l o r s que t -.> 00 

par la règle dt2 l' HOSPITAL: t~ocg(t) = f;~:~ ((f( t)) = o 

Wous obtenons donc le resul tat annoncc , soit: lim .. x t ,,, o pour ou ' • ( ) t t x 0 de Rn 
t ➔ O<J 

(Ce résultat était annoncé par C.CORDUNEANU dans son li..vre :"Integral Equations 
and Stability of Feedback Sys tems " ,mai s c e lui-ci n e siç_111,:le rien à propos de 
la stabilit~ simple de la s o l ution du s yst~me d'~quat ioi~~ différentielles asso
ciée au ptt!tblème de contr8le direct . 

0

)-Nous allons établir le f ait que x<t),solution du ~ystème d'équations diffé
rentiel l es (I),vérifie la stabilité s imple . 
C •est-à-dire: 

n 
\\ xol "'- o/. 

_E..;.T_A;...P~E....;;.1_.-_,- x' tend vërs- ORn -qüândx 0-tend vers ORr-;-- ,:-~ ifo~é~r-;r pa;-r;pport: 

1 à t défini d2 ns R+ . 
1 ~ 
1 +r)o SUpo Il :x(t,x 0 ) \\ = B{r) <. ~ 

t+o 
1 l\ Xe 11 ~ r 

00 

'-- -- - - - - - - - - - - - - - - - ~ 
Le problème ,se préE~2n tt:: sous la forme suivante: - - - - --
J .::, = Ax + b '-f ( ~ ) 
1;,,,, (c,x) 

a vec x(t , x 0 ) tq ~ x(o } 

e t cr- { t J X O ) 8 ( Ç f X ( t t ;c O ) ) 

t 
At ( A(t-c ) 

X ( t 'X O ) ft e X O t ) e b ~ ( à( $ f X O ) ) d S 

0 è 
<t(t,x") = h(t,x" ) + ) k (t-s ) 'f (<f ( s ,x0)) d s 

0 

où h(t, xa ) = (c,eAt x 0 ) 

At k(t) = (c,e b) 

Comt:':_1:'.t __ m_a)_orer.j~_( ~, Y':...
0 

}lt po::1_r tau~ -~ _ P?._s i tif'~ 

----· · 

\lx(t,xO)l\ ~ HeAt\\ llxou + \~1eA(t-s)H llb\\ l;·f(Q"(s,xo})\ ds 

0 
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puisque la nonne d 'une somme est inférieure ou égale à la somme des 
nonnes et puisque la norme d 'une intégrale est inférieure ou égale 
à l'intégrale de l a nonne o 

utilisons le carac tère s table de la matrice Ao 

ltx(t, x 0 )U~ k1 e-kot llx•ll + k1 ~: eko(t-al 1tbft t'f< <t(s,x0 ))I ds 

o r,par hypothèse -.,P e st une f onction continue e t bornée de R dans Ro 
Donc ~ vérifie : 3 <p > o t q 0 \ ~ (i;;r) \ ~ <p -V,<:rE R 
Le résultat devi ent: 

t 
llx(t, x o)U~ k1 

~k1 

e-kot 

e-kot 

Il xoll + k1 </> \lb If \ e-ko (t-s) d s 

k ~ b o 
I\ xo Il + 1 k ( 1 - e -kot J 

-Vt~o 

0 

pour tout t positi f,nous avons: e-kot1 1 

k .,J., b 
f k 1 e -kot Il x o li + 1 : 

0 

~ k1 ~ \1 bll 
posons B(r) = k

1
r + k nous obte nons: 

0 

If x( t,x 0
) Il~ B"( r) ~t~o ; ~ x 0 tqo h x 0 U -<::. r -

ETAPE 

en particulier: s upo L\x(t,x 0
)\\ = B(r) < + OQ 

40 

2o- 1 fr) o 

" x o l\ ~ 

s up ~l ~ X ( t, x O 
) l\ = C ( r) < + 00 

t ~o dt 

Ux
0 ll ~ r 

dx ~: Z X o ) = Ax ( t ' X• ) + b ~ ( <;f" ( t ' X o ) ) 

or par hypothèse : - A est une matrice constante 
J 

- ~est une fonction bornée e t continue de R dans 
R,c• e st--à-dire: 3cp) o tq o l'f(cr) \ ~f' ~ 1f-'TER 

d ' autre part,lors de l'étape l,nous avons montré quettx(t,x 0 )\jétait 
bornée par B(r)o Dè s lors, 

udx~~, x o) \t~llA\I u x(t ,xo)~ + l\bn l'°P<<r(t,xo))l 



utilisons les r é sultats dét aillés ci-dessus ,nous obtenons: 

Vt ~ a 
-V,x 0 tq o \1 x 0 ta~r 

si nous posons C = \\A" B + \( bl\~ ,le ré s ul t at devient: 

l\ dx ~ ~ z X O ) n ~ C ( r) 

donc -,V-r)-o la dx ( t Z X o ) il < ,._... 
sup O p dt lt + './"-' 
t~ 0 

If x 0 lt ~ r -- --, 
: ~ > o ; -V- r > o; 3 r1 <t , r) > o tq O 

: 

1 ->tfxoE.Rn tqo\\xo \\ ~r ~llx(t, xo) -x(t•,xo)Uc(E:. ~. 

1 -V t 't 1t R + tq O l t -t 1 1 < 'r 

nous pouvons utiliser l e théorème de la 
' + 1 appartenant a R , tels que l t-t' .C:. 1 et 

Il x 0 Il ~ r) afin d'obtenir : 

moyenne,alors,pour tout t,t' 
n 

pour t out x 0 dans R tel que 

Il x ( t, x 0 )-x ( t' , x O) \\ ~ \ t-t' \ sup o JI ~~(? 'x 
O

) Il 
t' E: R 

Hxo\lf r 

~ ~ C(r) 

il suffit donc d e choisirf~o tq 0 f.t:: C~r) 

ment détenniné dé s que E e t r sont donnés. 
Nous avons donc: 

où E est entière-
C ( r) 

->IE-)o ;-V-r)o ; .3;zc€,r) tqo o<nz<E,r><cfr) tq o °V-x 0 t:.Rn \\x 0 \l <::r 

V-- t , t ' E R + l t-t ' I <'.-'2 

ETAPE 4o- une fonction unifonnément 1 
1 

~ -f;>o ;V'-r>o; ]17:>o tqa-Vx 0 E: Rn )lx 0 \l~r 1 
-\f t, t '~ R t q o f t-t' \ <'.., 1 

r- - - - - - - - - - - - -
Démontrons que 'f ( ~(t,x0)) est 

1 continueoC 1 e s t-à-dire: 
1 

~ \ '-? (<r (t,x 0)) -'\Y(Q'" (t' x 0 ))i < é. 1 -------------~-----------i est continue e n tout poin t s
0 

par hypothèseo C 1 est-à-dire: 
~E.>o ;]S°> o tqo I sa- S \<'.J" ~ li(s0 ) -'f(s)l4 E. 

- la fonction:(t , x 0 )~(t,x 0
) est bornéeo 

\~(t,x 0 )1 = \(c,x(t,x 0 ) )1 et supo Il x(t,x 0 ) II = B(r) (étape 1) 
t~ 0 

1lX 0 1l,t. 



fixons r > o et t. > o, nous obtenons: 

supo IO-(t,x O )I~ llcll sup 0 llx(t,x O )1!* Hc l\B( r) 
t~o t~o 

ox 0 11 ~ r \\ X
0 \I fr 

- posons T = llcll supo Il x(t,x 0 )H. JLa fonction~ étant continue sur R, 
el le est uniformément continue sur [-T, TJ oDonc, ..!Ir/- é > o ; 

3 & > o ; V" s, s' E- L -T, T) c-à-d o I s-s' 1 < ~ f 2 'î' ~ l '-9 ( s) - '-t' ( s' )l ~ t 
.__ , + o n 

- d'autre part,pour tout ~,t' appartenant a R e t pour tout x de R 

\G"(t,x O

) -CT (t 1 ,x O

)\ = 1 <c,x(t,x O

)) - (c,x (t 1 x 0

))) 

= 1 ( C, X ( t, X O )-X ( t 1 
, X O

) ) 1 

f lt C I\ 11 X ( t 'X O ) - X ( t; X O) \ \ 
or, d'après 1 'étape 3, il existe 'f> o tq o 

1- é :c rlïi > 0; V t,t'éR+ tqo jt-t•l< 1 et ~ x 0 é Rn tqo \lx 0 t1 fr 

i IX ( t 'X 
O 

) - X ( t 1 'X 
O 

) tl < L -~ 1 CJ ( t 'X 
O 

) - q"( t ' 'X 
O 

) 1 4 ~ 
i,cr1 

Alors, ly- t, t' t R + tq O I t-t' / ~ rz_ et\fx 0 t Rn tqo \1 x 0 11 fr 

\,;:r(t,x O
) - q' (t• ,x 0 )l <'.'.. J' ~ IJ" (t,x 0

) et (f(t' ,x 0
) € [ - T,TJ 

1 

donc \~<r(t,x 0
)) -\f(<r(t 1 ,x 0 ))j <. E 

puisque nous nou s retrouvons dans le cadre de la continuité uniforme 
de ·~ sur l e compact ( -T, T J o 

ETAPE So- ' -vr: >o ;Vr > o; J,7> 0 tq o V X
0 E. Rn tq o \tx 0 \I fr 

: -lft,t• t R+ tqo t t-t•\~i 

1 ::1> 1 4 ( cr< t 'X 
O 

) ) a ( t 'X 
O 

) -~( cr ( t 1 ' X 
0 

) ) (A ( t' 'X 
0

) 1 <. t 
,_ - -· - - - - - - - - - · - - -- - ·· - - - -l. 

Fixons f..> o e t n 
r > OoPour tout x 0 E R tq a \\x 0

" fr et pour tout 

t , t' <f R + nous avons : 

=l 'f (q-( t 'x 0

) q-( t 'X O )-f((J' ( t 'x O

) )<r( t I 'X O) +\f (cr-( t 'x 0

) )Cf ( t I 'x 0

) 

-f(Q"(t• ,x O ))(f(t 1 ,x 0

)\ 

~ li(<r( t,x O
)) 1 1 \f( t ,x O )- CI'( t 1 ,x 0

) 1 + 1 'f (Cf( t ,x OJ)-'f(q-( t ;x 0
;)} jq-( t 1 ,x O )j 

~ s up O I ~ ( s )t I Çf ( t ' X 
0 

) - <T ( t ' ' X 
O 

) 1 + l '-Y ( q ( t ' X 
0 

) ) - 'f ( q ( t ' ' X 
O 

) ) 1 
s ~ R 

Or ,par l'étape 4 nous savons: 

-supo \Cï(t,x 0)\ ~ \lcil B( r) 
t~o 

11x 0 t1 6 r 

• S Up o i (J{ t , X" ) j 
t~o 

llxoll f r 



-supo l 'f<(T< t,x O ))\f ~ 
t é R 

-lfE.\o J 7:>o t q 0 Vx 0 ~Rn l\x 0 \l ~r 
e t .:../- t, t' ~ R + 1 t-t ' 1 ~ l 

:=l> j O-( t,xo) - O(t',xo)t<E-' 

1 o19 

. ,, 
- lft)o ; V r ) o ; J ~ >o tq . V, x 0 é Rn tq 0 hx 0 tl ~ r 

e t'1· t,t'E R+ tt-t'I ~] 

~ l 'f(q(t,xo)) - ·'{)(q- (t' ,xo)) 1 < t._" 
Nous obte nons: 

' "' ( ~ ( t f X O ) ) IJ ( t ' X O ) - f ( QT ( t I , X O ) ) cr ( t I ' X O ) ' ~ ~ t, I + H X Il B ( r) t ,, 

I l nous suffit d e pre ndre : 

· ' € 
E = 2 <r e t 

,, t. 
t. = ~ X 1! B( r) 

Ceci nous p e rm e t d 'écrire: 

ff; )o ; .Vr > o ;j o/. (t, r )> o tq . V-, x 0 € Rn 

e tV't,t' ç_. R+ 

li x 0 t\ ~r 

\t-t' 1 ~ 1 

~ l"fl<~( t ,x 0 )) q-- (t,x O )-i.f( 1T (t 1 ,x O
)) cr< t 1 ,x O )l<; + ~ = E. 

puisque f e t r sont fix é s a rbitrairement, c e r ésultat est vrai en 
t oute généralité. 

ETAPE 6 . - La foncti on : R+ x Rn~ R+ tend ve r s o 
(t ,x O

) ~ i(g-( t ,x O
) )I\T. ( t ' x O

) 

lorsque x O t e nd vers oRn uniformément p ar rapport à 

t pris dans R+ . C 1 es t-à-dire : 

.lrf"é.)o ; 3,,)0 tq 0 V-x 0 e Rn llx O H <liz 
J.f t G. R+ 

nous avons : ~ (O-(t , x 0 ))CC-(t,x 0
) < f 

-, 
1 

1 

A. -Nou s avons pu r e ma rque r au cou rs d e la d émonstration du théorème 2,la 
majoration suivante pour tout t positif: 

t <r( t, 'X .) ) /JO 

(\.f(<f(s,x 0
)) ,;r(s,x 0 )d s + q\'f(q-(s , x 0

) )de'(s,i.; )~<j>{ (ih( s,x• j. + q/h' ês,x•J~ds 

)o .Jr.r(o -x." ) J.. , }o ti 
1 avec 't')o tq.f 'f (tT ( s,x 0 ))f(~ • VQ'"E.R 



---------,------ - --- -----;-------- - --· • - -

Or,nous savons que par hypothèse <T'P (~) > o oCeci implique: 
~(t, xc) 

q\ <f ( \T( s ,x0)) d1'(s,x0 ) est positive . 

CT {o, ~ 0) 
De la majoration ci-dessus nous pouvons tirer: ~t ~ R+ 

~

t I OQ 

'f( q- ( s,x•) )<T(s ,x•) ds ~</>) [1 h(s ,x•) J + q I h' ( s ,x• li] ds (1) 

o a 
Comme ceci est véri fié pour tout t positif,nous gardons cette inégalité 
en intégrant non pl us d e o à t,mais de o à l 1c,QoC 1 e st-à-dire: 

00 C)<.i 

l1ccrcs,x 0 ))(f(s,x 0
) ds ~1>)[\h(s,x 0 )I + ql h'(s,x 0 )~ds 

)0 0 
Montrons que nous pouvons ramener cette majoratio n à la fonne: 

. t L 

)'f< q (s,x 0 ))<J (s,x 0
) ds~ Nllx0 I\ >ft ~o 1 (2) 

. :0, . .. . . . . . - . ' 

Déte rminons N : 
Obse rvons l e s e cond membre de l 'inégalité (1) 

1 As 
- lh(s,x 0 )I = 1 (c, e x 0 ) ( 

~ \t c Il k
1 

e -kos II x 0 11 en util isant la stabilité de A 

- fh' (s,x 0
)\ = l (c,AeAsx 0 )j 

-k s 
~ l(cll \1Al4 1e O IIX 0 \n 

Dés lors,l e second membre d e ( 1 ) est lui-même majo ré comme suit: 

(OC) . 00 

) Ü h ( s, x
0

) 1 + q \h' ( s ,x• )Ù ds f\ (l\cl\ kik
05

1(x
0 JJ + q \1 c li Il Ali k

1 
ëk0 fjx•11J de•F 

° F = JI c Il k 1 jl x•lj ")?kas ( 1 + q Il AJJ] ds 

posons N = 

= Hel! k 1 llx
0
h [ 1 + q IIAIÜ ~ 

li C Il 

0 

k [ 1 + q li A Il] 
1------ e t tenons compt e de l'inégalité (1) e t 

k 
0 

de la majoration de s on second membre oCeci nou s donne: 

( t 
)\f(cr(s,x 0

)) <J" (s, x 0
) 

0 

ds ~ N l1x
0 1/ 



1 

L 

Bo- Aidons-nous de c e tte majoration pour montrer que nous avons bien l e 
résultat annoncé par l'étape 60 

Nous procédons par l'absurde : 

Supposons 3é)o t qo V-p)o ;J xiE: Rn tq. Hx ~ li ~ "2 
et jt,)o tq o~ (crCt12 ,i))CTC~,~)~E 

1 
Posons'2 = ;;- ; né. N0 

n 
Considérons la s u i te (xn) ave c Xn c: R 

e t la suit€ (tn) ave c tn~ R+ 

Elles sont t e lle s que : \Cf'C~(tn ,x;'i)) "O"" (tn,x;'i) ~ · c 
Nous avons donc: Il Xn 1\ f 1 et ~ (q(tn,Xn)) q- Ctn, Xn) ~ t 

Utilisons le résultat de l'étap e 5 pour une valeur d e régale à 1, 
il nous assure que +pour tout t'>o 

I 
il existe un ~:> o tel que pour tout 

n E N0 et tout t, R : 

Par suite ,pour tout n ~ N0 : 

(':° tm+1 r (<f ( s ,x;,))<r( s ,x;,) ds~ ~ 'f' (!T( s, x;,) )Q"( s ,x;,) ds >; 2 ~1= [ "!F° 
o ·'J;m- '1/ ' t 

en posant: E. = 
2 

Mais ,d'autre part, en t e nant compte du résult at ( 2) de A 

,,00 

\ '\' (<f( s ,x;; ))U-( s, x;;) ds ~ N li x;, 11 - o quand n ...,. 00> 

O puisque Il x;; Il -t-" o si n ->'>00 

Nous aboutissons ainsi à une contradiction,puisque l'hypothèse de l'ab
surde implique que l'intégrale : 

(;(~(s,x;))<:r( s , x;'i )ds r es t e sticte me nt po sitive pour tout x;eRn 
)0 

car celle-ci reste constamment supérieure à un nombret~ strictement 
po s itifoCe qui es t e n contradiction a v e c l e r ésul tat (2) 

L'hypothèse de l'abs urde est donc fauss e e t nou s avons bien le résul
tat annoncéo 



- -- - -- - - -~- - - - - - - - - - - -
ETAPE 7 o- Montrons que la fonction: R+x Rn-+ R tend verso 

( t, X O

) M.jl-(f( t 
7 

X O 

) 

1 

1 
1 
1 

quand x 0 t e nd vers oRn uniformément par rapport à t 

pris dans R+o C•est-à-dire : 

i 
1 

tqo l\x,11 ~ o/ ) 

'--- ·------
f(t(t,x0)l <..E.. 

Procédons de nouveau par l'abs urde.Nous s uppo sons donc: 

3é>o tq.V-,p,o Jx~o/. tq 0 llx~Jl~o/ 

1 j t"?> o avec lq-(t,.-,,,x:;,) 1>,: é 
Prenons Î = ; ; nt;, N0 l l 

Nous pouvons voir qu'il existe une suite (tn) de réels positifs 

et une suite <x;;) d e points de Rn 

telles que pour tout n € No: 11xnH~ ~ et ~q(tn,Xn )I ~E. 

Par l'étape 1,Qous avons pour tout n ~ N0 

donc, E ~ jc:rc t n, x;;) l ~ U c \1 B ( 1) 

Posons:inf 0 j 'f< ~) 1 = m 

é ~ l l l ~ llc Il B ( 1 ) 

1 

1 

1 
1 

1 

1 
1. 

Pui squel~I es t continu~,. e ll e atteint ses borne s sur tout compactoll 
existe donc un point f tel que: 

A A 

é $ lfl~llclf B(l) e t m =11l r>1 (où m>o,car'fne s'annule 
qu'en zéro). 

De plus,nous avons la condition de secteur pour 'f-

=t> ~((f(tn,x;;) )q-< tn,x;; ) = J'f((j(tn,xi';)) JI cr<tn ,x;;>l ~m t 
D'où la suite de r é e ls: 

l 'P ( ~( tn 'Xn) )<:r ( tn 'Xn >J nt No ne t e nd pas vers zéro' puisque chaque 

terme reste supérieur à un nomb re stricteme nt positif.Mais d'autre part, 
l'étape 6 assure que cette suite tend v e rs zéro puisque xi';--1" oRn. 
Nous aboutissons donc à une contradiction,l'hypothèse de l'absurde est 
donc fausse e t 'J'(t ,x 0

) tend vi:!rs o lorsque x 0 t e nd verso uniformé-Rn 
ment par repport à t défini dans R+ 0 
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---- - ----------- - -------- 1 
Vérifions l a stabilité : 1 

'"t)o; 3'7)0 tq oV-x 0 (:;;.Rn tqol\x 0 1\~ '7 1 
~t -3-R+ nous avons:Rlx(t,x 0 )\t<é 1 

I_ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Nous connaissons l a forme de la solution x(t, x 0) de manière explicite 
nous pouvons la ma jo r e r en nonne comme s uit: 

11 x(t,x0 )]1 ~ 1l eAt 11 \lx 0 li + \~1eA(t-s)H llb\l l'\1<1T(s,x 0
))\ ds 

-oI.t - k t [ -ko ( t-s ) - \ lD 
~k1e Oux 011 + kt e ds j \lb \l supo -, (q'(s,x 0

)\ 

-
0 

s~ [o, tJ 

puisque A e st une matrice stableo 
- k t 1 -k t I rn 

= k1e o llx 0u + k 1 ko (1-e o) j~bll supo ,~(,;r(s,x
0
))\ 

SE. [o, tj 
+ Par suite,pour tout t ER e t 

Fixons t > o arbitrai r eme nto 
Puisque~ est continue e n o et ~ (o) = o ; il exis te i > o tqo 

c' prenons c;. = 

Pui sque l'application:(t,x 0 ) ,.,..\..f{~(t,x 0)) tend verso quand x 0 tend 
vers O n uniformément par rapport à t défini dans R+ ,il existeflZ 1)'o 
t e l qu~ pour tout x 0 appartenant à Rn de norme inférieure àfr{'et pour 
tout t de R +: 1 cr( t, x O 

) 1 < 6 
~ k 

Alors, l\x0 \\ ~ tr/; supo +ff1(s, x 0 )j <2 - 0
---,--

sE-R klllbl\ 

Posons !1'1= info Cm ,_L) o Dés lors ,pour tout t app artenant à R+ et pour 
( "(, 2k 

tout x 0 d e norme i nfé}i~ure à If/ défini . dans Rn 

11 x , t , x • ) 11 < k i'P + < 11 b n ~ :: 
11 

b 11 ,:: 

CONCLUSION:Comme x(t) es t une solution qui vérifie: 

-la s tabilit é s i mple,c ' est-à-dire : 

.Jfé.>o ; .3Î) 0 tq 0 '"tx 0 
E R: Il x

0 II <y 
e t t E.. R 

-limox(t,x 0
) = o 

t~t-00 

~ xo E. Rn 

nous avons: 
é t 
- + - = t 2 2 

l a solution x(t) vé rifie LA STABILITE ASYMPTOTIQUE GLOBALEo 
Cet t e notion de stabilité est réalisée pour une classe de f onctions"f continues 
de R dans R telles que'-P{o) = o e tCff(q- )') o;~t({/:o,nous avons donc pour x{t) 
une notion de stabilité abso lueo 



APPLICATION PARTICULIERE: Contrôle direct à matrice diagonale 0 

Nous allons mettre en évidence la condition de fré que nce établie par VoMoPOPOV 
pour illustrer sa simplicité de fonneo 
Soit le contrôle direct: 

{ x = Ax + '-f (q-) b 
lcr = (c,x> où A est diagonale o 

Nous allons l'écrire à partir des composantes sous l a fonne suivante: 

{

"1 = -:1x1-b1\f«n 

(j = % c.x. 
'i-:.1 1 1 

La condition de fréquenc e s'écrit alors: 

Or, k(t) = (c,eAtb) implique 
..... 
k ( s) = -

""" Explicitement: k(s) = -(c1 ,c2, 0 00 Cn) is +/1 . 
1S 

tn c. b. 
J J 

=-L--
" o=I is +}<j 

Nous obte nons une condition telle que: 

m.c. b. } 
]q~o tel que: Re\< 1-isq) (-1: iJ J ) , o 

,c)-:t s +U. 
/J 

t m c.b. ( isq-1) ~-- is) 1 
Re L J J J <. o Jf- s f o 

~=• (isi4J)(}'j- is) " 

Il\ c.b. 2 ~ 
,L. / J 2 Cs q -,.) Vs f o 

~ =• ,._j + 8 J 
m. 2 

Il nous suffit donc de détenniner un réel q positi f tq.[.c.b.(s q -J<.>~oo 
~ ~=• J J J 

Si,:l:. cjb . ~ o ,il existe un moyen assez simple pour déterminer si un tel réel 
cf:.1 J l: 'c .b. t.a. 

q existe . Il suffit de minimiser la fonction rationne lle en s .~ •• - l JI) 
2%: 

s ,Z:. c.b. 
'li=• J J 

Si le minimum est positif ou nul,nous aurons stabilité puisque nous pouvons 
détermine r un réel q ~ à cette fonction 'rs f o o Si le minimum est strictement 
négatif,la condition de fréquence ne sera pas réali séeo 
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§.3.- SYSTEME DE CONTROLE AVEC RETARDEME NT 

Comme vu précédemment,les r é sultats obte nus pa r les ~quations inté gra~ 
les p e uvent être facilement appliqué s au probl ème de s tabilité des systèmes 
différentiels correspondant à u n système de contrô l e d irect ou indirect. 

Notre but présent e st d'illustre r une application intéressante de s é
quations intégral e s dis tincte des applications précédentes . Comme HALANAY l'a 
fait remarque r,l e probl ème d e s tabi lité de s sy s tèmes de contrôle automatique 
ave c r e tardement peut ê tre réduit à l'étude d 'une équation intégrale. 

Pourquoi e nvisage r c e ge nre d e système ?Dans beaucoup de cas,la durée 
de la transmis s ion d e l 'action ne peut être négligée.C ' e st la raison pour la
quell e l e s forc e s inte r v e nant dans l e système dépenden t à chaque instant de 
l'état d~ système ,non s e uleme nt au t emps considéré, mai s aussi aux temps anté
rieurs. 

La form e général e d 'un système de contrô l e avec r e tardement est: 

x(t) = f (t,x(t),x ( t-h)) 

avec x (o ) ='-\>(t) s ur (-h,o) 

( 1) 

No us remarquons que contrai rement aux autre s systèmes rencontrés jus
qu'ici,l a condition initiale n' e st plus donnée e n un s e ul point particul i er 
mais sur un inte rvalle. Ce t inte rval l e est d'aill e u r s b ien précis,il corre s
pond à l a période de r etard accumul é e par l e système. 

Considérons un tel système avec r etardeme nt sous f orme matricie lle, 

\ x(t) = Ax(t) + Bx(t-h) 

l q- = (d,x) 

où + n 
x est une fonctio n vectorielle d e R d ans R 

A et B sont deux matrices carrées cons tantes de dimension nxn 

- 'fi ( <r) es t une fonc tion scalaire 

c,d sont deux vecteurs constants de Rn 

Posons plusieurs hypothèses en vue de l'étude d e c e problème, 
1) Nous supposons que toute s l es quantités intervenant dans ce problème 

s ont réelles. 

2) h est évidemment choisi po s i t if puisqu' i l r eprés ente le retard dont le 
s y stème est entaché . 

3) Si de plus,nous supposons que 1f(cr) e st une fonction continue pour 
t out ,:,· définie dans R, alors nous sati s faiso ns toutes le s hypothèse s du 
t héorème d'existenc e d'une s olution locale pour le système (1) 
C'est-à-dire plus p récisément : 



---------------
1 1 

~ t 0

~ R et x 0 (t) ~ C((t 0 -h,t 0

) ;Rn),il existe au moins une solution 
x = x(t) du système (1) définie sur \;t 0 -h,T]:T >t 0 ,tel que la condi
tion initiale x(t) = x 0 (t),t è.. ft 0 -h,t 0 J soit véri fiée. 

r (voir démonstration Annexe D) 

301.- Détermination de la solution du système d e contrôle avec reta rdement 
----- ------------- -------------------- -------

Soit le système: x(t) = Ax(t) + Bx(t- h) + f(t) ( 2) 

Pour tout système de ce type,nous pouvons appliquer l a méthode de variation 
des constantes,en vue d' en obtenir la solution. 
Nous l'appliquons pour obtenir: 

0 

L, 
i 
1 

x(t) = X(t-t 0 )x (t 0
) + ( ;c~~u- h)Bx(u)du 

) t -A. 

+ \ ~,(t-u) f(u)du 
.d, 

où X(t) est déterminée par: ( i(t) = AX(t) + BX(t- h) 

) X(o) = I 

l X ( t) = 0 

Etudions la validité de ce résultat établi par HALANAY : 

-Vt ( 0 

-Considé r ons le système homogène associé au système (2) soit: 

x(t) = Ax(t) + Bx(t- h) ( 3) 

-Considérons également le système adjoint du système (3),soit: 

1< t) = - y(t)A - y(t+h) B (4) 

où y est un vecteur lignéo 

-Soient x(t) et y(t) les solutions arbitraires r espectives de (3) et (4 ) . 

1°-Notons (y , x) la fonct ion suivante : 
, V, 

(y,x) = y(t) x( t) + \~( t +u)Bx(t+u-h)du 
.10 

Posons v = t + u ·~ 
( t -t \ 

(y,x) = y{t) x(t ) + \ y(v)Bx(v-h)dv 
' --' t. 

Calculons la dérivée temporelle de cette fonction: 

d 
dt(y,x) = y( t)x (t) + y(t)x(t) + y(t+h)Bx( t) 

= [y(tJx{t)J+ y (u)Bx(u- h) J ~: ! + h 

y(t)Bx(t-h) 
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e n tenant compte des système s (2) e t (3) nous obtenons: 

d 
dt(y ,x) = o (y,x) es t constanteo 

2°-Retournons au système non homogène (2) . 

Soit Y(u,t) une matrice qui vérifie l e système (4) pour u ( t e t tell e que: 

Y(t,t) = I 

Y(u,t) o pour u) t 

Cette matrice es t fac ilement cons truite par une méthode progre ssive. 

~u y E_e!!!_i!:_r Y2.s ..:_ 

pour t-h ( u < t nous avons: ~ u Y(u,t) = - Y(u,t)A 

Y(t,t) = I 

puisque pour u t e l que u) t-h nous avon s u+h ) t e t Y(u+h,t) = o 

donc,dans l'intervall e [ t - h,tJ la matrice Y( u,t) est déte rminée par 

un système d'équations o rdinaire s. 

pour t-2h < u < t-h nous avons: - Y(u,t)A - U(u+h)B 

où Y(t-h, t ) = U(t-h) 

Nous avons appe l é U(u) la matrice construite au 
pas précédent. 

,!:_ey.E_O.s_e~s~s_c~n!_i!;_U!:_ de façon i dentique e t conduit à la matrice Y(u,t) 
désirée . 

3°-Multiplions l e système non homogène par la matric e Y( u,t) construite ci-des-
sus e t intégrons par rapport à~ depuis Q"" jusque t.Nous obte nons: 

(t .t 
.) Y(u,t)x(u)du = \ Y(u,t) CAx(u) + Bx(u-h) + f (u)] du 
~ cr )q t , r t: 
Y(t,t)x(t) • Y( 'T ,t)x( ·,i ) - \ +- Y(u,t)x( u)du = \ Y(u,t)Ax(u)du j Q U ) 

~cr- ;..T 
' ~ .t 

+ c· Y(u,t)Bx (u-h )du + ( -Y(u,t)f(u)du 
)q J~ 

-Intégrons par parties et posons : v = Y(u,t) L-dv = ~ u Y(u,t)du 

du== x(u)du u = x(u) 



-Tenons compte du fait Y(u,t) vérifie l'équation ( 4 ) c'est-à-dire: 

~ Y(u,t) = - Y(u,t)A - Y(u+h ,t)B , u 

-De plus, Y(t,t) = I,ceci nous pe rme t d'isoler x(t) dans le mebre de gau
che de l'égalité pour obtenir: 

x(t) = Y( Q" ,t)x(,'.t) -

i:

\ Y(u,t)Ax(u)du - \ Y(u+h ,t)Bx(u)du + 

-ff I· }T t: 
/ • • I 

,· t 
)Y(u,t)Ax(u)du 

0-

+ \;(u,t) ,B7. (u- h) du + \t(u,t)f(u)du 

' = ~ ( \.t. , t) x ( c-· ) - \ Y ( u + h I t) Bx ( u) du + 

·...i 

= Y(q ,t)x(ff) 

. ()

< 

\ Y(u,\~~ ~u)du 

<:r : 
+ \ Y(u+h,t)Bx(u)du 

, 1. -~ )et.~) 

+ \ Y(u+h,t )Bx(u:.du + \ .. Y (u +h,t) Bx(u)du 

/ ,r . ; , \ .Y(u+h,~·;Bx ( u )du + \tY(u,t)f(u)du 

✓-? " 
~ ► ~~ I ,. 

: 

= Y (Cf, t) X ((t ) + Y(u+h ,t~Bx(u)du - \ Y( u+h ,t)Bx(u)du 
)<f'_ \~ ) t ;. 

\

(f I t 
- Y ( u + h , t) Bx ( u) du - t Y ( u + h , t) Bx ( u) du 

-; 

. t 

+\ Y(u,t)f(u)du 

.- t. ;cr· 

-Or, Y( u+h,t) = o pour t-h ( u ~ t 

Nous obtenons final ement: 
- ------- ------------ - --------- ---- - -- -- ••• 

1 (T 

1 x(t) = Y(T,t)x (cr) +\Y( +h ,t)Bx(u) du 

1 J~-h 

, t 
+ \ Y(u ,t)f(u)du 

~ •.J - --- - ------- ------ ----- ---------- -- --

Jtr 

à partir de cette expression,il es t évide nt que si X(t,T ) e st une solution 
du système (3) qui vérifie les conditions: 

alors X(t,O) = Y(<î,t) 

nous obtenons alors: 

X(t,(l') = o 

. (.r 

x(t) = X(t, J )x (J) + \ X(t,u+h)Bx(u)du 
· -r-h 

f t 
+ \ X( t ,u)f(u)du 

\ -
,: \ J 
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Si e n particulie r, nou s pre non s 'i;'i = t 0 où t 0 es t la condition initiale, 
nous obtenons bie n l e résultat e spéré soit: 

\.~ ) 

/ 1. 

x(t) = X ( t, t O) x ( t 0
) + \ : (t,u+h)Bx(u)du + 

. t -!·, 

! t 
\ X(t,u)f(u)du 

'to 

3.2.-Re che rche d e l'équat ion intégra l e as s ociée au sys t ème de contrôle - avec 
r e tardement. 

Nous consid é rons l e systè me (1 ) soit: 

= Ax ( t) + Bx ( t-h) +cc 't ( ~ 

= (d , x ) 

Nous allons r e prend r e la soluti on explicite x (t) pour la condition initi
al e t 0 = o . 

(ï(t) = (d,x(t )) 

= (d,X(t )x 0
) + ( d , 

( 0 
X(t-u-h)Bx(u)du ) 

-l-i 
c' est-à-dire : 0-(t ) sati s f ait une équation int ég r al e de la form e : 

IT( t) 

I· 
( .<, 

= h(t) + ).~( t-u) 1· ( Çf' (u) )du 
1.., 0 

où h(t ) = (d,X ( t) x 0 + ~ X(t-u-h)Bx (u) du) 

- h 
k(t ) = (d,X (t) c ) 

Remarque : L 'équatio n caractéri s tique asso c i ée au s y s t èm e homogène : 

x(t) = Ax (t) + Bx ( t-h) 
- ,1h . 

e s t: dét.(A + Be - nI) = o 

Nous pouvons r eprend r e un ré sultat é t abli par HALES . Il a démontré l e 
fait que s i chaque racine de l'équation ca r act é ristique e st t e lle 
que Re r\ ~ - 0( alo r s , il exi s t e une cons tant e K ) o t e ll e que: 

~ , J - ~t • 
/ 1 X ( t ) li ~ Ke t >✓ o 

c ' e st-à-dire : 

X(t) a une décroissance ex pon entie ll e à l' i n f i n i si toutes l e s raci
ne s caractéristique s s e trouvent dans l e d emi- p lan Re ~~- ot <( o . 



~n_c~n~éSLu~n.s,e.Lsi nous s upposons qu'il exi s t e un réel <X) o t e l que 
Re ~f-~ pour toute racine caractéri s tique ,alors l es fonctions h 
e t k associée s à l'équation intégral e ont un~ décroissance expone~ti• 
e lle à l'infini , 

3.3.-Conditions suffisante s de stabilité de la s olution d 'un système de contrô
l e ave c retardement . 

Tout d'abord che rchons l a t ransformée de FOURIER de l a matrice fondamentale 
X(t) CX ' 

;,(s ) • ~
0

X( t) e i
st

at 

Nous avons l'équation: X(t ) = AX(t) + BX(t-h) . Dés l ors , 

00 ')0 ( ,0 

~ ~(t) e i
st

dt = 
0 

\ AX(t ) e i
st

ctt 
l.) 

I 

+ \ BX(t-h) e i
st

dt 
. 0 

Intégrons par parties l e membre de gauche e t po sons u = t - h dans le second 
t e rme du membre de droiteu No us obtenons: 

ist i so ·v, 
lim.(X(t) e ) - X(o) e - isX(s) = 
t ..p + ,.;o 

Ceci implique: 

X(s) = - (isI + A + Beish ) -i 

B 
ish ·1 

L'inverse de la matrice ~ is I +A+ e J existe pour tout réels.En effet, 
~ =-i s n peut ê tre une racine de l'équation caractéris tique car c e la voudaait 
dire qu'il existe de s racines caracté ristiques purem ent imaginaires.Dés lors, 
nous n'aurions pl us Re i'l -{ - c,t < o e t c e ci doit ê t r e réalisé pour tout I' , 
puisque c'est une des conditions r equises pour avoi r l a s tabilité de la solu
tion du système. 

Le théorème suivant nous donne d e s conditions suffi santes de stabilité pour la 
solution de c e système . 

THEOREME 3 
========== 

Supposons que l es conditions suivantes so i ent réalisées pour le 
système : 

s x<t) = Ax ( t) + Bx ( t-h) + c ·,.f US ) 

l <rct) = (d,x(t)) 

1.-11 e xiste un ;1-, /O t e l que Re À ( -c<\<o}pour toute racine 
~ de l' é quation c arac t é ristique I A+ Be - 1 h_ ~ I\ = o 

2.-La fonction 'f ((t) est continue e t bornée de R dans R 
e t t e lle que : \f\1/(v)) o; V,fJ'-/:- o . 



3.-Il 1:=xiste:: -...in rée l q ~ o t e l que la condition de fré
quence suivRntc soit réalis~~ pour touts e R, 

: i s h -1 :. 
Re 1. (i s q-1 ) ( d , ( A + .:.: B + Ü,; I) c ) ~ -:..: o 

Alors,n•importc quL llE.:. soluti o n x(t) du sys t ème e st telle que: 

l im o x ( t) == o 
t ~+ {X) 

Démonstration: 

Nous avons vu que cr= ~( t) sati ~fa i t l' équa tion i nt~grale suivant~: 

i:: 

{ t) = h(t) + \ k(t-u)'f> (:1" ( u)) c.l u 
C, 

0, 

avec h(t ) = ( d ,X(t)x 0 + \ X(t-u-h)Bx(u)du) 

-'-h 
k(t) "" (d,X ( t)c ) 

Ce tte 6quation satisfait t out es l ~s hypoth~ses du th~or~m u 2 (cfr.§1) 
1 + 

1") h et h' t L ( R ; R) 
0 

- }h(t)\ == l(ct,X(t)x 0 + \ X(t-u-h)Bx(u)du)j 
) 
-h V 

~ \1 ctll Lllx( t) lf Il x 0 H + \ tl X(t-u-h)(I H R l! Il x(u) Il d~j 

-h . -ott 
Nous utilisons l<- r ésulta t é tabli p ar HALES: !lX (t)!I ~ Kc avec K, °'· ,) o 

+ 

puisque d • un e:: part ri.. > o e t d ' autrL pa rt u c "t défini. dans une région 
n&gative,la fonction mLs urab l c h es t borné1. p ar une fonction intégrable . 
Et par application dir~ c tc d'un critère d'intégrabilité,on conclut:h est 
c ll~-mêmc intégrabl e " 

.i Û 

- 1 h' (t)t = 1 (d,f(t)x 0 + X(t-h ) Bx c + { X ( t-u-h ) Bx (u)du) f 
} ~. 

= j (ct,lAX(t) + BX(t-h) + c'fCr(t))1x 0 + X(t-h)Bx 0 

0 

+ ~ ( AX ( t-u-h) + BX(t-u-2h) + C~(\î(t-u-h) >] Bx(u)du) 1 
- h 

La fo nction h' peut donc c ll e-aus~ i t tre ma j or~~ pRr uno fonction int&-
bl + h ' + gra c sur R u Ell e l.ëSt do nc, c:11 <... -m e:mE.:, integrabl c.: su r R • 

- ~----- - - --- - --- - - - -----



k(t) = (d,X(t)c) 

lk(t)j -~ Jld li 11c:I K,~-dt 

Ceci,si nous appli~mons 10 résultat établi par HALESa 

Puisqu0 ~ > o + la fonction k c:st UnC:.: fonction Majo rée par un~ fonciion 
intégrable sur R. 
De: nouveau, par un critère gêné al d' intégr~b!.li té + • 

-,la fonction mesura-
ble k cst, elle-même,intégrahlc sur R. 

k ' ( t) = ( d~ ( t) c) 

== ( d ,[AX{t) + BX(t-h) + c'f(tt(t))j c) 

De nouvcat.,par lt: r t'.>sultat di.: HALES ... t puisqut;, p.:.r hypothèsc.:,la fonction 
f est borné..:, k' pt..:u t Gtrc majorée par unL· fcn:.::tion intégrable sur R + .. 

Ell ~ 0s t donc ~gal e:mEn t int~grabl~ sur R+. 

3") La fonction f ( 0- ) (;_st continu.c e: t borné€: d(~ R d,rn :; R t.·t q\f(,r) ) o pour cr -/:o 

Cette hypoth~su est rL prisc e n tant qu~ t0ll0 da ri.~ l 'hypothèst..: 2 de cc th~
orèm c . 

4°)11 exist~ un rét~l q ~ o tl:l g--'c RL·){1-isq)k(s) J~ o pour touts f; R. 

-.. 
Calculons k(s) avec k (t) = (d,X(t)c) 

"'' '\.• 
k(s) -- (d ,x(s)c) 

= - (d ,~isI +A+ BcishJ-1c ) 

DJs lors cette condition s•~crit: 

un r60l q > o t el . .,,, (! UL 
• ish]-1 1 Re \ (isq-1) (d,Li s l + A ... Be c) j f o 

pou r tout réels. 

soit c,xactemcnt l'hypo thèsc 3 dv c,._. théorèmèo 

Dés lors,nous pouvon s appliciue:r h théorème 2 du §1.Nou:::-. savons donc que cha
que: solution <:r(t) de 1'6ountion intégrale.: E·st située .:ans l'E!space: C (R+;R) 

0 
ou e ncore lim. <:r(t) = o. 

t -1~ + ,'_\) 

De plus .en accord avec la forme e xplicib .. dt;' la solution x(t) du système (1): 
0 t 

x(t) = X(t)x 0 + \x(t-u-h)Bx(u)du + { X{t-u)c 'f(CT (t:)) du 

- h )o 



nous avons un résultat s upplémentaire :lim .x (t) = o 
t ➔ +~) 

Ceci sans restre indre en aucune maniè r e l e domaine où l 'on choisit la fonction 
initiale x 0 (t) avec t pris dans (-h,oj• 

Justification: 

l\x(t)fl 

"\,, 

Q 

li B H \ k X Il 
\ 
' .. h 

' r. 
-·Jlt \' u du+ Ke e c\f(~(u))du 

)0 
1.., 

11 B~ 1 h li x 11 + 10{' c rr < ~ )) ] 

'f (q- (~)) est bo rnée puisque \\i' (<;]'") e st une fonct ion bornée par hy-

pothèse. 

la variable t intervient uniquement d an s un terme qui est une expo
nentielle décroissante .Ceci découlant du r ésultat de HALES dans le
quel C,C, est supposée stricteme nt positive. 

Si t tend vers l'infin i, x(t) tend ve~s zéro pui sque tous les te~es in
terve nant dans la ma joration de Il x(t) Il sont constants sauf e-~ qui 
lui,tend vers zéro lorsque t t e nd vers l'infini o 

CONCLUSION : 

La s t abilité absolue du système de contrôl e avec ret~rdement e st assurée 
par: 

- la condition: 

Il existe un r éel ç:x ,. o tel que Re ,.\ ~- - ,.'JI. pour toute racine A 
de l'équation caract éristique associée au système 

la condition de fréquence : 

Il existe un réel q ~ o t e l que 

Re~ (isq - 1) (d, LA + e ishB + isI:l-
1
c) \ ~ o pour tout rée l s. 



CHAPITRE II 
CONTROLE DANS LES EQUATIONS INTEGRALE~ 

A NOYAU NON INTEGRABLE 

Nous allons étudier le comportement de la 
à noyau non intégrable. 

solution d'une équation intégrale 

Ceci revient à discuter la solution de: 

\

r O" ( t) • h ( t) + ): k ( t-s) \f> (G" ( s} d s 

k ( t) • k 0 ( t) - S ~ > o 

ko €' t'{ R+; R) 

Le théorème suivant nous donne des conditions suffisantes de sta~ilité pour 
la solution de cette équation intégrale. 

THEOREME 4 
--------•= 

Considérons l'équation intégrale Q"(t) • h(t) + ~ k(t-s)~ (a(s)ds 

avec t dans R+ o 

avec k(t) c k0 (t) - ! 
et k0 ~ L1 (R+;R) 

sous les hypothèse s suivantes: 

1-- h',h" ~ L1 (R+;R) 

2.- k est de la forme ci-dessous avec g ) o 
et ko, k'o~ L1 CR+ ;R ) 

3.- f ((7 ) z R ___..;, R es t continue et tell e que~O') > o 
pour <:r ~ o 

4.- 3 q ~ o tq. Re ¾ (1-isq)G(s)j ~ o pour s 1, 0 

"' -1 où G{s) c k0 (s) + j(is) pour s ~ o 

Alors il existe au moins une solutionO"'(t) de l'équation inté
grale à noyau non intégrable si tuée dans C

0 
( R +; R). 

De pl~s,ehaque solution".'J'(t) de 1•équation intégrale située 
dans C:c<R•;R) .ast située daJ'\s C0 (R•;R). 



2.2 

r--------------------- -- -----------
ETAPE 1.

1 
Prouvons que l es hypothès e s 1 e t 4 entraînent que toute solution 1 

--- - <:r(t) continue s ur R+,de l ' équation intégrale se situe dans l' es- 1 
I pace C0 (R~;R)

0 
1 

: C'est-à-dire: lim "O- ( t) = o 1 
- - - - - - - - - - ,t..~4-ÔO - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - _j 

1°-Considérons l es fonct ions auxiliaires définies comme s uit: 

'ftc1:') =) 'f <cr <t') 
l 0 

0 ~ t ~ t 

't' > t 

e t 1:' 

;\et) = ) [k0 ( t: - u) + qk~('t - ul']\ <u)du + qk(o J}\\<'l:) 

0 
chacune définie s ur R+ ; ..irt) o 

2°-Cons i dérons l'équation obten ue pa r différentiation de l'équation inté grale 
(pre sque partout sur R+) et utili s ons l a définition de ?t t i ~ ) 

t 
= h ( t) + ) k ( t-s ) 'f ( ~ ( s ) ds \f t )- o 

0 t. 

0-(t) 

____ =_h_'(~t2._ _+ k(o )'P(CT ( t) + \ k'(t-s )'{l( <:T(s))ds 

a) si o ~ t ~ t l O 

I 
(! (t) 

1: 1 't 
- • \ ko ('1'. -

0 

u) '{) t ( u) du = ~ k 0 ( 1;"' - u) 'f ( Q' ( u) ) du 

0 't' 

= <r ( l:) - h( 't) + ~~ 'f «:r (u))du 

puisque k(t) = k (t) - P 0 
0 .) 

e t k' (t)= k ' (t) 
0 

-1:' ~ 

- • ~ k' ( l' - u) '\) ( OiT ( u)) du = ~ k~ ( l: - u) 1 ( (T ( u) ) du 

0 0 

= CT'('t') - h 1 ( t) 

't 
~ t ( ê.1 ) = 0- ( tt,) - h ( ~ ) + 3 \ 'f ( <r ( -ti. ) ) c1 u 

Jo -k ( o) I.Ç (t't" ('t ) ) ] 

Dés l ors,! À Ct) =<f Ct) + q<r•(~) -[h(t) + qh 1 ('t' )J 
t 

- k(o) 1<(( ( 1'.)) 

+ q C <r' ( 't ) -h' ( 't' ) 

+ qk(o) 'f f 't) 
+ ~ )~(V(u)) du 

_Q 



2.3 

1 b) si t ("" l 
Dans ce cas, 'f t ( 't ) est iden tiquement null e o 

La fonctioni\t es t s itué€. dans l'espace L1 ( R+ ;R) puisque par défini

tion,elle s'exprime comme la somme de fonctions intégrables. 
De plus,elle est :- ituéc dans L2 (R+;R) pui sque 'Pt est s ituée dans 

cet espace tandis que k 0 et k6 sont s ituée !> dans L1 (R+;R) .Ceci parce 
que le produit de convolution d'une fonction de L1 par une fonction 
de LP , p ~ 1 , es t si tué dans LP. 

~ ..., 
4°- Notons '{\ ( s) et Àt ( s) les trans formées d e Fouir:;~ -- deft (~ ) et~ t (?:). 



2.4 

•o )

00 't' 00 00 
· isi' - ...., isi-

[ \ kô (t'-u)'f\ ( u) du J e dl:'= ~ du l ( ki, <• -u>'f\ ( u) e dl' 

0 0 ~:;,, J;.,_ .00 
is l' -, 

= lflt ( u) du [ ~ k/, œ-u) e dl: j 

c, >t,. 00 posons t -u = v 

~

(X) • ~ • l SU - l.SV 
= 'flt(u) e dul k~(v)e ctv] 

0 0 

""' ""' ~ ='ft<s) { - k
0

(o ) - isk
0

(s~ 

Nous obtenons: 

"" 'V "v _'V .... 

~t(s) = ~1. (s )k (s) + q ~t(s) [ -k (o) - isk._ (s)l + qk(o)'ft(s) 
i;;. 0 0 0 _ 

et k (o)=k
0

(o)- ~ puisque k (t) = k
0
(t) - j 

l'\I 'V " "J • ~ 
= 'f t (s )k

0 
(s) + q'ft~s) [ -k0 ( o ) - isk0 (s)J + q(k•(o)-f}lf t (s) 

1 
""" "" ~ /\t(s) = (<1 - isq )k0 (s) - q ~J 'f\< s ) 

5°- Introduisons un~ r ouvelle fonc tionf (t) judicieusement choisie comme suit: 

(t 00 

~ ( t ) = )'\ ( 1:' ) lp C (f ( ?' )) dl' • ~ ,\ t ( 'i::'. ) 'f\ C'I: ) d l 
0 0 

Nous pouvons appliq u e r la formule d e PARCEVAL 

1 ( ~ --:ç 
~(t) = 2Tr ) Àt (s ) '~\( s )ds 

rR 
Nous pouvon s transfo rme r c e r ésultat e n t enant c ompte: 

- du fait que O (t) es t une fonction à v aleur réelle 
) ~ ~ '\, 

- de l'expres Eion explici te d e t\t/ s ) en fonction de k
0

(s) et'~\<s) 

Nous obtenons: 

1 ~ - ""' f <t) = 2ÏT . Re l ( 1-is q)k0 (s) 

IR 

- "V 
qÎj 'ft< s) f ; <s)ds 

1 ( - ~ :1 ~ 12 
= 2 1T J Re l(1-isq )k0 (s) - q~J \ft<s) \ ds 

- ~ 1 
Or, Re (C1-isq)k~( s ) - q ÎJ = Re ((1 - isq )G( s )J 

puisque (1-i sq )G(s) = ~ 0 (s) (1-isq ) + ~ - r>q 
l S .) 



Ceni implique: 

~ (t) = ~Ji ( Re [ (1-isq) G(s)] \\.\>~( s ) \ 
2

cts \R 
De p lus,par l'hypothè se 4 nous savons: Re ((1 - isq ) G(s)] ~ o 

Dés lors, ~(t)~ o _; ~t) o 

Considérons: t ~ (t) ~ o V t) o 

s (t) ~ ~ ('L: ) \(> ('l'. )d't' 

2o5 

\ . ~~ 
t t t:: t . t 

~ ( t) =\~('t)'f<<rCt))dt:+ q (Q'(t')'f(a(t))dt _\ [ h(t')+qh 1 (t'))~ca-C?))d't 

t ) t ~ Jo 
1:. 

Notons: tj, ( t) a \.'f (<ff!') d?: 

O +O{ { \ 'f (v(u ) ) d u }~(0-('t) )d°t "'o ) )o ./O 
+ 

t ~R 

et tir 

F ( cr) = \! ( u) du Cî é. R 

Transformons l'inégal ité ci-dessu s ! 

\~(O"C!:) )<f' c1')d"t , F(O" ( t)) - F(<:r(o)) 

Ot ~ t 
~{ ~ 'f)(<f (u) i du}~ (lt('l'.)) dl' a ~t (t)\V (7 ( t') d~ 

0 O = c;- 'Î,J(t)d(~ ( t) ) 
ô 

1 .J..2 
= -'fi' (t) 

2 ' 

t \t ~ 'f ((f Cl!) )Q"(t) d'l" +qF (<r( t))+ ! ~<j,2 ( t}- ( h cr) +qh ' n: l] '+ (tr ('l:)) dt' -qF ((t( S)) * 0 

0 0 

En intégrant par pa rties ,nou s o btenons: 
t t 

\ [h (l'J +qh' (t )} ({) (O-('t')) dt O (h ( t) +qh' ( t)J 1' ( t)-\(°!,' (1') +qh" (t' il</>(?') dt 

0 0 
Si K es t un nombre positif t e l qu(c!,,, 

t'fiR .. t I h(t)i + q lh' (t)I} + j {lh' (l')I + c,jh"('t')I} dÎ ! K 

0 
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Ce nombre K existe p uisque les valeurs majorées :.;ont intégra.bll!!!J:i pùr 
hypothèse. 

1 \~h(ê)+~h' ('t')j~((f (\'))d<'I !f. K 
-o 

Dés lors i 

supolf,<n l 
ê'€ (e, tJ 

\\Ç(cn l:') )() (?) d 

0 

+qF'(<t(t))-<7F(Q'(o))+½_s4
2

(t)--K supn If'> (t'.')\ ,f. 0 

1:~ (o., t] 

t. 

~ \ {'(CT (è')) (J (l')d t) o 

0 

mais, -. {j(o) a.. h(o) 

- . 'T * (et ) ) 0 pour (f ,; 0 

:) qF(IJ'(t) ) > o 

~ "f t ~ o ;. S42 
( t) - qF(h(o)) - K sup. 1{· U~') \ ~ o 

't':, E (0, tJ 
( r: • 

6°-Etablissons une maj oration de \'-\Î('J( r)) Çf ('()d'l:' 
• 1 --------/,✓ 

-.Soit T(t) le plus grand nombre rlel tel que 

Q ~T(t) ~ t lf(1'(t))I ,c, Sl.lpu \~('~)l 
'[' ,fo, t J 

Nous pouvons rernpJ.ace r t par T(t) dans la dern.:.è.;~ inégalité du 5° et 
nous obtenons: 

Cherchons les rac :i.nes a s::oc.iée s à cette iriégali.té: 

Â- < c >' -1 ± 1- 2 ••• -2 -1 < l ½ 4.1 T t J = K ')° .._ K ') + 2 q ~ F h ( o ) ) .J 

Nous pouvons donc écrire: 

q>(t ) 6-\X(F(h(o)));tE R+ 

et pour: que q.> (T(t)) ~ q, (t) pour o 5S, T(t) ~ t 

Dés lors est born~e sur R. 
' C. ; 

-• Nous déduisons de ceci une majoration de ) 'f (~ (l )) (î ('f) d'è 

~

t Q 

't(\l"(è'))Q"(t') dè'~qF(h(o)) + K supc_l t$ (1' )1 ~ 0 
CJ ~ E lo, t) 



puisque ~(t) ~ d (F(h(o) ) ); ~ t ( R+ 

pour sup.i g> (t)I 
'ê'~ [o,tj 

c eci est vérifié 

. ( t ', D ( CT (~ ) )Q'" ( ?') d t <:_ a F ( h ( o ) ) + K \)l, ( F ( h ( o ) ) ) t )0,. .._ , 

2.7 

7°- Nous allons appliquer le lemme de BARBALAT à la fonction ·'41 (,;,-(t)) cr('?:) 
..,, 

Lemme de BARBALAT: ------ Soit une f onction f ~ o . 

+ 
intégrable sur R 

et .uniformément continue 

alors f (t) ~ o quand t t end vers l'E?O 

Considérons 4~ (~(t) )<J (t) comme fonction 

a.- •..ç (<r(t) )Q°(t) es t 
, \.1 + 

nee T té R 

b.- ~(\T(t) ) q (t) ~ o 

c. - '{> crr(t) )CT(t) es t 

intégrable sur R+ 

par hypothèse 3 

unifo ément continue o 

~ , + 
- • ~ es t bornee sur R 

CT( t) = h(t) +- ~t; k(t-s)'fN(s) ds 

En intégrant par parties 0 

(j'(t) = h( t) + k(o) cj, Ct) - k(t) ~(o) 

Soit t~ 0 

1:-
+ ~ k6(t-s)+(s)ds 

JO 

()Q 

bor-

lcrct) 1 ~ M 

puisque 

+ [ 1 k ( o )1 + ) Î k 0 ( t) 1 d tJ 

ô 
l<P <t)l< CX(F(h (o))) 

cl ( F(h(o))) =~(F(h(o ) )) 

-ft ~ 0 

Dés lors, Ç] (t) est bornée s u r R+ 

, + 
- •1J°' es t bornee sur R 

t 
(J 1 ( t) =h' ( t) +k ( o) 'f ( tj'( t) ) + ( k~ ( t - s ) 'f ((j'" ( s) ) d s 

r.- , + )0 
Or~ (t) est bornee pour tout t de R . 
Ceci implique que 'fi ('\i'(t) est bornée puisque '--t' es t continue. Dés lors, 

, + 
Ci' es t bornee sur R. 

+ 
Pui sque \J et a· ' so n t bornées sur R , tr est un e fo nction uniformément 

t
. + 

con inue sur R . 



Noua obtenons la même conclusion pour la fonction ~ (t: )<r puisque <:T est bore 
née 4J\lr R+ et que 'f est continue. 
En appliquant le lemme de BARBALAT à la fonction'f(~(t ))O-(t) qui satisfait 
ses hypothèses nous obtenons: 

lim.'fCO-(t))G'"(t) .. o 
t ... + 00 

Or par l'hypothèse 3 nous savons que 'f (4')<j > o li/--1:r #o 
: 0 S~ CT-:..O 

Dés lors,nous avons bien le résultat annoncé lim.<t(t) • o 
t ➔ +OQ 

ETAPE 2. t Si-h-et k ;o;t-d;u; fo;cti;n; ;;o;tin-;e; -;u; i•-et ;1-'Î<;:,-s;tis~ 
---- 1 fait la condition de LIPSCHITZ: 1 

: t~<o-> - ~<f>I ~ L lcr-11 o-,f~R ; L ~ o 1 
Alors,l•équation intégrale de convolution non linéaire à noyau 1 
non intégrable: 1 

cr(t ) • h(t) + )t. k(t-s) \f'(<T(s))ds 1 
0 + 

1 admet une solution continue unique sur R t 
• -~~-~-~---~~-~--~-~~- -~ -~-~~~~-~-~ 

Nous allons construire la soluti n unique Ci"(t) = h(t) + ~tk(t-s)~<r(s) )ds 
pas à pas par analogie avec le théorème d'existence d•une 0 solutioi locale 
pour un système d'équations différentielles ordinaires (cfr.HALES ou ROUCHE 
et MAWHIN) 
Nous considérons un opérateur continu A défini .de l 1 espace Cc(R+;R) dans 

lui-même. A est d.!fini comme suit: Af(t) ~ h(t) + ): k(t-s) 'f <f(s))ds. 

Nous allons le construire pas à pas et montrer que c ette application est 
une application strictement contractante d'un espace métrique complet non 
vide dans lui-même.Par le théorème de BANACH ,elle admet donc un point fixe. 

'.rhéorèmé de BANACH: 
Toute application contractante d'un espace métrique 
complet non vide M dans M admet un point fixe unique 
dans M. 

(cfr. SMART ) 

Nous définissons tout d'abord l'opérateur A de l'espace Cc((o,T);R) dans 
lu1-m6me. T choisi de façon judicieuse donne lieu à une contraction stricte 
pour A.No\15 pouvons alors prolonger la solution sur [ T,2T) ;(2'1',3T] etc ... 

De PfOChe en proche,nous pouvons ainsi définir; l'opérateur continu A de 
Cc<R ;R) dans lui-même qui soit une contraction stricte et qui donc,par le 
théorème de BANACH,admet un seul point fixe défini sur R•.c•est-à-dire tel 
que: 

Acr(t) • c.t(t) • h(t) 
t 

+ \ k(t-s) l{i (G'(s)ds 

C, 

; 
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ETAPE 3 . ,-S;it 'f(i)-u;e- a ppÏi-;;-ati;n-c;nti;u; de _R_d;n; R tcÏl; ~u; \T~cr)'j° ;~ 
- - - - l Jf-'C.f f. o. \ 1 

1 Si nous fixons 'l' > o, il existe unE suite tfn( a")ifl'\constituée de 1 
1 fonction s de mtmc s propriétès que ~(Q") t elh.: quc:·~n{t) ~'f(t) 1 
1 uniformément sur(-T , TJ e t d tc plus ,'f n (t) sati sfait la condition 1 
1 d8 LIPSCHITZ sur R_ 1 

1------ ------------ --- --- ----------
Nous allons tout d • abord construi.re une s ui b : de fonct ions~ n (<7). 
Ensuite, nous vÉ'.ri f i erons éd t.'.l lt: satisfait l~s propriét{s requises. 

CONSTRUCTION: 

Soit ne: t.J fixé. Divisons l' inte rvalle [-T 1 TJ en 2n sous-intervalles égaux,par 
les points <rk = kTn-1 

n = o 

n == 1 

n = 2 

ainsi de 

où i k \ "' 0, 1, 2 , .. , ., , n. 

q = 0 
0 

CJ' .. 1= -T j ·J'o= o ; 0-1= T 
T 

q-_2= -T · O · - -- ; (J == 0 '-1- 2 0 

suitC:: ..• 

T 
j q-1"' 2 G'""" T 

2 

'f'~1(J) est une fonction continue dont l e graphe s ur (-T,T ] est une ligne bri
sée dont les diffén.nts sauts son t situés en ( <l'" k ,'f(<h: j) et telle q ue: 

f ((T) = '9(-T) 't Ç' < -T ; 'f (Q') = 'i' (T) -"f Cl)T 
n n 

~ous avons donc: 'f : [ -T , T~ -v R 

et f n: [-T,T) ---f> R 
'1" k ,'\rv"51f( '7° k) où 

'fl 

kT 
k =- avec 

n 
k = 0 ,1 ,2 ,o o•, n• 

~st une fonc tion continu~ linÉairc par morceaux. 

La suite 1 --f. vérifie -t-121 1 E. ll~S hypothès E,s rc,quises ? 

1°- Montrons qut!'fn .S:..:.::.,'f sur (-T,TJ l orsque n-, vO - - - - - - - - - - _ .. - - - - - - - - - - - .. - - -
Par hypothès(.; , 'f Lst c ontinuE:: de R dan·s R , c..l l e est donc uniformément con-
tinue s ur ( -T, T J donc: • 

Y°t.)o ; 31 > 0 t q . V- "J',<J,~[-T , Tj t q. ,~-a•1< 1 $ t ~(tr)-~iJt,E 

Prenon s (l""~[<.rk,(ïk + 1 } avuc Ci -O'"k :::: ! 
• k+1 n 

Nous obtenons: 

~ ( <:f) = 0'f ((f'k) + ( 1-6) °'V ( 'J" k+l) n où o ~ e ~ 1 

I{<~) -'{' (<'J')I ""\0[~(l'J) -~(<Tk)] n + ( 1 -0) l "f ((T) - ....p ({f k+1 )] \ 

~ 9 l 'f (cr) - ~ (O"k)j + < 1 - e > t \.fi ccr) - f < (f k + 1 > l 
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1 -e, 0 sont inférieurs à 1 

\'tf<ï}- 1.f(cy)\ "- \'-.{> Co-) -\Çl(trk)I + ( ·~)(Cf) -~(et )\ 
/1\ - k+1 

T / n· , Or,pour n as se z grand ,nous pouvons obtenir-~ l ,il nous reste alors a 
util ise r la continuité uni fo rm e de 'f s ur [ n -T , +TJpour obtenir: 

\ f <G") - \f <o- ) l < E.. r . 

2°- Montrons que l es fo nc tions f1 sont de s fonctions l ipschitziennes 0 ---------------~-----------------
Définition: f t· ..t) r b J R t 1 - h·t · une one ion 1n: ~a, --~i)" es ip s c 1 zienne 

ss i 

3L?. o t e l que l\() n(O' ) -lf>n('1 1 )I ~ L\Cf-\ltJ;Veï,tT1 é(p,b] 

-Prenons q e tq-, t e l s que c:r-6[crk,(f"k+il et c.r' E i cr , <l" 1 
L k+1 k+2 

' f 1 
Montrons quelt (V) - 'f n (C/ ) ) \ ~ L )tt-~1- <6ù L) G ,,,.. ' ' - ' 

) ~n(q) - ~n( cr' ) j~lfn(q-) -'f n<t\+1)\ +I'° ccr- ) -'f <cr')! 1 n k+1 n 

,(_ L \ rr _ n-- j + L \ \Ï - <..ï' \ - k ,: ~k+1 k+1 k+1 

(parce que ,par co ns t ruction,~ e t \.Ç' colncident aux extrémités 
des intervalles) n 

~ LIO'' - \:r i 

où L = s up o ! L , L 1 
( k k-1. 

~ es t donc lipschitzienne sur d~ux inte rvalles consécutifs o 
n 

-En g é néral,prenons (J dans[cri, (f" i+iJ et q-' dans ['3""k,<:r k+1J 
No u s obtenons: 

l~ ((j) -~) ( q')I =l 'r UJ) -~) (cr. 1) +'{J (<f . 1) -'f' ('\f". 2)+ 000 n n n n 1+ n 1+ n 1+ 

< 1-.tJ \(î I l "-L> ((f ·, T (tJ ) - 'r ( <'.f. 1) + 1 n i + 1) n n 1+ 

+ '{>n (Gk)-'fn (q' ~ 

- ~ (G". 2 )\ + 0 0 0 n lf-

+ \ ~ . (~ ) -'P (cj 1 )\ 
n k n 

Or,l e premi e r résul tat obtenu 1 nou s p e rm e t de dir~ que : 

l~n(çr) - ~n(~i+1)I ~ Llo--cri+11 
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si G" ·et Q"i+l se s ituent dans des intervalles ad jacents,ceci implique: 

1 \p n ( tJ ) - 'i'n ( Q"' ) I '-. L (1 O' - O" i + 1 ' + t 0- i + 1 - 0- i + 2 ' + ••• + 1er k - cr ' 0 
~ L \C'J'' -CI\ 

3•-Chaque fonction~ s atisfait la condition de secteur. --~-~~--~------ ------~~-~~-
C'est-à-dire: 

(l"Î n (0-) > o pour Q" /, o 

-Représentons 'i et~ sur un graphe.Nous obtenons un schéma de la forme 
i n su vante: 

't(r) 

~=1' ,ri. ~a cr~H. 

. . . . . 

i;rW\:'î' 

où les fonctions ~ convergent uniformément vers la fonction~ 
n 

-si tE.[q-k'q-k+1J ; 3$ tq. <l"=e(fk + (1-0)0-k+l où 0~8~1 

'f) n {Cf) a ~(CTk) + ( 1-8)'F(ITk+l) 

cr 

puisque entre cr k et r;;r k+l' la f onction \f n a le profil d'une droite 

passant par ces deux points. 

-Observons la valeur de (f \(' n ((r); 

'1''fn (q) = [8q-k + ( l-e>a k+11 [Q'f l U-k) + { t-9) ';)(q-k+1) 

2 

= 9 ~k\f(Cfk ) +8(1-e>(G"kiccrk+l) +al<+1~(1J"kij +(1-8)2Q"k+t~<rk+1) 



Considérons 2 cas : 

(f k ~ o ":> cr k+1 ) o 

dés lors , q 'f (<"J" ) ~ o 
k k 

cr k+i-\l<crk+1) > 
7 
5puisque \{) vérifie la condition de secteur 

0 

~(Cïk +1) > o 1 . 
,. ( puisque 1 es t continue e t ne s 'annule qu'en o 

'Y<cr ) ~ o J 
k 

nous obtenons donc : (J 'f ( q ) ,? o 
n 

çr-k+1 ~ o ~ cr k < o 

dé s lors,crk4 (~k)) o 

cr k+1 'f> <crk+1) 

puisque '{) vérifie la condition de 
secteur e t ne n 'annule qu'en o 

lf <crk+1) ~ 
f(\Tk) < o 

puisque ~ est une fonction continue 

nous obtenons donc : (rlf ( Q'" ) ~ o 
n 

ETAPE 4o --------------~-T-------------------1 Puisque h' e t h" EL (R ; R) e t puisque: 1 

1 3 q ~ o t e l que Re i (1-isq )G(s)} ~ o pour tout s -/,o o I 
1 "-' -1 1 

ot1 G ( s) = k
0 

( s ) + 3 ( is) 1 

Alors,il existe au moin s une solution cont inue sur R+ de : 
l'équation intégrRl eo 

L------------------------------ 1 

- Soit T) (F(h(o))) 

où~ (d.) = M + 

Q() 

[ 1 k ( o) 1 + ~ 1 kô ( t) 1 
0 

Considérons une s ui te 1 lf> (Cf) } du même 
l ors de l'étape préc édént ~ où Tnes t fixé 

. ç;-

- Notons F n (<:rt = \ 'f n ( u) du 

0 

t ype que c e lle construite 
c omm e ci-desSUS o 
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-nous 
tend 
Sans 

aurons T > ~ (F (h(o) )) pour n suffi s amment 
v e rs 'P (u). n 
perdre de généralit é ,nous pouvons s uppos e r 

T) \' (F n (h( o ))) pour n plus grand que 1 

-l' équatio n i ntégra le : 
,. 1--

q ( t) = h ( t) + \ ..... k ( t-s) '-r n ( CT ( s ) ) d s 

g rand puisque '\) (u) 
n 

que: 

0 
adme t une seule so lution~ (t) 

n 
continue s ur R+o( Ceci es t acquis par 

Ier (t)I ~ f.> (F (h( o ))) <: T 
n • \. n 

1 1 étape 1) 

Nous pouvons diffé r entier l es deux membres d e l'équation intégral e ci-
des s us oNo us obtenons : r t. 

ltî~ (t)\~ \h'(t)f + 1 k ( o) '{) ( O" ( t) )\ + ( \ k' ( t-s) 'f ( <T( s) ) \ 
n _) o n 

Cl 

ds 

lq- 1 (t)I <:T n ._ 1 où T
1 

es t indépend an t den 

Ceci est po ssibl e pu i sque ~ (~) est bornée 
ainsi que l es f onct ion s h' net k' ~ 

' ' 0 

que\qn (t)fn es t uni fo r mémen t bornée e t équiconti-Nous pouvon s affirmer 
n ue sur R+o 
Il e xi s t e donc une s ous-suite extraite d e ~O-n(t )} n qui converge uni
formément sur n'impo rte que l compact d e R+ os upposons que la suite 
i_Cf n (t)}l)"\' e ll e - même , soit un i fo rmément conve r gente sur n 'importe que l 
inte rvall e compact de R+ 0 

Dans c e cas ,faisor. s t endre n vers l'infin i dan s l' expres s ion suivant e : 

Cf" i(t) = h(t) + (l'k(t-s )lf (<'T ( s ))d s 
n ) n n 

Nous obte nons: O 

lim o<f (t) 
n 

~-? -t-OC 

(j ( t) 

= limo [ h(t) + (t. k(t- s )\y (CT (s))cts] 
n~ov ,) n n 

rt 
0 

= h(t) + ~ k(t-s)l.f(cr( s ))ds 

0 

puisque û (t) __.,.(f (t) 
n 

'f1 n (q) _.-p'f (<:r) 

e t puisque 'f e st continue 

L' équation intég r ale es t donc satisfaite pour<T(t ) = lim . çr (t) 
n 

n~~~ 

Comme cr es t limite un iforme de fonction s continues, e ll e es t aussi con
tinueoNous avons ains i atte i nt l e but du théorème 4. 

* * * ~ * * * * 
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§02.-CAS DES SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFE RENTIELLESo 
--~==c-----=------=c - ----=r--cc~-aco---- - ---0--c=--

Nous pouvons applique r l e r é sultat obte nu p ar l e théorème 4 relatif 
à une équation intégral e non linéaire d e convolution à noyau non intégrable 
au problème de stabilité associé a u système d e contrô l e indirect automatique , 
c' e st-à-dire ,au système d 'équations différe nti e ll e s s u ivant: 

l x = Ax + b ~ 
l 
1 t = \.{J( q") 

t •~ = ( C , X ) - ~ € 
avec 

' r 

x' = (x
1

,x
2

, 0 o ., x n) e t l deux fonctions inconnues r e s

pect i v e ment vectorie lle et scalaire o 

A est un e matrice s t 2bl e et d e dime nsion n x n. 

'f ((f) e s t continue d e R d ans R e t t e l le que\T{>(•T);,-o;+/~-1,o 

Nous pouvons mettre c e système diffé rentiel sous l a fo rme d'une équation in
tégra le non linéaire de convolution à noyau non intégrable.Nous obtenons l'é
quation suivante:(cfr. Introduction o) 

At -1 , ,, {I: -1 A(t-s) - v, 
'Cr(t) = (c, e (x 0 +A b f 0

))-~·
1
f 0 +) ((c,A e b) - _f

1
J T("l"'(s)) ds 

C . -1 
avec ~ 1 = Î + ( c , A b) 

Nous allons tout d'abord vérifi e r que toutes l e s hypothèses du théorème 4 
sont réalisées. 

~~!~~-1: h ' , h" , . L .'1 ( R +; }t) 

a) _ h' f: L
1 (R+;R) 

h(t) = (c , e At(xo + A-1b ~o)) - .f 1to 

d [ At -1 µ J h'(t)=( c ,dt e (x 0 +A b~ 0
)) 

h'(t) = ( c ,Ae At(x 0 + A-1bf 0
)) 

Etablissons une ma joration pour I h'(t) 1 

avec 
-1 

= 5' +(c,A b) 

Or,par hypothèse, A est une matrice sta bl e , donc il existe deux nombres 
r éels k

1 
,k

0
) o te ls que 

fi eAtll f k
1

e-kot 

Ce ci implique: 

lh•(t)I~ \\ c \l I/Al.ik
1

e-kot CHx 0 JI + 
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Si nous posons M = \\c\j \t A'1 k
1

( llx 0 ll + IIA-1 H llbtf 1Ë.0 \) .Nous 
obtenons : 

Puisque h' est une fonction continue, e lle est mesurable.De plus, e lle 
+ 

es t majorée en valeur absolue par une fonction intégrable dans R. 
Dés lors, par .-.m cri t è r c d ' intéc;rabili té, nouë, ~-uuvon s .:-ffirm...:.r r:u' ::lle 
~~ t intigrabl c ~u r . +. 

h"(t) 

h"(t) 

Etablissons une maj oration pour lh"(t)J en vue d'applique r l e théo
rème de la conve rgence dominée . 

1 h" ( t ) 1 f \I c 11 U A 
2 U / 1 e At 11 (! x 0 + A -

1 
b ! 0 \1 

Puisque A est une matrice s tabl e nous pouvons de nouveau modifier 
cette majoration comme suit: 

lh"(t)\ ~ llc\l HAil 2 ( ·11 x 0 l1 + Il A-
1 11 llbll l! 0

\ ) k
1
e-k0 t 

\h"(t)I ~ \IAjl Me-kot où M es t définie en a) 

De nouveau, h" es t une fonc tion mesurable sur R+ 
c ontinue sur c et espace.De plus , elle es t maj orée 
i ntégrable sur R+,Ell e es t donc e lle-même ,ituéc 

L1 (R+;R) 

puisqu'elle est 
par une fonction 

dans l'espace, 

CONDITION 2: k(t) =k
0

(t) -s avec 

a) 

Nous 

Nous 

-1 At 
avons : k ( t ) = ( C ' A e b) - 5 1 

- 1 At 
posons: \ko (~-) = (c,A e b) 

) ) = ~ 1 

-1 
a v e c 5 

1 
= ) + ( c, A b) 

Nous utilisons de nouveau le caractère stabl e de la matrice A,nous 
obtenons: 

\ k (t)( ~ N 
0 

-k0 t 
e où k > o 

0 



k est une fonc tion continue ,donc mesurabl e , e l le est intégrable s ur R+ 
p~isque majorée par Ne-kot qui est une fonction intégrable sur R+ 

La dernière majo ration est obtenue comme conséquence de la stabilité 
de la matrice Ac Elle permet de majore r l a fo nction mesurable k6 par 
une fonction i ntégrabl e sur R+ e t ainsi de mettre en évidence l e ca
ractère propre d 'intégral i té de ko o 

CONDITION 3: f<q--) est une fonction continue de R dans R e t satisfait: 

(J"\"((;J) > 0 

\t'(o) = o 

Ceci est vérifié dans les hypothèses mêmes du problèmeo 

"V -1 
où G ( s) = k0 ( s ) + :) ( i s) ; s -1= o 

Calculons G( s) 

Or 
,J 

A 

_,, 
.-,, 

Donc 

G( s) "' - 1 = k
0

(s ) +~(i s ) 
00 /Cç-

~ [ ( c , A-ieAtb )] e i stctt a 

0 

( c , \ A- ieAtbeistdt) 

(, 

,e<, ~ 

~ 0 e Ateistdt " ) e istdeAt " 

.CO o 

A \ eAte i stdt = - I - i s 
,.)0 -o-;; 

(A + i sI) \ e Ate i stdt = 

.ic, 

.~--:; 

e i s t eAtJ _ is 

ô 

..... J - 1 -1 
k 0 (s) = - (c ,A (A + i sI) b) 

- (A+ isI) -1 

Dés lors,l e critè r e de fréq uence de stabi lité absolue peut s ' écrire : 

]q),,o t q o Re ~ ( i sq- 1)[Cc,A- 1 (isI- A)-1b) - '-s( i s) - 1Jt ~o ;V-s -1= o 
~ •' -1 

puisque G( s) = k 0 ( s) + (is) ~ 
.) 
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Les hypothèses du théorèm e 4 sont ainsi vérifiées~Nous pouvons donc conclure 
que toute solution Cf(t) de l'équation intégrale associée au système d'équa
tions différentielles du système de cont~le indirect est telle que: 

l im o V- ( t) = o 
t➔ + CIC., 

Or,le système d'équations diffé rentie lles admet au moin s une solution(puisque 
f est continue) à laquelle nous associons O(t) de la façon suivante: 

O"(t) = (c,x(t)) 

1°)-Montrons que indépendemment des conditions initiales xG etl 0 nous avons: 
toute solution x(t) du système (I) tend vers zéro lo rsque le temps t tend 
vers l'infini.C'est-à-dire:lim.x(t) ~ o 

t.., +~ 
De plus,nous avons: l im .f (t); o . 

t .... + ·:,O 

Nous allons écrire le système de cont rôle indirect (I) sous une forme équiva
lente qui simplifie quelque peu son étudeoNous faison s pour cela,le changement 
de variable suivant: x = y 

Nous dérivons la première 
x = Ax + 

De plus, x = A-1y - A-1bt 

Ax + bl 

f< 1T) (I) r;: 
t~-= 

équation 
(c,x) 
dt! ce 

-~, 
b i 

système: 
y a Ay + b f 

Nous obtenons un système (II) équivalent au système (I) soit: 

l 
? = Ay + b ',' ( (1 } 

Ê = \f>(CT) (II) 

1 r 1 + al • cr C (c,A- y) - ► ( c,A- b) .JJ 

Ils sont équivalents quant à la stabilité absolue si la transformation est 
régulière. 

ETAPE lo- 1- - - - - -
- 1 Montrons que 

' 
limQ y(t,y 0

) = o 
t-# +00 

i / il e'·t Il _,, pu sque ~ est une matrice stable , ~ 

1 

- - - -' 



Dés lors,le premier terme du membre de droite de la dernière équation 
est nul oQuant au s e cond terme: ( t k s , .. 

t \ e O btt9(~ (s) )ds 

1 im o k 
1 

e o b I @" ( s ) ) d s = 1 im o k 1 k t 

\ 

-k (t-s) IV Jo 
t--v + -_."v t..., too e 0 

..,0 

Nous appliquons la règle de l'HOSPITAL: 

limo k1 \te-k0 (t-s )bf(a·cs))ds = lirn k1 l ekotb~(<T(t))-ek00b\fta"'(o)) l 
t.--9+ <:Xt ) t-1>00k \.. _____ k_o_t ______ ! 

o o e 

Nous savons par l' application du théorème : lirno •:r (t) = o et de plus,par 
t-r>--t<.,,1 

hypothèse,que ~ est une fonction continueoNous obtenons: 

1· 
• ~ ,~ -ko ( t-s) J ( k1\ L" b'f( lirn o(! ( t )) - b.f(<r(o) )lim O e-kot., 

1 im o k 1 e Dl ( ~ s) ) d s = Ko t ... + ~ t -,. + 00 J = o 
t-1' vô 

0 

puisque 'fc o) = 0 

Dés lors, limoy(t) = o 
t ➔ + QO 

ETAPE 2 : 

---------------------------------~ ! Montrons qu'il en es t de même pour la fonction s calaire f ( t): 1 

1 1 im • t ( t) = 0 -V- !0 t R 1 
1 t~-too 1 _________________________________ j 

Nous considérons l e système (II) 

(f(t) = (c,A-1y( t )) ~i(t) 

t 1 -1 1 t ( t) = a ( C, A y ( t) ) - '( 0"( t) 

Nous avons établi l es résultats suivants: 

ETAPE 3 : 

lim o f ( t) 
t...P400 

1 im o y ( t ) = 1 im . <r ( t ) = o 
t ➔ t-()(, t ➔ -1-0C, 

1 -1 
= )( ( c , A 1 im o y ( t) ) 

t--, .... 00 
1, 1 im a · ( t ) = o 
15' t-v+ -~'<,; 

r Noti"s-aÏl;n; ;ainte;ant-n;u; ; e;vi;-d; -;e; ;é;uÏtat; po;-r-mettr; ;n- Ï 
1 évidence le caractè r e asymptot iquement nul de la solution x(t) du 1 
1 système (I): 1 
1 1 
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' C.. o. • • . • : ' ' 1 11m.x·( t) = o Jf- x 0 

,\ 
0 définis respectivement dans Rn et R 1 ~'*-~-~--- -------------- -- -~--~-~-~ 

Nous avons: 

t ·.-9 +- oc, 

x(t) = A-lx (t) - A-tb J(t) 

x{t) = A-1y(t) - A-lb {(t) 

2°)- Maintenant,nous allons établir le fait que la solution nulle du sys
tème (I) associé · a u problème de contrôle indi rect est stable.C•est
à-dire: 

t q. ·"f x 0 E Rn tq. I! x 0 H < '9 
Jif- f O e R' tq. 1 [ 0

, <., 

=;, ffx<t,xo,ît>u<E 

En fait,nous allons mo ntrer que x tend verr, oRn quand x 0 tend vers oRn 

unifonnément par rapport à t ~ R+ si de plus, f O tend vers oR uniformément 
par rapport à t ~ R+ . 

Nous avons 

t q . x( o ) = x 0 avec: x(t,x 0 ,Î O ) 

et tr(t,x 0 ,t0 > c:r ( C 'X ( t, X o 'f o)) - ~ t ( t 'X o , t o ) 

fct,x 0 ,f0
) tqo f (o = , <> . 

Nous pouvons mettre c e s ystème sous forme d'une seul e équation intégrale 
en utilisant la fonne explicite de la solution x (t): 

x(t,x•, i•) = eAtx • + \~ eA (t-s)b ! (t, x• ,( • ) d s 

0 t-
0 ( t, x ci , f O 

) = h ( t , x O 
, I" ) + \ 

0 

k ( t-s) 'f ( a-· ( s , x O 
, ~ 0 

)) d s 

où h(t, x 0 f 0
) = (c, e ht(x 0 + 

-1 At 
k(t) = (c,A e b) - J

1 

A -1b 'Êo ) ) - t 1 ' o 

p -1 avec ) 1 = 's + (c:,A b) 



Nous cherchons une majoration de x pour tout t1; o 

"x(t,xo , {o ) (1 ~ u e Atx on + \\ )l eA( t-s)b i: (s, xo ,to )dsh 

ô 

Nous utili s on s le caracte re stable de l a mat rice A: 

2.20 

t 
\tx(t,x 0 ,\i 0 )I\ ~ lt x 0 II kl'0 t+ k1 ~O e -ko(t- s ) \ib \l 1 {<s,x:;t 0 )\ds 

1 Il nous s uffit do nc pour aboutir au rés ultat e s péré de montrer que :\ 
1 1 

1 V-, t ~ o 'V- Xo ~ - Rn -V-to E: R 1 
1 ' 1 
1 1 
1 1°) Jt<t,x 0J 0 )l f f(x 0 ,r0

) o ù lim.f (x 0
,{

0
) = 0 1 

1 f ' -,p O 1 
1 xo --'> oRn 1 
1 1 
1 1 
1 2 ° ) 1 X ( t, X 

O 

, t° ) t ' g ( X 

O ,l O 

) OÙ 1 im . g ( X 

O 

, ~ 0

) = 0 \ 

1 t 0

~
0 1 

X o • 0 1 -- ~.. Rn 1 
1 1 
1 1 

1 Nous pouvons en déduire imm édiatement l a stabili té simple. 1 

~---------------------- -- ----------L 

Nou s avons: t 

@<t,x 0 ,f0
) a f• + \ ~(,l ( s ,x•,{• ) )ds 

-'o 

De plus,lors de l a démonstration nous avons défini la fonction 

-"( o Ç o) .,., t ,x ,, 

et nous avons vu qu'elle étai t bo rnée : 

t 

= ) "{](Q"'(u,x 0 ,Ë 0 ))du 
0 

e t <fp(t,x 0 ,f 0 
) ~ rJ( (F(h(o,x 0

,{
0
))) 

rn j orons o{(F(h( o ,x 0
,(

0
))) 



1 1 

-1 [ 2 -2 -1 ~ ½ 
~-4(u) = Kj + K 5' + 2q~ u_) 

OQ 

où K = Sup j lh(t,x 0 ,t 0
)\ + qjh 1 (t,x 0 ,l 0 ) ~},i-

t R., , J 
1 

~Dh•(è',xo,ioll + 

0 

Faisons apparaître les conditions initiales d u système dans cette ma
joration,tout d' abo rd c e lle d e Ko 

- o \ i h ( t , x O 
, ~ 0 

) l + q I h ' ( t , x O 
, Î O 

) \ J = { 1 ( c , e At ( x O + A -
1

b j O 
) ) - S, J O l 

+ q 1 (c, AeAt(x 0 +A-1bf 0
))\} 

Utilisons tou jours le ca~actère stable d e A: 

{lh(t,x
0 ,f 0

)/ + q\ h' (t,x 0 ,f. 0
)\ f.(ttcu k1 (!i x0 \I + IIA-

1 1\ llbH i 0J 
( 1 + q l I Al/ ] e -kot+ 5\ l f o\ 

+ Prenons le SVPREM~M de c haque nombre pour tout t ~ R o 

-kt 
or, sup o e O = 1 

ti R+ 

• =ti' su p O -~ \ h ( t ' X 
O 

' È O 

) \ + q I h ' ( t ' X 
O 

' t ) \ i ~-li C Il k 1 01 X 
O l,I + Il A -

1 1~ l lb ~I\ g ~ 

[ 1 + q \t A j I ) + ) 
1 

U 0
\ 

CIO 

-• \ 1 1 h ' ( l', x O ,Ê O 
) +q I h" (t , x O 

, f O 
) I ! d~ a 

· o t(10 

\ i A t· - 1 2 A t - 1 l 
::::. \ zl<c,Ae (x 0 +A bl 0 ))j +ql (c , A e (x 0 +A bt 0 ))I .'f d?:' 

J . 

" 
Or A e st stabl e : 

~ ~ 

~}l:: IJ li A Il [ If x 0 H +~ A-
1 Jj U b (/ tl 0 l.J k

1 
\ e -ko?'-[1+q /1 A\\] 
J.:. ... 

[11 X
0 H + Il A-

1 11 #. b fi i{ 0 1 J 
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puisque 

. (.JO 

{ -k ... ?; ., 1 
\ e v d<·= 
J ko 

0 

Nous obtenons: 

K ~ k1 ltcil [nx
0 h +tiA-

1
11 {lb!l 1\ 0 !] [1+q /lA!Df 1+ t1::

1 J + ~·1tl
0
1 

-----.. - ·----l K ~Bllx o(I +cjfol ! 
en posant B = k 1 Il C tl r 1 + q ~ A Il J [ 1 + ~ ~~ 1 

C=BIIA-111 llbll +f1 

Déterminons F(h(o,x 0 ,f0
)) 

- ----·-·-·-- ----- -- -~-- -·- -- · ----

h(o ,xo, lo) = (c ,xo+A-1b fo) -r1~0 !-: ci llxol) + c2 \\OJ 

avec Ci = !Ici! 

c; = l! C "n, A-
1 1t llbll + ~ 11 

~ c x:." ï ) 
• ( , I 

F(h(o ,x 0
, ~

0
)) ~ ) 'f(u)du 

(J,. 

puisque 'f est une fonction qontinue sur R,ell e e st bornée sur le com
pact (o,h(o,x 0 ,r 0

) ] puisque toute fonction continue sur un compact 
atteint ses bornes. 
Nous concluons: 

s up • j 'V ( u) 1 = m avec ut;· [o, h(o,x~ f 0 )j 

F(h(o,x 0 ,i 0
)) <.: mh(o,x 0 ,r0

) -.. 

F(h(o , x 0 ,i 0
)) < m [ci lt X

0 11 + C ' 1 \.: 0 IJ ........ 2 t -

! F(h(o,x 0
,~:

0
)) < Cl H x 0 Il + c2 1 f 01 

--
e n posant c

1 
= mCi 

Déte rminons une_ majoration pour __ CX. __ (F(h(o)) )_ 



2o2 3 

& -1 - 2 - 2 -1 -, ½ 
O; (F(h(o))) -::: K~ + L K ~ + 2q~ F(h(o) )j 

Q( ( F ( h ( 0 ) ) ) ~ [ B 11 X O Il + C I t O l] ~ -1 + [ [B Il X O l 1 + C l~. 0 \ J 2 ~ -2 

-1 [ 9 1 ½ + 2 q Ô C 11 X ol 1 + C 2 I t o IJ . ~'> 1 J 

(F(h(o))) ~ 2(B \\x 0 r1 + c1 ~ 0 1J~-1 
+[ 2qf\c1 ux 0 1\ + c2\t 

0 \Jl½ 

dés lors 1 l <t,x 0
,~

0 ) j ~ 
0

\ i 0 f +tl)((F(h( o ,x 0
, {

0 ) ))l est t ell e 

que : 

\ \ i. ( t, X 
O 

, Îo ) j ~~ f ( X 
O 

, f O 
) ; V- t E., R "'f" - j ---v--X-;;"" f. R11- ; lf ~ o < R \ 

1 1 
1 ave c lima f(x 0 ,Î 0

) = o 1 
1 x

0
~0Rn 1 

1 '- 0 1 
\ t~ O \ 

1 1 

~------ --- ----------- -- -------~ 
ici f(x 0

,~
0

) vaut explic ite me nt: 

f(x O
, {

O
) =ff O I + 2 [_B \IX O ~l + c lf O 1]î- 1 

+i_ 2q f
1[c111 x O \j +C2lf

0 1} ½ 

cette fonctio n e s t indépe ndante de t e t s ' annule bien avec l es 
conditions initial eso 

Pou r la norme de la fonctio n x nous obt enon s la maj o ration suivante : 

Il x(t,xo ,{ o) ·\I ~ k 1 jt xojl 

do nc 3 g(x 0 ,Ê 0
) t qo 

k1 . 
+ - 11 ° Il k· g 

f (xo, ~o) 

f.i X ( t ' X o J o ) 11 ~ g(x o Jo) 

où la fonctio n g sati sfait la même c o ndition que la f onctio n f, 
c ' est-à-dire : 

-----------------------, l 1 • ( 0 10 ) V t ,, R+ 1 
1 lm o g X , c. = O i V ,::-. 1 
1 • 1 
1 0 1 
1 x ~oRn 1 
1 1 
1 ~ 1 
1 (_o_;,- 0 1 
------------ ·--· ·--------------1 

po sons g ( x o ' { o ) = k 1 li x o l 1 + k 1 Il b 1\ f ( x o 'f o ) 
k2 
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Elle est indépendante de t e t s'annule avec l es conditions initiale s. 

Nous avons ainsi pro uvé que la solutio n nulle de ( I) 
puisque: 

• -- . - - .. 

V· &.>o j'")O t q. °'+ x 0 f . Rn tq. U x 0 U < '17 
'y~o t R t q. If O 1 ~- ' 

·'y t ::p 0 ~ ll x (t,xo,fo)fl< t 

En e ffet,so it Ê') o arbitraire.Puisque :lim.f(x 0 ,È 0
) 

xo_. oRn 
fo..- 0 

Il existe ,,, > o tq. If xofl<1 (. ::=:> f(x o ,fo) 

\' 

0 1 4,, 1 -
d'où pour t out t">,,o "f (t ,x 0 ,E 0 )l(é et 

est stable 

= 1 im o g ( X O 
,, 

0 
) =O 

xo-P- ORn 

f 0 -T° O 

CONCLUSION: Nous avons vu que la s o lution nulle du système de contrôle indi
rect (I) est t e lle que : 

elle véri fie la s tabilité simple,c' est-à-dire: 

\J-E.) o ;3,r> o tq.,V-x 0 €, Rn 

Vt O E R 

~ t t R+ ~ (I x(t,x 0 
,~

0 )H <. f; 

/fxol! <f 
t }

0

1 <' 

- d e plus, lim.x(t, x 0 ,f 0
) = 0 :V- x0 E.. Rn 

t ➔ -f iJC i { 0 <i: R 

No us pouvons aff irmer que la solution véri fi e LA STABILITE ASYMPTO
TIQUE GLOBALE. 
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INT~RPRETATION GEOMETRIQUE DE LA CONDITION DE FREQUE NCE ETABLIE PAR POPOV 

Nous avons ramené la condition de stabili t é absolue du système de 
contrôle ( I) à 1 • existence d'un nombre q non négatif tel que pour to,Jt réel 
w nous ayons: 

Re { ( 1-iwq) G( iw) 1 • Re { ( 1-iwq) t-<c, iwI-A)
1

b) + ~ (1wî
1]1-'o ; 'lfw -t o 

Re { (1~iwq} [<c, (iwI-A)
1
b)- f<iwTJJ ~ o ; ~ ,,_, E. R0 

Î 1 -1 Ecrivons: (c,(iwI-A b) - f(iw) ~ s1 (w) - iS 2 (w) 

où S1 et S2 sont de s fonction s rationnel l e s réelles de w conti
nues pour tout w de R0 • 

Ceci implique: 

Re {(s1 (w) - iS 2 (w)] (1-iwq)j ~ o 

~ 

Plaçons-nous dans le pl a n (X,Y). 

Considérons la droite L: x-qy • o e t la courbe r: { x. = St (w) 

y= ws
2

(w) 

La courbe r admet une t angente pa ss ant par l I origi ne et si tuée dans les 
cadrans 1 et 3.(puisque q ~o) 

Puisque S1(w) - wqS2(w) ~ o par la condition de f réquence établie par POPOV, 
la courbe est constamment située sous la tangente. A l a limite,elle peut at
teindre cette tangente. 
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APPLICATION PARTICULIERE: Contrôl e indire ct à matrice d iagonale . 

Nous allons mettre en évidence la condition d e f réquence é tablie pa r 
V.M.POPOV pour illustre r sa s implicité de forme. 
Soit le contrôle i ndire ct: 

1 x = Ax + b F 

\ ; = 4'(çr) 

l;= (c,x) -~Î 
où A es t diago nale, 

No u s allons l'écrire à pa rtir des composante s so us l a fo rme suivante : 

. 
l = 1,2 , :; , ouo ,n 

où\..() (~ ) e st une fonction caractéris tique admissible, 
c ' es t-à-dire: ~l_\)(cr) ) o ; ~ <j"" ~ o 

'f <o) = o 

L'origine : i = 1,2, 3 , ••• , n se ra 1 € seul po int critique pour au-

0 

tant que l e déterminant du s ystème soi t non nul a 
C'est- à - dire : 

-k o 
1 

o -k
2 

, 

G 0 

Supposons que la matrice A 

n 

0 -b 
1 

0 -b 
2 

, -k -·b 
n n 

C 
n 

soit non s inguliè r e ~) 

b .c. 
l l 

k . 
l 

n 

lÎ 
i= 1 

k. ~ o 
l 

Voyons c e q ue devie nt dan s c e cas la condition de fré quenc e du thé orème 4o 
Nous avons: 

G( is) ""' -1 
= k 0 ( s ) + ~ ( i s ) 

-1 At 
= (c,A e b ) 



Donc 

-v - 1 - 1 
k 0 ( s) = - ( c , A ( A + i s I ) b) 

-1 - 1 j 
G(is ) = - (c , A ( A+ i s I ) b) + -. 

is 

Si nous d étaillons c e tte conditi o n , no u s obtenons : 
-1 - 1 1 

(c , A (A+ isI) b ) = (c , c2, • 00 , c _; ) , k 
1 1 n 1 1 

1 k 2 , 

\ 
\ 
' 

= Cc , c
2

, ooo ,c) / 
1 n k ( k +i s ) 

1 1 

n 
c.- c . b. 
(._. J J 

k. (k.+ i s ) 
j=1 J J 

b2 

b 
n 

\ k (k +i s ) 
n n 

Nous obtenons : n 
~ 

c.b . 
G(is) - L-

j - 1 

J J 
k .( k.+is ) 

J J 

- 1 
+ ~ ( i s ) 

L a conditio n d e fréqu ence s ' éno n c e : 

3 q ~ o t q . Re i<1- i sq )G(i s ) ! ~ o 

C al c u lons ( f Re i (1 - i sq ) G( i s ) n 

Re { (1- i sq ) G(i s) l = Re ~ (isq- 1) ( L. 
j l k . (k .+i s ) 

j,·•1 J J 

c . b. 

n 
c . b. (k .-i s ) • l ' Re l (1- isq )G(i s) .\ = Re t_C isq- 1 ) L J J J 
• { 2 

s 2 ) j=1 Jê.(k .+ 
J J 

n 2 n 
c .b . s q c .b.k . 

~ J J , · J J J = t_ - L 

-

Re 1 (1- isq )G(i s) ! 
j =1 

2 2 
k. (k.+s ) j=1 

2 
k . ( k . +s ) 

J J J J 

2.27 

g q i 

-~ q 
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Re L (1-isq)G(is ) ~ 
n 

c.b. 2 (. \ -- J J s 1 
= q l Z... (- - -) - ~j 

( j=1 2 2 k. q 
k.+s J 

J 

Il nous faut donc,pour étudier la stabilité,trouver u n rée l q ~ o ,tel que 

n 
c.b. 2 

L J J C 
s 

2 2 k. 
j=1 k.+s J 

J 

0 Vs ~ R 
0 

n 
c.b. 

k. 
J 

~ J 
Un r éel q 

2 
n 

c.b. -s L J J ~ k. 2 2 -
j=1 k . +s J 

J 

~ s E. R 
0 

Un moyen d e mettre en é vidence la stabilité de CL s ystème serait donc, 
de voir si la fonction rationnell e adme t un minimum positif ou négatifaSi c e
l ui-ci est positif ou nul,nous aurons la stabilité,sinon ,la condition de fré
quence n'est plus réaliséeo 
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§ .3. -CAS PARTICULIER D1 UN SYSTEME DE CONTROLE DIRECT DE NOYAU NON 
=========================================-----=--=-=--=-=--------

INTEGRABLE 

Nous allons pour c e faire , é tudi e r l'équation int ég r al e suivante : 

t 
Cf ( t) = h ( t) + \ k ( t-s) ~ ( (f ( s) ) d s 

• tJ 

+ 
t <-" R 

mais,la condition de base es t que l e noyau soit de l a fo rme : 

k(t) = k 0 (t) +()(cos w0 t + r s in w0 t 

1 + 
avec k E. L (R ;R) 

0 

Un t el noyau est as s ocie à l'équation intégral e obtenu~ pour (J' (t) dans le cas 
d 'un système de contrôle direct particulier: 

( C, X) 

po ur l eque l la matrice A a une paire de racines purement imaginaires conjuguées 
e t les autres à partie rée ll e strictement négative . 
C ' est un cas critique de s tabilité. 

Nous pouvons établir un ré s ultat inté ressant quant à l a stabilité de t els sys
tèmes: 

THEOREME 5 

Considérons l' équation intégral e : 
- t 

0-(t) = b(t) + ~ k(t-s)'r(O'( s ))ds 

sous les condi tiens: 0 

1.- h(t) peut ê tre r ep résenté sous la form e : 

h(t) = h (t ) + Àcos w t + )1 sin w t w I 0 
0 0 0 0 

1 L1 (R+;R) 
/ 

avec ho, ho €. 

k(t) es t d e la form e : k(t) = k0 (t) + <X c os w0 t +~ sin w0 t 

avec w0 -/: o ~ < o _; C:: ~ o 

k 0 , k ~ € L 
1 

( R + ; R) 

3. - 'f (cr) est une application continue e t bornée de R dans R, 

telle que : 0 < tr'f(',ï) ~ '( (J2 0- / 0 

avec o "- '6 ~ + 00 



4. - la condition de fréquenc e s'énonce: 

- 1 ~ - ô + 
w 

Alors, 
cr(t) tend v e rs zéro lorsque t t end v e r s l' o,o . 

Démonstration: 

t 
(J(t) = h(t) + ~ k(t- s )\f(<:T(s)ds 

0 

~ - Nous pouvons trans former cette équation i ntég rale: 

h(t) = h
0 

( t) + J- sin w
0

t + ~cos w
0

t 

k(t) 

h (t) + 
0 

t 
( k

0 
( t - sf1)(\T(s )lds+; sin w

0
t +~ cos w

0 
t 

2.30 

)0 . t 

+~ [o(COS w0 (t- s )+rsin w0 (t-sj\f'(<r(s ) )ds 

0 
t 

(i ( t) = h ( t) + ( k ( t - s )'f ( <:T ( s ) ) d s + u ( t) 
0 ) 9 

C 

en posant u (t) =~ c o s w0 t + /L sin w0 t + 
/ 

où 6<t) = o(cos( w
0

t ) +0 sin(w t ) 
\ 0 

~ - Soit " un nombre fixé arbitrairement: 

, t. 

\ 8<t- s)'f(-:!(s))ds 
, C 

Nous allons prouve r que u(t) peut ~tre r eprésentée sous la fo rme: 

u(t ) = rt;_cos Y + É sin V 

où M/_(t) et f< t) sont dé t e rminés uniquemen t par : 

0 !i. 
+ d.. 14 (a·) 

' 
(o) = ' 0 'z = w ,t 

. 

!= - w '1 + (X 2 ~ (Ci') 1 (o) = f 0 

Cherchons 1 ' exEression d e Î ( t) e t r (t) 



Î\ -w 
0 

--:__, ' 2 2 

À = 0 ·,-/ r\ + w = 0 
w 0 

0 

:::) ~ = + iw
0 

X(t) = + X(t) ( ~) 

,i 
la matrice fondamental e X(t) e st ( cos w0 t 

- sin w
0

t 

de plus elle es t principale car X(o) = I 

sin 

cos 

comparons l es deux résultats obte nus pour u(t): 

u ( t) = /~ (t) cos ·.,; + F (t) sin,) 

(1) 

.( 1) 

( 3) 

(3) 

Î\ cos 

( ~ = 12, 0 cos -; + [ 0 sin v 

) r = f 0 cos ,., - tp O sin v 

l 
ül = t,( CO s V + d-. sin V • 1 2 

(~ = ~ cos v - 'X sin'\.;. 
. 2 1 

X sinv + (2) X co s .,,, 

X cosy - (2) X sin,;, 

X sinv + ( 4) X CO S v' 
~ 

X COS\I - (4) X s i n v 

l 
0 

.'2 0 

• ;x 2 

,:;( 1 

( 1) 

( 2) 

(3) 

(4) 

= .>i sin v 

= Àcos V 

= 0(. sin ..J 

= o(cos v 

sin 

co s 

sin 

cos 

+ }' co s v 
- )~ s inv 

@_ co s ·,J 
( a) 

+ 

~ s i n '-' 





E - Considérons une fonction auxiliaire 'S ( t) 

~ ( t) = (;é\T (;") \~\ ('() - i - 1 ~ ! (tJ)] d 't 
0 

où i\ <r) =1\.F ("f (-r)) 

t L o 

notons •T
1

(?-) = \ k
0

(l:' -u)\f't(u)du 

0 

0 ~ t:5 t 

t ;►,t 
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nous pouvons,dés lors,de nouve au transformér l 'équation intégral e de 
départ: 

:.V- l O~ 't ~t ; a (~) = h (t) + CT (~ ) + u(~) 
o 1 

,!:!_o~s _p~u_yp;2_s _t_Ea!lsfo,ETI~r -~ltl ~n_f~nctio!l ~ e _ l _'._e~_Ee~sio!l ~ e ~ i ~) 

~ (t) = 

ùO (OQ 

\ho('O'f t('t' )d t' + )Clj1('C')~\<t) 

, DC; 
y - 1 2 1 ( \{ 

-✓ '--Yt (l")Jd't +) u(t)(t(T )dl: 

() 0 .. 0 

- à partir des relations (a) 

e t du fait que u(t) = ;2 coe v + f s in,., 

u\V = ( lb cos Y + Î s in ,) ) '~ 
lt l . t 

=r:J..-
1 <d/?_+ )( 2 Ë)''Vt - y<.:l--

1
(cosv}- sinJrp)~t 

car sin ,) = ( '," 
2 

-1 
() COS\) ) ij. 

, . -1 
COS V = \ tY, 

1 
+ (j sin V ) CX 

\ 

si o < 11 < t .... .... 
1 d 2 ~ 2 · o 

nous aurons: 2 d '7::((' + I'- ) = ·'Z 'f + f t' où rr, , = d IYZ.. 
l d 'L:' 

= tz ~ w ~ + o: / -Y t ( r )) + F C -w '1 + <X 2 "\ < r ~\ 

= 'f t ( ê' ) ( <\ o/ + Cl; 2 [- ) 

- nous pouvons di ffé r entie r cr (ë:) 

' ., ' (;-('t"') = ho ( 'è') + ~ 1 (1') + 

r eprenons l es exp res s ions de 

1 1 

<1 cos v + ~ 
' ' '?, e t Ë 

cos \,i ) 

' ' ' t> • 0 CJ n .) = h0 ('() + !J 
1 

(Î:) + (w t°+ v\ ·- ._v (Cï) )cos \/ +(-wr+o( 
2
'--'\ (<J"~sinv 
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1 • ' O" (è') = h
0
(t)+~(t)~+ w(fcosv-7sin.J) + (ei<

1 
c os\/+ ~

2 
sin Y )~(<1) 

or, IX
1 

co s v + ~ 
2 

sin\/ = ()( 

i:: h~ (?') + \T ~ ('t') + w( F cos ~ - '? sin\) ) + °" ~ ccrn» 

~ o :S. 1' ~ t I nous pouvons trans formE: r S (t) 
(t /t,, (l: (\: _ 

~ (t)= ) ho (1'.)'Î(<I (Y) )dt+\ (f 1 m'font') )dÎ: - \ ll'-11 ! (?- ) d r + ~ \ h, ( "I 2 
+ f 2)d"t'. 

0 . . t. ô ~ 0 

-\ t (cosv f- sinv-z )~(Ci"('t'.))d'1C 

0 

or, w ( tcos,J -tnsin ..J) = cr(t ) - h
1 

('t) -CJ-
1 

("t) -\)(.'\'(cr(?!}) 
0 - { o 1 

~ ~ - • 1 ~ ~ I 
- -

2
(co ~ 2-- ~i n ..J~) =_._( ri•('[) +O'" (t')\ · + -'f'{(r(ê') )-J(~) t. l. O(w o 1 - ~w . • o(.w 

0 0 C 

Nous obtenons: t Oo 

~ < t > - \ h0 <-r>'I' <a <'t'> > ct'l'. •~ cr 1 <nfc;i <n > d'è - ~ - 1 
\ 41 ! Cè'l d'è'+ o<.-

1 
(11/ +f > 1: 

t O t O Ot.1 

>;j.~ ( l', ~ ('t >'f\-<r('f.) l dl'+ : o,. ( 0- ~ ( l') 'f (U-( 't) ) dt'+ g.~! (~) dî' -
0 ) 0 ) 0) 

0 () 0 

- ~ 0- (t") ~ (<J(?') )cl t ~ \t ' 
r:two 

Q(t) =~· t[h (t'~ + i:_ h
1

('t').\V) (,r(t'))àt + 
) - 0 o(W O j 1 

0 

t 
(2e0-1 (,:/+i2>] 

0 

0 . t 

- 2_ \\~ (O(t.) )Q-
1 

(1' )d 't: + I 
olw 

Oo O ·o oo 

où I ·\(cr-1 (t) +;:(~o cr~ (1'>J'1\ (t)dt' + \ <{ _ 11-
1

>"'! (t'.)d'!'. 

0 ... c 
Nous allons aepliquer l'égalité de PARCEVAL pour l' exer~s sion I puis la trans
former pour l'obtenir sou$ la forme: 

I = !... ( [ -~-1~Rc[ (1- ! sl! )~(s)j1\~0s>I 2 ds 
2Tï),i<. 0 o • 
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\ - ~ 
1 ~' ' -1 'l 2 

l= 2Tf (wo-b )l'tt(s)\ds 

f V 

1 1 ~ (j 
+ 2i\\ L 1C s ) 

6 • ._ Çj' /j ~ V , 

+ d..w
0 

1(s)jlf~(s)j ds 

- ~ '\/ "-', .Ji 

Calculons v
1

(s) et 0-
1
(~ ,._, 

"'- \o:_; . "'L ~ •.:)û~ \, • .,.,_, , J.S · /V - • .., J.S L 
-. CT 

1 
(s) = q-1 ( l') e d '- = [_ ko ct-u)'-\' (cr(u) duJ e a~ 

Q • ,::, 0 

a \f ~ ~ (t'-u) {'t ( u) e i s 
1
'cttJctu 

0 .u. 

posons 
' V 
L - U = V 

00 ex::: 

a ~ -\j\Cu)l ~ k o (v) eis( v+u)dv Jctu 

..., ,.., ._, 

v ·'V '-' 
Ce ci implique : Ï) ( s) = k (s)Ut( s) 

.. 1 0 1 

"V' 
-.CT

1
Cs) 

( KJ ----0::::--------------- - ' V 

\

( ,•v ~, lXi I L '\, 
' is1- ~ · · isi. 

= 0-
1

('îJ ) e d ,_ = [ k
0

(o)'f(<J(t)) +\k ~('Y.-uff(cr (u))du]e d't 

0 0 u 
..., t_<'.J (c<.· . è' 

= k
0 

(o)f(G'(s)) + ( . du\._~ k~ (~-u) 'ft (u ) e
1

s dt' J 
)o .u. 

V 
posons ~ - u = v 

·" (/x:i [ ( (.XJ i s ( v+u) ] 
= k

0
(o)t(cr-(s)) +J~t(u)du _ j k ~(v) E: dv 

I t , t· 0 n egrons par paries : (:)C 

, ·1 • isu - isv . isv 
•• ..., \ ô,:'.L t:X.:1 , 

a k
0

(o) '\'(<r(s)) +_-Vt(u) e du l k
0

(v )e 1
0 
-\ k

0
(v)ise dvJ 

0 u 
·v .._., ( . .,v ._ 

= k
0
(o)'f( ~j""(s)) +'f\cs)l -k

0
(o) e

1
s

0
-i sk

0
(s)J 

'v , "\., 'V 

(ï(.n= -'ft( s)k (s)i s 
-i 0 
=======-====--==----

Remplaçons c es expre s sion s 

1_ IJ(. 0, -1 !d'- v 12 
I = 2TT\;-- - o )ffi/ s ) ds 

dans I. Nous avons : 

+ 21 -,-\) k v ( s ) \ 't·._, ( s ) 
11 - o 

(::> , \J V ·1 
+ -- (is'{_t(s)k (s) 

0( wo O _ 

J~o /~ 

- 1-K 

\~): ( s) 1 ds 

C 1 est-à-dire , nous obtenon s : 

1 ~ 1 - 1 c~ L i s{) I = - -- li + - + Re (1-) 
2rr 1. w w 

{?-. 0 0 

;-'(s) .\ 
0 ...1 

. 'V 1:.2 
\ ',

11) ( s) \ d s 
1 t : 





2.35 

m 1J" et 1j' sont des fonctions définies dans L11\t2 sur R+ -1:----1------------------------, 
(i 

1 
et n 

1 
sont des fonctions définies à partir de fonctions intégra-

bles.Elles sont t outes deux intégrables.De plus, comme la convolution 

d'une fonction de L1 par une fonction de Lp est situé~ dans Lp pour 
' 2 lt) p ~ 1.Ces fonction s 1;ï 

1 
e t (î 

1 
sont ::;ituées. dans L • (puisque,- t est 

2 
située dans L ). 

B Par la condition de secteur,nous savons que I ~ o 
Dés lors, t 

's ( t) ,5 ~h
0 

( i:') + 
0 . 

....;__ h'('t-)]\V(Ci(l'))dt" + 
W I); 0 1 

o· , 
( 2~) -1 vl + t > J ~ 

. t.. 
, ' 

-<w °') ~}~,C·J"( !:') > o- Cnd~ 
0 \-' 1 

~ 
S<t) -(2~,-1L~2( t) +f<t iJ + ~ F(O-(t)) ~ -(2:-Jl.)-1(,10 +~2 .. , 

0 . 

t. 

~ F(O-(o)) +S[ h ('t') + ;~ h' (1'}.l\i)~q('t))dt" 
w <.~ 0 w V\ 0 .J 1 

0 0 

cr o 
en posant f'((J') = Ç'{>(u)du,nous obtenons: 

t Jô 

~ ~ (<r('t) )d(t1··Ct) )= F(-T( t)) - F(7(o)) 

ô 
Substituons cette valeur dans 5 ( t) nous avons: 

Cette inégalité est fo ndamentale pour pouvoir étudier le comportement de 

<j(t) à l'infini~ 

- Tc,•tes les quantités du membn, de gauche de l'inégalité sont >,... o 
car • ~ ·) o 

• 0 

• ex 
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Dés lors, l e p remier terme a un intégrant ~ - o , nous pouvons 1 'écrire 

sous la form e 'V ( rr2 
- if1

'-D Ci) > o pour •:r t o ç- l 

= o pour ~;· = o 

le second term e ainsi que l e troisième sont ~ o ,p:µisque CX<o et 

~~o par hypo thèse .De plus F('J) pourCï t o C! st)o. 

Les deux premie r s t e rmes d u membre de droite de l'inégalité sont éga

lement positifs vu les hypothèses sur lX et (> e t F ( Q ) • Il nous reste .:. 

à évaluer le tro isième t e rme d e l'inégalité , soit : 

\~ ~ 
Lh Ct) + - h ' (t)7 ~ (S (t') )d ·~ _ o w<X o ') 

C o 

or,par hypothè s e toujours , h e th' E L1
( R+ ; R) 

0 0 

et\\) (Cr) est u ne applicati on continue e t bornée de R dans R, 

c'est-à-dire : 

Dés lors: 

c.)(; 

(-'., 1 / (~ . 
+ ~ C>,.h~(t)}'-v cu(t'.))d~ ~P\< \ h o(:-:') l+tx \h~( t: )\)di:: 

0 

le membre d e dro ite d e l'inégalité e st do nc borné sur R+. 

Nous pouvons donc choisir judicie useme nt un nombre :K) o tel que: 

~t\f<cr<~))l ï O:'.) - o-1
* <G'(t)Ùd~ < 1< ; Vt ~ - o 

~ V 
E Pour appliquer l e l e mme de BARBALAT,nous allon s tout d'abord prouve r 

que<J .. (t) e st uniforméme nt con tinu sur R+ . 

La continuité uni fo rm e de \f( t) e st une conséqm .. n ce du caractère borné 

' de(î(t).En effet, C,· (t) est bornée par la somm e d ' une fonction intégrale 

sur R+ et d ' une f onction born é e sur R+ o 

I 1 1 <i: 1 

(; (t) = h~ ( t) +(î
1 

(t) + ( rE cos..,,+ , .. sin v) 

donc \ÇT(t)j ~l h~(t) +G"~(t)\ + w( '[cosv- '2sin ,> ) +cx_'\\<t) 

nous avons: h~ et rr:·défimis dans···L
1

.(.R+;R). ; 

D' autre part,le s f o nctions f (t) et q_ (t) sont t o mées sur R+ puisque le 



membre d e droite d e l'inégalité (A) est lui-même bornéaTous ces résultats 

impliquent: 

lei (t) 1 est bornée o 
: ' Or, si Cf ( t) e t "J ( t) sont des fonctions bornées, no us en déduisons direc-

teme nt la continuité uniforme de Cf aDe plus,~ é tant continue ,nous aurons 

~\cr) e t '-t (f!) Cf u n iformément continues" 

( -, - 1 . :·\ 
Donc .Y (C ) \ _ç _'!.,- '\ ((r~ : - " est unifo rmément continue 

- " e st positive par l'hypothèse 3 
+ 

e t es t intégrabl e s ur R o 
"V 

Dés lors,par application du l emme d e BARBALAT(voir annexe C) nous conclu-

ons: 
lim ~ (G(t )) [:r ( t) - ~ - 1 ~ (<r( t) )] 

t ➔ + CX..i 

Ceci implique: lim ~(t) = o 

sinon 
:1[70 tq o - 1 ( t ) t ~ 0 e t t ~ :.1 n / n ., n 

posons m = inf . \4'< g )) où M es t la bo r ne 

= 0 

+0v tqo \~l tn ') \ 

sup . de \l 

t ~ 1 É 1 ~ M l e long des solutionso 

donc \'f (Cf (tn )) 1 ~ m > o 

> e. +n -

Nous s avons: \f (Cï(tn) ) Ler (tn ) - ~?1
f(cr(tn)) J t end ve rs zéro quand n t e nd 

v e r~ l'infini. 
Vu q ue 'f (CT(t) r este s trictement positif,nous d~vons nécessai r ement avoir: n 

-1,n 
CJ ( t ) -°).) i(G( t ) ) ~ o qu and n ~ ()0 

n n 

De plus, U e st une fonction bo rnée ,dés l ors , sans perdre de généralité 
t 

nous pouvons suppos e r que Cï( t ) conve rge ve r s un nombre 1 / o (puisque 
n 

(ï (t ) est supposée t e ll e que : \ (T (t )1 ;::. 
n n 

E_ > 0 ; --f t ) 
n 

lim cr(t ) = 1 / o -:-.::i> 
n 

1 im \() ( ( î( t ) ) = ~ ( 1 ) 
n 

puisque 'f es t continue o 

Regardons de plus près la limite suivante : 
-1 -

lim l(î(tn ) - (S 'f ((j(tn)) _I = 0 

n -v· (X.J 



'l5 1 = 'V (1) ou e ncore 

Or,l ' hypothès e 3 s 'énonce : 

e n particulie r, si\Î = l,nous obte nons: 

1 '--V(l) < X-1
2 

(puisque 1 ~ Oo) 

c e ci es t incompatibl e avec l e résultat déc oulan t de l'hypothèse de 

l'absurdeoCette de rnière es t donc non acc eptable e t 

lim Cî( t) = o 
t -t.> '":_ , 

- ___ _J_ ______________________ _ 
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§o4o-CAS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ASSOCIEES 
•================== ============== ============= 

AU CONTROLE DIRECT: CAS CRI TIQUE 
=====================-====-====-= 

Nous allons étudie r un cas critique de stabilité pour le contrôle di
rect:Contrôle direct adme ttant deux racines caractéri~ues purement imaginaires 
conjuguéeso 

Nous supposons q ue les racines caractéristiques distinctes de ces deux 
racines imaginaires sont à partie ré~lle strictement négativeaNous aurons un 
contrôle direct régi par l e système d ' équations différentielles suivant: 

0 

/ · ~ = - W 'i; + 

\ 
(. 

w~ + -' r? = 
(., 

l 
. 

Ax X = + 

Cî = c1 ~ 

b
1 
·f (cr) 

.i) b2 , ' (cr) (I) 

b'f(cî) 

+ c2 ,-~ +(c,x) 

où -o W est posi tifo 

- ab
1

,b
2

, c
1

,c
2 

sont des c onstantes réelles 
n 

- ac,b sont deux vecteurs de R 
+ 

- ";:. •'tJ sont deux fonstion s scalaires de R dans Ra 
~' l 

+ n - " x est une fonctio n vectorie lle de R dans R" 

Faisons apparaître les racines imaginaires dans ce sys t è me; pour cela,posons: 

Z= f +i'7 

z = i + i "z 
= (-w--z + b

1
'f> (cr-)) + i(w~ + b/V (0-)) 

= iw(t + it>z) + ( b
1

+ ib
2
)f (cr) 

posons : b
1

+ ib
2 

= ~ 

Nous obtenons le système s uivant:: 

.. 
iwz + \"'f1 (0) 

\ 
z = 

- = -iwz + (3 f< 'J') (II) z où- nous 
X Ax + b '-P (~) ques 

l ~ cÇ + '6 +(c,x) z est 
= z z 

0 0 ?) = 
0 

avon s t outes les 
du s y s t è me ( I) 

une fon ction de 
c 2 1 

2(c1 + -:-) 
l 

caractéristi~·- -

R+ dans C 





Recherche de ·la valeur de t!' . 
0 

z = Î + i ,y implique 
1 2< z + z) 

1 
2i(z - z ) 

Reprenons la derniè r e équation du système (I) nous obtenons: 

1 - c2 
Ci t + C 2 i = 2 Cl ( Z + Z) + i( Z - z) 

en posant 

2.40 

4.1 •ReçbeEÇne de l'équati on ~ntégra e associée à ce système earticulier 

Nous nous intéressons à l ' équation i tégrale associée à ce système d'équations 
différentielles.Sa fonne générale est: 

. t 
(1{t) = h(t) + \ k (t-s)'t ('1 {s})ds 

1,.) 

Détenninons h(t) et k (t) : 

-.Pour ce faire,mettons e n évidence l a solution de l 'équation: 

z = i wz +!'>4 (~) .. 

z - i wz = o impl ique: z(t) iwt • = e z où z• =- z(o) 

Elle est obtenue par l a méthode de Yariation des constantes: 
.• t 
\ eiw(t-s){:> f (,:; ( s) )ds 
Jg ' 

z(t) iwt a = e z + 

d'où l'on tire directement ·la solution de l'équation: , 
z,;,, -iwz + \\ ~((i) 

' . \: 
z(t) == e-iwtz• + )oe-iw(t-s)~f ( 'J"(s ))ds 

•-Mettons également en évi dence,la ~o lution du système: 

x = Ax + b'\- ((1) 

x(t) = 
At 

e x 0 + 

( t 

eA(t-s}b \Ç'CG"(s) )d s où x• = x(o) 

0 (cfr. §2 Chapitre I) 
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Nous établissons l'équation intégrale à partir de la de rnière équation du 
système différentiel {2): 

0-(t) "'~ z(t) + Î ;:(t) + Cc,x(t)) 
0 0 

CT"( t) = ~( e iwt z • + s: e iw( t-s) ~lf ( <r( s ))cis J 

le noyau k vaut: 

+l?"o \: e-iwtz• + \e-iw(t-s) f~(<r( s ))ds] 

+ (c, [ eAtx• +) eA(t-s)b'\1(<J(s) ) ds] ) 

v iwt n. v -iwt - At 
k(t) = ~0 e \ + u

0
e ~ + (c,e b) 

= k
0

(t) + 'ô"
0

(cos wt + i sin wt)~ + ~
0

(cos wt - i sin wt) ~ 

où 

Vérification: Posons D = 
0 

0( = 

et 

c< = < é + i6 > < ,fl + 1p> + < E - 1 ~> <j - 1-z> 

= 2(E,f -p6 > 

0( é. R 

~ = 1 [ c t + 1 ~ ) SP· • 1 12 , . - c é - 1 i> < _µ - 1 r , J 

= -2 ( ~/- - é ~ ) 

la fonction h vaut: 

h(t)= veiwtz ~ - - iwt-.. ( At 0 ) u - + o e z + c,e x 
0 0 

- - At = o (cos wt + iwt)z• +~(cos wt - i sin wt)z•+ (c,e x 0
) 

0 0 

h(t) = h (t) + a cos wt +d sin wt 
0 

--où a "" 't{ z• +cÇ z 0 € R 
0 0 



L'équation intégrale s'écrit alors: 

cr(t) = h (t) + a cos wt + d sin wt + 
0 

avec h (t) 
0 

+(!(COS w(t-s) 

+(: sin w (t-s~~(r;r(s))ds 

At = (c,e x•) 

At 
le (t) == (c,e b) 

0 

4.2.-Nous nous trouvons dans le cadre des hypothèses du théorème 5 
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Nous allons d'abord véri f ier que l es hypothèses du théo rème 5 sont bien ré
alisées pour cette équation intégrale. 

Condition 1: 
•=aa::aarn::aae: 

Nous avons établi la form e générale de la fonction h ,elle est du type ci
dessus avec h (t) = (c ,eAtx 0

) avec w) o 
0 

h peut être majorée par une fonction intégrable sur R+,elle est donc elle
o 

+ 
même intégrable sur R .Cette majoration est établie grlce au caractère sta-

. At j -kot ble de la matrice A.En effet: 3 lc
0

,k
1

) o tq . \le 1 ~ k
1

e 

Nous obtenons: 
Il x•\\ 

At h'{t) = (c,Ae x 0
) 

0 

La fonction h' est du même type que la fonction h .De plus,comme elle est 
0 0 

majorée elle-aussi pa r une fonction intégrabl e sur R+ elle est,elle-même, 

intégrable 

Condition 2: ••••••••:a•:ua 

+ sur R. r---- ------- -~---- --- --~---, 
l la foncti on noyau k est de la forme: I 

1 k ( t) = le ( t) + 0( cos wt +~ s in wt • w~ o 1 
1 ~ / o( ~ 0 ; ~~ 0 ' 

1 avec k et k apparte nant à L1 (R+;R) 1 
0 0 ~---- ----- ~- ---- ----- -~--~-~ 
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Nous avons mis en évidence,la forme générale de k.El le correspond bien à l'ex
pression ci-dessus avec w) o et k (t): (c,eAtb). 

0 

Les fonctions k ,k' peuvent être ma j orées en nonne par: 
0 0 

\ k (t) \ 
0 Il bu - k

1
,k )o 

/ 0 

= 

en utilisant le caractère stable de l a ma trice A. 

Les fonctions majorantes respectiveme nt de k et de k' sont intégrables sur 
0 0 

k et k' 
0 0 

le sont donc également. 

k0 (t) = k 0 (t) +cl.cos wt + ~ sin wt 

avec o< = 2 ( ~µ - '2 cS) 

<: = -2 (~ - t .; ) 

posons 

et 

----~ ---~---------- -- ---, 
Condition 3: 1 lf' (q) : R .- ;;:. R continue et bornée telle que: 1 

1 •••aaaa:s••••• 
I LO • 2 • 1 

o<<.Ti ('ii" )< ~ (J a- -1- o Oc::'.~ !f:. c.x..:, 1 
1 / 

1 ~------------------- -----
Par hypothèse/ \f (<J) est définie dans cette classe de f onctions 

---------------~--------, Condition 4 a I la condit ion de f réquence: ( * s E: R) I c••••:sa••••llf:-
1 .-1 @ t. [ is c~ ] '\, 1 1 
I - ~ + - + Re t - k ( s ) ~ - o I 
1 w wcx O ' ----- -------------- -- ---~ 

Exprimons explicitement c e tte condition de fréquenc e où : 

\

00 
At 1st 

{c, .e e dtb) 
At '-' 

k ( t ) = ( c , e b) =--ï> k ( s ) = 
0 0 

or 
1 

OC 00 

A \ eAteistdt =< ( e is td(eAt) 
O 00 ~() 

. ( At is t 
(A+ isI)) e e dt= -I .:;:p 

0 

( •) La démonstration reste valable pour la condition \i"'f (cr) > o ,,, 'Çï' /, o 
___. -1 

Elle est même plus s i mple.Dans ce cas,nous prendrons o : o 
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sJ -1 
:::::f'k (s) = -(c,(A +isI) b) 

0 

La condition de fréquenc e s•écrit: 

-l-l +; + Rei_L'l -(~~\J [-<c , (A + isI)-
1b>J1~ o 

Ces conditions étant vé r.ifi é es , nou s savons p a r appl ica tion du théorème 5: 

"Toute solution cr(t) d e l'équation intég rale associée au système d'équations 

différentielles du système de contrôle direct avec un couple de racines pu-

rement imaginaires con juguée s e st telle que: 1 im . G ( t ) ::: o 11 

t _,, t (,,() • 

Nous savons que le syst~me d ' é quat i ons différentie l les (II) admet au moins une 

solution x.(t) = (x(t), z( t),~(t ))à l aquelle nous a ssocions cr(t) de la façon 

suivante: 

cr(t) = D z(t) + 15 z (t) + (c ,x(t)) 
0 0 

-4.3.Les solutions x(t)_,__z~(t ) 1 z( t) t e nde nt vers zé ro lorsque t tend vers l'infini 

-Nous allons montrer que t.ou t e solution x.(t) = (x( t) , 2, (t) ,z(t)) tend vers 

oRn+2 lorsque t tend ver s l'ex> i ndé pendemment des c:o nd:ltions initiales x 0 

et z•; 

c'est-à-dire: 

Montrons que pou.r· toutes conditions initiales x 0 ,z 0 dé finies respectivement 
n dans R etc. 

lim .. x.<t) = o 
t -i> --t- 00 

C • est-à-dire: 

lim. z(t) = lim.z(t) = lim x(t) = o 
t -c, t ôO t-J>+ cx.:, 

Nous avons directement par l'analyse du système d'équa tions différentielles 

associé au système de cont ré'>le direc t avec matrice s t able que: 

lim. x(t) = o (cfr. §2.Chapitre I) 

Il nous reste à montrer que: l i m. z(t) = lim.z(t) - o 

Nous avons posé z(t} = ~ (t) + i 17 (t). 
Ainsi pour prouver le ca rac t ère nul de z(t) e t z (t) a l'infini,!,l_n~u~.:,a~t 

prouver que: lim. ~ (t) "" lim. ,'Y) (t) = o 
/.-

t -pt- 00 t -l>+ oc, 
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-.Nous allons,pour cela, partir à'un résultat mis en évidence dans la démons

tration du théorème 5, soit: 

cc • 
~'f<<J et» [<J <~>-C1'fccr C"t»J d'è' 

0 

~ -(2o<)-l( ,~ 02 +~02)~ F(Cï(o))+ ( th
0
n)+~~C-1'ù ~ (G('è'.))d't'. 

- ~o 
par hypothèse~ est une fonction bornée et les fonctions h et h' sont in-

o 0 

tégrables,dés lors: 

\:, 

~l[h
0

(1:'.),!, h~('l:Ü/ \'l' (IJM)I d'1;'.:,'.~rrh
0

\L1 +Jh~\ Ll ~] ~ 
0 

Nous obtenons: 
t. 

~'{)((J('t;'.)) l Çj (~) - ~-14 (\i'(ê'))] dt'.~ s( ~o , '1o , --/ ,JO) 

0 

où s tend vers zéro avec ses argument s. 

-• ■ De plus,nous avons établi: lim. cr(t) = o 
t-J;>-;-0:l 

s 
0 

10 Nous pouvons affirmer lim.h (t) 
0 

t -,">- i- 00 
"' 0 puisque h 

0 
e th' appartiennent 

0 

f!I 

à L1 (R+;R) 

Nous obtenons 
par simple 

application de la règle de l'HOSPITAL 

puisque-• k appa rtient à L1 (R+;R). 
0 

-. ~ est continue et bornée de R -f> R 1 

et 1 irn. ':f ( t) :: o -~ =-f' 

t -~"tC-0 

lim .'P (<J ( s)) 
S-1-"-r-Où 

-.Montrons maintenant que \ i ( t) i + l •JJ( t) l ---t, o quand t ----P oo 
1, 

• 

= 0 

Nous considérons un t quelconque que nous prenons pour condition initiale. 

Dans le théorème 5,nour avons établi des relation s pou r ~(t) et 1'(t) pour 

la condition initiale t~ = o .Nous reprenons ce ré sul tat pour la condition 
• • initiale t .Dés lors,pour tout t supérieur à t nous avons: 
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~ (t) ~(t • • • .. 
+'f/t> ,:: )cos w(t-t ) -1(t ) sin w(t-t. ) 

(1) 
%et 

rio • • ., 
+'f2<t) O?( t) "" } ;-3,in w(t-t ) + l>J( t )cos \\f ( t-t. 1 

l l 

,,t 
'-\\<t) 

' où =. ~lo(/:os 
t~ 

!: 

4\<t) ,. \l<x 1cos 
• t. 

JiO Nous obtenons le rés itltat suiva t: 

Sup. ( l'-P 
1 

(·:)1 +l'-t/t;!) •· 
• • n-

t ~ t -S t +-::,-
.:. w 

v- o lorsque ë. 

Cec:j ,puisque nous :--;us sitüon., è.ans e.n interv.ü •• de grandeur .JI. et 
2w 

puisque~ (cr(t} est une fonct on qui tend vers :·-.!r-o si t tend vers 

l'ir,finl et par hyr.,)thèse '-\'<o) = o. 

Il!) Nous ...,cuvons substitu,'!r•1J(t) et~(t) dans 1•équ<1 .. 1,-,o intégrale en repre
( 

nant de nouveau un r~~wltat du théor~rne 5: 

' t. 
-J(t) = h (t) + \ k (t-s} ('l(s))ds+ 1~7(t )co . + ~(t)sin v 

0 } 0 l 

dt ot1 nous tirons: 
{_i 

[ ,r ·c .t,_) _c_o_;:; _.,,)_+_J_· _< _t_l •,in V - Sr( t) - h O ( t) - 'J 1-Z:-;- J 
, l: 

puisq: 'e Cï 
1 
(t) "" \ k

0 
(t-s) qi ('\\"(.,))ris 

0 

Cun;.;id~rons C!::tt exr :cr,.sion pot.r deux valeurs pë1 r .iculiè res de t: 

t = t'" /),(t"')cos) + Î(t
111

)sinv' "''3(t•)-h
0

1:• ~;--1T
1
(t•) 

et . _:[_ 
t = t + 

2w 

Or, si nous reprenons 
• nou:;; obtenons: z ( t 

~(t 
• 

-;. 

+ 

• ..l.....) ' ( t + 
2vJ 

-:L) ~(t ;:: 

.. w 

: ) = -~{t .:.w 

• + ..E.) -h ( t • +J:_) 
2w o 2w 

• 1T 
- a;_ ( t 1 2w } 

i(t 
• L) t + dan~ ·1 ·. ,~ expressions ( 1) 

2w 
, 

• 
+ "Y2(t 

• T, 
) ➔• ~) 

• 
+ 4 1 (t 

• 
~) ) + 
tC.W 



Nous pouvonsîdés lors/retirer les expressions suivantes : 

~ . . 
t(t )cosv - p<t )sin V = 

• -rr • -rr 
CT(t + -2 )-h (t + ,., ) ,_ ( t • -">-'f (t •+ "-) w o ~w -~~ • + 

~ 2w 1 2w 

- 'f 2 ( t . + ;~;> ~ é 2 ( t .) 

C ' est- à - diret 

" . . ,,.. . 
t<t ) c osv - ~(t h:;inv"' c. 2 (t } 

f ( t •) sin v + .. . 
Nous avon~, : f 

1 
(t ) , é;: ( t ) __ _ 

• • ( t )co s v "' t A ( t } 
;. ... 

P- o quand t 

Puisque nous avons établi précédemment: 
è 

lim. Q"'(t) .., lim. r• ( t) "" lim. \k: (t-s) If (q- (sj )ds 
) 0 

t --r -t ..x; t -1>- T OI. t -9 + 00 O 

Nous obtenons facilem ent: 

~(t•) = E
1
ct•)sin •.' + &

2
(t.)cos v 

.. t, • t< t ) = t 1 ( t ) cos v - E: 2 ( t ) sin v 

Dés lors , 

... 0 

' ~ • 1 Donc I t (t ) 
• 

et \ 12 (t ) \ peuvent 
1) 

tre rendus arbi. t.r.<!'. irement pet.i ts si t 

devient tmportant. 
"' Or,t a été · choisi arb '..t. rairern ent. Nous obtenons: 

1 i m • '2\ t ) = }. im • ~ ( t ) 
t -~ \- 0,0 :., -;;>- + .X, 

t -P-t 00 

:a l j,r; . r (t) + 
t ~,'t ' °\I 

- 0 

- 0 

l im. '°2 (t) 
t + QO 

De même,lim.z(t) a lim ■ <r (t) - il(t)) a 0 

t -i" t , )<., t -,;,- ' ' '.) 

Dés lor;;,x. (t) tenà dor e vers zéro si t tend v e rs l 'i nfini. 
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4.4.-La solution x,.(t) "" (x(t) ,z(t}__,z{t)) vérifie la . :.abilité simEle eour 

le système (~) 

Position du oroblène: 
••a•===~•~m:&a==~=#=• 1 

\ 
) 

. 
X . 
'1 . 
t 

"' Ax + bt (tJ" ) 

lC: ~, t + b2'f(<:J) 

.,, -w 'P + b1~(,:r} 

r ÇJ" = r· i,t 
~1r + c

2
rp +(c,x) 

avec x ( t, x 0 
, ~ 0

, f') 

Cf(t,x 0
, ~

0 ,"L.~) 
~(t Xo ';. o ,7JO) 
" ' i t ' ( 

tq. 

J?(t X 0 
~o ~

0
) l0 ■ 

~ , 'c ' .:: ' 

x(o) 

il) ( O) 
( 

-xo 

de plus: t 
•s<t,x 0

,1°,p°) u h(t,x 0
)

0 ,7° )+ ~ lc(t-s}'\'i,( 

At O 
où h(t,x 0 ,i 0 ;1-) = (c,t: :x") + a<J" , f')cc.: 

+ -v. cos wt + sin wt 

' 

xo,~o,~o))ds 

+ à(t 0 ·>?0 )sin wt 
(. t ( 

Prouvons que la solutior x.Ct ) au système d'équatic •. diff~rentielles (I) 

vérifiE: la stabilité sim .~c.C'est-d•dire: 

où x" • 

tq. 11 x : I! 

. n+2 
""(x 0 ,f",•p 0

) dé fL. dans R 

De lA,nous pouvons d~dui 1: la stabi it~ simple de la .. -lution x.<t) de (II) 

car. z "'}.. + i1r,. (Le s deux -ystème.r; sont équivalcntE) (. • { 

------------·--·--··------------1 
La sol ut ion x .. ( t) • .. <.! syst,:mH" ( I) vérifie la ! : , ,ili té simple 

ssi 

] c) > ,, tq • 'f X O 
,, Rn 

1/ f ,, R 

\_f- 'P O f': R 

!: X ( t. ,: " 'F O ' if} li <.. E 

li xo !i é.. 

1 Ë" r .:: 

/,Q o / < 

1 
i : 

/ r' 
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en utilisan t la nonne: "" S u r:.\ x. (t) \ • 1. 

1,;i ...._ r: +2 

< où(x.,, ••• ,x)=xetx r •• ; .. n n-i-'1 , .... 

Nous pouvons ~tablir ce r 6sultat de façon similaire a_ cheminement suivi 

pour établir la stabilité de la solution du systèrn "'· è,, c ntrôle direct avec 

matrice stable. 

ETAPE 1.- _ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ·- - - - - -
==a== -===-=, V-r > o f-.> ( r) "" Sup. Il x.(t,x 0 ,t 0

, 12° '.·\\ ..::+(X) : 

: t > 0 1 
li x: 1 ~ r 1 L _____________________ _ _____ J 

At . 
lie 1\ 

c·, ve rtu 

t .::.1 lisons 

( t 
/\x 0 1l + )\\eA(t-s)ll 1·,1ll \~(,;j'"(s,x 0 ,f 0 ,1°)}1 ds 

0 

de la forme de la ,·c,::.,. tion x(t) 

la .;; tabilité d e A • j k
0

,k
1

) o 

1, At,, -J..- ~l t 
t '1 • l l e 11 < kt C 

kl ~ Hbll 
pu 1. ,; ·_.e ~ est bornée. +----

k 
0 

où s(è", 19°,x 0 i ,.~t une :fonction bornée dépcr.,, 11:t des conditions 
"- ( 

i:1i tia.les. 

Du th~or~m c 5, nous po uvc 

--



\lh~(t ,x".~ 0 ,f>II .. /<c,AeAtx 0
)/ 

nous obtenon s : 

0 

( cy-( 0 ) 

)'f ( u )du 

() 

::.- li c \1 li A 1\ l! x" \! k1 c -kot. 

u C: \! ______ _ _ ..., __ , _______ _ 

-- 4) (J ' 0 ) :IZ 1> l (c , x" > 

s 1-) r II c 11 ,_ 

3 

=L 

+ c1~" + c2f J 
ll x" /l + ic 1) ff'/ 
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.Si n·- .•·· i ·:•mifü,; la condit:~on i nitial e dans un domaine i":orné,soit: \\ x: Il~ r, 

nous obtenon s l e f a i t que !1~(t} ! et \~ (t}!sont bornées par une fonction 

dépf ndnn t. d L r ec b -~ment de:' ,~:o ndi tion s ini-t.iales. 

D~s lors,l e ré s ul tat anncnc é par 1'6tapc 1 nous est acq uis. 

------------------------- --, 
I ¾f r >o C( d • Sup.n ddt- x.(t,x 0

,~", 1t1") 11<-+0-.) \ 
! - t ' \ 
1 V t ~o 1 
1 \\ x: li ~ r 1 
1 \ L __________________________ _ 

Pour cette étape t nous pouvon s nous référer ë1u r ésultat obtenu ( §2-

Chapi tre I) dans d e s hypothèses s imilaires. 

La démarche r:e[. te semblab l e . 

De même, pe>ur les étapes suivantes ( 3 à 6) qui permettr •ri t de mettre en évidence 

le caractère également ur ,. i f ormément continu des fonct i n :1s: x.<t,x•,F•,~0
) ; 

½(·zi { t • X ., t f O ,f" } ) i \() ( \J ( t 7 X 
O 

, t , 1) )1:J ( t, X 
O 

, f° , f ) 
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et 'f(<:>(-'.:,x",~",o/.")) L'3 (t,x0 ,t''•f")- ~-1
'f(Ç)(t,x

0
, ~

0
1 '.~")),le raisonnement 

est similaire-

ETAPE 7.-
a=zt=====• - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -· - - - - - - - - - - -

\ .. + n+2 + 1 
1 

La fonction R x R -----1-.,. R 1 
1 

(t,x :> rV4>~f(~(t,x:))[~<t,x:>- i-~(~(t,x:»J 1 
1 tend vers o quand x: tend vers oRn+2 uniformément par 1 
1 rapport à t é: R+ c'est-à-dire: 1 
1 1 
1 -V-'E>o ; .:},,u .> o tq. V-x: é Rn+

2 
tq !\ x: Il<} ; V t ~o 1 

: nous avons : 1..p (~(t,x:))LG"<t,x:> - ~-\~1('J(t ,x:))J <t : 

1°).Reprenons la majorati on établie lors de la démo n~ trnt ion du théorème 5 

qui fait apparaitre 1r1nt~grale de cette fon c tion. 

( l_ 

\ l t..v < 'J ( t , x : > H ï ( t , x : > - i - 1lV2 
< cr < t , x: )) J d ê' ~ 

I (À) 

Noœ~; pouvons affirmer ~ 

+ 9) \ u h O ( 't' ) l + Jo( l h ~ ( '~ \ 1 J d ~ 
·o 

i \: 

~ \_ \1/(<J{t,x:))a-(t,x:J - i-1
f(<S(t,x:»1 d't' ~ s(x:) 

1 

0 

JJ t > 0 

V t-'; o ..::.. a"~ cJO 

où s ( x" ) --1> o quand 
• 

C~tte fonction s(x:> a ~té mise en ,vidence dan s l' étape 1 

2"') Aidons-nous de cette ma joration pour montrer que nous avons le résultat 

annone~ par l'~tape !. 

Nous pouvons par ana .: ,::;q i.e avec le cas de contrô le direct ( § 2-Chapi tre I) 

nous aider de cette ~aj oration pour ~tablir le ré~ultat annone~ par 

l'étape 7. 

ETAPE 8.-
m=:-n====•u 

- -- - - - - - - - - - - _, - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Montrons que la fonction: + n+2 . 

R x R ---+~ !Î 

(t,x 0
) -"-""'<J(t,x") 

0 O 

tend vers ZfSro quand x: tend vers ORn+ 2 , ·.mifonnément par 
+ 

rapport à t E .. R c'est-à-dire: 
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V t > o 
-1. u O Rn+2 ~ 
:J/J...>o tel que v x.e:. .q 

=t.> \'J (t,x:) \<::: t 
l~ous procédons par 1 'abs ,rce.NoÜ:;-si:'pposons: - -- - - - - - - - - - - .1 

jt>O tq. Vµ > o 
I 

1 
posons }{. .. - avec n t- N : 

/ n < 
Nous voyons qu'il cxist(~ ·,,ne 

telles que pour tout n E: N 
f, 

avec!cr-(~(x:J-l> i :· f.· 
. / 

suite (t) de rfels ~ a 
n 

~:ulte 

t 

puisque cr est une foncti<.,n oot-né~ toujours supéri,;_ ,, ·.•: en valeur absolue à 

un nombre é strictement 1--~·itif.nou~ pouvons affj .miu ,:ue : 

çc vers un nombre l distjnct de a. 

Puisque 1 est une fonct .. c..r ~ontinue, nous avons éga2, ;, . nt: 

<r(t ,x 0
) conver

n •n 

l im • \.f ( 'J ( t , :- " ) ) = ,_ç (1 ) 
n • n 

fi\ -·1> -t 0,,,/ 

) o ( pu:i. :-,quE:· l -/, o et lf ne s'annule 

qu'en o. 

Or,nous avons vu lors de! •~tapP pr,c~dente ,que la fan tion: 

= 0 

tJous obtenons à partir d, la lirrlte ci-dessus: 

l "' 0 

r,·. 2 r l = ,: (1)1 ] 

Or,pa.r: hypothèse,nous avi ·.s une conrlition de sectet..t: ·.posée sur la fonction: 

o < Cî{CG") < (ï
2 

Nous devr ons donc avoir , 'f'(l) <: 
~r:r-€. R 

0 
• 2 ,✓ • i 1 ~ i O pu sque r ~-

Ceci C(>ntredit le résulb,t obtenu c 1 -des~us.Notrc h')- cthèse de 1•absurde nous 
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conàuisant à une contraàiction,notts acceptons àonc le résultat annoncé par 

cette Bème étape. 

E"rAPE 9.-
t:::========= 

1 
1 

1 

1 

1 

1 

V6rifions !a stabilit~: 

ne .Js avons \\ x. 

------ï 
1 

: 'I • \\ x: \1 'l : 
1 
1 

--------------------- - ---- --J 
Nous allons procéde~- en deux phases: \lx.ct,x:) 1•, "' Sup . \ x/t,x:>\ 

i = 1, ••• ,n+2 

1°) montrons )lx(t,x: i )1 <E où x e s t la soJut.ion ,,: .ociée au système de 

dimension n à ma~rice stable extrait de cc , r·hlème. 

flous avons vu al· paragraph 1,chapitre I qc :-.: tte solution vérifie 

dan ces condit~Jns ,la s tabilit~ simpl e . 

C I est-à-dire: 

V é__ / 0 
i 

tq. 

2 °) mont,:on~ que -V ' .> o ; ]µ '> o 

'f t. ~- o =...._ I '." ' +· ..,.o }l" ,,.,..)! 
_ ,,. 1 , , -- 1 ~ , C ''( , 

tq. 4/ x: f::_ ~1. 
2 

tq. Jlx:l!<ji 
et lya,x". cQ ,r·>l<E 

Dés lors, 

\t C 1/ Il :;{ O li k 
-----1 (1 + 

k 
0 

Il A /! 
•.;' 
-~-) 
..,1 '". 

(par l'étape '1 



1 1 

i >- k é • f " ((t)-1) - 0 posons µ. = in • 6 ---_ (1!. --
; ~o 0( H C li 1<1 1+ Il Ali ) 3 q) I_ li C Il + c1 + c2) 

W°'-' 

nous obtenons: 

-V- f; > 0 37 V x" 
n+2 

t.1- 11 x: 11 </.J. ,, 0 tq. t R • / 

i t •• .! I O ~ , '2.) 2 F c '> 0 ?: , ttx , _ + ;~ ( t ' X o ' • o t ~-' ; ..... 

d,s lors,nous pouvons a :finner: 

\ ' / t o ~- O ,-,.o ) 1 ,,- ' . ,.., , ,x. ,,,, "~C. 
t t 

.En re9ar:-da!1t les réstllt -.-1t-:s obte:1us pour x, F et. f , ' en prenant pourf 

le min. de !A -1 et U-, m ,,_,,; obtE:non~ bien le rJ s ul t:,1 1-
/ .A, / ,_ 

spéré. 

C'est-à- ire: 

Nous obtenons la stabil ~t 6 simple pour la solution ,. • lP du syst~me. 

!lx. '· fx",l",f' 

L ~---------- --------------------------
Concl1.;s.ion: 
=======~r.::::-.:: 

Comr,1. x.(t) est unE': .~olution qt,i vérifie: 

-. la stabili t~ simple,c•es t-à-4ire: 

J 

et\, t '::!,. o 

de plus, 

-. lim ■ x*(l, x :> = o 
t-r>+OO 

t.q. V O • n+2 x. C R 

.' 

la solutior·, x. (t) vérifie la stabi.litf. :i yrnptotique globale 

2-54 
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-----------------------·---~---------------
Cette notion de stabilité est ré l i s ée pour une c; ''" ::· e de fonctions 

'-\> continues de R dans R telles e 

de secteur çlf (cr ) > o ; .l./-'1 r'- o. 

(o) • o et v~ i fiant la condition 

Nous avons donc pour x.(t) une notion e stabi l itf ➔ bsolue. 

3t 3lt Jl Jt 
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§.5w-SYSTEME DE CONTROLE DIRECT AVEC UNE RACINE 
••============================================= 

CARACTERISTIQUE NULLE 
============c======== 

Nous allons montre r d e quel le manière ce prob lème de contrôle direct 
peut se ramener à l'étude d'un problème de contrôl e indirect.Nous partons 
d'un système d e contrôle direct de la forme suivante : 

~y= Ay + bf(<:ï) 

'- ·s= (c,y) 
(I) 

où A admet une racine caractéristique nulle,lc s autres étant toute s 
à partie réell e stricteme nt né gat i v eo 
Il nous faut ramener c e sys tèm e sous la forme d 'un s y s tème de contrôle indi
rect,c' es t-à-dire,sous la forme: 

(II) 
1. 

Pt 
où A es t une matrice régulière constante. 

DETAILLONS CETTE TRANSFORMATION: 

Nous partons de (I) 

a1n \ / y 1 \ 

a 2n 1 ( Y 2 \ +'{ ( ~) 

ann / \ Y0 ) 

= 

. ,c0
) / :: \ 

{ : l 
= 

\ 0 / 

\ yn/ 

Or,A est une metrice qui admet une racine caractéristique nulle.Nous pouvons, 
dés lors,particulariser la form e de la matrice A à l'aide d'une transformation 
régulière ,par e xempl e ,l' éc rire sous la forme de JORDAN qui lui est équivalen
te. 
Nous pouvons toujours permuter l'ordre des équation s du système de façon à ce 
que la forme de JORDAN admette comme dernier bloc,ce lui associé à la valeur 
propre nulle. 
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C' e st-à-dire sous la fo rm e : 

A'= = A 

0 0 . . -

10 
l 
' ' ' 

0 

A e st stable car A admet une e t une seul e val e ur prop r e null e par hypothè seo 
De plus , c e tte transform a t ion e st possible pui squ e : 

où A' e st la form e d e J ORDAN as sociée à AoPui sque nous avons l e théorème : 

- - - ----. ---
Chaque matrice c ompl ex e A e s t équival e n t e dans un domaine 
c ompl e xe (par l' intermé diai r e d'une matrice d e transformation 
c ompl ex e P) à l a matrice A = diag o (C 

1
(~

1
) , .. . ,c (~))où 

o r rs • s 
,\ ksont l e s racine s caracté ristiques d e A (a i nsi que de cha
que ma trice s emblable à A) toute s comprises , c e rtaine s p e u
ve nt s e répéte r . L 'ordre de ces blocs C( Ï : ) est que lconque. 

- - -----. --- - • 
( c fr . PONTRIAGUINE' 

Le sy s t èm e (I) e st équival ent a u système s uivant: 

0 

• 

= 
b 

n-1 
O O oo o uO 

b 
n 

i" 

y n-1 

y n 

Posons : Y1 b1 

I
l c

1 
Y2 b2 c2 . 

X = .... ...... 
0 

b = C = 
0 

y: 1 b C 
n- n-1 n-1 
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Le système (I) est équivalant au système: 

X = ~ + b -t' ( J"' ) 

~ y = b \ (l ( q-- ) 
') n n 

'-- q- = (2',x) + cnyn 
·~· 

où A e s t stable. 

Faisons apparaî t .r e la forme d'un système de contrôl e indirect . Pour cela, 
posons y = b t , nous obtenons 

n n '-
y = b i 

n n t 

Or,dans le système ci-de ssus,nous avons: 

Ceci nous permet de conclur e : 

Si b t o 
n 

-------=-===-----

d Î =~ ( rr) No us obtenon s : l " 
dt 

et le système (I ) équivaut au système : 1 x 
~ . 
~ 
·1 

"'\,. ~, .. 
= Ax + b 't ( ,:r ) 

= 't' ( -:; ) 
1 C = ( è', X) 

où p = 

Si b = o 
n 

- -*-----·· ___ __ _ ., _ 

l e système (I) équivaut a . 
J 
{ 

-c b 
n n 

. '\: 

X = Ax + b t' ( <j ) 

~~ = (~~,X ) 

(III) 

c' est-à-dire ,le système de contrôle direc t de dimension n (I) 
avec une rac ine caracté ristique null e se réduit à un système de 
contrôle direct de d imension n-1. 

Il nous reste à voir que le système (III) est sembl able au système (II), 
c'est -à-d ire,qu'ils sont équivalents au point de v ue s tabilité absolue .Nous 
aurons a l ors ramené c e s ystème de contrôl e direct p a rt iculier à une form e 
équivalente,mais de contrôl e indirect . 

~oro~s _t~u! ~•~b~r~ ~i_ (!I!)_v~r~f~e _l~s-~n~i!i~n~ ~e _s!a~i~i!é_a~s~l~e ~ 

1°) Une condition néces s ai re pour avoir la stabilité a bsolue est que X~ o; 
~-= o soit le seul point critique du s ystèm e (III) c'est-à-dire,la s e ul e 
solution du système: 

· i.~ - 't ( ,,· ) b = o 
~ 
~ f (cr) = o 

Or, t' ( ·t ) = o s si :o-· = o 

Ax = o ssi x = o ( A est s tabl e ,donc son inverse existe.) 
Nous avons donc bien cette condition néces saire de stabilité absolue. 
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2°) Une seconde condition néce ssaire de stabilité absolue est que p soit 
strictement positif o 

REMARQUE: Si p = o ,nous obte nons l'égalité: c b = o oDans le cadre de l'é-
, ( ) nn , -'- D , tude èu systeme III ,nou s avons l'hypothe se : b r o o onc,l'ega-

lité ci-dessus implique c = o . n 
n 

Dans ce cas,l e. système (I) e st équivalent a u système suivant: 

_{ x = Kx + b' 4 <.:Y) 

f Cf = ( c,x) 

et de nouveau ,nous obte nons un système de contrôle direct d'une 
dimension infé rieureo 
Dans la suite,nous suppo se rons pt o o 

Puisque nous avons p ~ o ,nous pouvons applique r l a transformation suivante 
au système (III) : 

( X = X 

l :ï = ( c,x) - pf 

Cette transformation es t non singul ière,puisque 

me l e sys tème (III) comme suit: 
,,._ '\.· 

Ax + b 1-l/ (CJ") 

<è.,x> - P i 
c'est-à - dire : . 

( X= 

I'\., ... ...., 

Ax + b '{> ( cr ) 

l 1 
• ! 
• • 1 

. c 

)6- = 
) ,-,. = 

·v ' 1, , 

( c,Ax) - ft <q- ) 

,. ::i 

"'to,t .• ,. 

p - (c,b) 

o Î •t o oElle transfor--p f 

(Iv, 

Puisque l a transformation e st r é gulière ,l e système (IV ) obtenu est équivalent 
au système de départ (I ). 
Or,le sys tème de contrôle direct s ' écrit sous la f orme générale de la façon 
suivante : 

Ax + b i 
p ( ;:i · ) 
(c ,x) - ~É, 

(a) 

Mais,nous pouvons lui donne r une r e présentation équivalente (toujours au 
point de vue stabilité a b s olue ) par une transformation régulière de (x, f ) 
vers (y, tr' ) définie comme suit: 

Ceci nous donne: \ ~= Ax + b i 

lq- = cc,x) - cf 
) r.. 

ave c 
x = Ax + bl = y 

i- =t <o-) 
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Nous obtenons le système (b) : 

r y = Ay + b P ( T ) 
\ (b) 

l ·T = ( c 'y) - f '\-' ( 'J" ) A b •· 

Cette transformation effectuée est régulière ssi f, ~ o .Puisque par 
! C' -'-ç ' ! ., 

condition de régularité peut hypothèse A est sta~1e e t donc inve rsible,la 
s ' écrire: c -1= - ( c , A b) o 

Nous devons enco re vérifi e r la conservation d 'un seul point criti
que à l'origine dans le de rnier système obtenu(b) enge ndré par cette dernière 
transformation régulière.(Ceci e st requis par la stabil ité absolueo) 

Montrons que y = o ; ~ = o e st l e s eul point critique de (b) c'est-à-dire, 
la seule solution de: 

Or, -f' ( T) = o 

Ay =- o 

ssi 

ssi 

! A y + b 'f ( q · ) = o 

t. -~ ( ~) = 0 

y= o (puisque A est stable) . 

Dés lors,si la condition de régularité de la d e rnière transformation n'est 
pas mise en défaut,nous pouvons définir la tran s forru atio n ir.ve rse qui nous 
permettra de passer du système (b) au système (a). 

Nous avo n s pu ramener l e s ystème de départ (I) à la fo rme (IV) qui est elle
même équivalente à (b)oDés lors,si la transformatio n s uivante est régulière: 

le 
au 

l x = Ay + b i 
-i 
! °'T = (~::",y) - ~r .....,, ..... 

où O = p - ( c , b) :, 
système (IV) qui e st équivalent au système de départ (I) est équivalent 
système: 

·"V """ (c,Ay) 

qui,lui, e st un système de contrôl e indirect ave c une matrice A stableo 



Al\NEXE A 

UN PROBLEME DE PILOTAGE AUTOMAT I.OUE 

D 1 UN AVION 

Nous nous proposons de mettre en évidence des conditions suffisantes pour 
assurer la stabilité d'un tel problème,c'est-à-di re,nous allons étudier dans 
quelle mesure un faible écart de la trajectoire réell e provoqué par des per
turbations pennanentes et mesuré par rappo r t à la tra jectoire idéale peut 
être rendu arbitrairement petit à condition que l a pe rturbation Pt celle des 
conditions initiales soient suffisamment petites . 

Nous avons les équations suivante qui décrive nt lE.· mouvement d'une coor
donnée de l'autopilote à tout instant corrigé par le centre de contrôle• 

' ou : -. G
2

, T
2 

sont les c o e fficients des t e r me ,, 
-. E V son t les coefficients des tenn e :, 
-• a , k sont. l e coefflc:ients des terme , 

est le contrôle. 

Pour le contrôle fr ,no~~ - avons le schéma suivant: 

d 'inertie. 
:iisf- ipatifs. 
de rappel. 
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Nous pouvons représenter également le mouvement général du système par le 

schéma suivant: 

• 

\ [. t. 
(1' 

vers l 
balai de l'av on 

J 

-----------------·- _____________ _. 

L'avion lors de son mouvement subit oes perturbat ions dues au frottement de 
l'air,à la situation extérieure en général(vent s , pluies , ••• ),il est donc 
dévié far rapport à sa trajectoir idéale.Nous avon s en tout instant t: 

"'V 1 
~ cr:~ 

traj ectoire idéale 

trajectoire 

où "fi est l'écart e ntre la trajectoire réelle e t la trajectoire idéale. 



Nous voyons trés bie n que si 1' avion se si tue en cr = 0-
1 

, le contrôle 
)-l doit agir en sens i nve rs e de l a perturbation pour ramene r la trajectoire 
rée lle caractérisée par O = q-

1 
e n CT = Ci qui carac térise la trajectoire 

idéale. Si Cf= \J , l e contrôle J.-1 es t
0
nul,ceci es t trés plausibl e puis

q ue 0-= <T es t la 
O 
caractéristiq ue de la traj e ctoirc idéale o 

0 

Le contrôl e ,,J~ doit,bien sûr,agir en sens inverse d e la perturbation 
subie par l'avionaCeci es t exprimé par la condition de s e cteur impo sée s ur 
la fonction 'f , e n effet , l' éca rtement enregistré par rapport à la posi tian 
idé al e se fait dans un sens ou d a ns l'autreo 

Si q) o par hypothèse : q-'f (O-) > o =;;-- 'f (cr) ) o 

d é s lors J.. ) o et }..L > o 

Si 1' avion se tro uve sur l a traj e ctoire correspondant à V= 0-
1

, alo rs 

doit être po s itif pour ramener l'avion vE:rs q- = (T co·ri-eepondant à 
0 

la trajec~oire idéale . 

t Si (r < o par hypothèse: <:r ~ (0-) ) o _) 'f (~) <. o 

dés lors / ,t, <:: o e t )-'- < o 

Si l'avion se t ro uve sur la traj e ctoire co rrespondant à~= Çf 
2 

alors 

doit ê tre négatif po ur ramene r l'avion vers (f = <J corre spondant 
0 

à la traj e ctoire idéal eo 

Il faut donner une pulsion" judicieuse " au s ys tème pour que l'avion 
r evienne dans la bonne dire ctiono 

Il est à r e marq uer que s i l e contrôl e jL doit agir e n sens inve rs e 
de la perturbation,ce tt c correction ne doit pas s ' effectuer trop brusquement 
pour évite r l es oscillations. Ceci e st bien obs e rvé da ns c e problème puisque, 
dans q · , apparaiss e nt des termes e n -y e t mêm e e n "t' qui contrôlent la vi
tesse de co rrection . 

No u s allons ap pliquer la technique de fréq uenc e pour étudier la s ta
bilité de c e problème ,mais aupara v ant,nous allons ~ff e ctuer un changement de 
variabl es pour nous ramene r à la f o nne général e d'un s ystème d e contrôl e au
tomatique de type indire c t o 

2.. . 
: T y + U)/ + k 'f +)l = o 

i ;:,. - f' (<T ) 

l (f = a ·( + E y + G2 ~ - 1 )A· 

où U,k > o 



Posons: d\/ =~~'2 2 dt 

k 
q = 

T2 

f (0-) 
1 

= 
i 

P1 = a -

jJ-= if 

i 
r = 

T2 

y;' 
f* (cr) 

qG 
2 

t 
'(": 

vr 

rn -1 
2 

b =- _g_ 
21 r·: 

2 . . -, 
p = (E- pG )~ r 

2 

A.4 

d .·, . • 
Conven~~?E..= Nous e mployons la no t ation s uivante : ctf = ~ 

1 

= rrz 1 

'7. 2 

- l' 

- cr 

d 
1 dt . 1 

- dt dt' -
y 

v r' nz 2 

11: = '? 2 

= r 

e n utilisant l 'équation d mouvement e t l e changement de variabl es 

e n ·"\V e t --4,J 

__L o/ - q ') ( L) i puisque 
u k 

= - 17 - T2 -
p e t 

T2 
- q 

R 2 r 1 2 
r T 

b221 2 + b 21 J 1 
" i 

= + n2 t puisque r = e t n
2 = -1 

T2 

,9_[ JA, ·\-L-= dt ~ . - - ~-, 
- l r 

or}~ = f* (q-) E I f (et") 

= a ''Y+ E''V+ G2 '1" - 1-. . { 
1 



Nous 

q - -r b = -22 

.r - 2] [ 2] -· 
" = l a - qG 11 + E-pG V r • 1 2 

~ = P1 'l' 1 + P/P 2 - F 1 

puisque 
2 

a - q G 

et d'autre part, rG
2 

et 

i 
+ ï = 1 

L_ 
Vr' 

en effet 

n- • -1 · 
2 

2 
1 = i + lrG 

donc: 
i 2 

1 = - + rG 
1 

obtenons donc le système: 

1 

) 
"P1 = 

1l 2 

1 

1 + b22 o/ 2 + f)l 2 f ~2 
= b ip 

21 "( 

l ~· = f (IJ) 

Çj" 
0 

= P1 'Q 1 + P2 '122 -f 
(::9 

1 

\(12;) 
= 

(:21 

1 )l ' i ,1 ) 

+ ( :J f = b22 \, 1;2 • ~ 2 

) i' f(q') l V 
'(. 

::;: (c,"{ ) 
h ;... où c' ::::(p1,p2) 1 ::;: (/21' J2) - ) t 

~ = 1 

A.5 

Ceci correspond bien à un système d e contrôle indirect de la forme étudiée. 
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Conditions de stabilité: 

dans cr = ( c, ~) - g ~ 
dans notre cas,~=+ 1 c e tte première condition est donc vérifiéeo 

2.- A doit être une matrice stable. 

1 °) , A\ ,/, o (;:::> b
21 

,/, o ( réalisé puis que q e t r ~ o) 

2°)Calculons l e s racines de l'équation caractéristique.Elles doi
vent être à partie r éelle stricte ment négative. 

{ I2p - A 1 = 1 p 

-b21 

p(p-b22) 

<=> 2 
p - pb22 

- b21 

b21 
1 

b2 2 
+ V b~2 + 4b21 

P1,2 = 2 

= 0 

= 0 

2 
nous calculon s le discriminant ô = b 2 2 + 4b

21 
en fonction de s 

données du p roblème ~ 

b222 + 4b = L - !g_ = 1 
21 r r r'l'2 

- 4k) 

avec r,k > o 

nous de von s envisage r 3 cas suivant l e s igne de~ 

a)~ e t,\ 2 sont complexes conjugués : 6 ( o 

c'est-à- dire : 

u2 . 
- - 4k <,o 
T2 

cec i e st vérifié nous devons avo i r I b 2 2 < o 1 

u 
puisque b 22 = - avec U et r ) o 

T
2
Vr 

b)~
1
~~ 2 racines confondue s: ô = o 

c'est-à- dire:[3]2 
k =-

4T
2 



nous devons également avoir\ b 22 ( o 

c)~
1
et À 

2 
racines réelles: b- )- o 

c'est-à-dire: 1 

_,. ), < 0 
) 1 

,_ À2 < 0 

u2 
k <~ 

4T -------

A.7 

,ceci est réali s é. 

) b22 <:: o 

) 
L b

21 
<. o 

ca r b 22 = t1 1 + À 2 

b 22 est strictement négatif ainsi que b
21 

b21 
k 

r,k) puisque = -
T

2
r 

avec 0 

b22 = 
u 

T
2Vr 

avec u ) 0 

Ce s trois cas peuvent ê tre envisagés.Il est s imple à partir des don
nées pratiques du problème de voir dans que l c as on se trouve . 

3. - I l nous reste à vé rifier l a <mditio n de fré que nc e. 
C'est-à-dire : 

3 q ~ o tq . Re l (1- isq)G(s) .i ~ o où 

-1 At 
k0 (t) = (c ,A e b) avec A=(: 

"' 21 
Nous avons étudi é la forme de k 4s) 

0 

~ -1 1 
ko(s) = -( c ,A (isI + A) - b) 

"V -1 \..L 
G ( s) = k0 ( s) + 5 ( is) ..,.- s ~ o 

b=( o) ;c;:(Pi\ 

\-1 \P } . 2' 

Nous de vons donc pour sati sfaire la co ndit i o n de fréquance et ainsi 
as s urer la s tabilité ,trouver un nombre q ~ o te l que: 

Re i (isq- 1)[(c,A-
1
(i s I + A) -

1
b) - 5 (i s) -

1
) ~f o ~ s f" o 

No us pouvon s déve lopper c e tte express ion afin de voir comment se rame
ner à une sim~le relation algébrique,puis à un problème de minimisation. 
Calculons A- (i s I + A)-1b . 



-t -1 -1 A (isI+A) br- A 

-1 -1 A (isI+A) b :a 

:::-;> {c,A (isI+A) b) = (p
1

,p
2

) -- 2 -1 -1 ,-b2 2 -is) 1. 

1 b 221s-s -b21 

-p1(b22+is)+p2 

2 
b22is-s -h

21 

La condition de fréquencr:: ,,'écrit: 

(1) ~ 3 q ~ o tq.fs -# o 

- 2 2 l 2 2 2 
sqlp1b22 5 -p2b22 s+pt { s +b21)- +p1b2/ 5 +b21)-p 2( 8 +b21)-p1b22 5 

2 2 2 
-b22s - (s +b21) 

nous avons un problème algébrique du type: 

voir si ~ q ~ o tq. sqA • B 
C 

A .. 8 



A.9 

Nous pouvons rafuener c e problème à un simple pro blème de minimisation 
d'une fonction rationne lle r éelle à une eaule v a riables " 
Puisque c' es t équivalent à voir si : 

B 
CD-s A 

c• es t-à-dire ,final ement,nous de von s v é rifie r s' i l existe un réel q ~ o 
t e l que pour tout s ~ o 

Il s uffit pour voir si il exi s te oui ou no n un nombre réel q ,;.-o satis
faisant c e tte relation,d' évalue r l e minimum de la fonction rationne lle 
rée ll e en s du membre d e droite de l'inégalité .S i celui-ci est non néga
ti f ,nous pouvons satisfaire la condition de stab i lité sinon la condition 
de fréquenc e es t en défaut . 



ANNEXE B 

UN PROBLEME DE REACTEURS NUCLEAI RES 

La théorie établie par Vo oPOPOV à propos de s systèmes de contrôle au
tomatique peut être aussi appliquée à des problème s extérieurs à cette classe 
de systèmeso 

L'application suivante,tirée de la théorie d e la puissance des réacteurs 
nucléaires a été traitée par SMETS dans son ouvrage: " Stability in the large 
of heterogeneous power reactors "o 

Soit le scalaire f ,la densité moyenne d'un neutron d'un réacteur nu
cléaire o 
La densité'f du neutron satisfait une équation: 

o - k 
où k,la réactivité,es1 :ne ionction de l' état du réacteuro 

-Nous pouvons supposer qu la réactivité k es t une fonction linéaire de 
1 et des températures y

1
,y

2
,ooo,yn des divErses composantes du réac

teuro 
Par exemple,y

1
, y 2, ooo,y peuvent être l es températures du fuel,des 

agents de refroidissem ent~ooo 
De façon spécifique: 

k = ko+ (c,y) -s1 où -l<o,~ son t d e s scalaires 

-y' =( y
1

,y
2

,ooo,yn) 

-Si nous supposons que la chaleur transférée provient d'une conduction, 
nous pouvons appliquer la loi de réfrigération de NEWTON;nous trou
vons que y doit satisfaire l'équation: 

0 

y = Ay - b 17,_ où -A e s t une matrice régulière 
d e dimension n X no 

-b, c s ont des vecteurs de di
me ns ion n 

-î es t un scalaireo 

Nous obte nons donc l e système suivant: 

l ~: ::-
Mettons en évidence l es points 

Si (y,"2) est un point 

s Ay bf = 0 

l k 'f = 0 

critiques du système: 

critique du système, alo rs nous avons: 

\ Ay - b,f = o 

lcko+(c,y) - r~ )ï= 0 

-1 De la première é quation du système ,nous tirons : y= A bJ 



Nous obtenons l e système : {Ay b Î = o 

l k 
O 

+ (( c , A -
1
b) - ~ ) 11 1, = o 

o, nous avons de ux points critique s . 

-l ;:: : 
-J % : (~1- (c , A-1b) )-1 k o 

lY2 - A · bJ2 

c• e st-à-dire : 

k 
0 

Remarque : Nous savons qu e '7,.. e st un s calaire d és ignant la de n si t é moyenne d •·un 
ne utron d'un réacte ur nucléaire. Ce scalaire e st donc positif . Dés lors,une s e
con?e _condition d' exi s t e nce du deuxième point criti que (y

2
;1

2
) e st queJ

2 
soit 

positi f. 

Le point (y
1
,7

1
> corre spond à l'état du réacte ur lorsqu'il est au repos, 

c' e st-à-dire lorsque c e lui-ci es t coupé . 

Le point (y
2
,?

2
) corre spond à l'état continu d 'un point représentatif 

(y ,1) quand l e réacteur e st e n marche.C'est-à-dire i l corre spond à l'état du 
réacte ur maint enu à une t empérature plus ou moins c onstante . 

Nous voudrions que l e point critique (y
2
,'f2 ) soit asymptotiquement sta

ble pour tout y e t pour tout '2 po s itif . 

Soit '1 2 ~ o , nous allons faire un changement de vari abl e s de façon à amener 

1e point(y2,f2 ) à l'ori gine. 

-1 -1 - 1 x = y - A b(Î -(c, A )) 

e = f- <g - (c, A- 1
b) )-

1 
k

0 

Etudions la transformation du s y stème : 
0 

Ay -br 
0 - y = or, X == 

0 

y 

y = 

~ = e +f 2 

Nous obte non s : x ,.. A(x+y
2

) - b( S+j 
2

) 

- f =ê or, /}2 = kf 
Nous obtenons : e = k ( 9 +-'? 

2
) 

k 
0 
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+ (c,y) - .: ,2 - k = k 
0 

= k + (c,x+y2) - S<9+l'2) 
-1 • -1 -1 -1 -1 

+ ( C 'X) + ( C 'A b ( g - ( C 'A b) ) • ko ' - ~ @- j ( y ... ( C 'A b) ) ko 

0 

k = 

[ 1 + L<c,A-
1

b) - .~J(j' -(c,A-
1

b) J -1
1+ (c,x) - g i 

0 

= k 
0 

= ( C , X) _; s e 

puisque [Cc,A-1
b) - ~ J (!- (c,A-1b))-1 

= - 1 • (Pour le vérifier,il 
suffit de considérer l'équation: Ay2-b J 2 ~ o et les valeurs cri
tiques y et ,,,,._, ) 

2 {. 2 

Nous obtenons alors le système: 

Ax-b B 

Posons v = ln [< 8 +'r' 2) / 'J.12 J 
(L'argument du logarithme est bien positif puisque ( e t 7 2 sont tous deux 
positifs ) 

Exprimons 8 en fonction de fT 

e +ri2 

'~{ 2 
Nous obtenons le 

\1 
= e 

Nous pouvons poser '·f' (\'T ) = 'Y 2 (e::r -1) 

j x = Ax - b'f( ·J"" ) 

l~ = (c,x) - ~ t <·:-r- ) 

= k 

, nous obtenons: 

(a) 

Il est à remarquer que·f est une fonction continue de R dans R puisque la 
fonction '2 (é' -1) est continue d.e R dans R. 
Elle vérifÏe:- \.f' (o) = o puisque 4Xo) = f 2 (1-1) = o 



-1 a condition d e secteur: J '\- ' ( J"' ) ) o 

} 
2 
> o par hypothèse 

si IJ) o 

si ,T< o 

~ '{) (q-) ) o (~(!( è': -1) ) o 

n-
e" > 1 

• .,. / 1 
e ' · 

q 
=,- ct""( e -1)) o 

-:=;, ~ ( e1-:_ 1) ) o 

Nous obtenons donc un s ystème qu i se ramène à un sy s tème de contrôl e iflhl iir<·ct 
mais sous la forme standard (a) o 
D'autre part,nous avons étudié(Chapitre 2 § 4) la c o rrespondance entre la 
form e standard du système de cont rôl e i',n,.- irc. et (.a } ... n."-(x,<:r) e t .l a -f orm'--• ·c n 
(x, f) suivante: 

• 1\ 
1 x = Ax - 'r ( 7 ) b 

( 0 r, 
1 ._ï = (c,Ax ) - $ \.,-'(-T) 

î_ S = 6+ (c
1

,b) 

C'est-à-dire la transformation suivante: 

X = X 

Cf = ( Cl , X) - )J f " 

x = Ax - 'f( 0-) b 

) • 7· = ( C , Ax) - :t f ( \]' ) 
t .) = 0 + ( cl , b) 

Ce tte transformation es t non s ingulière si 'cf-/: Oo 

Adaptons cette transformation à ce cas présent: 
Recherchons la val e ur de "6 : 

fj =~-(c
1

, b ) 
' -1 ou c

1 
= cA 

✓ \ -1 
f,\ = ~ -(cA , b) 

Il nous faut 1-/: o, or,cett e condition e st i mposée plus haut pour as• 
surer l' existence du s e cond point critique ( y

2
,'7

2
) 0 

Nous pouvons dés lors écrire (a) s ous la form e suivant e : 

où 
....,, -1 
" = ~ - (cA b) 

Mais,c e système ne corre spond pas e ncore exactement à la forme du système de 
c:ontrôl c --indircct traité p a r V .H.POPuV dans ::a t ~chrü que de fréquence .Pour 
nous y ramener,nous faisons un nouveau change ment dé variabl e s: x = z - bt 
(Cette transformation es t régulière sinon nous aurio ns z = r = o) o 



Le nouveau système s'écrit: 

i=A(z-bf)-b't'(cr) 

i ='f (0-) 

'7 = ( cA-
1

, ( z-bt)) - ~ :-
C 

- 1 X 
oÙ~= (cA , b) +fJ 

B.5 

Nous obtenons bien un s ystème se présentant co~me un système de contrôl e in
direct général du type : 

i
,; : Ax + b t où: X = z 

0 

f<cr) 
A = A 

(c, x) - $Î 
b = - Ab 

q- = 0 
- 1 

C = cA 
-1 

+ 2! s = ( cA , b) 

Nous pouvons applique r à c e système la t e chnique de f réquence .Ceci montre 
clairement le fait que la technique de fréquenc e établie par V.M.POPOV ne se 
limite pas uniquement à l'étude de problèmes de cont r ôle automatique puisque 
ici, e ll e s'applique à un problème physique lié à la puissance des réacte urs 
nucléaires . 



LEMME: 
=::::==== 

ANNEXE C 

DEMONSTRATION DU LEMME DE BARBALAT 

Soit f une fonction pos itive,intégrable et uniformément 
continue s ur R+ 
alors, f ( t) ~ o quand t _.., oo 

C.1 

Démonstration: 
============= 

Procédons par l'absurde . 
Supposons f(t) --~ o quand t -+- OC 

~ 3 l tn} avec t n -i>OO et telle que f(tn ) > o<) o 

-Nous savons que 

V-s )o;3~ )' 0 

f est uniformément continue . 
/-==:;> 

t q • .lrf l t - tnl ~ ~ =P \ f (t ) 

Posons E = ~ ; no u s obtenons: 

lf<t> 

j f( t )1 -1 f(t)J ~ 1 f(t) 
n 

f( t )1 puisque f(t)) o; 'V- t 
n 

-\f(t)/ < 
f(t) > 

0( 

2 
o( 

2 
+ f(t) 

n 
en utilisant toujours le ca
r a c tère positif de f(t) 

V,t €.. R+ 

f(t) > ~ 
En résumé,pour un t fixé égal à 0(

2 
nous avo ns : 

°' ] ~} o t q . ,V 1 ( t -t n) 1 ~ ~ -:::) f ( t) ) 2 

-Sans perdre de généralité ,nous pouvons supposer que les inte rvalles 
(tn-R,tn+~)ne se chevauchent pas.Nous obte non s alors : 

\ ,,.OQ N . t.11l. + ~ N 

~ f(t)dt ~ k-1 ( f(_t)dt~ n=~ ~ 2~ = N~\) °V- N 3 1 
0 \-:- - ,:; 

Ceci contredit l e caraclè~e intégrable de f sur R+ 
L'hypothèse de l'absurde n'est donc pas acceptabls,f s'annule donc 
si t tend vers l'infini . 



ANf EXE D 

EXISTENCE D1 UNE SOLUTION POUR UN SYSTEME 

DE CONTROLE AUTOMATIQUE AVEC RETARDEMENT 

THEOREME D'EXISTENCE: ==c================= 
Considérons un système (I) de la forme: 

x(t) = f(t,x(t),x(t-h)) où h > o 

Supposons que f soit continue dans tous s es arguments, 
alors,ce systè me adme t au moins une solutio n que nous 
construison s pas à pas. 

Démonstration: ====:a========= 

D.1 

Etant donnée une fonction '-P (t) continue sur [ t -h,t l nous formons 
0 0 0 

le système: 

x(t) = f(t,x(t) ,'f (t-h)) 
0 

t4t.C:::.t+h 
o- - 0 

Considérons une solution de ce système d é termin é e par la condition 

initial e x(t) = \.u(t) 
0 1 0 

Soitf 1(t) la solution,elle existe en v e rtu des hypothèses de continuité. 

Si cette solution e st défin i e sur le segment [t
0
,t

0
+h} ,nous formons le 

nouve au système: 

x(t) = f(t,x(t) ,'f\ (t-h) 

e t nous considérons une solution de 
tion initial e x(t

0
+h) ='f\<t

0
--th) . 

t + h ~ t ~ t + 2h 
0 0 

c e sys tème d é terminée par la candi-

Soitf2 <t) cette solution,elle existe toujours e n vertu des hypothèses 

d e continuité . 

En général, supposons que f k-
1 

( t) soit défini e sur 1 'intervalle 

ft +(k-2)h,t +(k-1)h] 
l. 0 0 

Nous formons le sys tème: 

x(t) = f(t,x(t),'fk_
1

(t-h)) 

avec t +(k-1)h L. t L. t + kh 
0 ~ 0 



Do2 

Nous considérons de nouveau une solution de ce s ys tème avec: 

x(t + (k-1)h) = ll'.l (t +(k-1)h) 
o î k-1 o 

Nous la notons 4ik(t) 

Une solution du sy s tème (I), x(t),définie par la valeur 
sera donnée par l es relations : 

x(t) ='Pk<t) ~t ~~ [ t +(k-1)h,t +k h ] 
0 0 

ave c k = 0 ,1,2, o•• 

initiale lf ( t) 
0 

Cette fonction x(t) est continue oDe plus,par co ns truction, e lle est dif
férentiabl e dans l e s points i n térieurs d e s inte rvalles [t + (k+1) h, t +khl ; 

0 0 -
k ~ 1 et adme t une dérivée continue aux points t

0
+kh; k ~ 1 

(Au point t ,s e ul e ,la dérivée à droite existe) . 
0 

Il es t à remarquer que s i f(t,x,y) v é rifie la condit i on de LIPSCHITZ par rap
port à x,quel que soit y ,alors ,il existe une solution s impl e qui coincide 
avec~ 

0
en [t

0
-h,t

0
Jparce que l es fonctions f k(t) s ont déterminées de façon 

unique e t chaque solution coincide avec li) (t) dans f t +(k-1)h,t +kh]. 1 k ~ o o 
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