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A. Généralités. 

Il a été observé que , sous des températures élevées, des voids 

(cavités sphériques) s e créent dans les métaux soumis à de 

fortes radiations et produisent ainsi une augmentation de volu

me. Les voids provi e nnent de l'agglomération de vacances, ca

vi.tés qui apparaissent gé néralement au has ard durant l'irradia

tion. Cependant, sous des conditions expérimentales particu

lières, les voids s' a rrangent suivant un réseau dont la struc

ture et l'orientation sont analogues à celles des cristaux. 

Durant ces dernières années , on s'est beaucoup intéressé aux 

processus nucléaires responsables de la formation de voids, 

étant donné l'importa nce technologique de l'accroissement de 

volume du maté riau i r radié . 

En pratique, on remar que que le volume du void divis é par le 

volume total peut at t eindre 10 % si le mé tal est soumis à une 

radiation importante 

Récemment, on a découvert que les plasmons (c'est-à-dire les 

oscillations collect · ves du gaz d'élec trons dans un métal) 

jouent un rôle i mportant dans la détermination de l' é nergie 

de surface sur la frontière séparant le vide du métal. 

Il est indispensable d'élucider le mé canisme responsable de l a 

nucléation et de la f ormation de voids, et cela avant 1985, en 

effet, plus tard par s uite de l'option é nergé tique nucl éai re, 

les coûts dus aux do mmages ou à la prévention de ceux-ci s' é l è

veront à 3.000 milli ons de dollars par an aux USA ~~] 
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B. Equations du problème. 

Le but de ce travail est d'étudier l ' interaction entre les 

voids suivant la théorie de Lipshitz sur les forces de 

Van der Waals _C.2..] 

On désire obtenir les modes propres du champ électromagnétique 

d'un solide infini d ans lequel se trouvent des cavités séparées 

par des distances fi ies. 

On suppose que les distances entre les voids sont suffisamment 

petites que pour négliger les effets de retard. 

On peut représenter le milieu métallique par un continuum 

grâce à une fonction diélectrique dépen-

: é ( w) =- 1 - w-
2 

/ ,/ où 
p 

w 
p 

.. 
diélectrique iso trop 

dant de la fréquence 
2 ¼ ( 4 Tr Ne /m ) :test la fréquence de plasma des électrons du mé-

tal ( N est la densi t é électronique - électron de masse met 

de charge e ) . Pour e vide ê. (w ) = 1 . 

Le problème consiste à résoudre l'équation de Laplace 

L1 V• o, où V est le potentiel , plus les conditions aux 

frontières ·de l ' électrodynamique: _on impo~·e la continuité de la 

composante normale du déplacement électrique J} • - E grad V 

et de la composante tangentielle du champ électrique 
~ 

E • - grad V à la s urface des voids . 

Ces conditions restreignent les fréquences possibles des modes 

électromagnétiques aux valeurs 

dis tance entre les v oids . 

w. ( D) qui dé pendent de la 
l 

L'énergie d ' interac ti on s'exprime alors comme variation de 

l ' énergie de point zéro : 

W ( D) • ~ -1! ~ [ wi (D ) - wi ( 00
)] 
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où -ti est la cons tan te de Planck et où l'indice de sommation 

porte sur tous les modes y compris les dégénérescences éven

tuelles. 



C. Modes d'un trou isolé . 

Pour un void sphérique, la recherche des modes w se fait 

exactement de la même façon que pour un solide sphérique 

dans le vide[
3 J . .En effet, il s uffit simplement de rempla

cer E (w) par E... - 1(w) dans les équations de continuité. 

Le potentiel est donné par 

,;:-- ( A_ (0 ) [ Ar1 + Br -(l+1 ) ] V • L yl c.r, T 
-P;rm m 

1 -(1+1) où Ylm est un harmon ique sphérique et où r et r sont 

des soluti ons linéai r ement indépendantes de l' é quation de 

Laplace radiale. 

Les constantes A et B sont déterminé es par les conditions de 

r é gularitJ à l'origi ne et à l'infini •et par les conditions de 

continuité à la surfa ce de la sphère ra R. 

Donc, à l'intérieur e t à l'extérieur de la sphère, les poten

tiels ont pour forme respective 

Vint A L ylm 
1 ,. r 

e,'"' 

V out B LY -(1+1) - r 
~/1'>\ lm 

Pour un void, les conditions aux frontières sont 

A.R1 =BR -(l+1 ) 

( 1-1 ) c ( ) ( ) R- ( 1 + 2) 1 .A.R =- - c w . 1+1 . B. 

Utilisant l'équation E.(w)•1-
2 

lf 
..J2. 

2 w 
, la condition de compa-



- - - - - -- -
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tibilité entre les 2 é quations précédentes donne l a relation 

de di spersion : w
1 

• wp (1 -
21

~
1

) 
1

/
2 

, 1 • o, 1, 2 , ..• 

Dans la figure suivante , nous représentons les spectres deo 

premiers modes 

r-------- ---------~~~ 
1--------------------t~z ~/Ji - t' >» .,i. 

Cette figure donne l e spectre des quanta possibles du plas- ·• 

mon de surface d ' un void sphérique dans le métal . 

Le niveau 1 est (21 + 1) f ois dégénéré . Pour les 1 grands, 

il y a convergence vers la limite wp/ V2 
Le spectre du void a pour lirai te supérieure la fréquence w = w 

Des sinons maintenant les oscillations de courants d ' é lectrons 

autour d 'un void correspondant au mode 1 = o et au mode di

polaire 1 • 1. 

La densité d' é lectron demeure uniforme partout sauf à la sur

face où les charges s ' accumulent. 

1 

p 



D. Plan du travail. 

Dans la première par ti e de ce mémoire, on calcule jusqu'à 

l'ordre quatre les modes d'oscillations pour deux sphères 

pleines (ou cavités) égales, de rayon R et séparées par 

une distance D. Nous résolvons l'équation de Lapl ace en 

coordonnées bisphéri ques pour lesquelles elle est partiel

lement séparable. 

Les conditions aux f r ontières donnent un système infini 

d'équations linéaires homogènes. La compatibilité de ces 

équations i mpose au dé terminant du système d'être nul. 

Ceci peut s'écrire A?.~ BT où les valeurs propres 

Àn • é. (w) sont les fréquences des modes de surface. 

Nous résolvons çe problème sous la forme 

par la méthode des p e rturbations : nous développons 
~ \ R R2 
x, A en série de z (z = D (1 - Ï)2" ••• )). 

-1 
B , A, 

\ w 
Le calcul des A étant connu jusqu'au troisième ordre, 

n 
nous le prolongeons a u quatrième ordre. 

6. 

Vu le nombre important de produits matriciels, nous employons 

l'ordinateur. 

R 4 
Nous établissons que la con tri bu tion des termes en (1f) est 

nulle et nous calculons enfin l'énergie de Van der Waals i 

partir des valeurs de E. 

Dans la deuxième partie, nous considé rons N sphère s plej_

nes (ou N cavités ) quelconques, aligné es. Nous utilisons 

N systèmes de coordonnées sphériques d'origines aux centre3 

des sphères et résolvons l'équation de Laplace dans chacun 

des systèmes. Les conditions de continuité nous donnent qua

tre séries de N équations. 



Nous restre i gnons l ' exploitation à N cavités i dentiques de 

rayons R, séparées par des distances D. Pour v é rifier la 

relation de compatibi lité , nous annulons un déterminant de 

N x N matrices infini es . La permutati on de certai nes lignes 
R 

nous permet de groupe r les termes de même puissance en D. 

Nous obtenons ainsi o<> x N blocs de dimension N x oO . 

Nous recherchons ens i t e la premi ère correction des modes 

w ce qui nous amène à annuler un détermina nt d'ordre N. 
mm 

m + (m + 1) E 
Pour le param8 tre A ,. ----E-------, nous obtenons un 

- 1 
problème aux valeurs propres. 

Nous r é solvons ce déterminant pour N variant de un à cinq. 

La théorie des groupes permet de r é duire la d i mens ion du dé 

terminant. 

Pour N • 5, nous avo ns une équation du troisième degré dont 

les s olutions sont calculées par ordinateur. 

Enfin, nous traçons les courbes des diffé rents modes 
R 

fonction de ID et de n· 
w en m,m 
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Organi gramme de la deuxième partie. 

Théorème · d' addi tian. 

(~} 

/l'>t (o)((f ) 00 

f-1)+. ( 1~~ +,fo,,} _, ½ i-~Jlf .A [_ -
.)( 

~ ~,f 
- -r .. :o (i-rm)! (.2tm+f,.)! 

f-l 

Il,\ Il) 

~

~-/)>\ (P+1m +.,(,)! /4 (or 0;til1!f) oÔ 

(- -1 L --
.Q +~ µ'-tm)! +" ::o (JIWl+f,)! J7... t f+-

avec 

f 
J{.,f-i: ~:..-4 + Df-1 + • • • + Dj:..~ 

cJ..~~i-tl:: D{+D;/+-1 + . - . + o<l+i--1. 

('1'11.-t-f _. 
Jr.. • 

j 
d . .f-t:""' + f. +-t 
~d--l 

)( . /h,,.+f, .. 

.Qf-/1'>\ +fA +A 

d- • -l -it a., 

B. 

p 

1,, 

Y, (m (0)(6 ) 

ln'l+-f,, i~~ 

1~1 
'y l'M (o) ( 6-,, 1/ 
/n',-t 1' 1 â1 Cf, 

[8] 
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Position du problème 

/1V .int = 0 j = 1 ' ... ' N. 
J 

Av°ut .,, 0 

\ 

Conditions limites . . 
V fini par tout 

V nul à l'infini 

'"' 

Première condition aux frontières 

des N sphères: 

grad v .int • grad v°u~v .int - vout 
J J 

, 1,, 

Relation d' ortho~nali t é : 

t'!I" TT ~ (.t/ r»r'(t) 

0 L ~ ''t~·,~)- t '0f ~,~J . ))Mi 6{ dA{ -c1t = 

'Hr Ô.f .i' 51171 {!j / • [ ( .R' + />11/) ! l 
E,.,,,, (.t~'-1-A) (1' -MIi) ! 

Eo-= -i J EIWI, : l 

ds 
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Deuxième condition aux frontières 

des N sphères : 

( E int) ~ ( ~ grad v°u t). "rt . grad V. . n • 
J J 

ô Vint ÎI 
0 v°u t 

E. .i E o R . "' oR . J 
J J 

j = 1 ' ... ' N 

Formul ation matricielle . . 
., 

N sphères iden tig,ues séparées par des 

di s tances égales : 

R. = R j = 1 ' ... ' N 
J 

D. = D j = 1 ' ... ' N-1 
J 

-✓ 

Forme matricielle générale 

N X N blocs de dimension infinie 

,. . 

Permutation de l i gnes pour grouper 

les termes de même puissance R en 
D 

oO X N blocs de dimension N X oO 
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11. 

l 
Compatibilité de C S équations : 

déterminant = 0 

Première corr ec tion des modes lr m,m 
_,, 

(B.) 
2m+3 

Négliger les termes en ' D 

(B.) 
2m+5 

D ' 
... 

=} déterminant de A d'ordre N à 

annuler 

~ .... 

Première correction des modes w m,m 

=} déterminant d'ordre N à annuler 

,1/ 

E1 .. E. 2"" ... ,.. é. N 

_,, 

Problème aux valeurs propres : 

dét (A - .>. E) ,.. o 

)i .. 
E1 m + tm+1 )E 

E - E 1 



N - 1 
n - 2 

n'• 
N + 1 

2 

J,.___ 

N = 2 

non 

N 
n = 2 

n' 
N 

= 2 

déterminants d'ordr e net n' 

à annuler ==t 

i = 1, ••• , N 

N trous dans le étal 

E. = 

N 

m + À 
À - m - 1 
w 2 

p 

sphères pleines dans le vide ~ 

E. = trous E_ sphèï"es 
2 2 2 w +w =lr t r ous sphères p 

oui 

12 . 
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1ère P A R T I E . 

Deux sphères coordonnées bisphériques . 



A. RAPPEL THEORIQUE. 

Résolvons 1 'équation de Laplace 4 V = o où V est le potentiel 

électrique. Le potenti el do i t être nul à l'infini et fini partout. 

De plus, les conditions aux frontières doivent être vérifiées : 

13. 

1. continuité, à la surfa ce des voids, de la composante normale du 

, '1 __.D = E. ( ..... ). =+E de plac ement e ectrique " 

f tw) est la foncti on diélectrique qui caractérise le sol i de. 

2. continuité, à la surfa ce des voids, des composantes tangenti~l

les du champ électriqu e ~ = - grad V. 

Vu la gé ométrie du problème , nous employons les coordonnées bisphé ri

ques. 

Pour la résolution de l'équation de Laplace, voir Annexe 1. 

La condition limite, V fini partout, impose que le coefficient 

D~ soit nul. En effet ( (cos'?) est fini partout sauf quand,,za o. 

La solution devient : 

m,n entiers 

Cette solution vérifie la condition : V= o à l'infini. 

Grâce aux condit_ions aux t'rontières, on obtient un système infini 

d'équations linéaires homo gènes pour les coefficients Am et Bm. 
n n 

Dans le cas de deux trous sphériques de m~me rayon R, séparés par 



une distance D, la condition pour que ce système admette une solu
[.21 

t i an est :.J: 

dé t I M0 + E s inh_y +E(r.10 rp ~ 1 
- E sinh.J-L) 1 - o. 

avec I11t) = tridi ,:tg - (2 n + 1) cash~ n + + m 

n ~ 1 ml 
n + 1 - m 

T= diag ltanh (n +½)Y\ 
n ~ lm 1 

E - matrice unité . 

- (2n + 3) coso/1 

La relation (1) peut s'écrire sous la forme 

Ax 

) 

14 . 

(2) 

Les valeurs propres À = E(w) donnent la fréquence des modes de sur-
n n 

face du système de voids. 

La relation entre les valeurs 

de rayon R et la surface D 

caractérisant la surface d'un void 
D 

est : cash? = --
2 R 

( 3) 

Lorsque la dis tance entre les voids devient infinie c'est-à-dire 

quand D tend vers l'infini, alorsy tend vers l'infini et les é l é 

ments extra-diagonaux de la matrice M-0 deviennent négligeables compa 

rativement à ceux de la diagonale et T:!:1 devient la matrice unité. 

L'équation ( 1 ) donne alors é (w) n 
1 ' 2, .. -

1 ' 
n = 0' ... 

w 2 n + 
Or E (w) "' 1 - J_ OU Wp es t la fréquence de pulsation. 

2 
w ,f 

On obtient alo rs w ( 00 ) - w (n + 1 l-
11 p 2n +1 
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B. EXPL0I'l'A'rI0N. 

Plaçons-nous dans l'espace de Hilbert 12 • { (xi ) \ E 2 
<_.a} x , 

.,_ 

Posons z - e -f <.1 

Ceci i mpli que , ( 3)' 
R ( par que z = D 

1 
R2 

+ . . • ) 
- D2 

2 
+ z 

cos hy "" 2 z 

1 
2 

sinhJ-
- z 

= 2 z 

Les matric es A (y) et B (y-) s'écrivent 

A (z)=- tridiag 1 (-1-7/)-(J.rnH)(,1 +';}) (rn+A+rm)i~ 
ll~ lm l 2z 

B (z)= t r idiag 1 
11';;;!,IIJll 2 z 

(A- ,/-)+ (3 m -1-,1){,,H·'b') -i + •;/m +◄ 
u 1 ± 'tr.trn-t• 

- J.m+-i 
-.21 n, H - "");,- ....:.-1....:.+__,'2{~--

A :!: 'b',it»~-1 

A ( z) A + A1 • A.2 . 
2 

"' z + z . 
0 

~ (z) R + B1 • ]2 . 
2 

n3 z3 + B z4 z + z + + ... 
0 4 

!Tous c a lculerons les valeurs propres de B - 1 -+ 
- >-

~ 

Ax X 

[~ (z)J-1 x [n
0 

- 1 2 -1 ... ) ] -1 

( 1 + z B 13 1 + z B . B~ + 
0 0 

Po sens L .. B 
-1 

B1 0 

1,1 B 
-1 

B2 0 

N 
-1 

B3 = B 
0 

0 :r 1 
B4 - 0 

F.xprimons que n-1 B = E. No us obtenons 

.B1 .[1 - z . J, + z 2 (L2- M) + z3 (ML + LM - 13 - N)] B~
1 

+ 

+ [z4 ( NL + LN -ML 2- LML - 1
2

!,1 + 1
4 

+ M
2

- 0) + ••• ] B~ 
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Pour trouver le développement en série de 

-1 ) B (z A ( z ) ... cJt 
O 

+ z cfe 
1 

+ z 
2
Jb 2 + ... 

-1 i l suffit d'effectuer le produit 3 A et d'identifier les coeffi-

c ients des mêmes puissances de z; ce qui conduit à : 

A + B:-1 A 
0 0 1 

Jl- - - L:3-1 2 M) B- 1 (l,1L + 13 - N)B- 1 
A2 + (r, - A1 + LI-1 - A 

j 0 0 0 0 

JI; ,. (1 2 - M) -1 
A2 + (ML+ LM - 13 - N) B- 1 

A1 B 
4 0 0 

(KL + LN - 2 2 4 2 o) E- 1 A + ML - LJ.11 - LM + L + r.I -
0 0 

+ ... 

Le calcul des ~ . (i .. o, ... 4), faisant intervenir un nombre impor
i 

t ant de produits matriciels , a été effectué par ordinateur , 
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C. lTESUL TA T-.3. 

Les donné e s du programme s ont A. , B . , 
l .l 

1e r c an m ... o 

A di ac (-n) A1 == tridiag 

[ n:1 
0 

n~ o , n ~ o 

A2 = d_i a g [- (n+1 )] D "" diag (n+1) 
0 

n ~ o n ~ o 

tridi ag l c -(n+1 )] + [:t . o •• -~1; 
n ~ o -( n+ 1 ) o • • . . . . . 

O • • • • • 0 

(i = c, ..• 4) 

n:1 ]; 

B
2 

.. dia g n + 1 o 

+_2 n ~ o 
0 

B + 2 
3 "" 

0 ... 0 ; B
4 

"' + 2 2 o ••• o 

- 2 + 3 0 ••• - 2 0 

0 0 0 

0 • • • • • • • • 0 0 • • • • • • • • • • 0 

2c; me c as .n -1 0 

A .. diag (-n) 
0 

n ~ !ml 

A,= tridiag r o n+

0

1+m]; 

n ~ lm! · ln+1-m 

A
2 

,. di a g [-(n+1 )j; 

n ~lml 

B = diag 
'.) 

tridi ag [ o -(n+ 1+m)l; 
l'l.>lml / -(n-m+1) o 

(n+1) 

(n) 

. . . . ; 

0 



n3 

"[1 
.... 1] ~auf pour 

m ,. 1 011 B3 

"11 

3 0 

l] 
0 ...... 

Le r-alcul a été effectué avec des matrices carrées limité es à 

l' ordre 11 • 

HL 
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19. 

Calculs des JI:;: 

A (z) 

**********•***********~ **•~~********~*********w•~• 
* • 
* * 
* SÎG NE = 1 QUAND ON A+ ou -

6 ,0N PRENn LE * 
* ,r 

w SIGNE= 2 QUAND ON A+ ou -,ON PREND LF + * 
l( • 
'Il • 
* eAO ,MATRICE A RON DE 0 =dt * 0 

• ,t 

* 81\1 ,~ATRICE A RON DE 1 : cft 
-f * 

* ·• 
" BA2 ,MATRICE A ROM DE 2 : c:R,_ * 
·If * 
* f3A 3 ,MATRICF A RON DE 3 :dl * 
* • 
* l<A4 ,~ATRICE A RON DE 4 = ~'f * 
* • 
* * 
* * 
~ * 



---i 
1 

1 M= 0 SIG NE= 1 

1 

BAO 
0.0000 o.ocoo 0. 00 00 0.0000 0.0000 0.0000 0. 00 00 0.0000 0.0000 o.oooc 0.0000 0.0000 -0.5000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 c.0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.6667 0.0000 o.ocoo 0.0000 o. cooo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .o 000 0.0000 0.0000 -0.7500 0.0000 o.ocoo o.cooo 0 .l10C'O 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0C'00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8333 0.0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -C.8571 0.0000 o.ocoo 0 .0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8750 0.0000 0.0000 o.oouo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 (1.0000 G.0000 0.0000 0.0000 -0.8889 o.uooo 0.0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0. 0 000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -o. 9000 0.0000 Q.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 C.0u00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.9091 BA1 
G.0000 0. 50 00 0.0000 0.0000 0 0000 0 . 0000 0 . 00 DO O.0ü0O 0.0(\00 0.0000 0.0000 0.5000 0.0000 0.3333 0.0000 0.0000 0.0000 G.0000 o.ooco 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3333 0.0000 0.2500 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .0000 0.0000 0.2500 0.0000 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.2000 0.0000 0 .166 7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1667 0.0000 0 .14 29 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1429 0.0000 0.1250 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.uooo 0.0000 o.uooo 0.0000 0.1250 0.GG00 0.1111 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00G0 0.0000 0.0000 0.1111 0.0000 0 . 10 00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0G00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 100 G 0.0000 0.0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0909 0.0000 BAZ 

-0.5000 -0.5000 0. 33 33 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. oco 0 0.0000 0.0000 0.0000 -0.1667 0.0000 0.2500 0.0000 0.0000 0. 0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 0.3333 0.0000 -0.0E33 0.0000 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 0.2500 0.0000 -o.osoo 0.0000 0 .166 7 0. 0000 0.0000 0.0000 o.cooo 0 .0000 0.0000 0.0000 0.2000 0.0000 -0.0333 0.0000 0 .14 29 0 .ooo 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1667 0.0000 -0.0238 0.0000 0.1250 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1429 0.0000 -0.0179 0.0000 0.1111 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .o 000 0.0000 0.0000 0.1250 0.0000 -0.0139 0 .0000 0.1000. 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .o 000 0.0000 0.0000 0.1111 0.0000 -0.0111 0.0000 0.0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.000 0 0.00GO 0.0000 C. 0000 0.1000 0.0000 -0.0091 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .o 00 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0909 o.onoc -0.0909 1\) 

0 . 



BA3 
0.5000 -0.1667 -0.3333 0.2500 C.0G00 0.0 000 o. oooc 0. 0000 0. 00 00 0.G 0 00 0.0000 -0.1667 1.0000 -o.oe33 0.0(]00 0.20 00 O.OGOO 0.0000 0. 0 000 o. ocoo 0. 0000 0.0000 0.0000 -0.0833 0.0000 -o.osoo 0.0000 0 .166 7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2500 0.0000 -0.0500 0.0000 -0 .0333 0.0000 0.1429 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .2 000 0.00CJ0 -0.0333 0.0000 -0.0238 0.0000 0.1250 0.0()00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1667 0 .o 000 -0.0238 CJ.0000 -0.0179 0.0000 0.1111 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .0000 0.1429 0 .0000 -o .o 17 9 0.0000 -0.0139 0.0000 0 .1000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1250 0.0000 -0.0139 0.0000 -0.0111 0.0000 0.0909 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 0. 0000 0 . 1111 0 . 0000 - 0. 0111 0 . 0000 -0 .0 091 0. 0 00 0 0.0000 0.0000 0 .00 00 0 .o 000 0.0000 0.0000 0.10 00 0.0000 -0.0091 0.0000 -0.0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.cooo 0.0909 0.0000 -0.0909 0.0000 BA4 

-0.1667 1 .. 6667 -0.0833 -0.2500 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -1.0000 -0.0833 -0.3333 -0.0500 0.0000 0.1667 0.0000 o.ooco 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0833 0 .f667 -0 .o 500 0.0000 -0.0333 0.0000 0.1429 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0500 0.0000 -0.0333 0.0000 -0.0238 o.ocoo 0.1250 0.0(.lQQ 0.0000 0.0000 0,.2 000 0.0000 -0.0333 0.0000 -0.0238 0.0000 -0.0179 0.0000 0.1111 0.0000 0.0000 0.0000 0. 166 7 o.onoo -0.0238 0.0000 -0.0179 0.0000 -0.0139 0.0000 0.1000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1429 0.0000 -0.0179 0.0000 -0.0139 0.0000 -0.0111 0.0000 0.0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.1250 0.0000 -0.0139 0.0000 -0.0111 0.0000 -0 .0091 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0 000 0.1111 0.0000 -0.0111 0.0000 -0. 0091 0.0000 -0.0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1GOO 0.0000 -0.0091 0.0000 -0.0009 0.0000 0.0000 0 .0000 0 .0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0909 0.0000 -0.0909 0.0000 -0.0000 

1\) -



SlG/VE =-2.. 

BAO 
0.0000 0.G000 C.0G00 0.0000 0.G000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.5000 0.0000 0.0000 G.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .. 0000 0.0000 0.0000 -0.6667 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.7500 0.0000 o.ocoo 0.00G0 0.0000 0. GOü 0 G.OOOG 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8000 o.ocoo 0.8000 0.0000 o.uooo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0G00 0.0000 0.0Cl00 o.occo -0.8333 0.0000 0.0000 0. 0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.cooo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8571 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 C.0000 ù .0000 0.0000 0.0000 ü.0000 -0.8750 0.0000 C.0G00 0.ü000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.(;000 0.0000 -0.8889 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.9000 o.ooco 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 C.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.9091 8A1 
0.0000 0.5000 0 . 0000 0 . 0000 0 . 0000 o. noo o 0 . c ooo 0 . 0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.5000 0.0000 0.3333 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 0000 • 0.0000 0.0000 0.3333 0.0000 0.2500 0.0000 0.0000 0 .0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 C.0000 0.2500 0. 0 000 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.ooco 0.0000 0.2000 0.0000 0 .166 7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1667 0.0000 0.1429 0. 0 00 0 0.0000 0.0000 0.0000 0 .0000 0.0000 0.0000 0.0000 Cl.0G0O 0.1429 0.0000 0.1250 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0G00 0.0000 0 .o 000 0.0G00 0.0000 0.1250 0.0000 0.1111 0.0000 0.0000 0.0000 o.cooo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1111 0.0000 0.1000 0.0000 ·0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.ooco 0.0000 0.0000 0.0000 0.1000 0.0000 0 .0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0909 0.0000 8A2 

-0.5000 o.sooo 0.3333 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 c.0000 0.0000 0.0000 -0.1667 0.0000 0.2500 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.uooo 0.0000 0.0000 0.3333 0.0000 -0.0333 o. 0 000 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 25 00 0.0000 -0.0500 ü.0000 0. 166 7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.2000 0.0000 -0.0333 0.0000 0. 14 29 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. ()0 00 0.1667 0.0000 -0.0238 0.0000 0.1250 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1429 0.0000 -0.0179 0.0000 0.1111 o.oroo 0.0000 0.0000 0.0000 G.0000 0.00 00 0.0000 0.1250 0.0000 -0.0139 0.ûC'00 0.1COO· 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0 000 0.0000 o.ocoo 0.1111 0.0000 -0.0111 0.0000 0.0909 0.0000 0.0000 0.0000 0.0 000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1GOO 0.0000 -0.0091 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0 00 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0909 0.0000 -0.0909 f\) 
f\) . 



BA3 
-0.5000 -0.1667 0.3333 0.2500 0.0000 
-0.1667 -1.0000 -0.0833 0.0000 0.2000 

0.0000 -0.0833 0. 00 00 -0.05 00 0.0000 
0.2500 0.0000 -0.0500 0.0000 -O.C333 
0.0000 0.2000 0.0000 -Q.0333 0.0000 
0.0000 0.0000 0.1667 0.0000 -0.0238 
0.0000 0.0000 0.0000 0.11.29 0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1250 
0 . 0000 0.0000 0.0000 0 0000 0 0000 
O .0000 0.0000 0. 00 00 0.0000 0.0000 o.oouo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

BA4 
-0.1667 0.3333 -0.0833 0.2500 0.2000 

1.0000 -0.0833 0.3333 -0.0500 0.0000 
-0.0833 -0.6667 -0.0500 0.0000 -0.0333 

0.0000 -0.0500 0.0000 -0.0333 0.0000 
0.2000 o.cooo -0.0333 0.0000 -0.0238 
0.0000 0 .16'6 7 0.0000 -0.0238 0.0000 
0.0000 0.0000 0.1429 0.0000 -0.0179 
o. 0000 0.0000 O .. GOOO 0.1250 0.0000 
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0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 C.0000 

0.0000 0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 
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0.0000 -0.0139 0.0000 
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,1.0238 0.0000 0.1250 
0.0000 -C.0179 0.0000 
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0.0000 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0909 
0.0000 

-0.0909 
0.0000 

-0.0000 

I'\) 

w 



I' 

,... 
Il 

L.:.J 
z 
\..'.) ..... 
V) 

.... 
li 
2:: 

ooooooooool"-
0000000000-0 
0000000000..-
oc o o o oooooo-

• • • • • • 1 • • • • 

00000000000 
1 

000000000.-0 
0000000000--0 
00000000000 
ooo c::::>oo c..100-0 

• • • 1 • • • • • • • 

00000000000 
1 

00000000000 
00000000000 
GOOOOOOGOCJC:., 
0000 00 000-00 

1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 

00000000000 
1 

00000000-000 
ooo o ooocoooc:., 
oooo o ooc..0000 
ooooooo;;oooo 

• • • • • 1 • • • • • 

OOOOüOOOODO 
1 

ooocooooooo 
000000V)0000 
oooooor--0000 
ooo c.., oorooooo 
• • • • • • • • • • • 

000 0 0000000 
1 

00000.-00000 
ooooor--00000 
oou oo 11,ooooo 
OODOOO'JOOOOO 

1 I 1 1 1 I I 1 1 1 1 

c..,0000000000 
1 

00 
00 
00 
00 
' . 

OG 

00"'1000000 
Cü tri CJ LlO 000 
00"'1000000 
0000000000 

1 1 1 t i, 1 1 1 1 

oo c:0 00000 
1 

00000000000 
ooooccooooo 
oooo::::>000000 
000000000000 

• • • • • • • • • • 1 

00000000000 
1 

00000000000 
00000000000 
OOV\00000000 
oor-- 0 0000000 

• • • • • • • • • 1 • 

00000000000 
1 

0,-..000000000 
0-0000000000 
0-0000000000 
0-.0000000000 
• • • • • • • • • • • 

ooooooooooc 
1 

0 000000000-0 
o cooooooooo 
0 000000000--0 
0 0000000000 
• • • • • • • • • • • 

0 0000000000 

0 00000000000 
0 0000000001/"\ 
o oooooooo o r--
0 0000000.-00 

• • • 1 • • • • • • • 

0 0000000000 

0 000000.-0000 
0 000000.-0..--0 
0 OOGOOC .-o CO 0 
0 0 00000..-0 0 0 
• • • • • • • • • • • 

0 0000000000 

0 00000000-00 
O ODOOOV\OCOOO 
O OOOOUNO O'JO 0 
0 00000.-0000 

e 1 1 1 I 1 1 1 I t 1 

0 0000000000 

0 00000-oNooo 
O OOOONOt--000 
0 0000~00-ooo 
0 C 00 0.,.....0 0 0 0 0 
• • • • • • • • • • • 

o oocoooooob 

0 000,-..0.-00 o o 
c:i ooo-.oor--0000 
0 000-<.)000000 
0 000.-0.-0000 

• • • • • • • • • 1 • 

0 0000000000 

0 0000000000 
0 00000-00000 
0 0000.-00<..:>oo 
O OONO..--QOOOO 
• • • • • • • • • • • 

c::. 0000000000 

0 000,,-,000000 
O OOOl""\000000 
O OV'IOl"">OOOOOO 
O ONQ..--000000 

• • • • • • • • 1 • • 

0 0000000000 

0 1""'1000000000 
0 1"'\000000000 
0 1'00lAOOOOOOO 
0 ,,... 0 .- 0 0 0 0 0 0 0 

• • • • • • • • • • • 
0 0000000000 

0 0,-..00000000 
0 0-000000000 
o o-coooooooo 
V'I 0.-00 ooo o o o 

1 • e e 1 1 1 • 1 1 1 

0 0000000000 

00000000000 
0000000000--r 
ooooooooooco 
00000000.-00 

1 1 1 • 1 • 1 8 1 f 1 

00000000000 
1 

0000 oc.io.-o .-o 
0 ooo 00 0..--00- 0 
0000000.-000 
0 0 0 C · 0 G O .- 0 0 0 
• • • • • • • • • • • 

00000000000 
1 

OOOOOOOQ.-ON 
0 0000 0 V'IO .-o 00 
0000 00 NO.- ü -0 
0 C 000 0....-0,::, C 0 
• • • • • • • • • • • 

ooooooooyoo 

000000-0 o-or--o 
ü0000NOl'0 0 NO 
CO C::,Oc, -..f c .-- or-- 0 
00000.-00 0 00 

• • • • • • 1 • • • • 

000000000 0 0 
1 

ooo or--o 0-0000 o 
0000--00f'..01"- DO 
0000-.00 ..--o,-..o 0 
o o o ·o .- o o o o o o 

1 a 1 1 t t 1 1 t f 1 

ooooc,cooeioo 
1 

000000001"'1000 
o o o o c::, ,.,, o ,,., o o o 
OOOOOi'\JOC.0000 
OOONOOOOOOO 

1 1 1 e 1 1 1 I I t 1 

00000000000 
1 

oooor-,01")0000 
00001-"100--0000 
DOV'IO 1"10 C:000 00 
OONOOOOOOOO 
• • • • • • • • • • • 

00000000000 
1 

0"'1000NOOOO O 
0 "'1 0 0 0 VI C C, 0 o · C 
O l'0 0 V'IOO- 00 C 00 
0"1000000000 

1 • 1 • 1 t 1 1 1 1 1 

00000000000 
1 

001")00000000 
o o ,.., o o o o o o o o 
oocooooooooo 
V)CJOo.-000000 

• • • • • • 1 • • • • • 

00000000000 
1 

0~000000000 
0-.0000000000 
o,c;,oooooc;ooo 
o-r-0.-0000000 
• • • • • • • • • • • • 

00000000000 
1 

00000000000 o r--000000000 00~00000000 
00000000000 0 ~000000000 OOl""\00000000 
00000000000 0 -.0000000000 oorooooooooo 
~0000000000 0 -000000000 ~0000000000 

O • 1 1 • • • 1 t • • ,.- 1 1 1 • • 1 ■ 1 • • 1N • 1 1 • 1 , • 1 1 1 • 

coooooaoooooc o oooooooooocooooooooooo 
Cill CD a:il 



BA3 
0.7500 -0.5000 0.0000 0.5000 0.0000 C.0000 

-0.1667 0.0000 -0.1667 0.0000 0.3333 0.0000 
0.0000 -0 .0833 0.0000 -0.0833 0.0000 0.2500 
0.0500 0.0000 -0 .o 500 0.0000 -0.0500 0.0000 
0.0000 O.Ot-67 o.oouo -0.0333 G.OCOO -o .0333 
0.0000 0.0000 0.0711+ 0. 0 000 -0.0238 0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0714 0.0000 -0 .. o 179 
0.0000 0.0000 0. 00 00 0.0000 0.0694 0 .0 000 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0667 
c .0000 0.0000 0 .oo 00 0.0000 0 .0000 0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

BA4 
0.0000 -0.7500 -0.5000 0.0000 0.5000 0.0000 
0.2500 -0.1667 0.0000 -0.1667 0.0000 0.3333 

-0.0833 0.0000 -0.0833 0.0000 -0.0833 0.0000 
0.0000 -0.0500 0.0000 -0.0500 0.0000 -0.0500 
0.0333 0.0000 -0.0333 0.0000 -0.0333 0.0()00 
0.0000 0.0476 0.0000 -0.0238 0 .0000 -0.0238 
0.0000 0.0000 0.0536 o.aooo -0.0179 0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 0.055 6 0.0000 -0.0139 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0556 0.0000 
0.0000 0.0000 0 .oo 00 0.0000 0 .0000 0.0545 
0.0000 0.0000 0.0000 0. 0 000 0.0000 0.0CJ00 

0.0000 0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 0. 0000 
Q.C0CJ0 0.0000 0.0000 
0.2000 0.0000 O.GOOO 
0.0000 0.1667 0.0000 

-0.0238 0.0000 0.1429 
0.0000 -0.0179 0.0000 

-0.0139 0.0000 -0.0139 
0.0000 -0.0111 0.0000 
0.0636 0.0000 -0.0091 
0.0000 0.0606 0.0000 

0.0000 G.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 0.0000 
0.2500 0.0000 0.0000 
0.0000 0. 200 0 0. 0000 

-0.0333 0.0000 0. 166 7 
0.0000 -0.0238 o.ocoo 

-0.0179 0.0000 -0.0179 
0.0000 -0.0139 0.0000 

-0.0111 0.0000 -0.0111 
0.0000 -0.0091 0 .0000 
U.0530 0.0000 - 0 .0701 
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0.0000 
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0.0000 
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0.0000 
0.0000 
0.0000 
0 .14 29 
0.0000 
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0.0000 
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0.0000 

0.0000 
0.0000 
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0.0000 
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0.0000 

-0.0924 
0.0000 
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0.1250 
0.0000 

-0.1028 
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SIG>Jt= =- 2.. 

BAO 
-0.5000 O.üOOO 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .cooo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.6667 0.0000 0.0000 0.0000 c.ooco 0.0000 0.0000 ü.OCOO 0. 000 0 0.0000 0.0000 o. cooo -0.7500 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0G0G 0 .. 0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.ocoo 0 .oo 00 -0.80 00 0.0000 0.0000 c.oouo 0.0000 o. uou o 0 . 00 00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0. 8333 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00 00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8571 0.0000 0.0 000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 00 00 0.0000 o.ooco (i .. 0000 -0.~750 0.0000 0.0000 0. 000 0 O.JOOO 0.0000 0.0000 0 .oo 00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.8889 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.9000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 O.OOOG 0.0000 0.0000 0.0000 -0.9091 0 .O COQ 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.9167 BA1 

0 . 0000 0.5000 0.0000 0 . 0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 o.cooo 0. 000 0 0.0000 0 .0000 0.1667 o.cooo 0 .3333 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1667 0.0000 0.2500 0.0000 0.0000 o.cooo 0.0000 0.0000 0 .. 0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1500 0.0000 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1333 0.0000 0 .166 7 0.0000 0.0000 O.OGOO 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1190 0.0000 0.1429 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1071 o .. cooo 0.1250 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0972 0.0000 0.1111 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0889 0.0000 0.1000 0.0000 o.onoo 0.0000 0.0000 0.0000 C.0000 0.0000 (l.0000 0.0000 0.0818 0.0000 0.0909 0.0000 o.ocoo 0.0000 0.0000 (!.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0758 0.0000 BA2 
-0.5000 o.cooo 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000 0 .cooo 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.1667 0. 00 00 0.3333 0.0000 0.0000 o.uooo b.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0833 0.0000 -0.0833 0.0000 0.2500 0.0000 0.0000 0.0000 O.ûOOO 0.0000 0.0000 0.0000 0.1000 0.0000 -0.0500 0.0000 0.2000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 1000 0.0000 -0.0333 0.0000 0.1667 0.0000 0.0000 0.0000 0 .o 000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0952 0.0000 -0.0238 0. 0000 0.1429 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0. 00 00 0.0000 0.0&93 0 .. 0000 -0.0179 0.0000 0.1250 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0833 0.0000 -0.0139 0.0000 0.1111 · 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0778 0.0000 -0.0111 0.0000 0.1000 0.0000 0.0000 0. CO 00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0727 o .. uooo -0.0091 0.0000 0.0000 0.0000 0. 00 00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0682 0.0000 -0.0840 "' 0\ . 



BA3 
-0.7500 -0.5000 0.0000 0.5000 'J.0000 0.0000 
-0.1667 0.0000 -0.1667 0.0000 CJ.3333 0.0000 

0.0000 -0.0833 0.0000 -o. 0 833 0.0000 0.2500 
0.0500 0.0000 -0.0500 0 .o 000 -0 .o 500 0.0000 
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P~rturuc1t.i.on. jOo 
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N vel oppo r.::, en s ari e 1 es valeurs propres ;\( z) et 1 es vecteurs pro

--,)\,,.,) 

preP. X/2J 

+ ... 

Le s vecteu r s f X: (n)) formant un e base de 1
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Eff ectuon8 les cal c ul s pour m a o . 
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\ 2 - 0 2 

'\ 3 
2 - 0 

\4 .. 0 2 

\ 5 
2 - 0 

Ordre 3, 

m - 1 . 

1 
j ndé terminé z1 C 

1 1 
z2 .,. Y1 

1 1 
z3 "' x1 

1 1 z4 

1 
z5 - 0 

4 10 z1 = -

z 4 4 
2 

.. 10 x
4 

4 60 - 5 y 4 
z3 .. - 4 

z 4 
4 

inde terminé 

z 4 
5 

... 30 + 4 y 4 
4 

\1 - 3/4 
3 = + 

\ 2 - 0 
3 

\ 3 
3 

,. 0 

\ 4 
3 - 0 

>-3 5 - 0 

2 
12 - 3 z. 1 = -

2 indé terminé z2 

2 
3 + 2 z3 ... Y2 

2 ") 
2 

z4 .. ..) x2 

2 
4 z5 = 

2 
Y2 z1 

z2 

2 
z3 

z4 

z5 

3 

3 

3 

3 

3 

indéterminé 

-
12 + 3 y 3 

3 

50. 
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m .. 2. 

2 indéterminé 
3 - 30 - 5 y 3 

z2 z2 - 3 

2 2 .., 3 j ndé terminé 
z3 .. Y2 '"3 

2 2 3 5 + 2 y 3 
Z4 - x2 Z4 - 3 

2 
1 z 3 3 X 3 

z5 .. .. 
5 3 

\ 
3 

2 - 0 

\ 3 
3 = 0 

\4 
3 - 0 

~ 5 0 
3 

= 

Ordre ,i 
·t • 

m - 1 . 

\ 1 
4 - 0 

\ 2 
A - 0 
-t 

\ 3 
4 "" 0 

\ 4 - 0 
4 

m = 2 . 

\ 2 
4 - 0 

\ 3 
4 = 0 

\ 4 
4 = 0 



Coriclusior. 

La contrlbuticn de l'ordre_ 4 est nulle dans le calcul des E 
De pl us , t ou tfJS les v; ,l eurs des>-,(~) c:,ù cull~es ci-dessus vérifi ent 

l 

c,btenue s par la perturbation sur les rel a tiomi anal ytiqua 
(l., 4- J 

- \ --1 A x =AJ3.x 

52 . 



D. rm~ RG IB m: '[ AR DER. 't/A ALS • 

-----------------------
2 

w 

Btan t ù.onnJ que E ( w) = 1 - --E~2-
w 

011 w est la fréquence de 
p 

pul aation , nn peut calculer l' énergie dR Van der w~ als. 

- -1. 
m -f--f À 3 

z3 . ) + 
a_m+-1 ½. 
m + .-1 >-. ~ 3 .) z + .. 
z.m+--1 2. 2.. 
m. -r .-1 l3 z3 -(/'l'H--1) À Z.6+···) 
2 m+A 2. 2. m+-1 gj 

1-:o u s obtenons, jusqu'à 1 ' ordre 4 

n 1 et m 0 • 

Pour À3 
l VT (1 

1 z3 1 z6 ) 
2 

w .. w + e :l. p :!. 

Pour À3 .. 
.l \ff ( 1 

1 z3 1 z6} -
2 Wb "" w 6 p 2 

n = e t 1ml C 1 . 

Pour\ 
3 

l VT (1 
1 z3 1 z6 ) 

= w '"' w +- -~ 
4 C p 4 32 

Pour >-
3 

) Vf (1 
1 z3 1 z 6 ) 

"'4 wd = w + 
p .:i 32 



n = 1 2 m i_ 0 et 1 rn I i 1 • 

w w Vf e ] J 

Pour l e:-. ;-i utrP-:=: val eurR ùr:i n. 

w - w œ n p 
1 

L' éinereie d ' in tP-r a r: tion es t do nnée par [s"/ 6]: 

w ( D) 
2 

1 
:'1 [ 2 

2 

W ( D) 

1i 

(w 
a 

~ (w. 
.1. 1 

+ w, ) + 
0 

_l 1Ï 
16 

( D) - W. ( 
l 

2 • ( WC + ud) 

w 
p 

00 

+ w 

t.J 
z 

) 

e 
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) 

+ L Vn 
n/1 

- L "' (.!!...±...L )~j 
0 

f 2 n+-1 

four l e;; deux sphèreR plei ne s , il s uffit de ,remplace.c E ( w) par E - 1 ( w). 
2 w . 

Ceci conduit à la r~Jati CJ nE- 1 (w) = 1 -~ qui permet de da ter-

1ni ner 1 1 éne l' f!i e de Van cle r W.1al s en r e m plaça nt l es w. par 1 es v a leur$ 
1 

trouv,1es . 

Ur~ c,bti.nnt 

W (D) l ... -
4 

6 
z 



2ème PARTIE . 

N sphères coordonnées sphariques 

et théorème d ' addition . 
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A . r;:'HEO RIF.. SPHERSS OU CAVI'ŒS ALIGfi~ES QUELCŒ!QUES . 

Consi.d ,3 rons N sphè r es a ligntSes. 

Soient 

IJous nous 

1 Li '! = 0 

R 
1 ' n2, 

D1' D2, 

f 1' é 2 ' 

é 1a 

. R les r ayons des différentes sphères 
~r 

1) 
l~-1 les dis t ances s épar ant ces sphères 

... . é lei:, cono tan tes di électriques des 
lJ sphères 

cons b .n te dLHec trique riu mili ~u con!:'iri.•~ r~. 

p 

Considérons la droite joignant l eu cen

tres des N sphères comme Jème axe de 

notre système ie coordonnées . 

Choisissons ~ ensembles de système~ 

de coordonnâes sphariques d'origine ~ux 

centres des sphè r es . 

(r . , é- ., f . ) sont l es coordonné es oplt<: :- i-
J J J 

ques d ' un poin t P quelconque dans l e 
• .l.~ia10 .. 

J systeme . 

proposons de r 8soudre l'équation de Laplace 

o~ V est le potentiel é le c trique 

V doit satisfai re les conditions suivantes 

1 • conditions limites V fini partout 

V nul à l'in f ini 

2 . c onditions aux frontières 

. la composante normale du déplacement 

é lectrique D = E(w) 't doit être con

tinue à l a s urfac e des sphères . 



. les composantes tangentiell es du champ 

é l ectrique î?' .. - grad V doivent être 

cont i nue~ à l a s urface des sphères . 

. , ['q.J 
La so lu tio n de l'équati.o n de Laplace en coordonn<1es spheriques es t 

où m , 1 en ti ers ~ o 

m ~ 1 

Ln condi tion limite V f ini partout impose . que l e coefficient 

de o_ soit n ul . ~lm 

No tons 
,..,o ut le potentiel à l'exté r ieur de toutes le s sphères 

Vi~t le pûtentiE,l à l'intJ rieur de la / ria sphère, 
1. 

Dans le s r Jgions où r . peut s ' annuler , il faut exclure la dépendan
J. 

ce en I' .; - ( 1 + 1) 

où y:n (ü)( (\,lf i ) =- E:n (co s (} 
: ) ::: os m Yi 

1 1 ... 

Îlll ( o \J. ,lf) = 
~ -

(cos 6-. ) sin m lf\ 
1 J. .l l 

D'lns les r égi ons où r , es t non borné , il faut exc lure la da pendance 
... 

1 
•?n r . po ur que la solution soit null e à 1 1 infini. 

.l 
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Les ?-~ sph~res sont alignaes , nous avons donc 'f1 = ••• = lf N = 'f 



Bxprimer la continuita des composantes tangentielles du champ 

.6 l ec trj que 

y1nt 

est é quivalent à exprimer que 

(.l] 
s ur les sphères . 

!:; 

(~ "?) 
::, • in t "" 

-4 -4 
(E . t ) t ou 

s oient 

la surface des sphères 

un élément de longueur 

~ 

- grr.i.d 
-+ 

V. t . -::, 
1 n 

- grad '[ . t 
out 

-4 
t ci1 

- d 'lin t 
ds 

ds 

➔ . r 
) E. s 

- d Vout 
ds 

ce qui est vérifié si Vi hf) 
pour 7 E S 
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T. V in t = V out. 

ri) .Q .Q [ i rn,(.t) ,i wt(o) )\l 
to ~ :o R~ A_p~ ~ ( 6-i , tp) + B11m ~ ( {fi1 ~ ~ :: 
t_A ~ L~ ~~-H) [c; y rm f.eJr(f. ) D; y r,.,(o)(cf,. 1] 
_.· ; -1. ~ : o (M :o Jr.,,_ -fm\ ~ { I_. / lf + 'J lm. J A/ lp + 

r__ L~ R~-~ [ci ~~(R}( {f_, ) + Di yt,...(o/(6 .( tn}] + 
P:o rh1 :o 1l '.QM. '1 ~t lf _pl"' :,P 6 T· 

r.N r: L.~ ~(2+ .. ) r c ... • %/1"1-t)(& · ) oj 'f/''1"1(6 . )] 
_.·, JH h lhl :o n..,. l J,..._ ,t J/ 'f + '.Pr '-2 ,., lf 

~ : .A1 :"JN 

r.:xprimons l es Y; ( Ji:! ~ ) tf ) en foncti on des Y~ ( cJ_{ J lf ) 
m. ,,, ,< R 

Y.t ro) { Yit i_) lf) _ (- '1) - m, '[_w (P./- rr.- +,j,,.) 1 

)l::A~ (2-~) ,1 t, !I) (1fh1+j,,,)! 

( ~ 1 

/n,.-f- +, 
)'t' 

_, O+,.,... + J 0. 7'-< -t--1 

f,-1·t~ 

(tJ 

y ~ C •J ( 6f J lf) 
l'M+f. 

t"" r oj ( {J-/4. -i_!J_L _ 
~ -H 

J({-t. 

~ f_ (-ÂJ,J,. (1 + 1m +-fJ! 
(J -1"")! +,:o Urm++J' 

n ":"'-1--f.1 1M r o 
1 - -- Y. {11} 

1 

(l -t" ,'h-, + 1 fh\+f ( 6,i' 1,) 
U , T~-t-1 A 0/ T 

·Jd x... 
[8] 

avec à.. . k = D. + D . 1+ 
J, J + J J + 

D . 
J + k - 1 

dj , j - k = D. 1+ D. 2+ ••• 
J - J -

1) , .. j - r_ 

"° ~ { li J (M { J.) i V ,,._ 1 ,,; J] t ~ ,o Ri (1_p~ · t (0{1~ )+B1/h, ~ (cff, 1/ = 

tA f_ L_~ (c 1-' ): ,À (.A.) + o_,.· _À:,,.'(o) ) T 

i :,c i : o /h\ ; o Ji""- .Q""'- :.e~ .QI),,,_ 

oh ..Q -(i-1 A) [ • -i ,..,_fi / { r-,...(o) ] f
0 

~ :o RJ' C_ph>i t ( (}f (f) + D}t>,,. . t ('{f~I 1) + 

fi/ ob .e 
L L r__ 
•4:fH e: O rrn;o 

( 
C Â. ..,: r e.J ,,_· ,, • c t,J ) 

.Q (r,\ ~..Q,...... -+ D..1,.,.__ <}J n- (-1) 



. l .t i Q-M ,l ( ~i 
otJ 

L ( ..e 4 (W\ +j..) ~ 
(.l (M + f .. )' 

él ve c )~"" ::. (--42 

(..Q --)! +~ =" 

Po u r cale .üE-r l es Aj et u
1
j en f o nct ion de s Cj et Dj lm m lm l m 

emp l o.:,ons la relation d'or tho c;onali t t: [ 'ilJ : 

éo : -i , E.rm' :: 2. 

Cn n. ln. mêwe r e l a t ion si o n c onsidère y~
1 

(o) (Ô j' Y,) 

De J ] us l rr 1f 

1 ( Vrm!.t.J ,t ) yrm'caJ A À. 1 / _ 

60 . 

o j o 11, ( 11,i t lf . /J_I ( (JÙ Cf) . M-'t. Ü{ ol ~ -. d r = 0 

Ap!ès a voir ttppl iqué ces fo r mules à l ' Jquation (1 ), on ob tiert l e s 

de u x équations s ui vantes 

el: 

Les équations ( 2 ) et (3 ) s ont é quiv·t1 •H t,~s . 



3xprimon!', que 1 a compcsan te normale du dé placement â lec trique 

-::-t c (w) -;:;\,,_ ' 1 f d '"' D "' c.: ~ est con ti nue a a s ur ace es spi,eres . 

_., 
D - E erad. V . 

La c0rupc,sante normale ù.e 
- -> ~ - E. ô \' Ds' Jcrit: D. i. - or 

T,a conrli tian d.e con tinui t.j de Ô. ~ est 

TJ. 

E. 
ô'.' _:i. nt 

J 

On :➔. lE:s relntiors 

.. t 

~ ~J') ·' 11 

( lh1 ~..Pï ! 

( 1+11! .t 
( r,,,. t+i') .' 

11_,, 
R · -a 

8 t une relntion équival e ~ te en remplaçant les A par 3 (4)' 

j}.1 l ' é qua tian (2), on t ire la valeur de Aj 
l 'm' 

en fonction de ~ 

et on r c mpla~e dans l' 6 qu1 tion (4) , 

On obtiendrait un r8sulta t identiqua en travaillant avec les 



.,f 

'":i V C C 

C ,. l- ~) ~-,- lR. 1- RP 

-R~ c~-1"'1) ! ( ~ + 2) _, 

E} l + (~+--1>f ! CQ,..,... 
E: - ( J D:.e 

i 
i 

C .e ~ n o tons 
D ·i 
~ 

(5) d P. vient 

Ef Q + ( Q+À) [ 

[ - [i 

i..Q+1 

[ 1\ · .en-,-. - J! R1 - D :e 
j 

par 
X 1 

.f /'m. 

62 • 

Â 

.. L_,p .... ] (5) 



B. ~xploitution . 
------------

n ,: 1 
Forrnul~tion ma tricielle pour N snhb re ~ identi ue s , 

Bxpl oi tons 1 1 /iq_ua tien ( 6) du :paragr2.phe précédent lor3q_ue 

D1 = 1)2 = .... :::>N = D 

R1 "" R2 = RU = R 

r.o t a ti en 
C :\-

X à e. l'M 

Dl 
= .t fi"\. 

( 6 ) ,ievient 

no t ·1 t i ons ~ = s -
:i) 

lm (- 1 ) k -rn (k + 1 ).1 1 
:tk. = 

(k - rn) ~ ( rn +1 ) ! 

~ m 
(~ 1 rm +l (k +1 )! 1 

= 
(k - m) ! (m +l )! 

63. 



-i 

Scrlvons l' j quation (7 ) sous forme ma trici e lle. 

1. Cns par t icul i ers. 

j = 1 

0 

11 rm + .2. 

0 

E,1('"'-+•} +( .-d)C 

c - f-1 

0 

0 

[A {1••<+·L)-+ ( .-1 J) ( 

( - r. 

64. 

+ 



j = 2 

[ - [ .. 
0 

,....,,.,. 
...e,f»' 

f .,.,._-t-< 
:,, 

J../""+-A 
) 

,.,..,+.-.~ 2.--t-1 
J;.,,., :r, 

.À 
t ,...._ .. z.. 

(Ml>"'- .2~+• 
a.th\ ~ 

(f\J - .1) 
.1,..._.,.,. 

"""+" l'>\J'\ ,t .... + 3 
a./h\ .r., 

lN - i.) 1......--+-"" 

0 

[,t. {,-.+")-tfr,,-..H)E 

t - f .. 

0 

/r1 /M t r,-"t-A 
..Q,.,..._,., .r, 

À 1.,.....+:l . 

,-.+, I'+- ~ ,...,_.,. 3 
..Q,. ,.__r"" )> 

..,f.f,....,._ + J 

~ Il- .t ~ r ... 
a._,., .r., 

(N-1) 2 ,,,._+z. 

~+A ho,,,. J_,....+ 3 
O..~+ .... )-. 

(N-2-),.,......-r, 

0 

XA 
,,.,./>"' 

X A 
f"'l+•t>-

x:~ 
N 

X()--.+•,,.. 

-+ 

.2.. 
x,,..tJ.,... 

-+ 

65 . 



où 

2 . Forme générale . 

Nous obtenons un t a bleau de l a forme 

!Î-i 

G;f 

Bi 

8N-A. 

/\ .: 
A 0 

0 

A 1 Al 

11.2 A ,1 

B A A 3 

~ N-1 [),V-3 

0 

E.lm f,f ! , 1 rrn t1 )t 
- E + E.,i, 

0 

... 

... 

... 

. .. 

... 

0 ..... 

0 ----
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AN--1 

A N-J 

~N- 3 

/\ N 



µ 
C 

E,., rm +(IYn +-1)E 
-E -r E ,j 

0 

0 

r,Nl'\ITl'I 
~ Jmt•• 
,,-\! ,m . -1. 

1--' n11-1-1,rm R ""' J 

0 0 .... 
'l'll,'l'Tl ] "'1 t~ 

ami )) 

1
.tmiH 

l'm ,mi 2 ,.,.,, m1 , rrn ,2,,,,, .. 
Orm+--1 :,-, 0 ,-n ,..I' h ... 
-1 J1 rm1.t ...,f.itmH 

E.,(rrn+-1)1/rrn, J)Ç 

-E +E...-1 
0 1 0.rrni ◄,cm i m1 +; rm,~0n itn1-13 

.... _2!L J') 0.. ,1n, .. )) 
,f~nn+.t ..,1 .l m1-13 

rtn,, , m, Jr,,,-,J 
a ,,,,, .1. » 
-1 ,l'/171-r'I 

0 é,,,(rm ,J}t{rm•,)f j a ;:;,•z,rrn_~ :m-1f 

-E ;t:--1 ,1"tm: l . : 

fh-tt2,mi Rf"'1tf rm•i,"m Jn-r,,, 
Onn-t--A ):i a,.,,,., )) ... ~-
.1irm1-~ .. lrm+ 5 

· 1 ' ' 
i ' 

n""' ,rm i<m Ir ~ h ": .. c.,_ rm+/rm ,~ )t 

".!l. rm1 3 - E ... E.2 

IWI rm 
~ 1 

1im+A 
..{JIT"+A h 
4! tm-rl. 

0 o ..... . 

0 ll'Y1H, Ch, ~ I'» ♦ 0 n,, ,/-J/h, J1 m,,j 

Qrrn,r,z ~tm+'I a""f"' g ,,.,., 
_5._ l') "'1+< )) 

rrn1 /h'\ t1m. ,. 1 
Q r,,; ,.i ~ 

{N--1/.! 1!)1 ..- ➔ [N ·--iF /lnt.l (N - ,1) J ""' •l 

t'f"Yl *..1 , r,,1 o,.,, }):rn,+3 

\W-.-i)J nn+: 

cw-,+:, rnr 
a,.,.,, r.,Jrm;5 

(N-,,tJJ_'m-,.3 

' 

rm,"" 
O.m1 . )) 3M·H 

(N -.î fMl ·H 

tMH/•' 

trn+A , mt Q , rrn~A ,:m .! t7Tl •, 
Orrn , A )llll> l ~ -~ . .. 

(N-A)! mi .. } (N ---1)"' "" •'i 

l'h1t1, m, 
O m,.,1 h/lrm+f 

(l'J-~ ).: ,,,, ... 

t'T"n+J, rm Cl 

0. ,rr,.: n=: .. 
(N-,l)J~+s-

, 

M1 , /W\ .P. .. , ,.,.,,, , ,Yr\ 
o. "" -H >., /WI o,,..,, n »~".,,•~ --
{lv -.l) ~fW'IH. ~J - .~_)l•,.,., +3 

,.,., •• ,Il?! fn'l+-~ "" 
Q ~""+J r, I ._ ,,.,.,, J c. i'r1rn. J'l 

C 
ç .A~"" .. .t 

1 

~n 3 --IF=•! )) 
..,1.l'tmd ;.Rrm+'I ••• 

0 éJ \nn .. .il+ (im+1l( 

-E + E.t 
0--- a/Tri »~'""•l --,-- ~ :,, '-' /m .. :2. ):, ... 

rm+:rm ~ , rm,,!,rm f rm.J,rr,, 
.t "'" .fr ;,,..,- .t -''"'' 5 0 ,;.,.,, J) ~,, ,..,,., ♦ Q )') - --
.,.f;,m+J ,1Jnn,'t ,12mi-,1 

1 ' 

i i 

n•'l1 ,-.,, /)',11""' ,;., , f'M i /'m r>v, ...{,. ........ E ,......+"' ri . trrni • r,, .Q,--.,+ ,. r: ···t !l\-it-1 
- '-'"- J"l ~ .)') ~ h - _-vn,,,___ ~ 
1(N-.A? ""' 1

' (tv-A)2""'14 VJ ... y,...•l (N--1)2-""'..,. 

t"",t--4'"' ,.,.,,,, "" "'-+. ""' 1 ,\7i1• "" c 1 ,.tlWld n .JM• J n ' 2,.....,3 " ' ' ,e,.,.d 
-{.-,YI,\ ..,il ~l1t "' .)) l:tt>••H1 )"> __ {r/h1 }) 

aJ .,1/""'fl (J,1 - .. ) t,,,..,,3 (µ ... f,...,·~ ('v-2l""- L-. 

.-..,,t ."'- ,'h,+-Ji"\ l>vf ♦ t,J,, (h1'f/l,J 
r. ' !l""I+> /) ' t....+S I'. ' ,,,..,,s r, ' .i. 1>-1•• 
~)) ~.)) h,,.,, .. .z )> - -- ~» 
ri,_,.J ,.,..,, , (!,1-•)'-"" .. ~ u ... _.,y ...... ,, (!J-Jr~•J r·· , , ' , 

' ' 1 

lN-.o,'-n.i .. l 

r,,,+~ , lt>t 

0 E: <1'111+J)1vrn1 ~) f o.,,.,, Jl,..,,s-__ :-, 
-f -té : ). (N-:)1:""•3 

1 ~: 

~fr>,, ,1 1 ,l,,..,-.., 
-V ,..,+. )) 

f.r-,,,,-,.,,, • 1 J _;.,.,,,, .,s-..•~-- _ fwm:-t(IY't tA)[ 

{/J- •l/""+-t (N-JY.""•) 

n-, ➔➔, "" n 2 ,,.,, J 
-V/hf+. J) 

(/"-~ 2.,-.+ !, 

,,, ,,.,...-t-"',/h, 0 

-V/T>1r1 .)), ,,,., , J 

(lv·Jji,.,., ,1 · -· •·· 

r►-,+J. , """ r,,,,,-r { /'" .l.""15' l,,,.,,., )J.J.,,,..,, P..,.,, .. 2. 1"> • 

v-·-2) fr· ... + ~ ~'-.: -1/""'' 5 •• • , • • 

1 
_L 

-[~ E,., 

0 

0 

LN-.2l""'"' \ (1.J-.2)2."'1T'( 

»-•t n,, lm+l r>n Q ' ~mo,r 
O 

, ~ ,,,,.,, 
~ ~ ~ }) 

(N-.:1J:"".,.., (N -2/-""• 5 
1 

' 
1 

0 0 - --

fJ..,,, ,) t{ r,,, .IJ.)[ 

-[ + [ fv 
0 - .. 

0 
1 

' _l 

&il""+.!.)t- f,..., ,31r . 
-[-t(J,.J 

X -1. 
i"Yh , !Y)\ 

,1 

X,,.,,,. .,.,._ 

,t 1 

X ! 
t n11:, ""-

.2 
X 

l'tl ,.,-,,,,.,, 

X~ 
rmt-1, a, 

l 

X"",:,,,, 

; 

IJ 

'Xrn,,/"t 

x'J 
mlH, .... 

XN 
'w.t{t>,_ 

0 

:J-. 
.....J 



~e tableau est formé de (F x N) matrices de dimension i nfinie. 

La presence d'une même puissance de s pour les ~léments extra 

diagonaux de chaque ligne nous suggère de permuter ces lignes 

pour obtenir le tableau 2 . 

La condition de compatiblité entre les équations (7) 

p0ur j 

nul . 

1, ... 1; impos e nu dé terminant dn ce tableau d'être 

68 . 



rl
µ 
"J' ..., 
() 

Pl 
~ 

~ 

E1 rm+(rm+-1)E 0 
~

/m O nn t~ 'rn .:m R,..,,, tn1 , m1 Smit• Q
rmmz imi+\ Orm,"' stm H <m, /n\ 

' {î)i◄ ' 

0 
., 0. .-n: tl 

---- J>2L. )) O rm +-1 )) o .,n,.:: ,-, m, I') .,,, ... , )) )) 

-E.té 1 "nH -1 .ll=•.t ..,j•· rm ,; • ·- - (N-,1f /))1 ,-1 (N- -1F •Trl•.! ( N- ,\) ; . ...,,3 ,., 

g.l"l'I\ ''" t"n"I ,,,.,.,, 
:\ l'yn , l'm ,Î07\H 

t .:_:m-.. /m1dl t 
rtr.. , fW\ 

))3M-t-i arm ,/W\ .11""'+' 0 ,.,..,, , rm ~~.,,,• 
~f1'11 ♦ -'\ 

1,.f'f'" -+ 1 ... ~ 1tr.1'".A 0 0 ---~)'-, .U-,'),i,t )') -· · Urm ~), ~)) --· 
--1,1 -111+-i. -1l ,n, ..-L 1.i. n11-tl - t ... E: . (N-~~""1 -H lt,.:-.~) ~ 1"1+.t lt-J - ~) l 1),-\ + 3 

i i 
1 
1 1 1 

1 1 

t "t 11 Il>\ ih•., ,.,,., ,;., , /M '"' :),,,' . (';,,, ,ln, r·~ , Jh., :~ .. ., ' 
"" 

2~+,o\ J:r t ,rn+.., 0 ~- ti.i" ◄ .t 1 'll\•f-1 ..{-,..., ... J,,---. fwm:-r- (rrH~)[ 0 0 _ .__ .)) ~ Y) -V- 1 "" t f.> --
-:-,, :,~ . ,') ~-..., ,, ), -·- - - - -

~N-,,J.:1 =1• (N--1Y •....,i! [Al-Ar-•j - ·, , ') !. ""'+-- (1---~~,..,lt. (N-J)<=•J - ( +fµ . -, 

0 E,,,(rm+,f )t (rrntJ 'Jl 
-E +E.-1 

rrn1 ◄ :m - ,~ 

0 1
0. 1 l m,+3 ,,,.1 , .,. ~r,,,,3 fhl•~ , fl?t J""'j 11â•", 1tr1 ~(T)I+ 3 IT'rH-A/ l7t Q111><l ()1')+A, llT1 Jtm•> 

- - -- _2n_ f') 0. l)n+A )) O ll71 ,l. ,', r,n )) 0. rm +A )) O. • .)) 

✓1.:, 1171-,..'f (fl-.Â)J n,,..,J (N-.1i)i rrn+) (N':71;? "l"•'f ,1.2nn-,.t ..,jln,113 

,,-r.-/l,lm 
.fi; R=IJ 
~j) 

-1~ :m ,.,t 

/hot', fh, tm.-.1/m 
2-,.,.,.,r• Â""+3 -il>71 •.t ~mHj 
--1!1 .-md ;.Rmi+'I - --

' 1 

0 

r,,..+,, {),,, r,.,;,, /1,,\ r-,...,. ., ,.... 1 ,'1->1-.• '"' 
r,· t,,,,tl O .!,.....3 f'. 2,.....3 O' 1 ~,,.t3 
{r,...._ h ,.t,;,.,.,+• n x,_,,.,,, ,'> -- -<r r.,, l> 

?J -,ll,...,-ll (JJ-,,1) ,2.,.,.,+ 3 (/J-Af""'+~ 0•-2y-~1. 

0 0 é,i(im1J}t{rm+3)f J a ~•J,~rm,f 

-E -t E-1 1 ,,, a nn, l 

""'t!,tm n-n,Jrn, m,.Jrr,, .& ~:nr,5 () 1 ;',-,.,.rf O 1 .J ,m+f 
~ j) ~ ) , ~)> -- -

,-1••""+J ,1-'fl"•7 -1 ~ 1111~1 

0 
1 • 

' ' 1 1 1 
r•,.,,.·•l/r\ 1>-,+-~ t>o\ /\.,,1 ,>., /"m'1/l,i 

)'. / 1,-.t; f) I •,-.,+5" (l I J , >. i t5 ~ 1 , f>"+> 
~ ))' ~)>~ -<,·,».•: ), -· - ~»-
~-1.).; ""'') (!J-•)"- m\ .. '! (J..:-.,f'"'t> ~; -:/ •"-+3 

[1!rT11+A)+(cm+1)( 

-E + E.t 
0---,---

l>"I ➔•, "" r 9 ff'liJ 
-V"""• j) 
lf-J;y _z,_.3 

A,,.__.,. ,, lh< 
.Uf"1n .J>:,...,3 
(Ai-ijt""',~ ---, ••• 

(WIH/"' 
a1m >-,JJ. ,-...+J 

lN-~fl>'\ .. ,t 
1 

0 

rm-.2,mi RfWltJ rm,1 ,rm i l'>rl <> 
O nn-,.,., )5 o ,m,i )') __ _ 

<w>+: 1 mt 
.. , a/TT\ :r}rm,5 

·1'2/71'1+" ,11 ,m-1 , (N - A).l IJ71-t3 

fM+•1nn l'n'l+~ ,n, 
0 ~"'1+J ,., 1 ._,.,,.,.) 
~ )> ... ~ ... 2. )) -· 

lN-.2/""+ \ U,J-.~)~t>,,-t-'{ . -
fJ,,.,,f,)+j rndJ.)f 

-[ + [ /V 

1 

1 

0 - -

<mt!,m, IT"1l+J, rm j 
a ll"n •'1 l'.-i9m>+!i C\ :,,, ,J ,.., ""': __ 
(N-~)-l""•'< (N----1);,mH 

,..,,,.~. /tr, ,,.,.., il)! : f>n 

0 E: <IIY!+J)!{rnt'i)t O.tn, :,,11,-.,,, Q,,.,,.~ »~mo+r 0rm• : ~,.,.,., --- -- --- ~)) 
-E +f.J. (IH)1""+ 3 (!J-2)l""'+~ (N-2)1- ·...,,5' 

. ' i 1 • 1 1 
/ ·•,t.J.,,... n,,.,,,,.,.<· I',, .t 1 1 

~-,,,,,, ✓--/· ""'.> -V(>-,,+/ )) ""1! 
0 0 &)"" 1.!t±:_ (...., ,;)( 

~J-2) J.i"'H (!-'-ij'...., , 5 - · . 
-[--t (µ 

X ,t 
('Ill ,rn,. 

X ,1 

/n'I+ •.-» 

1. 

X . ()TJ1. , o,,, 

-
j 

X ,,,,,,.., 

i 
X 1-/t"flt-J, Ao\ -

: 
X,,,,,1, ... 

' ' L 

..L 

IJ 

xfJ?Jtl'>t 

X},/ 

Jhif-4, ,~ 

· N 
X 

fh11{,,,, 

0 

~ 
\0 
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Approximation de l'équation caract~risti que. 

La première npproxim~tion consiote à négliger 2m + 3 
s ' 

2m + 5 2m + 7 s , s , . . . et à ne conserver que les termes en 

2m + 1 s . dans 1~ tabl eau pr~cédent. 

On obtient le table au 3 . 



..... 
r:--

' ' ' .~)( 3 - "J 

0 0 0 0 0 0 -- ... 
0 0 ---J(r• .. )•(r•--)"J 

1 
. 

i ' 1 . : ' ' 1 
. . . 

1 1 
. 

' )- 'J 
1 .. ~..., 

rlx 
.. . 0 0 0 · i (1 • ...,),/r·"") r3 0 0 -- - 0 0 0 -

..., . ..., .3 • '3 

"X .. - 0 0 0 ,- . . . . 
0 0 0 J(\+.., ,h- \ t'-J 'J 0 0 

~;x 3- N3 
0 ... -- 0 0 -·- 0 

.. - 0 }(r•w)+(r•\«.1/N] 0 0 0 
! . . 

' . . 
1 ' ' . . 1 ,.,... ' . J ~ r3 . 

' ' ' ' ') 0 0 
;j 0 

... 
0 0 · •·••-

0 Jt;"~IUJN•+""fJ 0 -- 0 0 ~ 
Q) ,... 

. 0 
~ 

] - y'] 1 
...: ..,,.., 

0 0 lx 

. .. 
0 ... --- 0 0 0 

... 
0 Jf.'"'-']• (r+uo) "J 0 

•'l:x 
3 - N3 r,...,; (r-!'I) H"V;j"(,•r(J _...,r(r·N) r,....,r(r·r-1) r,-. ..,,r(,,.·N) •• ....,i{V· ,~ .. - 0 0 )(r'+ ~]+"< ' NJ ••• ··;."4/f •""J,. Ut/'J <..( ...... â ~- - • ,. ~ ~J <..! •• ""J <.l. ~i 

.... \,J,,/ü \.'tf ' ~ .... "'-''Î '4,Alî .. "'"""'è rl~l" .. .. ~'! ~'""'il" ~, .... ""'1 ',..,._,. -..v'l,1..4) ""'J'\l,(j 

: ' 
: i 1 ! ! ' 1 ' 3 • r3 r. "4' r' r+ ""Gv ,,..,,rY w',_ i ,...,.Jr- ,r.JJ rt ~rC,·rJ) ... o.q :- l" • r, 

1- X 
. . 

<{ •• """() ..... ""'<I.e..[ c_',A,/ l) 
.. ... 0 0 J (,1-w·)+ "" r3 - (_. ?' -...... ·.,-

<{ """·r <.{ 

"-1/ '"lJi · 

q .,.,,"'41'0 ' ...... , .,.,...,,_,r lw 'iu. l" r•-W( ...... \.I.IJ}' ,..""'(.. : 
'-"I ' ""' "-·'~ """-V ..., . ...., 

")( 
1 .. ....,,(v-N) : .. ..,irl"· ('I) , • ..., 0 (1 · · N) f~,,.,,Y nw.1:" •·=î t" 3 - J.,3 

---
~ """'O ."\J ••• ~ •+""'-a <( - - <..(- ... 

0 0 3(•• Wl}-t- IJ.AJ 'J 
tr 

~ • "(• o <.( H'-"''O ... ......,r '-4.V-o '"'""';" ....,,1....., ..... ~r \44/' w., ...... ......,, 
..., °'V .. ► .....,r \o.v ' \4..V ,.....,,r ..,.,,"'</ 

"'1'-.uJ 
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o() 

lï E.,(,...+,. --<}-i-(~-i- ... )c ~ Ei /r-+-,4·-◄J .. (1>--1-,,i)( .. . . • 7T é,v/f'>..,_.,,·_.;~1,._,..Ak.J.}} . /J,=o · 
... ·.- 1 

é.i ()>\. + t ~ +"Je ~- J.t>--1-A 
O..,_ ~ 

f,, -( ..A 
,t,-.,-.11 

"'1"" 

.t .2.""t-" 
t.,t (h\ +Cr,-,,.. +A) ( ,_ À 

,Â 2 ,,.,_ rA t -l - [ 

A -= j,
f"',.._ 

,.,...,._ 
--t ~,..,..__+ .. 

/h, })R_tw,.rA ,_ h 

J.. 2,>.,. H -1 2. ""'t-1 

A : matri ce de dimensio n N X H 

/1) 

[! (r>v-+,.·- .. )-+ ( (>,,\ t-.,i)[ ] ir [ -f da'.~ fi 
-;f:A 

111:l rn n. rques . 

1. a. mm 
m 

f: - [-rl· 

= m 

~- 1.~• 
a./t""" J> 

f.fJ _,1) Q.~+--, 

~,._ 
,t ,-t-A 

O..r,- J-:, 

~-J..j ,t,-.+A 

""""" .Q_,-.t- .. 
l\.,_ )s 

lN-y [r,,.,.-t 1 

::. 0 

(G) 

2. Lor~que nous annulons s dans (E), on obtient 
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N 

1f 
-f :,. 

p . l ' on c onsidère }T Gphs r es creuses , t . = 1 • ,..i ~ 

J 

00 

[( '" i )E F Tf + i - 1 1 + (m + 0 

...: ; ,{_ 

E 1 -

[(m 
+ i - q + (m + i )E r 0 i - 1 ' 2, ... 

f_ - 1 

E m + i - 1 i IC 1 ' 2, ... ... -
m + i e t c e c i }T foi s 

On r etrou ve don c le r ésulta t obte nu pour un " voi d" i s ol é [
3
] 
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P:r-emière correction des modes w m,m 

La prcmi~re correction des ~odes w revient à se limiter • mm 
2rn + 1 • ' uux termes en s dans le tableau~~ 

Il f aut d·onc r 8soudre 

=O 
dét 

Plaçons -nous dans le cas où E. 1 '"' t. 2 "' E. 3 • • • • ~N 

E.. m + (r.l + 1 ) t: 
1 

Cons idé rons 

2m + 1 •••• ___ ,!-_ 

A =ffi s 0 

1
2m+1 

2r:1+1 
(N-1) 

1
2m+1 

0 

2m+1 
(N-2 ) 

2
2m + 

1 

1 
2m + 1 

. . . . . - . 

on obtient ai nsi un problème aux valeurs propres 

dé t (A - À E) .. 0 

po s ons A = 
2m+ 1 

m. s A' 

(N- 1) 2m+1 

C 
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et \ "" ~
, 2m+1 [ 1m+ (m + 1) E 

:n s = 
( é - E 1) 

A' 7 = 
1 

À 7,7 ( 10) .... 

soit J- = 2 m + 1 

A' 0 1 1 . . . . . ... 1 

1 }}- 2 )J- ( N- 1 ) }-'-

1 0 1 ........ 1 

1 )"- 1)-' (1!-2 )Y--

1 1 •• " • • • • • • • • • • • • • - 0 

0,:-1 l (H-2 l 

Pour r és oudre ce probl è~c aux valeurs propres, nous utiliserons 

la mé U,:Jde exposée dans l'annexe 2. 

N = 2 . 

"t >- ' ~ 1 X 
1 }'--

~ ~ ~ 1 X -
1!' 

1 >, ' - + -



1 

1 
Pour deux c: a vi tés , 

et 

m + 1 

2m + 1 

m 

m + 

( :: ) -
p rn, lfi 

Ill + 1 

2m + 1 [

I _ m 

m + 1 

Pour :icux sphères, -----------------

( ::) , m t 2m + '} - s 
2m + 1 

p m m 
' 

et 

f + 
+ 1] \ :: ) • Ill 2m 

s 
2m + 1 

p m, m 

N ., 
., . 

1 ~ ~·~ . = 

2,. 

1 

2 )-L ~ ).' ~ X .. X . 

2 0 

~ 1 1 1 ... -
2,. 

{, V, 3/L + 
., 

A' 2 
1 ..) 

= + + 2 
2? 

+ 1 

À' 1 
t1 - ~1 

+ 2 2_JJ- + 3 
= 

3 
2 ? 

+ 1 
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Pour tro i s cavités . ------------------

~)- m + 1 
{1 

2m . +1 

J 
m s 

2m +1 m+1 i m+1 

p m m 
' 

+~/•+1/ 2m+1 (-
1 

( ::)- 4 2
2m+1 

+ 
2

1 m+2 m s -

(- + ~ + t', ) (2m + 1) JJ m l m+ 1 2
.1 m+ 2 m, 

e t 

2m+1 (- + 5 }(:n + 1) 
4 ra s - r 2m+1 24m+ 2 , 

'--( :V· 
~ + 8 ) ( 2m + 1) (- 1 

m, m 
2

2rn+1 
2
4m+ 2 

Pour trois sphères . 

n 

( ::)-
p m m 

' 

m + 1 
2m +1 

5 2m. +1) 

2
2m +1 

( ":: ) • _4 --:-:-s_

2

_m_+_

1 

_+_m_+'(\ï=~ i::~
1
=-
2
: 2~=n-i:+:1 +=+=l==-)~=

2
'-+-._(::=:=2=+-+_

1 

_)_

8
_)_ 

m, m . ( 
2

2m+1 j 
2

4ra+2 

If • 

1 

3 )1 

1 
1 

-
2 JJ-

i\ m 
2m+ 1 

s + m (- )m+ 1 + V --
2

-'1-m-1-z.- + 

(-
2 

2m+1 -+ E ) 4rn+ 2 
2 

1 "1 /~ 
1 - = A. X. 

2 JJ-

1 

77. 



1 + 

1 
1 +-

2 p. 

r 1 : 

[- 1 - 3~ V (1 
1 ) 2 

(1- : "Y j 1 = 2 · 
+ - - + 4 

3 p. 

t 1 
[- 1 

1 ~ (1 
1 ) 2 

(1 - :?r ] 2 - 2 -- + 4 
3f' 3 ? 

\' [ ~ ( 1 
- 3 ~ f 2 

] 
1 1 (1 + _ 1 ) 

3 
= 1 +- + + 4 2 3 f 2 r 

[ 1 -V (1 \' 
1 1 -_1_) 2 + 4 

(1 + 2~ J = 2 
+-

4 3 f 3 )l . 

Pour quatre cavités . -------------------
k•~"(,• ~ •:;. -1) * 4~ H ( 1•-+<_,.,) '+¼- l 4""+

1
(1'""•~ A)' ],,.,.i- · 

• >'""+' . 1 1 ""+'- _(J,,,,+A) 1 

a f-,/""" 6'~ ".-,) :!: ~ ~,,.,+, ( l',..._ +~ ,1) ,,_ 11. 3 ~~ ''(l""'+l j "")> 
1~ « 

3 !? ,,,,,,+,t . .t. i~ + i.. . ( .2 1M +..-d 
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~~~r quatre sphères . ---------------

( 
w;) • ~ /=H (,"-'+ •h 1•="(1'-+-<_-1Y+t3

4"""(1'-+:: -1) l ... b,-.. 

W .!l'W'+A i..l"'--t- ~ 
P n., m 3 . J.. . (1.1">--+4) 

(:n m, m 

2• 

1 - -
4JL 

1 __ 1 __ 

3f 

1 

4 ,. 

1 + 

2 

1 

3? 

2 2m+1 

Ml 

+ J,-,..+-1 

~ [ /'"'+A ( / -•-j_A !- .l , _ _,_, (/-•~ 1 )'H. / ,,._+'(i'-"'+A}1 J n,, _,f-•• 

3°2 0,,,.+_. .2.IM+ t.. ( ) 
. 1. 2.,,._i- .... 

+~ 
,) n,,, +A 

1 __ 1_ 

. 3 ?-

1 --
2r 

1 + _1 

3f 
1 

2f 

2 

1 

2 ? 

0 

~ \ -4 
X"" A 1 X • 

~ \ '-+ 
X = I\ X 
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\' 
1 C - ~(-1 + ;., µ 

2/ 4~ )+ ~w~- -:rr H (, -rr 
41r +

4 
(, - 3~; 

sont racines de l' é quation du troisième degré 

= 0. 

Pour l a r és oluti on de c et te équation, voir annexe]. 
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' \ 2 
Etant donné les valeurs de À , on peut calculer/\, l , : 2 a 

\ \ ' 2 m+1 P 
par tir des formules /\ • /\ • m s 

m + À 
é_ trou s • --

À- m - 1 
E sphères .. 

À-m-1 

m+À 

2 
( w trou:1) 

2 
.. 'Il 

p 

1 

( m + 1 À _m_ 
2m + 1 2~n + 1 

m,m 

2 2 (w _ ) • w 
spheres p 

( m ~
1

_m_ 
2m + 1 + 2m + 1 

8
2 m + 1) 

m, m 

>: rm -=-1 rm =l rm-=3 rm= 4 ;rn =-5 

N ==-1 0 0 0 0 0 

N =c2 
~ -1 1 -1 1 

--1 -1 - -1 - ,1 -1 
Â) 4 18 --114:l 9 -1.1~"'1 8 ..,,j 11, ,1 5 -1,L/.,/lf 

N=3 -.,1, 3 5 3 --1;39 8 -Ji, 4 ---1 0 --11413 -.J! J 4 ~ 3 

-0)~ ~ 5 -0)03-:f. - 01 0 Of -0100-1 -0,0O0LJ 

0;480 0153 7- 0; 6~0 0;6/2 6 Qi 6-11 

N -= 4 
----J;S -11 -.11;59 -1 -Â;61/2 --1;G "'16 -,t;6-1l 

111- 'f j_ -11 b 4 t ,1;6c1 s- -1;6~ g 46~8 

-0; 10S -0; (/-13 -0 6 r2. 11 ï 
-06~ 9 . _q 6-1J 

018 .9 ½ 0; 9t9 0; 995 9S98 0)9 9g 

-~; 0 3 Y -~;O~l -1003 -j 00 03 -~;0001 

N=5 -1; g O y ,1) t ':/-1 1; 14-1 
/ 

-1/t 34 -1; 13~ 

-0/iSJ -q 04 ✓1 • -[J;0-10 -000<2 -QOOOl 

--1;605 -1 69 f -,j;t13 -1 '})9 -1731 

tm= 6 

0 
1 

--1 
-114;/ J 

-1 / Lf ,,f lj 

- 01000·-1 

Q6-ft 

- -1; 617-

-1; 6-18 

-0;6~8 

0;999 

--1 ;ODO 

,tt J:1 

_qooo~ 
-113-1 



1 1 

o. A; 

o. 33 

o." 

o. 3:1 

Les 3 r a nh es des diff&r e nt s mo d e s e n f onc t ion d e s p our N vari a n t 
d e de ux J cinq sont d onn ~s par les t a b l e aux sui v~nt s : 
( tab le traç a nte EENS ON ) 

• a 
Il /1/'p 

N=2 M=l 

---==============: 

o. 2 o. 3 o. ' o. s 

N=3 M=l 

o. '\ o. e o. 3 o. ' o. 5 

SPLITTING 

o. S8 

o. (li 

o. :Ill 

N=2 M=2 

----------======:i~~~ 

---------========~; 

o. '\ 

1 t 
\/ Ill p 

o. e 

N=3 

o. 1 o. e 

o. 3 o. ' o. !5 

M=2 

o. 3 o. ' o. 5 

82.. 



N") 

CO ..... .,. 
" n .. ... .. 

"' 
v,o,..., ~ " n ~ ..,. Oo1V1 g s g s 8 g ig §§ ~ i 1-

§ § s §§ "' è a è 
1 

1 
.. .. 
è è 

" n 
N è è ¾ N 

Il ::s .. .. 
ô è 

7T lf) 
z Il .,. z .,. .. è .. è "- o.. ") :> ..... .. 

:> .,., :> 

:i s :i s . è è è Q 

" 
.,. .... "' "' ..... .,. 

" n .. .. ., 
"' § § s §§ gg g g Ë "' s g ô s ô 

... 
è ô 

n " 
,..; è è 

~ 
,..; 
Il .. :E: .. 

è è 

"'1' 
Il Ln z .,. Il .. 

è 
z è .. ., 

CL. 
Q. :> :> .. .... .. .. :> :,, 

lS ~ a ~ 
ô . 

è . 0 0 



1 1 

't< ,d1erc!1E:· des morlf)s w pour l! sphères creuses. 
0 , 0 

N·::: 1;G devons alors r bsou ::1.-re 

E' - -
E - 1 

0 0 

€ 
0 

[ -

dâ t ' = .::, . 
' ' ' ' . ' 0 

' ' ê 
0 0 

[- 1 

H 

1fous ob tar,ons (€: 1 ) = 0 

[ = 0 

2 = w p 

Ilech•}rche if.s mode: : w pour N sphères pleines. 
o , 0 

1 0 0 

1 -E 
1 

0 
- f dJ 1, 

1 = () . 

0 

0 0 
1 

1 -E 
J'o us r à t e nor.3 

1 - é. 
= 0 

f. = DO 

( 
2 

wsphère s ) 
0 , 0 

= 0 
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11 

~pprox ima t ion des mnd en w m, in. 

T;n e ;~ppro :d rnn ti o n ri es ;nc;à es w 
m,m 

( f.: ) en s e 1 i m: t:J.n t à : 

E j ( m + · j - Aapproché = o . 

[ -Ej 

~ ir,pr oc h0 t1m + ( m+ 1 ) E 2m +1 m "" 0 0 .. E - E 
.:, 

1 
' ' ' ' 2m + ' ms 

' ' 
' ' ' 0 ' ' ' 0 

' ' ' 2 ' ' 
m + 1 

' ' 
m s 

' ' ' ' ' ' ' ' ' (m+1 )ê ~·m 1 é J'fll + 
+ 

C 0 m:· 
E. t'n 

Cc ns i dJ r ons N sph~re s creus es : E 1 = E 2 = ••• c EN 

~ppro ch~ . 
f . es t donr; un e ma t r ice de la form e 

a b () 0 

' ' ' b ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 0 ' ' ' ' ' ' ' ' ' de dir,,e ns lo:n r X N 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 0 

' ' ' ' ' 'b ' ' ' ' ' 0 0 ' b a 

,~ + ( m+ 1 2 E 
a. t f --

b 
2.n + 1 

== l!I s 



N 
1f 

k : 1 
( a - 2 b cos 

Donc a = 2 b cos 
k lT 
r + 

m + (111+1) E (k ) 
f (k ) - 1 

2 
2m +1 

m G COG 

k 

2m 
2 Ill 

,. ., 

k 7r 

r + - m 
1 

0 • 

:: 
1 ' ... ' N 

1 
k lT 

+ c os 
N 1 + 

E (k ) - 2 u+ 1 k Tr 
1 2 rn + + m s co s 

N + 1 

Or , nous a vons 

~ 
w 

2 w 
p 

2 
w 

2 
y( 

p 

1 - E. 

m + 1 
= ---

2m + 1 

E. - 1 -

2 w 
_Q 

2 
w 

2m + 1 
m + 1 + 2m a 

2m + 

2 m 
m + 1 

Comparo n o 3. vc:c l es r é 3 tèl ta t s ries 
2 

w 
2 

w 

2 
w 

? 
w -

p 

1 • 

m + 1 
2 1,1 +1 

J) 

C0 3 

2 ;a + 1 
s c os 

k ,r 
r + 1 

du paragr aphe B
3 

86. 

k =1, •.• , U 

} 



1 1 

H 
~ j = 

2 
w 

2 
v{ 

p 

e t 

2 
w 

') ,._ 
w 

p 

2 . 

m + 1 
2;n +1 

m + 1 
2rn +1 

[ 1 + 
m 

m +1 
8 2m +1} 

Ill + 1 
m 

0 2m +1 ] 

Pour !: 1 P. t H 2, en retrouve les vale urs exactes de 
2 

w 

2 
w 

2 
w 

p 

et 

2 
w 

2 
w 

p 

") 
.J • 

Co Y! s iùâ rons 

2 
w 

2 = 
w p 

ut 

2 4 
w 

2 "' -
w 

p 

m •t- 1 
2rn +1 

•n + 1 
2m +1 

les 

m + 1 
· ) 
._ Il. +1 

,·al eur.s 

[1 

2:n +1 
l!l s 

(-
2

2r.1+ 1 

w 

V2m 
m +1 

e xact';!: de w 
m, m 

?.m + 1 s 
rn J - • 221:1 + m +1 

(- 1 + V + 8 )cm+ 2 2r.i l m +2 +1 

+ V 24 ,:H 2 J2m + 8 + 1 ) 

2 
p 

1 ) 



1-, --~-

1:.5 ~lj ~cons l es termes en ---- d.ans les valeurs exactes ùe w 
22m +1 m,m 

2 
\<.' 

2 
w 
r 

E t 

2 
vl 

' ) 
'-w 
p 

= 

= 

m + 1 
2m +I 

- 4 2m+1 m G + 2 I{; (111 + 1) 

+ 2 v-:;_- ( 2m + 1 ) 

~e us rPtrouvons le3 val eurs npproch~es . 

"î 'i • ... 

2 
1 2rr: 2m w .n + ( + + n i"-ooo ) = --- 1 s 2 2rn +1 rn + 1 ..._ ' . .. ' 

ri 
p 

E:t 

2 
1 2m 2m w m + 

( 1 + + 1 
(J,3090) " = 

2rn 
s 

C +1 r.i +1 w 
!.l 

~onsid5ro~s l as val~urs e ~ac te s fe w : 

w 
') 
'-

p 

m,m ] 

+ 
./l'f>'\+,t 

=~ L-1.+~ 
2 f'Mt~ [ lhit-A 

88. 



et 

2 
w 

2 
w 

I i 

;>,, + -t 
+ 1 /)'>1 f-,J. 

Fégligeons les te r mes en 

exactes rl e w 
rr, , m 

2 {1 w m + 
= ---

2 
2rn-t- 1 \/ 

p 

·3 t 

2 
1 

{1 
w r,1 + 

= ---
2 

2m+ 1 w 
p 

et en 1 

2
2rn+1 

3 
'.?m+1 

?m +1 (½ 111 ± + 8 
m +-1 

2m +1(- 1 + m 
s -

m+1 
,.., 
,:;. 

!fous retrouvor.s les valeurs aI)prochées . 

Remarqu e . 

On peut faire de même pour N sphères ple i nes. 

délns les valeur s 

YîJ) 

1it)} 



1 1 

90. 

Première correcti on des modes w 
1 m+ , m. 

Pour r e chercher les modes w 
1 

, il suffit de se lirai ter aux ter
rn+ , m 

2m+1 2.n+3 mes en s et s dans le tableau 2. 

Ce ci dunne le tableau 4. 



0 

0 

0 

0 

0 

h • = t (.,,--r,) 
-r:-.1 /1 l H~..J)'.:J 

'l...c,, , ............ 

0 

·· - c..c .. J....C.U"O 

.. :.v; w 'WJ 

0 

0 

0 

,,....., rt'Y · r-<) 
~ ,. "M.cl 

I"""~ o 
l,&,t/ ' r,.-"'-'V 

0-

0 0 

0 0 

0 0 
..: 

0 

0 

.. -- - 0 

0 

0 

0 

~ .. ,...,.v 
(,...,.,f • .J"-<lo 

"""" ' rJ-lA\, 

0 

t .,,.., r Y 
<...( ---•~u ... ...,, 

""''"" 

0 0 

0 0 

0 0 

0 

0 

0 

0 

.0 

(,...,, (, ·N) 
f .. ...-i' ' •W-410 

~,., .. """ 
: 
If,"" ~V 

'i. • ....,,<( " ""' â 
--"" ' ,+\UJ 

0 

0 

0 

0 

r•~ i(v·N) 
"--'---

( •"""l(( ..., if 
"-'J'tt-L"v 

1 
1 

0 

... ...,ir-t-1] 
... ...., 'Oq ~ 

""'"" 



"P -.J -

DSv0Joppom; l e t:i.bleau selon l a règle ci.C?~ rr.i neurs, on o1 >tient 

ob 

lt 
i = 3 

oO 

Tr 
i = 3 

E_m,.ffT";.A)l 

{,. - { 

""•""" 
), 2-♦ ~ 
~r, 

1."'"4 ♦ ,'\ 

/1 

ri·"" 
~ :,;-" 
vv-A}'---•A 

0 

o"""•.,.,..... 
~J:>~·r--•J 

A : ,-. + l 

~,-
11"' ,.,1 .... ,J 

~--/""''" 

E 
1 

(rn + i - 1) + E. (m + i. ) lT f. ?. (m + i - 1) + [ (m + i ) 

[ - E., i. z: 3 E - E 2 

[ l' ( m + i - 1 ) + E ( m + i ) . 
E. - E. r 

0 
fY" ,l"'I 

~.l'JJ,...,. 

,19,.,.., •• 

,.... ,,... I[ J?,.,_ •• :-... 2 ""-t-fr. -+-t) [ 

,-1''"''.l. f 2- - [ 

,.,., ,,.,.... 
{} j,...... 

~ i> 
(IJ -j~""" 1 

(. (f"l'I,,), (,-,, i)f 

(. - { 

fn1-.' 'i ""°' n l ,-.+ l 
1,,m ,,. i) ____ , 

,/',..,,. J 

""""' .11"'-t-• ,e,.., Y> 
- -~ - ,. ~J- i_) ,._ 

/k(#AI f"' 

a"" r,o. ..,, l 

Â~ ,...._,,._ 

0 

,.,,, ',"" \t r--•• ,,..., 
f) J~-tJ I i-tj 

.-<;,,,,, ,. J) ,.,.., :) 

(~ -;J'-' ' I"'--()' - '" 

,-,'"' 
O tyn ,..A :/P"'\,+'1 

.;i2tn>-2-

0 

o"""'/W\ .t ~.,. ... 
...\i-,...,, .. -1 )) 

1/J -.2} .2rrM ~ 

f'ht..,4,(h,\ J"""'fi 
a ,,,.,. A J) 

~ 
.A 

fil/k<♦ A)<(-11)( 

Î2 _[ 

n,..., •,"" 
..{,""' ,. J,.,.t] 
- --- /) (!J --l) J,.,.,J 

d_; t 'J = 

th-V'>"' 
o.,.., 1,.., •• __ )\ 

("1 - .A) .1, ,.,..,,. 

"'1,tm j-♦ • 
Cl.,,.,.._ j) 

(!J -i) .. - .... 

[(\J ,"'-/ (l"<+•J ( 

[ ,, - [ 

"" ... ~, fh1 
~J>2'""'•l 

(N -A)~~• + 2 

C 

tm,n., 
o. J,..,"td 
~r,. 

{Jv-,) 1-.1, 

""·"" O.m,., r-,'-"' -+4 

l N-!)Jt•M2. 

0 

f>rl--, ... ,1»1 

l'\,.,..,,.~ .t,,,. t- ~ ---n 
{fV-,,f--•l 

~ .. ,,..,,., 
"'1+ ., "" 

Cl""' .,,,.,.,q o..""':1. ;..,i ~ •} 
(N-.i) _.,.,.,l 

1- - -
~ - 2) :~-: 

0 
rk,t~-1/..{~Z)f 

[,., - E 

ma tri ce ,l e rU mens ion 2N :x: 2N 

92. 



ot> 

[i 7!3 

t . (m + 7T 
j = 

RernarquP.;; . 

, mm 
0 

m 
mm 

" = m 
fil 

i - 1 ) 

E E. 
J 

, m +1, rn 
0 

rn + 1 
( rn + 1 ) ( 2m + 2 ) 

h m +1,m = (m + 1) 
m 

mrn ) a = - m (2m + 1 
1.1 +1 

m + 1, ·n a 
Il +1 - (m + 1) ( 2m + 2) 

m +1, rn 
a = m + 1 

m 

93. 

f (m + i J J + dé t B = 0 

Recherchons la première correction des modes m+1, m pour N ca~i tés. 

c'est-A-dire quand f
1 

= 

Pour 1 • m, m + (m+1)é • 

E - m 
m+1 

2m+1 X s + ... où X est une constante et 

Pour 1 • m+1, (m+1) + (mf-2) E • 2m+J 
Y. s + ... où Y est une cons -

-- - - - - E m+1 
tan te e t - - -

m + 2 

Nous pouvons diviser les N dernières lignes du dé terminant de B 

par s 2m+J, ce qui les re nd indépendantes des. 



J-v f+'""' /1-,y) t'J.'--" ? (?-N) ç .. ...., 7 (• - ri) ,-+-' ~ (v- IV) 

0 · - - l(~o rr-- "I(' ....,, 1r 
y--

[ +>-'Ù ~ "'<Ji 
J(n~J+(•-+"'<I) ....,r f+.....,l : .. ~êJ 

' 
,....,, 1.,-l"v ""l' • -+""'I ...,,~""Il WJ 1. ~ "'V 

' ' 
' ' ' 

(-'-'-'T:'(1 - rv) ?+-Vvl7 (,-('{) 
' ' 

1 : V 
: ) - y ' f.,"-"l y "t-+.W• 

r .. - ·/< .. +"'<lo f+...., ref \.<-\f'O 
-· -

](?~"'11)4(•-+"-") 
0 '{H"<li <C ""'â (+~ f.;."""l 

"'f'•+-""' ""V'H"'II ...,,~ .. - """ '>.J-1.W 

(+w/Ï,-"{) T-,.w; r(v-N) f-+""'î V 1 ➔ .,,.,Vi "" 3-v 

c( H ·i.w'O 
~--- . - - (, V• ➔ ""-'b (( '-'-o )(1-+.....,,]t(y+w./) 0 

f4w.l°t 'H.....,u r~wî w.! ' >-+"41 
~-r .. ,,1.,......, 1W W., ""Î -''H t,J,/ 

0 
~ t l{J,J'/; 

0 0 0 0 - -. -
y 

' 1 1 
1 
1 ' 

1 

' ' ' 1 1 1 

1 1 1 1 1 

f + \(.(,/ , 

0 0 
.. . 0 --- 0 0 v 

Ç+w.l ( 

0 0 . -- 0 0 0 -r 

c +Ul 
+ ~ 

t + tue ~+w J- ~ - - .. 
3( ~+tu) ~ + tu 

è + ll1 
( ~+tu) 

- tu 

è 



11 

. 

C = 

Ce qui nous- donne 

OÙ 

N 

(- ) dét C • 0 

2m + 3 

""'+'"" a , 1,,..,+J 
,..., .... -1 ~ 

,1 l lh,-tJ 

C de dimension N x N 

Considérons Y=(~+ 1) + tm + 2)E. 
1- E. 

0 .Â 

.A 
J. "".,. J 

..A 0 

D "' -tm+1) t2m+2) s 2m+3 
.f 2. ,..,....,.., J 

Â /1 

(N -j i l'M + J (N -2) .2fhl+J 

95. 

Â 

(111 - .A) .l Î'-1. ... J 

.A 

/N- 0 .2 r,.,+ J 

0 



On obtient ainsi un problème aux valeurs propres 

dét lD - ~ E) • o qui se résoud de la même façon que pour les 

modes w m,m 

96. 
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F = 

Première correcti on des modes w1 m 

' 

Pour l a recherche des mo de·s w
1 

, il suffit d'annuler le détermi-
, , m 

nant formé par les (1-m+ 1)eme é l éments de la diagonale des N x N 

. matric es du tableau 1. 

Posons J = 
l + (1 + 1 JE. 

1-é 

Le problème s'écrit alors sous la forme 

où E est la matrice unité 

e!: ou 

J ""'-- y 
h 

dét tF - J E) = o 

2,/M ,e.,2 .... 
Q j )) 

~

I,. t-A 

0 
.t ... ... 

(N-~-U+--< ---1 

Prt rr.,.. J2+-A .PI m... 
))t24--i 

_![L~ 0 O..J 

.2 j +,, (tJ -2-) .d + ,, 
A 

0 

Remarque 
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ANNEXE 1. 

Tl0s oJ.u tion d e l'équation de Laplace en coordonnées b.i.sphoriques. 

Lef: eoordonnfo:.,, bisphJri ques d'un point ~; '? 1 f ) sont défini e iJ 

pa r / = 1 n ~ 
e+ 

7 =- ~+ - 6_ 

I = I 
où ( (:+; J+ 

1 
p ) et ( e- J {)-_} cf; ) sont les coordonnées sphéri

ques par rapport aux poi n ts a et - ét sur l'axez. tcfr. figure 1.) 

L','.i quation fi V= o s 1 ;Jcrit [ 1J: 

.:!_ [_È_ (~ à y ) + _j__ 2- (--R J-w,.. rry ~) + k_ 
-fiJ. VA ~oY ~rr; ô'? ~ o1 ~1 
Oll J - ___ a. ___ _ 

.)-<- - c.cn-$.. J- - c.m 11 

=- 0 

L'équation de Laplace es t séparable moyennant l'introduction d'un 

facteur de modulation. v-v,-,-~.l.L n~rn p(I IY] n<l - ~· /- -~- { . L ) {1 fi 

L' { .:].uati o n devient : iF 7 .=!.._ _l_ ()'wrifr[ 4F )+ ~ ·/F _ f._:o 
o_y-1 ¼ 1 ô 1 d '11. ·1w/- '1. 0 r/> 1 'f 

La séparati on sous la forme F = .M (j-- ) • H ( 1_ ) • p ( f ) 
donne 1 8s 3 é quations 



11 

Ces équatio~a ont pour solutions 

.. /"'"*f)J->- el: ;: (m+}i) f-

i. rm cp 
e. 

/)')'t 

et Q m ( c~ ~ ) · 

e t e: i ,,,,, f 

La solution gé né rale s' ,jc :rit donc 
o/) +m 

L L 
m :o rm : -t>t 

met n entiers positifs 
o -..i nuls 

1 :n j L n 

99. 



-

-Cl 

- figure 1 -

... ...J 

p ,{~,~, ~) 
'f,1d J 

De ux voids carac t,~risés par leurs coordonnées bi sphé riques 

où D est la distance entre le centre des 

+ 

voids et le pl an (x , y) . 

- _J_ ____ _ 

100. 



1 1 

l 

➔ 

Il~duction de KX • o 

où K k a2 • • • • • 

A?71'TEXF.2. 

k 

Le problème peut s'écrire H X z:: 

avec H = 0 

0 

101. 

et 

Le déterminant final obtenu lors de la résolution de l'équation de 

Laplace pour P sphères pleines ou creuses est un d~terminant d'or

dre 1! de cette forme. 

Nous nous proposons de s i mplifier la recherche des valeurs propres 

)._ dans l~ = .\ T 

Si l; est pair, on pose } = 2 n 

Si N e s t impair , on pos e N . 2 n + î 



1 • N pair. 
-------

Le r,roblème s'écrit sous la forme 

[: t -: ] [~] - À[;] 
~ -➔ 

où X = x-i et y - Y,i 

X 
n 

A = • • • • • • • • • • 3. 
n 

a . . . . . . . . . . . . o 
n 

Bt transposée de B. 

Il faut que 
---t \ ~X B y ,.. ,'\ 

~ \ ➔y 
A y • /\ 

~ + -+ Pos ons y - - T X où T = 

( 1 ) 
~ ~ À ~ devient A X + B T X = X 

0 

B • a 
n +1 

a2 • • •• • • •• • • • • .an+1 

( 1 ) 

(2) 

....... 
/ 

/ ,, 
/ 

/ ...... 

( 1 ' ) 

,, 1 ,, d'ordre n 

0 

(2) Bt~ + ~ 
:,\Ti .l. P.vi e nt : - A T X = ( 2' ) 

;,1ultipliant (1') par T, on obtient 

T A 7 : T n T x - À T°? ( 1" ) 

102. 



1' 
--~ ---- - ,-,-----------,-~ -------------;-:------ -------~----

De (1 11
) et ( 2 ' ), on dédui t: 

( AT :.!: TB T) 

t 
Etant donné que A et T c o mmutent e t que TB T - B . on n 

A 'l' :!: T A + TB T 

s ont clo ne solutions de (1) et ( 2 ) 

Conclus ion . 

Le probl è me de la recherc he des 2n valeurs propres et des 2n 

vecteurs propres correspondants est r:.aoné à la résolution cle 

de ux problèmes a ux valeur s propres de dimension n 

103. 



2. N impair. 

Le probl ème s'écrit sous la forme 

- .... 
1 A n + 11 

. 

. . 
3.2 

a 1 • • • • a 2 
0 a2 ... a 

n+ n+ 

:3 t 
él 2 . A . . 
3. 

1 n+ 
... 

où A "" 0 a2 ... a 3 "" 
' 

n 

a ' 2 ' 

' 
' . 

1 

. 

a 

a 

--t 
X 

0 

-+ y 

n+ 2 

+ n 

. ... a 
2n+ 1 

. . . . ... 

a ...... 0 él 3 . • .. • • . • . a n+ 2 n 

"t ES [:l] 
_,, 

[IJ 
y ,. 

--4 

( an +1 • • • .a2) Pos ons V , a ' 
-+ (a2, • • • • • • a 1) u = a3, n+ 

~ -4 \ "1 ( 1 ) Il faut que A X + I3 y -= 
_. . 

"t 1t (2) V + '"' 0 

Il t 7 + 
-4 

A y • Ài (3) 

--4 -4 
Po s ons y =- T X 

( 1 ) 
-4 ~ ~i ( 1 ' ) devien t A X - B T X ... 

( 3) devient 3tt 
~ -À· T ;( ( 2' ) A T X -

-\ 
X 

0 

--+ y 

104. 



105. 

mul tiplj ant ( 1' ) par T, on obtient 

~ --+ 
À T Î ( 1" ) T A X - '!' E 'l' X = 

De ( 1" ) e t ( 2 1 ) ' on dé duL t 

-4 Bt ) 
--+ 

( T A - T B T) X '"' (A T - X 

Etant donné que A T = T A et que T B T = nt, nous avons 

'l' A - T 3 T "' A T - Rt 

~ ➔ 
Y = - T X es t donc compatible • L' hypothèse 

De plus , l'équation 

( 2 ) est satisfaite. 

Le problème revient don c à r és oudre 

--+X = \ --+X ( A - B 'I' ) À 

Remarquons que l' équation ( 2 ) n'es t pas satisfaite si on pose 
~ --t Y =- T X. ?~ous éc rivons donc le problème s ous l a forme 

-
A a 

a 1 •••• 11 2 n+ 

Bt 

-
Il faut que : 

--+ -n 
A X + a V 

ntt -H 
+ D. u 

-4 -i -"?' y 
V X + u 

n+ 1 
. 
. 
. 

112 

0 

a 
2 . 
. . 

a 
n+ 

+ 

+ 

= 

R 

a 2 . . • •• a 
n+ 

A 

1 

~ 

ÀX T-1 y C 

~ 

ÀY A y ,. 

\ e 

-

1 

-

a 

----¼ 
y 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 

--+ 
X 

a 



-4t 
OÙ V a 

n+ 1 

---i --+ 
Poson s Y T X. 

(1) devient 

( 2) devient 

____,t 
c'.l V 

-,t 
a u 

et 

l,Iultipl io.nt (1') par T, on obtient: 

. T A 7 + a T -;jt + 'I' B T K = )_ T ~ 

De (1 11
) et ( 2') on déduit : 

T A 7 + a T -;jt ~ 
+ TB T X 

él 
n+ 1 

( 1' ) 

( 2' ) 

( 1" ) 

F.tant donna que A T = TA et TB T = B\ on obtient 

->t 
a T v 

-tt 
Q. u 

est donc solution de (1), (2), (J) 

1~ous avons 

~ ➔t 
A X + il V 

-+--+ _.~ 
V X+ u y 

~ =À'I' ~ 

---+ __. 
or u = v T 

~ 
+ l_l 'I' X 

À a 

Rernpl~çant dans (5), on obtient 

-4~ \ 
2 v X = A a 

(4) 

(5) 

( 6 ) 

106. 



107. 

Le problème r evient donc à résoudre 

~ -.f t 
(A+ B T) X + av 

2--: K ==~él 

Ce qui peut s ' 0c rire 

( A' + B' 'I') ~ =-A Ïi 

où p_ • A 0 

où 

C 

a n+ 1 • • • • ;i 2 0 et T = 1 d'ordre n+1 

:) 1 = a ...., 
1 n+ 

B 

a 2 

0 a 2 ..... a n+ 

Conclus ion . 

Le problème de la recher che des 2n + 1 valeurs propres et des 2n + 1 

vecteurs propres correspondants est r amené à la résolution de deux 

probl èmes aux v~leurs propres 

se cond de dimensi on n + 1. 

( A - B'I' ) ~ = ~ X 
(A' + B' T) rt = .À R 

le premier de dimension net le 
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A JT t-: F. X F 3. 

1 js olution de l'équation du 3c dear~. 
\ 2m+ 1 

111+ l\'m s 
Oétns l .1. re c herche dc ,3 val eurs de E = 

s phères .:1 li _:,rr ô es , r1ous d e vons rechercher les rn.cires de l'3quation 

a ~· 3 + 
\, 2 \ 1 

/\ + fl.2 À + él3 = () ( 1 ) 

-
[ 2 ~ 

+ )/"] 

[ 
2 __ 1_ 1 

?. 
2] 

;/Jl 23,U 
+ (1 + ~J + 

[ 2~ 

I) 2 2 ] + 
23 }-l 2ë. }-l 2 P.3Jl 

Il n' es t pas facile de calr.11l<'r les valeurs d:J Â, auns.i utilisons 

nous l'ord inateur . 

2m + 1 e t que m est un entier positif ou nul. 

Recherc hons une 1imi te s up-§rieure des racines ~. 

pour ,? 

1 _1_) 
2 

23 y 
+ ( 1 + + 2 = 

3,JJ-

') 
'- 1 1 

2 1 2 2::::,..o .::::::..1 

23 .)l 
+ + + -- + pour / 

3 .,,u 3 2 y 

r. -, r 1 
<:: 1 donc 

1 
.:::::.. C, 

23? 
1 -

23 ,. 

2 2 1 2:::::,. 0 

22 _}J-
+ + 

3 2 y + 
3 }1-



4 
+ 

'2. J-

4 
'c! f 

car 

or 

2 

l Jl 
~ o 

:ionc 

-.:L -
2f 

de plus 

,1 .• 

or 

:'l.onc 

4 

22 

-1 2 

') )l 1 f 
'- .J 

23 ,. 

2 4 

::2 J- + 
2~ 3!-1 

e t 2 f + 1 .:::... 1 

2 _,. ::::>- O pour ! 

2 

22 

2 

23 

po u r 

~ 1 

= y 

> O pour J' ::::,._ 1 
/1 

2 . (2 ? + 1- 1) 
22 ,? 

l ~ 1 

4 . 2 2 JJ- - 2 . 3 f 

23 f . 3f 

2 . ( 22 JJ- + 1 - 3 1) 
23 }1 . 3 f 

2 
3 

'>o pour 
2 r 
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On a clc,nc a = 
0 

a < o 
1 

T, ' ~qu a tian ( 1) admet :tu moins une racine rJelle de si[.rne con-

tr;; ire à ! l y q donc au moins une r3cine r jclle positi-

110. 

vc . 

De Plus , T 
.LJ = + {If: es t une lioi t e supj rieure des ra-

cines posi t ives . 

p est 1 1 indice du premier coefficient n r:iga tif 

r .. max 

Nous ~vans ici L 

2 Î _1_) 
2 

1 · 1 I= la2 I 
t 1 + 2 > _1_ + 1 

i .? 23 Jt 
+ -t-

22 ,. 3f 2f 

C f't'r. t 
2 > 1 

en ? 22 - - - - p J 2~ 

et 

1 1 
2 1 2 1 

23 
+ ( 1 + - -) + 2 = - + 3 + + 

32 f 
~ 2 ,. 3f -;) f 3f 

tandis 
1 

<2 que 
2 f 



111. 

Comparons I a 2 I e t j a 31 

+ 1 + +2-_4_ 
2 f 

4 > 0 

2 - et tous les aut res termes • non t > o . 

rou:; obte non s N l 121 

') 1 1 
2 

J, 1 
t... 

( 1 ) ~ + 
',12 y 23 )l 

+ + + 
3? 

no us uti Lsons la m--S tho dc deNe wton Raphson d e formule itérative 

\'' Dans 1 e p r ogramme de re c h e r c he ·des racir. es A n ous partons de la 

valeur L, en chois ~ss ant l e pas E néga t Lf et assez petit pour que 

l a rn :§ thode de 1'Tc 11ton Raphs or. c.;onverge . 

:fontron8 que l es tro is r a c ines de 1 1 .Sqm,.tion sont distinctes . 

s unposn~s qu' i l y a i t de ux r acines co nfon dues . 

f ( ,\' ) s ' Jc ri t a l :i r s 

( Â 2 
( A s J X 3 ( 2r s ) Â 2 - r) - = - + + 

r 
( 2r s ) Â ( r . s .J - + - r 

2 

il fau d r ai t avoir 
r 

a2 = - 2 a 1 

donc r 
2...12 

qui n' es t racine de 1 1 équa tion = pas 

(' ( X) 
'.l 1 

elle devrait vérifier = 0 car : 

r 3 2 
+ il 1 r + a 2 r + a3 = 0 

2 
c:. 

( - 4 
2 ) . .3 a a + a + 3, 3 .. •11 = 0 2 2 1 

( 2 ) 



11 
112. 

at=1.nt donné que a.
1

, a
2

, a
3 

sont strictement né

gatifs, le membre de gauche de (2) est >o 

On n. une con traJ.ic tion ce qui dénonce une hypo

thèse fausse . 

1 es trois racines sont distinctes • 



1 1 

FCX,A,B,C)=X**3+A*X**2+ B* X+C 
FPR I~(X, A, 8 ) =3.*X**2+2. *A *X+B 

N=S 

fl EAD 9CO,M1, M2 
900 FOR MAT(2I 3 ) 

REA D 300,E PS,DEL 
300 FORMAT( E15. E) 

[. :) 20 M= M1,M2 
M11 =M 
FMM=M11 
FM=2.l'.r M11+1. 

11 j . 

A=-1./2.u*FM-1./2.**(2. •F M) 
B=-2./2. **(2.•F M)+1./2.** (3.*F~)-(1.+1./3.**F~)**2-2. 
C=-4./2. ** f ~-4./((2.**FM ) *(3.•*FM))+2./2.••<3.*FM)+2./2.••<2.*FM) 
L = 1 
I K=1 

3 FLI=IK 
X=(FLI-1.)* EPS+1.-B 
FF=F(X,A, B,C) 
I K=IK+1 
FLI=IK 
X=(FLI-1.) * f PS+1.-B 
FFF:of(X,A, B,C) 
P=FF*FFF 
I F(P)1,2,3 

2 Xf?=X-EPS 
XL=X 
I F(L.NE.1)GOTO 33 
FLA3=XL 
GO TO 3 4 

33 I F(L.NE. 2 )GOTO 35 
FLA4=XL 
GOT ù 3 t, 

35 FLAS=XL 
34 L=L+1 • 

I F(L-4)3,39,39 
1 XR=X-EPS 

XL=X 
X=XR 

7 XX=X-F(X,A,B,C)/FPRIM{X, A,B) 
T=AbS(XX-X) 
I F(T-DEU4,4,5 

4 I F(L.NE.1) GOTO 36 
FLA3 =XX 



GOTO 37 
• 36 I F(L.NE.2) GOT038 

FLA4=XX 
GOTO 37 

38 FLAS=XX 
37 L=L+1 

IF CL-4)3,3 9,39 
5 X=XX 

GO TO 7 
39 PRINT 9000,M11 

9000 FORMAT(1 h1,/////,'M=',I2 ) 
PRINT 8011,FLA3,FLA4,FLA 5 

8011 FORMAT(1X,'LAM1=',E15.8, 2X,•LA~2',E15.8,/,'LAM3=',E15.8,/) 
20 CONTINL E 

STOP 
END 
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11 5. 

M= 1 
LA-.,1= 0.19043007[ 01 LAM2-0.15808970E 00 

LAM3=-0.16055861E 01 

M= 2 
LA~1= 0.17711506E 01 LAM2-0.41068774E-01 

LA..,3=-0.16978550E 01 

M= 3 
LAM1= 0.17414446E 01 LAM2-0.10377496E-01 

LA~3=-0.17231932E 01 

M= 4 
LA-.,1= 0.17343588[ 01 LAM2-0.26016687E-02 

LAM3=-J.17298002E 01 

M= 5 
LAM1= 0.17326231E 1 L~M2-0.65088411E-03 

LA~3=-0.17314835E 01 

M= 6 
LA~1= 0.17321930[ 01 LAM2-0.16275048E-03 

LAM3=-0.17319088E 01 

M= 7 
LA-.,1= 0.17320862E 01 LAM2-0.40689468E-04 

LAM3=-0.17320156E 01 
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Conclusions et extensions . 

Dé gageons les r ésultats s i vants de notre étude. 

1. Nous a vons mis en évi dence dans la première partie que les cor
R 4 recti ons en (D) étai ent nulles pour tous les modes de deux 

sphères ou deux cavité s . 

2. Nous avons découvert ne règle ·de somme sur les corrections des 

modes 1, m (conséque c e de la trace nulle p. 97) : la premiè

re correction pour le carré des fréquences des modes m, m est 

donné e 
) 

(~)~ 
w p 

par 

"' 1 + À~' N 
l 

2m+1 
s 

Les coefficients À m, N satisfont la relation 
.l 

N 

r._ 
i = 1 

\ m, N 
A . • o 

l 

de sorte que le centre de gravité du splitting reste inchangé au 

premi er ordre comme dans le cas N = 2. 

Nous observons que pour chaque m, la correction maximum augmen

te avec N est est t ou jours de même signe. 

]. Nous a vons réduit l'ordre du déterminant apparaissant dans le cal

cul de la première corr ection des modes mm. 

Pour N variant de deux à cinq, le problème se ramenai t à diago

naliser une matrice de dimension N et de trace nulle. 

La théorie des groupes permet de réduire cette dimension à 

N 
2 

ou N + 1 
2 

et N-1 
2 

selon la parité de N. 

Plus de temps nous eû t permis de rechercher les modes 1, m pour 

N sphères différentes . 

Il eût aussi été intéressant d'envisager le cas d'une sphère de

vant un plan et enfin l e problème d'une chaîne infinie de sphères 

quelconques. 
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