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I. - GENERALITES . 

Ré cemme nt , l ' observati on de structures poreuses par

ticulières a soulevé le problème de calculer une i n t eraction effec

tive de t ype Van der Waal s entr e des cavités ou "voids " d A.ns l a ma-

ti èr e . Lorsqu'une c avité est créée à l ' int f rieur d ' une surface mé-

tall ique , des charges fluctu r1. tes appar ais sen t sur l es surfaces 

frontières . 
[i.1 

Les v oids r ésu l tent de l ' ag~lomérat de plusieurs 

petites cavités sphérique s , appelées vacances; ces vac~nces s ont 

ac cumulées lorsque l ' irradi ati on dans le métal est suffisam.~ent 

forte et la température assez é l evée . Le s voids app araissent géné-

r alement dispersés au has ard dans des r ée;ions homoeènes irradi ées . 

Cependant , il faut certaines conditions expérime ntale s spéciales et 

i l doit exister une certaine agit::i.tion du r ése au pour que les va-

c nces puiss en t voy ager . 

Depuis quelque t emp s , les proces sus de r éactions 

nucléaires et "cristallisa tion" de s voids ont retenu l' attent ion 

ceci est dû .en f ;, i t à. l ' impor t ance technologique d ' un phénomène dit 

de "gonflemen t" (augmentation de volume ) . En pratique, l a fraction 

de 60nfl ement , c ' est-à-dire le volume du void divis é par le .volume 

t t 1 t t d 10 d. - f t • d. t. ltl o a . , peu augmen er e 1o apres une or e i r rR i a ion . 

Actuellement, ces phénomènes re sten t toujours mé connus 

et de ce f ait , les réacteurs ne peuvent fonctio nne r d :ms des condi

tions optimales. Ceci a un impac t é conomique i mportan t : en effet , 
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si on ne parvien t pas à élucider l e mé c anisme r esponsable .de la 

croissance des v oids , c e l a coûtera nprès 1985 troi s milliards de 

BJ 
dollars par an aux U. S . A. 

Nous . a llons donc étudier l ' interaction entre deux 
{ •es-] 

~oids d ' après l a t héori e de Lifshitz des forces de Van der Waal s , 

Si on place deux corps à proximi t é l' un de l ' autre , il existe une 

i nterac·tion . On se propose don c d ' étudi er cette 'interaction dite de 

Van der Waals entre deux sphères pleines , ou deux voids , s épar ée s 

par l e vide et situées à petite d i s t ance pour qu e les effets de 

r e tard puissent être néglieés . Dans ce cas , l a densité d ' électrons 

r e ste u niforme partou t, excepté s ur les surfaces, et le p otentie l 

scalaire eéuér é par las fluctuations des char;:_;es de surfac e satis-
( E,) 

fait l'équat ion de Laplace. 

Le probl ème ~néral consister a it à r ~soudre ·1es 

'quations de Helmoltz : 

Les conditions limites qui c omprennent t. (tu) restreienent les fr é 

qu ences possibl es des modes i l ectroma~1ét iques ~ certai nes valeurs 

lU. (D) qui , en général , dépendent de l "I nist :.mce D entre l9s voins . 
1 

Quand D devient inférieure à l a lon e;ueur d ' onde typjque 
2 TrC 
LU . 

1 

du 

champ électromagné tique , les effets de ret ard peuvent être nAgli gé s 

en tièremen t et le probl~me se r 6duit a lors~ l ' équ a tion de Laplace 

l 
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6 V = 0 avec des conditions l imites. 

En :prat i que , l a distance obs E; rvée d ::i.ns l es mé taux 

0 
ir.radiés est de 100 A alors que l ;:i loni;ueur d ' onile typiqu e du plas-

0 

mon est de 1.000 A dans 
w 2 

= 1 - _..r. 
w2 

la plupart des mé t :iux : la constant e di élec-

où w est 1~ fr équence de pl asm 
p 

et vaut 
t rique é ( w) 

2 1 
( 4 1f n e )2 avec m = masse de l' é l ectron et n = densi t é ftes 

m 

électrons. 

---------
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II. - PREMIERE PI\RTIE plan . 

Le problème consiste à r 6s ourlre l' équation de Lap l ace 

ave c les condit ions aux limite s de l ' é lectrodynamique aux surfaces 
[~) [ l ) 

de deux voids . En utilisant l es coordonnées bisphériques, on parvient 

à rés oudre l e problème formellem ~1 t en l e r j duis8nt à un problème 
• [ il . 

aux valeurs propres génér al i sC A X = ).. B X où A et B sont des ma-

trices infinies dépendant du paramètre z {z=e-1; cos~FD/2R. ) • 
( (J 

0 utilise pour cel a l a théorie standard de perturbation et on ob-

t ient l es modes de surfa ce t 
1 

pour les voids . . , m 

Finalement, on trouve l' éner t,i e d 'interaction exprimée 

modes .même avec dégénéresceuce éven tuelle et u.>.(D), l es pulsations 
l 

des modes propres du champ él ectromai.snét ique d ' uri solide infin.i 

ayan t deux cavités sphériques situées à une dis tance D l ' une de 

l 'autre. et de rayon R. 

Les coordonn6es bisphériques ne nous permettent pas 

d 'aller à un ordre supér ieur à z4 car le calcul des ma trices em

ployées devicndr~it trop compliqué . 
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III. - DEUXIEME PARTIE plan. 

En pRrtan t de l'équation de Lapl a ce r ésolue en coor-

données 
ll] , . 

sphérique s pour chacune des sphcres,on trouve les modes 

propres d'oscillations de pl asmons de surfaces en c ~lculant succes
(-io] 

s i vement l es potentiels et 1 s dérivées normRl es pour ch~qu~ sphère. 

BO 8~ 
Grâce au thé orème d'addition de s harmoniques sphériquu s , le problème 

s e réduit alors à la résolut i on d ' une équation algébrique d'ordre 

i nfini pour la c·ons tante diélectrique é. ( w) obtenue en · annulant un 

dé terminant infini dépendant des (où s est le r apport Rayon/ Dis-

t nce = ; ) • 

Par approxima tions successives, on trouve la première 
2 [n) 

correction des modes w 1 et la seconde correction est donnée expli,m 
2 ci tement pour les modes w m,m 

2 (i.4] 
et u., 

m+1, m • 

_On peut alors c alculer l es inter actions de Van der 

Waals à l'ordre 8, ce qui n'est pas ~ossible si on utilise les coor

données bi'sphériques , la perturbation étant limitée à l ' ordre 4. 
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'IV . - ORGANI GRAM!,IE : Plan du travail ( deuxièpe partie). 

t:::,.VIN 

p 
6.V OUT 

lim 
r1 - oO 

lim 
r2 - oO 

VIN L:.. oO 

VIN = VOUT 

voids 

i= 1 • 2 
"è) V I N ü VOUT 

~ R . = ~ 
~ Ri l 

Calcul des E 
1 ,m 

(::J 
À = t 

( ~ p )2 1 
= 1-î 

1 ,m 

◄ 

= 0 
Equ 

= 0 

VOUT = 0 

VOUT = 0 

Cond itio 

r1=R1 
si 

r 2=R2 

sphères . 

i=1, 2 

d VI N ~ VOUT 
E-- = 
~ Ri J R; 

Ca lcul des E 
l,m 

1 
= 1->-. 

)... • = t. -1 

( ~J2 E 
= l zm 

é. -1 l , m 

t. 

a tion de Laplace . 

ns de r égul arité . 

Cond itions aux 
limites. 

Valeurs 
propres . 



î 
.VaJ. e ur de s l.ù 

V 
\j 1 , rn 

1 

l 
lO 2 l1.J 2 

V + p 

l 
1 

W' "' ~r~ (D )- LU. ( .o)] = - -V 2 . 1 1 1 

1 

l 
ô'w 

V 
6'wp 

~ 

Va l e ur des w p 
'rj 1 , rn 

= w 2 
p 

1 
'W = !3. . ~ ~ 1~ (D)- c.u. ( od )~ p 2 1 - 1 l 

1 

M 
p 

7. 

ode des 

l a smons . 

Energi e 
de 

Van der 
Wa a l s . 
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V . - AVERTissmmNT RELATI F AUX NOTATIONS . 

PREMIERE PARTIE . 

2n+1 n+ 1 
tridiag 

n ~ 0 n+1 2n+3 

diae ( ... ) 
n ~ 0 

· < n i 

<j IA1 n > 

DEUXIEME PARTIE. 

(2n-1 )!! 

1 
3 
2 

2 
5 
3 

3 
7 

matrice diag ona l e . 

matrice tridiagonale. 

vecteur colonne b ase d'un espace vectoriel 

dont le seul é lément non nul est à l a (n+1) 

place et · vaut 1. 

vecteur transpos é de \ n > 

produit matriciel du vecteur ligne L. j 1 , de 

la matri c e A et du vecteur colonne l n > 

fonction harmoniqu8 sphérique paire (e) 

fonction harmonique sphérique imp ~ire (o) 

. t'lf' 1i 

(( m( o) ( )Y ·m• (o) . 
= J } Y l(e) e, î 1 , (e/e, î) sin & d e d 'f 
00 

(:t s-1 
Not ation de Schuster 

(2n-1 )!! = (2n-1 )( 2n-3)( 2n-5) ... 1 

et ( -1 ) ! !· = 1 



I PARTIE: COORDONNEE BISPHERIQUE. 

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&..&&&&le.&&&&&&&& 



I. - FOR1..li(JLATION DU PROBLEMI:. 

Soit deux sp ères de r ayon R 
+ 

et R situées à une 

distance D l'une de l' au tre. Elles interagissent et de cette inter

ac tion r ésulte une éner~ie que l'on dé terminer a par l a suite. 

Le problème, maintenant, consiste à résoudre l'équation 

de Laplace avec les condit ions aux l imites imposées à la surface des 

deux voids, c'e s t-à-dire 

V 

V 

V 

Ë in 
t 

n in 
n 

D. V = 0 

nul à l'infini ( 1. 1) 

fini partout 

continu à la surface de chaque sphère 

Ë out 
t 

D out 
n 

où rr = f c w) Ë 

~ (w) est la fonction diélectrique c aractér isant 

le s olide. Dans le traitement des forces de 

Van der Waals entre des corps, la propriété 

des milieux interagissants est que leur fo nc

tion diélectrique dépend des pulsations W 
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Aucun des systèmes de coordonnées dans lesquels l'équa

tion de Laplace est facile me nt séparable n 'est adéquat pour la géo

métrie de nos deux voids s hériques . Ainsi le système qui semble être 

le plus adéquat est l e sy·s t ème de coor rlonu ées bisphér i ques dans le

quel les surfaces des voids sont car actér is ées par une valeur cons

tante de l a coordonnée radiale 

'lt 

, 
I 

.,, 
~ 

(~ 
1 
1 o. 

1 
1 
1 
\ 

\ 

\ 

' ... --

/ - --
I ,, ,,, 

' 1 
1 
1 

I 

.......... ..... ...._ 
...._ 

...._ ... J 

9 ("l,~, }) 

(_)4 , "'I 11') 

Les coordonnée s ()A-,lr\,i) d'un point P de l'espace son t 

définies dans ce système par 
j 

ln -
'S+ 

'f = 'f 
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où ( ç, , e- , ~ ) et ( 9 e- ~ ) sont les coordonnées sphé-
.l - - 1 .l +' +' ' 

r i ques du point P par rappor t aux points -a et a, respectivement, 

s i tués sur l'axez. Ces poins -a et a sont les pôles du système 

bi sphérique. Ceci implique que 

l'f'\E. [o,-rr] i' e:. [ o, i:rrJ 

A présent, on peut séparer l'équation de Laplçi.ce dans 

ce système de coordonnées et trouver ainsi s a solution. 

La solution générale de l'équation de Laplace, dans ce 

système, est 

1 
V = ( cosh p- . - cos 11) )2 

L'équation de Laplace n'est donc que partiellement sé

parable dans ce système vu que les variables)-"- e t") restent insé

parables à cause de la racine carrée apparaissant dans·· ( 1. 2). 

Les coéff icients Am et Bm sont déterminés par les 
n . n 

conditions aux limites. On cons tate que l'on devra considérer ces 

solutions pour un m fixé af in d'exploiter l'orthogonalité de ces 

solutions ainsi, on examinera le cas des modes axiaux m = O. 
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Expression des conditions aux limites. 

L'espace en~ier est divisé en trois . régions séparées 

par les deux sphères )>- = )-'- + 7 o et )>- = .)'-- L o, comme suit : 

( l'intérieur du void + ?+ ~)'-L oO 

( 
( l'extérieur des voids .)> - ~ )>- ,,,.u-+ 
( 
( l'intérieur du void - - .0 .:: ?- ' ,?-_ 

Considérons le cas m = 0 

dans ces trois ré~ions, les solutions génér ales pour le potentiel 

sont 
1 -0 -(n+!)_µ. ( V = ( cosh )"- cos Ir\·) 2 r. A e 2 P ( cos 'Y\) 

( + n n n=o 
( 

~ 1 oO 

[Bn 
(n;_21 ),µ. e - ( n +; ),., •• -) P n ( cos "I\ ) V = (cosh)> - cos"\ ) 2 ~ e . + C 

( 0 n n=o 
( 
( 1 -3 

e (n+; ))-'-( V = ( cosh)>- cos "l )2 ~ D p (cos"\) n n n=o 

La continuité de la co posante normale de D = E. (w) Ê impose 

( -;,y+ 
= t (w)~Vo 

( ë)_? o.,.µ )>- = p. 
( + 

( ( 1.3) 
( 0V_ 

= «è. ( U>) -;)_!a 

1 
( c) _)a- . ~p. ,,u = p. 
( 

pour les sphères E. (w) est à rempl acer par l -1.(w). 

Si on· désire obtenir les conditions correspondantes 
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pour deux sphères pleines dans le vide, on devrait mettre é (w) à 

gauche dans (1.3). En conséquence, elles s'obtiennent directement en 

remplaçant ê (w) par ~ - 1 (u; ) dans ( 1.3). 

En exprimant_ la condition de continuité ( 1.3), on par

vient à obtenir un système infini d'équations homogènes qui permet 

de déterminer les coéff-icie ts l 0 
et Bm de la relation ( 1 .2). n n 

Pour que ce système admette une solution non triviale, on doit exiger 

que son déterminant s'annul . Ceci s'écrit 

(1 -E.) A(-~_) A 

avec A{}'-) = tridiag 
n ?.- o 

s i nhp- - (2n+1) COSh.J,L • 

= O ( 1.4) 

n + 1 

n + 1 . sinh)"-- (2n+3)cosh)L 

A diag 
n ~ o 

La relation (1.4) est la re l ati on de dispersion. 

Seules certaines valeur s discrètes de w vont satisfaire lare-

·1ation ( 1.4), pour un D et un ~ donnés. Ces valeurs discrètes 

sont les fréquences propres qui serviront dans le calcul de l'énergie · 

d'interaction. 
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La procédure est exactement l a même 

les potentiels dans l e s trois ~égions de l'espace sont expri

més comme combinaisons linéaires des Pm avec comme restric
n 

tian n ~ 1 m 1 

- on expr~me les candit.ions de continuité sur les surfaces des 

sphères. 

Ce ci nous permet d'écrire la relation de dispersion qui a une form$ 

identique à la relation (1.4), mais où on définit pour matrices 

A (p-) et A 

sinh)"- - ( 2n+1) cash_µ. n + • 1 + m 

A (p-) = tridiats 
m n ~ 1ml 

n + 1 - m sinh)I- - (2n+3)coshp 

(n + !) (,µ. - - )'-) 
A diag 2 

= e 
m n~ 1 m 1 

Cas symétrique. 

On considère l e cas de deux voids de rayons égaux 

L.a relation l i ant la valeur de ,µ. , le rayon R des voids 

t la distance D les séparan t est 

ch;>-= 
D 
2R 
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Dans ce cas, le système possède un plan de symétrie (z = 0 ou,»= 0) 

En conséquence, on aura deux types de modes : symétrique ou antisymé

trique. La relation de dispersion (1.4) s' écrit plus simplement, vu 

que )A+ = ,)> == ,µ. et se sépare en deux relations : une pour les 

modes symétriques, l ' autre pour les modes antisymétriques. 

= 0 ( 1. 5) 

Cette relation de dispersion peut encore être écrite sous la forme 

Cette 

d'un 

M + E sinh,µ- + 
0 

avec M 
0 

T 

= tridiag 
n ;J. I ml 

1 - A. 
1+A 

( +1 . ) M
0 

T- - E sinh)J- = 0 

-(2n+ 1) coshj>- n + 1 + m 

n + 1 - m -(2n+3)cosh..>--, 

= di ag . [ .tanh (n + -½ ).)-"J 
n ~, m, 

E matrice unité de dimension infinie. 

relation de dispersion peut être considér ée comme 

problème aux valeurs propres généralisé du type . . 
- ~ -A X = B X 

avec ).. = ~ 

A = E sinhp +M 
0 

B = E sinh,),A, M T±1 
0 

( 1 • 6) 

une équation 
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On va résoudre ce problème, pour le cas symétrique de 

deux voids identiques de rayon R et s éparés par une grande distance 

D, au moyen de la théorie de la perturbation. 
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II. - THEORIE DE LA PERTURBATION. 

§ 1 - PRELIMINAIRES. 

Nous nous intéressons plus spécialement au cas de deux 

t rous de même rayon R+ = R_ = R, la configuration gé omé trique de ces 

deux trous caractérisée par les coordonnées bisphériques étant: 

I 
I 
1 

' 1 
\ 

' \ ' 

' '\ 

,, ,_ 

' .... , ... 

'Z,. 

-... ... 

,,, -.,.,, 

1 ,. 
1 

; 

I 
I 

; 

' ' ' 

.... 

\ 

I 
I 

\ 
1 

' I ,. 
I 

,,, -., 
__ ,,, 

.... 
.... .... 1 

.... .... 1 
'....J 

Ce système possède donc un pl an de symétrie 

( z ou ,,µ. = 0 ) 
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Dans ce qui précède, nous avons établi : 

dét I Mo+ sinh )-'- E + (Mo T± 1 - sinh~ E) = 0 

Après calcul, la relation de dispersion (1.1) peut s'écrire comme 

un problème aux valeurs propr es généralisé 

avec A = E sinh.,..._.. + Mo 

B = E sinh,µ. - Mo T±1 

}. = 'è.(LO) 

E = matrice unité 

. - (2n + 1 )cosh,J,.J- n + 1 + m 

Mo = Tridiag 
n ~ \ID I ' n + 1 - m -(2n + 3)cosh_,..LL 

T 1 -A 
diag 1 tanh (n + ;))-'-1 = = 

1 +A n ~\ml 

car A= diag e (n + ;)( ,,µ._ - ? +) 

n, o 

Remarque ----~---
les valeurs propres >. = t (w ) donnent les fréquences des 

n n 

modes du système" voids " tandis que la relation inverse 

>-i.. = é.-1(wi) fournit les fréquences pour les sphères. 

Rappelons , la relation entre),-'- , R et D 

D 
cosh.,P- = 2R 



Pour des trous à distance i nfinie ( D - o0 et_),k ➔ o0 ) , on doit 

r etrouver les modes pour un trou seul car, lorsque~ ➔- "° , les 

é léments off-diagonau~ de M0 deviennent néglige ables comparés à 

ceux de la diagonale et T~ 1
--+ E 

La relation de dispersion pour un void isol é e s t doqnée par 

E. ( w) = __ n_
1 

(n = O, 1, 2, .... ) 
n + 

Pour une séparation infinie , toutes les matrice s de A 1 = À B 1 
s oht diagonales, le vecteur propre correspondant à la valeur 

propre (1.2) est donc le (n + . 1)ème vecteur unité de l'espace de 

Hilbert.)_~, à savoir 

¾ = ( ~' o, o, ... o, 1, o, ...... ) _ '-.. N\.. \ ., 
n + 1 

THEORIE DE LA PERTURBATION POUR UNE DISTANCE D GR ANDE MAIS FINIE. 

Le problème consiste à trouver les v aleurs propres 

non nulles de l'équation 

A1 = 

Pour cela, nous partirons des solutions connues dans le cas d'une 

s éparation infinie et nous es sayerons de r ésoudre le problème de 

séparation finie (mais grande ) par la théorie de perturbation. 



Comme paramètre de · développement d ans la méthode, 

nous choisirons z = e -~ 1.. 1 que l'on met en relation avec 
D 

coshf- = 2R 

20. 

z donne de cette façon le coé fficient exact dans le développement 
R • 

en puissance de D jusqu'à l 'ordre 4 seulement. 

En effet : 

coshf-
D 

2R 

e p, + e-f D 
~ 2 

= 2R 

1 D (car e-r- = z) 
=~ + z = R z 

z R 
~ 2 

= D 
z + 1 

Posons 
R ,.,,._ 

= 
D 

~ U..z2 - z + M. = 0 

= _1 [1 ( 1 • 2)'"'" J 
z + - 4 )..\. 

2u. -
2 4\ \.. \fl1 

En développant ( 1 - 4 >...\.. ) en série et en ne conservant que le 

s i gne - dans l'expression de z ci-dessus, on obtient : 

z = .u... + u.3 + 2 µ) + ••• 

Inversément, si on exprime .u.. en terme des puis sances de z, on a 

).J.... = z -
5 z - ••• 
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Les matrices A et B, les valeurs propres À (n) et les 

vecteurs propres i(n) de A i = ~ B 1. sont développés en puissance 

de z 

§ 2 · - MODES AXIAUX. 

(il n'existe pas de termes d'ordre 
supérieur pour A)! 

( m = 0 ) 

D'après l'expr ession analytique de A et B, on trouve 

comme coéfficients des difïérentes matrices : 

A0 = diag (-n ) 
n ?,, 0 

A1 = tridiag 
n ~ 0 

A2 = diag 1-n ';} ô 

0 

n + 1 

(n + 1) 1 

Bo = diag (n f- 1) 
n '> 0 

0 

B1 = tridiag 
n ~ 0 -(n + 1 ) 

1 0 

B2 = diag (n) + .±2 0 
n,; 0 0 0 

n + 1 

0 

-(n + 1) -1 + 0 0 

+ 0 0 0 

0 0 0 0 

0 

0 

0 



22. 

:i:2 0 0 

-2 ~3 0 

0 0 0 

:i:2 2 0 

-2 0 0 

0 0 0 

A 1 = ~ B x s'écrit alors : 

- (n) 4) _ (>.. (n) À (n) À (n) 2 + )-. 3 ( n )z3 + )..4(n)z4). 
+ X4 z - _ 0 + 1 Z + 2 z 

- (n) - (n) 2 + X Z + X Z 
1 2 

j_usqu' au quatri ème ordr e. 

ORDRE ZERO. 

on a donc 

si on multiplie scalair ement à gauche par ( j 1 • 

on a -;
0

( j)1
0

(i) = < j \ i) = ~ .. 
J,J. 

ou 

À ( n )➔ ( j) B ➔ ( n) 
0 xo oxo 

n) :: 'A O (n) ( j I B
0

1 n ) 



23. 

D'après les définitions de AO et BO 

<j A
O 

1 n> = - n pour j = n 

< j B0 1 n> = n + 1 pour j = n 

Pour j = n on obtient ........ ... 
~ (n) (n 1A

0
1 n) 

= 0 <n 1 B
O 

1 n) 

)._ (n) n 
= 

0 n + 1 

n + 1 n = o, 1 ' ... ' 
➔ (n) (o, o, o, 1 ' 

o, ) xo = ... ' .... 

PREMIER ORDRE. 

On doit r ésoudre 

Posons 

En multipliant scalai'reme n t par le vecteur < j 1 on obtient 

~ -xi (n) [ < j l A
0

1 i > = 
l. 



24. 

Pour j = n ............ 
<n 1A

0
1 i> = - n ~ n,i 

<n 1 B
0 

\ i) = (n + 1) ~ . 
n,i 

< n I B1 1 n) = 0 

< n I B0 t n) = n + 1 

( n I A
1 

l n> = 0 

... 1 À1 
(n) 

= 0 \1 n ~ 0 

Calcul des vecteurs propres correspondants 

On a que : 

= n I n 1) + (n + 1) 1 n + • 1) 

Pour j = n + 1 

< n + 1 1 A
1

1 n ) = n + 1 

< n + 1 1 A0
t i ) = - (n + 1) ~ 

1 
. 

·n+ ,i 

< n + 1 l B0 l i ) = (n + 2) b +1 . n , l. 

< n + 1 1 B1 l > = (n + 1 ) 

( n + 1 1B
0

1 n ) = 0 



!1 

(n) [ - (n + 1) + 
n 

(n+2)]= => xn+1 n + 1 

1 x(n) 
1 1 

=;> = n + 
n+1 

Pour j = n - 1 ............... 
on trouve 

et 

x(n) arbitraire 
n 

DEUXIEME O:RDRE. 

L'équation dev ient 

A -- (n) +Ai (n) +A i (n) 
Ox2 1 1 2 0 . 

• {11 (n) = L (n)-- (i) 
. xi xo 
). 

Soit 

--. (n) L (n)- (k) 
x2 = yk xO 

k 

n 
1 

(n + 1) - (n + 1) + n + 



On multiplie scalairement à gauche par < j \ 

compte des relations ci-dessus et du fait que 

on obtient : 

et, en tenant 

}.. (n) = 0 
1 

[_ (n) < j l A
0

1, k > + l. (n) < j I A
1 

1 i> + .c( j\ .A l -Yk X. 
k i l. 2 

= >-.0 
(n) 

[ L. y (n) < j \ B
0

1 k:> + 2. (n) < j I B1 \ i> X. 
k k i l. 

+ >.. (n) 
2 

< j 1. B
0 

1 n > 

Pour j = n 

< n 1 ~O t k) - nô n,k 

< n l BO I k) = (n + 1) J n,k 

< n I A
1 

1 n + 1> = n + 1 - < n I B
1 

1 n + . 1 > 

< n l A1 \ n - 1 > = n -<nlBln-1) 
1 

< n I B
2

1 n > 

(n) 
2 

On obtient les relations 

= - (n + 1) 

= n si n =/= 0 

\l n ~ 0 

26. 

n> 



A
1

1 n - 1) = n - 1 1 n - 2) + n \ n'> =-B tn-
1 1 "> 

A
1 

1 n + 1) = n + 1 1 n) + (n + 2) 1 n + .2') = - B1 1 n + 1 > 

A1 1 n - 2) = n - 21 n - 3) + (n 1)tn-1) = - B
1

1 n - 2) 

A
1 

1 n + 2) = n + 21 n + 1) + (n + 3) 1 n + 3) = - B1 1 n + 2) 

on continue pour j = n - 3, n + 3, • ... de 1~ mime façon. 

Calcul des vecteurs propres 

Pour j = n + 1 ................ 
= - (n + 1) ~ 1 k n+, 

~n + 1 1 A1 1 n) = n + 1 

.( n + 1 1B0 1 k) = (n + 2) · Sn+1,k 

, n + 1 l B1 1n> = - (n + 1) 

on en déduit que : 

= x(n) (n + 1) + n 
n 

(n) 
X n 

(n + 1) (n) 
X 

n 



28. 

Pour j = n - 1 ............... 
:; - (n 

, n - 1 1 B
1 

\ n - 1'> = 0 si n :i I 

= + 1 si n = 

= n è 
n-1,k 

Si n t_ 
(n) [- 2 ] (n) 

[ n :\ - n] (n - 1) 
. n 

yn-1 + n+- 1 = X 
n 

=) 
(n ) 

= - n 
.(n) 

yn-1 X 
n 

Si n = 1 

on obtient 
( 1) y . 
0 

Pour j = n - 2 ............... 
~ n 2 1 A

1 
1 n - 1 ) = n - 1 

< n - 2 1 B
1 

1 n - 1 > = - (n - 1) 

< n - 2 1 A0 1 k > = - (n - 2)è n-2 ,k 

= (n - 1)~ n-2,k 

(n) 1 
Y = - n (n - 1) 

n-2 2 



29. 

Pour j = n + 2 

~( +1)(n+2) 

TROISIEME ORDRE. 

L'équation s'écrit : 

[ B -X (n) + B. -X (n) 
0 3 1 2 

+ B x (n) + B x (n) 
2 1 3 O 

Multiplions scalairement p ar < j 1 

et posons 
_. (n) ~ (n)-. ( i) 
x 1 . = X, x0 . 1 

1 

- (n) ~ (n)- (k) 
x2 yk xO 

k 

-... (n) = ~ V (n)i' . (p) 
X) p 0 p 

L x . (n) [ < -j I A2 1 i > ~ ( n) < j 1 B2 l i ':> ] . l 0 
l 

+ ~ y (n) [ < j I A1 

(n) 
~ j l B1 1 k"> ] 1k> )..0 

k k 

+ !_ V (n) [ <j I A0 1 p') - ).. (n) < j I BO \ P> ] p .0 
p 

== '>.. 
0 

(n) < j t B
3 

t n > + \ 
3 

(n) < j I B
0

1 n > 



Pour . ,j = n ........... 

Pour n = 1 ........... 

Pour n = 0 
' ......... . 

< nt B
2 

1 h - 1) = 0 si n /: 1 

= + 2 sin= 1 

{. n \ A
2 

1 n ') = (n + 1) 

c:: n 1 B
2 

1 n> = n 

~ n 1 A1 1 n + 1'> = n + 1 

< n I A1 
1 n - 1"> = n = - ~ n \ B

1 

< n I A0 1 p > = n~ 
n,p 

{. n I B
0 

1p> = (n + 1) c) 
n, P 

< n I B.3 \ n)> = 0 si n =/: o, n =f 

= + 2 si n = 0 

= + .3 si n = 1 

= n + 1 

1 n 

1 

~ (n ) = 0 
3 

n ,/, o, n ,/, 1 1 

1).3(0) =0 

.30. 



31. 

Calcul des ve~teurs propres 

Pour j = n + 1 ............... 
~n + 1 1 A

0 
\ p > =.:..(n+1)b n+1 ,p 

~n + 1 1 BOi . p), = (n + 2) è> +1 n ,P 

~n + 1 1 A
1 

1 n = n + 1 = - <: n + 1 \ B
1 

1 n "> 

1 A
1 

1 n + 2'> = n + 2 

= + 2 

<:. n + 1 1 B
1 

1 n . + 2 > 

sin= 0 

Pour 

= 0 sinon 

< n + 1 1 A2 1 n + 1 '> • = - ( n + 2) 

< n + 1 1 B2 \ n + 1) = n + 1 

= 2 sin= 0 

= 0 

= - 2 sin= 0 

~ . _,_v_~_:_; __ =_(_n_+_1_) __ Y_n_(_n_)_+_·_i_n_
2
--J 

j = n - 1 ............... 
~n - 1 1 A0 1 p> - (n - 1)' n-1 ,P 

'1'n - 1 1 B0 1 p> = n& n-1 ,p 

~n - 1 ' A11 n - ·2> = n - 1 = - ~n 

~n - 1 1 B11 n - 1 '.> = 0 

= :;: 1 si n = 1 

1 ' 

c:'.'n - 1 ' A11 n '> = n = ~ n - 1 ' B1 1 

<n - 1 1 A2 1 n - 1) = - n 

~n - 11 B21 n - 1) = n - 1 

= si n = 1 

B
1

1 n - 2 > 

n "> 



, (n) 
V = - n n-1 

(n) + J. (n + 1) 2 
yn 2 

sin= 1 

Pour j = n - 2 ............... 
~ n - 2 1 A

0 
1 p '> =-(n-2)~ 

n-2,p 

Pour 

~ n - 2 1 B
0

1 p = n - 1 

~n 21B1 1n - 2'> =:i:1 

= 0 

"- n - 2 1 A
1

1 n - 1> = n - 1 

~n - 2 1 B
1 

1 n - 1) .. - (n -

on obtient 

sin= 2 

j = n + 2 

Eour ni_ 

(n) 
vn-2 

(2) 
V . 

0 

2 

1 
(n -= -n 

2 

= X ( 2 ) .± 1 
2 

1) :X 
n 

sin= 2 

sinon 

1) 

(n) 

............... 
<n + 21 A

0
1 p > = - (n + 2) ~ 

n+2,p 

<n + 21 BO 1 p > = (n + 3) S 
2 n+ ,:P 

<'n + 21 A 1 n + 1 '> = n + 2 = - "-n + 
1 

(n) 
V 

n+2 
= ; (n + 1) (n '+ 2) 

(n) 
X n 

2 1 B 1 
1 

32. 

n + 1> 



33. 

Pour j = n - 3 

Pour j = n + 3 

1 v~:l = { (n + 1) (n + 2) (n + 3) 

QUATRIEME ORDRE. 

On a : 

+ B "t (n) + B x ( n ) 
2 2 3 1 

+ B-; (n)] +).. (1) 
4 O 3 [ B :... ( n) B - ( n )] 

Ox1 . + 1x0 

+ ). (n) [ B 7 (n)] 
4 0 O 

Posons - (n) = r_ (n) - (i) 
x1 

i 
xi xO 

- (n ) = L (n) - (k) 
x2 yk xO 

k 

➔ (n = I: (n) ... (p) 
X) V XÜ 

p p 

- (n ) !: (n) ➔ (t) 
x4 = wt xO 

t . 

et multiplions scalairement par <j 1 



34. 

L 
(n) 

[ <'.'.j I A0 1 t "> À (n) < j 1 B0 1 t>] wt - 0 
t 

+ ~ - v (n) 
[ <jlA11 P> \0 

( n ) 
,( j 1 B1 1 p)] 

p 
p 

+ E yk 
(n) 

[<j l A2 1 k') - À (n) t: j ,· B
2 

\ k")] 
k 0 

= L (n) < j I B
3 

1 i '> À (n) 
+ )..0 

(n) C. j IB
4

1n"> X. 
i J. 0 

+ }\ ( 1) 
[ < j 1 B1 

1 1> + l. ( 1 ) 
<: j I B0 1 i>] 3 X. 

i J. 

+ ),_ 4 <( j I B
0

1 n> 

Pour j = n ........... 
<' n I B

2 
1 n - 1 "> . = + 2 sin = -

C::: n I B2 1 n "> = n 

= sin = 0 

<: n I B
1

1 n '> = + sin = 0 

c:::n_ 1 BJ t n - 1> = - 2 

= 0 si n = 1 

< n I B
3

1 n) = :;: 2 si n = 0 

:;: 3 sin 1 

(' n 1 B
1

1 1 '> = 2 si n. = 2 

= - sin = 0 

~ n 1 B
4

1 Il"> = + 2 sin = 0 

~ ni BOi n ) = n + 1 



donc ~ (n) = 
4 . 0 

En calculant respectivemen t \ (n) 
4 

on aboutit au fait que : 

I\()= 0 

Conclusions : 

V n > 2 

pour ( n = 0 
( n = 1 
( n = 2 

V n ~ o 

1) La théorie des per t urbations confirme que jusqu'au 

quatrième ordre, les modes : n = 0 ne bougent pas. 

35. 

2) d'autre part, les seuls modes affectés en~ au quatrième 

ordre sont les mode s dipolaires (n = 1). 

§ 3 - .MODES NON AXIAUX. ( m ~ o) 

Comme dans le cas axial, l e problème est de trouver 

les valeurs propres non nul l es de l'équat ion A 1 = À B 1.. 
Nous dé terminons les expressions des différentes ma

trices A0 , A1 , A2 , B0 , B1 , B2 , B
3 

, B4 , ... qui interviennen t 

dans le développement de A(z) et B(z). • 

A partir de l'expression 

= Tridi ag 
n ~ 1 m\ 

- ( 2n + 1 ) cosh )"'-

n + 1 - m 

n + 1 - m 

- (2n + 3)cosh)"-



36. 

nous pouvons obtenir les coéfficients des matrices intervenant dans 

la perturbation. 

On trouve : 

A
0

(z) = diag (- n) 
n ~ 1 IDI 

tridiag [ O 
n + + m 

l n ~ \ml n + 1 - m 0 

diag [- (n + 
n~\mt 

1)] 

BO = iiag (n + 1) 
Il:?, 1 IDI 

I 
0 - (n + m + :) l B1 = tridiag 

n ~ 1 ml 
- (n + 1) - m 

B2 = diag (n) 
n);: 1 ml 

(+ .3 0 

gJ B.3 = 0 Sauf pour m = 1 B.3 = 0 0 
0 0 

B4 = 0 " m 

Dans ce qui suit, nous essayerons )ar cette .méthode de 

perturbation de déterminer la valeur propre ~ (n et les vecteurs 

propres associés -;t(n) jusqu'au quatri ème ordre. 



37. 

Etant donné que les ('?
0

(n)) constituent une base de 

l'espace de Hilbeit 1
2 

, n ous pouvons exprimer les approximations 

ji (n) du vecteur propre -;(n) ~n t ermes de l
0 

(n ). Nous aurons : 

- (n) 
x1 = ~ (n) - (i) 

. xi xO 
i 

- (n) ~ ( n) - (k) 
x2 yk xO 

k 

- (n) ~ (n) ➔ (p) 
X3 = V XÜ 

p p 

- (n) ~ (n)"- ( t) 
X4 = wt xo 

t 

RemA.rque Nous utilisons l a Notati on de Dir a c 

. . ➔(n) 
a insi x = 

0 
0 
' ' . 
0 
1 
0 

0 

Cette notation nous a 

donnent immédi atement 

é l éme nts de B1 vu que 

Ce sont . . 
A1 1 n '> = (n 

A1 1 n + 1> = (n 

A1 1n + 2) (n 

A1 1 n - 1 ') = (n 

A1 1 n 2> = (n 

+ 1 

permis de 

est noté par ;_ (n) -
0 - 1 n > 

trouver ais ément des relations qui 

les élément s de l a ma trice A1 et donc les 

B1 = - A 1 

+ m) 1 n - 1 > + (n m + 1 ) 1 n + 1 > 

+' m + 1 ) 1 n') + (n - m + 2) 1 n + 2 > 

+ m + 2) 1 n + 1 '> + (n - m + 3) 1 n + 3"> 

+ m - 1) 1 n - 2') + (n - m) 1 n> 

+ m - 2 ) .1 n - 3> + (n - m - 1 ) 1 n ~ 1 > 



38. 

Déterminons maintenant les corrections jusqu' au qua trième 

ordre des valeurs et vecteurs propres. 

Pour cela, nous écrivons d'abord l'équation 

en développant A, B et ~ en puiss ances de z. 

Ceci nous donne : 

' 

.... 
A X 

(AO + A1z + A2z2) (?O ( n) + 11 (n)z + ?2 (n)z2 + -;3 (n\3 

-. (n) 4 
+ x:4 Z + • • • ) = ( ' (n) + }-. (n)z ).. ( n ) 2 + )- (n)z3 

"o 1 + .2 z .3 

(➔x (n) + -x (n)z + -x ( )z2 + ._x (n)z3 + _,. ( n ) 4 + ) • 
0 1 · 2 3 X4 z • • • • 

A chaque ordre, nous considérerons cette équation développée 

uniquement jusqu'à la puiss ance de z qui est égale à l'o~dre con

sidéré et nous la multiplier ons scalairement à gauche par < j 1 

. ORDRE ZERO. 

Soit l'équa tion (.3.2) multipli ée · scalairement à gauche par 

~ j 1 

=;> <j 1 A
0

1 n'> = 
'>- . (n) 

0 < j 1 B
0 

\ n'> 

on pose j n 

c::n I A0 1 n"> = - n 

t: n 1 B
0

1 n> = + (n + 1 ) 

et on en déduit 

~ (~) = - n 
· 0 n + 1 

avec n ">,. 1 m 1 



PREMIER ORDRE. 

En multipli ant (3.2) à gauche par <:: j 1· 

et en utilis ant (3.1), on a 

Pour · j = n: 

= ~ (n) 
0 

les seuls produits scal aires non nuls s ont 

~ n l A0 l n "> • = - n 

<:: n I B
0 

1 n> = + ( n + 1) 

>,. (n) = 0 
1 

Calcul des vecteurs propr es 

Pour - j = n - 1 et j = n + 1 

V n ~ 1 ml 

les seul s produits scalaires non nul s s ont 

< n + 1 A0 
1 n + 1 "> = - (n + 1) 

<n + 1 1 B
0 1 n + 1 > = n + 2 

<. n + 1 IA ln) = n· - m + 1 :,: -
1 

39. 

~ n + 1 t B
1

1 n";> 



(n) (m .+ n) X -n-1 

=> V n 

(n) 
= n - m + 1 xn+1 

et 

X 
(n) arbitraire V n n 

DEUXIEME ORDRE. 

En multipliant (3.2) à gauche par L jl 

et en utilisant (3.1), on a 

~ lm t 

-::,. 1ml 

f / . AI k ) ~ ~ (n) \ B \ k...._] L .... J, o · o c:j -o ,,,. 

+ X (n) 
n-1 

+ X (n) 
n 

40. 



Pour j = n 

l~s produits scalaires non nuls sont 

Ln 1 A
0 

1 k> = - n b nk 

~ n 1 B
0 

1 k '> = (n + 1) b nk 

~n 1 A
1 

1 n - 1') = n - m = - Ln I B
1 

1 n -

<n 1 A1 
ln + 1 ') = n + m + = - ~ n l B

1 
\ 

d'où 

- - (n + 1) ~ nk 

}.. (n) 
2 

0 

Calcui des vecteurs propres 

Pour j = n - 2 .................. 
les produits scalaires non nuls sont 

=-(n-2)~ 
n-2,k 

= (n - 1) ~n-2,k 

41. 

1 "> 

n + 1 ') 

~ n - 2 1 A
1 

c n - 1 "> = n + m - 1 = - ~ n - 2 1 B1 1 n - 1) 

=; m + n) (m + n - 1) 



Pour j = n - 1 

les produits scalaire non nuls s.ont 

~ n - 1 \ A0 \ k > -· - (n - 1) è 
n-1,k 

t:. n - 1 1 B0 l k > · = n S 
n-1,k 

~n - 1 1 A
1 

1 n';> = n + m = - C n - .1 l B1 \ n> 

- ( n + m) x (n) 
n 

1 ml 

Pour j = n + 1 

les produits scalaire non nuls sont 

.., - (n + 1) S . 
n+1,k 

.. (n + 2) ~ 1 k n+, 

~n+11A
1

\n';> = n . -m+1 =-<=n+11Bln'> 
. 1 

(- m + n + 1) 
(n) 

:X: 
n 

\ m\ 

Pour j = n + 2 

les produits scalaires non nuls sont: 



= _ . (n + 2_) S n+2 ,,k 

=(n+3)è 2 k n+, 

< n + 2 t A
1 

\ n + 1 > = n - m + 2 = - C n + 2 1 .B
1 

1 n + 1 '> 

(n) 1 (n - m + 1) (n - m + 2) 
Y n+2 = 2 

TROISIEME ORDRE . 

En multipliant (3.2) à gauche par ~jl 

et en utilisant les rel a tions (3.1), on a: 

xi~~ [ <: j I A2 t n - 1'> - ~O (n) < j I .B2 1 n ~ 1>] 

+ x~ n) [ < j l A
2 

l n "'> - 'A/ n) <'. j l B2 \ n >] 
+ x ( n) [ <: j t A

2 
1 n + 1) 

n+1 

+ y(n) 
n+2 

- ), (n) 
0 

- }. (n) 
0 

- ).. (n) 
0 

).. (n) 
0 

~ j 1 .B2 1 n + 1'> ] 

~ • \ B I n - 2"> ] J 1 

< j \ B1 t n - 1 ::> 1 



Pour j = n 

les seuls pr oduits scal aires non nul s sont 

< n I B
2 

1 n ') 

z-(n+ 1) 

= n 

=- n - m =-<'nlB l n-1 '> 
1 

= n + m + 1 

= n b n, :p 

= (n+1)~ n,p 

= 0 

= ~ 3 si I m 1 = n = 1 

= n + 1 

44. 

A la suite de ces résultats, nous remarquons une différence 

vec ce qui précède. En effe t, dans les tr ois ordres précédents, 

ous obtenions toujours pour nos produits scalaires la même valeur 

pr opre , quelque soit m. 

Ici, au contraire, nous avons 

si I m 1 ·= n = 1 

= 0 sinon 

En conséquence , nous ob tenons des valeurs différentes pour 

)..3 
(n) suivant que lm\ = n = 1 ou que 1 m 1 > 1 

a insi 

~3 
(n) = 0 n -:,. 1 ml ':> 

~ 3 
( 1 ) 3 lm\ n = 1 = +4 = 



Calcul des vecteurs propres : 

Pour j = n - 3 : 

les produits scalaires non nuls sont : 

~ n - J 1 A
1 1 n - 2) = n + m. - 2 = <n - 3 1 B

1 
\ n - 2"'> 

<:'.n - 3 1A
0

1 p ') = - (n - 3) S 
3 n- ,P 

<:n - 3 1 B
0 

1 p"> = (n - 2) b 
3 n- ,P 

~ v~~l = - i (m + n) (m + n - 1) (m + p - 2) 

Pour j = n - 2 : 

les produits scalaires non nuls sont : 

=n+m-1 =- ~n-21B ln-1'> 
1 

(n - 2) ~ 
n-2,p 

(. n - 2 1 B
0 

1 p > =(n-1)~ n-2,p 

Pour j = n - 1 : 

les produits scalaires non nuls sont 

< n 1 1 A
2 

1 n - 1 ":> = - n 

< n 1 1 B2 1 n - 1 > = n - 1 

< n - 1 1 A
1 

1 n - 2) n - m + 1 =-<:'n-11Bln-2':> 
1 



46 . 

.c. n .:.. 1 1 A
1 

1 n ':>. 

< n - 1 1 A
0 

1 p ":> (n - 1) b 
n-1 ,P 

,. n è 
n-1 ,P 

=> 1· (n) _ vn-1 = 
- (m + n) (n - ~21 2 + 2n2 + 2 + y (n)) 

2 2 n 

Pour j = n + 1 : 
..... ~ .......... . 

les produits sc a l a ire non nuls sont 

~ n + 1 1 A
2 

1 n + 1 "':> = - ( n • + 2) 

~ n + 1 t B
2 

1 n + 1 '> = n + 1 

c:: n + = n - m + 1 

< n + 1 1 A
1 

1 n + 2'> ,z n + m + 2 = - ~ n + 1 1 B t n + 2"> 
1 

= - (n + 1) ~ 
1 n+ ,P . 

- (n + 2) b 1 n+ ,P 

(n) 
V 

n+1 

Pour j = n + 2: 

les produits scalaires non nuls sont: 

<: n + 2 1 A
1 

r n + 1'> = n - m + 2 = - <: n + 2 \ B
1 

1 n + 1 > 

<:: n + 2 1 A
0 

1 p) = - (n + 2) ~ 
2 n+ ,P 

~ n + 21 B
0 

1 p "> = (n + 3) ~ 
2 n+ ,1> 



v(n) = J.. (- m + n + 1) (- m + n + 2) 
n+2· 2 

Pour j = n + 3 : 

les produitR scalaire non nuls sont 

= - (n + 3) ~ •
3 n+ , P 

:(n+4)~ .
1 n+..,,p 

Remarque 

X 
( n) 

n 

Le fait que 
(n) 

3 
prenne des valeurs différentes 

suivant le m considéré n ' apparait pas dans l'expression des V 
(n) 

p 

non nuls. Ceci provient de ce que l e produit scalaire <: j l B
0

l n "> 

est toujours ~ul dès que • ~ n. 

Par cons éque t, quelque soit la v aleur de~ 
3 

(n) , 

on a 

~ 
3 

(n) t: j I B
0 

1 n > = o si j =/= n 



QUATRIEME ORDRE . 

En multipliant (3.2) à gauche par ~ j 1 

et e n utilisant les relations (3.1), on a: 

+ y(n) 
n 

[ 
., ' 1 A l • 1' - )-_ (n) ~J 2 n - ; 0 

[ 
À (n) < j I A2 1 n > - . O 

. (n) 

+ Yn+1 [ 

_ À (n) < j I A2 1 n + 1 "> 0 

[ <: j l A
2 

1 n + 2 ) - ). 
0 

( n) 

( j I B
2 

1 n + 1 '> ] 

<: j .l B
2 

1 n + 2 :> ] 

- }-..
0 

( n ) . é j I B 
1 

1 n ') ] 

r (: j I A
1 

1 n - 2 "> - )..
0 

(n) <: j l . B
1 

1 n - 1 "> ] 

- }. (n) 
0 

[ (. j I A
1 

1 n '> - }..
0 

(n) (. j I B
1

1 n )] 

L < j I A 
1 

1 n + 1 > • - >-.
0 

( n) <' j I B 
1 

1 

+ v (n) [ é • 1 A 1 + 3 ) - >.. (n) 
n+ 3 · J 1 · n 0 

n + 

] 

1 '> ] 

] 
] 

48. 



= x~~; ~ 
0 

(n) <: j t B
3 

1 n - 1 "> + xin) '>.
0 

(n) < j I B
3 

1 n-;, 

(n) , (n) \. (n) 
+ xn+ 1 " 0 ~ j I B3 1 n + 1 ') + "o ~ j I B4 1 n ') 

Pour j = n: 

les produits scalaire non nuls sont 

= - (n + 1) 

= n 

< n I A
1 

1 n - 1 '> = n - m = - t:. n t B
1 

1 n - 1 '> 

~ n I A
1 

t n + 1 > 

~nlB ln) . 4 

.. n 

= n 

= n 

= 0 

= -+ 

= 0 

+ m + 1 = - ~ n I B t n + 1"> 
1. 

si n = t 

+ 1 si n = t 

3 si m ,;; n 1 

Pour déterminer là val eur de ~ 
4 

(n), nous devons considérer le 

cas où I m 1 = n = 1 et, ensuite, le cas où 1ml '> 1 , vu que la 
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valeur propre ).. 
3 

(n) trouv ée au troisième ordre prend des v: aleurs 

différentes pour ces deux cas et aussi parce · que le produit sca-

1 aire ~ n t B 
4 

1 n ') si I m 1 = n = 1 

= 0 m 1 "> 

Nous obtenons ainsi pour À (n) 
4 

final ement que 

~ (n) = 0 
4 

'<1 n-:>,. 1ml 

et ceci est vrai pour lm l = et 1m1 '> 

Conclusion. 

En résumé , nous avons trouvé aux différent s ordres les val eurs 

suivantes pour l e s val eur s propres 

}. (n) = 0 
1 

"fi n ;:7,.. 1 m 1 

>. 2 
(n) 

0 Id n ":- 1 m 1 

À3 
(n) 0 'f/ n ~ 1 ml 

}. ( 1 ) 3 'J 1 m 1 1 = +4 = n = 
3 

}. (n) 
= 0 V n ':i. 1 m 1 

4 

Nous voyons donc qu' il n'apparait aucune correction au premier 

et au second or dre en z pour la v aleur propre )1. , et par censé-
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quent aucune correction d' ordre 

perturbé~s ( z = ~ ). 

R 
D 

et dans les fréquences 

D 

Les seuls modes qui bougent au troisi ème ordre en 

modes I m \ = n = 1 . 

R 
D 

sont les 

Tout ceci est en accord avec des r ésulta ts trouvés précédemment. 

En plus, nous avons montré qu 'au quatrième ordre .il n'apparaît aussi 

aucune correction en z4 pour l a valeur propre ~. 
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III. - CALCUL DE L'ENERGIE D'INTERACTION. · 

§ 1. - PRELIMINAIRBS. 

Soit deux voids (ou sphères pleines) situés à une dis

tance D l'un de l'autre .. 

L'énergie de Van der V/aal s s' exprime de l a manière 

suivante 

W ( D) = -½ t ~ [ toi ( D) - w i ( o0 ) J 
). 

avec LU . (D) 
). 

le s modes propres du champ élec.tromagnétique 

qui dépendent de l a distance D en tre les deux 

corps . 

le s modes propres du champ é lectromagné tique 

dul3 à un seul corps, car on a supposé que la 

distance D est très grande. 

l a somme parcourt tous le s modes poss i bles avec l eur 

dégénérescence éventuelle . 

• Le problème est donc de déterminer tous ces w. 
1 



Il fau t rappeler ici ue le milieu mé t a l l ique est caractéris é 

par sa. fonction di é lectriqu e dynamique 'ê. (<..t..)) qui d épe nd cies fr é -

quences LU 

La rel a tion entre ~ (w) et U> es t donné e par 

(3.2) 

-- (4 1rmn e

2

) ~ où top ---- = l a fr équence du plasmon 

1. 

(oscil lation collective du 

g az d'é l e ctrons). 

m masse de l' é lectron. 

n = densi t é des électrons. 

------------

A partir d e l a relation (3.2), il nous est facile de d é terminer 

les u.> .• En eff et, pour u n v oid, les val e urs propr es~ du problème 
i n 

aux valeurs propr e s gén éral i s é : Ai=\ B? son t li é es à l a fonction 

d i é l e ctrique ~ ( c.u) par \ = E.. ( UJ ) (p our une sphèr e ple i ne À 
n n n 

turbation. 

où les ~ . ont é t é déterminé s p ar l a théorie de la p er
i 



§ 2. - ENERGIE D'INTERACTION ENTRE DEUX VOIDS. 
-----------------------------------------------

On a ).. = é. ( w) et ~ ( W) = 
2 c.o 

__ P_ 
2 

tu 

Il faut à présent déterminer les w. (D) et u.>. ( co) de façon 
l. l. 

générale : 

a) Valeur des o.> . ( oo) 
l. 

Dans le cas de deux voids situés à distance D i nfinie , on a 

vu dans le calcul des valeurs propres \. qu'on re-trouve les 
n 

modes de surface d'un void isolé. 

. . 
En effet, en faisant J> _. d:' da ns la relation de dispersion . 

(1.1), on obtient: 

ë. (w) n 
n + 1 

Donc W (o0) = - n 
n n + 1 

b) Valeur des W. (D) 
l. 

n .. O, 1, 2, •.. 

Dans la théorie de l a pei·turbation, on é crit 'ê. ( w) en s érie 

de puissance de z ( où z =- e·- )-'-, 1 ) . 



, . 
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On a: 

+ ... 

avec ~ (n) = 
0 

n 
n + 

0 \f n~ \ml 

c'est-à-dire 't:.. ( w) n 
n + 

Si on rempl ace cet te v aleur de ~ (c..,.,) dans (.3.2),on déduit o..> 
n 

En effet : 

+ ... 

2 
wP 

1 + 
n _)..(n)z.3 

-2 = 1 - ... 
U) 

n + .3 

<.1./ ~2 [ 2: 
+· 1 - >- (n\.3 - .. ·] -1 

= p + 1 . .3 

en développant en série 

u,2 [ n + 1] 
= 2n + -1 

, (n) ( n + ~) 
+ ".3 2n + 

Dans '1e développement de ( 1 - x )- 1 , on ne considère que l es 

termes linéaire s. 

w ... l~w [1 
V 2n+-f p 

~ (n) ( n + ~) 
+ 3 2n + 

1 

• z.3 + •.. ] 2 



On pose °)\' = \ ').. \ et on développe 

1 

w = w [ n + 1 ]2 [ 1 + .]_ ( n + 1 \ }.. ( n) z 3 
p 2n+1 - 2 2n+1·1 3 

2 2 

_ 1 (~\ ().. (n) ) 
'E 2n+1 I 3 

Aucune correction en z8 n'apparaît d:ms l ' expression des w . n 

On obtien t alors l a même valeur pour l'énergi e que celle 

trouvée en se limitan t à l'ordre trois en z dans la pertur-

bation. 

c) Cal cul de l ' énergie . 

Pour m = 0; n = 1 on a >.. ( 1) = 

mode antisymétriq e . . 

vr ( 1 
z3 6 

w = w -2 - ~ ) a p 

mode symé trique 

VI ( 1 
z3 6 

tu w - ~ ) = +-
b p 2 



Pour 1 m 1 = 1; n = on a )., ( 1) = 

mode antisymé t r ique : 

mode symétrique : 

où 2W et 2 Wd viennent 
C 

w = 2. ·t 
2 

U) (o0) = 6 rr 
.3 6 ~ [- + wP 3] 

UJ z 
p 

6 

57-

du fait que l m 1 = 1 

~ m = 1, m 
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§ 3. - ENERGIE D'INTERACTION ENTRB DEUX SPHERES PLEINES. 
----------------- .---------------------------- -----------

Ici, on a >- = 'è. - 1 (u.,) 

La relation (3.2) dev i ent alors 

(3.6) 

On va déterminer l es w. (D) de l a même man ière que dans l e cas 
1 

pré cédent , mais en se serv ant de (3.6). 

a) Valeur de w . ( o0) 
1 

n (w) =---
n + 

b) Val eur de W. (D) 
1 

n 
n + 

2 , •.. 

Ecrivons t.. (w) en érie de puissance de z 

ave c ).. ( n) n 
= -

0 n + .1 

\. (n ) 
= 

).. (n) = \ (n ) .. 0 
1 2 4 

\. (n ) f 0 pour n = 1 
3 

\f n 

\J n 
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c'est-à-dire 'è.. ( W) =-l+'>.(m)z3 
·2 3 

+ ... 

Si on me t cette valet,tr dnns (3.6), on obtient 

2 2 é 
w = LV 

p ~-

-1 

0..,2 = u:, 2 [-i ± >-im\3. _ ••• ] [ - ¾ ·=F\ im\3 _ ···] p 

[
.l_ I ~ (m ) 3 -~'>--(m) 3 o.,2 = w 2 + ½ ( )_:m)) 3+9 3 z +3 3- z p 

=> w =u..> l,Ï [1 -ri~ (m)z3 - ~{).. (m))2 6 ] 
p r} T 3 3 9 3 Z 

c) Calcul de l' énergie. 

Pour m = 0, n = 1 

mode antisymétrique : 

w = w . l{I ( 1 
a p V 1 

mode symé trique : 

3 1 6 ) + 2z - 2z 

2 

+ •• -l 6 z 

(3.8) 



Pour I m 1 = 1 3 3 
- - - -z 

2 + 4 

mode antisymé trique : 

mode symé trique : 

où 2 w c et 2 wd vie nne nt du f a it que I m 1 = 1 

~m""1,m=-1 

w(oo) =6 ~ 

60. 

(3.9) 
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§ 4. - CONCLUSIONS . 

m = 0 

La fr éque n c e w du plasmon car a ctéristique du mode 
p 

1 = 0 pour un void isol é r es t e incha ng é e p ar la pré-

sence d 'un second void placé à dist a nce quelconque du pre mier. 

Pour une l ar s e s épar a tion, d eux voids interagis s ent de 

f aç on similaire à deux sphères. 

L'énerg ie d'intera ct i on se comporte comme l'inverse de la puis

s a nce six de; qui e st typ i que des é nerg i e s de disper sion di po

laires . 

Le co é f f icie nt de cette sixième pui s s a nce e s t plus petit pour 

deux voids q ue pour deux sphères. 

Le rapport, e n tenant compte de (3.5) et (3.9), vaut 

w· 1 
void - --w h' 2 ,r:::2 sp ere v c. 

Cette d ifféren c e app ar a.î t à c aus e du fait de 1 1 e f fet d'inter

action de plusieurs atome s qui est i n clus i mplicitement d ans le 

modèl e continu que l'on utilise ici. 



II PARTIE: COORDONNEES SPHERIQUES. 

&&&&&&&&&Mc&&l &&&& &&&&&&&&&&&&&.&.&&& 
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I - CONDITIONS AUX LI.MITES ET DE REGULARITE 

POUR LA SOL TION DE L'EQUATION DE LAPLACE. 

§ 1. - CAS m = O . 

• 1. - RESOLUTION DE L'EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES; 

RELATIVE A DEUX SPHERES DE RAYONS INEGAUX SITUEES A DISTANCE 

FINIE. 

Soit deux sphères (1 et 2) 

de rayons R
1 

et R
2 

, · de 

constantes diélectriques 

E 
1 

et ~ 
2 

respectivement, 

distantes de D. 

'ê. est la constante dié

lectrique du milieu exté

rieur aux deux sphères. 



Conditions aux limites : 

- le potentiel est fi n i partout. 

- le potentiel est nul à l'infini. 

- le potentiel est con tinu à la surface de chaque sphire. 

'norf'n-..L C. '-
- le raccord des dérivées :tangeatielle~ du champ électrique 

est imposé . 

Expres s ion du potentiel à l 'extérieur et à l'intérieur de chacune 

des sphères. 

En utilisant l'expression du potentiel trouvée d ans le 

cas d'une sphère seule (annexe 1), on peut é crire : 

V IN L Al 1 
1 

P
1 

(cose-
1

) 
1 

l=o ' 
r1 

V IN I: Al 2 
1 

P
1 

( cos e-
2

) = r2 2 
l=o ' ( 2 .1) 

VOUT ~ 
[ 

- ( 1+1) ( ) = cl,1 r1 pl cos &1 
l=o 

-(1+1) ( ) ] 
+ cl,2 r 2 pl cos ~ 2 
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En utilis an t le thé orème d'add iti on (annexe 2), on 

obtient successivement : 

1 Dp r l-p 

l! ~ ~ 2-- P ( e ) 
L pï (1-n)! 1-p COS 2 

p =o ,, 

P
1

(cos &
1

) "° (-1 ) P (l+p) ! Pl+p(cos e 2 ) 
= ~ Dp si D4 r

2 1+1 l+p +1 
::r 1 p=ci p! 1' r 2 

.0 (l+p)! 
p 

( 2 . 2 ) 

( 2 .3) 

P
1 

( cos e 
1

) 
~ ( - 1 )P 

r2 
PP ( cos e 2 ) si D>r2 (2.4) 1+1 =n Dl+p+1 p! r1 p=o 

==== Raccordement sur r
2 

= R
2 

: 

a ) Potentiel . 

. d' b d -(1+1) p ( ...._) d VOUT - on exprime a or r
1 1 cos =

1 
ans bn termes 

de r
2 

et e-
2

. 

- parmi le s deux p os s i bilités ( 2 .3) et ( 2 .4), on v a choisir 

celle qui sera valable sur r
2 

= R
2 

<. D : c'est-à-dire (2 .4) 

D'après (2.4 ) , on ob tient : 

j: [c .0 (l+p )! 
. p 

VOUT ~ (-1 )P 
r,., 

,:;_ 
P/cos e 2 ) = TI l=o 1 ,1 p =o p ! Dl+p+1 

+ 01, 2 r2 
-·(1 +1) p

1
(cos e

2
) ] 

.0 

VIN I. 
Al,2 

1 P
1

(cos e-
2

) = r2 2 
l=o 



Donc, en raccordant sur r
2 

= R
2 

, on a 

"° [ "° ( 1 +p) ! R P 
= L . cl,1 TIL (-1)P --- D1+!+1 PP(cos e-2) 

l=o p =o p! 

Multiplions les deux membres par 

... li 

L Al 2 
R 1 . ) P

1
(cose

2
) p 11 ( cos e-2 ) sin er 

2 
de-

l=o ' 
2 2 

0 

1r 
oO -0 

(l+p) ! R ;p ) L [~ L ( -1 )P 2 
P / cos e-2). = 1 ! Dl+p+1 l=o p=o p! 

0 

-rr l P1 (cos e 2 ) P1 ,(cos e 2 ) sin e,2 d e 2 ] 

Or la relation d 'orthogonali té des polynômes de Legendre P est 
n 

.. i. 

J Pn(x) p (x) d X ,., 
2 si 2n + 1 

n = m 
m 

--i. 

= 0 si n -/:- m 



ou encore., en posant x = cose-

rr 2~ 
{ P ( cos e-) P (cos e-) sine-de= m,n J n . m 2n + 1 
0 

Donc (2.4) s'écrit en util i san t (2.5) 

2 " [ . C ( 1 + 1 1 ) ! • Rr, l 
1 

= [ -1:.Ll c-1/' ~ 
l=o l! l'i Dl+l'+ 1 21 1 +1 

R -(1+1) 
2 ~ 11 1 

] 

+ c l ,2 2 21'+1 

Oc) 

L c1 1 (l'+l)! ( ) 
~ ___ R - 1 +1 

D
l + cl,2 2 

l=o l! 

b) Dérivée norma le. 

Rappe lons que D = ~ Ë et Ë = - grad V 

66. 

(2.6) 

La condition de continuité pour l a composante normale 

-+ ' 
de D s'exprime par 

En multip liant cette relati on par P
1

, ( co s e 
2

) et en intégrant, on 

obtient: 



oO 
tr 

t L Al 2 1 1-1 ~ Pl ( cos e,) P
1

,(cos e-
2

) R2 sine- d e-2 = 2 l=o ' 
2 

0 

é ~ . [ 
( l+p) ! p-1 ,r 

.0 R2 ~ 1 L ( - 1)p Cl, 1 
p P ( éos e-

2
). 

l=o 1 ! p =O p! Dl+p+1 p . 
0 

pl, (cos e,2) s i n e-
2 

de - Cl 2 ( 1+1) -(1+1)-1 
2 R2 . . 

' 
ir 

s Pl ( cos e- 2) P1 ,(cos f7
2

) sine- d e ] 2 2 
0 

En utilis an t l a relation (2 .5) d'orthogonalité des p 
' 

on obtient 
n 

Ê l'-1 2 
2 Al' ,2 l' R2 21 ' +1 

[ 

l' -1 
c. ~ C ( 1 + 1' ) ! R2 2 
c. L..- ~ (-1 )

1 1 
--- l' 

l=o l! l' ! Dl+l'+ 1 21 1 +1 

( - 1)1' 1 1 -1 
C 1 1 -1 r-. 1 ' R2 
c.2 Al' 2 l' R2 = c. -------

' Dl' +1 l' ! 

[ ~ (1+1 1 )! 

l=o 1 1 r,1 



• 

-1 
En simplifiant par R

2 
çeci s'écrit 

==== Raccordement sur r
1 

= R
1 

: 

a) Potenti e l. 

68. 

-(1+1) ( ) OUT - on exprime r
2 

P
1 

cos & 
2 

d ans V e n ter me de r 
1

, & 
1

• 

- p ar l e t héorème d ' add ition (annexe 2 ), on a 

.0 ( -1 ) P ( 1 +p ) ! 
--- ---- Dp 

p=o p! 1 ! 

Pl+p(cos e-2 ) 

l+p +1 
r1 

si D ~ r
1 

Or ici, on d ésire exprimer r
2
-( 1+1) P

1
(cos e-

2
) en fonction de r

1 

et e-
1 

. On doit donc i nver s er les rôle s de r
2 

, e 
2 

et de r 
1 

, e 
1 

dans l e s formul e s ci-d.essus . 



C'est-à-dire que 

r1 devient r2 

r 2 
devient r1 

&1 devient e 2 

e 2 devi ent e1 

cos er 1 cos ( 1f - e-
2

) = - cos e-
2 

e- => rr - e- : cos &-
2 2 1 

Les relations s'écrivent al ors 

P
1 

(-cos e-
2

) oO (l+p) ! Pl+p (-cos e 1) L (-1 ) P nP = si D ~ r 1 1+1 p! 1 ! l+p+1 
r2 p=o r1 

P
1 

(-cos e
2

) oO (l+p) ! r P 
L (-1 )P 1 

P /-cos e- 1) si D "?' =- r · 1+1 
l! pl Dl+p+1 1 

r2 p=o 

De ces deux pos s ibilités, l a seul e valable sur r
1 

= R
1 

est D > r
1 

. 

En utilis ant la proprié t é P1 (-x) = (- 1) 1 P1(x), celle-ci _s'écrit 

oO 

=- L 
l! p=o 

(l+p) ! r p 
(-1?-- 1 (-1)P P (cose

1
) 

. D
l+p+1 p · p! 
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Donc pour r
1 

= R
1 
~ D, on obtient 

P
1 

(cos e-
2

) (-1)1 oO (l+p)! r P 
[ 1 Pp ( cos fr 1) 1+1 = Dl+p+1 

r2 1 ! p=o p! 

En conséquence, l e VOUT et le VIN 
1 s'écrivent 

oO 

VOUT = L [ Cl, 1 r1 
1+1) P

1 
( cos e 

1
) 

l=o 

(-1)1 CIO (l+p)! r p 

] + cl,2 L 1 
PP ( cos &1) 

1 ! p=o p! Dl+p+1 

eO 

V IN L Al,1 
1 P (cos &

1
) . = r1 1 l=o 

Donc en raccordant ces potentiels sur r
1 

= R
1 

, on a 

(l+p) ! 

p! 

R p 
1 

pp ( cos & 1 ) ] 
Dl+p+1 

On multiplie ceci par 
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2 2 ..0 

cl,2 
(-1 )1 

l' R -(1 1 +1) L 
• Al' , 1 R1 = Cl' , 1 + 

21 1 +1 1 21 1 +1 l=o 1 ! 

(1+1 1 )! R1 
l' 

2 

l' ! .Dl+l' +1 21'+1 

R l' ~ c
1 2 

(-1)1(1+1 1 )! 
l' 

=> Al' 1 R1 
' 

n - (1'+1) 1 L 
= Cl' ,1 1 + -1-,-,--

D + l' ! l=o D
1 

l! 

(2.8) 

b ) Dérivée normale~ 

La condit ion de continu i t é pour la comp os an t e normale de D" 

'exprime par : 

c 'est-à-dire 

aO 

[ Cl, 1 
( - 1)(1+1) R -(l+1)-1 

=t ~ P
1 

(cos è--
1

) 
L.. 

1-=o 
1 

' 

Cl (-1)1 
~ 

(l+p) ! R ·p- 1 ] 2 ~ 1 Pp ( cos 0-1) + p 
l' p =O p! 

Dl+p+1 



En multipliant par P
1

, ·( cos e 
1

) , et en intégrant 

é. 1 Al' , 1 
l' R l'-1 2 

1 21 1 +1 

= 'è ~ - [ Cll2 (-1 )1 (1+1')! 1 1 -1 2 R1 
l' 

l=o 1 ! l' ! Dl+l'+1 21'+1 

-1 
En simplifiant par R

1 
. , ceci s'écrit 

l' 
t. 1 Al ' , 1 l 

I 
R 1 

t.C (1'+1) R -(l'+1) 
1 1 

, 1 1 

1 1 • R l' ~ c
1 2 

(-1/ (1+1')! -
+ ~ 1 L 

l' ! Dl'+1 l=o l! D1 

2. · - EXPLOITATION DES RESULTATS. 

1 

En multiplian t la relation (2.6) par é
2 

1 et en 

utilisant (2.t), on déduit : 

72. 



E.(-1)1 R 1 ~ (k+l) ! 1 [ Ck 1 -(1+1) 2 
- E. Cl 2 (1+1) ~ R2 

1 ! Dl+1 k=o k! Dk , 
( 2 .10) 

(-1)lt.2 1 R 1 oO 
Ck 1 (k+l) ! 

2 L + t 1 C R -(1+1) = ~ 

1 ! Dl+1 k =,o k! Dk 2 1,2 2 

De même, en multipliant la re lation (2.8) par t
1 

1 et en utili san t · 

(2.9), on déduit : 

~ 1 R 1 oO 

Cki2 
(-1 )k 

1 L (k+l) ! E. Cl, 1 (1+1) R -(1+1) 
l! Dl+1 k=o k! Dk 1 

(2.11) 

1 (-1 )k (k+l) ! R
1 

1 E 
1 

OC> 

ck , 2 R -(1+1) 
= L 

Dk k! 
+ 1 t Cl, 1 

1 ! Dl+1 k=o 1 1 

Il nous reste donc seulement deux rel at ions ( 2 .10) et (2.11). 

Transformons (2 .10) en met tan t dans un membre ce qui est indépendant 

de l a sommation sur k. On obtient: 

(- 1)1 l R 21+1 
2 

1 ! Dl+1 

E - t 2 ~ Ck , 1 (k+l) ! 

[1E. 2 + (1+1)E]k=o k! Dk 

. . 



En particulier, pour k = 1, on a 

(-1 / k R 2k+1 
2 

E:. - e. 
2 f ~ (j+k)! 

Ck 2 = 
' k! .Dk+1 j=o j ! Dj 

Ce résultat p~ut être introduit dans la relation (2.11), 

c'est-à -dire 

1R 1 ; (-1/kR
2

2k+ 1 E_f. 
1 L- ____ 2 __ 

1 ! n1+1 k=o k ! Dk+ 1 r kt 2 + (k+1 )é ] 

L ~ (j+k)! 
(k+ 1) ! 

j=o j ! 
j 

D 

avec 1 = 0, 1 , 2 , 3, 4, . . . • 

74. 

Modifions cette relation en faisant sortir de la somme ce qui est 

indépendant de k: 

1 o0 

[ t _ ~ ] [ t: _ é J l . R1 L 
1 2 l! Dl+1 k=o 

(-1)2k k (k+l)! R22k+1 

(k! ) 2 D2k+ 1 [ kE
2 

+ (k+1 )E j 

r_ C j' 1 ( j+k) ! = 

j=o j! 
R -(l+1) [1 'è. + (1+1)t.] 

1,1 1 1 . 



CD 

k=o 

f k (k+l) ! R2 2k+1 ( .j+k) ! 

j=o (k ! ) 2 D2k+ 1 [ k ë
2 

+ (k+1 )E:] j ! Dj 
C . 1 

J' 

75. 

Si on permute les sommations et s i on r eme t tou t dans le premier 

membre, on obtient 

Ce q.ui équivaut à écrire 

o0 

L 
j=o 

avec 

Alj C . 
0 1 o, 1 ' 2 , 

J 
= =-

- [ k (+1)! R22k +1 (j+k)! 

- k=o (k!)2 D2k+1+j j! [k €.2 + (k+1)E] 

1 ! D1 + 1 

[ 1 E 
1 

+ ( 1 + 1 ) €. ] c 
~ 1 • 

'J (t -E.) ( t.- E.) 1 R 21+1 
1 2 1 

"'0 

( 2 .1 2 ) 



76. 

La condition pour que le système (2.12) qui e s t homog ène admette 

une solution non triviale e st : 

= 0 

ür, si l=o, on a des problèmes dans la définition de A
1 

. . 
. J . 

Il faut donc é crire de pr é fé r ence 

oO 

= L 
k=o 

l! D
1

+1 [ 1 é
1 

+ (1+1)é} 

( E.- E ) ( t-E) R 21+1 
1 2 1 

Ca s particuliers. 

1 - = 0 

A . 
OJ 

A 
00 

A = 0 
o2 

Df 

h i . 
' J 

en gén ér a l A . = 0 p our j =/= 0 , c ar ~ 
OJ O, j 

0 si j-/= 0 

(2. 13) 



1 = 1 

~ k (k+1) ! R
2 

2
k+ 1 ( j+k) ! 

k=o (k!) 2 D2k +1+ j j! [kE
2 

+ (k+1)t] 

2 • 
D ( E. 

1 
+ 2 E) 

= L k (k+1) ! R2 2k+1 

k=o (k ! ) D
2

k+ 1 [ kt
2 

+ (k+1 )E] 

Réécrivons le système (2.1 2 ) s ous une autre f orme . 

dO 

On a L A1 j C j = 0 
j=o. 

c'est-à-dire , avec (2.13) 

-[ 
j=o 

ou 

[ 

- k (k+l) ! R 2k +1 

~o 

2 

(k! )2 D2k +1 

l! [1t
1 

+ (1+1)t] 

(t-t )(E_ t ) 
1 2 

( j+k) 1 1 

• 1 J. [kE2 + (k+_1 )f.] 

D 21 +1 

77. 

1 

Dj 

= 0 



Posons 

On a 

avec 

""> 

é. = E = 1 
2 1 

- A C . 
L ~ = 0 
j=o 

lj Dj 

, [ · k (k+l) ! ( j+k ) ! 1 s 2 
2

k+
1 

Jt l j '"' k =o ( k ! ) 2 j ! _[_k_+_(_k_+_1 )-E.- ] 

l! [1 + (1+ 1)~] 

(t- 1)
2 

- (21+1) f' 

s1 o 1 • 
' J 

00 
2k +1 1 ! [1 + (1+1) t] 

ft' .• = r.. ,k s2 
a lj 1)2 lJ k=o [ k + (k+1 )E.] ( é -

,k k (k+l) ! ( j+k) ! 1 
avec a lj = 

(k! ) 2 j! 

0 
et a'lj = 0 

f 

Ou encore, en divisant ft:
1

j par l! , on obtien t 

78. 

-(21+1) à 
8 1 1, j 
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00 2k+1 
[1 + é (1+1 )] 1 fc L k s2 s = alj lj 

k=o [k + (k +1) f.] ( E. - 1)2 21+1 l,j 
s1 

.( 2. 14) 

k 
k (k+l) ! ( j+k) ! 1 

avec alj = 
(k!)

2 
j! l! 

Conclusion. 

çt 1 ,t ~t. 
Dans le cas m = 0, pour deux sphères de rayons Ogaux , n ous 

obtenons un d é terminant infini qu'il faut· annuler, c'est-à-dire : 

dét ft 1 j = 0 

avec 1\:: 1 j défini par (2 .1 4) 

Le· tableau ( T.1) montre les premiers termes de ce d é terminant 

i nfini. 



j = D j = 1 

l =D - e: D 
(e:-1 ) 2 

00 2k+4 00 2k+ 4 
1=1 E 

k s 
E 

k s 1+2e: 
a10 a11 -

k=1 k+(k+ 1 le: k=1 k+( k+ 1Je: (e:-1) 2 

00 2k+6 00 2k+6 
1=2 E 

k s - E 
k s 

a20 a21 
k:=1 k+(k+1 Je: k=1 k+( k+1 Je: 

00 2k+8 00 2k+8 
1=3 E 

k s E k s 
a30 a31 

k=1 k+ (k+1l e: k=1 k+ (k+1le: 

00 2k+10 00 2k+10 
1=4 E k s E k s 

a4D 8
41 

k+(k+1le: k+(k+1 le: 

·j = 2 

D 

00 2k+4 00 

E 
k s 

E 
.k 

a12 a13 
k=1 k+( k+1le: k=1 

00 2k+6 00 

E 
k s 2+3e: 

E 
k 

a22 - a23 
k=1 k+( k+1le: (e:-1)2 k=1 

00 2k+8 00 

E 
k s 

E 
k 

a32 a33 
k=1 k+ (k+1)e: k=1 

00 2k+10 00 

E k s 
E k 

a42 a43 
k+( k+1)e: 

Tabl e1u T. 1 

.. -

j = 3 

D 

2k+4 
s 

k+(k+1Je: 

2k+6 
s 

k+(k+1le: 

2k+8 
s 3+4 e: ---
k+(k+1 Je: Ce:+ 1 l 2 

2k+ 1D 
s 

k+(k+1)e: 

-

j = 4 

D 

'. 

00 2k+4 
k s 

E a1 4 
k=1 k+( k+1)e: 

' 
00 2k+6 

k s 
E a24 
k=1 k+( k+1)e: 

00 2k+8 
k S · 

t =
1 

a34k+ [ k+1 l e: 

00 2k+1lJ 
t k s 

a44 -
k=1 k+ (k+1) e: 

4+S e: 

(e:-1 )2 

(X) 
0 
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k(k + l)!(k + · j)! 1 

" ' 
m = 0 ' ' j 
k_ = 1 1 ' 1 2 3 

' ' 
-

1 1 4 
1 

6 
1 

8 
• 

8 11 
= 8

12 
= 8

13 
= 

2 1 
12 

1 
18 

1 
24 8

21 
= 8

22 
= 8 23 

= 

3 
1 

24 1 
36 1 48 8

31 
= 8

32 
= 8 33 

= 

~ ......._ 

k = 2 
.......__ j 

1 2 3 1 ........... ....._ 
..... 

1 2 18 
2 

36 
2 

60 a 11 = 8
12 

= 8 13= 

2 2 
72 

2 
144 

2 
240 8 21 = a22= 8

23 
= 

3 
2 

180 2 
360 

2 600 8
31 

= 8 32 
= 8

33 
= 

---- '-
' j k = 3 '- 1 2 3 1 ' " 
1 

3 
48 3 120 

3 
240 8

11 
= 8

12 
= 8

13 
= 

2 3 
240 3 600 

3 
1200 8

21 
= 8 22 

= 8
23 

= 

3 3 
720 

3 
1800 

3 
3600 8

31 
= 8 32 = 8

33 
= 

Tab le au T. 2 
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§ 2. - CAS GENERAL m =t O. 

----------------=-=--------

1. - RESOLUTION DE L' EQUATION DE LAPLACE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES , 

RELATIVE A DRUX SPHBRCS DE RAYONS INEGAUX SI'J.TUE:SS A DISTANCE 

FINIE . 

On considère deux sphères de centre O et 0', notées 

1 et 2, de rayons R
1 

et R
2 

respe ctivement . On désigne par D l a dis

t ance entre l eurs centres. 

-On trace l a roite joignant les centres des deux sphè

re s , c' est- à- dire· 00', et on cons i dère 00 1 comme é t ant l' axez de 

notre système de coordonnée s. 

1 
1 

....... 1 
....... ,J 

cp 



sphérique s 

On choisit deux ensembl e s de systèmes de coordonnées 

l'un centré en 0 1 et l' autre e n O. 

Ainsi, les coordonnées sphérique s d'un point P quel

conque, prise s par rapport à o, seront not ées par (r 
1 

, 61 , 'f 
1

) et . 

celles prises par rapport à O' par (r 
2 

, e 
2 

, 'f 
2

) • . 

On rema1·que que dans n'importe lequel des systèmes de 

coordonnées sphérique s cons idérés ici, la coordonné e f du point P 

est identique. Donc 1
1 

= Î 2 = f 

Les conditions aux limites sont 

- le potentiel est fini partout. 

le poten t iel est nul à l'infini. 

le potentie l est continu à l a surface de chaque sphère. 
\'\t,~n'\~\,,«.'\ 

- le xaccord .des dérivées taagoatielles du champ électrique est 

imposé. 

Expression du potentie l à l' ext érieur et à l'intérieur de chacune des 

s phères. 

Pour cela, nous nous servirons de s expressions du 

potentiel trouv ées dnns le · c as d'une seule s phère ( annexe 1). 

On a 



V IN 
1 

V IN 
2 

84-. 

6:) 1 
= L L r 1 [ A 1 ym ( e ) ( & f ) + B 1 ym ( o) (S-- f ) ] 

1 • lm 1 1 ' 1 lm 1 1 ' 1 l=o m=o 

00 1 
ym(e) (~ f ) + B2 • ym(o) (e f )] L L 1 [ 2 = r2 Alm 

l=o 
1 2' 2 lm 1 2' 2 

m=o 

(2.15) 

cc 1 
-(1+1)[C1 ym(e) ym(o) VOUT = L L (<91 'f 1) + 

D 1 . 
(~1, r 1)] 

l=o 
r 1 lm 1 lm 1 

m=o 

avec f 1 = f 2 • f 

Raccord des pote n tiels sur l a surface de la seconde sphère. 

Nous allons ma intenant effectuer l e raccord des poten

t iels sur la surface de la s econde sphère, c'est-à-dire lorsque 

Dans ce but, nous allons d'abord exprimer 

-(1+1) ym(e) et 
r 1 1 (e1' r ) 

- ( 1 + 1 ) ym ( o) (e- -P ) d'e et r
1 1 1

, 1 en termes r
2 

e
2 

en utilisant le théorème d'addition (annexe 2 ). 



Les formules de transformat ion sont 

p~ ( cos &1) 

1+1 
r1 

p~ ( cos e--1) 
1+1 

r1 

En se souvenan t 

= f (-1)P (l+p-rri)!Dp 

p=o p! (1-m)! 

m ( & ) Pl+p cos 2 . 

R l+p+1 
2 

"° ( l+m+p) ! R m+p 

.L (-1 )P 2 
= 

(1-m)! (2m+p)! Dl+m+p+1 p=o 

m(e) ( ) 
qu~{yl S,'f = P~ ( cos S )cos in m f 

yml(o) (e,f) = Pm (cos ~) 
1 

sin mf 

ces formul es s'écrivent : 

~ ( -1 ) p ( 1 +p-m) ! 

Pm (cos~) m+p 

si r2-~ D 

ym(e) 
l(o) 

- · L ------ Dp 
ym ( e ) ( ' e-: "' ) 

l+p( o) 2" 
, l+p +1 si r > D 2 . 

p=o p! (1-m)! r2 

ym( e) (~ f ) 1 
_l (_o_)_-_1-,_ = __ _ 

oO 

L (-1 )P (l+m+p) !' r2m+p ym (e) (~ f) 
1+1 

r1 (1-m) ! p =o ( 2 ) 1 Dl+m+p+1 m+p(o) 2' m+p . . 

o~ ym(e) indi que qu'il s'agit aussi bien de la fonc
l(o) 

tion harmonique impaire ou paire . 



Puisque nous raccordons les potentiels sur la surface de la 

seconde sphère, c'est-à-dire pour r 2 = R2 
il est .évident que _nous 

nous trouvons toujour s dans le cas T
2 

.c. D , puisque D représente l.:i. 

distance entre les deux ce ntres des sphères et que r
2 

= R
2 

est pré

cisément le rayon de l'une de ces sphères. 

Par cons équent, seule l a formule de transformation dans le cas 

r
2

, D sera utilisée. 

Moyenn~nt ce tte formu l e , exprimons l e raccord des potentiels 

sur la seconde sphère, c' est-à-dire 

IN OUT 
V 

2 
= V 

.0 

[ t c1 
[ 

1 
I_ 

l=o m=o lm (1-m)! p=o 

oO 

+ Dim [ (1~m) ! p~o 

(- 1? . __,,2 __ ym(e)(e- 'f) 
· (l+m+p )! R m+p ] 

( 2m+p)! Dl+m+p+1 m+p 2' 

(l+m+p) ! R m+p 
(- 1)p ___ ---=2=-----c- ym(o)(e f)] 

( 2m+p )! Dl+m+p+1 m+p 2' 

Ici, nous all ons exploiter la propriété d'orthogonali t é des fonctions 

harmoniques . 



Rappe lons , e n effe t , qu e 

sin e d ê' 

0 

= 0 si 1 =f l' et m f= m' 

4 lf [ ( 1 +m) ! ] 

= ~ ( 21+1 ) (1-m) ! 
si 1 = l ' e t m- = m' 

f!1 

avec{~ 0 = 1 

l '?- , 1tl 

E. = 2 m = 1 ' 2 , 3. ' .. . 
m 

Cett t r e l a tion est val able p our 

Dé s orma i s , afin de simplifier l es not ations , n ous é çrirons 

.tir 11" 

( ( Ym(o ) (s -P ) ym ' (o ) (o P) s in & d e df 
) ) 1 ( e )_ ' ' 1 ' ( e ) ' ' 

0 O 

o m'î . 
e 1 1 

S,f 

= 4 rr • [ ( 1 +m ) ! ] ~ S" 
~ ( 21 + 1 ) ( 1-m) ! m' m' 1 ' 1 1 

m 
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Nous allons donc multiplier les deux membres de la relation ( 2 .16), 

une première fois par ym' (e) ((';;) -9) , puis intégrer, 
l' ~ i 

e t ensuite par ym'(o)(e f), puis intégrer. 
l' · 2 

Puis, nous utilis erons l a r el~t ion d 'orthogonalité (2.17) des Y~ 

On obtient a insi deux relat ions 

a ) 
00 1 ( ::),.f [ E R 1 A2 e e 2 lm l=o m=o 

e0 1 
1 [ 1 • 

oO (l+m+p ) ! R m+p 
f_ L r (-1 )P 2 = 0

1m (1-m)! l=o m=o p=o (2m+p) ! 

+ R-(1+1) 02 
2 lm 

En utili sant (2.17), on a : 

1 1 2 
R2 Al'm ' 

( l' +m') ! 

é, ( 21 1 +1) ( l'-m')! 
m 

Dl+m+p+1 

<
m m' 

i . e / 1• 

-
= [ c~m' 

•. m' +l' -m' 
(l +m 1 +1'-m')! R

2 ( - 1)1'-m' 

l=o (1-m')! 
_l_+_m_' _+_l_' ---m-, -+-1 • 

( 2m'+l'-m')! D 

R-(1'+1) 2 
+ 2 Cl'm' 

t; . 1 ( 21 1 +1) (l'-m')! t. ,,( 21 ' +1) (l '-m')! m m 

( 1' +m' ) ! 4 li" (l'+m')! 





4 lT ( 1 1 +m 1 ) ! 
En divisan t dans les deux membres par ----- ---- , on obtien t 

E. ,( 21'+1 ) (l'-m')! 
m 

b) 

1 , ' l' (-1) -m R 
2 

c1 
l m' [ 

(ni' +l') ! D
1 1 

+1 l=o (1 - -ci ') ! 

( 2 .18) 

( 1+1 ')! 

Dl 
2 R-(1'+1) 

+ Cl'm' 2 

(ceci e st équiv a l e t à l Il r e l a tion ( 2 . 6 ) lorsque m = o). 

oO 1 r L Rl 
2 

l=o rn =o 

-0 Q 

= [ L 
l=o m=o 

< : +p 

En utilis ant 

l' 2 
R2 Bl'm' 

00 

[_ 1 
= Dlm' 

l=o 

4 ,r 

~ (21 1 +1) 
m' 

<: m' 

o ~,,T 

B2 0 
lm 

l' 

• [ 1 
oO (l+m+p ) ! R m+p 

D1 L (-1 ) P 2 
Dl+m+p +1 lm 

. • (1-m) ! ( 2m+p ) ! p =o 

m' 
0\ 

] + 
R-( 1+1) D2 <: 01 

m' 

o ~,-T 
0 

l' ;(f 
2 l m 

l' 

( 2 .17), on a : 

4 li" ( 1 1 +m') ! 

t 1 (21'+1) ( l '-m')! m 

1 1 1 
(- 1) -m 

( 1-m') ! 

(l+m'+l'-m')! R2 
m'+l'-m' 

(2m'+l-m 1 )! D 
l+m 1 +1 1 -m 1 +1 

(l'+m')! 
R-(1'+1) 2 4 1f ( 1' +m') ! 

+ 2 Dl'm' ( 1 1 -rn' ) ! (l'-m')! é 1 ( 21 1 +1) m 

. 
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' Après simplification , ce tt relation s' écri t 

(2.19 ) 

l' (- 1)1'-m' D1 ( 1+1' ) ! R2 - -(1'+1) l' 2 
~ lm ' 2 

R2 Bl'm' = + Dl'm' R2 
(m'+l')! 

1 ' +1 
l=o (1-m ')! D1 

Conditions aux limites pour l a seconde sphère . 

On considère l a sphère 2 uniquement, c'est-à-dire comme une 

sphère isol ée et on va exprimer l es conditions aux limites sur la 

surface de cette sphère. 

Les équati ons de Maxwell 

d iv D = 0 

rot Ë = 0 

_où D est l e déplacemen t électrique 

où Î est l e champ électrique · 

nous assurent que D = t Ë où é es t la constante diélect~ique qui 

vau t 1 pour le vide. 

La compos ante normale de D, en ten ant compte du fait que 

D = - é gr ad V , s I écrit 

- -D • n = 

-Les conditions de continuité pour l a composan te normal e de D, 

ans l e cas de la sphère 2 , s ' exprime par 

(2.20 ) 
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c'est-à-dire que les composantes normales de D à l'extérieur et à 

l 'intérieur de la seconde sphère doivent être égales . _ 

La relation (2 . 20) s'écrit 

~ ~ [ 

00 1 1 00 (l+m+p)! R m+p-1 

L. L. c1 
[ (1-m ) ! 

I. (- 1 )P (m+p) 2 

l=o lm 
( 2m+p ) ! Dl+m+p+1 m=o p=O 

1 m(e) 
(~ 2_f)] [ 

c,() (l+m+p) ! R' m+p- 1 

+ D1 L (-1 )P (m+p ) 2 
m+p lm (1-m)! . ( 2m+p ) ! Dl+m+p+ 1 p=o 

Comme précédemment , en vue de simpl ifier cette express ion , nous 

allons utiliser la re lation d 'orthogonalité des Y~. 

Nous all ons donc multipl ier une première fois cette expression 

par Ym
1

,' (e)(""--
2
i) et · nte'grer , t d f • = e une se con e oi s par 

puis i ntégrer. 

Ainsi, suivant que l'on multiplie par l'une ou par l'autre i nté- · 

gral e , on obtiendra. deux relations 





00 1 
r L 
l=o m=o 

1 
1-1 c. 

R2 c.2 

m' 
e 

l' 

1 
L C 

1 
lm 

l=o m=o 

1 00 
( 1 +m+p) ! 

[ -- L (-1)P --
(1-m)! p=o ( 2m+p )! 

R m+p-1 
(m+p) 2 • • 

Dl+m+p+1 

(m+p) 

R m+p-1 
2 

Dl+m+p+1 

1 oo ( 1 +m+p) ! 

[
-- L (-1)P 
(1-m)! p=o (2m+p)! 

o I rn , 

l' 

Nous obtenons· a lors les deux relations suivantes 

92 . 

(-1 )1'-m' l ' R;'-1 
= t-------,,..~--

00 

[ 
(1+1 1 )! 

D
l' +1 (1 ' +m') ! l=o (1-m') ! 

(1'+1) R-(l'+2 ) 
2 

(2.21) 





et 

(cette relation (2.21) est équivalente à ln relation (2.7) 

lorsque m = 0). 
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(- 1)1'-m' l' 
l'-1 

~ 
1 (1+1 1 )! 

2 l'-1 R2 Dlm 1 

1 E2 Bl'm' l' R2 =E 
(l '+m')! 

1'+1 l=o • (1-m 1 ) ! Dl D 

(2.22 ) 

Ces deux relations expr iment donc la condition de continuité 

vérifiée par la composante normale de D à l a surf.a.ce de l a seconde 

s phère . 

Raccord des poténtiels sur l a surface de l a première sphère . 

Nous allons à présent effectuer le r a ccor~ des poten

t 1.·e1s sur r - R 1 - 1 • 

Rapr,e lons que : 

V IN 
1 

VOUT = 

,s:, 

I 
l=o 

1 -(1+1) L [
C 1 ym(e) (B- f) 1 y~(o) (e1 f)] r1 + Dlm lm 1 1 

m=o 

+ r;(1+1) [ cfm y~(e) (e 2 ,) 2 
+ Dlm y~Co\e2f)] 
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Nous allons procéder d'une mani ère tout-à-fait analogue 

à celle utilisée da ns l e c as de la seconde sphère. 

Nous exprimerons donc r;(l+ 1) Y~(e ) ( e-
2 
f) et 

-(1+1) y m(o) ) r
2 1 

(e
2 

'f en t ermes de r
1 

et 8
1 

en utilisant l e théorème 

d'addition (annexe 2). 

Ce théorème d'add ition nous fournit deux formules sui

vant que r
1 

> D ou r
1

~ D. Il est bien évident que nous devrons. 

choisir uniquement celle correspondan t à r
1 

= R
1 

~ D. 

Par le théorème d' addit ion, o.n a 

p! (1-m) ! 

p~ ( cos & 
1

) 1 
00 

(l+m+p)! 
m+p 

~ (-1 )P 
r 2 Pm (cos 0) = 1+1 . 

(1-m)! ( 2m+p) ! Dl+m+p+1 m+p 
r1 p=o 

si r 2 L D 

I · d, . . - ( 1+1) Pm ( = ) ci, comme on e sir'e exprimer r 
2 

· 
1 

cos= 
2 

e n 

fonction de r
1 

ete
1 

, on doit inverser les rôles de r
2

,{;}
2 

et de 

r 1,e 1 dans les formules ci-dessus : 
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'r 
c'est-à-dire que . . 

r1 devient r2 

r2 devient r1 

s- devient lT - e 
1 2 

92 devient 11- e1 

Le thé orème d'addition s ' exprime al ors de l a mani ère suivante . 

P~ (-cos e- 2 ) 
z: 

1+1 
r2 

( -1 )P (l+p+m) ! 
-------~ Dp 

p! (1-m) ! 

00 

P~+p (-cos o 1) 

l+p+1 
r1 

m+p 
(l+m+p ) ! i. L (-1)P 

r1 
Pm 

Dl+m+p+1 m+p 
(1-m) ! p=o (2m+p) ! 

et seule cette dernière expression (r
1 

L D) est admissible. 

r 
1 

"> D 

(-cos e 
1

) 

r 
1 
~ D 

Réécrivons la relatio dans le cas r
1 
~ D, en utilis an t la 

propriété suivante 

1-m p~ (cos e, 2 ) 
(- 1) 1+1 

, r . 
. 2 

=---

~ (l+m+p) ! m+p 
l- (-1)P ---- -~r_1_---,

Dl+m+p +1 ( 1-m)! p=o ( 2m+p ) ! 

( -1 )P Pm ( e ) m+p cos 1 





c'est-à-dire 

(-1 )1-m co (l+m+p) ! r 1 m+p 
= ---· ~ -----~--Pm (cos e-

1
) 

( ) ( ) D
l+m+p +1 m+p 

1-m ! p=o 2m+p ! 

En termes des fonctions har moniq1.,2 e s , nous avons donc 

(-1)1-m oa (l+m+p)! 
--,,-- ym(e\~ 'f) = ___ ~ 

1+1 l(o) 2 
r 

2 
( 1- m) ! p=o ( 2m+p) ! 

da ns le cas r 
1 
~ D 

Moyennant cette formule, exprimons l e raccord de s potentiels sur la 

c'est-à-dire 

c,C) 1 
= L. L R-(1+1) [ C 1 ym(e\e- j) + 

l=o m=o 1 l m 1 1 

2 [ ( -1 ) 1-rn oe 

+ Dlm --- L 
(1-m) ! p=o 

( l +m+p) ! 

( 2m+p) ! 

R m+p ] 
----,,---1 __ y m ( e ) ( & f) 
Dl +m+p+ 1 r:1 +p 1 

( l +m+p) ! R m+p 
1 

( 2m+p)! Dl+m+p+1 

(2.23) . 
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Afin de pouvoir simpl i fier cette expression du raccord des 

potentiels, nous allons mul tiplier cette relation une fois par 

Yml ,' ( e) (S1f) -et int ég~er, et ensuite par 

et utili ser la relation d'ortho-

gonalité des fonctions harmoniques 

00 1 

<: e 1 : 
m'\ [. L Rl 

[ 

·1 1 

l=o 1 Alm 
1 ·fa~t 

+ Blq1 
m=o 

oO 

= r 
l=o 

+ c2 
lm 

1 
R-(1+1) (: l

m' 
L [ 

C 1 e 
1 l m l' m=o 

[ 

(-1)l-m oa ( l +m+p )! R rn+p 

(1-m)! p~o (2m+p)! Di+m+p+ 1 

L ---- __ 1 __ _ 
[ 

(-1)l-rn o0 ( l +m+p )! R m+p 

(1-m)! p=o ( 2m+p )! Dl+m+p+ 1 

R
-(1 1 +1) 1 

= 1 Cl'm' 

:), 

(: 0 1 : 

m' ~J l' 

0 

0 

e 
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( -1)m' R1l' "° c2 ( ) 1 ( ') 1 l' "'"" lm' -1 l+l ! 
Al'm' R1 =- ____ .:__-,-- L 

(m'+l')! l'+1 l=o (1-m')! D1 

1 R- (1 1 +1) 
+ Cl' m' 1 

(2. 24) 

(ceci est équiv a le n t à l a relation (2.8 ) lorsque ~=0). 

1 R-(1' +1) ~ 2 
Dl'm' 1 + L Dl'm' 

l=o (1-m 1 )! 

( -1') 1-m, ( 1 + 1 , ) ! 

( m'+l ')! Dl+l'+1 

' l' 2 1 
l' 1 (-1)-m R 1 ~ D-lmi (-1 ) (1+1 1

) ! 

R 1 Bl ' m 1 "' 1 ' 1 L l 
(mi+1 1 )! - D + l=o (1-m')! D 

+ 1 R- (1'+1) 
Dl 'm' 1 

.( 2 . 25) 

Conditions aux limites p our l a pr emi ère sphère. 

On cons i dère cette f ois l a sphère 1 comme étant i s ol é e e t on 

exprime l es conditi ons de c ontinuité pour l a composan t e normal e de D 

sur l a surface de l a sphèr e 1 
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c'est-à-dire 

(2.26) 

où é
1 

e s t la constante di é lectrique de la sphère 1. 

La relation (2.26) s'écrit 

t1{ L t l Rl-1 [ A1 ym(e)(et) + E1 ym(o)(&'f)]} 
l=o m=o 1 lm 1 1 • lm 1 1 

= fè.{ f 
Q. 

(-)(1+1) R-(1+1)-1 
[

C 1 Ym ( e) (e 'f) +D1 ym(o\~f~ L 
l=o 1 lm 1 1 lm 1 1 m=o 

[ 

(-1 )1-m ~ (l+m+p) ! ( ) R 
m+p-1 

2 m+p 1 
ym( e) (e 'f)] + Clm 

(1-m) ! p~ o (2m+p) ! Dl+m+p+1 m+p 1 

[ 

(-1 )1-m 0Q (l+m+p) ! ( ) R m+p-1 

ym(o)(ef)-]} 2 m+p 1 
+ Dlm 

(1-m)! ;:o (2m+p)! Dl+m+p+1 m+p 1 

Nous multiplions à nouveau par en intégrant, 

et en utilisant la relation d'orthogonalité des Y~ on a 
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a) 
t:_ ( -1)-m' l' R l'- 1 

00 c~m' (-1l (1+1')! 

= l'+~ L ----- 1 
( 1 ' +m' ) ! D • 1 =o ( 1-m 1 ) ! D 

(2.27) 

(ce ci es t équiv alen t à l a re l at ion (2 .9 ) pour m = 0). 

b) 
c.. ( -1 ) -m 

1 
1 1 R l 

1 
-

1 oo D 2 • ( -1 ) l · ( 1 + 1 ' ) ! 
1 1 1 -1 1 ...,_ lm' 

E.1 Bl'm' l' .R1 • = 1'+1 L -----
( l '+m') ! D . l=o ( 1-m')! Dl 

(2.28) 

2. - EXPLOITATION DES RESULTATS. 

En considérant les r e l a tions (2 .18), ( 2 .19), (2.21), 

(2 .22), (2 .24), (2 . 25), (2 . 27), (2 . 28), nous av on s un systè me d'equa- • 

tians avec pour inconnues les 
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Pour le r és oudre , nous allons procéder de la manière 

suivante : 

2 
- nous all ons d'abord éliminer l'inconnue Al'm ' des équati ons 

(2.18) · et ( 2 . 21) . Nous obt iendrons ainsi une seule équation compre-

t 1 C 1 t c 2 . nan es inconnues l'm' e l'm' 

- ensuite, nous éliminer ons Ai•m• des équa ti ons ( 2 . 24) et ( 2 . 27) 

et nous obtiendrons ainsi ne seul G équa tion comprenant aussi les 

1 2 
deux inconnues Cl'm' et Cl 'm ' • 

- en me t tant les deux rêsul tats pré cédents ensembi"e, nous par-

1 
viendrons à obtenir finale me nt une seul e équation en Cl'm' par 

exemple . 

Si nous procédons de l' autre mani ère, à savoir: 

2 
éliminer Bl 'm' entre (2.19) et (2 . 22 ) pour obtenir l' équation 

1 2 
en Dl'm' et Dl'm' , 

- é liminer Bi'm' entre (2. 25) et ( 2 . 28 ) pour obtenir une 

1 2 
équation en Dl'm' et Dl'm' 

·1 
d ans ce cas, nous constatons que l' équation en Dl'm ' r ésultant des 

1 2 • 
deux équat ions en Dl 'm' et Dl'm' est exactement identique à l' équation 

1 
en Cl'm' t rouvée e n premier lieu. 

J__ ------'-------------- -------~ 
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Afin de simpli fier les notat ions , nous a llons dans ce 

qui suit remplacer l' m' , 1 par 1 , m ,. k respectivement. 

Les équations (2·1 .. 18) et (2_. 2 1) nous donne n t : 

t:.(-1)1-m 1 R21-1 [ c~m (k+l)! 

(l+m)! D1+1 k=o (k-m)! Dk 
C2 (1+1) R-2(1+2) 

lm 

+ 1 t.2 R2-1 C2 R-( 1+1) 
lm 2 

et les équ a tions (2.24) et (2 . 27) nous donnent 

t (-1)-m 1 R11-1 ; ck2m (-1)k (k+l)! - c:. c1 
L c. (1+1) R_:(l+2 ) 

(l+m) ! . D1 +1 k=o k -m) ! Dk lm 1 

L'équation (2. 29) péut s' écr ire sous l a forme 

t(-1)l-m 1 R l-1 - c 1 . (k+l)! 
2 L _ k_. m ___ _ 

(l+m)! D1+1 k=o (k-m)! Dk 

ç- c1 (k+l)! 
L km 

k= o (k-m) ! Dk 

c 2 
lm 

1 t: 2 R;1 (-1)1-m R; 

( m+l)! D1 + 1 

(2.29) 

(2.30) 





ou encore, e n multipliant p ar . { (-1_)l-m R;1+1 D1 +1 (l+m) ! 1 

et, donc, on peut e n -d éduire l'expression de c!m 

eo c1 
(k+l)! R .21+1 

1 (t - t:
2

) L km 

c2 k=o (k-m) ! Dk 2 
(- 1 )1-m = 

lm [lé. 
2 

+ t (1+1)] (l+m) ! D
1

+
1 

Introduisons à pr é sent ce résultat d ans (2.30) afin de ne plus 

obtenir qu 'une équation à une seule inconnue : c1 
km 

é(-1)-m 1 R/- 1 ~ ( .... 1/ (k+l)! 

(l+m)! D1 +1 k=o (k-m)! Dk 

(-1)k-m k( f - t ) R 2k+ 1 
2 2 

oa C1_ ( j+k)! 
L. Jm j - <ë. C~m (1+1) R~(1+2) 
j=o ( j-m) ! 

103. 





r 
j=o 

c1 (j+k) ! jm 
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+ 1 t. R-1-2 C1 
1 1 • lm 

En multipliant l e s deux membres par (-1 )m R 
1 

, cette équation devieri t 

1 R l e0 

1 ~ 
(l+m)! D1+1 k=o 

(k+l) ! k R 2k+ 1 (é-E ) 
2 2 

(k-m)! D2k+ 1 (k+m)! 

00 

[ C 1 ( j+k) ! 
jm j=o 

~~~~~9:~~ : En fai t, si nous examinons les r elat ions (2.18) à ( 2 .31), 

nous consta tons que nous utilisons les expressions . (k-m)! et (j-m)!. 

Or l a factor i elle de x, par exemple , n ' est dé fi nie que six est un 

ent ier p·osi tif. Dans notre cas, nous s avons par l es hypothèses de 

départ que m; k, j sont de s entiers . Il nous r este donc à assurer 

ici que (k-m) et (j-m) son t deux nombres positifs. C'est pourquoi 

les sommations sur k et j ne peuvent commencer qu ' e n k = lm1 et 

j = I ml 





Expression de l'équation e c1 
jm 
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En tenant compte à pr,~sent de la remarque formulée 

ci-avant, nous pouvons exprimer l a relation (2.31) sous forme d'une · 

équat ion en C'. 
Jm 

(l+m)! D1 +1 
En multipliant ( 2 .31) par ..,__--''------ , nous obtenons 

( t - f 1 } ( ~- ~2 ) R 1 1 

"'° (k+l) ! 
[ 
k=tTTll (k-m) ! D2k+1 

k R 2k+1 1 
2 

(k+m) ! [ kt
2 

+ E. (k+1 )] 

Ceci peut s 'écrire final ement comme 

00 

oo C 1_ ( J. +k) ! 
- Jffi l. . 

j=1m1 ( j-m) ! DJ 

j =tm1 { 

[_ k (k+l) R
2 

2k+ 1 ( j+k) ! 1 

k=4mt (k-m) ! (k+m) ! D
2

k+ 1+j ( j-m) ! (kë
2

+é( k+ 1 )l 

(l+m) ! D1 +1 R~(l+1 ) (lé
1
+t(1+1 )] 

(~-é 1) (t-'ë.) R/ 

( 2 . .32) 
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Nous trouvons finaleme n t une équation (2 .32) qu i peut s'écrire sous 

forme plus condens ée comme é tant: 

oO 

L 
j=o 

A(m) c1 
lj jm 

= 0 avec j <::: 1 ID\ (2.33) 

Nous avons donc trouvé un système d' équa tions homoeènes. On a 

une équation pour chaque v aleur de .{ considér ée. 

La condition pour que ce sys t ème infini d ' équati ons admette une 

solution non trivi ale est que l e dé terminant de s coéffici ents du 

système soit nul~ 

Nous devons donc imposer que 

0 

où les Ai~) sont donnés par 

(k-m)! (k+m)! D2k+1+j (j-m)! 

( ~ _ ~ ) ( é _ ~ ) R 21+1 
1 2 1 



1 . 

Ecrivons le système (2.33) sous une autre forme 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

o0 { 00 k (k+l) ! 

tm1 f =tml (k-m) ! (k+ 

. ( R2)2k+1 ( j+k) ! ___ 1 __ _ 

) ! D . ( j-m) ! [ k é2 +é(k+1 )] 

Posons : 

R1 = R 
2 

R 
D = s 

E = f. 
2 1 

On a dès lors 

avec 

( 1 +m) ! 1 
1 

+ ( 1 + 1 ) 

(é-~1) (t-~) (
~) 21+1 ~ · ] 
R 1, J . 

1 

1 

(les deux sphères ont même rayon ) 

R · 
1 

s = -1 • D 

00 
( c'7 - A' (m) _J_ L J L1 • • 

j=um J DJ 
= 0 

...:> k (k+l) ! (j+k ) ! 1 i:L, (m) 
n.1j = [ 

k~ml (k-m) ! (k+m) ! ( j-m) ! [k + t.(k+1 )] 

( 1 +m) ! 1 + ( 1 + 1 ) 

(î - 1)
2 

= 0 

107. 





et 

.lL' (m) 
l'-1 j 

,s:, 2k+1 
= L ,k(m) _s_2 __ _ 

k=tml a l j k+(k+.1) 

( 1 +m) ! [ 1 + ( 1 + 1 ) E:] 

·(t:- 1)2 · 

,k(m) 
avec a lj = 

k (k+l)! (j+k)! - 1. 

(k-m)! (k+m)! (j-m)! 

108. 

-(21+1) e-
s 1 . ol,j 

En divisan t .A-~;m) par (l+m ) ! , on obti.en t 

Conclusion. 

1+(1+1 )t 

(t- 1)
2 

k ( k + 1 ) ! ( j +k) ! 1 

-( 21+1) 6 
s 1 1, j 

k(m) 
ave c a1 j _. -

• k-m)! (k+m)! (j-m)! (l+m)! 

Pour deux sphères de rayons égaux, dans l e cas ID/, o, 

on obtient pour chaque val eur de ID un dé terminan t infini à annuler, 

c 1 est-à.:..dire : 
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Nous remarquons que ce r ésultat eng lobe également l e 

cas m ~ 0, puisque pour m = 0, la relation (2 .34) devie nt exacte-

ment (2.14). 

Le tableau ( T.3) n ous montre les premiers termes de 

ce déterminant infini pourlm1= 1 et l e tableau ( T.4) pour 1m\ = 2 . 

-----------





j = 0 

l=O , -

1=1 

1=2 ! .... 

1=3 

1=4 I -

00 

E ak(1l 

k=1 11 

00 

E a k(1 l 
k=1 21 

00 

E ak(1 l 

k=1 31 

j = 1 

0 

2k+4 
s 1+2e: -

k+(k+1le: (e:-1) 2 

2k+6 
s 

k+(k+1le: 

2k+8 
s 

k+(k+1l e: 

oo 2k+10 
E ak(1 l _s __ _ 

k=1 41 k+ ( k+1 le: 

00 

E ak(1 l 

k=1 12 

m = 1 

j = 2 

0 

2k+4 
s 

k+ (k+1le: 

j = 3 

0 

oo 2k+4 
E ak(1 l _s __ _ 

k=1 13 k+(k+1) e: 

00 

E ak(1 l 
2k+6 00 2k+6 

s _ ~ E ak (1) _s __ _ 

k=1 22 k+(k+1)e: (e:-1) 2 k=1 23 k+(k+1le: 

00 2k+8 
E ak (1)_s __ _ 

k=1 
32 

k+(k+1le: 

00 k(1)s2k+8 
E a33 ---- -
k=1 k+(k+1)e: 

oo 2k+10 
E ak(1 l_s __ _ 

k=1 42 k+(k+1)e: 

oo 2k+10 
E ak(1 l_s ___ -

k=1 43 k+ ( k+ 1)e: 

Table au T . .3 

j = 4 

0 

oo 2k+4 
E ak(1) _s __ _ 

k= 1 
14 k + ( k+ 1 le: 

00 

E a k( 1 J 
k=1 24 

2k+6 
s 

k+(k+1)e: 

00 2k+8 
E a~(1l _s ___ _ 

k=1 34 k+(k+1le: 

oo 2k+10 
E ak(1 l_s __ _ 

k=1 _44 k+(k+1le: 

-' 
-' 
0 
• 





j = 0 j = 1 

1=0 

1=1 -,: 

. 

1=2 

1=3 

1=4 

j = 2 

0 

0 

oo 2k+6 
E ak(2)_ s _____ 2+_3_e:_ 

k=2
22 

k+(k+1)e: (t-1l 2 

oo 2k+8 
E ak(2l_s __ _ 

k=2 32 

00 
E ak(2l 
k=2 42 

k+(k+1le: 

2k+10 
s 

k+(k+1le: 

Tabl eau T.4 

j = 3 

" 

0 

oo k(2ls2k+6 
E a23 
k=2 k+(k+1le: 

00 
k(2l_s_2_k_+a ___ 3+4e: 

E a33 2 
k=2 k+(k+1le: (e:-1) 

oo k(2l s2k+10 
-E a43 
k=2 k+(k+1le: 

j = 4 

0 

0 

00 k(2l s2k+6 
E a24 
k=2 k+(k+1)e: 

00 k(2l s2k+8 
E a34 
k=2 k+(k+1le: 

00 k(2l s2k+10 
E a44 
k=2 k+( k+1)e: 

-----

__, 
__, 
__, 
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k (k+ l)! ( k + j')! 1 

( k-m) ! ( k + m) ! (j - m) ! (1 + m) ! 

....... 
m = 1 - j - 1 2 3 
k 1 1 

.._ 
= ' ....... 

1 
1 ( 1 ) 

1 
1 ( 1 ) 

3 
1 ( 1 ) 

6 a = a12 = a13 = 

11 

2 
1 ( 1 ) 

2 
1 ( 1 ) 

6 
1 ( 1 ) 

12 a21 = a22 = a23 = 

3 
1 ( 1 ) 

3 
1 ( 1 ) g 1 ( 1 ) 

18 a31 = a32 = a33 = 

--- ....... ....... j 
k = 2 ..... 1 2 3 1 ...... 

' ..... 
' 

1 
2(1 ) 

6 
2 ( 1 ) 

24 
2 (1) 

60 a11 = a12 = a13 = 

2 · 2( 1) 
16 

2 ( 1 ) 
64 

2 ( 1) 
1 60 a21 = a22 = a23 = 

3 
2( 1) 

30 
2 ( 1 ) 

120 
2 (1) 

300 a3 1 = a3 2 = a33 = 

' ' ..... j 2 
....... 

m = ....... 

k 2 ' 1 2 3 = 1 ' ' ' , 

1 
2(2) 1 2(2) 

2 
2(2) 

10 a11 - - a12 = a13 = 
2 

2 
2(2 ) 

1 
2(2) 

4 
2(2) 

20 a21 = a22 = a23 = 

3 
2 (2 ) 3 2 (2) 

6 
2 ( 2) 

30 a3 1 - 2 a32 = a33 = 

Tabl e au T.5 
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II - CORRECTIONS DU PREMI ER ET SECOND. 

ORDRE SUil. LES MODES. 

Nous avons d~termin é jusqu'à pr~sen t quelle est, pour 

les différentes v uleurs de I mt l'express ion du dé terrni nRn t infini à 

annuler . Ce qui nous intéresse mP-- i ntena11t, c' est de counai tre pour 

ce s ~ifférents l mt la va l eur du E qui rend le détermin an t nul. Dans 

e but, nous considérons l e premier déterrni n :-i.nt (2 x 2) qui ;-:.pparaît 

ans l e dé t erminan t infini e t on cherche l es val eur s de l qui l' annu

le . L0rsqu I on pnr l e d ' " annuler " un détermirnrn t infini , cela sign ifie 

u 'on l' annul ~ effectivement jusqu ' à un ordre r donné en s c' est 

pourquoi il es t légi time de se limiter à un dé t ermin~nt ( 2 x 2) pour 

tr ouver les t qu i annulent l e dé terminant infini à l'ordre r . En 

effet , si on pr end un déterr.oinünt (3 x 3) ou de di mensi on plus élevée 

e t si pour calculer lest qui l'annulent on se limite à l'ordre r en 

s , on constate qu'on ne cons idèr e en fa i t ri en d' autre · que l e pre

mier déterminant ( 2 x 2) . Ai ns i, on dé termine d ' abord l a premi èr e 

correction de E pour des val eurs de \roi et 1 tout-à-fai t que lconques . 

Ensuite , on établira la seconde correc tion pour~ qui, el le , est 

val able dans les cas 1ml, 1 = 1m1 et \ml, 1 = 1ml + 1. 

Ecrivons en premi er lieu l R forme générnle (c'est-à

dire V l ml ) d 'un déterminan t ( 2 x 2 ) s itu é l e lent; de l a "di ilgonale " 

du déterminant i nfin i . I l ne s ' agit donc pas nécessairement du pre-
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mier déterminant ( 2 x 2)re nc ontré lorsqu ' on reiarde l e tabl eau infini. 

On a 

[
f k(m) s21+2k+2 
- al 1 

k= \ml ' k+(k+1 ) f. 
1+(1+1 )t:] 
( E. -1)2 

[ 
l. Oo 

k= l ml 

k (m ) 5 21+2k+4 
a 

1+1,1+1 k+( k +1) é 
(1+1)+(1+2 ) E. ] 

( é - 1)
2 

-[ [ 
k= lml 

] [ 

00 

21+2k +2 L 
:+(k+ 1)é k= l ml 

k(m ) 
a 

1+1 , 1 

On v a d é t erminer l a v a leur de E. qui rend ce dét€1·minant nul à 

un ordre donné . 

En considér an t ce dét e rminant (2 . 1) , on se p lace 0n f~it au 

1 
v oisinage de E. = - l+1 , 1 :J. 1 m 1 

En effet : 

Lorsque deux sphères s ont situées à un€ distance D l ' une de 

l'autre qu i est infinie , le s modes sont exacten en t ceux d'une sphère 

1 
i·solée . Ces modes sont c onn set s ont : c - -

t:.. - - 1+1 1 = o, 1 , 2, . .. 

Il fau t donc vérifier qu'ici , l orsqu ' on annule le déterminant (2. 1) 

dans l e cas où D -'l, -a, on o bt i e nt t = - 1~
1 

. On prouve a insi que 

1 
l ' on se place effective~e n t au voisinaGe ·d ' un ~ = - l+1 

Rappelons que , pour établir l e déterminant infini , nous av ons 

, , 1 H p os e au c ours du d eve oppemen t s = D 





Par conséquent, lorsque D ~-=>, on as ~ O. 

Pour s - O, (2.1) s ' écrit 

0 

0 

( 1+1) + (1+2) ~ 

(~..: 1)2 

Ce déterminant s ' annule lorsque 

l 
l + ( 1 +1) t = 0 

( 1 + 1 ) + ( 1 +2) ta = 0 

c' es t-à-dire les val eurs 

t: 
1 pour = - --

1+1 
ave c 1 ~ 

1+1 
= - 1+2 

115. 

l ID\ 

Ainsi, lorsque les deux sphèr es sont placées à une dist an ce D 

très 5rande , c'est-à- dire lorsqu 'il n ' y a pas d 'inter action 

en t re el le s , les mode , donnés par l e dé t e1·minant (2 x 2) que 

nous considérons, s on t 

E. = 
1 

- 1+1 

Lorsque nous considérons -deux sphèr es situées à une 

distance D finie, elles interagi ssent et , par cons équent, il va appa

raître des corrections dans la valeur de t. Dans ce qui suit, nous 

essayerons d ' é t ablir l a valeur de l a première de ces corrections 

1 lorsqu'on se place au voisinage de é = - -- avec 1 ~ 1 ml • 1+1 





f 

'1 

ALEUR DE LA PHDHERE CORRECTION EN 11 s 11
• 

Pour l a dé terminer, nous suivrons l a procé dure suivante 

On se place au voisinag e de é 1 
1+1 

1 -,.l m\ 

On suppose alors qu ' il exis t e une correction pour 

n ote X 
N 

avec X et N inconnus . D' où é = 1 
s : - 1+1 

Dans un pr emier temps, on dé termine N et e nsuite 

le é ' 
que 

+ X 
N 

8 

la valeur a.e 

116 . 

.l ' on 

x. 

Pour connaître l'exposant N des , on ex amine toutes les puis s ances 

des qui interviennent d ans le déterminant (2.1). 

Afin d'avoir compatibilité ntre le s puis s ances et puisqu 'on- exige 

qu e le dé terminant (~ . 1) so i t nul jusq~' à un or dre donné en s, d onc 

otamme nt à l ' ordre l e plus b a s , on impose que N soit égal à la plus 

petite puissance intervenan t d 2ns l e ~é termina nt (2 . 1) . 

On d é termine a lors le coé ff i ci ent X de sorte qu e l e d ~terminru1t (2.1) 

limité aux te .L' me s d'ordre R (connu ) soit nul exa ctement . 

On obtient ainsi une équation où la seule inconnue est X, ce qui 

ous permet de l a d é terminer. 

Dé terminatioL de l'ordre N de l a correction e n s. 

On é crit E = - -
1- + X SN 1+1 

( 2.2 ) 

Considé rons le coéfficient 1 + (1+1) t qui in t ervient dans (2 . 1) . 

Il s ' écrit, par (2.2) 

1 + (1+1) t = (1+1) X sN 





117. 

Ceci signifie que le terme 1 + (1+1)t n' est pas une constante , mais 

N 
u contraire un terme en s ! Par contre , tous l es termes k + (k+1)E 

vec k· f 1 sont des constante s c ar , pour k f 1, on ne se place pas 

au voisinaGe de 1 ~I m 1 

Le fait que 1 + (1+1)i ne s oit pas une - constante ·•a une i mportanc e 

capita l e . En effet, vue qu e ce terme apparait en d é nomi nateur dans 

cer tains coé fficients du d é erminant (2~1) , l ' ordre en s de ces 

c oé ffici ents d iminue . 

insi·, d ans la première ligne de ce déterminant ( 2. 1 ), l e terme 

41+2 
s 
1+(1+1) é 

se comporte comme s 41 +
2-N et c'est l e . terme de puis s an9e 

• la plus . basse . 

Afiri d 'isoler les termes don t l'ordre en s d iminue, é crivons l e dé

t erminant (2.1) de manière à isoler les puissances les plus baeses 

e n s : 

[ 
l(m) 

al 1 
' 

l(m) 
a . 1,1+1 

00 

41+2- N 
s + r: k (m) 

a 
k= t m1 1 , 1 
m / 1 

s21 +2k+2 1+(1+1) E] 
k+(k+1 )E. - (é- 1) 2 

00 

(1+1 )+(1 +2 ) E 1 
(E:.-1) 2 

l(m) 81+6-2 a s 
E ak(m ) s~l+2k+2 ] 

[ k= )IDI ·1,1+1 k+(k+1)E 
m./1 

1+1,1 





00 

[ l. k(m) 
k=Jmlal+1,l 
m/1 

21+2k+4 ] + O( s\l-t-V) 

k+(k+ 1 )é 

118. 

Si nous examinons (2.4), o constate que d a ns la premi~re ligne du 

41+2-N déterminant , on a un terme en s qui est" manifestemeut l e ·terme 

d 'ordre le plus bas. 

Or, on exige qu~ le dé termina.n t (2.4) so i t nul notamment pour l'ordre 

· 41+2-N 
le plus bas. Il faut donc que le terme en s puisse être com-

pensé par quelque chose. 

Dans l a première ligne du d é terminant, nous avons également le terme 

e n 
1+(1+1) 

( é - 1 )2 
.N 

qui est en s • 

On exige donc, p our av oir 

que l a puissance du terme 

la comp a tibilité d ans les puissances s, 

l(m) 41+2-N ·t a
1

,
1 

s s oi é~al e à celle de 

, c'est- à-dire : 

41 + 2 - N • N 

9 N = 21 + 1 \il>,,\ml 

d 'où, on a 

t 1 + X s21+1 
= - 1+1 
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Détermina tion du co6ffici en t de la correction en s. 

Etant donné que le déterminant (2 .1) doit s • ·annuler à tous les 

ordres, il f aut exi&er que J, e dé termi nan t l i mi t é à l'ordre N = 21+1 

s oit nul. 

Or, les seuls termes d'ordre (21+1) sont a~(,~) s
4

l+
2 

et l+(l+1)~. 
1+(1+1)t.. . ( ~- 1) 

Il suffit donc de les égal er et d'y rempl r1.c8r €. par 

E = __ l_ + X s21+1 
1+1 

On aura ainsi une équation qui donne l a v al eur du X. 

On a: 

1+(.1+1) é 

(E- 1)
2 

='> 1+(1+1) t 
t - 1 

= + 

41+2 
s 

1+( 1+1)E. 

lri(;) r al; 1 . 
21+1 

s 

en r emplaçant E. par sa valeur 

) ( 1 s 21+1) 1+(1+1 • - - + X 1+1 . 

21+1 + X s21+1 
- l+1 

= + 

(1+1) X s 21+1 

~ _ ( 21+_!_) ( 1 -~X s21+1) = + 
21+1 

1+1 



21+1 
si on égale les term sens , on a 

X= 21+1 
=F (1+1) 2 

Conclusion. 

La v aleur de E. avec s n première coi-rection est 

1 21+1 é. 
l,m 

= 
- 1+1 + (1+1) 2 

où t l,m 
indique qu'il 

1 ( rn) 
Va leurs des a 
--------- ----1,1 

l(m) 
= 

[ 

1 ( 21 ) ! ] 
2 

al,l (1-m)! (l+m) ! 

en particulier si m = 0 

[
l (21)!]

2 

1 ! 1 ! 

21+1 
s 

s'agit 

\J 1 ~ 

du E. 

lm 1 

120. 

c a lculé pour les 

v aleurs l,\m\. 



Cas particuliers . -----------------
1) f 

m,m 

m é = - -- [
- 1 + 2m+1 

8
2m+1] 

- m+1 m,m 

2) E:. 
m+1,m 

'è. 
m+1 ,m 

m+1 

m+1 - --m+2 [ 
1 + 2(m+ 1) (2m+3) s 2m_+3 ] 

(m+2) 

121. 

(2. 6 ) 

(2.7) 

Dans l e cas de deux v oids , l a rel11.tion en tre w et E, est donnée 

par : 

c' est-à - dire : 

- é 1 ,m 

21 +1 [1 + 
1+1 

V 
l(m) 

al ,l s 21+11 
1+1 J 

(2.8) 



VALEUR DE LA DEUXIEMC CORlŒCTION EN "s". 

Sous forme génér~le, 10 déterminant (2 x 2 ) peut s ' é crire 

00 k( ) 2m+2k+2 

[ 

[ m . s 

k=lm\ am ,m k+(k+1) ~ 

[ ak(m) s2m+2k+4 - ~1 )+(~2 )~ ] -

[ k= lm I m+ 1 'm+1 k+(k+1) t ( t - 1) 2 

'L ak(m) 2m+2k+2] [[ k(m ) 8 2m+2k+4 ] = 
0 

[ k=l m1 m, m+ 1 :+(k+1 )é k=I ml am+1 'm k+(k+1) t. 

A) Calculons_les_modes_l , l c' est-à-dire E l,l (1 =lm~ 

On a tro~v é e n premi~re correction: 

e: 

Pour 1 

e,O 

[!: 1 

[ ~ k= 1 

1 
[ 

21 +1 VaIT 821+1 ] 
- 1+1 1 .± 1 ( 1 +1 _) 1 

' 

= 1m1 on peut é c:rire 

\( ( 1 ) 
8
11 +2 "'- 'l \: 1+(1+1) ] . a 

(f.- 1) 2 1,1 ~ (\t+1)E 

\( ) ~ l 1 +4 """'-" -· ( 1 s • 
a ----
1+1,1+1 '< +(k+ 1 )t 

(1+1 )+(1+2 ) é 

( é - 1) 
2 ] -

122. 





L 

Supposons que l a deuxième correction 

trouver les val eur s d Net de X . 
On a : 

'è. 1 ( 21+1) 
= - 1+1 + 

(1+1 ) 2 

1+(1+1)'ë. = ' 21+1 - l+Î 

( 2l+l) 
1+ 1 

2 

(1+1 )+(1+2) f:. = 1+1 

~ 1 
' 

41+2 
s 

21+1 
s 

21+1 
s 

123. 

de E s oit X 
N 

On va s • 

+ X n 
s 

1(1) al 1 _ _..... ____ _ _ _______________ _ 

, 21+1 lfïîï') s21+1 [
1 

+ 
(1+1.)

2 
SN-21-1 ]-

+ l+1 ya1; 1 · - X + 
( 21+1) v:rT 
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21+1 1~ 8 21+1 [ 1 + X (1+1 )
2 

l(l) _ 8 N-21-1]. (
21

1++
1
1)

2 

1 + 1 _V aÎ : Î i • - ( 21 + 1 ) al 1 

+ a 1 + 1 ( 1 ) . ( 1 + 1 ) 8 
41 +4 

1,1 

1(1) 
al+1, 1 

1(1) s 41 +4 ( 1+1) 2 
a 
1,1+1 12 (21+1)2 

Il faut donc que N z 41 + 4 

Cherchons l a v a leur de X: 

(
21+1)1 al(l) 

1+1 1,1 

( 1+1 } -l- (21+1)
2 

' 

·1 
- (1+1) 

6 21+3] 

( 1+1) 
.± 21+1 

aî+{(l) (1+1) s41+4 • 

' 
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En s 41+4 

~ ~ [ X (1+1)
2 

] 
~ 1,1 21+1 .2:. 1(1) 

( 21+1) a1 l 

' 

( 1+1~ (1+1)
2

x ] 1+1(1) 
(1+1) + ~ [- + al 1 21+1 1,1 + 

(21+1) Val(l) ' 
1,1 

1(1) 1(1) (1+1 )2 
[

- ( 21+1)
2

] 
al+1(1) al,1+1 

1
2 

(21+1)
2 

1+1 

::!> - 2 X 
1(1) 1(1) (1+1) 

a l+1,l al,1+1 
1

2 

On a donc : · 

1 (21+1) 3 
X--~- -

1+1 

B) Calcul des modes 
------- - - - -------- m+1,l 

(1 = m + 1) 

De la même f a çon que p:cé c édemment, on a q u ld 

1+1 (21+3 ) (1+1) 

1+2 + (1+2 )2 
21+3 X 41+4 s + s 



(1+1)+(1+2)~ = + . ( 21+3 )(1+1) s21+3 + X (1+2 ) 
(1+2) 

1+(1+1 )E 1 
1+2 

Le détermi~ant s ' écrit 

[ 

- ak(m) 
8

2k+2m+2 
[ m,m 

k= l ml k+ (k+1)t 
m+(m+1) é l • 

(E.- 1) 2 

L am+1 , m+1 8 (m+1) + (m+2 )é 
[ 

'"° k(m ) 2k+2tn+4 ] 

k= I m1 k+(k+ 1 )E. - ( t - 1 ) 2 -

[ 

00 k(m) 2k+2m+2 
. L .am,m+1 s 

k=IID I k+(k+ 1 )t k= lml k+( k +1) E ] [ 

~ ak(m ) 8 2k:+2m+4 ] 
L m+1,m 

41+4 
s 

= 0 . 

126. 

Le deuxièm8 crochet se r 0duit a l'ordre l t:! plus bas e n prennu t 

les deux premiers te rmes : 

1 m+ 1 
- 1+1 = - m+2 

t - 1 
2m + 3 

m + 2 

(pour 1 = 1rn 1+ 1) 
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..,;, (m+1 )+(m+2) f. = .± ( t -1) 
m+1(m) 2m+3 X ( 2 ) 4m+4 a s + m+ s 
m+1,m+1 

m+1 
~ é. = - m+2 + 

d ' a r~ s l e deuxi ~me crochet . 

2m+3 2 2m+3 
2 
. 2(m+1) s 

(m+2) 

et 
m+1 m 

a p ;;r 
m+1, m+1 

m+ 1 (m) 2m+ 3 
a s 

m+ 1,m+1 

2 
X (m+2) 

8 2m+1 ] 

( 2m+3 ) 
m+ 1 (m) 

a 
m+ 1 , m+1 

en rempl açan t 

l eur v;;i l eur . 

~ 

Réécrivons le rl é terminant e n y r empl açan t ~ par s a valeur 

4m+6 2m+J 
s s X (m+2)_

2 
__ 

~:=;:=:;::-
m+1(m) 2m+3 

a s (2m+3) 
m + 1 ( :n 

a 
m+1 , m+1 

2m+3 
=F m+2 

m+1, m+ 1 

m+1(m) 2m+3 
a s 
m+ 1, m+1 [ 1 

X (~+2)
2 

2m+1 ] 
.± 2 s 

(2m+3) 

_ am (m ) 
m+ 1 ,m+1 

s4m+4 (m+2 )}■{ + - ~ ( m+2 )

2

} 
ro+2 2m+3 

m+1 (m) m+ 1 ( m) 4m+4 
a a s 

m, m+1 m+1 , m 
• ( 

2
)2 m+ 1 (m) 

m+ a 
m+1 , m+1 

(m+2)2 
• 2 

(2m+3) 

1~ ) 
\ 2m+3 

2 

- 1 
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On a donc, en renplaçant les ak(~) par l eur v Rleur(voir tabl.(T.6)) 
l,J 

4m+4 et en identifiant les coefficients des 

m_(m+1) ( 2m+1) ( 2m+3 ) 2 
X=-----'--'-------'-

( m+2 ) 2 

Reprenons l e d~terminnnt pour m = 0 

Les c a lcul s ci-dessus ne donnent rien pour l e c as m = o, c ar 

ans ce cas s 4m+4 devient s 4. Or il n ' exi st~ aucune corre ction en 

Il est donc i mpossible d ' app liquer l ùs résulta ts trouv é s au cas 

m = O. 

ous a llons d on c exami ner c haque c;i.s particuli er · s 8parémen t. 

1)m=0,1=1 

En ne conservant que c e qui est infér i eur ou égal à O, l e 

détermina nt s ' é crit : 

,,, 

ra~ ' 1 s 0 L 1+2t. 

1 1 s 14 

= a2 1 a1 , 2 2 
' ( 1+2 E- ) 

On sait que 1 + 2 f "' - 3 s
3 

·t-

Si l a se conde correction est en s
8

, calculons 

4 s . 





a lors ( t - 1 ) 
2 

= ¾ 

2 + 3E 
1 .. -
2 

k 2 
En r emplaçant a

1 
. , ( 2+3é) , (E-1) et ( 1+2 f) par l e ur valeur 

' J 

et en i den tifi an t l e s coéfficieuts de 
8 

s ' on ob t i ent : 

[ 4 
6 3 + 3 s3 + X s s 

3 s 3 ( 1 - X s5 ) + +-
3 

12 • 6 • 6 

9 

=> X ., 81 

( ~\2 9 On trouve pour t. et _i;J 

'è = _ 3 8 3 
- 2 + 2 

2 ( "'3 1 

81 8 
+ - s 

2 

9 
4 

8 

9 8 + ~s8 ]• [ _ _1_ _1] 1 2 • 9 
2 



1 

1 

1 

2) m = o, 1 = 2 

On a 

l 
1 8 2 10 

a2 2 s a2 , 2 s 

' + 
1 +2E. 2+3~ 

2 2 

= 
a2 ~ 1 a 1 i 2 

( 2+3é )
2 

Or 2 + 3E = - 20 s5 + X s
8 

+ 

1 + 2 E. 

Par conséquent 

[ 18 8 
144 s5 s 

+ X 1 
20 ( 1 - 3 + + 20 

72 . ] 6 . 
= 

400 

2+3 ~ 

(~-1)2 

18 
s 

s3 ) 

8 s 

En identifiant les coéfficients 

X= - 150 

1.)0. 

] [ 

1 +2 Cë: ] 

(î -1) 
2 

:;: 20 s5 + X 
8 ][+ ± . ;5] s 

25 
9-

de 8 on obtient s ' 



2 
=) On trouve pour ~ et ( ~) 

Conclusion. 

1.) 1. 

41+4 . . On a d onc obtenu les corrections e n s explicite s pour . les . 

2 
modes u..> 

m,m 
et w 2 

rn+1,rn 
et, lor$que m = O, 1, 2 , on retrouve les 

r f sulta t s connu s pour de ux s phèr e s utilis an t l a rel a tion indépe ndan te 

d 1 , 't . 2 2 e a ge ome rie w p + w v = 

Pet V se r é f èr ent aux gé omé t r i e s compl éme n t a ire s où Pleins et 

Vides s ont é changés. 

( ~- )2 Le t able au ( T.7) donn e l a v a l eur de l e t ....... 
p 

au s e cond 

ordre, pour les modes m, m et m +\,m. 

Les tableaux (T.8) à (T.12) résument les valeurs trouvées 

\. 

pour t et(::0(voids et sphè res). 





1 • 1 

k(k+l) ! (k+j) ! 1 

(k-m) ! (k+m) ! (j-m) 

m(m) 
a 

m m 

m(m) 
a 

m+1 m 

m+1(m) 
am+1 m 

m+1(m) 
am m+1 

m 

m+1 (m) 
a 

m+1 m+1 

m (m) 
a 

m+1 m+1 

1 = m 

2 

m(m+1) 

1 = m+1 

= 2m (m+1) 
2 

( 2m+1) 

m(m+1) (2m+1) 

(l+m) 

m+1 m 
a 

m m 

m(m) 
·a 

m m+1 

Table au T.6 

1.52. 

m(m+1) (2m+1) 

2 
(2m+1) m 



E = 
m,m 

[:P i:.m 

E 
m+1 , m 

CORRECTION DU SECOND ORDRE 

Modes m,m 

m 

{ 1 

· 2m+1 2m+1 
(2m+1) 3 4m+4 

:t s s 
m+1 m+1 

m 2m+1 2 4m+4 
m+1 1 - s + m(2m+1) s 

+ 
2m+1 

{ m+1 } 

m+1 

tn+2 

m+2 { - · 1 + 
2m+3 

Modes m+1,m 

2 ( m + 1 ) ( 2m + 3 ) 

(m+2 ) 

2(m+1) 2. 

(m+2) 

2m+3 
s 

2m+3 
s + m( 2m+1) (2m+3)

2
' s4m+4} 

(m+2) 

m(m+1) (·2m+1) ( 2m+3) 

(171+2) 

Tableau 'r. 7 



------------- ------- -------:----------~- ----------~--- ------------------

1-3 
p., 
.o' 
t-' 
{l) 

ê 
1-3 
• 
(X) 

~ 

1 

2 

3 

D 3 
5 5 

1 - 3 -ï +2 

-

2 
- 3 -

3 - 4 -

D 

5 7 8 
5 5 8 

- - +~ 
2 

20 50 :; 3 - -

- - -

v leur de €
1 

men f onction des (V0IDS) 
' 

♦ 1 ♦ 2 - -

D 3 5 7 8 D 3 5 7 8 12 
5 s 5 8 8 8 5 8 5 s 5 

1 3 - - +E - - - - - -
-2 +4 2 

2 40 50 2 10 250 
-3 - +9 - - 3 -3 - +9 - - +-

3 

315 3 +~ 735 
3 :; 16 - -4 - - - 2 - -2-

-4 - -





2 
valeurs de (~) en fonction des .{VOIDS) 

wp 1,m 

li'\ 0 + 1 -

0 3 5 7 8 0 3 5 7 8 
5 5 5 5 5 s 5 s s s 

1 + i - 2 
+ i 

1 
+ 3 - - + 18 +3 - - + 6 3 3 

. 

2 3 - 12 
+ l - 8 +- - +- - - 18 +s - 6 5 5 5 
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III - ENERGIE DE VAN DER WAALS. 

Les table aux ( T,9) et (T.10) noue permettent de 

calculer l' énergie d'interaction à l'ordre 8 pour les sphères et les 

voids. 

t:., w~..:!. i;w~fw. ( D )-UJ (00)1 
· 2 pLC 1 i 

. 'L 

Pour les sphères, l'énergi e s'écrit 

À ma -- ..:!. ..... , [- _27.2 + \Î2 45 2 1 9 4 + ,\2'15 41 
u. H 2 .... _, p '(1 ~ 5·2· - TT. • ~5~2· 

Pour les voids, on obtien t : . 
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Dans la partie I, chapitr e 3, on a c a lcul é l'énergie d'inter

a ction jusqu ' à l'ordre 6. 

Reprenons le s résulta t s : (3.5) , (3.9) 

~ TT' 6 IJJV = - -/2- - uJ ~ z 1o 3 ' p 

3 
4 

On a. montré ensuite que s z z au premier ordre , ave c z = e-1"'-, s = ~ 
D 

8 
Ave c l a v aleur e n s trouvée précédemment, l'énerg i t s'écrit 

= ~ UJ 
p 

Le r apport des interactions de Van der Waal s est donné pr1.r l a r e l a 

tion: 

Ceci tr aduit l e fait que l a correction à l'ordre 8 est moins grande 

pour les voids que pour le s sphères. 
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ANNEXE 1. 

&&.&&:&Md r.&&& 

RESOLUTION DE L'EQUATION DE LAPLACE EN 

COORDONNEES SPHERIQUES - EXPRESSION DU 

POTENTIEL POUR UNE SPHERE SEULE. 

1. - RESOLU'rION DE L'EQUAT ON DE LAPLACE. 

141. 

L'équation de Laplace à trois dime ns ions exprimée dans 

un repère carté sien ( x, y, z) s' écrit: 

ô.V. (x, y, z) 0 

Dans ce qui suit, nous allons écrire cette équ a tion e n coordonné es 

sphériques et, ensuite, l a r és oudre d an s ce s ys t ~me d e coor donné es. 

Rappelons les formul es de p ass a ge d es coor ll011nées sphérique s 

(r, e, f) aux coordonné es cartésienne s (x, y, z) 

x = r sin s cos 'f 

z r cos s 
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L' équ a tion de Lap lace é crite dans l e système de coordonnée s 

sph0riques dev i e nt donc : 

-;::/-v 
+ _r_2_s_i_n_2_e_ ~f 2 0 (A 1. 1) 

La mé thode utilis ée pour r é s oudre l' équation AV (z ,e,f) = 0 

est l a méthode de l a s éparat ion_des_vari a bles . 

Cette mé thode consiste à trouver une solution de l' équ ation 

sous l a forme 

V (r, e-,f ) = R (r) 0(&) f ('f) 

où R (r ) , ®( e), §. ( 'f) saut à déterminer . 

On rempl a ce cette v~l e ur de V d ans l' équ at ion de Lapl a c e (A1.1) 

et on obtient: 

G> ( e-) {? (f ) + - 2-- dd e .( s ine 
r sin 

On divis ë c e tte r e l ation par [ R (r) (E) ( & ) ~ ( 'f ) J 

d 0 ( e )) . 
d e 

0 
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1 1 d ( r2 dR(r) ) 
1 • d 

(sin e 
d 0 ( e- )) 

2--- +2 
r R(r) dr dr r sin e e ( e) d e d6-

1 d2 ~ ( i' ) 
0 + 2 . 2 = 

r sin e 4? ( i' ) d 'f 2 

Afin d'obtenir une ~quatio o~ chacun de s terme s d é pend uniquement 

d 'une seule var a ible, nous mult iplions l e rel at ion ci-dessus par 

2 . 2 c.. r sin v 

• 2 """ d sin = 
R(r) ( 

r2 dR(r ))+ sin ~ ( sin e d 0 ( e-)) 
dr dr 0 ( e- ) d e d e 

= - ----
d

2 <Î? ( f) 

~ ( f) d 'f 

J 

Le second me mbre de cette 'qù a ti on est un,; fo nct i on de 'f tandi s que 

le premer me mbre est indépe ndant de f 

Cec i implique que chaque mhmbre de l a rel ~tion est égal à une cons 

. 2 
t ante m. 

On a donc : 

2 
- m 

2 
+ m ~ ( f) 0 (A1.2) 



2) 

=;> 

~ 
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Sin2e d ( 2 dR(r ) ) · s i n e d ( • d ® ( e)) 2 r + ~- ~ - : sin 0 = m 
R(r) dr dr ® ( e- ) de 

1 d 
( 

r2 dR(r ))+ 1 1 d ( sin e d 0 ( e )) --- --- -
R(r ) dr dr sine- ® ( e)" d e d B 

2 m 
= 

. 2e sin 

1 cl 
( 

r2 dR(r )) = 
2 

1 1 d ( • e- d 0 (e)) m ---
. 2e 

-- s i n 
R(r ) dr dr • sin sin•e- G ( e-) d e d e-

Le premier membre est une fonction der t a ndis que le second 

membre est une fonction de e 

Par un raisonnemen t anal ogue , nous écrivonG que chA.que me mbr e est 

égal à une const an te que nous prenons comme é t an t 1(1+1). 

On a d onc : 

d ( .a e ( e ) ) = 
2 

sin e- m 
- 1(1+1) 

. 2 e sin ~ 0( e) d e,- d e,- s i n 

1 d 
( sin e- d ~~~)) + (1 (1+1) 2 ) m ® ( e) .. 0 ~ 

2 sin e- d & s i n & 

(A1.3) 





1 d 
( r

2 dR(r) ) 1(1+1) --- = 

R(r) dr · dr 

d 
( r

2 dR(r) ) 1(1+1 ) R(1· ) 0 (A 1 .4) =) ' - = 
dr dr 

Donc, en pl açant l a val eur V(r,e-,'f) = R(r), G>(e-). <:P('f) d,rns 

l ' équat ion de L~place (A1.1 ) , nous obtenons un syst~me de troi s fqua

t ions diff~rentielles indépendantes , c' est-à-dire (A1. 2 ) (A1.3) et 

(A 1.4). 

Pour dé terminer les v aleurs de R(r) , 0 ( e), ~ ( i'), il nous 

res te à r és oudre chacune de ces trois équ~tions : 

la première équntion ( A1.2) est 1~ plus simpl e ; c'est une équa

tion qu i a une solu t ian en cos m 'f et sin rn 'f 

La solution de (A1. 2 ) s' écrit: 

~ ( i) = A1 cos m f + B1 sin m f 

l a seconde équation (A1.J) est , en f~it , l' ~quati on différen

tielle de Le gendre associée. 

Rapp elons que 1 1 équation de Le 6endre associée e.st 

~ [(1-x
2

) du]+ [1(1+1) - m
2

2 J u = 0 
dx dx 1-x 

L'équation (A1.3) s t de cette forme (ici u =0 et x"" cos&-) 

Par cons équent, l' équa tion (A1.3) admet comme s olutions les 
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fonctions P~ ( cos e ) et Q~ ( cos e-) qui s on t l es fonctions .de 

• Le gendre r e spSctivement de premi ~r e e t seconde espèce. 

La solution de (i1. 3) ~' écrit: 

- la derni ère .équation (A1.4) est une équ a t ion diff6rentie lle du 

second ordre à coéf f icients nQn constan t s . 

On l a r ésoud e n fai s ant l e changemen t de v ariable · suivan t 

1 1 On t rouve fin al emen t une solution en r e t --i:+î 
r 

La solution de (A1. 4) s'écrit 

R(r) 

Une solution particulière de . l' équation de Lapl ace en coordonnées 

sphériques est: 

v1 ,m(r,e,f) = (A
1 

cos m'f + B1 sin m'f'). 

[A2 P~ (co &) + B2 Q~ (cos &l(A3 r
1

+B3 1+Î) 
I'. 

(A1.5) 





147. 

2 . - CAS D'UNE SPHERE . 

Cons idérons à présent l e cas d 'une seule sphère et 

cherchons pour cette sphère de ra.yen R l'expression du potentie l à 

l 'int érieur et à l'extér ieur de cette sphère . 

La solut ion de l ' équation ds Lap l ace, en coordonné es 

sphér iques , trouv ée en (A1 .5) se simpl ifie- fortemer,t à c ause de la 

symétrie et de l a physique du probl ème . 

A) Potentiel à. 1 1 i ntérieur de la sphère . ( r.:: R ) 

a ) En prcmic~ lieu, l e potentiel au centr e de la sphère, c'est-

à-dir e en r = O, est fini . 

Par cons équent , l e coe f fi ci ent B
3 

du t e rme l+1 doit être nul 
r 

b ) Il faut de plus qUts la s olution trouv ée e n 'f = 0 et en 'f = 2..lr 

soi t l a même . 

Donc , l a périodicité de la soluti on en 'f impose que m s oit 

un entier 
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c) Considérons à pré~e n t l b cas des fonctions 

(= fonctions associées de Le gendre respectivement de . pre

mière et -de seconde espèce) . 

La théorie générR l e concernant ces fonctions nous dit que 

les fonctions tendent vers l ' infin i lorsque x ➔ ± 1• 

Or, l' angle e varie dans 1 1 intervalle (o, ir J, c' est-i:i 

dir e que l e cosinus de cet anGl e prend les valeurs± 1. 

Il en r ésulte donc qu ' afin d' éviter que Q~ ne devienne 

infini, on doit imposer B2 = O. 

d ) D' autre part , en ce qu i concerne le s fonct ions cet te 

fois, on sai t que Pm -- 0 d' 1 es que 1ml-:, 1 . met 1 entiers. 

Donc, pour obtenir une . solution non nulle e t finie , il nous 

f::i.ut encore imposer sur m et 1 que I ml ~ 1 

La solution de l'équati on de Laplace, dRns l e cas d 'une seule 

sphère, est donc de r.né par : 

"° 1 
V(r,-e,f) "" L L (A

1 
cos m 'f + B

1 
sin m f ) . 

l=o m=o 

ave c I m1 cf. 1 m, 1 E: 7Z 

On peut alors faire i ntervenir dans 1 1 expres :; ion de l a solu

tion les harmoniques s phérique s qui sont définies comme suit: 





p~ (ca s e) co s mf 

P~ (cos e-) sin m 'f 

où e ,o signifi ent "even" et "odd " 

En t e rmes de ces fonct i ons harmoniqu es , l a solut ion s ' écrit 

IN 
V (r ,e-,,) = 

(les Aml , Bml sont dé terminé s en expi oitant la 

relation d 'orthobonalité des Y~) 

(A1.6) 

Ceci exprime l ét valeur du potentie l à l'in t ér ieur de la sphère. 

B) Potentie l à l'extér ieur de l a sphère. ( r > R) 

a) Le potentie l à l'infini doit être nul ; en cons équence, pour . 

que l a s olu t ion R(r ) = A
3 

soit fini e , il faut imposer 

1 1 
r + B3 1+1 

r 
A = O. 3 . 

de l' équ a tion (A1 .4) 

b) Les concli tians m ~ ~ , 1 m\ ~ l · sont t oujours d' applic a tion. 

Le potentiel à 1 1 ex t ér iE:lur de l a spl1ère es t donné p_ar : 

00 1 
V(r,e,f) [ [ (A1 co s m f + B1 sin m f ) . 

l=o m= o 

Pm 
1 

(co s e-) 
1+1 :a3 A2 

r 
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En f a i s ant i nt9rvenir le s l1~rmoni que s s p hériques , on peut expri

mer ce poten ti e l sous forme de s Gr i e : 

-2. 
l=o 

l -(1+1) [ ra 
l... r Cl m Yl( e ) (&,'f) 
=o 

(A1. 7) 

Ceci exprime l a v al eur du potent i el à l' extérieur de l a s phèr e . 

--.---------





Définition. 

ANNEXE 2. 

&&&&&&&&.&&.&.& 

THEOREME D'ADDITION: TRANSFORMAT ION 

DES HARMONIQUl!,;S SPHERIQUES PAR 

CHANGEMENT DE L'ORIGINE. 

151. 

On_ appelle harmonique sphérique de de gré ou d'ordre n 

une fonction homogène u (x,y , z) de deer é n qui v érifie l' équation 

de Laplace il u = 0 ( n entier). 

Une harmonique sphérique ordinaire que lconque, d'ordre 

n , é tant une forme linéai re d_es (2n + 1) harmoniques rn P ( cos e ) , 
n 

rn Pm ( cos 9) c~s m ~ , il s uffit d ' é t ablir l es f ormules de trans-
. n • sin m1..p 

formation pour ces dernières harmonique.s. 

Le but est d'exprimer 

rn P (cos 8) et 
n 

P ( co s a ) 
n 

n+ 1 
r 

en fonction du changement de l'origine, c'es t-à-dire dRns l es v a-

ri ::ibles 9 1 et r 1 
( voir fig . 1) 



M 

1 

~--+---+------1 

( f ig . 1) 





D'apr~s les expres s ions des fonctions de premi ~r e esp~ce 

P~ (JJJ , P~ (co s 9) sous f orme de développe me u ts limités, on a, 

avec n, m entiers 

cos 
rn Pm (cose) 

n 
sin m~ 

n-m 
2 

cos m 'f 

s i n m 'f 

n-m-2p 2p 2pe 
P z r sin ~ 

p=o 
(-1) 

2
2

P p ! (m+p)! (n-m- 2p )! 

où 

co s m~ 

sin ID'f 

n-m 
- 2-

L 
z n-m-2p (i.rn )P 

( -1 ) p --=-__ __,___J_,__· ....:...<-. , _ __ _ 

22P p! (m+p) ! ( n - m-2p ) ! p =o 

i \0 
X + i';j = r sin 8 e l 

'i = x - il = r sin 8 e -i\f 

( A2. 1) 



Si on suppose k ~ n - m 

n-m-k 
~ 2 n-m-k-2p ( 'f "'\ )P 
L (-1) P _z ___ __,_,'---''-----

iP p ! (m+p ) ! (n-m-k-2p) ! p=o 

cos m'f 
rn Pm ( cos 0) . ll-k 

cos ri:l \0 
(n+m)! m T 

- ( n+m-k ) ! r p n-k ( co s 8 ) n 
sin m'f 

i k ). n - m l e s deux me mbres de (A2.2) s .' annulen t. 

Ca s particulier p our m = O, k f n 

[ 
n ( )] n ! n-k ) r Pn co s 8 = ( n-k)I r Pn-k (cos 0 

Cal culons de façon analogu e 

n-m 

Pm ( cos 8 ) cos 
n 

sin m 'f> 

L2 n-m- 2p 
(- 1) P z • 

iP p ! ( m+p)! (n-m-2p)! p=o 

1_54. 

(A2.2) 

(A2. J ) 



one r n Pm ( 8 ) ID n cos cos m \ 

. n-m 

[ 
-2- zn-m-2p (1 m )p 

P
~-o (- 1 )P --=--~-~•~---- ( l m-1 +i m-1_) 

22
P p ! (m-l+p) ! (n-m-2p) ! 
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1) En posant p = l+q dans l a deuxième somme de (A2.4), on a 

n-m 
, (- 1 )m (n+m) ! , 2°""" zn-m-2p (~") )p-l m+l m+l 

L- (-1)P------ C, +1 ) 
2m+1 p=l 22P(m+p)!(p-l)!(n-m-2p)! 

n-m-21 
(-1 )m+l 2 

= (n+m)! L . 
2

m+1 
q=o 

zn-m-21-2q (1 '1) )q 
(-1)q -=-------.--- ------

22(1+q) q!(m+l+q )!(n-m-21-2q )! 





n-m 
-2- zn-m-2p ("M) p-1 2_ (-

1
) P ___ _,__.:.._1. -'--, __ 

p=l 2
2
P(m+p)!(p-l)!(n-m-2p)! 

=-1-rn-l Pm+l (cos 6) cos (m+l)v, -
2

1 n-1 T 
e n vertu de (A2.1) 

2) Pour l a première somme de (A2.4), il faut dis tinguer le cas sui

vant l e signe de (m-1). 

a) si m - 1 ~ 0, ce terme s'écrit, en vertu de (A2.1) 

et alors (A2.4) devint: 

(n+m) ! rn-l p:=~ ( cos 0 ) cos (m-1) 'f 
( n+m-21) ! 

1 n-1 Pm+ 1 ( ) ( ) + 
21 

r n-l cos 8 cos m+l ~ · (A2.5) 
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Remarque : 

sin - m ~ 21 , le deuxième termb de droite s'annulle. Cec i 

est dû à l a fonction de Legendre : 

pm+l = O 
n+l 

si m+l ~ n+l 

b) si m - 1 ~ O, l a première somme de (A2 .4) s'écrit 

n-m 
-2-

L 
p=l-m 

(-
1
)p zn-m-2p (~"'l)P ( ,m-1 +"\m-1) 

2
2

P p! (m-l+p )! (n-m-2p)! 

= (- 1 )1 (n+m) ! ( "l 1-m + 'l\1-m). 

2
21 -m+1 1 1 

n+m- 21 
2 n+m-21 - 2q (:IY\ ) q 

L 
q=o 

(-1)q --=-z---~~~~----
2

2
q q! ( l+m-q)! (n+m-21-2q)! 

car ( 1 m-1 +,m-1) (\'l\)P = 1 
m-l+p p m-l+p )p 

~ +Il\ 

(1 m-1 +"')m-1) Ci1 )P = i q 'il+q-m + "'\q l l+q-m 

c1 m-1 + ri m-1) (j"))P . = (l'f\1-m +\ 1-m) ci,)q 
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n-m 
-2-

L (-1 ? 
p=l -m 

zn-m-2p (b_2_P (i m-1 + '"t)m-1) 

22P p ! (m-l +p) ! (n-m-2p)! 

en utilis an t 
(A2.1) 

et al ors ' (A2.4) est 

1 n-l Pm+l (cos 6 ) cos(m+l)'f 
= 

2
1 r n-1 

(-1 )m ( n+m ) ! n-1 1-m ( cos 9) cos ( 1-m) ~ (A2 .6) + 
21 

r p 

(n-m)! n-1 

Remarque : si 2 l > n-m le premier t erme de droite est nul 

et si 2 1 ) n+m les deux membres de (A2 .6) s'annul-

lent. 

I( \11 - (~.)il] · En appliquant i à r n Pm ( cos e ) cos m ~ n 

et [(!S + (;,)l] à 
n Pm ( cos e) sin m~ r n 

on obtien t des résul tats analogues aux pré cédents . 



Si on fait successivement les opérations (A2 . 2 ) et (A2.4) 

, p our k ~ n - m et 1 ~ m , on obtient : 

= (~1)1 _(.,_n_+_m.:.-)_!_ rn- k-1 pm-1 (cos 9) ( )\.0 1 n-k-l co s m-1 \ 
2 (n+m-k-21)! 

+ 
_1 (n+m) ! n-k-1 m-1 ( ) ( )'f __.:,._....,___ r P co s 8 co s m+l 
21 (n+m-k)! n-k-1 

et . si k f n - m , 1 > m , k + 21 ~ ·n + m , on a 

( n+m) ! n-k-1 pl-m ( cos o. ) ( ) CO 

) 
r n-k-l v c os 1-m \ 

(n-m-k ! 

+ _1 (n+m)! rn-k-1 p l+m (cos Ç}) cos (l+m)~ 

2
1 ( ) n-k-1 

n+m-k ! 

159. 

(A2.7) 

(A2 ;8) 
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En p ar t icul ie~ , p our m = o k + 21 ~ n 

1 n ! n- k-1 p l ( ô ) 
• - 1 1 --- r n-k-l c os "7 co s 1 'f 

2 - ( n- k ) ! 

En prenan t maintenant une nouve lle orig ine de coordonnées · O' sur 

• l' axe OZ, c omme indi ~ue ( fig . 1), on peu t é crire d ' après (A2 .1) s 

c os 

sin ID'f 

Î m 
( -1 ) ID 

(n+m ) ! 
2

m+1 ~ m 
' 

cos 

s i n 

n- m- 2p 

L. 
q=o . 

n- m 
+ rc)° -2-

( ) n-m-2p 

Z: 
z ' +c 

-'1\n p=o 22p 1 p . 
i 

cq z ' rt-m- 2p- q 

q ! (n- m-2p-q) ! 

( m+p ) ! 

(-t°l ? 
(n-m- 2p ) ! 



= 
(-1 )m 

2
m+1 

cos m 'f 

sin m\f 

m m 1 +"'\ 
(n+m) ! 

1m -'1\ m 
i 

n- m-9. 

L 
p=o 

2 z' 
n-m 

22p 1 q . 

cos m 'f 

sin m 'f. 

n-m cq 

t: 
q=o q _! 

(- ,'l))P 

(m+p ) ! (n-m-2p- q) ! 

n-m q n- q I co s 
C r ' m ·= (n+ro) ! I: - ---- p (co s e) 

( ) n-q 
q~o q l n+m-q ! s in 
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(A2.9) 

Unè harmonique sphérique d ' ordre net d 'origine O es t a i ns i l a 

s omme de (n - m + 1) harmoni ques s:phériques , d 'or i gine .O' et de 

d egré n, n - 1, ••• , m. 

Sim= 0, on a 

rn p (co s e) = n ! 
n 

n p r , n-p 
L -9__ --- P ( co s e 1) 
p=o p! (n-p)! n-p 

(A2 . 10) 



Si on consi dère maintenan t les har~oniques sphériques de degr é 

(-n - 1), on a : 

P~ ( CO S 8 ) COS ID f 
n+1 

r sin ID'f 

Et e n appliquan t la formul e de Taylor: 

1 
r 

· 2 
où r' 

°d 

o z' 
( c ar o z :: o z 1 ) 

or 

r 

1 

(r• 2 + 2r 'c cos 8 1 + c2 )-2 

1 
2 - 2 

1 ( C C ) . r = r' 1 + 2r' c os e 1 + --2 
r' 

r 

p ourvu que la s érie 

converge. 





si c L r' 

C 
Posons h = r' 

1 

Alors r = r' (1 + 2h cos 0' + h~)- 2 

et l es r acines de h
2 

+ 2 h cos 8 1 + 1 

16.3 . 

sont h = - cos 0 ' ± i sin 0' 

1 qui sont les seuls points singu lier s de - et de module r 

égal à r . · 

D' aprôs . l a th6orie de s fonctions d ' une var i able complexe; 

l a s érie : 

1 

( 1 + 2h cos 0 ' + 112 ) - 2 
= - ~ h ( 2cos 0' - h) 

( 2n-1) ! ! hn ( 2 1 h)n + ----~- cos e - + . .... 
2° n! 

est absolument et uniformfment conver~ente pourvu que 

h L 1 c ' e._,t-à-dire c ~ r ' 

Alors 

Pm (cos 8 ) cos m 'f '"'m-1 n ( - 1) n-m C. 

n+1 sin m 'f r (n-m) ! 

[(~S + (~,YJ oO ·1 d n-m p è) P r 
2- C 

'"è) n-m m 

(~"s1 
~ z •P z ' 

[(~)) 
p=o p ! 

i + 





Pm (cos 8) co s m'f 
ri 

n+1 
r sin m'f 

Pm ( cos e , ) 
CP n+p 

, n+p+ 1 
r 

Pour m = 0 
' 

C L, r 1 

~ 

00 

= L (-1) P ( n +p-m) ! 

p=o p ! (n-m) ! 

co s m_f 

sin ID'f 

p n (-1 ): (n+p) ! 
p ( cos e,) 

( cos e) 
= .)-: cp n+p 

n +1 , n+p+ 1 r p =o p ! n ! r 

164. 

( A2. 11) 

(A2 .1 2 ) 

s i c> r' , on a 

Donc 

1 
1 2 2 -2 

= ( c + 2cr I cos 8 1 + r 1 ) r 

O,l 

= z:. 
p =o 

, P 
(-1 ? -r -P (co s e') 

p +1 p 
C 

les points O' et M ~tan t consid6r t s comme r· ) '"o 
ixes O z = è) 

0 

et alors : 

ê)n 1 o n 1 = ê)n f 
, P 

--- = -- - (- 1 ) P _r_ p ( cos e ') 
dzn r à cn r Ùcn p=o p +1 p 

C 

"o n ~ n 
00 

r ' P 1 1 (-1 )n L (-1 )P ( n +p ) ! p ( co s e,) --- = - - - = - - - -
oz n r O cn r p ! n +p+1 p 

p =o C 

p ( co s 9 ) 00 r' p n 1 L. (-1 )P p ( co s e •) (A2 . 13) n+1 n+p+1 
r . n! p=o C 

p 

v a l abl e p our c > r 1 





Remarque . 

La d 6rivation de l a s ér i e pRr rapport à c · es t 

l égitime. En effet, l a s éri e du s e cond membr e de (A2 .13) est 

1 
une s érie e ntière en et cette s c~r i e e st uniforml ment conver

c 

t t ' 1 ge n e p~r rnpp or a - ou c. 
C 
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166. 

Dans ce mémoire~ on donne l' expres s ion de l' énergi e de 

Van der Waal~ résultant de l'interaction entre deux v oids ou deux 

phèrcs . 

Pour cel a , on part de l' équation de L:,place e t , à · ce mo

men t, un choix s 'opère quan t aux coor<l onnées à utiliser . 

En premier lieu , on ess ay~ le bisphérique qui semble s ' a

dap ter p arfRi tement à l n géomé trie du probl ème . M:üs , en utilis an t 

la· théorie de l a per turbat i on pour dé t erminer l e s modes , on r em~rque 

u e l e c ;:i.lcul dev i ent dé jà très long au quatrième ordre" et qu 'il l e 

ev iendra de plus en plus d~ns l es ordres suiv ants . C' es t pourquoi 

on abandonne cette méthode. 

On considèr e alors deux sys t èmesde coordonné es sphériques 

li és chacun à une de s sphères et on r és oud l ' équ~t ioh de Laplace 

dans ces coordonnées . En exprimant l es conditions de r égularité et 

l es conditions aux limites, on dé termi ne pour chaqu e v a l eur de m 

une 6ciuation d ' ordre i nfini don t l a s olu tion donne l es t 
1 

. On est 
,m 

parvenu 2.. dé terminer l a première approxim;:i. tion de ces t 
1 

pour 
, m 

toutes l es v al eurs de \ m\ e t 1 t and i s que l a seconde approximation 

est donnée pour l es va l eurs \ m\ ,l m\ et \ m\ ,\m\ + 1; 

Ch~cune de ces ~eux mé thodes nous donne les môme s v a l eurs 

pour ~ 1 , w mn.is l ::i. seconde de ces mé thodes nous perme t 
,m l ,m 

d ' all er plus loin dens l a pr écision . 





A ce moment , on peut ca l culer l' énergi e de Van der Waal s 

et la deuxi ème partie du m6moir~ permet de dé terminer SA valeur à 

l'ordre 8. 

On montre a i ns i quo 1 ~ correct ion a l ' ordre 8 est moins 

[;rRnde pour l es voids que pour l es sphères. 

!ëXTENSIONS POSSIJ3LI.:S DI: CE ' hl.E1.IOI~ . 

1) Pour ce probl ème , on p u t dé t ermi ner l es approxima tions sui

v 2.ntes des ~ 
1 

et w en utilisan t l a même procédure . Ceci 
, m l ,m 

perme t de connaî tre 1 1 énert_;i e d ' i nter act i on 2" un ordre sur0ri eur 

à 8. 

2) L ' é tude de l ' énel'[, i e d'interaction entre deux s rheres (voids) 

peut être é t endue au cas où l es deux s1ihères ( voids ) sont de 

r ayons i né6 aux . 

J ) Au lieu de partir de l' équ ation de Lap l a ce , on peut f aire un 

travail 2na.lo&ue à cel ui-ci en prenant comme point de départ 

l' équa tion de Helmolt z . 

4 ) Un autre problème est celui de l a sphère dev ant··1e plan . C' e,t 

l e ca s cl e deux sphères dont l e r ayon de l' une tend vers l ' infini 

et donc ce probl ème peu t être trai t é de manière analo~ue . 
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