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Introduction. 

Le calcul extérieur et la théorie des systêmes différentiels extérieurs 
ont été ·établis par E. Cartan afi n de fonder une technique permettant -une 
formulation invariante des équati ons du mouvement. 

Les équations de Lagrange permettent de donner aux lois de la mécanique 
une forme indépendante du repérage adopté pour l 'espace·, ef c'est ce qui 
fait leur importance. Mais le temps y garde encore une situation privi
légiée. Au contraire le princi e de la conservation de la quantité de 
mouvement et de l'énergie qui sont exprimés à l'aide des notions du cal
cul extérieur donne aux lois de la mécanique une forme indépendante du 
repérage adopté pour l'Univers (espace-temps) (E. Cartan [5] ). 

E. Cartan a .considéré les systèmes holonomes et conservatifs aya~t un 
nombre .fini de degré de liberté. 

J. Kravtchenko [ 6] et A. Lichnerowicz [ 7] ont commencé l'étude_ des systèmes 
non holonomes et non conservat i fs. 
Une étape suivante, dans l'app l ication du calcul extérieur aux problèmes d~ 
la mécanique a été franchie par François Gallissot [8]. Il a d'une part 
systématisé et modernisé la théorie et, d'autre part a étudié les liaisons 
non idéales et .non . holonomes. 

F. Gallissot a trouvé les expressions générales des 2-formes n dont les 

systèmes associés sont les équations du mouvement des systèmes mécaniques. 
Nous avons voulu nous limiter a 1 'étude des systèmes classiques, c'est-à
dire le cas des liaisons non holonomes linéaires et idéales, mais en con
trepartie développer ce sujet plus en détail. Notre but a été d'obtenir, 

V 
pour les équations du mouvemen t en forme d'Euler Lagrange, de Caplygin et 



de Vor.onec, les expressions explicites des 2-fbrmes correspondantes. · 

Nous avons ainsi élaboré dans l e chapitre III une méthode uniforme pour 
ob tenir les équations du mouvement des systèmes non holonomes, saprès 
avoir, dans le chapitre II, introduit les résultats de F. Gallissot. 

Nous espérons que cette ~éthode pourra contribuer à une très longue 
di scussion sur "l' équivalence des équations du mouvement des systèmes 

no n holonomes" (voir, par exemple, la bibliographie de la question 
dans [9] ). 

Les deux premiers chapitres du mémoire exposent le matériel classique 
et nécessaire pour les construct ions du troisième chapitre qui, lui, 

2. 

au contraire, contient des résultats encore non publiés à notre 
connaissance. Signalons que l' exposé de que1ques paragraphes du ·premier 
chapitre est proche .de celui des références [ 2] et [ 3 J_ et que, si 

. le second chapitre reprend des résultats de F. Gallissot, ceux-ci ne 
sont pas toujours ét ablis de l a même manière. 
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3. 

Conventions 
·, 

Dans toutes les équations, nous ne notons pas les signes de sommation. 
Il y a une sommation sur les indices ré pé tés. 
Pou r les sommes allant de 1 + n, nous utilisons les indices i, j, k, m. 
Pou r 1 es sonmes a 11 ant de 1 + n+l, nous utilisons les indices r, s, t. 
Pou r les sommes allant de 1 + 1, nous utilisons les indices a, B, y. 
Pou r les sommes allant de l+l + n, nous utilisons les indices µ, v, cr. 
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CHAPITRE I : Equations du mouvement ·des ·systèmes ·non ·holonomes. 

I.1. S,i'.stèmes_non .holonomes. 

·-
Su pp osons que la configuration d'un système de la mécanique classique soit 
définie au moyen den coordonnées généralisées indépendantes q1, q2, ... , qn, 
liées par les équations non intégrables de liaison "non holonome" par . la 
forme 

. 
a . q. + a = 0 
a, l Cl 

(I.1.1) 

Les coefficients a . et a sont des fonctions des coordonnées généralisées 
Cll Cl 

et du tenips. 
Un exemple classique d'un système qui obéit à des liaisons non . holonomes est · 
celui d'un solide contraint à rouler sur une surface ne permettant pas le 
gl i ssement du corps au point de contact. 

Su pposons que les équations (I.1.1) soient résolubles par rapport aux 1 vi
tesses généralisées ~l' ... , ~l ; dans ce cas, le rang de - la matrice des 
{a .} est égal à l. Si nous exprimons les l vitesses généralisées au moyen 

al , 
des n - l restantes, nous auro s 

I. 2. Les_éguations_différentie l les_d'Euler_Lagrange. 

Ces équations: âu moùvement diffèrent- des :• équations , de • Lagrange •;par· 111,empl'bi 11 • i 
. . 

de s qùasi-vitesses au lieu des vitesses généralisées. Elles ont été établies 
par Poincaré pour les systèmes holonomes [ 1] et par Hamel pour les systèmes 

non holonomes. 

a) quasi-vitesses et quasi-coordonnées. 

Dans beaucoup de problèmes, no us utiliserons des formes linéaires des vitesses 
généralisées affectées de coefficients dépendant des coordonnées généralisées 
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plutôt que d'utiliser les vitesses généralisées. Nous aurons 

. 
w; = ail qi + ai2 q2 + ••• + ain qn (I.2.1) 

Le nombre de ces équations est égal à n. 
Les grandeurs w; sont appelées quasi-vitesses. 

En présence de liaisons en forme s différentielles, nous choisirons cornne 
quasi-vitesses les formes linéai res des vitesses g~né ralisées qui s'annu
le nt en vertu des équations de l iaison. 
De cette façon, les équations de liaison non holonome s'écriront w = 0 

a 
où 

. . . 
wa = aal ql + aa2 q2 + • • • .+ aan qn (I.2.2) 

Pa rallèlement à (I.2.1), consi dé rons les formes linéaires des différentiel
les des coordonnées généralisées, 

+ a. dqn ,n (I.2.3) 

Les grandeurs d TT; sont appelées abusivement les différentielles des quasi

coordonnées. En effet, tant que lès relations (I.2.1) ne sont pas intégra
bles, les grandeurs TT; n'existent pas en tant que fonctions de coordonnées. 

B_e~a_!:_q~e~ 

1. Si la matrice des coeffici en ts aij dans (I.2.1) n'est pas siDgulière, 
les équations (I.2.1) sont solubles en les vitesses généralisées 

2. Soit <f>(q 1, ... , qn) une fo nction des coordonnées généralisées. 
nit "la dérivée partielle de <f> par rapport à la quasi-coordonnée 
comme un opérateur: 

(I.2.4) 

On défi -
TT. Il 

1 

(.I .2.5) 

en utilisant ct<f> ct<f> = - b . . dTT • = -" - dTT •. ctqj Jl 1 aTTÏ 1 
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3. Nous avons toujours considéré les formes linéaires homogènes des vites
ses généralisées. Nous pouvons étendre au cas non homogène de la fa

çon suivante : 
. . . 

wi = ail qi + ai2 q2 + ••• + ain qn + ai ,n+l 

en posant wn+l = 1 = ~n+l; nous écrirons ws = asr ~r 

avec an+l,s = én+l,s" .. 

b) L'équation centrale de Lagran ge. 

Soi ent les équations de Newton du mouvement d'un système den points maté- • 

ri els 
-+ -+ 

= F-. + R. , , (I.2.6) 

où m. représente 
, -+ 

la masse du point matériel M. et w
1
• son vecteur accéléra-

, ' -+ 
tian. Fi représente la résultante des forces • actives, tandis que Ri 
est la résültante des réactions de liaison. 
En se. limitant aux liaisons idéales, on obtient le princi_pe des travaux 
virtuels : 

-+ 
m. w. , , 1 or. , 

-+ 
= F. , -+ or. , 

-+ Dans (I.2.7), or. représente un déplacement virtuel. , 

(I.2.7) 

-+ + 
Soit f(r) une fonction des coordonnées, introduisons une "a- opération" par 
l ' égalité 

-+ 
-+ 

of = ( a:) or 
ar -+ 

où (a:) est la matrice de Jacob i et or un déplacement virtuel. 
ar 

un champ de vitesse v(r), on notera év un opérateur 

-+ 

où (a!) est la matrice de Jacobi. 
ar 

Considérons 
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Soulignons que, pour les systèmes non holonomes, les quantités ôv ainsi 
déterminées sont différentes des dérivées des déplacements virtuels : 

-+ d -+ 
ôv I ëif ôr 

Le premier membre de 1 'équation (I.2.7) s'écrira 
-+ 

1 
-+ -+ 

1 
-+ d -+ 

1 
-+ -+ 

1 ( ôr. r m. w. ôr. = m. v. ôr. · = af(m. V. ôr.) - m. y. 
l l l l l l l l l l l l 

d -+ 
1 

-+ -+ 
1 

-+ -+ 
1 

-+ 
( ôr\ r1 = ëff ( mi v. ôr.) - m. v. ôv. + m. v. [ ÔV • -

l l l l l l l l 

-+ 
où vi est le yecteur vitesse du point Mi. 

Le second membre de 1 'équation (I.2.7) représente le travail élémentaire 
des forces F,. pour des déplaceme nts virtuels ôr. et est noté ôW. . l 

-+ -+ 1 -+ -+ 1 -+2 -+ 1 -+ 
D' autre part, vi I ôvi = 7 ô{v; 1 vi) = 7 ôvi et mi vi ôvi = ôT où Test 

1 ' énergie cinétique. L'équati on (I.2.7) devient 

d -+ -+ -+ -+ -+ -:r.::-t m. v. 1 ôr. = ôT + ôW + m. v. 1 [·{ôr.)" ... ôv.] 
Ut. l l l l l l l 

(I.2.8) 

appe 1 ée dans 1 a référence [ 2], "Equation centrale générale de Lagrange". 

c) Transformation de 1 'équation centrale de Lagrange [ 2]. 

Dans ce paragraphe, nous expri merons d'abord 1 'équation (I.2.8) en fonction 

des vitesses généralisées et ensuite en fonction des quasi-vitesses. 

-+ 1 -+ 1) L'expression m. v. ôr. peut être interprétée comme le "travail élémen-
1 l l • 

t aire .des~ vecteurs.,quant,ités de -mouvement mr V;• pour ,des déplacemerits ~v;ir.-
t uels ôr\ dês points .dù système ". ' 

Nous introduisons les impulsi ons généralisées 
-+ ar. 

m. v. 1 ôr. = m. v. 1 ~ ôq . 
l l l l l oqj J 

-+ ar. 
-+ l 

= ôq. m. v. -~J l l o(}. 
J 

où ôq. sont des déplacements virtuels. 
J 



En posant pj 
+ m. v. 

1 1 

+ ar. 
1 -.;-;:- nos obtenons l'égalité oq. , 
J 

+ 1 + m. v. or. = p. oq. 
1 1 1 J J 

B. 

p. est aussi égal à~ ce qui correspond à la définition de 1 'impulsion. 
J aq . 

2) 

J 
+ + 

oW = F. 1 or . = F. 
1 1 1 

+ 
+ ar. 

+ ar. 
1 -"- oq. oq. J 
J 

en posant Qj = Fi I aq; , nou~ obtenons oW = Qj oqj. 
+ a r. 

3) m. v. 1 l{or.)· - ov.1 = m. v. l ~q1. l{oqJ.). - oq-1 
1 1 1 1 1 1 ou . J 

J 

. • + 
= [ ( oq.) - oq . ] m; V· 

J J 1 1 

= p . [ ( oq . )° - oq . 1 
J J J 

+ ar. 
1 

aq . 
J 

En remplaçant ces trois expres sions dans (I.2.8), nous obtenons 

d ( • • 
"TI:" p . o q . = T + Q . o q . + p . [ o q . ) - -o q . ] 
Ul. J J J J J J J 

Passons maintenant aux- quasi-v i tesses. Nous obtenons 

1) * p . oq . = p . OTT • 
J J J J 

• où p~ est lié à pj par la rel ation 

* p. = b .. p. 
J Jl 1 

* aT _ aT qui peut encore s'écrire p. = b .. p. = b .. - - -J Jl 1 Jl • clw. aq. J 
1 

2) Q . oqJ. = P • OTT • 
J ' J J 

{I.2.9) 

P. est la force généralis ée exprimée en fonction des quasi-coordonnées. 
J 

par la relation p.= a .. p~, on en déduit 
J lJ 1 

. * . . ( oqJ.) - oq . = p. a. . [ ( oq . ) - oq . 1 J 1 lJ J J (I.2.10) 



D'autre part, en considérant la dépendance du temps, 
aa. 

. • • • , r • 
{ôTii) = (air ôqr) = air {ôqy-J+ ~ qs ôqr 

s 
. aair . 

ôwi = ô{air qr) = air ôqr + aç ôqs qr 

nous obtenons ainsi 

En prenant 

et en notant 

no us obtenons 

qs = bst wt 

ôqr = brj ôTI j 

( ÔTI. ) • - ôw. = a. [ ( ôq ) • - ôq ] + Yti . wt ôTIJ· 
, 1 ,r r r J 

9. 

i i . 
En posan~ Ej = yn+l,j et en se rappelant que wn+l = qn+l = 1, ce qui en-
traîne ôqn+l = {ôqn+l). = 0, l a sommation sur t et r se ramène à une som
mation jusque n 

( Ô7T. ) 
1 

- ôw. 
1 

. i 
= aik [ (ôqk) - ôqk] + Ymj wm ÔTij 

i + E. ÔTI. 
J J 

Grâce à (I.2.11), on obtient pour (I.2.10) 

(I.2.11) 

p . [ ( ôq . ) • - ôq . ] = 
J J J 

* . i ; , {[ ( Ô7T, ) - ÔW. ] - y . W Ô7T . - E · Ô7T ·} 
1 1 1 mJm J J J 

l ' équation (I.2.9) devient 

d aT aT ~ • 
-:rrt "'w. ôTIJ. = ôT + P • ôTI . + -"' - [ ( ôTI. ) - ôw. ] 
U L o J J J oWi 1 1 

i aT i aT 
- Ymj aw. wm ôTij - Ej aw. ÔTij 

1 l 
(I.2.12) 
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C'est enfin une dern1ère transformation de cette équation qui va nous donner 

1 'équat~on d'Euler Lagrange. 

d) Equation d'Euler Lagrange. 

Développons le premier membre de 1 'équation {I.2.12) 

-4- ..,ar o7r. = ..,ar (o7T.). + ( d .i!._) o7T., 
u l. oW • J oW • J ëff ÔW • J J J" J 

r~m plaçons dans le second membre oT par sa valeur: 

ôT ôT oT = - ow. +-"'-on. aw. J o7T. J 
J J 

nous obtenons ainsi 1 'équation 

07T. -!-1..!.. + ~ { 07TJ.). = l.I_ ow. + }î 07T. J ut aw. aw. aw. J o7T. J 
J ' J J J 

• ar • • i ar 
+ p j 07T j + ~ [ ( 07T j) - 07T j ] - y mj awi wm 07T j 

i ôT 
E. -"' - 07T. 

J oWi J 

qu i , après réduction des termes soulignés, fait apparaître la relation sui

vante 

(I.2.13) 

1) f_r~m.:!_e_!:. ~a~ 

Supposons que toutes les gran de urs o7Tj soient indépendantes. Ce cas se 
présente, soit en 1 'absence des liaisons non holono~es, soit si 1 'on ne 

tient pas compte de ces liaisons en choisissant les formes 07Tj. L'intérêt 
de cette approche peut réside r dans la recherche des intégrales premières 

'1/ 
"cycliques" (Cetaev). 
Dans 1 'équation (I.2.13), les coefficients de 07Tj sont donc nuls et nous 
obtenons les équations du mouvement d'Euler Lagrange 



(I.2.14) 

\ • 

auxquelles nous devons joindre l es n relations cinématiques 

No us avons ainsi obtenu un sys tème de 2n équations différentielles ordinai
res du premier ordre par rapport à un nombre égal d'inconnues w1, ... , wn' 

ql ' .. ·' qn' 

Ces équations (I.2.14) ont été établies par H. Poincaré [ 1] et ét udiées par 
V 

N. Ceta.ev. 

B.e~a.!:.q~e Le terme E~ dispara î t si la relation de définition des quasi
J 

vi t esses est homogène. 

2) ~e~o!:!_d_ c~s : 

Supposons qu'il y a parmi les quasi-vitesses, des formes linéaires des vi
tesses généralisées qui s'annul ent en vertu des l équations de liaison non 
ho lonome. Nous aurons 

et 

. 
wa = aaj qj + aa,n+l = O 

on = a . oq . = o. 
a aJ J 

Dans l'équation (I.2.13), la sommation sur met j se ramène à une somme de 
l +l jusque n 

on [ d aT + ; aT + ~ E; _ aT . _ P 1 = 0 µ ëff awµ Yvµ awi wv awi µ anµ µ 

Les grandeurs restantes ôn sont indépendantes; leurs coefficients dans la µ 
somme doivent donc être nuls. Nous obtenons les n-1 équations d'Euler La-

gr ange du mouvement : 
,-.---- --- ----- -------

d ~ + i aT + aT i. aT p 
dÎ dW • y\/ dW · W\/ dW • E µ - é)n = µ µ , , µ 

(I.2.15) 
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auxquelles on doit joindre les n relations cinématiques 
. 
q. = b. w 

1 1V V 

pour obtenir 2n-l équations avec un nombre égal d'inconnues wl+l' ... , wn, 

ql' ••• ' q • . n 

. V 
I. 3. Les_éguations_de_Caellgin _l3J. 

V 
Les hypothèses des systèmes' de Caplygin sont les suivantes 

1) Les coordonnées généralisées q1, ... , q1 et le temps t n'interviennent 
ni dans l'expression du lagrangien L = T - U, ni dans celle des liai
sons non holonomes et linéa i res. 

2) Ces liâisons sont idéales, homogènes. 

De (I.1.2), on déduit 

ôq = b ôq ·a aµ µ (I.3.1) 

Ces variations 
ne r les ôq de 

(l 

ôq étant indépendantes, la relation (I.3.1) permet d'élimiµ 

dans laquelle 

No us obtenons 

l'équation de d'Alembert-Lagrange 

(if~ - E _ - q.) ôq. 
. t aq. aq i , , 

1 

= 0 

au ar Q = - = 0 et - = O. a aq aq 
(l (l 

( d ~ - ~ - Q + b d ~) ôq = 0 
ëff aq aq µ aµ ëff aq µ 

µ (l 

L'indépendance des variations ql+l' ... , ôqn entraîne l'annulation de leurs 
coefficients dans l'équation précédente. Nous obtenons 

~~-_ll_-Q +b ~_l!_=O 
dt aq aqµ µ aµ dt aq 

µ . (l 

Dans l'expression de T, rempl açons q par leur valeur 
(l 

(I.3.2) 

en fonction des q 
µ 

données par les équations de li aison. Les fonctions obtenues seront notées 
avec un astérisque. On a alo rs : 
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(I.3.3) 

( I.'3. 4) 

Ici 

I 

En vertu des relations (I.3.3) et (I.3.4) : 

* db d~+b d~= -d~-~ aµ 
of a • aµ of aq· ëff aq· . aq· at 

qµ Cl lJ Cl . 

ab ab 
où~ b = ~ q· car aµ - 0 vu la prem_ ière hypothèse. 

ul. aµ aqv v' aq 8 -

L' équation (I.3.2) s'écrit alors 
1 

V 
Ce sont les équations de Caplygin. Leur nombre est égal àu degré de liberté 
du système. 

B_e!!!a.!:_q~e : Dans le cas où les contraintes sont holonomes on a 
ab ab aµ _ av 
aqv - aç 

et les équations de Caplygin sont identiques aux équations de Lagrange de 

seconde espèce. 

I.4. Les_éguations_de_Voronec_L3J. 

On considère un mouvement d'un système de points matériels soumis aux liai

sons (I.1.2) supposées homogènes (ba = 0). Nous supposerons aussi l 'exis-
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tence d'une fonction de force U. 
Rappelons les équations de Lagrange avec multiplicateurs 

~ ~ - aT . - Q • + À b = 0 
u l. aq aq µ µ a aµ 

µ 

(I.4.1) 

d aT aT -:l'r--- - Q - À =0 
Ul. aq aq8 8 8 . 

8 

(I.4.2) 

Conme dans le paragraphe (I.3), nous avons les relations 

* 1!"__=~+ ~ b 
àq aq aq 8µ 

µ µ 8 

{I.4.3) 

desquelles nous déduisons 

* d aT _ d aT + b d aT + _1.!_ d b 
at aq· - at aq· 8µ ëif aq· aq· at 8µ 

µ µ • 8 8 

(I.4.4) 

D' autre part, en fais ant intervenir la fonction de force U, l es équations 
aux multiplicateurs de Lagrange deviennent 

~ a_T = a ( T + U ) _ À b 
Ul. é)q Cl . aµ aqµ µ 

(I.4.5) 

~ a_T = a ( T + U) + À • ( I. 4 . 6) 
Ul. aq8 aq8 8 

Uti lisant les équations (I.4.5 ) et (I.4.6) dans l'équation (I.4.4), nous 
ob t enons 

ft a r* = a ( T + U) - À b + b a ( T + U) + À b . . + ~ d b 
t aq aqµ a aµ 8µ aq8 8 8µ aq ëif 8µ 

µ 8 

= _1I_ + ~ + b .l.!_ + b ~ + .l.!_ ·d b 
aqµ aqµ 8µ aq 8 8µ aq8 aq ëif Bµ 

B 

(I.4.7) 

D tt • ~ l • • a T t a T l • t f t. ans ce e expression, one 1m1ne aqµ e aqB en es expr1man en one ,on 

de :r* grâce à (I.4.8) 
qi 



- -- - - - -------
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ab 
=~+_!l_~q 

aq. ~ • aq. \) (I.4.8) 
l a l a 

1 'équation (I.4.7) devient : 

..:1c ..:1c . ab • * ab • 
• d _a I_ = _a I_ - ~ (l\) • + au + b q T - b . a T (l\) • 

ëff_ aq· aq aq· ~ q\) aq Bµ âcfs Bµ aq· · aêis 9\) µ µ a µ µ a 

+b ~+ ~ db 
Bµ aqB aq ëff Bµ 

B 

(I.4.9) 

Ce sont les · équations de Voronec . 

B_e.!!!_a.!:_q~e : Dans le cas où les forces ne dépendent pas d'une fonction de 
fo rce, les équations s'écrivent : 

* * * ab ab • 
d aT aT aT b _ ~ { d b . _ • (~ + av b ) } 

ëff aqµ - aqµ - aq8 Bµ aqa âî aµ q\) aqµ aci; Bµ 
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CHAPITRE II 2-Fotrnes ·extérieures ·associées ·à ·des systèmes 

mécaniques . 

11.1 . Forme_extérieure_associée_à_ un_~oint_matériel. 

16. 

Ecrivons les équations du mouveme nt d'un point ·matériel de masse m, soumis 
+ . + 

à une force F, et animé d'une vi t esse v, ~ 

dr - Y dt= 0 
+ . + 

mdv - F dt= 0 

Nous noterons 5) 1 'ensemble des dy = (dr, dV, dt) qui vérifie les équations 
du mouvement. 

Construisons la forme extérieure 

+ + + + n = (dr - V dt) /\ (mdv -. F dt) 

que l'on peut aussi écrire en ut ilisant deux séries 
ô sous 1 a forme . . 

+ Y dt mdv -
+ 

dr - F dt 
n = 

Fot + y ôt + ôr - môv -

La forme n est nulle Vdy EJ) et quel que soit ôy 

n(dy) = 0 . Vdy E r1J, Vôy 

ceci peut encore s'exprimer comme 

an 
e = a(ôy) = o ~ e(dy) = o 

où e est une forme linéaire su r J) . 

(II.1.1) 

de différentielles d et 

(II.1.2) 

Dans la suite, nous changerons l a notation des différentielles ô pour la 
an no t ation plus habituelle d, et nous écrirons e = a(dy)' 

'' 
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Ecrivons l'équation vectorielle ( II.1.1) sous fonne scalaire : 

où Xi sont les composantes de l a force. 
L'équation (II.1.3) sous forme dé veloppée s'écrit 

n = [m. dv. A dx . ~ m v. dv. A dt+ X. dx. A dt] ,. , , , , , , 
Le système d'équations associées à n s'obtient en annulant toutes ses déri
vées partielles du premier ordre . 
Nous aurons donc : 

an 
a(dxi} = - mi (dvi - Xi dt) = O 

an 
a(dv.) = mi( dxi - vi dt)= o , 

qui sont les équations classiq ues · de Newton. 

B_e~a_cq~e~ : 

Les équations di fférentielles du mouvement sont 

donc l es équations associées à la f orme n. 

1. La troisième équation associ ée a{dDt) exprime le théorème del 'énergie 
cinétique, et est donc une conséquence des autres équations. 

2. D peut se décomposer en deux parties : une partie cinétique que nous 
noterons De, et une autre dynamique notée Dd' 

3 
De= r (m dv. A dx. - m v. dv. A dt) . 1 , , , , 

1= 

qui est une forme fermée que nous pouvons encore écrire 

1 
De = d(m v. dx. - T dt) ] , , {II.1.4) 

où Test l'énergie cinétiq ue et 
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1 nd _= xi dxi " dt 1 (II.1.5) 

produit extérieur du travail élémentaire de la force agissant sur le 
·point par la différentielle du temps. 

II. 2. Forme_extérieure_associée _à _un_slstême_holonome. 

On considêre un 

ql' q2' ... , qn 
La position d'un 

systême holonome S décrit par n coordonnées indépendantes 
+ 

et un champ de ecteurs de forces F. 
+ 

point Me S est .donnée par une fonction vectorielle f 
+ + 

d OM = f ( q) 

+ 
Nous supposons 1 'existence des dérivées partielles de f par rapport aux qi. 
Sous ces conditions, la vitesse du point M sera donnée par: 

1. Calcul de la partie cinétiq ue . 

Pa rallèlement à la relation (I I. 1.4), nous pouvons calculer ne comme la 
dé rivée extérieure de 

I 
+ + 1 

{VM I d O. )dm - -z dt 
s 

·+ + 
Nous remplaçons dans cette expression d OM et VM par leur valeur 

nous obtenons 

+ 
+ af 

d OM = aq. dqi 
l 

+ 
af -" -)dm. oq . 
. l 

et 

(II.2.1) 

(II.2.2) 



19. 

2. Calcul de la partie dynamique . 

En introduisant les forces généralisées, nous exprimons la puissance des 
+ 

forces F comme : 
. 

p = Q. q. 
l l 

et l e travail élémentaire par T = Q. dq .. 
l l 

Nous obtiendrons donc comme part ie dynamique (11.1.5) 

1 nd = 0; dqi /\ dt 1 

11. 3. Aeelication_:_la_forme_de _Lagrange. 

. 
Si nous remarquons que gki qk 

ne = d(~ dq. - T dt) 
. aq. l 

l 

a2r 
dqk /\ dqi ou ne = 

aq. aqk l 

ar 
aq. 

nous obtenons 
l 

2 a2r + [ ( ~ T 
aqi aqk aqk aq; 

- ~ dqk /\ dt - ;qîk dqk /\ dt 
aqk 

) 

(JI.2 .3) 

dqk /\ dqi ] * 

(11.3.1) 

Par [ 1* nous notons ici et da ns la suite une somme suivant les indices 
croissants. 

En se rappelant que nd = Qk dq k /\ dt et n =ne+ nd' nous obtenons les 
équations du mouvement 

(l J 

qui sont vérifiées automatiquement 

(2) 
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Remarquant que 

nous obtenons que 

- d ( a_T) + ~ dt+ Q. dt= 0 
âq • • l âqi l 

ou encore 

d {_ll_) - ~ = Q. 
ëff âq. âqÎ l 

1 

qui sont les équations de Lagrange. 
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CHAPITRE III ~= ·Equations ·du mouvement ·de systèmes non ·holonomes 
• obtenues ·comme ·res ·équations ·associées ·de 2-fonnes 

extérieures . 

111 . 1. Introduction. 

Les équations considérées au chapitre I sont établies à partir des équations 

de Lagrange ou du principe des t ravaux virtuels en utilisant certaines hypo

thèses supplémentaires. 
Dans ce cas, -ne serait-il pas possible de transformer la forme de Lagrange 

obtenue dans le chapitre précédent en utilisant ces hypothèses? 

No us espérons de cette façon obtenir une forme extérieure dont les équations 
as sociées seront les équations différentielles du mouvement en question .. 

Le problème est le suivant : 
Soi t n une forme extérieure du second ordre qui nous donne des équations du 

an 
mo uvemente= a(dy) = O. 
l a marche habi t uelle consiste à effectuer une transformation sur les fo rmes 

'\, 

e pour arriver à un nouveau syst ème d'équations e. 
No t re but serait de transforme r n. On montrera dans la suite que la trans
fo rmation doit être linéaire en dy. 
Il faudra donc montrer 

n 

'\, 
dy + dy 

l 
'\, 

n 

que le 
an 

a ( dy) 

an 
a(dy) 

diagramme suivant est commutatif: 

e 

l '\, 
dy + dy 

'\, 

e 

Les passages aux quasi-coordonnées et quasi-vitesses sont exprimées par des 
formes linéaires non dégénérées . Il en est de même ~e l a substitution 

ax dx = aq. dqi .. Nous devons démo nt rer la commutativité du diagramme dans l e 
l 
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cas de transformations linéaires non dégénérées; L'idée de la démonstra

tion appartient à E. Cartan [ 4] . 
Soi t un monôme du second ordre Q = u1 /\ u2, où u1 et u2 sont deux formes 
diff érentielles du premier ordre . Le système associé à cette forme est 

u1 = 0 

, u2 =. 0 

Considérons une transformation l inéaire non dégénérée 
I'\, 

u1 = b lj u j (i,j=l,2) 
I'\, 

u2 = b2. u. 
1 1 

Al ors la forme n se transforme en 
I'\, '\., I'\, 

n + n = blj uj /\ b2i ui 

= (bll b22 - b12 b21) 
I'\, '\., 

Le coeffici ent den est non nu l et le système associé à n est 
'\., 

0 ul = 
• I'\, 

0 u2 = 

{III.1.1) 

{III.1.2) 

Ce système est le même que le système (111.1.1) ayant subi la transfo rma tion 
(I I I .1.2), ce qui montre la comm utativité du diag ramme. 

II I. 2. Application_à_l ' éguation_d'Euler_Lagrange. 

1. Calcul de la partie dynamiq ue. 

P. étant 1~ force généralisée exprimée en fonction des quasi - coordonnées, 
1 

no us avons pour la partie dynami que 

(PI.2.1) 

2. Calcul de la part ie cinétiq e. 

aT Soit ne= d [ - dq. - T dt] la partie cinétique de la forme de Lagrange, aq. , 
1 
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23 . . 

que 1 'on va transformer en fonc t ion des quasi-vitesses et des quasi-coor

données : 

et 

a) Nous pouvons considérer T comme exprimée dans ces nouvelles variables, 
dès lors 

aT . •• aT . 
d(T dt) = -~- dw. A dt+-~- dn. A dt . oWj J oTI j J 

(III.2.2) 

b) Pour calculer aT d(-.- dq.), on remarque que 
aq. , , 

aT aT awj aT 
-=--=-a .. 
aq. awj aq. _ awj J, , , 

aT Nous devons donc calculer la dé r ivée extérieure de(-~- a .. dq.) où a. : oWj Jl l Jl 
dépend des coordonnées générali sées 

aT d (-~ - a . . dq . ) = oWj Jl l 
aT aT d (-~ -) A a . . dq . + -~ - da . . A dq . 

oWj Jl l ,owj Jl ~ 

* ** 

(III.2.3) 

où la somme sur les indices croi ssants ne s'étend pas ici à t et s, ou bien 

avec la somme sur les indices croissants s'appliquant à i, k, t et s, alors 



T aa.. aa .k 
ë3 [ (~ - _J_) b b. dTTt /\ dTTs] * 

awj aqk aqi kt 1 s 

T aa.. aa .k 
- _a_ [(~ - _J_) b,.t bks d7Tt /\ dTTs]* 

awj aqk aqi 

= aa:. c-ris d.TTt /\ dTTS]* - a~- [Yit d7Tt /\ d7Ts]* 
J . J 

aT j * = 2 aw. [Yts dTTt /\ dTTs] 
J 

aT • 
= aw. Yis dTTt /\ âTTs 

J 

parce que YÎs = - Y~t et 2 [ 1* = [ ] 

En regroupant (III.2;1,2,3,4), on obtient la forme 

a2r a2r a2r 
n = awj awm dwm /\ dTTj + [ (awj 37Tm - au,n d7Tj) d7Tm /\ d7Tj]* 

24. 

(III.2.4) 

- ~ dw:/\ dt- -~ dTT - /\dt+ .1.I_ j dTTt /\ dTTs + P. dTTJ· /\ dt aw • J dTT • J aw • y .ts J J J J 

D'après la définition de E~ - yj le cinquième terme de la forme se , - n+ 1, i ' 
décompose en deux : 

Not re forme devient alors 

+ P. dTT. /\ dt 
J J 

(III.2.5) 

Le système d'équations associée~ a cette forme est le suivant 

. 1 



(1) 

Ces équations sont satisfaites automatiquement, en effet 

1 * - T=""1"A. w. w 
• c Jm J m 

et l es équations (1) donnent 

1 * 
"2" A. (drr. - w. 

Jm J J 

an a2r (2) = dw -a ( drr;) aw. awm m 
1 

aT dt a-rr:-, 
a2 T En sachant que....---.,- drr = awm arr; m 

dt) = o. 

2 
a T drr + 

aw. alf m 
1 m 

= 2 aT dt a-rr-:- ' 
1 

nous avons 

a2r 
drrm aw arr. m 1 

d(J.-!-) - JJ__ dt+ E~ J._!_ dt+ J._!_ yj. w dt - P. dt= 0 aw. arr~ 1 aw. aw. m1 m 1 
1 1 J J 

ou encore 

d ( ar ) + ar j w + E~ ar _ ar = 
dt awi awj Ymi m 1 awj arr; pi 

25. 

Si 1 'on tient compte des liaisons en annulant w1, ... , w1, les équations 
de viennent 

/ 

d ( ar ) + a s w + e:B aT _ ar _ P 
ëft awa aw8 Yya y a aw8 ::!rra - a (III.2.6) 

qui sont les équations d'Euler Lagrange. 



V 
III .3.AQQlication_aux _éqyations _de_Ca~l~gin. 

V 

26. 

Avant de traiter les équations e Caplygin, il est utile de remarquer que 
dans la recherche. d'une forme ext érieure pour les é·quati ons d'Euler Lagrange, 

nous avons tenu compte des l iai ans en annulant les l premières quasi - vites

ses dans les équations f inales ( I II.2.6). 
. ~ . V 

Le cas des équations de Caplygi n sera traité différemment. On considère 
dans la définition de la dérivée extérieure deux séries de différentielles 

dq 1, ... , dqn et ôq 1, ... ~ ôqn i ndépendantes qui ne satisfont pas les équa
tions de liaison. 
Cett e indépendance impl~que aus s i la commutativité des opérateurs d et ô : 
dôq = ôdq, qui ne se vérjfie pas dans le cas des liaisons non holonomes. 
Par conséquent, on ne peut pas dans le cas des liaisons non holonomes . tenir 
compte des équations de liaison dani les formes linéaires w. 

Autrement dit, le diagramme sui vant n'est pas corrmutatif. 

d où aT - T dt n w = - dq . 
w aq. , 

! 1 l 
'\, '\, 

d représente le symbole de 
'\, '\, 

dérivation extérieure w n 
d éliminer .ql 

. 
'\, : ... ql en 
~~nant compte des équaf î ons 
de liaison. 

En effet, il est facile de voir qu'en suivant la double flèche, on va obtenir 
n- 1 équations de Lag range en r* et non les équations de Caplygin. 

et 

~dq . 
clq , l 

l 

'\, ar* 
w = - dq 

clq µ 
µ 

- f" dt 

'\, 

Nous travaillerons comme suit à la forme non ajoute une forme qui tient 
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compte des liaisons, cette forme (conme pour les formes généralisées) sera 

le produit extérieur du travail élémentaire des forces de liaison par dt, 

soi t Ri dqi A dt= n1• 
Néanmoins, dans le cas de liaisons idéales, ce travail élémentaire est nul 

V 
et l es équations de Caplygin se ront obtenues comme système d'équations asso

'\., 

ciées à n, ce que nous allons montrer 

aT • aT 
- -.- dqk A dt - aq. dqi A dt+ Qi dqi A dt+ n1 

aqk , 

où n1 = 0 et où nous pouvons exprimer les l premières vitesses généralisées 
ql' .. .' , q1 en fonction des n.-1 autres à l'aide des équations de liaison 
• - b . . • 
qa - aµ ql-1. • 

a) La partie dynamique. 

Mais Q = 0, nous obtenons po ur. la partie dynamique Q dq • A dt (III.3.1). 
a l-1 l-1 

b) La partie cinétique. 

Traitons chaque partie séparément 

ar aT ar 
1) ~q. dq

1
.Adt=-dq Adt+-dq Adt 

o l 3qa a 3ql-l µ 

Le premier terme de la somme est nul, le second peut étre remplacé par 

(III.3.2) 

2) a_T dq. A dt = a_T dq A dt + ~ dq A dt 
aq. 1 aq a aq l-1 

l a µ 

= 12_ b dq A dt + 12_ q 
aq a l-1 l-1 aq l-1 

a ~b 
= a-r'" dq A dt + ~ q • ~ dq A dt 

aêiµ l-1 aqa l-1 aqv v 

db A dt + ~ dq A dt 
aµ aq· - l-1 

l-1 
(III.3.3) 
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3) 
. 2 2 

ô T d. d ô T d. d · · q 8 /\ qa + q • /\ q • • µ a 
ôq ôq ~ - ~ 

a 8 a µ 

D'autre part les coefficients bSµ ne dépendant pas des vitesses, nous avons 

l a re 1 a t i on . . 

a2 r* a2r .. b + a2r 
= 

aqv aqµ 
. . 8µ . . 

aqv aq8 . aq aq • \) µ 

- ce qui va nous permettre de t ransformer les deux termes soulignés que 
nous pouvons encore écrire 

a2 T / T a2 T --- dq /\ dq + --- b 
8 

dq /\ dq + _.;;_ __ q db /\ dq 
aq· aq· µ v • µ µ v aq· aq· µ 8 µ v 

v µ aqv aq8 v 8 

t 
2 * 2 

ô T dq0 

/\ dq . + ~ T q' db /\ dq 
• • µ \) µ 8µ \) 

aqv aqµ aqv aci 8 

(111.3.4) 

- Les deux premiers termes de l a somme peuvent être remplacés par 

Les termes soulignés s'annulent et il nous reste 

(111.3.5) 

. v 
La somme sur k ne s'étendra que de l+l à n par les hypothèses de Caplygin. 
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Nous obtenons 

a2r a2r + a2r 
= 

aq. aq aq • 
. 

aq aq~ aqµ _, µ a. µ 

Nous utiliserons ici les relati ons 

a2 r* a2r a2 T abBv • + 1.!.. ab Bv 
= +, -- q 

aqv aqµ aqv aqµ aqv aqB aqµ v ôqB aqµ 

et 
a2 T a2 T abBv . 

+ -- q = 0 
aq aq . • aq v 

a. µ aqa. aq 8 . µ 

Ce qui nous donne 

a2 T a2 T àb 
--- dq /\ dq = - Bv q dq • /\ dq 
aq aq µ a. · aq · aq ao;c- v µ a. ,a. µ a. B µ 

a2r --- q' db /\ dq 
• • v Sv a. aqa. aq8 

= (III.3.6) 

a2 T --- dq /\ dq = 
aq aq µ v 

a2 r* dq A dq - a2 T abBv. " --- -- q dq /\ dq 
aq aq µ v aq aq aq v µ v 

V µ v µ v B µ 

aT abBv 
- - - .-. dq /\ dq 

aq aqµ µ v 
B 

(III.3.7) 

Il nous reste à regrouper tous l es termes affectés du signe correspondant 
dans la forme de Lagrange 

n = (III.3.1) + ... + ( I II.3.7) 

2 * 2 * 
n = ~ T dq /\ dq + ~ T dq /\ dq 

aqv aëiµ v • µ aqv aqµ µ v 

* * - ~Tq . dq /\ dt - 1!:_ dq /\ dt - aT db • /\ dq 
µ µ aq µ aq Sv v 

µ B 

+ Q dq /\ dt µ µ 



n = ~
2 ~ dq A dq + r ( :

2 
r* 

aq aq v µ aq aq • 
/ V µ V µ 
. * -r 
- aT . dq Â dt - _a - dq • Â dt 

aq µ aq· µ 
µ µ· 

ab ab * 
- aT [ (~ - f3µ ) dq /\ dq J 

aq aqµ ~ µ v 
f3 

+ Q dq /\ dt µ µ 

Le système d'équations associées à cette forme est le suivant 

( 1) 
a2 r* ar* 

= - - - dq - - dt = ·O 
aq aq · v aq • 

V µ µ 

qui sont vérifiées automatiquement. 

(2) an 
-=-a (,.......dq-µ ....... ) = 

= Q µ 

d "T* r* T ab ab 
( a ) _ a + _a_ ( Sv _ f3µ) • Q 

ou encore dt -.- aq "q· ~ dC:lv qv = µ 
aqµ µ o 8 µ 

V 
qu i sont les équations de Capl yg in . . 

30. 
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III.4. AQQlication_aux_éguations _de_Voronec. 

a) La partie dynamique. 

(III.4.1) 

b) La partie cinétique. 

Comme dans l'exemple précédent, nous traitons chaque partie de la forme 
l ag rangienne séparément. 

{III.4.2) 

(III.4.3) 

(III.4.4) 

No us utilisons ici les relations 
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et 

pou r obtenir : 

a2 T a2 T ab a2 . T abyv . 
dqk /\ dqi = - . . aqyv qv dqµ /\ dq(l - "q· . "q· a_qQ qv dqB /\ dq(l 

aq,. aqk aq aq • µ ' • o o 1-' a y . a y 

a2 r* 
+ - -- dq /\ dq 

a2 T abyv . aT ab 
- q dq /\ dq - - _:r!_ dq /\ dq 

aq aq µ v 
V µ 

• • aq • V µ V aq µ V 
aqv aqy µ • aèiy µ 

·, 

a2 r* a2 T ~ • aT . abyv 
+ dq /\ dq - --- " q dqa /\ dqv - - .- ~q dqa /\ dq (III.4.5) 

aq· aq B V aq· aq· oq Q V µ aq • 0 B µ V 
V B · V y µ Y 

Nous devons maintenant regrouper tous les termes (III.4.1), (III .4. 5) affec

t és du signe correspondant dans la forme de Lagrange. 

a2 r* a2 r* ar* • 
Q = --- dq /\ dq + . . dq

1
• /\ dqv - - dq /\ dt 

aqv aq~ • µ v aqv aqi aq~ µ 

"'î* "î* T 0 dq /\ dt O bB dq /\ dt - _a_ db /\ dq -~q µ -~q 
o µ o B µ µ aq yv v 

y 

+ aaqu dq /\ dt + "au ba dq /\ dt 
µ µ oqB µµ . µ 

Le système d'équations associées à cette forme est le suivant 

( 1) an 
a(dq) µ 

= a2 r* dq - ar* dt= o 
aëi aq • v aq 

V µ µ 

qu i est vérifié automatiquement. 

(2 ) 
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qui peut encore ~•écrire 

=a(°(+ U) + a{ T* + U) 
aq\) âqB bBv 

db ab ab 
+ a_T • { ~ _ q ( yµ + _)'.}!_ b ·)} 

aq u1, µ ~ aq 8 Bµ . 
y 

qui sont les équations de Voronec . 
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