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RESUME 

Des conditions n é cessaires et des conditions suffisan-

tes sont déterminées _ pour l'obtenti-0n du 
er è ~ 

I== et du n= etat 

lié (dans le cas où le potentiel est non périodique) ou de 

la 
ère è , 

I=== et de la n= bande (potentiel périodique) en théo-

rie de Schroedinge r . · 

Des valeurs exactes du spectre de l'équation d~ Schroe

dinger sont trouv é es dans le cas particulier où le poten

tiel est constitu é de distributions Dirac. 



PR E LIMINAIRES 

L'équation de Sc h roedinger, dans le cas d'une particule 

sous l'action d'un potentiel, est une "équation différentiel 
è 

le linéaire du 2= o rdre avec conditions limites. Ce problè-

me de Sturm - Liouvi lle définit un spectre qui peut être 

d i scret (fini ou i nf ini) ou continu. 

Du point de . vue d e la physique, le spectre définit les 

niveaux d' é nergie c orrespondant au potentiel choisi et les 

f onctions propres c orrespondent aux fonctions d'ondes ca

ractérisant la pro b abilité de présence de la particule. 

Nous é tudions icL uniquement le spectre et non pas les 

f onctions propres. Le spectre seul peut en effet êtr e ca

r a ct é ris é par une é quation du pre mier ordre ( é quation de 

Riccati) tandis que la 2! étape, recherche des fonct i ons 

propres, demande la résolution d'équation du 2! ordre. 

Ce tr a vail consi s te i exploiter ·1a transformation de 

' ~quation de Schroedinge~ unidimensionnelle en une é qua

tion de Riccati. Ce tte équation de Riccati sera appelée 

é quation de phase [ I] [ 21 [ 3] Si le potentiel est non 

p é riodique, les s o lutions sont discrètes on les appele-

r a états liés; si le potentiel est périodique, les solution 

o ccupent des port io ns continues de l'espace des fonctions 

on parlera de band e. 

Da ns un premier t emps, nous expliquons en détail lamé

t h o d e employ é e au si bien dans le cas non périodique que 

dans le cas p é rio i que. 

Da ns le c ha pitr e II, l'étude porte sur l'équation de 

Schroedin g er avec c omme potentiel 1, 2, 3 ou une 00 té 

d e distributions d e lta . Ce cas est particuli è rement inté-



2 . 

ressant car les valeurs exactes des solutions peuvent être 

déterminées. 

Dans le chapitre III, le potentiel choisi est non pério

dique. On donne· al rs une condition nécessaire et une con

dition suffisante à l'obtention du premier état lié et du 
è ~ 1. ~ n= etat 1e. 

Le dernier chapi t re détermine les solutions de l'équation 

de Schroedinger à p otentiel périodique. La théorie dévelop

pée dans un travail parallèle ''Counting the poles of the 

s o 1 u t i on o f a g e ne r a 1 R i c c a t i e q u a t .i o n" [ 4] no u s p e r me t d e 

donner une CN et u n e CS à l'obtention de la première et de 

de la n~ bande. Les résultats utilisés dans ce travail por

tent essentiellement sur l'équation de Schroedinger mais 

peuvent évidemment être transposés à l'étude abstraite des 

E.D. linéaires du 2~ ordre à coefficients périodiques (équ. 

de Hill). Cet aspect purement mathématique est parfois si

gnalé dans ce travail mais est par contre développé dans 

une publication séparée [ 4] (53 pages) 



3. 

INTRO DUCTIO N 

1) DEFINITION D'UN ETAT LIE (SPECTRE DISCR ET) 

Considérons l'é q uation de Schroedinger unidimensionnelle 

sous la forme g énéra le 

~(x) + V(x)l/J(x) = El/J(x) 
2m dx2 

où ~ - constante de Planck / 21) 

m:= masse de la particule 

1V(x) := potentiel 

E= énergie 

l l/1 (X) = fonction d'onde 
1 

Nous travaillo ns dans un syst ë me d'uni tés tel que 

fi = 1 et 2m = 1 

L'équation s' écr it : 

dl 

dx 2 
l/J (X) + 

Les conditions 

l/J (x) = V(x) l/J(x) (i) 

l/1,Î c o n tinue s pour tout x (ii) 

définissent un état lié 

Un état lié es t une solution de l'équation (i) avec 

. conditions (ii ) , pour laquelle E est valeur prop r e et 

W la f o nc tion r opre associ ée . 



4 . 

Il est à remarqu e r que les potentiels considérés ici 

sont généralement d e la forme V(x) < O. 

-d2 
Appelons L l'op é rateur --- + V(x) (i i i) 

d x 2 

(i) devient L l/J (x ) = E l/J(x) 

V(x) étant donn é , le problème revient à déterminer les 

valeurs de E permi s es pour la valeur donnée du .potentiel. 

En d'autres termes, il faut rechercher les valeurs propres 

d e l'opérateur L. 

Dans le cas où V(x) = 0 pour I xi ;;;i, R 

< 0 pour I xi < R 

les valeurs de Es nt discrètes, négatives et en nombre 

fini (voir figure 1) 

2 ) SPECTRE DE BANDS 

Lorsque le pote tiel est périodique de période L sur 

(- 00 , + 00 ) 7 les condi ti ons (ii) sont à remplacer par 

( l/J(x) bornée pou r tout x 

ll/1, l/1' continues pour tout x 

Dans ce cas, le spectre de l'opérateur L consiste en une 

série de bandes sé p arées par des régions où l'énergie n'est 

par permise (la so l ution n'étant pas bornée) ~ (voir fig.2) 



-R 0 +R 

V(x) ¾ 0 1 xi¾ R 

V(x) = 0 lxl> R 

3 valeurs discrètes de E 

(ici E1, E2, E3) 

!figure il 

L 

5. 

X 

V(x) périodique 

V(x) ¾ 0 

3 bandes de valeurs permises pour E 

(en hachuré sur le dessin) 

!figure 2 



CHAPITRE 1. L'EQUATION DE PHASE 

1. CONDITIONS AUX LIMIT ES NON PERIODIQUES 

Soit i résoudre l'éq ation différentielle s~ivante 

(p(x) u'(x))' + q ( x) u(x} = V(x) u(x) 

a ~ X < R 

p E C1 q et V E C 

6. 

( 1 - 1 ) 

Re marquons qu'on retrouve l'équation de 

Schroedinger (i) en prenant p = 1 et 

q( x ) = E(x) 

a) V= o : 

La solution gén é rale de l'équation homogène s'écrit 

y= C u ( ) + C u (x) 
=====b==b= ~ =====t==~=== 

où les u. sont Les 2 solutions linéairement indépendan-
1. 

tes de l'équati o n(l-l)lorsque V= o 

b) V 'F o : 

appliquons la méthode de variation des constantes, 

c'est-à-dire considérons les coefficients C. comme 
l. 

variables. La solution s'écrit alors 

Posons 

y = C ( X ) u (X) +. C (X) u ( X) 
-----L=----L---==-=~=----~--= 

C (X) 

S(x) = / (x) 

où S ser a appelé "phase" 

( 1 - 2) 

On peut alors aiséme n t vérifier que la phase satisfait l'équa 

tian de Riccati[ 21 [ 3] 

V(x) 2 
S'(x) -p(x)W( x ) (u

1 
(x) + S(x)u

2 
(x)) . ( 1 - 3) 
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où W(x) est le Wronskien de u1 et u2, c'est-à-dire 

W = W[ U! , U2] = U U 
1 

- U U 
1 

1 2 2 1 

L'équation(l-3)est a ppelée "éguation_de_ehase" 

Les conditions limi t es imposées sur u(x) peuvent se rame-

·ner aux conditions suivantes (afin d'assu~er l'intégrabilité 

de la solution - Voir r emarque pp.:13) 

C ( a) = 0 => S ( a ) = 0 
2 

C ( R) = 0 => S ( R) = co 

Un état lié est alors caractérisé par une solution de 

l'équation(l-3) .,dont les conditions limites se traduisent 

à présent par 

Çs(a) = o 

l:5 (R) = CO 

Nous pouvons en déduire que chaque passage de S par l'infi

ni correspond à un état lié , en théorie de Schroedinger (voir 

r e marque ~p. 8 ) 

Afin de caractériser ces pôles, effeçtuons la 

hornographi~ue (T. H.) 

S( x ) 
U (x) = 

S ( x) + 

dont on déduit 

· U(x ) u1 (x) 
S (x) = 

u2 ( x )(I-U(x)) 

transformation 

(1-4) 

Décrivons cette de r nière expression et effectuons le rem

placem~nt dans l'équa t ion(l-3l Nous obtenons 



V 
U' =---

pW 

u2 - w 
U 1 

- u 

(équation de phase transformée) 

Afin d'utiliser des majorations assez ëvidentes, nous 

faisons . les hypothêses suivantes 

1°) V(x) < 0 

2°) u 1 et u 2 sont c h oisis de telle sorte que 

W(x) = u 1 (x)u'2 ( x)-u2 (x)u' 1 (x) > 0 

et u1 (x)u2 (x) < 0 

{pour la majoration U < 1) 

0 n t i r e d e ( 1 - 11 ) 1 e s c on d i t i" on s s u r U , e n r e m p 1 a ç a n t S 

successivement par ses valeurs en a et R : 

S (.a) = 0 => U(a) = 0 

S(R) = 00 => U(R) = 

Nous aurons d one 

T . H. 

8 . 

0 < s < 00 <=> 0 < u < ( 1 -6) 

On en déduit qu'un é tat lié correspondra à un passage de U 

par l a valeur 1. 

On c on si dê re l e s appr ox imations usuelles 

A) 

B ) 

u2 
- u< o 

et o < u'-

si o< u< t 

[ 1 ] [ 2] 

( 1 -7) 

( 1 - 8) 
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0 ..;; u - u2 ..;; u 

pour 0 < u < 

approximation B 

• 1 . 

u 

approximation 
\~=t.__ __ 

u - u2 

approximation A 

+ 
. I u 

approximatio n D 

er 
Les approximations A e t B sont du 1 =="ordre". Les approximations 

• ème [ 2 ] 
du 2 = • ordre (C, D, . . . ) peuvent êgalement itre utilisêes 
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Ces approximations don nen t les conditions nécessaires et suf

fisantes suivantes d'obtention d'un p8le : 

_ (R IV(x)I • 
p 8 1 e de S -> ) a p (X) W (X ) 1 U 1 (X) U :2 (X) 1 d X > 

1 
U2 ( R) 1 ( Ra 
U1 (R) ) 

1 V (x) 1 u î ( x) d x > 1 => p ô 1 e de S 

2 . CONDITIONS AUX LIMIT ES PERIODIQUES 

On considère le potentiel périodique suivant 

- R L+R 0 +R L-R 
---------:---------..------,----------,---------> 

1 

1 

L 

V (x + L) = V(x) 

V(x) ~ 0 

Considérons l'équat io n de la forme 

u" (x) - q 2 u(x) = V (x )u(x) 

On choisit u 1 (x) = e - qx 

L'équation de phase as ociée 

avec 1 S(x) = 
1 . 

t 
1 

lu(x) = 

('l(x) 

C 1 (x) 

(W > 0) 

L ~ 2R 

( 1 -9) 
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L'inverse de la dér i vée log4rithmique vérifie l'équation 

r(x) = r(x + L) (1-10) 

ave c 
u(x) 

r (x) - ut (x) 

et la relation suiv a nte exprime r(x) en fonction de S(x) 

r .( x) 
e-qx + S(x eqx 

= 
-qx qx 

-qe + q S (x)e 

e-q(x+L) + S(x+L)eq(x+L) 
= -q(x+L) q(x+L) = r(x+L) 

-qe + qS(x+L)e 

dont on déduit 

S(x) • e2qL S(x+L) 1 ( 1 -1 1) 

Si le potentiel est !I!~~~!g~!, on peut déterminer 

séparément le spect r e pair et impair en fonction de la 

d . . . .. 1 [7] con 1t1on 1n1t1a e : 

=> S ( 0) = -1 

S( R ) = 0 

u' (O) = 0 (cas e~i!:) 

=> S ( O) = +I 

S ( R) = 0 
( 1 -1 3) 

Dans le ~as c o ntraire, (potentiel asymétrique), le 

caractère intégrab l e de la solution implique : 

S(-R) = (X) 

S(R) = 0 (J-14) 

Les limites d e s bandes de solutions permises sont dès 

lors déterminées p a r les valeurs de q satisfaisant l'équa

tion de phase ( 1- 9 )e t les conditions 
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S(O) = -1 S ( L) = -e 
-2qL 

s i le potentiel est 
symétrique et cas 
i~e~iE ( 1 - 1 5) 

S(O) = + 1 S ( L) = +e 
-2qL 

si le potentiel est 
symétrique et cas 

e~!E 
S ( L + R) -2qL 

S(-R) = 00 S(R) = +e cas asymétrique 

Si on définit 

A(x) _ 1 ( S{x) - S(O)) 
-"'fcJ S(x) S(L) 

l'équation de phase (1-9) devient 

A'(x) __ ....;_.; ____ A(1 + S(O)e q x- ) V(x)e- 2q x [ 2 ( L) 

S(O)[ l-e- 2 q 1 ] 

avec les conditions 

r A(O) = 0 

lA(L) = OO 

_1_(e2qxS(O) + 1)] l 
2q 

En posant X= 1 + S(O)e 2q(x-L) 

Y=- 2 ~- [e
2

qxS(O) + 1] 

V(x)e- 2 qx 
W =-S-(_O_)_[ -1---e--""'i-q"!"L-] 

l'équation(J-J9)app~ raît sous une forme plus concise 

A' (X) = w [ AX + Y] l 

( 1 - 1 6) 

(1-)7) 

(1-18) 

( 1 - 1 9) 

(J-20) 

(1-21) 

Afin de se ramener aux majorations usuelles, on effectue la 

:r. H. 

U (x) = 
AX 

AX + Y 

qui . transforme (1- 19) sous la même forme que (1-5). En effet 

on obtient : 
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avec les conditions aux limites valables dans to~s les cas; 

U(O) = 0 

U (L) = 

Les majoration ~ usuelles 

u2 u < o s 1 o < u < 1 et o < u2 

donneront les condi ions nécessaires et suffisantes à l'ob

tention de la premi è re bande. 

3 . Rem a r que s : P ou r 1 ' é q u.a t i on d e Sc h r o e d in g e r , 

u"(x) + E u(x) = V(x)u(x) 

les conditions suivantes doivent être satisfaites à 

l'e x térieur de -R < ~ < +R afin <l'assurer l'inté g rabilité 

de u(x) sur (- oo + oo) 

x ;;;,, R éli mination de la solution u1 = e +vlïITx 

X ~ R éli mination de la solµtion u2 
-yÎEÎ X = e 

La solution éta n t écrite sous la forme 

ces conditions ent r aînent C2 (R) = 0 

et C1 (-R) = 0 (voir pp.: 8 ) 

4. Tableaux 

Les tableaux pe r mette~t de résumer les résultats et les 

méthodes de résolution que l'on vient d'expliciter. 



TABLEAU I . 1. ~AJORAT IO N ( POTEN TI EL NON PER I OD I QUE ) 

[p(x)u'( x )]' + q(x)u(x) = V( x )u(x) 

V (x) = 0 
V( x ) 'f 0 

S(x) 

= 

C2 

= c, 
½ 

V ( x) 

(x) 
= phase (x) 

S 1 (X) 
p(x)W(x) [ U1 (x) 

S(O) = 0 l S(R) = 

Su 2 
u = 

J u1+Su2 

U' V u2 - u = - w 
pW U1 U1 

Approximation A u2 - u ~o 

B u2 ~ o 

( x ) 

+ S(x)u 2 (x)] 2 

00 

u-' 1 U2 

tquation de phase de Riccati 

• ju2 (R)I ( RjvL.f dx> 1 => pôle de S 
/ · u1 (R) )

0 
I'"' 

avec choix adéquat des u. ét propriété de V, p, 
• l 



V(x) 

S(x) 

TABLEAU I.2. MAJORATION (POTENTIEL PERIODIQUE) u" + À u = Vu 
V (x+L) = V ( x) 

périodique 

= 
2qL 

e S(x+L) 

Approximation A 

B 

pair 

u' ( 0) = 
J 

S(O) = 

S(L) = 

symétrique asymétrique 

0 

+ 1 

e 
-2qL 

1mpa1r 

u ( 0) = 0 
J,, 

S(O) = - 1 

S ( L) = -e 
-2qL 

S(- R ) = 00 

S(R) = 0 

S 1 (X) 

T.H. A(x) =-1-(S(x) - · S(O)) 
2q S(x) - S(L) 

V(x)e-qx 
A'(x) --------

~ < o > C 1 - e -
2 

q 
11 

[A(l+S(O)e 2q(x - L))- !q(e 2qxS(O)+l) l 2 

A(L) = 00 A(O) = 0 

T.H. U(x) 
AX 

=---
AX + Y 

( _!) ' ( U - U2 
) + _! U' = WY 2 

X X 

u2 
- u ¾ o => ( 

=> j voir ch. IV (suivant cas pair, 
asymétrique) 

impair ou 

V, 
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CHAPITRE 11 POTENTIEL DE DIRAC 

1. CALCUL DE LA PHASE DANS LE CAS D'UN POTENTIEL 

DE DIRAC 

a) Considé r ons l'équation de phase 

S ' = ~ (-u 1 + Su 2 ) 
2 

associée à l'équation différentielle 

u"(x) + pu' (x) + qu(x) = V(x)u(x) 

C \ u(O) =µ, 

lu co n tinue 

µ'(O) = 'Y 

Si V = O, la solution s'écrit : u=C1 u, + C2u 2 

Considéro sa présent un potentiel de Dirac 

' V(x) = -A fJ (x-C) ou 
ô (x:) est la distribution de Dirac 

0 C 
X 

[ 81 
La phase S(x) possède une discontinuité en C. En 

effet, Vx / C, l'équation de phase se réduit à 

S'(x) .. 0 

S(x) est do nc une constante qui, à g auche de C 

vaut S(C-) et qui vaut S(C+) à droite de C. Et 

donc 

lim S(x) = S(C+) = s+ 
X?C 

> 
et lim S( x ) = S (C-) = s 

X ➔C 
< 



=> 

1 7 . 

Calculons As= S+ - S = saut de discontinuité. -

(2-1) 

Intégrons , sur un inter v.a 11 e entour an t C , 1 ' é qua -

tion : 

u"(x) + pu ' (x) + qu(x) = -A6 (x - C) u(x) 

A cet effe t , nous allons diviser les 2 membres de 

l'équation par -Au(C), [ 9 ] 

p q 
Au(C) u" ( x) + -Au(C)u' (x) - Au(C)u(x) = 6 (x - C) 

Par intégr a tion 

du 1 + 
dx x=C 

ou 

Posons 

f' (X) = 

~ .U' 

u( x) 
u' ( x ) 

U ' 
+ 

-du 1 
dx x=C 

= U' - U' 
· + 

u, + Su2 
U 

1
1 + Su 2 

(2-2) 

= = -Au(C) 
ao ( x) 

= - AU (2-3) 

(2-4) 

Si on introduit (2-4) dans cette relation, nous 

obtenons finalement, après développement 

= ( I + W - I AU 2 ( U 1 + S U 2 ) )-I .. 

(-AW- 1 (U1 + S U2) 2 ) 

c'est-à-dir e 



s = 
+ 

1 8. 

AUi + S_( W + AU1 U2) 

W-AU2 ( U1+S_U2) 
(2-5) 

b) Dans le cas général où l'on a contribution de 

plusieurs distributions deltas, c'est-à-dire 

lorsque 

p ( x) 
N 
:2: 

i=l 
A.o(x-C.), 

l. l. 

S(x) est une constante entre C.et C. 
1 l. 1.+ 

C1 C2 0 C1 C4 Cs 

1 As 
At 

/1.3 
A2 

A4 

Supposons q ue l'on ait N-1 distribution delta. 

On notera S+(CN-1) - N-1 s = 0 

X 

Ajoutons ma intenant è point x=CN(CN>cN-1); un n= en 

la valeur cle la phase sera nulle en S+(CN)=SN=O. 

D e p 1 u s , S N e t S N _ 
1 

s e r on t 1 i é s p a r 1 a m.ê me r e 1 a -

tion que pré cédemment ( due à la discontinuité de 

la phase) 

s = 
N 

-11.N.Ui + SN-l(W + ANU1U2) 

W - AN U2 ( U 1 + SN 1 U2 ) 
(2-6) 



2. APPLICATION A SCHROEDINGER (POTENTIEL ô NON 

PERIODIQUE) 

a) soit L l'opérateur suivant 

L = 

(h = 1) 

( m 1 ) 

+ 2V (2-7) 

19. 

Pour un po te ntiel symétrique (V{x)=V(-x~, le 

spectre pa i r et impair peut être calculé séparé

ment en fonction des conditions à l'origine : 

~

u ( 0) = 0 cas impair 

u' ( 0) = 0 cas pair 

ce q u l. nou s amène à 

{ 

S ( O) = -1 S(R) = 0 cas 

S ( 0) + 1 S(R) = 0 cas 

S(-R) = CO S( R) = 0 cas 

Soit V pot en tiel de Dirac de la forme 

V(x) = -Zô (x - C) 

Soit 2E = -q 1
, alors W = 2q 

Ut 

u2 

La relati on (2-5) devient 

-z exp(-2qC) + S_(q - Z) 

q + Z + S Z exp (2qC) 

i mpair 

pair 

asymétrique 

(2-8) 



b) V une seul e fonction delta = -2Zli (x-C) 

On se plac e donc dans le cas asymétrique. 

0 .. 

Dans ce cas, (2-8) donne 

q - z S ~ -----,~-~ = 0 
+ Zexp(2qC) 

C'est-à-di -r e q = z 

C 

z 

X 
), 

c) V un nomb r e fini N de fonctions deltas - - --------------------- ---

20. 

(2-9) 

La relatio n (2-6) est en fait une · relation de ré

currence q i nous permet de déterminer une équation 

donnant la valeur de q en fonction de Z. 

L'équation transcendante a1ns1 obtenue est expli

cite en q e t Z et permet de déterminer aisément la 

v-aleur d'une variable en fonction de l'autre. 

Dans le cas asymétrique, la récurrence débute par 

s• 

Dans le cas symétrique, la récurrence débute par 

51 = 
-Z1 exp (-2qC1) + q - Z1 

q + Z1 + Z1 exp(2qC,) 

dans le cas pair 

(2-10) 



et par 

-Z1 ex p (+2qC1 )-q + Z1 
s1 = 

- Z1exp(2qC1) 
( 2- 1 1) 

dans le cas impair 

1) Dans le cas symétrique, il faut remarquer que 

N = 2j où j est le nombre de C. positif. 
J 

2) Toujours dans le cas symétrique comportant un 

2 1. 

nombre imp a ir de fonction delta, il suffit de 

diviser pa r 2 la "valeur" de la fonction delta 

située à l'origine dans le but de générer le po

tentiel initial après réflexion. 

• d) Applicati o n 

0 

1 
1 !I 1 2 
' ' 

x., 

Appliquon s nous maintenant à rechercher la forme 

des E.T. d ans le ca~ d'une répétition de N fonc

tions del t a (N = 2, 3, 4, 5). Nous supposons les 
\\ ,, 

N delta équidistants et de mime puissance. 

On notera 

R = C. 1 - C. 
l. + l. 

z = z. 
l. 

E = 1 
2 



Z exp (-qR) 
q - z 

Z exp(-2qR) 
q - z 

Z exp(-3qR) 
q - z 

Zexp(-4qR) 
q - z 

22. 

+ 1 (spectre pair) 

(spectre impair) 
(2-12) 

- 1 

q - z 
q + z 
-1 

(spectre pair) (2 racines) 

(spectre impair) ( 1 racine) 

-Zexp(-qR) + q - Z 
q + Z + Zexp(qR) 

-Zexp(-qR) - q + Z 
q + Z - Zexp(qR) 

(spectre pair) 
(2 racines) 

(spectre impair) 
(2 racines) 

-Z(q+Z)exp(-2qR)+(q-Z) 2 

= (q+Z) 2 +Z(q-Z)exp(2qR) 
(pair) (3 racines) 

-Zexp(- 2 qR) -q+Z (impair)(2 racines) 
q+Z-Z exp(2qR) 

3. DETERMINATI ON DU SPECTRE DANS LE CAS DE POTENTIEL 

PERIODIQU 

A) 1 seule d i stribution [ 91 

Dans le p a ragraphe précédent, nous avons déterminé 

des E.T. d ans le cas où le pot~ntiel distribution 

de Dirac é tait représenté I fois, 2 fois, ... 5 fois 

Nous allons maintenant généraliser ces résultats au 

cas où le potentiel est répété de façon infinie, et 

ce à inte r valles réguliers, c'est-à-dire au cas où 

le potentiel est périodique, 

0 L 2L 3L 

l 1 1 l 1 1 1 1 1 
X ... 



I' 

Appelons L la période du potentiel. Ici aussi, 

Z. = Z Vi ( le potentiel étant périodique) 
1 

La relation (2-6) 

-2 q C N-1 
= -Ze + S (q - Z) 

Z SN-I (2 C) q + + Z exp q 
reste vérifiée. 

Choisisson s la représentation suivante 

L 

0 

z 

_ __ _ ___. .... __ _. 

S( O) S(L) 

23. 

On aurait u tout aussi bien choisir la représen

tation(*)· Il aurait alors suffit de placer une 

distributi n delta de puissance~ en 0, 

S (0) = 1 et S(L) = +e-ZqL 

(2-6) devi e nt dans ce cas 

-qL 
-Ze + q - Z 

q + Z + ZeqL 

-qL 
= e 

qL -qL 
e -e En tenant _compte du fait que sinh(qL)= 

2 
_ 

qL+ -qL e e 
cosh(qL)= 

2 
--et 

on obtient l'E.T. suivante 

cosh (q L ) f sinh (qL) = -1 



cosh ('-1'-2E L) - .S.. sinh (v'='zE L) = -1 1· 
1..----- z ~ -----,---· 

S(O) = -1 et S( L ) = . -e-
.,.2qL 

(2-6) devient d a ns ce cas 

-qL 
-Ze - q + Z = -e-2qL 

q + Z - ZeqL 

On ·obtient l 'E. T . suivante 

24. 

(2-13) 

(2-14) 

Les équations ( 2 -12) et (2-13) particularisent .des 

résultats de Hu nd, qui lui donne des équations, no~ 

seulement pour les extrémités des bandes du spe~tre 

mais aussi pour les énergies comprises à l'intérieur 

de la bande. 

Pour arriver à c e résultat, Hund élabore une théo

rie très différ e nte de la nôtre; elle a pour base 

la résolution d ' un système d'équations linéaires. 

Dans ce cas, les E.T. sont déterminées par les va

leurs qui annulent le déterminant du système. 

Remarques ......... 
1) q>O donne nais s ance à une bande unique de solutions 

permises. Les e xtrémités de cette bande sont donriées 

par les équati o ns(2-13) et (2-14). L'extré~ité in

féri e ure de la ban~e correspond~ la solution pério

dique paire (2 - 13) et l'extrémit~ supérieure cor

respond à la s o lution périodi q ue impaire (2-14) 

2) La théorie dév e loppée par Hund[JO] aboutit aux ré

sultats suivan t s . 
-R,2.• 

Si l'on note E = - 2- (énergie) 

1 -· r: ' 



25. 

w 
n 

. . ê 
= l a puissance de la n= distribution delta 

s i tuée au point a (c'est-à-dire en ce 
n 

p o int V = - W 8 ( x - a ) 
n n 

avec w > 0 et n E z 
n 

a . . = a . a . 1 
lJ J i 

L'équation transcendante donnànt les é nergies per ~ 

mises est d onnée par 

Par exempl e 

d'où 

z - ,e, 

Ze- i R 

W 
-ta, 2 

2 e W 
- t a 1 3 

3 e 

= 0 

si l'on examine le cas de 2 distri

butions deltas de même puissance Z 
R R 

placées respectivement en - 2 et 2, 
on obtient 

Ze 
-,e,R 

= 0 
z - R, 

= z2 e -2tR ?===--> 
- tR Ze 

z- R, 
= ±1 

e t on retro u v e nos r é sultats (2-1 2 ) 

Dans le c a s périodique (V= -W f 00

(x-a ))~ un autre 
-oo n 

développemen t de sa théorie lui permet de dire que la 

seule bande d 'énergies négatives permises est décrite 

par 

w 
cosh ta - sinhta = cos ka (a étant la pério 1 

de) 
t 

3) Les éq u at.ions (2-13) et (2-14) se réduisent 

respec i vement à 



B) 

2 6 . 

Le premier de ces résultats est celui de Hund pour 

k = 0 tand i s que le second correspond à 

1T 

k =1· 
En effet, Hund démontre que toute solution appar-

tenant à l a seule bande permise est telle que 

z 
cosh qL - sinh qL = cos kL • 

q 

4) L'équation de Hund bien que différente de (2-13) et 

(2-14), donne les mêmes r~sultats pour 

2 distributions de même valeur 

Analysons maintenant le cas où un motif de 2 deltas 

de même p u issance est répété infiniment avec une 

période L . On note 2R distance qui les sépare. 

L 

2R 

0 X 

z z 

Comme le p otentiel est symétrique, on peut carac

tériser s é parément le spectre pair et le spectre 

impair. 

Les relations suivantes nous pérmettent de déter

miner les équations transcendantes voulues 



S(O) = S (C1) 

s ( C2 ) = -

ze - 2 qR + s_(c,) (q - Z) 

q + z + s_(c, )e 2 qR 

S+(C 1 ) 

--· 2q(L R) 
Ze + S_(C2) (q 

S+ (C2) = 
S_(C2 )e 2q(L R) -

q + z + 

a) spectre pa i r S(O) = +1 

- Z) 

On obtient par les relations (2-15) 

(2-15) 

-Z(q+Z)e-2q(L-R)_z2e2q(2R-L)_(q-Z)Ze~2qR+(q-Z)2 

2 7. 

= e - 2 q t[ ( q + z) 2 + ( q + z) z e 2 q R _ z 2 e - 2 q ( 2 R - L) + z ( q _ Z) e 2 q ( L- R)] 

(2-16) 

b) spectre im p air S(O) = -1 

On obtient par les relations (2-15) 

( Z) Z - 2 q ( L - R) z 2 - 2 q ( L- 2 R) ( z) z - 2 q.R ( z) 2 - q+ e + e - q- e - q-

= -e - 2 q L[ ( q + z ) 2 _ z (q + z) e 2 q R _ z 2 e 2 q ( L- 2 R) + z { Z-q) e 2 q ( L- R) ]' 

(2-17) 

Le cas parti cu lier L=2R correspond à un potentiel pé

riodique L, ormé de distributions delta de puissance 

Z•= 2Z. Or d a ns ce cas, les deux résultats précédents 

(2-16) et (2 - 17) deviennent . respectivement 

Z•cos h qL - q sinh qL = -Z• 

et 

et l'on retr o uve les résultats (2-13) et (2-14) éta

b 1 i s pré c éd e 1n ment . 



TA BLEAU 1 1-1 APP L ICAT ION NUMERIOUE 

= 7T période R 
7T 

puissance de la distribution delta - Z = 4 . 

!delta 2deltas 3 d eltas 4 deltas 

2 E=-q 1 z 
1 
1 

Z ! ,1 ITTT 

-0,615 
-0,646 + 

-0,697 - - 0,730 + 

5deltas 

1 

z zl 

-0 ,59 6 

- 0,691 -
-0,785 -0,779 - ____________________ -0,777 

+ 
-0,841+ -0,818 

- 0 ,861 + - 0,839 
-0,870 + 

-0,876 

00 té d_e deltas 

OO té 

-0, 5 46 

-- 4 / ·/ /~'-/ -+ -- ;;: /,J' 
• /' ~ ~-/ 1/ 

+ /0' ,,~/ ;;;· 

;,~ 
+ 

- o,ssfi ~ ---- ---- ---
Ce tableau indique la(les) valeur(s) de q ( E=-q 2 )donnant respectivement 1, 2, 3, 4, 5 états liés ou la · 

bande de solutions permises (cas périodique). Le signe+ signifie solution paire et le si g ne - signifie 

solution i mpaire. 

sont consistants avec ceux d e Ch r i s R o rr e s [ 1 1 ] 

2 . Les E .T. ont été résolues nu mériquement sur ordinateur Siemens (double pr é cision) 

N 
(X) 



- -- - --------- ----- - - - - - - - --- ----------,------------------ --------i 

29. 

CH APITRE 111. - CA RACTERISATION DU 1~r ET DUN~ ETAT LIE 

DA NS LE CAS D'UN POT ENTIEL QUELC ONQUE NON PER IODIQU E 

1. INTRODUCTION 

Dans ce chapitr e , nous étudierons le spectre de l'opé

rateur (i i ) 

L "' + V ( x ) 
dx 2 

d ans lequel V(x) e s c uu potentiel négatif quelconque , éven

tuelle ment r é pété (mais de façon finie !) 

Par souci de concision, la méthode employée étant la 

meme dans chaque c a s, les résultats essentiels seront 

seuls repris et notés dans des tableaux. 

Nous nous attacherons .à diterminer une CN et une CS à 

l'obtention du premier état lié dans divers cas dans les 

tableaux I à IV. Les tableaux suivants donneront les CN 

et CS à l'obtenti on du n~ état lié. 

On trouvera : 

E 1' 0 

E = 0 

CN e t CS le~ état lié CN et CS n~ état lié 

pote n tiel asymitrique potentiel asymétrique 

(t a bleau III-1) (tableau îTI- 5 ) 

pote tiel symétrique 

(t a bleau III-2) 

pote nt iel symétrique 

(t a b leau III- 3 ) 

pote n tiel symitrique 

doub l é (tableau III - 4) 

potentiel symétrique 

(tableau III-6) 

potentiel asymétrique 

(tableau III-7) 
potentiel symétrique 

(tableau 111-8 ) 
______ ..__ _______________ __._ _____________ _ 
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a) La mêthode e mployée pour déterminer les résultats 

de la première colonne (tableaux I i 4 ) est celle 

dévelofpée a 
, l 4 [ 1 21 

I-2 . 

chapitre I et résumée dans le tableau 

Il nous faud r a choisir les u. de façon i ce que le 
1 

Wronskien so i t positif. Ensuite, après avoir déter-

miné les val e urs aux limites de Set vérifié les 

hypothèses sur V, p, ... ' il suffira d'appliquer les 

rés~ltats de s approximations A et B. 

Deux remarqu e s importantes s'avèrent nécessaires 

1° s1 le p o tentiel est symétrique, on peut carac

tériser séparément les états liés pairs et les 

états l i és impairs (en fonction des conditions 

initial e s). 

2° lorsque V(+ 00 ) = V(- 00 ) = A, il existe toujours au 

moins u n état lié. Si de plus V est symétrique, 

l'état fondamental (le plus bas) est un état 

pair (+ ) . 

b) Les résultats de la 2~ colonne (tableaux 5 i 8) 

sont les app l ications de la théorie résu~ée dans 

l'annexe III et développée longuement dans [ 3] 



-R 0 

TABLEAU 1TI-I: PREMIER ETAT LIE 
E 'f 0 

potentiel asymétrique 

+R 

'F V(-x) 

E=-q2 V (x) 

\

V(x) 

~ 0 1 xi< R 

V ( x) 

u" +Eu= Vu 

U1 
= e-qx 

S(-R) = 00 

V ( x) 

qx 
e 

S(R) 

= 0 1 xi~ 

= 0 

3 état lié d'énergie E => J
+R 1 V ( x) 1 

2q 
dx > 1 

-2qR 
e 

2q 

-R 

)

+R 
V ( x) e 

2 
q x > J => 3 état 1 i é d ' énergie E 

-R . 

R 

E = -q2 (q > 0) 

W = 2q 

w .... 



-R 

Cas pair 

S(o) = +I 
S - 1 

A= 2qS 

3 état lié pair 

TABLEAU TII-2 PREMIER ETAT LIE 
E -/>- o 

0 +R 

u(x) = u(-x) 
(u'(o) = o) 
(u(o) 'f o) 

X 

impair 

pair 

S(R) =- o 

E=·-q2 

E=-ql 

U1 = e-qx 

u" + Eu 

s' V = 2q 

à énergie E => 1 vl e coshqxdx>J 3 
)

R -qx 

0 q 

= 

potentiel symétrique 

t
v (x) = V(-x) 

V(x) = 0 1 xi~ R 

V(x) ¾ 0 1 xi < R 

Vu E = -q2 q > • o 

U2 ::z e 
+qx w ., 2q 

-qx ( e . + S (x) eqx) 2 

cas 1mpa1r u(x) = -u(-x) 
(u(o) ,.. o) 
(u'(o) -/>- o) 

état 

S(o) = -1 
·s + . 1 

A= 2qS 

S (R) = o 

) 

R -qx . 
à é ne r g i e E => 1 V ( x) 1 e s 1 n h q x d x> J . q 

0 

, R 2 

\ 1 V ( x) 1 c O s h q x d x> e q R cos h q R => 3- état 1 i é pair à 
) o q 

( R • 
) 

0

1 vl sin:
2 

qx dx>eqRsinh.qR => 3 état lié impai-r il 

énergie E énergie E 

w 
N 



TABLEAU 111 - 3 PREMIER ETAT LIE 

-R . · o +R 
\ X 

\ 
\ 

\ 

impair 

pair 

V(x) 

Ut = X 

cas pair : u(x) = u(-x) 

S(o) = (1) S(R) • ao 

X 
[ Ier état lié pair existe toujours 

~

V (x) = V(-x) 

V(x) = 0 

V(x) ~ 0 

u" = Vu 

S'(x) = V(x) (x-S(x)) 2 

cas impair 

S(o) = o 

s u =---s - ·X 

E = 0 
potentiel symétrique 

1 xi ;;;i, R 

1 xi < R 

W "" 1 

u(x) = -u(-x) 

S(R) = (1) 

3 état lié impair~> r: 1 V(x)I x dx > 1 

J Ro 1 V(x)I x 2 dx > R => 3 état lié impair. 

Remarque Les résultats du tableau 3.II. se réduisent à 

ceux-ci lorsque~ devient nulle. w 
w 



1 

I· 

TABLEAU II I-4 

-R-L/2 R-L/2 0 L/2-R L/2+R 
X 

\ 
\ 

\ 
\ 

. . 
1mpa1r 

V(x) 

L 

u" = Vu 

PREMIER ETAT LIE 

[ 1 3 ] 
E = o 
potentiel symétrique doubl é 

V(x) = 

V(x) = 

V(x) < 

V(x) = 

V(-x) 

1 xi> L 

\ sur 
0 R+ -

L 2 
[ 0' L] 

0 1 xi < --R 
2 ) 

V. . ( 1 xi - L ) 2 1n1t 

(V. .~ en trait point i 11 é) 
1. n 1- t 

w D +) 

S'(x) = V(x)(x - S(x)) 2 

cas pair : u(x) = u(-x) cas impair u(x) = -u( - x) 

S(o) = 00 S(R) = 00 S(o) = o S(R + L/2) = 00 

S(s) s = x -L/2 V(s) S(s) - s - L/2 

Ier état lié pair existe toujours 
. 1 

3 état 1 i é impair => ( +RI V ( s) 1 ( s + L / 2) d s > 1 
) _R 

( +RIV(s)I (s+L/2) 2 ds > R+L/2 =>3 état lié impair 
) -R 



TABLEA U III.5. 

-R 0 +R 

E=-q:2 

è 
n=· 

3 n pôles => 1_:) U1 n ~ 
2 

2-J U2 n ~ 

1 
N = {{ 2 

-2 q R 
+ _!_t - 1 ( e '{I (µ ))+ 

1T g ~ 

potentiel asymétrique 

X 

V (x) -/: V(-x) 

V ( x) = 0 1 xi ;:;i, R 
état lié 

V(x) ~ 0 1 xi~ R 

u" +Eu= Vu E = -q2 q > 0 

e-q W = - 2q 

S(-R) = 0 S (R) = •00 

+-ln 
1T q 

-R !
+R 

1 vl e - 2qxdx I vl e 2qxdx 

-R 

1 . f+R. + - 1 VIe - 2 qxdx \+R 

j_R J+R 
lvle 2 qxdx -( lvldx) 2 

1Tq 

n r+R 

J-R 

- R 

min 
X 

=> n ~ N 

-R 

-2qx 
(

cp (µ ) 
2 

2 q X I VI e ~ ) } } 
~ q. e , ~ '{I (P.) d x 

UJ 
(Jl 



TABLEAU III ,6. 

- R 0 +R 
X 

E = 2 -q 

è état lié n= 

u" +Eu= Vu 

Ut 
q x -qx 

e u2 = e 

V(x) = 

V(x) = 

V(x) ~ 

V(-x) 

0 

0 , 

E = -q2 

W =- -2q 

E / 0 

potentiel symétrique 

1 xi ;;;i, R 

1 xi . ~ R 

q > 0 

S' = lvl( qx s -qx) 2 -
2

- e + e 

cas pair 

A (x) = 

A(O) = 0 

u'(O) = 0 

S(x) - 1 

A(R) = 00 

A' = ~((eqx 
2q 

Ut 

N = { { _!_+_!_ 
• 2 1T 

3 n p ô 1 es => 1 ° U 1 

JRO 
. (

2 
ip( µ ) 2qx lvl 

min q-{3-e , 2 X q 

n ~ 1 ~ 2 + 
1T q 

_, ~ n ~ + 
2 7T q 

-2qx e {3 

'-P ( 1., ) 
dx}}=>n;;;i: N 

cas impair : u(O) 0 

A(x) = S(x) + 

A ( 0) = 0 ·A ( R) = 00 

A l _lvl(( qx --- e + 2q 
qx . 

Ut = é + e-qx 

J: 1 vl ui dx . r: 1 vl ui dx 

J
R 

JR I vl ui -IJ: lvlu,u,dx)' 
0 

1 vl ui dx dx 
0 . 

N-{{I 1 -1(2 '-{)(.:; ) - -+-t g 2 1T ' {3 
. (Z ,_1 (,) 2qx mtn q-{3-- e , 
X 

lvl e-Zqx {3 

2 q cp (t , ) ) d x } } => n ;;;i, N 
w 

"' 



-R 0 + R 

3 n pôles => 1 °) U1 n 

n 

1 N = { {- + 
2 

- 1 <{J ( 
rr t g (-R- ~ -

,, ) 
,. ) 

TABLEAU III.7. : Nèll)e état lié 

X -

ème état lié n = 

U Il = Vu 

Ut = X U2 = + 1 

s ' = -V (x + S)2 

S(-R) = 0 S(R) = 00 

..;; 1 ¾~ )R• 1 vl dx JR ll 1 Vf X 
2 dx 

2 
+ 

i~L J
R 

..;; 1 + 1 vl dx t v l x 2 dx 
.,.. R 

1 L <{J ( .l' ) 1 \' I _f1_ ) dx + - ;n 1. n (-~-, rr <{J (. l ) 
X 

E = 0 

potentiel asymétrique 

V(x) 'F V(-x) 

V(x) = 0 1 xi ;:;;,, R 

V(x) ~ 0 1 xi < R 

w = -1 

-

f
R 

-( 1 vl x d X) 2 

- R 

} } => n ..;; N 



TABLEAU 111.8 . E = 0 

potentiel s ymé trique 

- R 0 + R 
X 

V(x) = V(-x) 

V( x ) = 0 1 xi ~ R è 
n= é tat lié V(x ) < 

, 
0 1 xi¾ P.. ' 

u" = Vu 

Ut = X W = -1 

S' = 1 VI (x + S) 2 

cas pair : u' (0) = 0 

1 
C (X) =- S (X) 

C (0) = 0 C(R) = 0 

C' = lvl (1 - xC) 2 

3 n pôles=> i 0
) U1 n ¾ 1 

+ 
2 

n ¾ 1 
- + 2 

N={{1r+J + -
2 7T 

R 

0 

. 'l'( i' ) x 2 lvlp ) min( ---,-~ dx}} => ~· "'(; ) 
X 

cas impair u(O ) = 0 

S(O) = 0 S(R) = 00 

¾\ J: 1 vl dx s: lvlx 2 dx 

¾~J: I VI dxJR lvlx 2 dx -cjR I vl X dx) 2 

• 0 0 · 

n ;;;i, N N= { { ..!_ 
2 + -

1T 

R . ip(µ) lvlp 
m1n(-p--, ip(µ) dx}} => 

0 X 

n 

'-----------------------------------~-------------------~ 
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CHAPITRE IV. : CAR ACTERISATION DES BANDES DANS LE CAS 

D'UN POTENTIEL PE RI ODIQUE 

I, INTRODUCTION 

Dans le chapitre III, nous avons étudié le comportement 

du spectre pour u n potentiel quelconque de portée finie. 

Nous allons voir 1c 1 le comportement de ce spectre dans le 

cas où le potenti el devient périodique sur (- 00 , + 00 ] dans 

le cas où E j O (tableau IV-1 et IV-3) et dans le cas eù 

E=O (tableaux IV- 2 et IV-4). 

Comme annoncé da ns l'introduction, lorsque le potentiel 

devient périodiqu e, les valeurs propres ne sont plus dis

crètes (états lié s) mais sont situées à l'intérieur de ban

des. 

On trouvera da s le §2 les résultats suivants : 

CN et C. CN et CS 
è 

n= bande 

E j 0 potenti el symétrique potentiel asymétrique 

(tabl ea u · IV-1) (tableau IV-3) 

E = 0 potenti el symétrique potentiel asymétrique 

(tabl e au IV-2) (tableau IV-4) 

Nous nous penc ho ns sur les propriétés des extrémités de 

ces bandes dans l es §3. 

Et enfin, dans le §4, nous donnons quelques applications 

~ 1 ( ère e b d ) • • d • de nos resu tats 1 = et n= an e a1ns1 que es points 

de comparaisons d i vers. 



40, 

2. RECHERCHE DE CN ET CS A L'0BTENTI0N · DE LA 1ère ET DE 

LAN~ BANDE 

a) Les résultat s de la 1ère colonne (tableaux IV-1 et 

IV-2) sont d ~ terminés à partir de la théorie dêve

loppée au ch ap itre I et résumée dans le tableau 

I-2, 

b) La méthode e mp loyée pour trouver une CN et une CS 

à l'obtentio 
è 

de la n= bande est développée ci-après 

et est en fait une application de l'annexe III. 

Les remarques faites au chapitre III sur la parit é des 

états liés et l ' existence automatique du premier état 

lié pair à énergie nulle se transposent directement au 

cas du potentiel périodique symétrique. 

La 
è 

n= bande éta n t le 
è 

n= intervalle de stabilité, nous 

nous attachons i ci à caractériser successivement 

intervalle de stabilité de 

è 
le n= 

y"(x) - i\V ( x)v(x) = 0 (Energie nulle) 

y~+ [i\ - Y (x)]y( x ) = 0 ( Energie non nulle) 

bl) Caract é ris ati on des intervalles de stabilité pour 

y"(x\ -ÀV( x )y(x) = O[I 4 ] • ---L-------------~------------------------------
Nous recher ch ons dans ce paragraph~ les zones de sta

bilit é des so lutions de l' é quation linéaire périodi

que 

y"( x) - i\V(x)y(x) = 0 

V (x ) = V (x+L) 

i\V ( x) ~ 0 

(voir a n nex e I) 

( 4- 1) 

(4-2) 
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Nous voulons caractériser l'intervalle de stabiliti 

] À À I [ 
2n' 2n+I (l'étude est identique pour ]À'zn •"z n-l[ 

défini par 

y(x, À) es t borné <=>]n : ÀE] J..
20

, À' [ 2n+I 

(À . = 0) 
0 

On suppose que y(O) = 0 et y' (O) I 0 ( 4- 3) 

En posan·t r ( x) =Yi&_ 
y'(x) , on trouve 

r (x) = x + S(x) 

en ayant choisi comme solutions de y"(x) = 0 

U t (x) = X 

et U1 (X) = 

Les conditi o ns aux limites des problèmes donnant lie 

â des solut i ons périodiqu e s (de valeur propre À.ou À~ 
. l l 

se traduisent par (voir annexe I) S(O) = 0 ( 4_4 ) 

S(L) = --L 

Dans le but d'introduire un pôle en x = L, on fait 

la transformation homographique 

A(x) =, S(x) 
S (x) + L 

La fonction A(x) satisfait l'équation dè Ri ccati 

A' ( x) 

A(O) = 0 

11 V(x ) 
L 

A(L) = 00 

(4- 5) 

(4-6) 

Pour caract é riser ;x. 2 n et ~' 2 n+I' qui sont respecti

vement la ( 2 n-1) et la (2n)~ valeur propre du problè

me (4-6), o n compte le nombre de pôles de la solution 

A(x) dans l'intervalle [ O, L]. 
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En conséquenc e, 

À appartient au (n+l)è~e intervalle de stabilité 

] À 2 n , À ' 2 n + 1 [ <=> A ( x , À ) a au m o in s 2 n p ô 1 e s e t 

au plus 2n+I pôles. 

net À sont dès lors reliés entre eux, grâce aux 

résultats donnés dans l'annexe III : 

2n ;;;i, L(X) 

2n+l,;;; U(À) 
(4-.7) 

Il nous reste maintenant à écrire Let U sous forme 

explicite (bornes U1, U2 et L). L'équation (A3-I) 

est ici l'équation de Riccati (4-6) et les solutions 

1 i né a i r e_ me n t indépendantes 

( X) = X 

(x) = L - X 

u. sont 
1 

Donc, W =-L est négatif sur [O, L] 

la fo nction~~:~ correspondant à +ÀV(x) est 

négative. 

On peut cal c uler la borne U. 

En notant : 

Io = J: ÀIV c x )1 (L - x) 2 d x 
L 

J: ÀIV ( x)I (L - x)x dx 
L 

La borne U1 donne 

1 2 À 
2n+I .,;; - + - -2 tr L jL ; -L 

Jv(x)l(L-x) 2 dx JV(x)jx 2 d ·x 

(4-8) 
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Puisque 1 1 est positive, U2 donne : 

2n+l .; ½ + ¾ ~ mV(x)l(L-x); dx JJv(x~x' dx 

-(frcx~x(L-x) dx )}-

(4-9) 

On ne peut appliquer la borne U' car, u 2 {x) s'annulant 

en L, f' (x) n'est pas bornée; f(x) ayant une singularité 

au point x = L, la borne inférieure a la forme : 

l 
( 1 _1T1 J LO • ( 1/J ( u ) L I À V ( x )j ( L - X ) 

2 
fJ ) d X J J- 1• 2 n ;;;i, l 2 + m ~ n {J ( L-x) 2 ' L 1/J (µ) 

Si l'on choisit 

µ "' À et 1/J (µ) = W 
{J = L 

La borne inféri e ure devient 

2n ~{[½ + ~ J: m~n((L ~ x)'I V(x)I (L-x)
1

dxJJ -1 

( 4- 1 0) 

En résumé, les c onditions (4-7) apparaissent explicite

ment : 

et À. ¾ À ' im pl ique : 
2n+l 

1° 2n+l < ½•¾ ~ J:IV(xJ(L-x)'dxJ)v(x)lx' dx 

2 • 2n+ 1 < 1 •¾ HDV(x)l(L-x)' dx }Jv (x)Jx' dx 

-(t iv(x)IX(L-x) dx)')'" 
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b,2) Caracté r isation des intervalles de stabilité 
Eour _z:" (x) _+_(X _:_~V (x)) y (x) _ = _ 0 _[ 1 5] _______ _ 

La même étude peut se faire au sujet de l ' équa

tion linéa i re périodique 

y"(x) + p , .V(x))y(x) = 0 

V(x + L) = V(x) 

V(x) < 0 

( 4- 1 1) 

Pour u ne valeur fixée de À, la solution y(x, À) 

est born é e ss i il existe un entier n tel que : 

ou ] À. '2n' À. 2n+I[ 

De plu s, nous supposons 

À. str i c tement négat if ( À = 
y(O) = 0 y'(O) ,- 0 

Les solutio n s de 

y"(x) + Ày(x) = 0 

sont d è s lo r s : Î Y1 (x) = 

l_Y2 (x) ·= 

qx 
e 

Si l'on pos e une fois de plus 

2 
- q ' q > 0) 

r(x) = y (x ) 
y'(x) ' 

on obtient les conditions suivantes 

sur S } S (O) = -1 

\_s ( L ) = - e + 2 q L 

La tra n sformation homo graphique 

A (X) = S (x) + 1 

S( x ) + e 2 qL 
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nous donne l ' équation de Riccati. 

A'(x) = V(x) 
2q(e 2 q 1 -I) 

( 
. qx -2qx 2qL ) 2 

2sinhqx+A(x)e (e e -1) 

(4-12) 

avec les conditions limites 

A(O) = 0 et A(L) = 00 

Et ainsi, les intervalles de stabilité sont reliés 

aux pales de A(x) ~uisque : 

À appartient à è la n.= zone de stabilité 

A(x) a au mo i ns 2n-l pales et au plus 2n pôles. 

Dès lors, net À sont reliés par les inégalités 

(2n-l) ~ L(À ) et 2n ~ U(À) (4-13) 

(voir annexe III) 

L'équatio n (A3-I) est dans ce cas (4-12) et les 

fonctions u: ( x) sont 
i 

Ut (x) = sinh qx 

U2 (x) = qx( -2qx 2qL I) e e e . -

W ( Ut , U2 ) - q ( 1 - e2qL)< 0 

et 
V(x) 

V( x ) ..;;; 0 
p(x) 

-
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On a donc : 

lv (x) l 
2 qL 

2q(e -I) 

qx( -2qx 2qL 1 ) 2 d e e e - x 

lv ( x ) 1 
2q L 

q(e - 1) 

En vertu de (4-13), on peut donc écrire en explici

tant U1 , U2 e t L (en choisissant '{J (~) = 1) 

À = -q 2 > À => 2n ~ l l-
2

+ min q , [( 1 _1 JL . ( 2 ( e 
2 

q L - 1) 
2n 1T O 2qx( -2qx 2qL l) 2 x e e e -

X < X'2n+I => lo) 2n < ~ + f v'Ioii 

Remarque 

2°) 2n < 1 + ~- VI0I2-Ii 
1T 

(4-14) 

(4-15) 

Si l'on pose À - V(x) =-AV(x), on retrouve les 

résultats du paragraphe bl). (pour À ➔ O) 



TABLEAU IV-1 PREMIERE BANDE E ,f, o 

V(x) 

u" +Eu= Vu 

= e-qx u2 = e qx 

cas pair : u(x) = u(-x) 
S(o) = +l _ 2 L 
S(L) = + e q 

3 bande 

1 - e 

paire à énergie E = E 1 

)
Lol V(x)I e-qxcos: 

-2qL 

S ' _ V ( - qx S qx)2 
-2a e + e 

=> 

qx(l+e 2q(x-L))dx>l(4-16) 

potentiel symétrique périodique 

(q > 0) 

W = 2q 

cas impair : u(x) = -u(-x) 
S(o) =-1 _ 2 qL 
S(L) = -e 

3 bande impaire à énergie E= E2 

J
L -qx . 

1 IV(x)le s1.nhqx(l 

1 
_ -2qL q 

e o 

=> 

e2q(x-L))>l (4-17) 

2(J-e 2q(t-L)) ) t sinh 2 qx 
3ttel que-.:----,:---___..;.-:----

0

1 V(x)I----'- dx>l => 
(l-e-2qt)(J-e-2qL) q 

3 bande paire à énergie E 3 bande impaire à énergie E = E2 

Rem: si L ➔oo, on retrouve les CN et S à l'obtention 

de là 1ère bande impaire pour potentiel non • 

répété. 
~ 

'.J 



TABLEAU IV-2 PREMIERE BANDE 

L 

V(x) 

u" = Vu 

U1 = X w = +) 

E = o 
potentiel symétrique périodique 

bande impaire 

bande paire 

tV(x)= V(x+L) 
V(x) = V(-x) 
V(x) ~ o 

S' - V(x - S) 2 

cas pair : u(x) = +u(-x) 

S(o) = +ex> S (L) = +ex>. 

1ère bande paire existe toujours 

cas impair : u(x) = -u(-x) 

S (o) = o S(L) = L 

L 
3 bande impaire=> ( 1 V(x)I (1--~ )x dx >1 (4-18) 

j o L 

3 t tq 
1 

~t t ~:I V(x) 1 x 2 dx > 1 => 3 bande impaire 

Rem Ces résultats sont ceux du tableau 4.11. lorsque 

E = o 



TABLEAU IV-3 E I 0 

L 

À E ème n = intervalle de stabilité 

t 
À E ~ À X' C -2n, 2n+I 

t --.!,1/ 

A(x) a au moins 2n-l pôles et 

au plus 2n pôles 

î '(./ 

2n-l ~ L(À) 

2n ~ U(À) 

u" + Àu = Vu 

potentiel périodique 

V(x) = V(x+L) 

V(x) ,i.;; 0 

2 

• ~1-s_'_=~-~~~q- (_e_q_x_+_S_e ___ q_ x_)_~ - q 
_S(o) = -1 

2qL S( L) = - e 

A = S + l 

S 
2qL +e l 

A' (x) 
V(x) [ . ·qx 2q(L-x) ] 2 ------ 2sinhqx+Ae (e -1) 

2 eZqL_I 
A ( o) = o A ( L) = o 

À ~ À => 2 n· ;;;i, { { . -
2 

-+ :;- min __.q.....;_ __ __,..:..--.,.---\ 1 ) L . ( 2 ( e 
2 

q L - 1 ) 
• 2n .. 

0 
x e2 q x(e2q(L-x)_ 1 )2 l 

V(x)e2qx(e2q(L-x)_l) 2\) dx}l 

Ztj(e2qL-I) / 

À~À' => 2 n ~ _!.; + 3.. ~ 
2n+I 2 w o 2 (voir pp. 4 6 ) 

j 



TABLEAU 

L 

E ème 
À n = intervalle de stabilité 

t 
À E ~ À À 1 C 

2n' 2n+I 

t 
A(x) a au moins 2n pôles et 

au plus 2n+I pôles 

2n ;;;i, L(À) 

2n+l <u (X) 
< 

IV-4 

U Il = 

> 

Vu 

1-

E = 0 
potentiel périodique 

X 

ème 
n = bande 

· {v(x) = V(x + L) 

V(x) ,r.;; 0 

V - t..V* v. ,i;;;; 0 

s 1 
V S)l S(o) =--(x + 

-1 

A s 
s + 

A' ( x) 

S(L) 

L 

= ), V♦ ( X ) ( X + A ( L - X ) ) 2 

L 

et 

= 

= 

À > 

0 

-L 

A(o) 

A(L) 

À ,i;;;;À ' => 2 n + 1 ..;;; 
2n+l 

1 2 À 

2 t 1r L 

0 

= 0 

:è 00 

V, 

0 
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3. POTENTIEL PERIODIQUE VERSUS EQUATION DIFFERENTIELL 

A COEFFICI ENTS PERIODIQUES 

Dans le premier paragraphe, nous · nous somme atta

chés à trouver des CN et S à l'obtention de la premiè 
è 

rebande et de la n= bande. 

Ces bandes peuvent aisément être identifiées aux 

régions de stabilité des solutions de l'équation de 
[15] [16] [17] 

HILL (traitée dans l'annexe I). 

Nous notons ici les résultats spécifiques aux band 

de solutions de l'équation de Schroedinger à potentiel 

périodique. 

Les notations so~t celles de l'annexe I. 

Si l'on écrit 

q(x) = q(x + ~) - V(x) 

et À = E 

(potentiel) 

(énergie) 

l'équation d e Schroedinger devient 

U 11 (X) + (t - q (X)] U (X) = Ü ( i ) (E =À I Ü) 

u"(x) - Àq(x)u(x) = 0 (ii) (E = O) 

(4-19) 

qui, dans cas, est aussi appelée équation de Hill (i) 

ou de Lyapun o ff (ii). 

A 1. 

Les valeurs p ropres de l'équation de · Hill (i) et de 

Lyapunoff ( i 0 (4-19) ~ont notées soit À. 
l 

sont réparti e s de la façon suivante 

Ào < À I t ,_;; À I l 

soit À 1 et 
i 

Les_Ài_et_À' 1_c6rres~ondent_donc_aux_extrémi tés_des 
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De plu~, les bandes (c'est-à-dire les intervalles de 

stabilité) sont déterminées par les intervalles 

[ Ào , À' 1] ; [À' 2 , À 1] ; [ À 2 , À '3] ; 

A2. 

De plus, les v aleurs propres correspondent à des 

fonctions_Ero p res_périodiques. Les Ài donnent naissan

ce à des solutions de période~ tandis que les À'. 
i 

correspondent à des solutions périodique• de période 

2~. 

A3. 

Enfin, si le potentiel est une fonction paire, c'est

à-dire si : 

q(x) = q(- x ) 

les valeurs propres correspondent à des 

E~~E~~• soit _ impaires. 

solutions soit --------------

A22lication : (E=O) 

Si l'on exam i ne l'~quation de Schroedinger avec comme 

potentiel : 

V(x) l: -À2 1 xi~ 1 
2 

0 .!.< 1 xi < 1 
2 

V(x) = V(x +L ) 1=2 

L=2 

' r 

~ 

0 .!. 
2 X 

I\ 
,r 



Les À. sont d é terminés par l' é quation 
l 

À 
cos À - 2 si.nÀ = 

Les X ' sont d é terminés par l'équation 
l 

cos À 
À 

s i n t, 
2 

=-1 

53. 

[13] [15] 

Qu a nt aux int e rvalles de stabilit é , ils correspondent 

aux À . 

Vérifions - 1< cos À 
À 

2 sinÀ < 1 

c'est -à -dire, 

À 0 = 0 

À '1 = 1 , 7 2 

À 1 
2 = 3, 1 4 

À 1 = 4 ,05 

À2 = 6 , 2 8 

À 1 
3 = 6, 8 5 

Le tableau I V-5 indique l'appari~ion des nivea ux 

c orresponda n t aux À critiques ainsi que les bandes 

déj à introdu i tes dans le puit de potentiel. 



TABLEAU rv~s APPARITIO N DES BANDES DA NS UN POTE NTIEL CA RRE 

Remarque 

Vo = . 

3,14 2 =9,89 

--

Vo = 

4,05 2 =16,25 
Àl 

Le tableau se lit aisément comme suit 

La 3ème valeur propre apparaissant est À
1

2 

Correspondant à l'entrée de la 2~ bande, elle 

vaut 3, 14 et correspond à une solution (fane-

tian propre) imp a ire et périodique de pé riode 

21T • 

Vo = 

6,28 2 =39,4 
À 2 -------

~•1) 

" ;\ o )"-

Vo = 

6,85 2 =47,0 
~•3=6,85 

...,..,.--,-..,...,....,.....,-

-

"- " 
" '-

" " "- ,~--- À 'i=l,72) 

" "
'!+-'--....!...l....,__.L..-l À O = 0) 

Période 
21T 

1T 

1T 

21T 

1T 

Parité 
pair 

pair 

. . 
1 mpa1r 

. . 
1mpa1r 

pair 

pair 
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4. APPLICATI ON S 

a) L'éouation de Mathieu est un cas particulier de 
0 0 0 Ô O O O O O O O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

l'équation de Hill et s'écrit 

u"(x) + p , + /3cos2x] u(x) = 0 (4-20) 

Nous nous at t achons ici essentiellement à déterminer 

la première b ande impaire à énergie nulle, Des points 
[ annexe II] 

de comparais o n nous seront donnés par Borg 

L'existen c e de la première bande impaire revient 

imposer 

À '2 ~ 1 /3 1 

et donc À 1 2 ~ 1 Il I => (4-18). La c on r r · a p o s é e de cette 

implication f ournit le résultat 

(4-21) 

Borg, qua n t à lui, donne l'approximation suivante 

La valeur ap p roximative de À 1
2 

(4-22) 

[ 1 7] 
est do:nnée par 

À I 2 = 1 + (J 
2 4 ( 9 - i\ ....,.......,.--'tJ--,-__ 

4(25-À-, .. 

(fraction continue) 

Aeelication=numérigue 

soit (3 = 1 

bornes de Bo r g => 

(4-23) 

à 
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valeur app r oximée=> X'2 ::::::. 1, 4 6 9 

nos bornes => f.. 1
2 ;;, 1 

b) Potentiel c ar~é 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Considérons i'équation de Schtoedinger avec poten

tiel V(x) pé ri odique de la forme : 

1T 

V(x) = -k 2 pour lxl~ R ----
4 

1T 1T 
= pour 4 < I xi < -

2 

V(x) = V (x + 1T) 

0 
X. 

' 

1T 

4 

bl) Potentiel carré à éner g ie non nulle 
........ . .. ·• ............ • .......... . 

Dans une première partie, nous examinons ce cas à 

énergie non n ulle. Les bornes (4-16) et (4-17) donnent 

une borne su r la valeur propre correspondant respec

tivement à l'entrée de la première bande paire et à 

l'entrée de l a première bande impaire. 

Si 2 on not e E = -q , 

l'implication (4-16) donne : 
-qll' -Jq,r 

=> ~ [~ + ~ _ e-2- + - e--2-
2 4 2 2 q 2 
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e rr -2 rr -2qtr )] 
+ 2 ( ➔ - J ;;i:1-e q (4-25) 

l'implication (4-17) contraposée donne : 

k
2 

[ - - + q7"" 2 
1Tq 
4 

1 ( -2q1T -3qtr 
+ 2 e - e 2 

-q1TJ 
-
1Tq 

+ e. 2 + 
4 

-2q1T 
e l 

- e 
-2qtr 

Le théorème de Borg donne pour le résultat (4-26) • 

(4-27) 

AQglication=numérigue 

Soit q = l; ramenons le potentiel à moyenne nulle 

(Cfr annexe II) 

nos bornes => k 2 ¾ 2,9 

bornes Borg =>k2 ¾ 4 =>À' 2 

soit k 2 = 2,5 

on obtient nos bornes 

bornes Borg 

=> 

;;i: 

' 
À '2 

k ;;i,_ 
2 

k2 k4 
)-- + TI 2 

À '2 ;;i:o, 2 5 

À ' 2 ;;i:o, 1 5 

b2) Potentie l carré à énergie nulle 

- 1 

Examinons ma intenant le même problème mais à éner

gie nulle ~ette fois. La première .bande paire -existant 

toujours à éne rgie nulle, nous nous attachons seule

ment à déter mi ner l'entrée de la première bande impair , 

(4-18) donne 

(4-28) 

Borg donn t , pour la même valeur propre, le résul

tat suivant 



Soit k 2 = 1,4 

bornes Borg => O, 425 ~ À 1
2 ~1,825 

nos bornes => 0,7 ~ À 1
2 

Remarques 

58 . • 

(4-29) 

1° Nos borne 

à Borg, o 

côté. 

sont meilleurs. Cependant, contrairemen 

obtient une majoration que d'un seul 

2° La Jète b a nde paire existant -automatiquement, nous 

n'obtenon , tout comme Borg, aucune indication 

sur la va l eur de Ào. 

0 

O 0 



ANNEXE I. L ' EQUATION DE HILL ET EQUATION DE 
L YA P UN O Fii [ I S] [ l 9] [ 2 3] 

A) L'équation de Hill est de la forme 

y"(x) + [ À+ q(x)] y(x) = 0 J 

5 9 . 

( A 1 - 1) 

où À est u n paramètre et où q(x) est une fonction 

réelle pér i odique en x et de période"· 

De plus, o n suppose q(x) borné et dérivable par 

morceaux. 

Supposons q ue Y1 (x) et y2 (x) soient deux solutions 

linéaireme t indépendantes de (Al-1). Ces deux solu 

tians sont déterminées d~ façon unique par les con

ditions 

Y1 (0) = 1, y'1 (0) = 0, Y2 (0) = O, y'2 (O) = 

Comme les s olutions de (Al-1) sont fonction de À, 

on notera y 1 (x, À) et y2 (x, À). 

a) Un théorème du à Lyapunoff et · Haupt nous donne 

les rés u ltats suivants 
(20] [21] [22] 

1° A to u te équation différentielle (Al-1) sont 

asso c iées 2 suites infinies, croissantes et 

monotones de nombres réels 

- tels que (Al-1) a une solution de période i . 

ss1. = À (n=O, 1, 2, ... ) 
n 

- tels que (Al-1) a une solution de période 2ff 

ss1. = À 1 (n=l, 2, ... ) 
n 
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2° Les X et X' satisfont les inégalités 
n n 

Xo < X 1 1 · '¾X'2 < X1 '¾À2 < X'3 '¾À 1
4 < X3 ... 

(Al-2) 

3° Les s olutions sont stables (c'est-à-dire 

bor né es Vx) dans les intervalles (X·0 , À '1), 

(X' 2 , X1 ), (X 2 , X' 3 ), 

4° Les X sont les racines de l'équ~tion 
n 

t::,. (X) = 2 

et l e~ X' sont les racines de l'équation 
n 

/::,.(X) = -2 

et dan s ce cas, les solutions périodique s ~euven 

itre c h oisies soit paires, soit impaires. Plus 

précis ément, (Al- 1 ) admet une solution périodiqu 

p é riode paire ssi y 11 ( 
1T 

) - de 1T et 2 '"' 

p é riode impaire ( 
1T 

) - de 1T et ssi y2 2 = 

de p é riode . 21T paire ( 
1T 

) - et ssi Y1 = 
2 

- de p é riode 27T et impaire ssi y' 2 ( ~ ) = 
2 

[16] [17] [24] [ 2 5] 

Si, da n s l ' équation (Al-1), q(X) = ~cos2 x, 

l'équa t ion de Hill est appel é e équation de 

Mathie u . 

0 

0 

0 

0 

On peu t déterminer 4 types de solutions pério

diques d e l'équa tion d e Mathieu : 



00 

2rcos 2rx 

est une solution paire, de période~• de valeur 

propre 'A 7 - n 

_se 2n(x) 
00 

}:; B 
2 2 

sin 2r x 
r=l n, r 

est une solut i on impaire, de période~. de valeur 

propre 'A 2n-l 

CO 

}:; 

r=O 
A cos 2n+l,2r+l ( 2r + J) X 

est une solution paire, de période.?:.!!._, de valeur 

propre 'A 2n+J 

CO 

- se 2 n+ l ( x) = L B 
r=O 2n+J, 2 r + 1 sin ( 2r + J) X 

6 1. 

est une solution impaire, de période.?:.!!._, <le val eur 

propre 'A 2n+ 2 

On peut ais ém ent déterminer les valeurs propres cor

respondant à ces fonctions propres et de là, les coef

ficients A. . et B .. qui assu~eront la convergence 
1, J 1, ] 

de ces série s, 

Exemple 
0 0 0 0 0 0 0 

Pour se1 (x), par exemple, on obtiènt les relations 

suivantes 

dl 
(x) [ À ' ~ cos 2 x] se1 (x) 0 se, + 2 + = 

d x 2 

À 1 
2 = 1 + ~ ~2 

2 ~2 
4 ( 9 -À -

4 ( 2 5 -À 

(fraction continu~) 
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se, (x) = sin X + 
{3 

TT sin 
{3 2 1 . 1 . 

3x + 4 [ 192sin 5x +64s i n 3x 

1 
128 sin 

Sln 

{3 3 
--

8
-[----sin 

9. 2 1 0 

3 1 • ] x - -sin x 
29 

7x 
1 . 

+ --sin 5x 
9 . 2 7 

+ 0(/34) 

Le diagramme suivant montre les zones de stabil i té 

(en gris) et d 'instabilité en fonction de À et /3. Les 

courbes délim i tant les zones correspondent aux solu~ 

tions périodiques 

70 

60 

[ 2 6] 

Mathieu Functions 

Figure 7- 5 The )JJ plane showing the character of the solutions of the 
Mathieu equation for different values of>,. and fJ 
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Si ori examine le diagramme pour O fixé (// 3 l'axe 

des À), on re t rouve la gradation des À. et À.'. annon-
1:. 1 

cée plus ·haut. 

En effet, . ç eo a -pour v,a 1 e ur proprè Ào 

.ce • a pour valeur propre À ' 1 

se, a pour .valeur p_rôpre À '2 

s e1 a pour valeur propre À 1 

' ' ' ., 
' 

e t on .r e t r ou v e b i e n ( A 1 - 2 ) 

B) Si l'on e xamine l'équation de Lyapunoff[ 231 

y"(x) + Xq(x)y(x) = 0 

avec q(x ) = q(x + n) 

Àq( x ) ;;;i, 0 

(Al-3) 

et s1 l'an suppose q(x) bornée et ~érivable par mor

ceaux, on ob t ient des résultats apparentés à ceux de 

Hill. En eff e t,Lyapunoff a montré que cette équation 

donne existe n ce à une suite infinie de nombres À . 

À ' . 
1 

1 0 

tels que 

(0 <) À ' 1 ¾ 

avec 

[ 2 7 ] 

À ' < À 1 ¾ À2 < À ' 3 ¾ À '4 2 

valeurs propres du problème 
1 

y"(x) + Xq(x)y(x) = 0 

y(O) = -y ( L) 

. 1 

y'(O) = - y (L) (solution périodique de 

période 21) 

et avec À . valeurs propres du problème 
l 

et 



y" (x) + Àq (x)y(x) = 0 

y(O) = y(L) 

y'(O) = y'(L) 

64. 

(solution périodique de péri 

de L) 

2° Pour À- fi x ê et positif, les solutions y(x, À) son 
stables 

ssiÀE[ À À' ] 
2n' 2n +) ou [ À 1 

2n' 

(à condit i on que l'intervalle ne soit pas réduit 
à I poin t ). 

Remarques 
0 0 0 0 O O o O O 

Les résultats sont identiques à teux tirés de Hill. I 

faut cependan t noter le rôle différent de À dans 
(AI-J) et (Al-3). 



ANNEXE II. 
(28) [29) 

THEOREME DE BOPG 

65. 

Le théorème d e Borg s'applique aux équations de Hill 

(les notation s employées seront donc celles employées 

dans l'annexe I.) 

Si, dans l'é q uation de Hill 

y"(x) +[X+ q(x)] y(x) = 0 

q(x) est péri o dique de pério de ff et 

est te 1 que J: 1 q(x)ldx A 
1r 

est tel que r: q(x) dx = 0 ( A2 - 1 ) 

Alors, entier n > A 
pour t o ut 

2 

1~ 2nl < A 
4n 

1~ 2nl < A 
-4n 

l~x~n-1 
2n+ 1 I < A 

4n - 2 

1~ 2 n+ 1 I < A 
4n - 2 

Re.marques 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1° D'une mani ~ ulation assez aisée, ce théorème ne don

ne ma lheu r eusement aucune indication sur X0 • 

2° Dans ce mém oire, la condition (A2-l) n'est pas im

posée. Il est donc nécessaire d'effectuer un chan

gement d' a xes horizontal pour comparer · les diffé~ 

rents rés ul tats obtenus. 

Dans le cas d u potentiel carré, par exemple, analysons 

les divers·es é tapes qui nous permettront de comparer 

les résultat s obtenus. 



. 
1 

6 6 . 

1) Suivant no s conditions, le potentiel carré a la 

forme suiv a nte : 

-R 0 + R 
---,-----11--•--,rr---------,,--------r--------.-1► X 

- --- -- • x' 

Vo 

1 

L 

2) Pour vérifLer la condition (A2-l) du théorème de 

Borg, il f a ut effectuer un déplacement d'axe hori-

zontal. {e pointillé sur le graphe) . 

La valeur de k vérifiant (A2-l) est : 

Dans le cas . particulier 

k = Vo 
2 et A = Vo 

2 

1T 
R = 4, où 

Le théorème de Borg est applicable 

on obtient 

3) Encore fau t -il établir la correspondance entre nos 

résultats (établis sur base de l'axe Ox) et les 

résultats de Borg (établis sur base de l'axe Ox'). 

Le potentiel étant déplacé verticalement de Vo - k, 

il en ser a de même des valeurs propres. 

La relati o n : 

À = À + Vo - k 
Borg 

permet de comparer aisément nos résultats et ceux 

de Borg. 



6 7. 

ANNEXE III. BORNES SUPERIEURES ET INFERIEURES AU 

NOMBRE DE POLES D'UNE EQUATION DE 
RICCATI [ 4J 

Si l'on considère l'équation différentielle du 2~ 

ordre, 

(p(x) u'(x))' + r(x) u(x) = V(x) u(x) 

et si l'on su p pose 

p(x) > 0 

V(x) ~ 0 

0 ~ a < b 

sur ]a, b[ 

sur ]a, b[ 

(A3-J) 

V(x), r(x), p(x) et p'(x) sont continues par mor-

ceaux sur ] a, b[ 

On Sal. t [ cha p itre I] , . , 
~u on peut associer a ce pro-

blème une équation de Riccati appelée équation de pha-

se : 

S'(x) = V(x) 
p(x) W(x) (u1 (x) + S (x) u2 (x) ) 2 (A3-2) 

où u1 (x) et u2 (x) sont 2 solutions linéairement indé

pendantes de (A3-J) lorsque V(x) = 0 

u(x) = C1 (x) u1 (x) + C2 (x) u2 (x) 

C2 (X) 
S ( x) = 

C 1 (X) = phase S(a) = 0 

(choix adéquat des u.) 
l 

Nous allons maintenant donner des bornes supérieures 

et inférieures au nombre de p6les de ·S(x). Pour rappel, 

un pôle de S( x ) correspond à une solution de l'équatio 

(A3-I). 
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On trouvera d ans [ 3] le développement de la théorie 

qui conduit aux résultats suivants : 

A) Borne supé r ieure du nombre de pSles de la phase 

Al 

u 

U1 

U2 

A2 

)~~ type de bornes supérieures 

On pose 

U1 ( X ) 

f(x) = -
u 2 ( x ) 

lo = l: V(x) 
p( x ) W(x) 

11 = J: V(x) 
p ( x) W(x) 

12 • J: V(x) 
p (x ) . 1-J(x) 

2 (x) dx u 2 

2 (x) f(x) dx U 2 

2 (x) f2 (x) dx u 2 

Première orne supérieure générale 

1 1 - 1 2 ./ 
n ~ I + ?Tt g a. + 7T ( V Io 

(A3-3) 

(avec aparamètre positif 

arbitraire) 

Deux choi x particuliers de a. fournissent respecti-

vement : 

5 1 2 J lo 12 (A3-4) -- + -2 1T 

~ 1 
2 

/10 12 - li (A3-5) n + -
1T 

(la bo r ne U2 est applicable à condition que 

f(x) ~ 0) 

2t type de bornes supérieures 

l'on V(x) 2 (x) Si p n s e h(x) U2 
p(x) H(x) 
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et si les condi tions suivantes sont vérifiées sur 

[ a, b] 

(I) f(x) finLe 

(II) f' (x) b o rnée ( f 1 ( x) ¾ F ). 

(III) h' (x) e xiste et ¾ 0 

(IV) [ h(x)] 112 intégrable 

On obtient un nouveau type de borne 

Si f(a) ¾ 0 ~------------------, 

U' . 1 

·f 
z r;-jb (V ( x ) u ~ ( X ) ) 

n ¾ ~ ~F p(x) W(x) dx 
a 

Si f(a) > 0 

U 1 
2 

z Cjb (V ( x) u: ( x) )+ 
rr \)I" p(x) W(x) 

a 
dx + 

(A3-6) 

(A3-7) 

(A3-8) 

B) Borne inférieure du nombre de pôles de la phase 

L 

On suppose que f(x) < w 

On obtient une borne inférieure L 

n ;;.{{}+} tg - 1 ( ~ ( µ ) 13 f ( a ) ) + 

} r: m!n(~?) f' (x) 'p(::::x) ;l(;~)) dx}} 

avecµ, 13 pa ram~tre~ arbitraires positifs 

~( µ ) f onction arbitraire finie. 

(A3-9) 

Pour un choix particulier de µet de~(µ), la borne 

L devient : 



L1 

1 Ff b • (f' ( x ) -- m 1. n 
~ ~ ' 

a X 

Remarque 
0 0 0 0 0 0 0 0 

V(x)u; (x)~ 

p(x)W(x) ) dx}} 

(A3-I O) 

70. 

[ 3~ 
La notation l{ a}} signifie "partie enti è re de a". 
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CONCL USIO NS ET EX TE NSIONS 

Le domai~e d'ap l ication des méthodes employées, tant 

d ans 

très 

le cas non p - riodique que dans le cas péri~dique est 
[ 3 01 

large et d é p a sse le cadre de l'équation de Schroedin-

g er comme l'expos e en détail le travail parallèle déjà 

si g nalé [ 4] 

~ i g ralons toute fo is les probl è mes de physique mathémati

que qui pourraien t être traités par la même approche, 

a) L' é tude de l'é quation de Schroedin ger avec un dipôle 

comme potentiel serait un prolongement intéressant du 

chapitre II. 

[ 3 l l 
b ) Da ns le cas de p otentiel péri odique, seules les extré-

mit é s des bande s sont caract é risées. Il serait intéres

sant de d é term i ner à l'égal de Hund pour un "pot e ntiel 

Dirac", une équ ation transcendante caractérisant les 

valeurs compri s es à l'intérieur de la bande. 

c) Si le potenti el est un moti ·f form é de plusieurs distri

butions delt a, une extension a is é e du ch II nous con

duirait à l a dé termination du spectre de l' é quation de 

Schr --> edin ger. 

De plus, un e é ua tion de phas e scal a ire peut itre écrite 

pour un syst è me l i néaire d'équations diff é rentielle s du 
e r 

1== ordre (2x2) e t é g alement pour un syst è me différentiel 

ma triciel de di men sion quelconqu e d'ordr e 2[ 321 

Les bornes obt enues dans ce tr a va i l d o i v e nt probablement 

s' é tendre au moi n s partiellement à l' é qu a tion de Dirac 

(sy s t ème d u l~r o r d re de d imensi o n 2 ) o u à l' é quati o n de 

Sc hro e din ger à plus ieurs particule s (s y st èm e différentiel 

d ' o rdre 2 et de d im ension quelc o nque) 
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