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RESUME

Des conditions nécessaires et des conditions suffisan-
tes sont déterminées pour l'obtention du 18L et au né= état
1lié (dans le cas ol le potentiel est non périodique) ou de
la IEES et de la nEé bande (potentiel périodique) en théo-

rie de Schroedinger.

Des valeurs exactes du spectre de l1'équation de Schroe-
dinger sont trouvées dans le cas particulier oii le poten-

tiel est constitué& de distributions Dirac.




PRELIMINAIRES

L'équation de Schroedinger, dans le cas d'une particule
sous l'action d'un potentiel, est une '@équation différentiel
le linéaire du 2% ordre avec conditions limites. Ce probleé-
me de Sturm - Liouville définit un spectre qui peut &tre

discret (fini ou infini) ou continu,

Du point de vue de la physique, le spectre définit les
niveaux d'énergie correspondant au potentiel choisi et les
fonctions propres correspondent aux fonctions d'ondes ca-

ractérisant la probabilité de présence de la particule,.

Nous étudions ici uniquement le spectre et non pas les
fonctions propres. Le spectre seul peut en effet @tre ca-
ractérisé par une équation du premier ordre (équation de
Riccati) tandis que la 2& étape, recherche des fonctions

% 3 o : I3
propres, demande la résolution d'équation du 2= ordre.

Ce travail consiste a exploiter la transformation de
1'équation de Schroedinger, unidimensionnelle en une équa-
tion de Riccati., Cette équation de Riccati sera appelée
équation de phase (1] (2] [3]. Si le potentiel est non
périodique, les solutions sont discrétes : on les appele-
ra états liés; si le potentiel est périodique, les solution

occupent des portions continues de l'espace des fonctions :

on parlera de bande.

Dans un premier temps, nous expliquons en détail la mé-
thode employée aussi bien dans le cas non périodique que

dans le cas périodique.

Dans le chapitre II, 1'étude porte sur l'équation de

Schroedinger avec comme potentiel 1, 2, 3 ... ou une «té

de distributions delta. Ce cas est particulidrement inté-




ressant car les valeurs exactes des solutions peuvent €étre

déterminées.

Dans le chapitre III, le potentiel choisi est non pério-
dique. On donne alors une condition nécessaire et une con-

dition suffisante a4 l'obtention du premier état 1lié et du

neors

n= état lié,.

Le dernier chapitre détermine les solutions de 1'équation
de Schroedinger a potentiel périodique. La théorie dévelop-
pée dans un travail paralléle "Counting the poles of the

[ 4]

solution of a general Riccati equation" nous permet de
donner une CN et une CS a4 l'obtention de la premiére et de
de 1la ng bande. Les résultats utilisés dans ce travail por-
tent essentiellement sur 1'équation de Scbroédinger mais
peuvent évidemment €tre transposés a l'étude abstraite des
E.D. linéaires du 2% ordre a coefficients périodiques (équ.
de Hill). Cet aspect purement mathématique est parfois si-
gnalé dans ce travail mais est par contre développé dans

[ 4]

une publication séparée (53 pages)




INTRODUCT ION

1) DEFINITION D'UN ETAT LIE (SPECTRE DISCRET)

Considérons 1'équation de Schroedinger unidimensionnelle

sous la forme générale

e gl 8 V(x)¥(x) = E¥(x)

4 = constante de Planck /27
m= masse de la particule

1 V(x)= potentiel

i= énergie

lYy(x)= fonction d'onde
Nous travaillons dans un systéme d'unités tel que :

=1 et 2m = 1

L'équation s'écrit :

d2
dx?

v(x) + E¥(x) = V(x) ¥(x) (i)

Les conditions :

+® i +
J V(x) ¥(x) dx < = (S v ¥ dx = 1)

Y,V continues pour tout x ' (ii)

définissent un état 1lié

Un état 1ié est une solution de 1'équation (i) avec

~conditions (ii), pour laquelle E est valeur propre et
Y la fonction propre associée.




I1 est 34 remarquer que les potentiels considérés ici

sont généralement de la forme V(x) < 0.

+ V(x) (iii)

Appelons L 1l'opérateur
d x?

(i) devient : L ¥(x) = E ¥(x)

V(x) étant donné, le probléme revient a4 déterminer les
valeurs de E permises pour la valeur donnée du potentiel.
En d'autres termes, il faut rechercher les valeurs propres

de 1'opérateur L.

Dans le cas ol V(x) = 0 pour lxl =2 R

% Opour I'xli <R

les valeurs de E sont discrétes, négatives et en nombre

fini (voir figure 1)

2) SPECTRE DE BANDES

Lorsque le potentiel est périodique de période L sur

(-», +») les conditions (ii) sont a remplacer par :

V(x) bornée pour tout x

¥, ¥' continues pour tout x

Dans ce cas, le spectre de l'opérateur L consiste en une
série de bandes séparées par des régions ou l'énergie n'est

par permise (la solution n'étant pas bornée) - (voir fig.2)




| xI< R
| xI> R

V(x) <
V(x)

]
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3 valeurs discrétes de E

(ici Ei, E2, Es)
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CHAPITRE 1, : L'EQUATION DE PHASE

1. CONDITIONS AUX LIMITES NON PERIODIQUES

Soit a résoudre 1'équation différentielle suivante :

(p(x) u'(x))' + qfx) a(x) = V(x) ulx)
aoseig <R (1-1)
p € CY ;g et VEC

Remarquons qu'on retrouve 1'équation de
Schroedinger (i) en prenant p = | et
q(x) = E(x)

La solution générale de 1'équation homogéne s'écrit :

oi les u; sont les 2 solutions linéairement indépendan-

tes de 1'équation(l-1)lorsque V = o

b) V #% o

appliquons la méthode de variation des constantes,
c'est-a-dire considérons les coefficients Ci comme

variables. La solution s'écrit alors :

y = C(x) 8 () +£C(x) walx)
a Ct)
Posons S(x) = E?T;T (1-2)

oli S sera appelé '"phase"

On peut alors aisément vérifier que la phase satisfait 1'équa

[ 2] [3]

tion de Riccati

$'(0 == () + SGOu, (x)? (1-3)




o W(x) est le Wronskien de uir et uz, c'est-a-dire

W= Wluy, w2 B= wiu'l ~uu

1 2 2 1

Les conditions limites imposées sur u(x) peuvent se rame-

ner aux conditions suivantes : (afin d'assurer 1l'intégrabilité
de la solution - Voir remarque pp.:13 )

Cla)y =0 =" HSi(la) =0

2

]
(@)

€ €R) => S(R) = «
1
Un état 1ié est alors caractérisé par une solution de
1'équation(1-3),dont les conditions limites se traduisent

a présent par

]
o

S(a)
S(R)

]
8

Nous pouvons en déduire que chaque passage de S par 1l'infi-
ni correspond a un état 1ié.,en théorie de Schroedinger (voir
remar que . PDiDer s 90

Afin de caractériser ces poles, effectuons la transformation

S(x)
U(x) = (1-4)
S0+ 5y
dont on déduit
U(x) u; (x)

xR ST O i G

Décrivons cette derniére expression et effectuons le rem-

placement dans 1'équation(1-3), Nous obtenons




v v - u
¥ O o et SN e TN } <3
U oW u; u, W o 0175

(équation de phase transformée)

Afin d'utiliser des majorations assez évidentes, nous

faisons les hypothéses suivantes :

112) WD) Sl

2°) u, et u; sont choisis de telle sorte que

W(x) = up (x)u'2 (x)=u (x)u'y (x) > 0
et u; (x)uz(x) < o0

(pour la majoration U < 1)

On tire de (1-4)les conditions sur U, en remplacgant S

successivement par ses valeurs enm a et R

S(a)
S(R)

0 => U(a) = O
=> U(R) = 1

]
8

Nous aurons donc

T.H.
0 €8 <= <=> (9 00 < X | (e (1-98)

On en déduit qu'un état 1ié correspondra 3 un passage de U

par la valeur 1.

[ 2]

On considére les approximations usuelles L1]

A) v? - u<o si 0< U< 1 (1-7)

B) et 0 <2 (1- 8)




pont 0. < s o<i]

approximation B

TR R

approximation_géiii;
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U - u?
e 3

approximation A

' >

L ; U

approximation D

o
e

"ordre'". Les approximations

(2]

Les approximations A et B sont du 1

eme 2 A - A
du 2 =" ordre (C, D, ...) peuvent également €tre utilisées




Ces approximations donnent les conditions nécessaires et suf-

fisantes suivantes d'obtention d'un pdle

R
o 3 lv(x)!
pole de S => Sa TEILE luy (x)uz (x)] dx >, 1

uz (R) gR lv(x)! ul(x) dx > 1 => pdle de S

UI(R) a

2. CONDITIONS AUX LIMITES PERIODIQUES

On considére le potentiel périodique suivant :

-R 5 e, T L+R 4
l 7 -
' |
I
: I |
L S|
L
V(x + L) = V(x) Lo 2R
V(x) < O
Considérons l'équation de la forme
u"(x) - q?u(x) = V(x)u(x) |
- \
On choisit : u; (x) = e & |
uy (x) = %% (W > 0)
L'équation de phase associée
s'(x) = V—é—:)— Ce. '+ sBoRE Ty (1-9)
¢, (x)
) S AS A ST
avec|S(x) EE :

l —
| u(x) Ci (x)e 3* 4+ ¢, (x)el”



i £

L'inverse de la dérivée logarithmique vérifie 1'équation

Pix) = Pix +{L) (1-10)

u(x)

avec I'(x) = LY

et la relation suivante exprime I'(x) en fonction de S(x)

e 1% & S(x)eqx

F(x).  m it
-qe T qS(x)eqx
e'Q(X+L) 4 S(x+L)eq(x+L)
= —q(x+L) q(x+L) F(X'.'L)
-qe + qS(x+L)e
dont on déduit
S(x) = e29L g(xdt) (1-11)

séparément le spectre pair et impair en fonction de 1la

(7]

condition initiale

u(0) = 0 (cas impair)

= S(0) = -1
S(R) = O o

u'(0) = 0 (cas pair)
=> S(0) = +1 (1-13)

S(R) =0

Dans le cas contraire, (potentiel asymétrique), le

caractére intégrable de la solution implique

S(-R) =
S(R) = 0 1 -

Les limites des bandes de solutions permises sont dés

lors déterminées par les valeurs de q satisfaisant 1'équa-':

tion de phase (1-9)et les conditions




Fes

S(0) = -1 S(L) = =-e *ak si le potentiel est
symétrique et cas
impair (1-15)
| -2qL > ;
S(0) = +1 S(L) = +e si le potentiel est
symétrique et cas
: palr (1-16)
S{L + R &= 3
S(-R) = = XETR) . = te 24% cas asymétrique (1-17)
Si on définit
) S(x) - S(0) -
1'équation de phase (1-9) devient
V(x)e_2qx 2q(x-L)
A (x) L [A(l + 5(0)e )
s(0)[ 1-e 17
i 2q 3
— x —
go—Ce TR 0Ys 1) ] (1-19)
avec les conditions
A(0) =0 (1-20)
A(L) =
En ‘posant : X =] 4 S(O)ezq(x_L)
=- 71— [equS(O) + 1]
q ( Us299
B Do
i -2qL
S(o)[ 1 ]
1'équation(j-j9)apparait sous une forme plus concise :

A'(x) = W [AX + Y]?
Afin de se ramener aux majorations usuelles, on effectue 1la
),

AX

T ST

qui transforme (1-19) sous la méme forme que (1-5). En effet

on obtient




yY 2 X g i 2 ) i
(i)(u U Dk Y s BNTY (1722)
avec les conditions aux limites valables dans tous les cas.

U(0)
U(L)

]
(&)

—

Les majorations usuelles

e g el < UKy et 0t
donneront les conditions nécessaires et suffisantes i3 1'ob-

tention de la premiére bande.

3. Remarques : Pour l'équation de Schroedinger,

u"(x) + Eu(x) = V(x)u(x)
les conditions suivantes doivent €tre satisfaites a

l'extérieur de -R < x < +R afin d'assurer 1'intégrabilité

de u(x) sur (- «, + =)

x 2 R élimination de la solution u; = e

¥ TR €élimination de la solution u»

!
(1]

La. . solution étant écrite sous 1la forme

u =6 uy s BCaliias

ces conditions entrainent C; (R) = O

et - Ci (-R) = 0 (voir pp.:. 8 ')

4. Tableaux

Les tableaux permettent de résumer les résultats et les

méthodes de résolution que l'on vient d'expliciter.




TABLEAU I.1. : MAJORATION (POTENTIEL NON PERIODIQUE)

[p(x)u'(x)] " + q(x)u(x) = V(x)u(x)

V(x) = 0 u(x) = Cru;p (x) + Cz_l‘lz (x)
Nei(x) &0 u | jur up j_"cx(xh
o u';u';J LCz(x)J W= g aels oelnd s
Ca2 (x)
S(x) = & () phase
r
V(x)
' o pr R N it 2 . ; 4
S'(x) S GOV [u; (x) + S(x)u, (x)] equation de phase de Riccati
S60).4="0 S(R) = =
SUZ
U WL inia——
i u; +Su;
7 12 3
U' = —L— - w L__E
pw U; usz
: ‘ i R v
Approximation A v? - U <o OS< US 1! pdle de S= 5 l —u,; uzjdx> 1
5 o 1PW¥
|
1
i R
|8y (B Vuidx> 1 => pdle de S
B uv: > o0 e (R ) g

avec choix adéquat desvui et propriété de V, p, ...

.'7l




TABLEAD ™E 24 MAJORATION (POTENTIEL PERIODIQUE)

V(x) périodique symétrique asymétrique -4
pair impair
S(-R) = =
u'(0) =0 u(0) = 0 SR )i==10
Y
$(0) = +| S(0) = =1 7 X
J §' (%) = L§§l<e b e 2 €AY Jpiod
S(x) = equS(x+L) S.{3r) i S(3) -e_qu
St el S(0)
ol AlGx) 7q (S(x) — S(L))
; -gx I e 2 L

AV1x) me—tope —— lA(l+S(O)e2q(k e %—(e“qx3(0)+1)J‘

s(o)[1-e %Y q

A(0) = 0 A(L) = =
A AX
ToHS U(x) =XX_—*_\—’
Y,, e b P 2
) AU e 1 el WY
Approximation A v’ - u <o 0 U< | =>
voiricha IN  (sSuivant cas pair;
B v’ > o0 = asymétrique)

impair ou
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CHAPITRE 11 : JPOTENTIEL DRE-DIRAC

1. CALCUL DE LA PHASE DANS LE CAS D'UN POTENTIEL
DE DIRAC

a) Considérons l'équation de phase
'
s' = i (u; + Su; )?
associée 3 l1'équation différentielle

u"(x) + pu'(x) + qu(x) = V(x)u(x)

C U(O) =M, IJ'(O) = 79
u continue
Si V = 0, la solution s'écrit : u=Ciuz+ Cau:

Considérons d présent un potentiel de Dirac

V(x) = -Ab6 (x-C) ou :
8 (x) est la distribution de Dirac

x

[ 8]

La phase S(x) posséde une discontinuité en C. En

effet, ¥x # C, 1'équation de phase se réduit a

SV Yok i 76)

S(x) est donc une constante qui, a8 gauche de C

vaut 'S(C-)} et qui vaut S(C+) & drolte de C, Et

donc
lim S(x) = S(C+) = S+
x3C
7
et lim S(x) = §(C-) =S

x =2C




15755

Calculons AS = S+ - §. = saut de discontinuité,.
(=13

Intégrons, sur un intervalle entourant C, 1'équa-

tion

u"(x) + pul(x) + qu(x) = -Ad(x - C) u(x)

A cet effet, nous allons diviser les 2 membres de

[9]

1'équation par =-Au(C),

i q
T P e (g

(2%2)

Par intégration :

du -du S Ve
dx x=C+ dx | x=C ETEEE R Au(C)
=> Au'(C) = u'(C’) - u'(cT) = -Au(C)
Gl e BRI G T S (233
Posons
r ol L ek Sy iy
(x) u' @x) a5 (2-4)
Ul
% g 1
(8) =>T'= 2 = -a 4T
v,

Si on introduit (2-4) dans cette relation, nous

obtenons finalement, aprés développement

AS PAUS (00 w08 Bk

(“AWT V(U S 1))

= (1+w_

1]
wn
I
wm

c'est-a-dire




k&%

w“v

AUT + S_(W + AU, U2)
W-AU; (U +S_U; )

(2-5)

b) Dans le cas général ou l'on a contribution de
plusieurs distributions deltas, c'est-a-dire

lorsque

p(x) & Aia (X—Ci)y

1

M=

i

S(x) est une constante entre Ciet C

i%]
Cy Ca 0 Cs Csu s
re x\
L,
Ay '
Aj
Az As
Supposons que l'on ait N-1 distribution delta.
: = N-1_
On notera 5+(CN_l) = S = 0

~

Ajoutons maintenant un ns point en X=CN(CN>CN-I);

la valeur de la phase sera nulle en S+(CN)ESN=O.
De plus,  S§ et SN—

N 1
tion que précédemment ( due a la discontinuité de

seront liés par la méme rela-

la phase)
2 Ni=1
-A__. + + U
o Ay-UT + 87 (W + AU Us) i5-6)
N Wi L= ANUz(U| + sNTIg,)




)

2. APPLICATION A SCHROEDINGER (POTENTIEL & NON
PERIODIQUE)

a) soit L l'opérateur suivant

2
L il i | (2-7)
dx* .

(h = 1)

(m = 1)

Pour un potentiel symétrique (V(x)=V(—x», le
spectre pair et impair peut €tre calculé séparé-

ment en fonction des conditions a4 l'origine

{u(o) = 0 cas impair

ut (0)'=g0 cas pair

ce qui nous améne i

S¢0) =k-1 - S(R) = cas impair
S(0) = +1 S(R) = cas pair
S(=R) @& o S(R) = cas asymétrique

Soit V potentiel de Dirac de la forme

V(x) = =26 (x - C)
Soit 2E = -q*, alors W = 2q
b O R TAS
uz ) eqx
La relation (2-5) devient
=2 gxpf-2q€) ¢ S (q '=.2) (2-8)
S =
* q + Zi+ S _Z exp (2qC)




20.

b) V une seule fonction delta = =226 (x-C)

On se place donc dans le cas asymétrique.

v

»

Dans ce cas, (2-8) donne :

aui= « &
2 e——ee . = ()
S Zexp (2qC)

C'est-d~dife : q = Z (2-9)

¢) V: un nombre fini N de fonctions deltas

La relation (2-6) est en fait une relation de ré-

turrence qui nous permet de déterminer une équation

donnant la valeur de q en fonction de Z.

L'équation transcendante
cite en q et Z et permet

valeur d'une variable en

Dans le cas asymétrique,

;R

S! =
3 Zyexp(2qCy )

Dans le cas symétrique,

_Zl
s' =

exp (=2qCy) + q -

ainsi obtenue est expli-
de déterminer aisément la

fonction de l'autre.

la récurrence débute par :

la récurrence débute par

Z
(2-10)

q + 2,

dans le cas pair

+ Z,iexp(2qC,)




21

et par

-2, exp (+2qCi)-q + Z,

1 - -
B q + 2§ - Zyexp(2qCyi) e 12

dans le cas impair

1) Dans le cas symétrique, il faut remarquer que

N = 2j ot j est le nombre de Cj DO L1

2) Toujours dans le cas symétrique comportant un

d)

nombre impair de fonction delta, il suffit de
diviser par 2 la "valeur" de la fonction delta
située a4 l'origine dans le but de générer le po-

tentiel initial aprés réflexion.

k O
>
v

- e - &

-
NN

Application

Appliquons nous maintenant 34 rechercher la forme
des E.T. dans le cas d'une répétition de N fonc-
tions delta (N = 2, 3, 4, 5). Nous supposons les

- . ~ L . !
N delta équidistants et de méme pu1ssance:

On notera
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N=2
+1 spectre pair)
Z exp (-qR) (2% X (2-12)
g = e (spectre impair)
N=3
q - 7 . g .
Z exp(~2qR) & . q % 2 s 1 s T TR i
qQ - 2 ) (spectre impair) (1l racine)
N=4
-Zexp(=qR) + q - :
spectre pair
Z exp(-3qR) _ q + Z + Zexp(qR) o (2 raSinel)
q - Z o - -
zexp(-qR) 49 * 2 (spectre impair)
q + Z - Zexp(qR) (2 racines)
N=5

i -Z(q+Z2)exp(-2qR)+(q-2)?

Zexp(-4qR) _ (q+2)?+Z(q-2)exp(2qR)
g’ 5a

(pair) (3 racines)

~-Zexp(-2qR) -q+2Z
q+Z-Z exp(2qR)

(impair) (2 racines)

3. DETERMINATION DU SPECTRE DANS LE CAS DE POTENTIEL
PERIODIQUE

A) 1 seule distribution [ 9]

Dans le paragraphe précédent, nous avons déterminé
‘des E.T. dans le cas ol le potentiel distribution
de Dirac €tait représenté | fois, 2 foils, ...5 fois
Nous allons maintenant généraliser ces résultats au
cas ol le potentiel est répété de fagon infinie, et
ce 34 intervalles réguliers, c'est-da-dire au cas ol

le potentiel est périodique.

L 2L 3L

R



D3

Appelons L la période du potentiel. Ici aussi,

z, =2 ¥i (le potentiel étant périodique)

La relation (2-6)

2o = OIE N-1 o
SN s e (q Z) reste vérifiée.

g e 8 L axploaly

Choisissons la représentation suivante

L L
YA o e
< > |
b i ' X
4
«—— — ¢ — — P
S(0) S(L)

On aurait pu tout aussi bien choisir la représen-
tation()k). I1 aurait alors suffit de placer une

distribution delta de puissance % en 0,

S(0) = 1 et §(L) = +e 29L

(2-6) devient dans ce cas

—Ze"qL R B " (s
q + z + ze%l
g hiuraL
En tenant compte du fait que sinh(qL)= 5
qlL,  _-qL
et cosh(qL)=e ;e |

on obtient 1'E.T. suivante :

cosh (qL) - % sinh (qL) = -1
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c'est-a-dire :

cosh (v/-2E L) - % sinh (vV=-2E L) = -1 et )
b° spectre_impair

SO Ay ek S D e lAR

(2-6) devient dans ce cas :

:Ze-qL ¥ia- R _e—ZqL
q, Tl ZeqL

On obtient 1'E.T. suivante

cosh(V=2EL) - 2sinh(V=2EL = +I (2-14)

Les équations (2-12) et (2-13) particularisent des
résultats de Hund, qui lui donne des équations, non
seulement pour les extrémités des bandes du spectre

mais aussi pour les énergies comprises a4 l'intérieur
de la bande.

Pour arriver 3 ce résultat, Hund élabore une théo-
rie trés différente de la ndtre; elle a pour base
la résalution d'un systéme d'équations liné&aires.
Dans ce cas, les E.T. sont détérminées par les va-

leurs qui annulent le déterminant du systéme,

Remarques :

1)

2)

q>0 donne naissance & une bande unique de solutions
permises. Les extrémités de cette bande sont donneées
par les équations(2-13) et (2-14). L'extrémité inj
férieure de la bande correspond i la solution pério-
dique paire (2-13) et i'extrémité supérieure cor-

respond 4 la solution périodique impaire (2-14)

La théorie développée par Hund[lo ]aboutit'aux ré-
sultats suivants :

2%
Si 1'on note E = 75— (€nergie)
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Wn = la puissance de la nE distribution delta

située au point a_ (c'est-3-dire en ce

int V = -W 8 (x-
poin wn (x an)
avec Wn >0 etinie 2
1j 5 i
L'équation transcendante donnant les énergies per=~

mises est donnée par

Wi am i er—lal2 Wae—ga13 o's
O Sl Wa- & Sie RVl lein
1 1 1
1 1 1
' ' )
\J ] '
Par exemple : si l'on examine le cas de 2 distri-

butions deltas de méme puissance 2

S . R R
placées respectivement en ) et 79
on obtient
A i g & Ze-R‘R
=0
id 5 Z - g
. - 2R
d'oll  (2-2)2 = 2172tk 5;—2- = *)
et on retrouve nos résultats (2-12)
Dans le cas périodique (V = -W g:(x—an)), un autre

développement de sa théorie lui permet de dire que la
seule bande d'énergies négatives permises est décrite

par'

cosh fa - 4 sinhfa = cos ka (a étant la pério
p de)
3) Les équations (2-13) et (2-14) se réduisent

respectivement a

T

o

I
N2 AN




B)

4)
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Le premier de ces résultats est celui de Hund pour

k = 0 tandis que le second correspond i

L ™
B’
En effet, Hund démontre que toute solution appar-

tenant 4 la seule bande permise est telle que :

cosh' qlL -~ % sinh qL = cos kL

L'équation de Hund bien que différente de (2-13) et

(2-14), donne les mémes résultats pour
k = 0 et—
< = et—.
L
2_distributions de m@me valeur
Analysons maintenant le cas ol un motif de 2 deltas

de méme puissance est répété infiniment avec une

période L. On note 2R distance qui les sépare.

A
¥

2R

Y

Comme le potentiel est symétrique, on peut carac-
tériser séparément le spectre pair et le spectre

impair,.

Les relations suivantes nous permettent de déter-

miner les équations transcendantes voulues
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S(0) = 5. (C1)

-2qR 2
'S+(C|) ! Ze o S..(Cl)éqR Z)
q 42 % 8. 4008

S_(Cz) = S+(C1) (2=15)
o i ze i 141 BEcL SUCCE) g, - . 2)

+ o B 7 S_(C;)quTL - R)

5,4Ci) = S(Cs} = s(oye 22"

a) spectre pair S(0) = +1

On obtient par les relations (2-15)

=2q(L-R) _,2 ;29 (2R-L) _

-Z(q+Z2)e (q—Z)Ze-zqR+(q—Z)2
e"qu[ (q+Z)2 +(q+Z)Ze2qR-22 e-2q (2R~L)+Z(q—Z)ezq (L-R)]
(2-16)

b) spectre impair S(0) = -1

On obtient par les relations (2-15)

_(q+Z)Ze-2q(L-R)+Zze-Zq(L—ZR)_(q_Z)Ze‘zqR_(q_Z)2

R_2 o 20 (L=2R) o0y oy 20 (L-R),

=—e 2N (q42)? -2(q+z) e

(25119

n=
no
H3
10
lIa}
[¥e)
=
|

Le cas particulier L=2R correspond a4 un potentiel pé-
riodique L, formé de distributions delta de puissance
Zg= 2Z. Or dans ce cas, les deux résultats précédents

(2-16) et (2-17) deviennent respectivement

Zgcosh qL - q sinh qL ~Zy

et Zgcosh qL - q sinh qL +7 4 !

et 1'on retrouve les résultats (2-13) et (2-14) éta-

blis précédemment.




TABLEAU II~] : APPLICATION NUMERIQUE

période R = w &
puissance de la distribution delta = Z = 7
ldelta 2deltas 3deltas 4 deltas 5deltas oté de ‘deltas
E=-q” ] | - e { | 2 e o]
Z z z 71 s 7! VA Z Z Z iz 7 Z 5 WX wt§

=057 85

o 'zf?/ 7
P \—0,8]8 / /
~0,870 + S EHA T
-0,876 - A // /
~ // 4 /// /

~ _-0,8887 7/

Ce tableau indique la(les) valeur(s) de q (E=-q? )donnant respectivement 1, 2, 3, 4, 5 états liés ou la

bande de solutions permises (cas périodique). Le signe + signifie solution paire et le signe - signifie

solution impaire.

[11] [10]

et Hund

2. Les E.T. ont &€té résolues numériquement sur ordinateur Siemens (double précision)

‘8¢
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CHAPITRE I11. - CARACTERISATION DU 15" ET DU N&€ ETAT LIE
DANS LE CAS D'UN POTENTIEL QUELCONQUE NON PERIODIQUE

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudierons le spectre de 1l'opé-
rateur (ii)
o

dx?

L =

* Vi(x)

dans lequel V(x) est un potentiel négatif quelconque, éven-

tuellement répété (mais de fagon finie !)

Par souci de concision, la méthode employée étant la
méme dans chaque cas, les résultats essentiels seront-

seuls repris et notés dans des tableaux.

Nous nous attacherons 3 déterminer une CN et une CS 3

l'obtention du premier état 1ié dans divers cas dans les

tableaux I 34 IV, Les tableaux suivants donneront les CN

et CS a 1'obtention du nE état 1ié.

On trouvera

exr
=

CN et CS 1 état 1ié| CN et CS nf état 1lie

potentiel asymétrique |[potentiel asymétrique

(tableau III-1) (tableau TTT7-5)
E#0 potentiel symétrique potentiel symétrique
(tableau III-2) (tableau TII-6)
potentiel symétrique potentiel asymétrique
(tableau III-3) (tableau III-7) X
E =0 potentiel symétrique

potentiel symétrique
(tableau T1II-8)

doublé (tableau TIII-4)




a) La méthode employée pour déterminer les résultats
de la premiére colonne (tableaux ! i 4 ) est celle

dévelofpﬁe fu chapitre I et résumée dans le tableau
A 1:2

I1 nous faudra choisir les ug de fagon a ce que le
Wronskien soit positif. Ensuite, aprés avoir déter-
miné les valeurs aux limites de S et vérifié les
hypothéses sur V, p, ..., il suffira d'appliquer les

résultats des approximations A et B.
Deux remarques importantes s'avérent nécessaires :

1° si le potentiel est symétrique, on peut carac-
tériser séparément les états liés pairs et les
états 1liés impairs (en fonction des conditions
initialies)

2° lorsque V(+») = V(=) = A, il existe toujours au
moins un état lié. Si de plus V est symétrique,
1'état fondamental (le plus bas) est un état

pair (+).

b) Les résultats de 1la 2€ colonne (tableaux 5 a 8)
sont les applications de la théorie résumée dans

1'annexe III et développée longuement dans [ 3]




TABLEAU TTI-1: PREMIER ETAT LIE

E # o
potentiel asymétrique

g g
V(x) # V(-x)
< | xI <
E=-q? V(x) ) x R
Viix)u=. 1o | xI =2 R
V(x)
u" + Eu = Vu E- = _qz (q > o)
u; = e-qx u; = eqx W = 2q
e v qx qXy2
S 7q (e +Se*")
S(-R) = o S(R) = o
(+R
J état 1ié d'énergie E = | LX&ELL ax >
v=R
e-ZqR [+R B s
ndiing,, L 9 V(x) e S 1 = 3 état lié d'énergie E
“fi. Jil

"€



TABLEAU TIII-2 : PREMIER ETAT LIE

E # o
potentiel symétrique
A
-R 0 +R "
x > ol
V(x) = V(-x)
impair e e Pl s g
\ / : V(x) < o il <oy
pair gty
e M
u" + Eu = Vu E = -q° q >"o
u; = Eoa u, = e+qx W = 2q
y e \' qx qX,a2
S T} (e +.5(x)ei")
Cas_pair : u(x) = u(-x) cas imgair : u(x) = -u(-x)
(u'(o) = o) (u(o) = o)
(u(o) # o) (u'(o) # o)
S(o) = +1 S(R) = o S(o) = -1 S(R) = o
B =] P i
o 7 A 745
4 A B s e A el Rl | —qxcoshqx 3 e g : = fR|, | -qxsinhqx
'd état 1ié pair 3 énergie E => Vle ——E———dx>l 5 état 1ié impair & énergie E => > Vix)le ———E——dx>l
| o <9
"R 2 fR : . 2
\ lV(x)lS-ci-S-%-—g-)£ dx>echosth =>3état 1ié pair a > |V|iiﬁg—&5 dx>equinth => 3Jétat lié impair i
/o énergie E . énergie E

GG E




TABLEAU 11II-3 :-PREMIER ETAT LIE
E =0
potentiel symétrique
-R 0 +R i
L4 - < X 7
\
X
impair (V(x) = V(-x)

- V(x) = o | x> R
pair

V(x) < o I xI < R

Vi(x)
A
u; = X Vg w1 W =1
S'(x) = V(x) (x-S(x))?
cas Rair : u(x) = u(-x) cas impair : u(x) = -u(-x)
S{o) = = S(R) = = S(o) = o S(R) = =
X S
U Sim=x
ler état 1ié pair existe toujours R
3 -état lié impair => § lv(x)lx dx > 1
o

R
‘y lv(x)! x* dx > R => Jétat 1ié impair.
o

Remarque : Les résultats du tableau 3.II. se réduisent a

ceux-ci lorsque E devient nulle. w




TABLEAU III-4

PREMIER ETAT LIE e

E =0 l
potentiel symétrique doublé |

[ 13]

>
i r
| V(x) = V(-x)
! £ﬁpair V(x) = o | xI> R+ L \
| V(x) < o le<%—R mor Loy il
pair )
| . Ce
| < < > V(x) ¥{x) = Vinit(lx| 2 )
! \
L (Vinften trait pointillé)
g -Sn
u; = X u, = -1 W o= +1
S$'{x) = ¥{x)(x - 8(x))*
cas pair : u(x) = u(-x) cas impair u(x) = -u(-x)
S(o) = = S(R) = o S(o) = o S(R + L/2) = =
% S(s) SEveh
| : V(s) T5Y R s = x -L/2

ler état lié pair existe toujours

+R
3 état 1ié impair => g lv(s)! (s+L/2) ds > 1

~R

/=R

+R :
g lv(s)! (s+L/2)* ds > R+L/2 =>] état 1ié impair

7L




TABLEAU ITI.5. : N°2® grat 1ié E#0
potentiel asymétrique
-R 0 +R
\ X ~
N -
E=-q°
q V(x) # V(-x)
e 2 18 = x> R
nS état 1lié V=) @ b,
V(x) <O IxI< R
0 ik sesein E = -q° g >0
0y o e 1% ay - e—qx W
\ X =g X
§F skl AgA* 4 i5eT IT)2
2q
S(-R) =0 S(R) = =
FR +
3 n pdles => 1°) U B S —l\dx iyl e 2%%ax l vl e?9%gx
2 mq
-R -R
! 1 o - s 2gqx =R
: 2°) s n <1 + — lvl e “9%gx lvl e“9¥ax -( lvidx)? |
. =4 s = |
!
~24aR +R =2qx
& 1 b =1 e T iptang L . g(#) , 2gx vl e B 2
| N = {{ 5+ 3tg (—Fp—73 _Rm;n(a— 88 Vg “ony s Ax

E13




TABLEAU III.6, : N état 1ié E 0 i
potentiel symétriquel
-R 0 +R
¥ X >
3 V(x) = V(-x)
-q° V(x) = O Ixl >R
8 < I'xl <
nE état 1ié =) v 4 B
u" + Eu = Vu E= -q° g -0
up = ed¥ u; = e ¥ W = -2¢q
l | -
A LS M G
cas.palr ata)y =0 cas impair a(0) =0
ACR) =CSx) =1 i N T
A(0) =0 A(R) = = A(0) =0 A(R) = =
A% e I—X'—u o B R N e A' 'V'<( shele U § T
PR L B e u2 P wp = eqx 3.0 X il i
1 1 R R
3n pdles => U, n < - + — S lvliw; dx . g lviul dx
2 mq
0 0
$oe \' (R R (R
Ua n < A e j lvlui dx g lvliu dx —(} lviuiuzdx)?
1 0 0 0
R -2qx R
{ | vi r (o 2 ¢
N={{s+= | mln(Zq ( ) qu A R b dx}}=>n= N M={{]—+lt ](Zy(,) + > mln(2q7§') equ,
2q ¢ (1) 2 B m B
)O X T IR
=9
Lyl o 20X ” w
2('1 *(T—,?,; T ) dx }} = n = N -O\




LIESTE . R

3

TABLEAU £

état lié

E =20

potentiel asymétrique

-R 0 +R b
. Vix) # V(~x)
n°2€ grar 1ié V(x) = 0 lxI =2 R
V(x) < 0 ixl < B
u” = Vu
u; = X u; = +1 W = -1
S' = -V(x + §)?
S(-R) = 0 S(R) = =
R R
51 - gk A ) P She lvldx lvl x* dx
A n poles = 24 n it s 3 % »:
2 R T R A
- Ry [t | 7 " e AN R —\” l vl dx S lvl x? dx —( lvlix dx)?
m
-R -R -R
) [ ) 6
1 1 =1 gk 1 1 v (v : 3 53
N = {{74-;{8 (_RB ) +7T—B_n m)l(n (ﬁ 3 l‘,l;—(T)) dx }} => ng\

A




TABLEAU III.S8. N~ = état 1lieé i E = 0
Lpotentiel symétrique
-R 0 +R
b'e
. V(x) = V(-x)
5 Vilx) = 0 | xI> R
n= etat lie V(x) < 0 lxl< p
u’' = Vu
uy = u; = 1 W= =]
§'s=ilybe(n + 8)°
cas pair u'(0) =0 cas impair u(0) = 0
3 1 C(0) =0 C(R) = 0 5 (0D =30 S(R) = =
C(x) = S0
c' = lvl (1 - xC)?
L \I R R
3 n pdles => 17) U, n < % + %\yj |V|dx‘J lvlx?*dx
R R R
° 1 2
e s P R j |V|dx( lvlx?dx —(J lvix dx)?
0 /0 0
R 2 R :
I m™+] 1 ‘p(i") 2 IVIB F > e 1 _1_ . &,D([l) lV!ﬁ => >
N={{ 5 3 3 mln(ﬁx; » TS ) dx}} => n 2 N N {{2 g~ : m;n( i s 7y dx}} n N

8¢
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CHAPITRE Iv., : CARACTERISATION DES BANDES DANS LE CAS
D'UN POTENTIEL PERIODIQUE

1. INTRODUCTION

Dans le chapitre III, nous avons étudié le comportement
du spectre pour un potentiel quelconque de portée finie.
Nous allons voir ici le comportement de ce spectre dans le
cas ol le potentiel devient périodique sur [ -, +«] dans
le cas ot E # 0 (tableau IV-1 et IV-3) et dans le cas ol
E=0 (tableaux IV-2 et IV-4).

Comme annoncé dans l'introduction, lorsque le potentiel
devient périodique, les valeurs propres ne sont plus dis-
crétes (états liés) mais sont situées a4 l'intérieur de ban

des.

On trouvera dams le §2 les résultats suivants :

CN et €S 1°E® bande | CN et €S n€ bande
E # 0 potentiel symétriquel potentiel asymétrique
(tableau IV-1) (tableau 1IV-3)
E =0 potentiel symétrique| potentiel asymétrique
(tableau 1IV-2) (tableau IV-4)

Nous nous penchons sur les propriétés des extrémités de

ces bandes dans les §3.

Et enfin, dans le §4, nous donnons quelques applications

e

b ér e - ; :
de nos résultats (1 = et n= bande) ainsi que des points

de comparaisons divers.,
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RECHERCHE DE CN ET CS A L'OBTENTION DE LA |
LA N€ BANDE

a) Les résultats de la lére colonne (tableaux IV-1 et
IV-2) sont déterminés a partir de la théorie déve-
loppée au chapitre I et résumée dans le tableau

E=2%

b) La méthode employée pour trouver une CN et une CS

g e - 3 A S
a l'obtention de la n= bande est développée ci-apreés

et est en fait une application de 1l'annexe III.

Les remarques faites au chapitre III sur la parité des
états liés et l'existence automatique du premier état
1ié pair a énergie nulle se transposent directement au

cas du potentiel périodique symétrique.

neor
s

La n= bande étant le n

intervalle de stabilité, nous

o7

nous attachons ici 3a caractériser successivement le n

intervalle de stabilité de

y"(x) = AV(x)v(x) = 0 (Energie nulle)
y" + [A - V(x)ly(x) = 0 (Energie non nulle)

bl) Caractérisation des intervalles de stabilité pour

Nous recherchons dans ce paragraphe les zones de sta-
bilité des solutions de l1'équation linéaire périodi-

que :

y"(x) - AV(x)y(x) = 0 (4-1)

V(x) = V(x+L)

AV(x) <0 (4-2) !

(voir annexe 1I)




Nous voulons caractériser l'intervalle de stabilité

o [ (112 : . .
2n 2n+1" (1'étude est identique pour ]A zn,xzn_“
défini par

y(x, A) est borné <=>In : A€EJA A [

S 2n+1

(Ré = 0)
On suppose que y(0) = 0 et y'(0) # O (4-3)

: - y(x)
En posant ¢ T (x) %TT;T Lo ET oOue

F(x) i 1 5% )

en ayant choisi comme solutions de y"(x) = 0

up (x) = x

et uz (X) = ]

Les conditions aux limites des problémes donnant lie

. P . . ]
a des solutions périodiques (de valeur propre Xiou ki

se traduisent par (voir annexe I) : S(0) = O (4-4)
ST e,
Dans le but d'introduire un pdle en x = L, on fait

la transformation homographique

S(x)

Alx) SETyTy

La fonction'A(x) satisfait 1'équation de Riccati

Ao = 2B kv A @ = x )] (4-5)
(4-6)
A(O) =0 A(L) = =
Pour caractériser A (8 e B qui sont respecti-

2n gn+l’
vement la (2n-1) et la (2n)= valeur propre du problé-

me (4-6), on compte le nombre de pdles de la solution

A(x) dans l'intervalle [O,L].
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En conséquence,
: éme . St
A appartient au (n+l1) = intervalle de stabilité
" Lo : 1
]kzn, A 2n+l[ <=> A(x, A) a au moins 2n pdles et

au plus 2n+1 pdles.

n et A sont dés lors reliés entre eux, grace aux

résultats donnés dans 1l'annexe III

2n 2 L)
2n+1 < UM) (4=7)

I1 nous reste maintenant a écrire L et U sous forme
explicite (bornes U;, Uas et L). L'équation (A3-1)
est ici 1'équation de Riccati (4-6) et les solutions

linéairement indépendantes u. sont

up (x) =
uz (x) = - x
Donc, W = -L est négatif sur [0, L]
V(x)

» la fomection

correspondant 34 +AV(x) est
p(x) .3 £x)

négative.

On peut calculer la borne U.

En notant

1,
Io ( M!ifﬂ (L - x)*dx
L
J0
F L
Ty tm Nxézﬂ CL =Sae)acdx
J0
r L
I, ——MVI(JX)I x? dx

20

La borne U; donne :

Vi od A fh i
a1 B s ¥ S w le(xﬂ(L-x)’dlev(xnxzdx
0 0

(4-8)
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Puisque I, est positive, U; donne

T E i L
2n+] < ¥ ¥ —(jIV(x)I(L-x)zdeIV(x)Ix2 dx
0 0

gy |
11 2 \1
—(KIV(xXx(L—x) dx))’
0

(4-9)

On ne peut appliquer la borne U' car, u; {x) s'annulant
en L, f'(x) n'est pas bornée; f(x) ayant une singularité

au point x = L, la borne inférieure a la forme

L
. (¢ (u)L AV (x)|(L-x)28B i
JO “‘;“(ﬂ(L—x)" L e(r) )d"” :

|-

2n > {3 +

Si 1'on choisit

B o= et p(u) = V&
B =1L
La borne inférieure devient

: ;
1 N L 1 ;
o e M W } A
2n {{2 + = J mln((L e Vix)! (L-x%) dx‘i 1
0¥ x
(4-10)
En résumé, les conditions (4-7) apparaissent explicite-

ment

a
\

L )
. 2 1. VA g 1 L-x)%ldx
N, S A implique 2n+] 2{{—24——"— jom;'{(—L—:—;Tzﬁ(X)I( x} ")5

A S ! impli
et ) yiEd implique

1 2 2 I L
[ L T T = 7+;"- fj |V(x)|(L—x)2dxj lv(x)! x* dx
0 0

2 2\ L L
2° 2n+] < I+= I(SIV(XH(L—X)zdeIV(xNXZ dx
0 0

L
—(S[V(xﬂx(L—x) dx)2>”2

0
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b.2) Caractérisation des intervalles de stabilité
pour y"(x) + (A = V(x))y(x) = 0 [15]

La méme étude peut se faire au sujet de 1'équa-

tion linéaire périodique

y"(x) + (A=V(x))y(x) = 0

V(x + L) = V(x) (4-11)
V(x) S 0 X

Pour une valeur fixée de A, la solution y(x, A)

est bornée ssi il existe un entier n tel que :
ATEEX X! b A
Woons. B shegal 29 bR soth Rognyl

De plus, nous supposons

A strictement négatif (A = -q°, q > 0)
y(0) ¢ 0O y " (O) % 0

Les solutions de :

y"(x) + Ay(x) =0

eqx

sont dés lors : (yi (x)

e—qx

ya (x)

Si 1'on pose une fois de plus

'(x) = %4%%7, on obtient les conditions suivantes
SRIL. S 5(0) = -1
S(L) = iyl e

La transformation homographique

B(x) . .+ 1]

A(x) =
S(x) + e2qL
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nous donne l'équation de Riccati.

i s 2
A'(x) = V(x) IeEnhquEakie)e ™ (4 quequ—]ﬂ

2q (%)

(4-12)

avec les conditions limites
A(0) = 0 et A(L) = o

Et ainsi, les intervalles de stabilité sont reliés

aux poles de A(x) puisque

A appartient a 1la nE zone de stabilité

§

A(x) a au moins 2n-1 pOles et au plus 2n pdles.

Dés lors, n et A sont reliés par les inégalités

(2n=-1) 2 L()\) et 2n < U(A) (4-13)

(voir annexe III)

L'équation (A3-1) est dans ce cas (4-12) et les

fonctions ui(x) sont ¢

u; (x) sinh qx

uz (x) eqx(e_quequ—l)

Zal
W(ui, uz) = q(1 - e“1)< 0

VIx) =
et ET;T = V(x) <O




On a donc

lv(x)]|

I
I, B
0 2q (e T-1)

lv(x)|

L
I, g_u___
0 q(eZqL-I)

v (x)l

eqx(e_quequ—l)2 N

sinh(qx)eqx(e—quequ—

sinh? (qx) dx

46.

1) dx

L
IZ = RS AR
Jo ale 0 1)

En vertu de (4-13), on peut donc écrire en explici-

S, g
tant U;, U; et L (en choisissant Ve 1)
L 2qL_
A= -q? > xZn => 2n >{{%+ %j mln(zz(: _zli 5oL ’
0 et o -1)?
IV(XMequ( 2qx22qL 1)? : sin
2qL . (
2qL(e 1)
4 => » l .% o/ -
P AR 20+ 1 -~ 1 ) 2n < 2 + T Io Iz (4 IS)
290524 < ] % VI I, -1}

Remarque

on retrouve les

A =+ 0)

Si 1'on pose X = V(x) =-AV(x),

résultats du paragraphe bl). (pour
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TABLEAU IV-1 : PREMIERE BANDE E # o
potentiel symétrique périodique

\y

0
+
E

L

Bl il cilaitnsitiitoneniis Ay S

7 -
\\ Ez / ) : V(x) = V(x + L)

bande impaire
o 4 Z

" s S A WS VA 7 4 L

* o V(x) = V(-x)
\\ // E V(x) < o
L —,_bande paire

Y i S N R - S5 e (S Y T I R SRR

il s
V(X)
u" + Eu = Vu E = -q° g >0)
u; = e—qx u; = eqx = 2q
S Z (e-qx+seqx)2
cas pair : u(x) = u(-x) ¢as impair : utx) = ~uf-x)
S(o) 2 s STe) ==l
SEus wiwie RAE s(L) = -e~2dL
3 bande pairead énergie E = E;, => 3 bande impaire a énergie E= E, =>
(L X 2= e [ < 2 5
-—1_—2—— Pyl coth i, 2e(Ral), i ta-16) e i IV(x)l Simhgr, o  2a(xSh)as . cqo i)
% qlL q s Tigl q
1 e o 1 e
71, 2 qlL SS2gCE-L) t T
_2 = \ | ) S22R 4%, s e C;Sth => ittel que 2! fz - )_2 - g | YiEx)) S28R BX i w
I E (1-e “%%) (1-e ) /o g
3 bande paire 3 énergie E = E, Z bande impaire a énergie E = E:

Rem: si L 2=, on retrouve les CN et S 3 l'obtention
de la lére bande impaire pour potentiel non

répété.

LYy




TABLEAU 1IV-2 : PREMIERE BANDE E = o
potentiel symétrique périocdique

-

< —>

e e o bande impaire

=Rt
= \\\\\\\L\L\\XK\TLX\\\\Y\\\\\\\\X\\

(0

B R e T N R T T N R R oC - bande, padre
\Y
(x) V(x)= V(x+L)
V(x) = V(-x)
Vi{x) < o
u.= Yu
i =X Wy omr] W = +1
8' = ¥i{x - 8)° ;
cas pair : u(x) = +u(-x) cas_impair : u(x) = -u(-x)
S(o0) = += S(L) = += S(o) = o S(L) = 1
L
3 bande impaire => g IV(x)l(l-f% )x dx >1(4-18)
o
lére bande paire existe toujours i
it tq L—EFE S lv(x)l x*dx > 1 =>3 bande impaire
o
Rem : Ces résultats sont ceux du tableau 4,1II. lorsque

E = o

e e




TABLEAU IV-3 , : N®E® BANDE 'E # 0
Lpotentiel périodique
-— L .
N o
=R o + R
> (V(x) = V(x+L)
{
| <
J(x) 0
‘\:/// o \\/[ ‘ - . bande
u" + Au = Vu E = A < a
= —q2
A € n°%2® intervalle de stabilité ¥ =_\2,q(eqx+8e-qx)2 S(o0) = -1
2ql
: G L) = =g
n
)
9 sy |
A€ _] A > A" A = —m——
2n Zntil S+e2qL
()
J 1:
A(x) a au moins 2n-1 poOles et AtCx) = Vgxi ZSinhqx+Aeqx(e2q(L—x)—l)g
a Jas =2 oles 2qLe : =1) .
u piu . B A(o) = o A(L) = o
jE - ye= 3 <L /Zq(eZqL-l)
AN, =>2n 2{{ = +— min y
=Y =
2n-1 L(A) - 2n VoA )o X e2qx(e2q(L x)_l)2
2n < U(A)
V(x)equ(eZq(L-x)_])zh
= ;dx}l
2q (e )
A< ! o daiaCs kg & o : 46 )
25 2 gk R NO LR app .t -
O




TABLEAU IV-4 : N BANDE E =0
L potentiel périodique
0 +R N
\ / \ / :
éme
R e e R P e P e e 8% bande Bl e e S
V(x) < O
u" = Vu VoS AN Y.< o et A >0
A € n°2® intervalle de stabilité Sif =:¥—(x + §)°? S(o) = o
@ S(L) = -L
S
ALE A P Ty -
< 2n’@ Font- AT
A(x) a au moins 2n poOles et A'(x) = l—zi—l( +A (L-x))? Ao ) . ='p
au plus 2n+1 pdles A(L) = =
/“\ A > 2n+12{{ ooy <L i WV, |(L- y2idx}}-1 !
J, > = n 3 min A x |
2n Xod g (L- x)2 ) |
= A !
4 :( )>\ = ; 1 2 2 \ //‘L - !
2n+1 Ui(A) A e B S 2 2

Y S gk T R S |V J(L-x)* dx > v x*dx |
/ 0 o [
]

‘06



3. POTENTIEL PERIODIQUE VERSUS EQUATION DIFFERENTIELL
A COEFFICIENTS PERIODIQUES

Dans le premier paragraphe, nous nous somme atta-
chés 3 trouver des CN et S a4 l'obtention de la premié

re bande et de 1la ng bande.

Ces bandes peuvent aisément étre identifiées aux
régions de stabilité des solutions de l'équation de

15 16 17
HILL (traitée dans 1l'annexe 1).[ 1 ael a7

Nous notons ici les résultats spécifiques aux band

-~

de solutions de 1'équation de Schroedinger a potentiel

périodique.
Les notations sont celles de 1'annexe 1I.

Si 1'on écrit

q(x) = q(x + m)
et A = E (énergie)

V(x) (potentigl)

1'équation de Schroedinger devient

u(x) + [X - q(x)] u(x) = 0(i)(E=X#0) (4-19)
u"(x) - Ag(x)ulx) = 0 (ii) (E ='0)
qui, dans cas, est aussi appelée équation de Hill (i)
ou de Lyapunoff (ii).
Al.
Les valeurs propres de 1'équation de Hill (i) et de
Lyapunoff (ii) (4-19) sont notées soit Xi soit l'i et

sont réparties de la fagon suivante

N

l\o <)\'1<)'2 ‘i)\l )-2 “i)\'a <A'4 <x3..-o

Les A et A correspondent donc aux extrémités des
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De plus, les bandes (c'est-a-dire les intervalles de

stabilité) sont déterminées par les intervalles

[Ao, x'l]; [X'z, xl]; [Az, )'3];
A2,

De plus, les valeurs propres correspondent a des

ce a4 des solutions de période m tandis que les X'i

correspondent a des solutions périodiques de période
2N,
A3.

Enfin, si le potentiel est une fonction paire, c'est-

a~dire si
q(x) = q(-%)

les valeurs propres correspondent a4 des solutions soit

Application : (E=0)

Si 1'on examine 1'équation de Schroedinger avec comme

potentiel

V(x) r P |x|<-;_-
B
= = o <
0 5 | x| 1
V(x) = vV(x+L) L=2
L=2
< >
]
0o %

Y

N 2
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{:23] 1 15]

Les Ai sont déterminés par 1'équation

A

COSA - 5 sin\ = 1

Les R'i sont déterminés par 1'équation

A ;
cosN - = sink =-]
2
Quant aux intervalles de stabilité, ils correspondent
a3 A,

P A
Vérifions : =1 cosA - = sin) < |
c'est-a-dire,

)\0 = 0 —r—
0 B Nty el oD
e 1 e T TR e e B
Ny =14 05—
Na = 6,28 ——
77 T Alg=big )88
'
A :
]
'

Le tableau IV-5 indique l'apparition des niveaux
correspondant aux A critiques ainsi que les bandes

déjia introduites dans le puit de potentiel,




TABLEAU IV=5 : APPARITION DES BANDES DANS UN POTENTIEL CARRE

Vo= . Vo = Vo = Vo =
Vo=],722=2:95 3,14=9,89 4,05*=16,25 6,28=39,4 6,85*=47,0 Période Parité
7777777 ! L 777, (\;l' ) et 77 S o i
\\ 2 \\ . .
T.\oz\\ ~ Y /\ N e ///////V‘2= 6,28) m pair
\\ i Lo )\'1) N
G ////// Ao > \\
01 e
= ~ b
N 7777 S 7741/ 0
e //////’)\*o) /4 )‘\'l.)\
e \\ =
b \ N \\
v % 7 A1=4,05) n impair
A% s ////////
. R (A'2=3,14) 2w impair
1
Remarque : \\ /////Q 1)
B
K e . § // ;\o)\
Le tableau se 1lit aisément comme sult : - 3
La 3éme valeur propre apparaissant est A'z. % \\
3 A
Correspondant & l'entrée de la 2% bande, elle \\ Aty 272) 2m ! pair
vaut 3,14 et correspond 3 une solution (fonc- ' s //////'\o 0) : y
Ao = ;i pair
tion propre) impaire et périodique de périeode ‘
27T,

'S
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4. APPLICATIQ@NS

a) L'éguation de Mathieu est un cas particulier de
oo0oo ©O000OO0COO0CODODOODOOODOOO
1'équati de Hill et s'écrit
a"(x) + [Ajd+ Beos2x] u(x) = 0 (4-20)

Nous nous attachons ici essentiellement a4 déterminer
la premiére bande impaire a énergie nulle. Des points

: X [ annexe ITI]
de comparaison nous seront donnés par Borg

L'existence de la premiére bande impaire revient i

imposer
7 el <8 1971

et donc X'y < |B| => (4-18). La contraposée de cette

implication fournit le résultat

1Bl = 1,05 =>2a', > |8l (4=-21)

Borg, quant 3 lui, donne l'approximation suivante

1pl< o => 1 - % SW 3 <1 + X (4=22)
w
: A P [17]
La valeur approximative de X', est donnée par
2
k'2 = l +§2—— B ﬂ:
b ¥ ¢ 1 1
deteiaay (4-23)

(fraction continue)




valeur approximée

> ATy o 4869

nos bornes => Ay 2 1

b) Potentiel carré
0O000D0D00D0COO0CODOODOO

Considérons l'équation de Schtoedinger avec poten-

tiel V(x) périodique de la forme

n
V(x) = <k pour I xI< R =‘Z‘
T .
= 0 pour e
Vix) = ¥(x +.7)
L =n
O‘ »
. i Xy
kz
-
m
T

bl) Potentiel carré a énergie non nulle

I T e I I Y

Dans une premiére partie, nous examinons ce cas a
énergie non nulle. Les bornes (4-16) et (4-17) donnent
une borne sur la valeur propre correspondant respec-
tivement 4 l'entrée de la premiére bande paire et 2

1'entrée de la premiére bande impaire.

Si on note E = -q?,

1'implication (4-16) donne

-qr. -3qnm

Kk’ 1 mq €. 2 ain 2

20 s L L T, Py
>q22+4 2 2

)\o< —q
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l: 1) o R TR (4-25)

1'implication (4-17) contraposée donne

~-3qmn —-qm |
k e mq & ~29%. — 89" #2q%
q—z— 2+ 4‘.’2(9 e 2 +e2 ""4 e
G} L g R e, m Lo (4-26)
Le théoréme de Borg donne pour le résultat (4-26)
k? k! k? k*
2 et .k oA ) = A edin P
ke <4 ) 5 + T XYy 1 + 5 + T (4-27)

Soit q = 1; ramenons le potentiel A moyenne nulle

(Cfr annexe TI)

2
nos bornes => k * < 2,9 = o ol >%_ &
k? Kk*
bornes Borg 23 Tt <X =>\!, 2 1_5_ 3 Y
soit k*= 2,5
on obtient nos bornes Ay 720,25

bornes Borg Pl e 7 I B

b2) Potentiel carré a énergie nulle

L I R I I I R )

Examinons maintenant le méme probléme mais a éner-
gie nulle cette fois. La premiére bande paire existant
toujours a énergie nulle, nous nous attachons seule-

ment 3 déterminer l'entrée de la premiére bande impair

(4-18) donne

Ak — B> LAty (4-28)

Borg donne, pour la méme valeur propre, le résul-

tat sulvant
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(4-29)

bornes Borg => 0, 425 < \'; <1,825

nos bornes => 0,7 < \';

Remarques

lo

Nos bornes sont meilleurs. Cependant, contrairemen
i Borg, on obtient une majoration que d'un seul
cOté,
ére

La ] bande paire existant automatiquement, nous

n'obtenons, tout comme Borg, aucune indication

sur la valeur de Ao .
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ANNEXE I. : L'EQUATION DE HILL ET EQUATION DE
LYAPUNOFF [15] [19] (23]
A) L'équation de Hill est de la forme
yilx) + B\ Fglx)) yix) =B (A1-1)

ol A est un paramétre et ol q(x) est une fonction

réelle périodique en x et de période m,

De plus, on suppose q(x) borné et dérivable par

morceaux.

Supposons que y; (x) et y2(x) soient deux solutions
linéairement indépendantes de (Al-1). Ces deux solu-

tions sont déterminées de fagon unique par les con-

ditions
A (O) - 11 }"1(0) = O; Y2 (0) s 0’ y'2(0) = |
Comme les solutions de (Al-1) sont fonction de A,

on notera yi (x, A) et y2(x, A).

a) Un théoréme du a Lyapunoff et Haupt nous donne

20 21 22
les résultats suivants :[ 1 I ]

1° A toute équation différentielle (Al-1) sont
associées 2 suites infinies, croissantes et

monotones de nombres réels
A0; )\l, )\2

Bis Xd a0

"= tels que (Al-1) a une solution de période m

ssi A= Xn CRmL) Y A 2 T

- tels que (Al-1) a une solution de période 27

s81 K= X; 5 E T G R
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2° Les An et k'n satisfont les inégalités

R | PN o RO T S R T Rl Y s

(A1-2)

3° Les solutions sont stables (c'est-3a-dire
bornées ¥x) dans les intervalles (Ao, X';),

(ATaly A1), (K3, X's), ..
4° Les Rn sont les racines de 1'équation

AA) = 2

et les k'n sont les racines de 1'équation

A(N) = -2

ol A()‘) o At | ("’ x) + Y'2(7’, >‘)

Si q(x) est symétrique, g(x)_=_g(-x)

et dans ce cas, les solutions périodiques neuven
étre choisies soit paires, soit impaires. Plus

précisément, (Al-1) admet une solution périodiqu

- de période m et paire 5 R R | 5 ) =0

- de période ™ et impaire ssi ya2 ( % ) =

- de période 2m et paire ssi vy ( % ) =

- de période 2m et impaire sis i ta il % ) =0
T 2 L16) T17]) 124} 1.25]

Définigion ¢

Si, dafisiil'équation (Al=l1)y q(%X) = pcos2 x,

1'équation de Hill est appelée équation de

Mathieg.

On peut déterminer 4 types de solutions pério-,

diques de 1'équation de Mathieu
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5 '
cezn(x) A2n’ 2rcos 2r x

est une solution paire, de période m, de valeur
propre an

Lo :
sezn(x) r=]B2n,2r51n 2r x

est une solution impaire, de période m, de valeur

A
propre A, _,

og (2r + 1)x

N t4s

Ce2n+l(x) ¥

A2n+l,2r+lC
r

0

est une solution paire, de période 27, de valeur

A
propre A, .,

B sin(2r + 1)x

580 ae) BT 2n+1, 2r+l

b

™8

0

est une solution impaire, de période 27, de valeur
ropre A
RERP 2n+2

On peut aisément déterminer les valeurs propres cor-
respondant a4 ces fonctions propres et de 1la, les coef-
ficients Ai : et Bi ; qui assureront la convergence

’ ’
de ces séries.

Pour se; (x), par exemple, on obtient les relations

suivantes

2

— se; (x) + [A'2 + Bcos 2x] se; (x) =0
dx?
2
e R By i
2 ﬂl
o 4(25-X,..

(fraction continue)
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l

S [ T Tl P i !
se; (x) = sin x + g sin I Z—[T§7Sln 5% +6481n 3x
3
158 sin x] - g [ : sin 7x # —l——sin 5x
R WAL A
1 N ] . -t 4
- ————— sin 3x - —sin x] + 0(B8")
308 e 2?

Le diagramme suivant montre les zones de stabilité
(en gris) et d'instabilité en fonction de A et f. Les
courbes délimitant les zones correspondent aux solu-

[ 26]

tions périodiques

Mathieu Functions

unstable region

: 70

60

50

40

30

20
ceq 10 \ﬂ%
Q T f}’?

Figure 7-5 The)/ plane shoWing the character of the solutions of the :
: Mathieu equation for different values of ) and S
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Si on examine le diagramme pour f fixé (// a 1'axe
des A), on retrouve la gradation des ki et X'i annon-

cée plus haut,

En effet, ces a pour valeur propre Ao
cer a pour valeur propre A',
se a pour valeur propre A';

sej a pour valeur propre A,

et on retrouve bien (A1-2)

B) Si 1'on examine 1'équation de Lyapunoff[23]
y"(x) + Aq(x)y(x) =0 (A1-3)
avec q(x) = q(x + )

Aq(x) 2 0

et si 1l'on suppose q(x) bornée et dérivable par mor-
ceaux, on obtient des résultats apparentés i ceux de
Hill. En effet,Lyapunoff a montré que cette équation
donne existence & une suite infinie de nombres Xi et

R'i tels que :[27 I

e e e Y O UV S U Ve ELIMRE S W

avec R'i valeurs propres du probléme

y"(x) + Aq(x)y(x) = 0.

y£0) =-=ywlL)

y'(0) = -y(L) (solution périodique de t
période 2L)

et avec Xj valeurs propres du probléme
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y'(x) + Aq(x)y(x) = o
y(0) = y(L)

y'(0) = y'(L) (solution Périodique de péri

de L)

2° Pour A fixé et positif, les solutions y(x, X) son

stables

2 e | ' |
Lol ey Wi 2n e o AR, oA

(3 condition que l'intervalle ne soit pas réduit
d | point).

Les résultats sont identiques 3 ceux tirés de Hill, 1

faut cependant noter le rdle différent de A dans
(Al1-1) et (A1-3),




65,

[28]):.[ 29]
ANNEXE II. : THEOREME DE BORG

Le théoréme de Borg s'applique aux équations de Hill
(les notations employées seront donc celles employées

dans 1'annexe I.)

Si, dans 1'équation de Hill

ytlxy o+ T2 g glx)) y(x).=0

q(x) est périodique de période 7 et

m
est tel que # J lq(x)ldx = A
0
n
est tel que g q(x) dx = 0 (A2-1)
0

N >

Alors, pour tout entier n >

‘JKZn—l % 2n| s Z%
[ 2a| < 4
g 18 B 2] < -ty
|88 2a7 T 2on| < A

1° D'une manipulation assez aisée, ce théoréme ne don-

ne malheureusement aucune indication sur Ag.

2° Dans ce mémoire, la condition (A2-1) n'est pas im-
P

posée. Il est donc nécessaire d'effectuer un chan-

gement d'axes horizontal pour comparer les diffé-

rents résultats obtenus.

Dans le cas du potentiel carré, par exemple, analysons

les diverses étapes qui nous permettront de comparer

les résultats obtenus.
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1) Suivant nos conditions, le potentiel carré a la

forme suivante

A

v

2) Pour vérifier la condition (A2-1) du théoréme de
Borg, il faut effectuer un déplacement d'axe hori-

zontal. (en pointillé sur le graphe).

La valeur de k vérifiant (A2=1) est

N o= 2R
k.= Vo 2
Dans le cas particulier ou R = %, on obtient
= iy _ Vo
k = ) et oA 5

Le théoréme de Borg est applicable

3) Encore faut-il établir la correspondance entre nos
résultats (établis sur base de l'axe Ox) et les

résultats de Borg (établis sur base de 1l'axe Ox').

Le potentiel étant déplacé verticalement de Vo - k,
il en sera de méme des valeurs propres.
La relation
A =N + Vo -k
Borg °

permet de comparer aisément nos résultats et ceux

de Borg.
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ANNEXE III. : BORNES SUPERIEURES ET INFERIEURES AU

NOMBRE DE POLES D'UNE EQUATION DE
rRiccaTr [ 4]

Si 1'on considére l'équation différentielle du 2%

ordre,

(P(x) u'(x))' + r(x) u(x) = V(x) u(x) (A3-1)

et si 1'on suppose

P2 0 surda g o h]
Vi(x) & 0 gury =l a, Bl
lo<a <

V(x), r(x), p(x) et p'(x) sont continues par mor-

ceaux sur Ja, bl

: hapitre I ; by
On sait [ chapit I qu'on peut associer i ce pro-

bléme une équation de Riccati appelée équation de pha-

se

SEURY & FT¥§}%T§T Cui(x) + SEEY w (x))? (A3-2)

ou up (x) et uz (x) sont 2 solutions linéairement indé-

pendantes de (A3-1) lorsque V(x) = 0

u(x) = Ci (x) u; (x) + Cz2 (x) uz (x)

Ca (x)
S(x) = &b - phase S(a) = 0
W(x) = ui (x) u'2(x) = u'; (x) uz (x) < 0

(choix adéquat des ui)

Nous allons maintenant donner des bornes supérieures

et inférieures au nombre de p6les de S(x). Pour rappel,
un pole de S(x) correspond a8 une solution de 1'équatio

{A3=1) .

R R R R R




On trouvera dans [ 3] le développement de la théorie

qui conduit aux résultats suivants

A) |[Borne supérieure du nombre de pdles de la phase

Al : 15E type de bornes supérieures
On pose
wi- @)
f AL
(%) uz (x)
4 :
= V(x) 2
Io ga N S u 2 (x) dx

b
I, = J —Xiil—— uls (x) f(x) dx
a

p(x) W(x) (A3-3)
b
) V(x) 2 2
Iz = [a p(m— u z(X) f (x) dx
Premiére borne supérieure générale
U n<-§;+;]-tg—]a+ﬂ-2—(\llo Lo (8 ot Yo o Ja

(avec aparamétre positif
arbitraire)

Deux choix particuliers de a fournissent respecti-

vement
Ui n < -,])— e "z \/Io I, (A3"4)
2 ” 2
U, nS<qg + > Io 13— 1% (A3-=5)

(la borne U, est applicable a condition que
f(x) 2 0)

o

type de bornes supérieures

V(x) u3 (x)

S11'on pHseh = —
N (x) = 300 Wm)
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et si les conditions suivantes sont vérifiées sur

[a, b]
(1) F(x) finje
(IT) £'(x) bornée (£ (%) .S F) (A3-6)

CETI) th' (x) BExiste etiS O
(1IV) [h(x)]l/2 intégrable

On obtient un nouveau type de borne

Si f£(a) S0

1

b (V(x)u3 (x) >T

a

[

A

a

J—-b V(x)u;(x) T
Fj ('p‘rrw—f et . 0

B) |[Borne inférieure du nombre de pdles de la phase

On suppose que f(x) < =
a < x<b>

On obtient une borne inférieure L

-
L n >ﬁ%+% tg_] (fﬁﬁlﬁfiﬁl.>+
b V(x)  uj(x)
i . (e u) o, }
”L “‘;“( B U v )d"}

(A3-9)

avec M, B paramétres arbitraires positifs

¢ (1) fonction arbitraire finie.

Pour un choix particulier de pet de ¢ (H), la borne

L devient




70,

1, -1 7% Find
P By
- rb V(x)u; (x)B
] x g
-1;'\[; ¢ m;n( B = ) Wilx) )dx}}

(A3-10)

Remarque
00000 O0ODO0OCO

[3
La notation { a}} signifie "partie entiére de a",
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CONCLUSIONS ET EXTENSIONS

Le domaine d'application des méthodes employées, tant
dans le cas non périodique que dans le cas périodique est
trés large gt dépasse le cadre de 1'équation de Schroedin-
ger comme 1'expose en détail le travail paralléle déja

[ 4]

signalé

“"igralons toutefois les problémes de physique mathémati-

que qui pourraient é€tre traités par la méme approche.

a) L'étude de 1'équation de Schroedinger avec un dipdle
comme potentiel serait un prolongement intéressant du
chapitre II.

[31]

b) Dans le cas de potentiel périodique, seules les extré-
mités des bandes sont caractérisées. Il serait intéres-
sant de déterminer a 1'égal de Hund pour un '"potentiel
Dirac", une équation transcendante caractérisant les

valeurs comprises 3 l'intérieur de la bande.

c) Si le potentiel est un motif formé de plusieurs distri-
butions delta, une extension aisée du ch II nous con-
duirait 3 la détermination du spectre de 1'équation de

Schruedinger.

De plus, une équation de phase scalaire peut @tre écrite

pour un systéme linéaire d'équations différentielles du

ou
er . > s i
1== ordre (2x2) et également pour un systéme différentiel

[ 32]

matriciel de dimension quelconque d'ordre 2

Les bornes obtenues dans ce travail doivent probablement

s'étendre au moins partiellement & 1'équation de Dirac
e

[n}

(systéme du | ordre de dimension 2) ou a 1'équation de
Schroedinger a plusieurs particules (systéme différentiel

d'ordre 2 et de dimension quelconque).
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