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INTRODUCTION.

Pour beaucoup de phénoménes physiques, le modéle mathématique
d'un systéme linéaire d'équations différentielles est seulement une image grossie=-
re de la réalité car il ne tient pas compte des diverses forces pouvant agir sur
le systéme physique. Bien que ces forces soient parfois faibles, elles ne sont ce-
pendant généralement pas négligeables. Ainsi s'est avérée utile 1'étude des sys-

témes presque linéaires.

Divers mathématiciens se sont intéressés 3 de tels systémes
(existence des solutions, calcul de ces derniéres lorsqu'elles existent). Citons
parmi d'autres: POINCARE, KRYICV, BOGOLUBOV, METROPOLSKY, MALKIN, CEBARI,HALE,...

Dans son livre "Ordinary Differential Equations", J.K.HALE s'in-
téresse notamment aux systémes périodiques presque linéaires et en recherche les
solutions périodiques en appliquant la théorie de CESARI. De plus,il aborde le
cas ou ces systémes posseédent une certaine symétrie ou admettent des intégrales

preziéres et recherche l'influence de ces propriétés sur les solutionse.

C'est de ces deux derniers sujets que traite le présent mémoire.
La premiére partie est consacrée & l'étude de la symétrie dans la méthode de
HALE-CESARI, la seconde consiste en 1'étude des systémes de LYAPUNOV et des systé-

mes proches de ceux-ci qui admettent une intégrale premiére.

Dans la premiére partie de ce ftravail, au chajitre I, nous présen-
terons brigvement les résultats de HALE concernant la recherche des solutions pé-
riodiques des systémes périodiques faiblement non linéaires.

Dans le chapitre 2, nous étudierons un type de symétrie de systémes d'équations
différentielles: la propriété (E) par rapport & une matrice S. Nous en considére-
rons l'incidence sur les solutions de ces systémes. A ce niveau nous serons amenés
4 expliciter la méthode itérative de résolution de systémes périodiques faiblement
non linéaires indiquée par HALE. Ensuite nous définirons ce qu'est une fonction
symétrique par rapport & une matrice S et démontrerons diverses propriétés de ces
fonctions. Enfin nous étudierons l'incidence de cette symétrie sur les équations

de bifurcation.




Au chapitre 3, nous illustrerons la méthode de HALE-CESARI et nos résultats, en
appliquant cette méthode & une équation particuliére.

Au chapitre 4, aprés avoir vu comment un systéme périodique faiblement non linéai-
re peut &tre ramené & un systéme faiblement non linéaire & coefficients constants,
nous nous demanderons si la propriété (E) du systéme est altérée par cette trans-
formation.

Enfin au chapitre 5, nous présenterons les résultats de HALE concernant les sys-
témes faiblement non linéaires qui admettent des intégrales premiéres. HALE propo-
se alors un exercice dont nous reproduirons l'énoncé, il s'agit de 1'étude d'un
systéme de LYAPUNOV. :

La résolution de cet exercice sera l'un des objets de la deuxisme partie de ce tra-
vail.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous définirons d'abord
ce qu'est un systéme de LYAPUNOV, puis nous étudierons les solutions périodiques
de ces systimes, ensuite nous indiguerons comment construire pratiquement ces so-
lutions et nous illustrerons par un exemple. Enfin, nous démontrerons quelques

propriétés de ces solutions périodiques.

Dans le second chapitre, nous nous intéresserons aux systémes proches des syste-

mes de LYAPUNOV. Nous étudierons successivement: les solutions génératrices de ces
systémes, la solution périodique correspondant 3 la solution génératrice triviale ,
les solutions résonnantes et les solutions périodiques correspondant aux solutions

périodiques génératrices non triviales.

Remarque:

Une notation couramment employée dans ce travail demande & &tre précisée.
Nous noterons ¢(.),f(.,x(.),£) au lieu de ¢ (L), 20, x(4), 8 )
lorsqu'il est important de ne pas confondre des fonctions dépendant d'une variable

t avec leurs valeurs pour une valeur fixée de la variable.




PRENIERE PARTIE.

ETUDE DE LA SYMETRIE

DANS LA METHODE DE HALE-CESARI.




CHAPITRE I.

METHODE DE HALE-CESARI

Hale présente une méthode pour déterminer des solutions périodiques du systéme
=B (t) x+ € £(t,x) (I.1)

ot f(t,x) et x sont desnvecteurs appartenant 3 &2
etou B (t + T) = B (%) s
£ (t+7T, x) = £(t,x) Ft
2 f(t,x), £(+,x) continues AGR et x€C®
?x

B est une matrice n x n

Quelques définitionss

¢(t) est une matrice n x p ( p £n) telle que les colonnes de cette matrice
forment une base pour les solutions T- périodiques du systéme

X = B(t)x : (1.2)

(I/(t) est une matrice p x n (p £ n) telle que les lignes de cette matrice for-
ment une base pour les solutions T~ périodiques du systéme adjoint

y= - yB) | (1.3)
A partir de ¢ et ¢/, deux autres matrices p x p sont définiess
'/ N
¢t §, By By at (1.4)

Ddéfj:\l-’ (4) @lt) at
ou ! signifie transposée.

Ces deux matrices sont non singuliéres, constantes.
Qo ... 5 . o
'JT désigne l'espace des fonctions n- vectoridles, T- périodiques continues

On peut définir deux opérateurs de projection P, Q sur .Trcomme suit:

T
prd B c"l_j P(1) £ (1) at (1.5)
(o]
) -
e S Wi 1 If:‘l/(t) £(+) at
Notons que P envoie ‘(PT sur le sous=-espace dej’T engendré par les solutions T-
périodiques de (I.2) et Q envoie ﬂ?l, sur le sous-espace de f(?r engendré par les

transposées des sclutions T- périodiques de (I.3).




Nous allons maintenant énoncer sans en donner les démonstrations, les lemmes,

corellaire, théoréme indiqués par Hale.

Le lecteur désireux de prendre connaissance de ces démonstrations les trouvera

dans le livre "Ordinary Differential Equations" de Hale.

Lemme 1

e Si f est un élément donné de 3"1‘,

alors une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
=B (t) x+ £ (t)
ait une solution T- périodique est que Qf = o.

» SiQf =0, alors i1 y a une unique solution T- périodique
Xt telle que PIf = O.

« K (I - Q) est un opérateur lindaire centinu envoyant @'L“ dans .‘Rr..

Corollaire I.
o
Si f€ J,E,

et a est un p- vecteur donné,

alors l'unique solution de
x=B(t) x+ (I-Q) £
avec Px = ¢(.) a

est donnéepar ¢a +H(1-09) f.

Lemme 23

(1.6)

Si les opérateurs P ,Q et N sont définis comme en (I.5) et dans le lemme I alors
le systéme (I.I) a une solution T= péricdique x si et seulement si x satisfait

le systéme d'équationss
(a) x=Px+§& F(1-Q) £ (-,x)
(b)) E£Qf (eyx) =0

Lenme 3.
« Pour tout réel < positif, il existe un réel EO positif tel que
pour tout p- vecteur a constant /a/< , /E/2f,

il existe une et une seule fonction x* = x* (a,€) qui satisfait

x” = ¢a +£¥ (1-Q) £ {12¥ )

(I.7)

(1.8)




. x*(a,€)a 1;.ne dérivée premidre continue par rappert & a,&

x* (a,0) = a

» S'il existe un p-vecteur a = a (&) avec /a(€)/<« Oﬁ/é/_‘.é.
dé

et G (a.,€)==£ UA(yx™(a,g) ) = o £1.9)

alors x* (a,£) est une solution T- périodique de (I.I)

. Inversément, si (I.I) a une solution T~ périodique x (€)
qui est continue en £ et est telle que P x (E) = @Pa (£)
/a(é)/.é-(, 0</€/< £0

alors x (E) = x* (a (E),€) eou x* (a,€) est la fonction définie plus haut
: a (€) satisfait (I.9) pour 0 <£/E/& £

Pour les applications, il convient d'observer que d'aprés I.5

es$ équivalent & ;
3 7 (0,6) £ [T90) £(5,270,8) (1)) at = o

Les équations (I.9)ou(I.I0)sont appelées les équations de détermination ou
les équations de bifurcation de (I.I).

Théoréme I.

Supposons «x*(a,t) défini comme dans le lemme 3 (I.8)
F (2,6)= [T 9(0) 2(6,2%(2,8) (+)) at

S*'il existe un p- vecteur a, tel que

F (ao, 0) =0
dét[*a P ga,sz] £0
Qoa a= ao
£= g,

alors il existe un réel £1 » 0 tel que pour 0%/&/« £,
il existe une solution T- périodique x"(€) de I.I
avec x*(0) = Pa
x™&) est continliment différentiable en & .

(1I.10)

(I.1I1)




Ce théoréme est une application du théoréme des fonctions implicites. S'il existe
un p=- vecteur a_ qui vérifie les conditions (I.II) alors on peut trouver un

p- vecteur a = 2 () avec a(0) = a_ qui vérifie la condition (I.9) ou (I.I0)
¢c'est-a-dire F (a,£) = o et donc 3'apr‘es le lemme 3 le systéme (I.I) admet une
solution T- périodique de la forme (I1.8).




CHAPITRE 2.

ETUDE DE LA SYMETRIE DANS
LA METHODE DE HALE-CESARI

Hale considére le cas ol le systéme d'équations différentielles posséde une cer=-
taine symétrie et regarde l'incidence de cette propriété sur la méthode de re=-
cherche des solutions périodiques qu'il a développée ainsi que sur les solutions
elles-mémes. A sa suite nous nous sommes intéressésa ce probléme. Dans le pré-
sent chapitre, nous étendrons certains résultats de Hale & un cas plus général
et démontrerons de nouvelles propriétés.

La définition et le lemme I (I2dre partie) du paragraphe II sont directement issus
du travail de Hale.

I. UNE PROPRIETE DE SYMETRIE DE SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Définitions
Le systéme X = g(t,x) ol x et g(t,x) sont des n-vecteurs

a la propriété (E) par rapport 4 une matrice S

déf,
Gl
il existe une matrice S, n x n, constante, symétrique
telle que: 32 =X
Sg(-t,5x(t))= -g(%,x(t)) pour tout t et x (2.1)

II., PROPRIETES DES SOLUTIONS PERIODIQUES D'UN SYSTEME AYANT

LA PROPRIETE (E) PAR RAPPORT A UNE MATRICE S .

Lemme I.

Si x{t) est une solution d'un systeme
x = g(t,x)
ol x et g(t,x) sont des n-vecteurs {2.2)
et qui a la propriété (E) par rapport A& une matrice S
alors S x(-t) en est également une solution.

Inversément si S x(-t) est solution de ce systéme, x(t) en est également
solution.




Démonstrations

x(t) est solution <> %(t) = g(%,x(t))

=-k(-t) = g -t,x(-t)) par le changement de variable
1t -t

<>S %(-t) = - S g(~t,x(-t)) en multipliant & gauche par
la matrice =S

<« S %(=t)= g(ﬁ,Sx(-t)) par la propriété (E)

©[S ;(O‘t)] = g(t,S x(-t)) ox [° ] indique que la dérivée

porte sur le produit
<> S x(-t) est solution du systéme (2.2).

cqfd
Corollaire I.

Si x(t) est une solution T-périodique d'un systéme
% = g{t,x)
ou x et g(t,x) sont des n-vecteurs

et qui a la propriété (E) par rapport & une matrice S
alors Sx(-t) en est une solution T-périodique.

Inversément si Sx(-t) est une solution T-périodique de ce systéme, x(t) en
est également une solution T-périodigue.

Démonstrationg

Il suffit de voir que
x(£) = x(44T) <> x(=t) = x(=(t+T))

<=>8x(~t) = Sx(-(1+1))
et dappliquer le lemme I. cqfd

On peut résumer le lemme I et le corollaire I en disant:

x(t) est une solution (T-périodique) d'un systéme
= S(trx)
ou x et g(t,x) sont des n-vecteurs
et qui a la propriété (E) par rapport 3 une matrice S
8i et seulement si

"sa symétriquw par rapport & la matrice 8" Sx(-t) en est également une solu-
tion (T-périodique).




Considérons & présent le systéme
X = B(t) x +££(t,x,E)
ol . X est un n-vecteur appartenant a i x = x(t)

e £:RxC™ —»L™ est continue Ve R, #x
T-périodique ent: £(t,x)= £(%++T,x)

« £ un petit paramdtre

o B(t)= B(t4T) matrice n x n ,

« 9£(t,x) continue FtER, ¥xe e
ox

(2.3)

Ce systéme est bien de la forme %X = g(t,x) avec x et g(t,x) n-vecteurs
aussi pouvons-nous exprimer la définition précédente pour ce systéme-ci.
(méme si on n'a ni la continuité ni la périodicité de B et f).

Le systéme X = B(t)x + £ £(¢,x,£)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S

gé; il existe une matrice S n x n , constante, symétrique
telle que S2 “l
S [B(—t)s x(t) + ££(=t,5x(t), € )] = - [B(t)x(t)+ Sf(t,x(t),i) ]
Vi et ¥#x

Ced.d. telle que S = I
SB(t)Sx(t) = -B(t)x(t)
Sf(-t,S x (t), €) = -£(+,x(¢), €)

Nous en déduisons:

Lemme 2.

Le systéme % = B(t)x + € £(t,x,£)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S .

<>
le systéme %X = B(t)x

et le systéme X = £ £(t,x, €)
ont la propriété (E) par rapport & cette matrice S.

Considérons pour l'instant la partie linéaire du systéme (2.3)
= B(t)x (204)

Soient (J(t), () les matrices définies dans la méthode de Hale-Césari
c'est-a-dire :

¢ (t):une matrice n x p (p£n) dont les colonnes forment une base de l'en=-
semble des solutions T-périodiques de (2.4)




(t):une matrice p x n ( p< n) dont les lignes forment une base de l'ensemble
des solutions T-périodiques du systéme adjoint de (2.4) § = -yB(%t)

(Si nous supposons que (2.4) et son adjoitt admettent des solutions T-périodiques
autres que la solution triviale sinon ces matrices n'existent pPas)e.

Le systéme (2.4) ayant également la propriété (E) par rapport & la matrice S
(lemme 2), nous pouvons lui appliquer le corollaire I.
Et donc nous pouvons en déduire que

|
S ¢ (=t) est une matrice dont les colonnes sont des solutions T-périodiques ‘
de (2.4)-

Savons-nous que S ¢(-t) est une base des solutions T-périodiques de (2.4) 7

(Reme: nous nous permettrons l'abus de langage suivants
nous dirons " @(t) est une base des solutions T-périodiques de (2.4)"
au lieu de "¢(t) est une matrice dont les colonnes forment une base
pour l'espace des solutions T-périodiques de (2.4)"; ceci afin de ne pas
alourdir le texte.)

Lemme 3.

Si X = B(t)x a la propriété (E) par rapport & une matrice S
alors ¢(t) est une base des solutions Tepériodiques de ce systéme
< S ¢(-t) est une bade des solutions T-périodiques de ce systéme.

Démonstrations

Une base d'un espace vectoriel étant une partie libre et génératrice de cet espace,
montrons que

& ¢(t) partie libre <= S @ (-t) partie libre (nouvel abus de langage)
@(t) partie libre <> oy (8) =0 ¥ => of;= 0 ¥i=4,....,p
ot & (%)= 122 colome de @(t)

or ‘ii oly ¢i(t)= O'Vt@ fi { ¢i(-t) = 0 ¥4

S stqggn=0 K
S E g sg(t)=0HK

aons ¢(t) partie libre € ?_4.(1 5 @(-t) =0 Vt=>o(i=o Vi:/t,...,;]
i

<> s ¢(-t) partie libre.




« En nous servant des théorémes d'algdbre des espaces vectoriels

- Si un espace vectoriel a une base de dimension p
alors toute autre base est de dimension p.

- Si une partie de p éléments d'un e,v, de dimension p est libre,
elle est aussi génératrice,

nous pouvons en déduire la theése.
CQfdo

Donec si ¢ (t) est une base, S¢(-t) est une autre base dont les colonnes sont com-
binaisons linéaires des colonnes de ¢(t). Par conséquents

SP(-t) =g@(1) N

ou N est une matrice constante, p x p, non singuliére.

Nous avons l'analogue de tout ceci pour le systéme adjoint c'est-a-dire pour le

systenme § = -yB(%)
(2.6)
En effet:

Lemme 1!

Si % = B(t)x a la propriété (E) par rapport as
alors y() est solution du systéme (2.6)
<> y(-t)S est solution du systéme (2.6)

Démonstrations

y(t) est un vecteur ligne
y(t) est solution de (2.6) <= §(t) = -y(t) B(%)
<&b-y(=t)= = y(=t) B(~t) en changeant de variable
1t ~~ -t
< ¥(-t)S= y(-t) B(~-t)S en multipliant & droite
par la matrice =S
< §(~t)S = = y(-t) SB(t) par la propriété (E)

< [y(-t)S] = - y(=t) S B(t) ou [']indique que la
dérivée porte sur le pro-
duite.
<= y(=1)S est solution de (2.6)




Corollaire 1°'

Si % = B(t)x & la propriété (E) par rapport & la matrice S
alors y(t) est solution T-périodique du systéme (2.6)
<> y(-t)S est solution T-périodique du systéme (2.6).

Démonstration analogue & celle du corollaire I.

Lemme 3! B

Si % = B(t)x a la propriété (E)par rapporta S
(}-il(t) est une base des solutions T-périodiques de (2.6)
“"’D(-t)s est une base des solutions T-périodiques de (2.6)

Démonstration analogue & celle du lemme 3 mais ici les ‘Pi(t) désigneront les
lignes de 47 (t).

Par conséquents

¥ (~t)s= MYY(t)

ol M est une matrice constante, p x p, non singulieére.

(2.7)

Nous allons continuer & exploiter les définitions de J.K. Hale reprises au cha-
pitre I. Rappelons-less

cdé££ @) @ () au (2.8)

piEL f @ () ¢') qu (2.9)
“ ('signifie transposée)
sont des matrices p x p , constantes, non singuliérese.

Sur 1l'espace des fonctions nevectorielles, T-périodiques en t, continues, nous
définissons les opérateurs P, Q

p % () c"ﬁ Flu) g (u) au (2.10)

qQ £%£ @.) b~ JT W(u) £ (1) au (2.11)
0

10




11

Démontrons & présent quelques égalités qui nous seront utiles par la suite.

8 SP-t) « )N <> SP(-t) N =
> FPgr) =
g ¢ (t) =

¢(t) N2 car N est non singulidre
p(1) ¥  par (2.5)
Bt) ¥ car s’ =1

<>

P’ =

gi)n

BY(-t)S = MP(t) <> MP(-t)S = 32 @ (4)
e Y(t) = ¥ P(t)

| > M7 w(t) =

s o N f BB (w) Plu) K77 qu
.fo" (B (W) ¥™)r & () ¥™au
=[* G P-w) sP(-w a
-f @-w) B(- w au
=T
- o) B (o) ao

ﬂ; @'(s) & (s) ds

-J::;sﬁ’(s) ¢(s) ds
=C

=> en multipliant & gauche les 2 membres par N' et en inversants

NC™ = ¢"TN™1

(2.14)
® De maniére analogue partant de MM ™ en employant (2.9),(2.7),(2.I3) au lieu de

(2.8),(2.5),(2.12) nous trouvonss
Lemme 4.

(2.12)
car M non singuliére
car(2.7) ot 8 = 1
KP(t) : (2.13)

car {2.8) et N 7matrice constante

par (2.5) et (2.12)

car S symétrique et $° - I

sﬂoil'

car ¢’(s) et ¢(s) T-périodique en 8

M'D™ =Dy~

(2.15)

alors SEQ Loy X Lads E.)] (=t) =

Si Xx=3B(t) x+€£f(t ,x, £) avec les conditions indiquées en (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S

= -[Qr(,s x (-),8)] ()
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Démonstrations :
5 [@ £0)x0),8) ] (+0) = 891et) DY} ¥ W) £ (u, x (@)€) au  par (2.10)
= (&) u D'f;n, @W(u) £ (u,x (u),8) du

parce que . S est symétrique (S = S')

e A et B étant 2 matrices on a (A.B)'= B'.A'
o lemme 2, (207)
et donc SPY-t)= S* ¢l-t) = (Y(-t) 5)'= (MY (t))'= ¥'(t) '

= ¢'(¢) n‘j/T @ (W) s f(u,x (w),E) du
S par (2.15), (2.13),, (2.7)

| =9Nt) D‘}:y (-w) £ (-u,8 x (»),€) du par le lemme 2
=¥ (4) n‘*oTw (s) £ (8, S x (-8),€) ds 8=-0
= - P(t) D."o.:(f) (s) £ (s, Sx (-8),€) ds car ¢,f Bpériodiques en s
. [q £ (.,Sx(-..),E)] (%) par (2.11)
cqfd.
Remarques

Une démonstration analogue & celle-ci est donnée par Hale dans [3] mais f y est
considérée comme une fonction de t uniquement, c'est-a-dire que l'on ne considere
pas le systéme faiblement non linéaire (2.3) mais le systéme linéaire non homogene

x=B(t) x+ £ (t)
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Méthode itérative de Hale-Cesari.

Avant de poursuivre la démonstration d'autres lemmes, il est indispensable d'ex-
pliciter la méthode de Hale-Cesari. Pour celanous allons exprimer la signification
de l'opérateur Xet indiquer le mécanisme de cet algorithme de résolution de sys-
témes différentiels périodiques presque linéaires.

11 ressort de la théorie de J.K. Hale briévement exposée au chapitre I qu'une so-
lution T-périodique du systéme

% = B(t) x +€f(t,x,§£) avec les conditions (2.3) (2.16)
peut s'écrire sous la formes
x= Fa+EH(I-Q) £(s,x,E) = x(a,€) (2.17)
gous la condition G(a,€) def Qf(.,x(a,€),€) = o (2.18)
ou encore P(a,£) agf T Y(t)f(t,x(a,E)t),E)dt = o (2.19)
0 .

condition équivalente & (2.18)
et ol & est un p-vecteur colonne constant , a=ma(g)

qui vérifie les conditions

P (a,&)L =0 (2.20)
€

=0
na.(o)=a.o

daét [_3_%:_51 ]# o (2.21)

P a €=o0
a = a(o)= a

o o = le p=-vecteur nul.

Remarque: F(a,£)

Signification de 1'opérateur &0 .

Hale affirme que si Qg = o, le systéme linéaire non homogene

=B (t) x + g(t) (2.22)
admet une solution T-périodique ¥ g telle que PXg = o
Mais comment trouver Xg ?

Kg = 1'image par (I-P) d'une solution x“ T-périodique de (2.22) que nous pourrions
indiquer x*(g)

celle-ci sera de la forme: t
(¢) = ¢(t) b + X (%,0) x, +_£ X (t,8) g(s) ds (2.23)
ou @ (t) est la matrice définie au chapitre I
X(t,8) est une matrice principale de (2.22),1.m
x: est solution de (X1 (T7,0) - I) X, =fo X"7(s,0)g(s) ds

afin que (2.23) soit T-périodique.
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Quand on veut calculer la solution (2.I7) du systéme (2.16), deux questions se
posents

- Comment trouver l'expression®{ (I - Q) f(.,x,€) qui figure dans (2.I7) et qui
est une solution T-périodique du systéme presque linéaire (et non plus linéaire
non homogene comme ci-dessus) 3 '

=B(t)x +£(I-Q) £ (e,x,&) ?

- Comment trouver le p-vecteur constant a = a(€) qui vérifie les conditions (2.20),
(2.21) ot (P.19) %

La méthode de Hale-Cesari est une méthode itérative. On cherche le vecteur
a = a (£) sous la forme d'une série de puissances de§

_ 2
a=a +€fa, + & 8y + eeceee

ou les & i=0y7, eeeese 8ont des p=vecteurs constants.

! o
0% itérations x = ¢(.) a, est une solution T-périodique du systéme linéaire
= B(t) x

a doit satisfaire F (a.o, 0) =0
dét ‘aF a (¢ f
%—J-c-'—l o
o a, ]
Ie itérationt x7= ¢ (o) (a,o + Ea, ) + E£X(1-Q) £(e,x°(.),£)
ol a, est & déterminer.
- on calcule d'abords

6 (1-Q) £ (+,x%(2),€) = (I-P) =¥ ((I-Q)E(0,x0,E))
c¢'est~d-dire 1'image par l'opérateur (I-Q) de la solution T-périodique.

% :
x?%= B(6) b+ X(t,0) G2+ [ X (1,8) (@0 £ (,%8)] (o) a5 (2.20)

ou xg“est tel que (X™(T,0)-1)x7* -jl x™(s,0) [(I-Q)f(.,x°,a )](s) ds(2.25)
o

du systéme linéaire non homogéne:
% = B(t)x +&(I-Q)f(e,x°(o), €) -
= on cherche alors a ” tel gue

F (s, +Ea, 46) =J Y (£)£(,x%,) = 0
o

20 itération: x° =0X.) (a, + Ea, + £2a2) + £H(1-Q)f(+,x7(.),E)

LB L

kiéme itérationg xk = ¢(. ) (8.°+ E a‘,+o esece ek ak)+ EJ(( I-Q)f(o ,xk-4( ° ) ,e) (2'26)
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ot H(1-Q)f(.,x -’/( ),€) = 1'image par (I-P) d'une solution T-périodique

»*
xk du systéme linéaire non homog‘enu

% = B(t) x + £ (I-Q)£(.,x"7(.),£) (2.27)
et & doit étre tel que
F( g sees + &5 )-SI ($)£(t, 2577 (4),€)dt = o ( 2.28)
a + Ca,+ + & X @ o

On trouve donc finalement la solution x que l'on cherche sous la forme d'une sé-
rie de puissancesde £:x = x (£)
2
X = x(o) *& 1(1) + £ 1(2) + eccccce

10 = x(o)

x!' = X(0) * £ X4y * 2 3 X(g) * eecee
xz-x( )+€x(4)+2_ (2 +£3 (z) * cecees

3 3 4 ~
x -x(°)+fx(1)+£ 1(2)4»5 X5y + § X(q) * eeceeee

Hale affirme que la méthode est convergente (V. [3] p 255 et 266).

Une autre facon de procéders
On calcule d'abord x° = ¢(t) 2

ol & satisfaits F (a o)- ()
aét [cwga,&) ] £ o
a=a
o
€=90
-

On exprime ensuite x sous la forme d'une série:

2 3
X=Xy #EX )+ 4 *2) * ¢ *(3) (2.29)

[
ou x(o) > d

X(x) k >0 est & déterminer.

On détermine les coefficients x(k) en reportant la série (2.9) dans le systéme
= B(t) x +& £(%,x,&)

et en identifiant les coefficients des mémes puissances de & qui apparaissent

dang chacun des membrese.
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Aprés cette mise au point importante sur la signification de l'opérateur I et
sur la méthode itérative de Hale,nous revenons au probléme de la symétrie.

Mais avant d'aborder le lemme 5 nous pouvons encore signaler une propriété du

systeme linéaire % = B(t)x

Propriétés
Si X(t,0) est une matrice fondamentale de X = B(t)x (2.30)

alors i(t,o) = B(t) X (t,0) par définition de matrice fondamentale

et donc [F(t:o)s] = B(t) X(t,0)S pour toute matrice S constante,
[‘ ] indiquant que la dérivée porte
sur le produit.
Par conséquent:
X(t,0) est une matrice fondamentale de (2.30)

=» X(t,0)S est une matrice fondamentale de (2.30)
pour toute matrice S constante.

L'implication est dans les deux sens si S est non singuliére.

on en déduits

« Si le systéme x = B(t)x a la propriéte (E) par rapport & une matrice S
alors « X(t,0) est une matrice fondamentale de ce systéme.
<> X(t,0)S en est une mat. fondamentale

23,..sx(-t,o) T A e " (lemme I)

e X(t,0) est une matrice principale de ce systéme
<> X(t,0)S = SX(~-t,0) = mat. fondamentale de ce systéme
(car en t= 0, ces mat. sont égales).

Nous pouvons maintenant passer au lemme 5.

Lemme 5.

Si X = B(t)x + £ £(t,x,€) avec les conditions indiduées en (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S (2.31)
alors S [X(1-Q) f(.,x(.),g)](-t) - [cx(x-q)f(.,s;c(-.),s) ](t)
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Démonstration:

I) Nous savons que

Sf(-t,x(-t),€E) = ~f(t,5x(-t),E) par la définition de la proprié-
té (E)

| SQf(e,x(e),E)(=t) = «Qf(e,Sx(=e),€)(t) par le lemme 4

nous en déduisons que :
S(I=Q)f(eyx(s),€)(=t) = =(I-Q)£(s,Sx(-e),E) (%)

en soustrayant membre A membre.

Si § = B(t)y+£f(t,Sx(-t),€) admet une solution x*(t)
alors Sx* (-t) est solution de § = B(t)y+ € f(t,x(t),€)

en effet:
x* () est solution de § = B(t)y+ ££(t,Sx(-t),€)
<=> %% (1) = B(t)x"(t)+ ££(%,5x(-1),€)
<> -SX*(-t) = SB(~t)*(-t)+ £S£(-t,5x(t),€)

cela en changeant t en =t et
en multipliant & gauche par S

<> -S%™(~t)= =B(t)Sx*(-t) - ££(t,x(t),E) en appliquant la projriété(E)
<> S%™ (-t) = B(t)sx*(-t) + ££(t,x(t),E)
<= Sx™(-t) est solution de ¥= B(t)y + €£(t,x(t),€) car S matrice cons-
tante.
Si nous désignons par x*1la fonctjioni
x“(t)=¢(t)b+X(t,o)x: +ji X(t,s) (I-Q)f(-,SX(--),i) (s) as (2.33)
analogue & (2.23) maiis dans le cas du systéme (2.3)

avec x;‘ solution de

T
(x7(2,0)- 1) x; =f  X(8,0) (1-0)£(s,5x(-),€) (s) as
(¢}

nous savons ques
-z sx-00,0 Jo) = [@-p) )] (1) (2.34) °
[UI-QfCox()](1) = [(1-P) 8(-2) ] (%) (2.35)
d'apres propriété (2.32)

Nous en déduisons ques
s [1-02(.,x(),0 ] (-1)
=S [(I—P) Sx*(-.)](-t) par (2.35)
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4 S{S¢(t)b + SX(£,0) x*+ 5 (1 X(t,8) (I1-Q)£(.,5x(=.),E) (s) ds

w
- B(~t) c’f @(w) [s pl-wb + sx(-u,o)x;‘+ sy X(-u,8)(I-Q)f(+,5x(~.), £)
9 ® (8) ds] du

en remplagant x* par (2.33)

= @(+)b + X(t,0) x;;"\{t X(%,8) (1-Q)£(«,5x(=.),£) (s) ds
y o w
- s@(-)c™| @'ws[@- ) +x<-u.o)=’=‘;‘+5 X(= %,8) (I-Q)£(+ ,Sx(=0 ) ,€)
0 0 (
8) ds] du

en distribuantis et du fait 8 =1

puis tenant compte de (2.5), (2.12) g
nous avons .¢(\HS w [Sﬁ(w]'= [p'(- “--)NI."]== K."¢'(-U.)

et donc par (2.14):
t

= B(t)o +x(+,0) x:+f X(%58) (1-Q)£(e,Sx(=0),E) (s) ds

(o}

i . oW
. s¢(-t)Nc‘45° P-w [ -nybex(-u,0)x + ¢ X(=1,8)(I-Q)f(.,5x(~.),E)(s) ds] du}

en appliquant de nouveau (2.5) et en tenant compte du fait g% I nous obtenons:

=BCEDHAH0)x" +(* X(%,8) (-Q)2(e ,5x(=2),E) ()as
. T . 5 - U .
-@(t) ¢ 4Jo¢(-u) [¢(—u)b+X(-u.0)x: 450 X(=2,8) (I-Q)f(s,Sx(=s),€)(s)ds] @

posons V'= =

mais comme 1'intégrand est T-périodique en W (x™ est T-périodique)

et qu'on intégre sur une période, il suffit de remplacer

=1, par v et,du par dv.

-¢<t)b+x<t,o)xg+f: X(ty8) (I=Q)f(s,5x(=.),€)(s) ds
.
-@(t) c™ s @ () [p(rIvex(v,0) x}fo X(v48)(I-Q)£ (0 ,Sx(~.),E)(8)ds] du

- [ 0] (8 par (2.33)
T [w(I-Q)f(° sSX("o):ﬁ)J (t) par (2.34)
cqfde.

\
|
|
Remarques |
Un résultat analogue & celui-ci est donné par Hale dans [3] p. 268 mais f y est |
considérée comme une fonction de t uniquement c'est-i-dire que, comme dans le




cas du lemme 4, Hale considére non pas le systeéme faiblement non linéaire (2.3)
mais le systéme linéaire non homogeéne % = B(t)x + ££(+)

Nous allons maintenant rassembler en deux théorémes tous les résultats que nous
avons trouvés jusqu'ici.

Théoréme I.

Si le systéme X = B(t)x (2.36)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S alors:
e x(t) est une solution (périodique) de (2.36)
< Sx(-t) est une solution (périodique) de (2.36)(lemme I,corollaire I
.¢(‘t) est une base des solutions T-périodiques de (2.36)
g8¢(-t) est une base des solutions T-périodiques de (2.36)(lemme 3)
. S¢(-t)= ¢(t)N ou N est une matrice constante, p x p,non singuliére.
. y(t) est une solution(périodique) du systéme ¥ = yB(t)

<> Sy(-t) est une solution (périodique) de ce systéme.(lemmel’,
: corollaire I')

e ¥ () est une base des solutions T-périodiques de ¥ = -yB(t)

<> SY(-t) est une base des solutions T-périodiques de ce systéme
(lemme 3')

e Y(-t)S = MP(t) ol M est une matrice constante, p x p,non singulidre.
. on a les égalités suivantes: ¢(t)N‘.4 = ¢(t)N’.

HIP(t) = M (1)

NC™=C™N'™ ol C défini en (2.8)

M'0™= D™ U™ o D défini en (2.9)
o X(t,0) est une matrice fondamentale de (2.36).

<=>X(%,0)S est une matrice fondamentale de (2.36)
et
<> SX(-t,0) est une matrice fondamentale de (2.36)

e X(t,0) est une matrice = principale de (2.36)
< X(t_,o)S = SX(-t,0)= une matrice fondamentale de (2.36).
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Théoréme 2.

Le systéme %X = B(t)x +€& £(t,x,£) (2.37)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S
<P le systéme %X = B(t)x
et le systéme kX = & £(t,x,£)
ont la propriété (E) par rapport & cette matrice S
et donc nous avons tous les résultats du théordme I.
Si de plus (2.37) vérifie les conditions de (2.3) alors: J
. S [Qf(e,x(e)8)] (=t) = = [Qf(e,Sx(=.),€)] (%) (lemme 4)
o S[H(I-Q)f(e,x(s), g(-t) =[ H(I-Q£(c,5x(=.),€ )] (t) (lemme 5)

Nous allons & présent revenir & une notation judicieuse employée par Hale et que
nous avons précédemment négligée pour alléger les écritures, bien que nous l'ayons
mentionnée au chapitre I et dans les relations (2.17) & (2.19).Hale désigne par

x(a, &) la fonction :
X - ¢ a+£3{(1‘Q)f(09x('),£)
qui est une solution T-périodique de (2.3) moyennant la condition

Qf("x(a'QE)(')’E) =0
qui est équivalente A 2a, £ )4 f(’) CRIECH 208 E)ls = ©
o

et en supposant que a vérifie (2.20) et (2.2I).

Lemme 6.

Si le systéme % = B(t)x + ££(t,x,8) avec les conditions (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S
et admet la solution T-périodique x(a,€)

alors x(a,€)(t) = Sx(a,€)(-t)#% <>a =DNa (R.38)

Démonstrations
GED x(,8)(1) = B(1)a +EHI-QL(e,x(2,6)(0),E)(%)
=>5x(a,€)(-t) = S P(-t)a +eSHI-Q)£(.,x(a,€)(.),E)(~t)
en remplagant t par -t et en multipliant & gauche par la matrice S
<> Sx(a,£)(-t) = @ (t)Na +&H(I-Q)L(,5x(a,€) (=0 ),E)(t)
en appliquant (2.5) et (2.31)
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dones x(2,8)(t) = Sx(a,g)(-t) W4t implique les termes indépendants d'&
sont égaux et donc que ¢B (t)a = @(t)Na Vi (2.39)
c'est-a-dire a = Na (+¢) ;

(Remets N a donc au moins une valeur propre égale & 4 )
() 3 ¢ (%) est une matrice n x p dont les colonnes forment une base pour 1l'es=-
pace des solutions T-périodiques de (2.3).

a est un p-vecteur constante.
Nous pouvons donc trouver dans ¢(t) une sous matrice ¢"$ P X Py
non singuliére et par (2.39) nous avons que

¢*(‘t)a = ¢*(‘t)N.a. Vi

et donc a = Na vu¢"(t) non singuliére.

& | a-= Na.-»¢(o) a= @(o)Na = S@h(o)a par(2.5)
=> (I-S)@(0)a = o
=» x(a,€)(t) = Sx(a,g)(~t) V¥t par le théoréme 2.2 [3]p.269.

Oqfdo

Lemme T

Si le systéme %= B(t)x +&£f(t,x,€) avec les conditions (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S
et admet une solution T-périodique x(a,£) (2.40)
alors Sx(a,£)(-t) = x(Na,€)(t) #%

Démonstration:

Congidérons les deux systeémes suivantss

x7 ()= PB(t)a +£ H(I-Q)E(s,¥(e),E) (%) (2.41)
22 (t)=@B(4)Nate W(I-Q)£(s,Sy(=.),€) (+) (2.42)

Nous voyons gue (2.41), (2.42) définissent 2 opérateurs 0; et %
respectivement

Y s G(ma +EIH(I-Q)E(e,y(.),€) (v) = &G (y) (2.43)
et 2 ~—p@(a)Na +EH(I-Q)1(e,2(), £) (0) = &, (2) (2.44)

de points fixes respectivement x(a,€)(.) et =x(Na,g)(.)
(1'existence de ces points fixes nous est assurée par Hale.)

Si nous remplagons chaque fois y et z par leurs images Q(y) et 92 (z), nous géné-
rons une méthode itérative pour trouver les points fixes.

Nous remarquons que dans (2.47), (2.42) nous avons pris y et z symétriques c'est-
d-dire z(.) = Sy(=.)
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Si donc nous prouvons que x2(.) = Sx¥(-.), alors nous pourrons affirmer que les
opérateurs djet 02 conservent la symétrie et que les points fixes sont donc sy-

nétriques, c.a.de
x(Na,€)(.) = Sx(a,£)(~.)
Il suffit donc de prouver: 2
x°(t)= Sx'(-t) pour tout t € JR.

Or d'wne part 2., =@ (t)Na +£H(I-Q)f(e,Sy(=.),E)(t)

d'autre part (1) = e t)a +£ H(I-Q£( ,¥(s), E) (1)
dtou Sx"(-t) = S¢(-t)a + & SH(I-Q)f(e,y(e),£) (=)
appliquons (2.5) et (2.3I)
Sx7(=t) = @(t)Na +EH(I-Q)f(.,Sy(=.),E)(t)
et done SxT(-t)= xz(t)
l cqfde

Lemme 8.

Si le systéme X = B(t)x + E£(t,x8) avec les conditions (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S
et admet la solution T-périodique x(a,€)
alors o F(Na,g) = -MF(a,§)
e Fla,£) = 0 => F(Na,€) = o

(2.45)
(2.46)

Démonstrations

T
B(Na,§) = jo W ()£, x(Na,€)(w),E) du

&
3é @ (w)£(u,Sx(a,€) (1) ,€) du par lemme Te

T
= -5 Y (u)sf(-u,x(a,€)(-w,€) du en appliguant la propriété (E).
0

V=~
w=v+T
L "'MF(aoe)
de 1a on tire la thése.

-Mf‘-P(ou)f(-u,x(a,E)(-m,E) du par (2.7) et du fait M constante.
O~

T
-MSW(w)f(w,x(a,s)(w),é)dw par les changements de variables
0

cqfde.




Corollaire 8.

Si le systéme %= B(t)x +6f(t,x,€) avec les conditions (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S
et admet une solution T-périodique x(a,g)
alors (I + M)F(ay€) =0 s8i a=Na (2.47)
o F(a,g) jf) @ (£) x(a,8) ()t

Nous pouvons rassembler ces trois lemmes en un théoréme.

Théoréme 3.

Si le systéme X = B(t)x +&f(t,x,g) avec les conditions (2.3)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S
et admet la solution T-périodique x(a,&) définie en (2.17)
blors o x(a,6)(t) = Sx(a,g)(~t) KLER <> a=Na (lemme 6)

o Sx(a,€)(~t) = x(Na,g)(t) FtER (lemme 7)

° F(Nap€)= -’MF(a,E)

e F(a,g) =0 = F(Na,t) = o (lemne 8)

« a=Na = (I+ ¥)F(a,g) =0 (corollaire 8)

Nous venons de redémontrer le théoréme suivant de Hale d'une autre fagon et dans
le cas ou x¥(a,g) est solution de (2.3).

Théoréme 4 [3] p.269
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Soient .¢une matrice n x p dont les colonnes sont une base pour les solutions
T-périodiques de X = B(t)x

« Yune matrice p x n dont les lignes sont une base pour les solutions
T-périodiques de y= =-yB(t)

«x*(a,€) la fonction définie en (I.8) lemme 3 du chapitre I.
Supposons que le systéme X = B(t)x +& f(t,x) a la propriété (E) par rapport & S
alors .« Sx*(a,g)(-t) = #(a,e)(t) ¥ 81 (I-8)¢@(0)a= o
. i F(a,€) =fOW(t)f(t.f‘(a,£)(t)dt
alors (I+M)F(a,t) = o ou M est la matrice définie en (2.7).




I1I. FONCTIONS SYIETRIQUES PAR RAPPORT A UNE MATRICE CONSTANTE S - PROPRIETES.

J. Défini‘tiOns °

Nous convenons d'adopter la terminologie suivante.
Soient a une fonction complexe n-vectorielle d'une variable réelle t
et S une matrice constante, complexe, n x n,
Nous dirons ques
o La fonction a est "symétrique par rapport i S"

déf
<>

a(t) = Sa(-t)  pour tout t dans R
o La"symétrie de a par rapport & S" gt la fonction Sa(-.)

Cependant nous omettrons souvent la locution "par rapport & S" quand il ne pourra
y avoir de confusion et nous dirons: Sa(-.) est la symétrique de a(.)

2. Propriétés.

Supposons que a et b sont des fonctions complexes,n-vectorielles, d'une méme va-
riable réelle t et que S est une matrice complexe constante, n x n .

A, Si a est symétrique par rapport & S
b est symétrique par rapport & S

alors ¢fa +@b est symétrique par rapport a S
pour tout & ,B € ¢

Démonstrations
S(«a +41b)(-t) =«Sa(-t)+ASp(-t) ¥t ER
=ofa(t) +Bb(t) ¥t TR vu les hypotheéses
= Ka +B1b)(t) FteR

cqfd.

B. Si a est symétrique par rapport & S
b n'est pas symétrique par rapport & S

alors «a +/Yb n'est pas symétrique par rapport & S
| pour tout -(,/364: /3 +0

Démonstrations

b n'est pas symétrique par rapport & S<'->3t*: b(£*) # sb(-t")
par conséquent:

S(ca +BD)Et?) =< Sa(-t*) +B5b(-t*)
=of a(t%) +/35b( -t*) vu la premiére hypothese
#4 a(t*) +3b(t") |
=> S(l a +30)(=t%) # (L2 +3D)(+) cadi. |
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C. Si a n'est pas symétrique par rapport & S
b n'est pas symétrique par rapport & S

alors V,(,ﬂeq‘_‘ » o a+(3Db peut &re ou ne pas &tre symétrique
par rapport & S.

Démonstrations
e Si =0 et/S;éO ou £ #0 et/B=0 alors évidemment
o{a +/3b n'estpas syméirique par rapport a S.

o 81 .( et /5# 0
on sait  S@a +ABb)(-t) =&Sa(~t) +B3Sb(~t) V+ER (2.48)
(« & +B1)(t) =La(t) +(3b(t) VtER (2.49)

|
" donc ({a +@Bb) est symétrique par raprort & S

< A [Sa(-t) -a(+)] +a[so(-t)-v(1)] = 0 ¥teR
en soustrayant (2.49) et (2.48) et
en annulant cette différence.

<> Sa(-t)-a(t) = -g_ [sb(-t)-b(t])] WtER

or cette égalité n'est pas nécessairement vérifiée, aussi ne peut-on rien
affirmer quant & la symétrie éventuelle de ®a +@ D .
cqtd.

Exemple: Soient & symétrique par rapport & S
b pas symétrique par rapport 4 S

alors par la propriété B.,L=«a +@B3b  /3# O n'est pas symétrique
par rapport 3 S.

Si nous considérons des combinaisons linéaires de b et £ qui toutes
deux ne sont pas symétriques par rapport & S, nous avonss

d'une part que ¥.e =-¥A3Db est symétrique par rapport & S
en effet:¥L =¥Bob=¥(La+Bb) -¥ABb=¥ek a

mais d'autre part que¥e - 2¥/A b (Y# 0) n'est pas symétrique par
rapport & S,

en effets We - 2¥ABY =¥ (da +/3b)- 2¥Ab=¥ & a - ¥ab qui
d'aprés la propriété B. n'est pas symétrique par rapport & S.

Théoréne 4.

Soient » X une fonction n-vectorielle d'une variable réelle t
+« S une matrice constante, n x n et telle que 32 =1

alors la somme de x et de sa symétrique par rapport & S
est une fonction symétrique par rapport & S.
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Démonstrations
gsoit s la fonction telle que s(t) = x(t) + Sx(-t) Wt € ;3
Cedede 8(s) = x(o) + Sx(=.)
sls(-t)] = s [x(-t) + Sx(t)]
= Sx(-t) + x(t) w s?=1
= 8(t) , cafde

donc pour toute fonction x n-vectorielle d'une variable réelle t et pour toute
matrice S constante, n x n, telle que S2 =1 on peut exprimer la symétrique de
x comme suits

Sx(=t) = =x(t) + s(t) pour tout t réel (2.50)
ol s est une fonction symétrique par rapport & S

IV, INCIDENCE DE LA SYMETRIE SUR LES EQUATIONS DE BIFURCATION.

Par $/(+) nous avons désigné une matrice p x n dont les lignes forment une base de
1l'espace des solutions T-périodiques de ¥ = - yB(t). (2.51)

Nous supposons que le systéme X = B(t)x (2.52)
posséde la propriété (E) par rapport & une matrice S .

D'aprés le corollaire I', nous savons que la symétrique par rarport 3 S de toute
solution T-périodique de (2.5I) est une solution T-périodique de (2.5I). Cependant,
parmi toutes ces solutions, il se peut que certaines soient symétriques et d'au-
tres pase.

Les solutions T-périodiques de (2.5I) forment un espace vectoriel (propriété A.
du paragraphe III) de dimension k o&k<p ou p est la dimension de l'espace vec-
toriel des solutions T-périodiques de (2.51).

Aussi pouvons-nous trouver la base que forment les lignes de ¥ (t) en complétant.
la base du sous-espace vectoriel des solutions T-périodiques symétriques. Nous
écrirons donc Y sous la formes

Y. o (. 7 2£i £k est une solution T-périodique,symétrique, de

1 i

1 (2.51) (%)
. Wy k+1£i€p i " " non symétrique de

” : (reme 8i k = o nous n'avons pas (3¢)
LY Vg

et les ‘l’i 441 <p sont lindairement indépendants.

: On a donc Y, (t) = @ (~t)S pour tout t réel, 41 i £k
L”P i i



| Cependant par (2.50) nous savons que

| ‘1) (-t)S = -5«) (t) + une fonction det symétrique par
ki k+i rapport 4 S pour tout t réel,

1<igp -k
: 0£k<&p =g
D'autre part, d'apres (2.7) M@(t) =¢(-t)S

o o A e e o o e . *
\\\\\\ : t
b-Se 41 ~o 18
mk*,‘t—f"- b 1 8. \g\-:"'-—q 4
: | ?\ NN ! |
Lo b aasate B
| [ b ity |
e B =30
D > € —mm >
k 2t

ou les B, indiqués ne sont pas nécessairement nuls.

(2.47) s'écrit donecs

(1+3) F(a,€) =} o e 0 F,,e)\ = (o
3 \\\\‘:\\ 1 . i
fo-3330 1 : :
| ey PRl ; |
k ] o ) ]
Flle---d 620 R0 o

€ >&~——-~>

k p-k

ou les # représentent les mij notés ci-dessus.

c.3.d. nous avons le systéme d'équations

(2 E4(a,€) = 0

Nesase

Fk(a’e) - O
x'nk+*,1 F"(a,£)+......+ Dy gk Fk(a,t) =0

)

\fﬂp"’ F,(a.,e) toceceet IN Fk(a,i) =0

Pyk
qui est équivalent au systémes

?4(3’95) =0

Fk(a,£)= 0
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Théoréme 5.

Soit le systéme %X = B(t)x + £ f(t,x &) vérifiant la propriété (E) par rapport
a Se

Si o x'(a,%) désigne la fonction définie en (I.8)(lemme3du chap.I).
. (I—S)¢(O)a = 0 (équivalent & a = Na par (2.5) ).
° (W’ est la matrice définie et construite comme ci-dessus.
o F(a,£) 57 @(5) £(4,xa,E),6) at

alors les k premgeres équations de bifurcation F, (a, E)=O.,...,F (a,€)= 0
sont automatiquement vérifiées

ou k est la dimension de l'espace vectoriel des solutions T-périodiques
symétriques par rapport & S.

Que nous indique ce dernier résultat ?

Pour trouver les solutions périodiques de (2.3) nous devons chercher les a qui
ont pour image O par l'application:

mp Rp
a ~—» F(a,f)
Cependant si le systéme est ‘symétrique et que nous désirons seulement connaftre
les solutions T-périodiques et symétriques, alors nous recherchons les a tels

que a = Na et (I+M)F(a,g) = O. Autrement dit, nous recherchons les p-vecteurs
envoyés sur O par l'application:

V= {ax Na =»a.} o e gl p-uplets dont les k premiéres com-
posantes sont nulles

a —_— > (I+11) F(asi)
espace de dimension 1 £p espace de dimension pek
Dans le cas général (c'est-a-dire si nous ne nous limitons pas aux a tels que
& = Na) le jacobien qui est de dimension p x p peut s'annuler mais en fait, nous
ne nous intéressons qu'a la résolution des (p-k) dernitres équations car les k pree

miéres sont vérifiées automatiquement, c'ést pourquoi il suffit de vérifier que
le jacobien de ce systéme réduit est égal & zéro.

Théoréme 6.

L'espace des solutions T-périodiques, Sy:netrlques du systéme lindaire

= B(t)x (2.53)
ayant la proprlete (E) par raprort & une matrice S est de dimension k
si et seulement si l'espace des solutions T-périodiques symétriques du sys-
teéme linéaire g o (+) y (2.54)
est aussi de dimension k.
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Démonstrations

Soit V le sous espace vectoriel de ™ défini comme suit:
v={ b E€R" :+ Sb=1}
Soient x(t,b) la solution de (2.53) de condition initiale
x(o,b)=b
y(t,b) la solution de (2.54) de condition initiale
y(o,b)=b

Supposons qu'il existe un sous-espace vectoriel de dimension k de V qui donne
lieu & des trajectoires périodiques, symétriques de (2.53), soit W ce sous-espa=-
ce vectoriel.

On a toujours ques
¥ b,b! (x(t,b) | y(t,b') ) = constante
par conséquents

YweEW, KOEV, (x(t,w) y(t,d) )=d ¥4
ou d est une constante

‘en particulier: ent =0 (w]b) =4d
ent=T  (w|y(T,b) )=4d
nous avons doncs (w‘l 3(T,b)-b) = o
Considérons l'application linéaires
Ks Ve—m> V¥

b ~~> y(T,b)-b

nous avons ques
ImnKESV\W car y(T,b)=b est orthogonal & w, VweW, VL€V

=»din(Im K) = dim V - k

car les sous-espaces W et V\W de V sont supplémentaires
=pdim(Ker K) Z k , (2+55)

d'aprés une propriété des homomorphismes d'espaces vectoriels:
"soit H un homomorphisme M —» N ou M,N sont des espaces vectoriels

alors dimKer H+ dim Im H=dim M "

a) 1 'espace des solutions T-périodiques symétriques de ¥ = -B:E(t)y est au moins de
dimension ke

donc si l'espace des solutions T-périodiques symétriques du systéme X = B(t)x est
de dimension k alors l'espace des solutions T-périodiques symétriques du systeéme

y= -B'-n(t)y est au moins de dimension k.

De fagon analogue, nous pouvons donc montrer que si l'espace des solutions T-périe-
diques symétriques du systéme § =-B)Y est de dimension 1 alors l'espace des

solutions T-périodiques symétriques du systéme %X = B(t)x est au moins de dimen-
sion 1l. :
Et nous en déduisons notre théoréme. cqfde




‘ Par conséquent,nous pouvons donner & la matrice 925 (t) une forme analogue a
, celle de ¢ (t).

En effet, nous pouvons trouver une base de 1l'espace des solutions T-périodiques
de (2.52) que forment les colonnes de@(t) en complétant la base du sous-espace
des solutions T-périodiques symétriques. Nous écrirons donc ¢ sous la formes

(¢4 ¢2 L ¢k ¢k+4 Seoovee ¢p) (2.56)
ou ¢i 1%i <k est une solution T-périodique, symétrique de (2.52) ()

¢i k+/<1i=p est une solution T=périodique, non symétrique de (2.52)
(remarque: si k = 0o nous n'avons pas (%))
et les ¢i 4 < 1i £ p sont linéairement indépendants.

On a doncs
S @, (-¢) = ¢i (t) pour tout % 44izk

S 5251 (=t) = = ¢i(t) + une fonction de t symétrique par rapport & S
pour tout 1t k<izp (d'apres (2.50))

D'autre part d'aprés (2.5) S¢(-t) = B(t) N

Par conséquent, la matrice N est de la forme:

050amd Azt | ¢
m = :\\:~‘.\ i : : :k
. \. Y- ) ' .
] ST Ryt iep | Y (2.57)
' b5 o1 GeeEeng A
. XN (3

; ' fe 15, S ¢ p=k

' % \‘s ]

°'---~-----"o\-$ £
’--1;-—->¢p-ic---) v

ou les ng j indiqués ne sont pas nécessairement nuls.

Les vecteurs a tels que a = Na ont dont leurs p - k derniéres composantes
nulles

®

a=Na == a=/a)\ 00 a e, &  sont quelconques

o.-o.oFPOu’,.

Ce qui nous permet de préciser ce que nous indiquait le théordme 5.

30
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Si le systéme est symétrique et que nous désirons seulement connaftre les solu-

tions T-périodiques et symétriques alors nous devons rechercher les éléments du
noyau de l'applications

a
|

a ERP ;: a = a.k 02 Kk<Lp) = bEMP : b=
5 .

[ ERTINY )
4
A

..

0 b .
P

dimension k dimension p - k

& W (I+M) F(a,i)

autrement dit, nous devons résoudre une systéme de p - k équations & k in-
connues.
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CHAPITRE 3.

- APPLICATION DE LA METHODE DE HALE-CESARI
A UNE EQUATION PARTICULIERE.

Considérons 1'équations
X+x=£[(6+v§cos2t)x+bx3+cJ':2J (3.1)

A

o 6 s X, b,c sont des constantes
X# 0

Quelles conditions faut-il imposer & ces constantes pour (3.1) admettent des so-
lutions périodiques?

Nous pouvons écrire cette équation du seccnd ordre sous la forme d'un systime de
2 équations du premier ordres:

x,, = x2
%. = = x +£[(6+°(coszt)x +bx3+cx2] (3.2)
2 1 4 o 2 X
ou encore sous forme matricielle
i_,) =0 A4 X,,) +£( 0 (3¢3)
3 2
i2 -7 0 x, (G +% cos 2t(x4+ bx;+c X,
Considérons ce systéme pour £ =0
5  =x
(o} 02
Pisi; (3.4)
%02 = Xor1
11 admet des solutions 2 J[-périodiques du type
x°4 % Ao. cos t + Bo sin t
X0 = -Ao sih t + B-o cos t (35)

c'est-a~-dire la matrice ¢(t) est ici une matrice 2x2 n=p=2

¢(t) = (cos t sin t.> (3.6)

- gin t cos t

Considérons le systéme adjoint du systéme (3.4)

(3?04 &02)-'.' iy (y°1 yoz) 4 45

-1 0
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Oou encore

{yoq - y°2
5’02 == Vo4

qui admet également des solutions 2 7 -périodiques du types
Ssa™ A cos t + Bo sin t
yQZB -Ao sin ¢ + Eo cos t

c'est-a=dire la matrice  (t) devient ici

PH) = cos t - sin t)
(3.7)

sin t cos t

Remarques Dans ce qui suit nous indiquerons par x le vecteur ( x,)

e

x n'aura donc plus le méme sens que dans l'équation (3.I)

§I. Explicitons 1'expression & (I-Q)f(.,x(.) )(t)

Pour cela nous devons d'abord calculer les matrices C,D et le terme

Q £(e,x(s))(s)

2T, 2T 41 0
0*50 @ (t) P(t) dtago I,dt =27 I, o 12‘(0 4)

& (t) ¢(¢) g T v
D = ; 7 t) dt = 1.8 = 2 I
0 L e go 2 2

. SRR
&f@a«)ﬂ<a=9%wn4{owwnmamnm

ou f(u,x(u))= 0
((6 +% cos 2 t)x4 (u)+ b x3 (u) + ¢ xg (u)) !
= 4 fcoss sins 27r-esin u [(G+o(cos 2 u)x4(u)+b xg(u) +
2T ¢ x2 ( )]
x2 » du
- sin 8 cos 8//0 |\ cos u C(Gﬂcos 2 u) x,,(u) +b ’él (u)+
c xg (u)]

77-s.ain(:s-u) [(6+°(cos 2 u) x4(u)+b x?(u)+ c xg (u)J

- du (3.8)
5. 0 \cos (s-u)[(6’+°( cos 2 u) x, (u)+b Jg?(u)-rc xg(u)]
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[ % @-02(,x())] (4) - -
= (1-R) [ B()b+ X(v,0)X, +( X(v,8) [ (1-Q)£(+ ,x(2))] (s) as] (¢)
' o

mais ici la matrice fondamentale X(v,0) est la matrice ¢ (v) et est méme prin=-
cipale. De méme X (v,8) = (J (v=s) car (3.4) n'admet que des solutions 2] -pério-
diqueao

= Gt)o + P) X + {: Q@ (t-s) [(I-Q)f(.,x(.))] (s) ds
r : r
-p)™\ PG vav- D) e ) PP X av

(o

21T v
- gt | @) (¢ o0t x)] (o) as
(o] (o]
' T v
=f bi(t-8)[(1-Q)£(e ,x())] (2) ds = 4 B (1) Sch'(.v)j @ (v-)[ (-2, x())] () as
(e} 7 21T (o} Jo ;

en remplagant @ (t-s),éﬁ(‘t), ¢’(v), @(v-s) par leurs expressions matricielles
d'aprés (3.6) et [Q f(eyx(e))]|(8) par (3.8) on obtient aprés calculs:

2T T
mfed tf sin(t-u) (.%.. )du + f sin(tes) (..?.) ds = - SZ /V sin (t-s)(.?.)\
4 o “o

27T o 2Tr
21
ds dv+ 7 / sin(t-u) (.?.) du
2 70
2T t 2T v
-i_tS cos(t=u) (.2.) du +§ cos(t-s)(.?.) ds = __-_I_f f cos (t-s)(.?.)
2T o o 270 o .
ds dv + j_Sz"gos(t-u) (.2.) au )
2
o

(3.9)
2T "
Nous voyons apparaitre un terme séculaires = 4 _ tg sin(t=u)(eee) du

27 Jo
mais il sera détruit par le terme séculaire que contient l'intégrale

t
| f sin(t-8)(.%) ds.
° 2T .

Il en sera de méme pour le terme séculaire - 4 % cos(t-u)é.?.)du
27 o]
qui sera détruit par le terme séculaire contenu dans t o
f A TR TS
o

remarque: Nous avons abrégé 1l'écriture de (3.9) en indiquant par (o) -l'expression

(G +<tcos 2 u) x4(u) +b x?(u) +C xg (u)
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é 2. Exprimons & présent les équations: F(a,£) = O

F(a,t)= gz”q:(t)f(t,x(a.s)<t)> at
(o]

ol oY (t) nous est donné en (3.7)

o £f(t,x(a,8)(t) est la matrice (4}
((6 +¥cos 2 £)x,+b xz +C xg)
ol %= x_'(a.,E) et x, = x, (a,8)
2T
= I - sin t [(G-n{cos 2 t)xﬂ(t) + Db xz (t) + ¢ xg (t)] dt

=

2
/ cos t [(6 + cos 2t)x4(t) +b xz (t) + ¢ xg (t)] dt
o

F(a,t) = 0
21T :

= .So sin t [(G;tm(cos 2 t)x_,(a,ﬁ)(t)+h. x3 (a,8)(t)+ ¢ xg(a.,i.)(t) dt?O )
3,10

2T 3 >
fo cos t [(6+°(cos 2 t)x_,(a,i)(t)-fb x, (a,€)(t) + ¢ xz(a.,i)(t) dt = 0

§3. Recherche des solutionss

Avant d'entamer les calculs nous savions déja que l'équation (3.I) était vé-
rifiéde par la solution x = O et donc que le systéme (32) admettait la solu-

tion nulle x,\= [0
(xz\) ( 0)

0122® jisration.
o .
x> = P(t) a, A cos t + B sin t) x(a.o, 0)
-A,sin t + B‘o cos t

ol a, =(A, doit vérifier F(ao, 0) =o0 - (3.11)
B aét <9F(a,£2 ) Bl 3 #0
e

2 a (3.12)
E=o0




A. Considérons 1'égquation (3.11)

F(ao,o)= o s'éerit ¢

o

ou x1(a°,o)(t) = A.o cos t + Bo, sin t

xz(ao,o.)(t) = - Ao sin t + Bo- cos t

apres calculs nous obtenons les 2 équationss
2

~GBT+«B I -3bB T -3 A28 T =0
2 4 4
3
éAoTr+qu'g+%bAo7r+%bA°B§“ﬂ' =0

équivalentes 3
- B [(5-142_) +30 2+ )] =0

A, [(é+°_L2_)+%h(A§+B§ N §o

Quelles sont les valeurs de Ao, BO qui vérifient ces équations ?

a) gi b=o alors (3.13) se réduit &

AR

oK) =
Ao c+ _';) o
[
F(ao,o) = F(AO,E'O,O) =0 &
Ao =a et B’o =0
oulh =o et B quelconque si & = %
(o o -é-
ouB =o et A quelconque si & = = o
o [+ -2-

Remarques F(ao,o)= F(Ao,Bo,o) est un abus de notation

. By A
il faudrait écrire F(a.o,o)= F((Bﬂ : °>

36
2T 3 2
-[ sin t[(Gcos 2 t)x(aj,0)(1)+ b x(ag,0)(1)+ o x(ag,0)(8)] at = o
(o} !
J
\
|

g”ﬁos t[ G+ cos 2 %) x,(ag0) (4)+ b x(a;,0)(£)+ ¢ x5(a ,0)(+)] dt= o




v) sib#o

F,(a,0)= E (A, Bs0) = = B, [(d R )e Zb(A +B)] =

2
@.BQSO ou %‘L(A°+B°)=d§—6

Fy(a,,0) = B,(A,B,0) = A, [(6+°<)+2b(A + 2))

= = - d
< A =o ou (A0+B§). (é+_)
4 2
Nous avons done quatre possibilitéss
AO =0 et B‘o gl

A = L
ot e (39

B =0 et is---j-ﬁ(é*%>

(32 + 82 )= A_oc-é) ot (A§+n§)--4 (G+ x)

Pour avoir la possibilité (3.I7) il faut b(Q_L_ -6) =0
' 2

(3.18) " b(G +%)e
( +_2_>t-o

(3.1 " b[A ~G)ro0 et b(G <
3419) {_2_ )oe (+°"§)°

(3.14)

(3.15)

(3.16)
(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

lorsque nous avons 1'égalité dans (3.20) alors (3.17) est équivalent & (3.16)

" than (3.18)

Exprimons graphiquement les conditions (3.20), (3.2I),(3.22) s

8l b ¥o B g

(3.22)= & >26 ot «<-28 B.22) (226 ot *>_26

A% /<52 PPt

‘.’"7//’///

Y
6\
-3
/ !
/
1/

3

o G

!
1
'
Il
’
[
'
!

74
1IN

A7t/

~ /.'
// /
/

°(:-26

W
o
o

fige2

(3.16)
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la région hachurée sans les demi-droites
frontiéres et sans l'axe ™ = o (vu hy-
pothése) étant la région permise par
(3.22).
(3.20)=42z2G s demi plan fermé & gau-
che de la droite
oL = 26
(3.21)= < = 26 : demi plan fermé & gauche
de la droitest = = 23

Recherche graphique des solutionss
2 2

A +B =4 (%-6)
3 2
circonférence de rayon R = YE\e(- 26
—’ P
31 b
A 8o
tig >Ao
fig.}

si<{= 2 @ : cette circonférence se
réduit & l'origine

les équations (3.16) et (3.I7) nous don-
nent pour (3.I3)les trois solutions en-
cadrées 03]

L*équation (3.I9) nous donne également la solution Ao

la région hachurée sans les demi-droi-

tes frontiéres et sans l'axex = o

(vu hypothése) étant la région permise

par (3.22).

(3.20)zX € 2¢ s demi plan fermé &
droite de la droite
Y =26

(3.21)=¢ = =26 ¢ demi plan fermé &
droite de la droite
X ==-2G

Aﬁ-&Bﬁ:-L(G-}:‘)

3b 2
circonférence de rayon R;ﬁ{-:(’-_z—g—'
3 b
' Bo
—» Ao
fige4

siel = - 23 cette circonférence se
réduit & l'origine

les équations (3.16) et (3.I8) nous don-

nent pour(3.I3) les trois solutions en-

cadrées ol

B
o

0

elle nous donnerait aussi tous les points de la circonférence:

8i nous pouvions avoir =X = 0 mais ce cas est exclu par hypothése.

En conséquence les solutions de 1'équation
sib=o A°=o etBoao

A =0
[o])

Bo =0 et Ao réel quelconque

F(ao,0)= F(AO,BO,O) = 0 sont

pour toutes les valeurs de<<,G, ¢ # o)
et B:o réel quelconque

gi X= 2@ et pour tout ¢
si = =« 264 et pour tout ¢




si b # o ﬁ =0 et B =0 pour toutes valeurs de X ,G, b,c&#o,b#0)

A =0 et B +V—Ve( 26 8ife.®,0) € deni-plan ouvert & gauche deX= 26
.Xfaoet b>o

ou 8i ( & ,6)€ demi-plan ouvert A droite de =26
£ o et bco

B‘O=o et Aogi@"“’(; 26

si( (4,6)fdemi-plan ouvert A gauche d&f=-26
{°(;‘ o et b>o

ou si(&,8) € demi-plan ouvert & droite deX== 26
{d;é o et b<o

B. Considérons la condition (3.I2).

Pour que les solutions ci-dessus soient acceptées comme vecteur a_ elles ne peu=~

vent annuler le jacobien AF (a 22 ,
?a

&=a
B = o°
a) [sib=o
BXlagl. o S-S gel) | » «(Bs %) (Gunti)
2a a=ao 2 2 2
E=o0 G +4 0

2
Ce jacobien est # 0 &> G # + £
2

Donc si b=o et G= + <A nous ne pouvons trouver Ao et 1!%?o

si b = 0 et6 # +<X nous avons seulement A=c,B =o0

si b#o
3 Fa,g) - '2bAB -(6-) - 3b (A%4B%)- 3 b B
Qa a.==a°_ e ) 4 o © 5 o]
E=0 (G 2(A 4B )+2bA2 3bA B
2

% w2 (a2482)% 3 bé(A +B§)-%°( b(A° -B2)+ (@4 a_;_)(é-e_;_) -




b
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0 et B =0 n'annule pas le Jjacobien si X # + 26

ks 0 et B = +V_‘\(°(- 26 apres calcul on trouves

J= 2o<(o< G) =X (K = 26)
F

J ne s'annule pas si Y # 26

A =4 \/_21 Fz—z‘c’? et B = O apres calcul on trouves
o - 3 T &5 o

I = (% +6) [~ 68]= = 1(« + 26)(%+ 68)
2 e

e
n

J ne s'annule pas si X # = 28 et # - 66
Conclusion:
si b = 0 aucun & ne satisfait & la fois (3.I11) et (3.12)
8ib# o 8, [0)eatisfait (3.1I) et (3.12) sauf si =126 (%40)

si b>o
satisfait (3.11) et (3.I2) si &¢,8) € au demi

=/0 :
2‘*-261 plan cuvert X > 2 & (< # o)
P4 V—-; 5 (c'est-i-dire & gauche de la droite X =2@ )

1 a, = tv_i_“/-ot- 26 | satisfait (3.1I) et (3.12) si &,)€ au demi-
| 3 b plan ouvert £ < = 2@ (X# 0) et siX# - 66
(c'est-d-dire & gauche de la droiteX= = 2G )

si b<o
satisfait (3.II) et (3.12) si (%,g) € au demi-

e 0 S
+|2))X~- & plan ouvert X < 2 & (X # o)
('V';H— > |

- ﬁfgv.’_'*_’._g..@". satisfait (3.II) et (3.I2) si (X,6) € au demi-
317 b plan cuvert X > = 26  &#0) et siel# - 66
7 O ! :

Supposons que les paramdtres figurant dans (3.1) soient tels ques

= ..,Yz \/-v(- 26 satisfait (3.II) et (3.12)
o E 8 o
0

Nous allons poursuivre notre méthode itératives

Jeére itération.

x'(t) =B(t) (a, +Ea,) + € [HIT-QL(,2°))] (+)
il nous faut donc calculer [%(I-Q)f(.,xo(.))] (t)
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od x° = tvz‘/::(’-—;g‘cos t
3 b
;Vzmzsint
3 b

- Aprés calcul, nous arrivons & un résultat trés compliqué que nous avons préféré
ne pas retranscrire.
La longueur des calculs et le caractére compliqué de l'expression

[%(I-Q)f(.,xo(.) )J('b) sont dus A& la complexité de la fonction f dans 1l'exemple
traité. .

‘ * Le vecteur a, est alors déterminé en résolvant les équations
r
F(a;,¢) =S'z @ (t)F(t,x7) at

......i. et la procédure se poursuit.

’ § 4. Le systéme (3.2) a-t-il la propriété (E) par rapport 2 une matrice s?

Nous devons s'il existe une matrice S constante, 2 x 2, symétrique telle ques

8% m1 (3.23)
SA = - AS (3024)
S £(4,x(t)) = =£(~t,S x(t)) (3.25)

o A=/0 4
%
£(t,x(t))= 0
((é +cos 2 t)x () + b x_? (t) + ¢ xg (t)))

Io SA = - AS

< T gl T el SRR WL L T
512 S22 4. 0 = L A 8o
&> Sy = = 81 (3.26)
2. 82 =1
<> 8 8 L /.
I3 "1 511 810 4 0
-5
815 11 812 811 1

Pry e
< sy +8,_ 8 (3.27)
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S doit donc avoir la formes [4 - SII] 2

o

3. 8 f(t,x(t)= -£(-t,S x(t))
11 E” s11) 50 ==/ 0
[-f- SIB% - 81 @+ cos 2 t)x1+ b x‘? + C xg e

Sans m8me écrire le terme que remplacent les petits points, nous voyons que
il R
[4 - sn]:. doit &tre nul.

Par conséquent 8i S existe, S est soit /4 O\ , soit -1 0
0 -9 - 4

Voyongki ces matrices vérifient la troisidme propriété (3.25)
S x(t) = [+4 0 x4(t) = /+ x4(t)
0 1 x,(t) x,(t)

S f(t,x(t)) = - £(=t,S x(t))

=—> 0 = 0
+ fz(t,x(t))) (-fz(-t,s x(t)))

ou f2 désigne la deuxiéme composante de f.

+3

- + [_(d+o(cos 2 t):g.-rb x}-«- c xgj [+ (G+%cos 2 t)x +b x,, +cC x2
2 2
< 3 c x2 = - O x2

Donc si c= o S=M 0 ou [-41 0
: 0 0 4
sic#o S= 0
0 =4

Nous pouvons donc en conclure que quels que soient les parametres, le systéme
(362) a la propriété (E) par rapport & la matrice

0 -1
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§ 5¢ Incidence de la symétrie sur la recherche des solutions périodiques.

Recherche des matrices M et N.
Sg(t) = d(-t) N
= S@(0) = Z(O)N

=SI = 1IN d'aprés (3.6)
= S=N
= N =/4 0

0 -4

(f)(t)s = MP(-t)
= P (o)s= M ¥ (0)
--S =M - d'apreés (3.7)

=M=/ 0
0 -4

On en déduit:

a=Na.%(A) 8(4 O) (A)@ a, =0
A B 0o -4) (B
I+M= (2 0

[0 o

et done (I + M)F(a,£) = 0 <> F,(a,8)=0
ou F,,(a,e) = 0 est la premidre équation du systéme
F(ati) = 0
Nous savons donc d'aprés le théoréme 5 que:
si a= (A) alors F,I(a,i) =0
0

Si nous désirons seulement trouver les solutions 2T -périodiques, au lieu
de résoudre le systéme de 2 équations & 2 inconnues F(a,%)= 0, que nous pou-
vons noter (avec un abus d'écriture)

{ F,(4,B,¢)

F,(4,B,¢)

nous avons seulement & résoudre l'équation & I inconnue
F,(4,0,€) = o

o

(o]

Reprenons notre méthode itérative.

e | itérations
x> = @(0) ag

ou a -_-(A) vu a = Na




iy

Nous voyons bien d'aprés (3.I13) que 1l'équation F, (a. y0) = 0 est immédiatement vé-

rifiée comme le prévoyait la théorie.

I1 suffit donc de vérifier:

F, (a,,0)= 0
dét‘an(a,E) ¥0
DA E=0
- a8 = a-o
F,(a,0) =0 €> A=0ou _%79 A§ - (cg’+<3a_<) d'apres (3.15)

(cette derniére égalité a lieu moyennant la condition (3.21) )

an(a,E)

= 9F (a,t) 2 2
, g (G+%X)+ 3b A"+ 3bA
2 % A=A

0}

B=0

(G+<4) + 9 b A2
2. 4

®
Hn

Bib=0 JEO € of-28

8i b #0 J#O@A ¥ -4 (6+%)
E) 2

@{ A0=o et Xf -26
A £+ A 2(-0(-265
ou e 4 3(/ "

Nous trouvons donc des solutions que nous n'avions pas obtenues auparavant.
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CHAPITRE 4.

CONSEZRVATION DE LA PROPRIETE (E) PAR RAPFORT A UNE MATRICE S
'PAR PASSAGE A UN SYSTEME A COEFFICIENTS CONSTANTS.

I. PASSAGE D'UN SYSTEME A COEFFICIENTS PERIODIQUES A UN SYSTEME A COEFFICIENTS
CONSTANTS DANS LE CAS NON LINEAIRE.

Considérons le systémes
% = B(t)x + £ £(t,x,¢€) (4.1)

ol "« X est un n-vecteur é(n s X = x(t)
o £ 3R x* —> ¢® est continue VteR,Vxe °
et T-périodique en t: f£(t + T,x,8)=f(t,x,€)

B(t + T) = B(t) , B est une matricen xn

e & est un petit paramétre.

Nous voudrions le ramener & un systéme & coefficients constants
§=4ay+ € gltyye) (4.2)
ol o+ y est un n-vecteur € €& , y = y(t)
e & R x(n i (n est continue FtE€R, Fye C*
et T-périodique en t : g(t + T,x,£)= g(t,x,¢&)
e A est une matrice constante n x n

e &' est un petit parametre.

Or nous savons par le théoréme de Floquet que nous pouvons ramener un systéme
linéaire & coefficients périodiques

% = B(t)x (4.3)
& un systéme A coefficients constants

y=Ay | (4.4)
moyennant la tranformations

x(t) = P(t)y(t) (4.5)

ol P(t) est une matrice réguliére, T-périodiques P(t + T) = P(t).

Les matrices P et A proviennent d'une décomposition (non unique) d'une matrice
fondamentale X(t) du systéme (4.3) sous la forme

X(t) = P(t) &A* (4.6)



Nous allons .appliquer la transformation (4.5) & notre systéme non linéaire

(3.1)2 -
%X =B x +& £(t,x,€)

<> [By]= B Py +£1(t, Py,t) par (4.5)

[.] indique que la dérivée porte sur
le produite.

<> By+ By =BPy+ € £(t, Py,k) (47)

orP=BP-PA (cir (o]
en remplagant dans (4.7) nous obtenons le systime
Py=PAy+¢ef(s, Py,t)
et en simplifiant par P qui est une matrice inversible,nous obtenons
' §=Ay+¢&P(t) £ (%, P(1) y,8) (4.8)
qui est donc un systéme & coefficients constants équivalent au systéme (4.I ).
Posons g(t,y,&) = P"7(t) £ (t,P (%) y,¢£)

Nous avons bien un systéme du type (4.2):
Yy=Ay+ &gty

qui posséde les propriétés demandées.

II. QUE DEVIGNT LA PROPRIETE (E) PAR RAPFORT A UNE MATRICE S LORS DU PASSAGE
A UN SYSTEME A COEFFICIENTS CONSTANTS ?
Supposons que le systeme
% = B(t) x +€ £(t,x,€) | (4.9)
a la propriété (E) par rapport & une matrice S.

Nous voudrions que le systéme

¥y =Ay+£e(t,y,E) (4.10)
auquel nous pouvons ramener (4.9), ait aussi la propriété (E) par rapport i S.
Est-ce possible ? Si oui, comment devonsenous définir la matrice A, et par con-
séquent la matrice P qui vérifient la relation (4.6) ?
Autrement dits

au départ nous savonss 32 =1 (a)
S B(=1)S x(t) = = B(t)x(%) (b)
S £(-t, S x(1),8) = - £(,x(t),2) (c)

X(%) = P(t)<;At ou X(t) est une matrice fondamentale
de (3.3), cette décomposition n'étant pas unique.
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g(t,y(t),8) = P (+)£(t,P(4)y(t),£)

et nous nous demandons si nous pcuvons trouver une matrice A, et donc une ma-
trice P, qui vérifie (3.6) et telle que:

SASy (t) =-A4Ay (t) (b*)
S g(-t,S y (t),¢) = - g(t,y(t),¢) (')

Recherche de (b').

Si nous parvenons & trouver une matrice A telle que S A = - A S, nous aurons la
propriété (b').

Soit X(t) une matrice principale de (4.3) qui par hypothése ((a) et (b)) a la
propriété (E) par rapport i la matrice S

alors d'aprés le théoréme I du chapitre 2, nous savons ques
< S X(=t) = X(t)s

c'est-a-dire S P(-t) Pl P P(t) ot g d'aprés (4.6)
multiplions les deux membres & gauche par P 7 (%)
4 droite par eAt
&> P(t) S P(-t) = &'t 5 o (4.11)

= P 1(T7)s P(-T) = eAT S eAT en prenant 1'égalité en t = T

or P(T) = P (0) = & (o) L AR

car P est T-périodique,(4.6) et e® = I ol O = matrice nulle
nxn
I = matrice unité
nxn
£ sad g
AT

S = e"Am en multipliant chaque membre & gauche par S AT
4 droite par e |

<> S e
& LN s pour toute matrice Q régulidre Q eAQ-4=eQ’AQ.4
| ‘(cfr appendice)
&> SAST = = AT + CT avec o’F = I et AC =CA
&>SAS=-A+C  avec e =1I et AC=CA (4.123
C n'est donc pas nécessairement nul car eCT =0 » CT'=0

Le A trouvé dans la décomposition (4.6) ne nous convient donc pas nécessairement,
il vérifie SAS = =A + C mais peut-8tre pas SAS = =-A

Cherchons une matrice AX telle que A¥= A+ K
{SA*S = =A% (4.13)
autrement dit, cherchons une matrice K telle gue:
S(A+K)S=-(A+K)
<> SAS + SKS = «A-K
< -A+C+ SKS = =A =K par- (4.12)
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. <> C+ SKS = =K
en multipliant & gauche chaque membre par S
nous voyons que la matrice K doit satisfaire

KS+SK==-SC (4.14)
cependant C =S A S+ A (4.15)

<> (CS=SA+AS en multipliant & droite par S

{S C=AS+SA en mltipliant & gauche par S
= SC+CS (4.16)
Soit K = - 4C ¥ (4.17)

2
cette matrice vérifie bien la relation (4.14) d'aprés (4.16).

Nous avons donc trouvé une matrice A¥ satisfaisant (4.13)

K= A-4C=A- 4(5AS+4A)=41 (A-SAS)
2 2 2

par(4.17), (4.15)

I£ faut encore nous assurer des propriétés de la matrice P*borrespondant &
e

+*
= P(t) = x(t) AT f4.38)
P” régulidre car P™ est le produit de 2 matrices réguliéres

P* périodique ?

P¥(t) = B(t) At AT par (3.18) et (3.6)
= P(t) e i—g—t- (4.1I9) car AC= CA,(3.I7) et (3.I3)
At . & (A=5 )¢ A"t
=y e P » = @ =
Sl
P¥(44D)=P(taT) 2 t'T)
= P*(t) e?? car P est T-périodique et (4.19)

¢
or eQT = I n'entraine pas que e:; =1

P¥(t) n'est donc pas nécessairement T-périodique
elle est cependant 2 T-périodiques

C(+42T
P*(4 + 2 T) F(t+27)

P(+2T)e

p*(4) o T
(%)

Recherche de (c').

La propriété (c) peut s'écrire d'aprés (4.5) et en multipliant chaque membre &
gauche par P'4(t)
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P~ (t)S £(-t, SP(t)y(t),£) = = P7(t) £ (t,P(t)y(%),¢€)

&> s P-"(-t)f(-‘b,P(-t)S y(t)’e) - P-1(t)f(typ(t)Y(t),£)

car Pfkt) SP (=t) = eﬁt g o™ d'apres (3.1I)
=S car nous avons Vu que nous pouvions
prendre A telle que AS = =5A
=> P 7(£)S = S P7(t) et S P(-t) = P(t)S (4+20)

<> S g(-t,S y(t),8€) = - 8(t9Y(t)9£)

ce qui nous donne la thése (c') .

Conclusions
Si nous avons un systéme non linéaire

% = B(t)x + ££(t,x,¢8) (4421)
& coefficientsT-périodiquesen t, qui posséde la propriété (E) par rapport & une
matrice S, alors nous pouvons le ramener & un systéme linéaire

¥ =4y +¢g(t,x,¢t) (4.22)
& coefficients constants qui posséde aussi la propriété (E) par rapport & S.

Cependant nous ne sommes pas certainsque la solution y(3) de (4.22) correspondant
4 la solution x(t) de (4.21) par la transformation (4.5) est encore T-périodique.
Nous pouvons seulement affirmer qu'il nous est possible de trouver une matrice A
telle que la solution y(t) de (4.22) correspondant & la solution T=-périodique
x(t) de (402I) soit 2 T-périodique.

En effet, si pour A nous prenons la matrice A¥ rencontrée plus haut et 2 laguelle
était associée par (3.6) une matrice P* 2T=-périodique nous avons

y(t) = ) x(¢)

qui est bien 2 T-périodique.




CHAPITRE 5.

INTEGRALES PREMIERES
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Hale a considéré ensuite le cas ou le systéeme admet une ou plusieurs intégrales

premiérese

Nous allons d'abord rappeler ses résultats.

Définitions

Une intégrale premiére d'un systéme

‘ X = g(t,x)
est une fonction u: Rx €™

— C

qui a des dérivées partielles premiéres continues,

qui est telle que

Qu(t,x) « glt,x) +
X

C

Lemme I,

Qu(t,x) =o

Ft, x
t

(5.1)

(5.2)

Si =x (t,to,xo) est une solution de kX = g(t,x)
x (to,to, xb) -
u est une intégrale premiére de X = g(t,x)

alors u(t,x(t,t_,x ))= ulty,x ) ¥+t pour lequel x(t,t ,x ) est défini.

Lemme 2.

Si u est une intégrale premidre de X = g(t,x)

qui a des dérivées partielles secondes continues

alors aéf

ug(t’xb) =" Qu(t,x(t,x))  est une solution de 1'équation
?x
f=-w@G ouG=G(tx)= 2g(t,x(t,x.))

@x

(5.3)
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Lemme 3.

Si o u(t + T,x,£) = u(t,x,€) est une intégrale premiére de
% = B(t)x +& £(t,x)

qui a des dérivées partielles secondes continues par rapport & t et x

e X (a,8) est la fonction Tepériodique définie en (I.8)

o ¥
alors f [u-x Q f] - x"'(a,&) (t) at POU.I‘Ei‘ (e} (5.4)
(o]

Si o u(t,x,£) = u(t + T,x,€) est une intégrale premidre de
X = B(t) x + ££(%,x)

avec ux(t,o,o) £o

e X"(2,€) est la fonction T-périodique définie au lemme 3 du chapitre I

alors ux(t,o,o) est une solution T-périodique non triviale de

= - WB () (5.5)
Par conséquent il existe un p-vecteur h non nul tel que
ux(t,o,o) = h @ (t) (546)
I1 existe une fonction continue w (tya,€) = u(t + B, 2,&) telle que
M (ty 0,0) =0 (5.7)
ux(t,x*(a.,t)(t),ﬁ) = ux(t,o,o) + M (t,a,t)
= h¥(t) + o(t,a,¢) (5.8)

La these (5.4) peut s'écrires

’(T u (,2°(a,8)(4),6) ¥'(4) D7 at  F(a,€) d'aprés (1.5), (1.10)
0

ou encore:

T
[0+, pette,0¥(4) 577 at] a,8) =0 avaprés (5.8), (1.4)

Vu que h est un vecteur non nul et _4(%,0,0) = 0 il s'en suit que:

30(4;5 o £&# o tels que h-i e (tya,¢) W'(4)D™ dt £ o pour/ale <,
/& « &,
Il existe donc une relation linéaire entre les composantes de F c'est-a-dire

entre les fonctions de bifurcations de X = B(t) x + €£(t,x,§)
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S'il y a une intégrale premiére u(t,x,£) = u(t + T,x,£) de
% = B(t) x + & £(t,x,€)

avec ux(t,o,o) # 0

alors une des fonctions de bifurcation est superflue.

Définition:

Si W peeee, Wy sont des intégrales premidres de X = B(t) x + €f(t,x,¢&)

nous disons qu'elles sont linéairement indépendantes

si la matrice . u, (%,0,0) = du(t,0,0)

FS

O’L‘i u=(u_,,.u,uk)
a un rang k.

Théoréme.

Soient « u =-(u_,,.....,uk) kep k intégrales premiéres linéairement |
indépendantes de % = B (t) 2 + ££(t,x,¢)

e u(t + T,x,e) = u(t,x,e) continues et ayant des dérivées partielles

secondes continues par rapport & t,X
alors il existe <={, >0 , £&4>0

il existe une matrice H, k x p de rang k telle que
H F(ay€) = o pour /a/& &4 //&]2/€,/

Si k = p, alors il existe une famille p-paramétrique de solutions T-périodi-
ques x"(a,€) /alzel,,/¢/2 £, ou x*(a,¢) donné en (I.8)

Si k = p alors H est une matrice non singulidre et donc
H F(a,€) = o =>F(a,8)= 0 pour [a/z «4/E/c ¢,
c'est-3~dire les équations de bifurcation sont automatiquement vérifides.
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Dans son livre *"Ordinary Differential Equations" Hale propose l'exercice suivant:

Soit le systémes
kg = G %y + T4(x,y %5 )

i2 =G x, + f2(x4,12, y) (5)
¥ = Cy+ & (x%,y)
ot & est positif

Xp9 X sont des scalaires

y est un m~=vecteur

f4; fz,g sont analytiques dans un voisinage de x = X,=0,y= 0,

. avec les séries de puissances commengant avec des termes
de degré au moins deux. :
Supposons « que ce systéme ait une intégrale preuiére W(x4,x2,y)
qui a des dérivées secondes continues par rapport & Xy %59y
« et que les valeurs propres A4,.....,,Xm de la matrice constante

€, satisfont Ak # ié n pour k =4,2,..e m et ¥n entier.
Prouvez que ce systéme & une famille & deux paramétres de solutions périodiques.

Indication:

Introduisez dans (5) les coordonnées polaires

il cos B @
-fﬁmé&

X4

i

et éliminez t dans 1'équation résultante pour obtenir des équations

différentielles pourf y ¥y comme fonctions de &.

Nous proposons de résoudre cet exercice dans le chapitre I de la deuxiéme partie

de ce travail.
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CHAPITRE I.

SYSTEME DE LYAPUNOV

I, POSITION DU PROBLEME.

Considérons le systéme d'équations différentielles d'ordre n

a Xg

*
at = &81 14 +oooooooa-sn xn + Xs (x" gececy xn) 8 = fgeeeyl (ITI)

ol o les a_. sont des constantes réelles

8J
e les X:'sont des fonctions analytiques des variables

i XgreeesX, dont le développement commence par des termes au

moins du second ordre en XygoeesX o

Le systéme (I.I) est un systime de Lyapunov s'il satisfait les trois hypothéses

fondamentales que nous allons indiquer ci-aprés en dégageant chaque fois les con-

séquences qu'elles entrainent pour le systéme (I.I).

I°) Premiére hypothése.

Supposons que l'équation caractéristique:

:

1°P v e (ol

8,1 8- f L =0 (1.2)
; : E

iU B

admet au moins une paire de racines + Ai ( Aréel) 5

En conséquence, le systéme (I.I) peut se ramener au systeme:

dx .
o -:Ay'+ X

%%skx-‘.f (103)

dx
S
a"‘t— = bsix1"’...o.+ bsm xm <+ 8.5 X + bB y + xs (8 =4,oo.o.,m)

m=ne2
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ol « b ., a, b sont des constantes réelles
s}’ B'.n

o X T XS sont des fonctions analytiques des variables XyYsXggeoeX
dont lesdéveloppements commencent par des termes au moins du se-

- cond ordre en XygeeesX sy Xy Yo

Démonstration.

I, L'équation caractéristique du systéme adjoint a également les racines

+ A i auxquelles correspondent les solutions de composantes

-ilt W
(A8'+1Bs) e et (AB-iB.s) e 8 %] gosvap (1.4)
ou 'As et BB sont des constantes réelles.
. : ol “idt
En effet, si nous exprimons que [(A_, + 1 Bj)yecesy(d + i Bn)] e est
solution du systéme adjoint Nt
b g R
: 1
%ng-ee. . -.80n
nous obtenons le systéme de n équations
a1s(A4 + i B_,) Pu'nn st a'ns(An+ - 4 B'vn)z i (As+ i Bs) B qeceell

en posant AB + i B‘-s = Cs, nous obtenons le systéme homogdne de n équations &
n inconnuess

a:’s C" 4 azs Cz -+ .....+(ass - iA)CB Yecececet ans Cn =0 (I‘S)

dont le déterminant est nul vu que (I.2) admet la racine A i et donc (I.5)
admet une solution non triviale C_,,....,Cn.

_Nous pouvons,par conséquent,trouver les constantes As et B’s o

: e . LK .
Si nous avions considéré l'expression (As - i Bb) e , nous aurions obtenus

a"s (Aq" i B,,) 4+ ecccet ans(An" i Bn) B e iA(AS - i Bs) 8 = ‘,,ooon

' Y My . e -
c'est-d~dire: a s Dy +....~c-(a.ss +iA )Ds *eeet 8 D =0 B =dyeeeym

ou D, =A -1iB,, et comme (1I.2) admet la racine =A i, nous arrivons au méme
résultat.

2. La partie lindaire du systéme (I.I) admet:les intégrales premidres:

~i)t iit

(x+1iy)e et (x~-1iy)e (1.6)
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n n
3 - £ -
oh x = S& As X et y -3 Bs xg (I.7)

Ae’ Bs étant les constantes de ci-dessus.

En effet, (x + i y) e-l“\‘t

44t _

est une intégrale premidre de la partie lindaire de (I.I)

4==>g_’(x+:l.y).e o

dt
< %+1i¥y-il(x+1iy)=o0o par dérivation et simplification par e
€ (X+Ay)+ i(F -AX) =0
&> k+Ay=o0 et §-k=o0 (1.8)
idt 3

“iAt

De m8me (x =iy) e est une intégrale premidre &> (1.8)

Nous devons donc démontrers

' g__x- = -Ay
dt
dy = & x 5
'5%' (1.9)

Considérons la partie lindaire de (I.I) et multiplions, la s-idme équation

(8 =4, «..n) successivement par As et B‘-s

Asdxs—(a X, + a =) A 8= n
dt - 84 4 L N sn n S "#,0..,

i 4 x " b
Bs - s = (aM Xyboeoot B xn) Bs 8 =1400e4n

n n oo
W) ol 2 )
s dt(s=4 AABrn x4(5=4 ¥4 A&) foeenition (s=1 ®en 45

n

n n
d E B x) =xt& a B)+.....+x (2,_ a E>
Tl amg 2B S 8175 n{<Z, sn’s

“or nous woulons (I.9), donc nous devons voir d'aprés (I.7) sis

n n n
z‘ L 2 . - -AZ_
% s=1 29 As Fenrt PN s=-18‘sn As 8=q Bs Xy

n ’ n

n
= : =z =d =
X, o%q a.s_’ Bs Foceocet xn By & ES <\S=7 As xs

c'est=a~dire si en égalant les coefficients de X (i = 4 eee n) dans les deux

membres nous avonss

811 A4+8.21 A2 Fecooe +a-ni Ana-ABi ig_’ ’oooo’n

a‘ii B4 + &xi Bz teceece + a.ni Bn = A Ai 4 = g goeecyll (I.IO)




58

or en posant C5 = As + i Bs et en additionnant (1.10)4 + i (1.10)2, nous retrou=-
vons (I.5) qui est bien satisfaite pour CS = As + i BS .

Par conséquent (I.9) est bien satisfait pour x et y définis comme en (I.7).

3s Alors par le changement de variables X, Ty R,

tenons 1le systime (I.3) équivalent au systéme (I.I) moyennant notre premiére hy-
pothdse.

~~%» X, NOus Ob=-

2°) Deuxidme hypotheses

Supposons que ¢ les racines + Al de (I.2) sont simples
: e leurs multiples entiers ne sont pas racines

e (I.2) n'a pas de racines nulles.

Or (I.2) doit coincider avec 1l'équation caractéristique de (I.3) (c'est-a-dire

avoir m8me racines). Cette équation peut alors s'écrire:

PR . {TJ11)
et D (f) = | by =P br, eccceceeesn b f=o0
’ B Wl peeese by (1.12)
me Cececsscscscesscseses bmm"f (m =N - 2)

Notre supposition entralne que (I.I2) n'a pas de racine zéro ni + pki ol p entier.

Nous allons voir que par conséquent on peut écrire (I.3) de fagon que gy et bs
soient annulése

Démonstrations

Pour ce, faisons la substitution:

X, =% 4, gy (8= 1y000eym) (1.13)
ou °(s, g0 sont des constantes 3 déterminer.

da x d x
g = s

> A T

+o _ dx_ 4+ a; (8 % ge0sesh)
8 & Ps g e
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= ;‘; b, (;ci-c(ix -ﬂiy)+asx+bsya.-lo<sx+.\ﬂax

i=1q
+ xs(x,y,xﬂ....,xm) +el X(x,y,x.,,....,xm)+ﬂsY(x,y,x_,,....,am)
z £ ; A )
X - e o - d -
= i=1 bsi X3 (i=1 hsi di ﬂs a’s) & i=1 bsi ﬂi gl bs)y +°‘sx

+ﬂs Y+ Xs : (1.14)

Nous voudrions que o{s, /3, soient tels que les coefficients de x et y dans (I.14)

soient nulse Pour cela il faut que cfs, /‘s satisfassent:

bs‘.’qq"'..-oo. + bsm«m 5 )ﬂs = a's 8 =24 eeseell
- bS‘f ﬂ""v'oooooo"’ bsm ﬂm +Ao(s = hs 8 = 41 eoseell (1015)

Posons Ys = -(s + iﬁs, et écrivons (I.15)4 + 1 (1.15)2, nous obtenons:

bB’ Y,’+oooooo+ (bss + 1A)¥S+'.°.+ bsm Ym = ans + i bs g =4oooom (IoIs)

Le déterminant de ce systéme non homogéne en Ys. est non nul car D(- id) # o
vu que (1.I2) n'a pas de racine + pAi  p entier.

Nous pouvons donc résoudre (I.I6) et trouver les inconnues ¥, , autrement dit,
nous pouvons déterminer les constantes b et /58 apparaissant dans (I.I3) et

annulant les coefficients de x et y dans (I.I4).

Par le changement de variables (I.I3) nous obtenons donc le systime:

ax o - :
-—d_'E‘- = -Ay + X (x,y, X4 gensecey xm)

-—d-‘y-z f\ X + Y (X,y,;,, 9 coaoo,im)

dt
a :'cs e 3 % -
To = Dg, Xyt oeeeeet B X 4+ Xs(x,y,x4,...., xm) 8% ofgeestt

Si nous réadaptons nos notations antérieures en sachant qu'elles ne désignent plus
exactement les mémes variables et fonctions, nous écrirons le systéme précédent

(équivalent & I.3) sous la formes:

d »

'a_ztt' = “)y + X (X,y,x_',f..,xm)

%% = AX + Y(x,y,x_’,...,xm) (1.17)
a xs

—a'_r" = bB‘f x4 + oooo-bsm xm + Xs(x,y,x4,....,xm) 8=4 gece gl




ou X,Y,X  sont des fonctions analytiques de X,¥yX 9eeey "

dont les développements commencent par des termes du second ordre.

* 39) Troisiéme hypothése.

Supposons que le systéme (I.I7) admet 1'intégrale premidre:

H(x,y,x1,.‘oo,xm) = constante (Icle)

ot H est une fonction analytique des variables x,yx PERTLYE

.qui contient des termes du second ordre et qui ne s'annulent pas pour

x=y=x'4=..o=xm=°

Alors le développement de H commence par les termes du second ordree.

Démonstrations

D'aprés notre hypothése, nous savons que H a la forme suivante:
H=AX-+By+S£’AS Xy

2 g & Z

+Cx"+Dxy+EY + s=105x - Dsy Xy + W(x _,,...,xm) (1.19)

+ 3 (x,y,x1,o-oo ’xm)

ou W est une forme quadratique des variables XypeeeeyXy

S est une fonction analytique de XY sXggeees Xy dont le développement

commence par des termes du troisiéme ordre.

(Remes les AS,CS n'ont rien & voir avec ce que ces notations signifiaient en
I°) et 2°)).

H est une intégrale premiére de (I.I7)

' m o
<> g% (-Ay+X) +3H (A + ¥) + = ?E (bs-t x’+""+bsm x + Xs) = 0

9y o
m
& (A+2Cx+ Dy+ £ Csxs+33)(-f\y+x)
8=1 o
m
+(B+2Ey+Dx+t = D x_ +98) (Ax+ Y)
A Sl o
m
(AL +C_ x+D 749U +938 ) (b, x4 4ecesth. X + X ) =0
+£s'=4 s s s Fs s g4 *1 s ‘m s

%galons terme & terme les coefficients des termes de méme puissance enx VX g
autrement dit annulons ces coefficients vu que le membre de droite est identi-

quement nule




¢ termes du premier ordre, c'est-i-dire termes en x, en y et en Xge

-enx: AB=o& B=o vu ) # par hypothése

~-eny: -A A=o0o&> A=0 idem

- Qn xsg b‘fs A4 + bzs A2 + eecet bms Am = 0 8 = ,oooo,m

| Le déterminant de ce systeéme = D(o) qui est # o car (I.I2) n'a pas de racine
nulle, Ce systéme n'admet donc que la soluticn triviale:
A1=A2= coe =Am= (o]
Nous en concluons que H est une fonction analytique de x,y, I,,,...xm

dont le développement commence par des termes du second ordre.

g termes du second ordre, c'est-a-dire termes en xz,yz,xy,xz, X Xo ¥ Xg
-enxzx)\D=o©D=o vu A # o par hypothése
- en yz t AD=o _

en xy ¢t 22 (E~C)= oSE=C idem

en X xsz b4s C_’ +.cooo+bms Cm +ADS = 0

en Yy xs= b"s D1 +.oooo+bms Dm - A CB =0 (1020)

Posons Es = Cs + 1 Ds et écrivons (1.20)1 + 1 (I..'ZO)2

b84 E.’ +.o-.o+(bss+ i A)ES +toeceet bms Em =0

Le déterminant de ce systeéme homogtne est D(- iA) # o vu que (I.I2) n'a pas
de racines + PAL ol p entier; aussi ce systéme n'admet-il que la solution tri-

Via:le E4= E2=o..o= Em=0 et donc CS=D8=O S =7 eeecelle 3

Si,de plus,nous prenons C = 7 (en divisant (I.I9) par C si nécessaire C # o
vu gue par hypothése H contient -des termes du second ordre) nous voyons que 1'ine

tégrale premiére H de (I.I6) est de la formes

B = xz o+ y2 + W (X4 ,...,xm) + S (x ,y,x4,oo.,xm) (1021)

ou W est une forme quadratique en XyyeeesXy
S est une fonction analytique de X3¥s Xyyeees Xy dont le dé-
veloppement commence par des termes du troisiéme ordre

au moins en Xx,y, X

Rappelonss

Le systéme (I.I) muni des trois hypothéses indiquées est appelé:
systéme de Lyapunove
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2. SOLUTIONS PERIODIQUES DZS5 SYSTEINNS LE LYAPUNCV.

Si dans le systéme (I.I'I) nous effectuons le changement de variables:

Xy Yy¥Xy ~—> S0, zg ol x =pPcos &
y =/sinf (2.1)
xs= fzs s =9 ,oooo,m

nous obtenons alors le systéme:

__d_f = fzﬂ_(f,zj,a)

d& '=’\ "‘f@(f’ ij) ‘ (2.2)
at 2

dz -
'_5% = bs-y Zyteseeetd  Z + LI, (/‘,zj,o) 8 =4 yeoo,yll

m
les coefficients de leurs développements sont des fonctions 2 J-pério-

o R ,@,Zs sont des fonctions analytiques des variables /’,z4 90seyZ
diques en B et sont des polyndmes par rapport 3 cos & et sin &.

Démonstrations -

4
L= 4 [xz - y2_] 2 prenons S positif

edf =4 (2xdx+2ydy)
& 2p at at

=7 (x(-xy +X)+y (Ax+ YI))
’

cos & X(x,y,x,,,...,xm) +5in @ Y(x,y,% 5e00,% )
cos @ X(pPcos @, Psin &,fzi) + sin@ Y¥( fcos @, £ sin B,fzj)

or les développements de X, Y commencent par des
termes du second ordre au moins en x,y, X
aussi pouvons-nous écrires
g f R (f, Z-) o)
ou R vérifie les conditions indiquées ci-dessus.
dx

‘ -é-€=?_1_i.dl'+§_{.d8
?f dt 96 dt

= 20 [0y 4+ x - cosOFPR(, zj,a)]/ .

=)~ [X(fcost9 fsln&,fz ) -f’ cosd R (p, 24 ,0)
fs:m&

= X+f@ (f’ zj’o)
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ol () vérifie les conditions indiquées plus haut étant donné la forme

des fonctions X et R .

e dx
= = = eeeo
-7 aalihe b31 Xy teeeaat D+ Xs(x,xxj) 8 =4, oI
d zg '
= .-=b$1 Zy teeseet D zm+%xs (pcos@,psing,f zj)

bs1 Z,, +evccet bsm Zm"‘ fzs(f, Zj.’&) S=4 ,.oc,m

ou Zs vérifie les conditions indiquées plus haut.
cqfdo

En ellmnmt t de (2.2) et en utilisant l'mtegrale(I 2I), nous pouvons rame=-

ner le systeme (242) d'ordre m+ 2 & un systeme d'ordre m.

Démonstration.

.dzsgdzs g_a% Adzs_dzs/ddf
dt ig * ae

" d 2 bs_' Zyteeseetb  Z + P (f, zj,ﬁ)

1l A +P®(f, 3550

= 08121 teevoet csm zm +- _£Zs (f,zj, &)

-+ f@(f,z a)
8y _8j (2.3)

- 081 Zq'+o.ooo+ csm Zm ‘.’fZ: (f,zj;, g) (2.4)

ou Zs" est du néme type que Z c'est-3-dire est une fonction ana-
litique des variables f, z, yeeee, Zy dont les coefficients de dé-
- veloppement sont des fonctions 27f-périodiques en & qui sont des

polyndmes en cos@et sin @ .

e On passe aux nouvelles variableszf,zs,&dans 1'intégrale (I.2I)

2 s

2
H= x" + y + W(x1,-coo,xm) + S (x,y,x,”too,xm) =/’-

f2+f2£a ' : +S(_fcos0,f‘sin0,f’zj) =/a_2

§gmatd 1%
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or le développement de S commence par des termes au moins du troisie-

‘me ordre en X,y, X, yeess Xy

2 2

= [1+F (f,zj.&)J =
o F fonction analytique des variables pf, Zygesee 2o qui s'annule
quand f= z, Seees=z =0 et dont les coefficients du développement

sont des polynmes en sin & et cos &

On peut résoudre (2.5) par rapport & /S pour ce nous devons prendre la racine car-
rée. /u-éta,nt une constante arbitraire, prenons u =J
(2.5) = pl4+ F*(p, zj,é’)] = (2.6)

oh F*est une fonction du méme type que F

=?ja=/'- [‘I+ G‘*(ftzj’ﬁ)

| o G¥ est une fonction du méme type que F et F™

= f= 146 Quyzs, @) (2.7)

ol G est une fonction analytique des variables e ,zj,e

du méme type que G

En portant la valeur de P exprimée en (2.7) dans l'équation (2.4) nous obtenons:

dz
-S
'_dg = 084 Z4 +occeet csm zm ‘."/L Us(/l,,zj, 9) S=4,oo'o,m (208)

ou 2z, est fonction de é
U, est une fonction de mre type que G
analytique par rapport A/u, ZyyeseesZy
2 I-périodique en @&.

Nous avons donc ramené le systéme (2.2) d'ordre m+2 & un systéme d'ordre m par

changemenﬁ de variable indépendante. cqfde

Or (I.I2) n'a pas de racine zéro ni + pAi ol p entier par conséquent:
B(P) =|epy=p op o -0 (2.9)

o1 %22 “f ©°op

24  °m2 " P

n'a pas de racine o ni + pi ol p entier.
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en effetd(f):diffc =p -~~~ --- o191 aét A7 b,"-f'\ cee.anb o
5 | . :
: E : '
o FOR Ly MR . *
n4 8 L R O bmm-)oA
= 4 D(PA)
Au f
D(pA) =0 & &(f)=o0 (4 # o)

D(+ pAi) #oedA(+pi)#o0
D(c) #0 &« 4(o) #o

Le systéme (2.8) est donc un systéme non résonnant.

11 admet donc une seule solution périodique qui devient la solution génératrice

pour 4+ = 0.
Pour/u= 0 (2.8) devients

o
é z

S=c 204 +c_ 20
T 7 R e Sttt (2.10)

Ce systéme a un déterminant non nul vu que (2.9) n'a pas de racine nulle, il admet
donc pour seule solution, la solution triviale:

o 8. o _
By = Zp = ececes Z =0 (2.11)

La solution périodique du systéme non linéaire (2.6) sera par conséquent de la

forme: zs (&) = /u- Z:>(&) +/l.l.2 28(2) (&)"‘o.c.. 8 =4,ooo,m (2012)
ou zgk) est une fonction 2 J-périodique en &.

Les coefficients zgk)(ﬁ) peuvent &tre trouvés en reportant la série (2.12)

dans 1l'éguation (2.8).

Nous avons ainsi démontré l'existence d'une solution périodique de (2.2) si&
est pris comme variable indépendante et cette solution dépend analytiquement de

la constante M que vaut l'intégrale premiere.

D'aprés (2.T7) nous savons ques

: .P=/LL+//*-G(/U-’ZJ.,0) '

ou G est analytique par rapport é/u- y Zyyecesz, 8 annule en 4+ = 0 et dont les
coefficients du développement sont des polyndmes en sin & et cos & ; aussi pou-

vonsenous écrire f sous la forme:
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Pops w2 P2 (0) s 3 P13 () 4 ... (2.13)

ou f (X) oot une fongtion 27 =périodique en &
les coeffcients / (k) (@) peuvent &tre trouvés en remplagant f par la série
. (2013) dans l'équation (207)0

Si dans les égalités (2.I) nous exprimons f et Z, respectivement par les séries
(2,12) et (2.13) nous obtenons:

x =/ucos<9+/3 ),(2)(&) cos & .../u} /’(3)(5) co8 & +eeeee

y =/us'in(9+/u? f(z)(ﬁ) ainz9+/u-3 f‘”(&) 8inB+eeee (2.14)

x, =02 2 00) 26200 + 51 (8) FP0)

| 5 (z§525)+ /’(2)(0) zgz)(é‘) + f(3)(¢9)2£5)(6’)) +eoe

Nous avons ainsi trouvé une solution particulidre du systéme (I1.I17) ou Xy ¥r X,
sont des fonctions analytiques par rapport A N et Zﬂ-périodiques en & .

Or nous désirons connaftre x,y, z, en fonction de la variable te.

Revenons donc & la variable indépendante t et exprimons la en fonction de & .
De la seconde équation du systéme (2.2) nous déduisons ques

®
% =j d & + constante
(4 A"f@(f’z')&)

Choisissons la constante d'intégration telle que @ (t = 0) = o.
Sachant que ® est une fonction analytique de f 1Z4900erZy dont les coefficients
du développement sont des polyndmes en cos § et sin & et que f et Zg (8=75000e,ym)

s'expriment comme 1'indiquent les séries (2.I3) et (2.I2), nous pouvons écrire:

)
t = }fﬁ*@,,(@)/‘-*@a (0142 + ..nl] B (2.15)
(@)

ol ®k est une fonction 2 Il-périodique de & .

+2T
t (8+27)= t(0) = _-;\f_ [71+ @, (O) +....]d0-§f£'i+ @, (®) u+...}a0
s 5
O+4+21r
=1 [+ @, (8) 4B, (9) 4P haiii) 00
ro

2T 2
‘if [+@, (0 us @, (O)u” +e0al] a6
2o
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car l'intégrand est zﬁ-périodique en & et on intégre sur

une période.

Cette différence est indépendarnte de #, c'est une constante T.

TT.
2
'E"_;_]:E’*@,, (9)/u+@2(¢9)/u- + ....._] ae
T 217
. 1[/2 d9+/~£ @, (0) d0+/u- / @2 (0) ao+ ......]

= 277' l—'—f + X S e(z/l- +°<3/U— + .....] (2.i6)

ou la constante o(k vaut -f J @ (8) 48 (k =1 ,2,0000) (217)

Par conséquent toute valeur qui est une fonction 27 -périodique en# , est en méme
temps T-périodique en t. En particulier les valeurs Xy Y9 Xg sont aussi des fonc-

tions T-périodiques en t.
Mais T est une fonction analytique deftomme 1'indique (2.16) et T = 27 pour = o
A

On peut montrer que les valeurs x,y, Xy exprimées en fonction de t sont des fonc-

tions analytiques de e

En effet: les fonctions Xy ¥sX, dans la solution périodique considérée (comme dana
toute solution d'ailleurs) sont des fonctions analytiques des conditions
initiales. Ces conditions initiales sont elles-mémes des fonctions ana=-
lytiques de u.. Pour le voir,il suffit d*égaler@a o dans-(2.1),(2.12)
et (2.I3) vu que @ (t= o) = o.

Soit ¢ la condition initiale de P, c'est-a-dire d'aprés (2.13)

o s 2 P12 (0) 447 P (0)reenns (2.18)

c'est donc une fonction analytique de uqui s'annule quand b= O Mais on peut ré-

soudre (2.I8) par rapport & e Do 13 nous voyons que w est une fonction analyti-
que de ¢ qui s'annule pour c = Oe

Dans la solution périodique trouvée, nous pouvons remplacer ' j4par son expression

en fonction de ¢ et alors cette solution ainsi gque sa période sont des fonctions

analytiques par rapport & c.




Pour t = 0,6 s'annule:
= x(t =o0)= x(#=0) =f(0=0)cos o= f(f=0)=c
y(t = 0)= y(#=0) = P(@=0) sino = o
c'est=a~-dire pour t = o,
la valeur initiale de x cofncide avec la valeur c
la valeur initale de y est nulle

Si c¢c =0 alors x,y, Xm0 et T = 2T

En effet: C=0 = =0
S f=o0 (par (2.13)
= X ¥yX = 0 par (2.1)

e=0 = u=0 = T=2T par (2.16)
=

Le systeme (I.17) étant autonome, nous pouvons dans la solution périodique chan-
ger t en t + h ol h est une constante arbitraire. Aussi la solution dépendra de
ce paramétre arbitraire.

Théoréme.
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Le systéme de Lyapunov
dax
-t " Ay + X (x,y,x,,,....,xm)

-QL = A b o (x,y,x4’oooo’xm)

at
da xg .
T‘ = bs” x4 Feoecosecet bsm xm+ Xs(x,y,XJ,....,xm) 8 =4jecegll

ol X,Y,Xs sont des fonctions analytiques de x,y, XyseeesXy

dont les développements commencent par des termes du second ordre,

a une solution périodique qui dépend de 2 paramétres arbitraires dans le pe-

tit voisinage de l'origine.

L'un de ces parametres est la condition initiale ¢ de la variable x qui est
supposée petite, la valeur initiale de y est nulle et les valeurs initiales
des Xg sont des fonctions analytiques de cette valeur c.

La période de la solution est également une fonction analytique de ¢ qui est

égale & 27 quand ¢ = O.
, A
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La solution périodique en question est analytique par rapport 2 c,

et pour ¢ = 0y X= § = X Feoe= R0

Le second paramétre est la constante arbitraire h qui est la valeur ini-
tiale du temps.

11I. LA CONSTRUCTION PRATIQUE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

DES SYSTEMES DE LYAPUNOV.

Soits

T.E_E.(’/"' h4c+h2 32 “C’oo.o) (301)
A

la période de la solution cherchée ou les h, sont des constantes indéterminées.

J

Dans (I.I17), au lieu de la variable indépendante t, on prend la variable U défi-
nie comme suits -
t=Z(1+h 0+h o+ cunes) (3.2)
- 1
A
on en déduits
g_gi_oi(‘f+h4c+h2°20000)
dr dt A
et donc (I.17) peut s'écrires

dax _(=Ay+X)ed (4+h 04+ B ks
(& - ! 1P+ .

4311_ 8(A1§Y).—§(4+h_’c-;hzoz-l-....)

\g_z_ = (b, X 4eceedd  x + X))o (44 b, ¢+ b 02 4ee.)874 cerem

& 1% .
ou encores
g_lg. (-y*iX) (4+h,,c"'h202+ooooo)
acT A
2
gx=(x+:l_Y) (4+h4o+h2c ¥ Snovee) (3.3)
av A
2
%—%: (081 X4+ ‘oo.o"'csm bm+§,_xs) (’I+h4c+h20 + .ooo) 8=1 ¢..lll
\ b
OU gy = Bl (3.4)
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A la solution T-périodique de (I.I7) correspond une solution 2W-périodique de
(3.3). Cette solution sera également analytique par raprort & c.
En effet: Cette solution est une fonction analytique des conditions initiales.
Or les conditions initiales de la solution périodique sont les mémes
avant ‘et aprés la transformation car t et T s'annulent en méme temps.
Dtautre part, nous avons déja vu que les conditions initiales sont
pour x 3 ¢, pour y : O, pour x 3 les fonctions analytiiues de c.
La solution est donc analytique par rapport & c.
De plus,nous savons que X;¥yX, = O quand ¢ = O

Nous pouvons donc' écrire la solution périodique sous la forme:
X = C x(1)(c) +°2 x(z) (v)"’ Secseves
y = cy(‘l)(t) + 02 y(z) (K)"‘oooooo (305)

x=c xg‘l) (T) + 02 xl(’z) (T Joachoo

on RN TN)

x"% y 'y xg° sont des fonctions 27 -périodiques de U .

Les conditions initiales néus permettent dfaffirmer que:

T hoym ot S Al L el
y(”(o) = y(z)(o) B qeesee= O (3+6)

Dans le systéme (3.3) remplagons XYy X, Par les séries (3.5):

c dx(4)§t) v ot dx(Z)gzz + cccee=(=¢ y(")(‘z')- eeet 1 X)(4 4+ by c +h, ? 4eunl)
g az 2 A

c dx(4)§'zz + c2 dx(z)gﬂ + eseex=(C 1(4)(z)+ 02 1(2)('c)+...+ o Y)(—1+h4 c +h2 02+...)
az A ;

(1) (2)
c dxs (2') 2 dy (‘C) [ (cs-, 24)(3')"’"-”“ i”)(z)
e L% (2) (2
+ C (0’1 14 (3') +...+c8m o (Z") )"‘ooooo
2
csot al_ Xs] [-H- hd c + h2 c +....]

8 =4 ceeell

(3.7)

Egalons les coefficients des puissances de ce.



coefficients de c:

)
ax’ “(7) = A y(")(z)

av
(1)
@) . . (.3.8)

C(IZ')
ax_'"’(z)
—%‘z‘_ = 081154)(t) + .0...00.+08m x;-’) 8 ’1 ’.'.’m

Le déterminant du systéme homogene (3.8)3 est non nul car (2.9) n'admet pas de
ra.cine}mulle. Ce systéme admet donc comme seule solution,la solution triviale

154_) = xg') SR R x£4)= o (3.9)

Le systime formé des équations (3.8)4 s (5.8)2 a comme solutions
{x(")(t) =AcosT + BseinT

y(”(z) = A 8in¥7 «Bcos?
avec les conditions initiales x(4)(o) =
- : ()
y ‘(o) =0
qui entrainent que A =41 et B = o,

Nous avons donec x('l) (Z) =cos T

y(")(z) =8in ¥ (3.10)

coefficients de 02.

dx(Z) =) - - y(z)(r) - % h‘l y(")(r) e X(z)(Z)
atT

dx(Z)grz = x(z)(z) +h, x(")(t) + Y(z)(ﬂ)

ac
(2)
dx“'(T)
-—B—d-.&-— =a_ sz)(t) R xiz)('c) + h,,\c” x_s )(‘c)+....
cest C x&’%t)) + Xﬁze’a) (8 =4 oeom)

ce systéme se raméne A la forme suivante en utilisant (3.9) et (3.I0)-
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(2)
ax (k) y(Z)(z) -h, sin?7 + x(z)(z)

a7
(2) !
2—%—.5—-(1) = x(z)(t) + h cosZ + 1(2)(2:;) (3.11)
(2) »
d x>7°(%)
d’z = 08" 152) + .....csm x(i) + X£2)(z) 8 =4 000yl

ou X(z)(t),X(z)(Z), ng)(r) sont des termes provenant
de X, Y, X dont les développements par rapport
R X Y Xy commencent par des termes du second ordree
(2) 1(2) x(2) sont des fonctions 2T - périodiques
»

en G .

L'équation caractéristique de (3.11)5 n'admet pas de racine nulle ou + pi d'apreés
(2.9)s Le systeme (B.II)3 est non résonnant. Il admet une seule solution pério-

dique bien déterminée.

En ce qui concerne le systéme formé des équations (3.11)1 et (3.11) o0 Pour qu'il

(2) (2)

existe une solution 27T-perlod1que =R il faut que la conditlon

T
/2 @ () £ (z) dT=o0 (3.12)
(o]

ou ¥ (T) est une matrice dont les lignes forment une base
pour l'espace des solutions 27 -périodiques du systéme linéaire
adjointe

soit vérifiée.

Recherche de (7).

Le systéme adjoint s'écrit matriciellement:

(2) (2)
- g3 (2) _(2)
( do?: dOU ) "(xo Yo ) . i
4 (o)
c'est-a-dires
(2)
a x
(2)
;%' S=3s
(2)
Yo (2)
ac » xb




qui admet pour solutioni x§2)= AcosCT+ Bsin?T
y‘()2)= A 8in? - B cos?

~ Par conséquent % (¥) peui s'écrire:

Y (z) = (cos‘&' sin T > (3.13)

sin7 - co8 T

Expression de la condition d'écriture (3.12).

ar =

(3.12) = I cos s8inv - h, sinT+ X(Z)(Z‘) )
(sin?: - cosT h ‘(2)
qcost+ ¥ (7) o

| fzv(x(z)(‘c) cosZ+ 2(2)(2) s8in” ) - =<‘o)
0

=h, + X(z)(‘t) ginl - Y(z)(Z') cosZ

2 - |
= (2 (%) cosz+ ¥2(2) sin7) a7 =0
Q

277
/ 1(2)(2) sinZ'-Y(z)(Z) cosZ ) dT =27 hy,
o

27
;,1/ x{2)(2) sinz- ¥?)(2) cosZ) a7 =2 hy
<> o

(3.14)

27
/ (X(Z)(Z) cos 7 + Y(z)(Z) ginZz ) dT =o
o

L'équation (3.14)1 permet de déterminar la constante hye L'équation (3.14)2
est nécessairement vérifiée car la solution (3.5) qui vérifie formellement (3.3)
existe .

Le systeéme formé des équations (3.11)4 et (3.11)2 admet les solutions 277 -pério=

diques: {. x(2)(z) = AcosZ + B sin? + }02 (Z)

y(z)(‘z) = AginZ -« Bcos T + 7"2 (2 (3.15)
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ol }pz(t) et Sba(t) sont des solutions périodiques parti-
culiéres de (3.I1I1).

A et B sont des constantes arbitraires qui sont déter-
minées par les conditions initiales (3.6)

car 22 (0) =0 = A=-% (o)

(2)(0) =0 = B= %(0)
(2) _(2)

Les fonctions x'“/, y et la constante h sont donc déterminées de maniére unigue.

Remarquons que hy est toujours nulle.

| En effet,les fonctions X(z) et Y(Z) étant des formes quadratiques en cosz et sin?%
/ x2(2) sinz- Y?X(?) cosZ) 47 = o.
o

J

non nulle est paire.

(:)) (J) £(J3)
' Xg

Supposons que toutes les fonctions x telles que j < k et que toutes

Nous verrons méme au paragraphe suivant que le premier indice j tel que h, est
| les constantes hj’ j £ k=< soient dé,)a. calculées.
| Nous entamons la klflfe itération.
Comme pour le cas k = 2 nous avons les égquations:
(k) :
dx k ’ k
= = - y( ) - hk_7sm?’+ X( )('Z)

k)
= x(k) + hk-z cosT+ Y(k) (@) (3.16)

~

FA

o
N

mg‘/\

e X __Sk) + ecoevC x(fl) + X:k)(‘z)

(k) ylk) (k)
’ ? s

(="
N

ou X sont des fonctions connues,27 -périodi-

ques en Z .

De maniére analogue au cas k = 2 nous avons que le systéme (3.16)3 a une seule
solution 27-périodique et pour que le systéme formé des équations (3.16), et
(3.16)2 ait une solution 27 -périodique il faut que:




27
4 k
7] [P@ sz - 1)(2) cosz ] aT =21 _,

27
/ [x(k)(Z) cosZ - T5(2) sinZ /4 = o
(o]

La condition (3.17) ¢ détermine la valeur h‘k- 1 et 1'équation (3.17)2 est automa-

(3.17)

tiquement vérifide car les séries (3.5) existentl.

Alors la solution 27 -périodique de (3.16) 1.2 s'éerit:
’

%) . A cosZ+ B sinZ+¥, (2)

y(k) = Aksinz o Bk cosZ+7//k ()
. | ou Sﬂk et %k sont des fonctions 27 =périodiques de &
Ak et Bk gont des constantes arbitraires bien déter-

minées par les conditions initiales (3.6).

Conclusions

Il existe un et un seul systime de séries (3.5) qui vérifie formellement le sys-
téme (3.3). Ces séries sont convergentes et représentent la solution périodique
cherchée.

Nous avons donc trouvé le moyen de calculer la solution et la période.

EXEMPLE

Considérons 1'éguations
2

d x 4 2

—k x-/?:xso (3.18)
dat
elle peut s'écrire sous la forme:

&
- ~k¥

at kx éx

(3.19)

Estece un systéme de Lyapunov ?

L'équation caractéristique de (3.19)
o -f -k = 0 (3.20)

k o-f
admet une paire de racines + k i (=1%).

Ces racines sont simples et (3.20) n'a pas de racines nulles (= 2°/) .
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De plus (3.19) admet une intégrale premiére: .

H= xz+y2+8(x,y)

ol S est analytique par rapport & x et y et son déve-
loppement commence par des termes d'ordre >3.

En effet, soit H = 2 4 y2 -2 é x (3.21)
2
k
Résolutions .
$t = E ( 7+ h2 02 + h; 03 +oooo-o) d'aprés (3.2) (3.22)
k . 1 : !
Loy (fl+h2c2+h3 6 dleceses) (3.23)
il
! %%:S (x - é& 12) (11* h2 02 + h3 03 +’oaoooo)
La solution s'écrits
X = C COS&+ 02 xz(z) + c3 x5 (2) par (3.5) (3.24)
y=¢sinT + §2 ¥, (2) + c::3 y-}(z) par (3.5) (3.25)

xz(o) = Xy (0) = sescdscses™ O

yz(o) = ¥s (0) ® cococscee= 0 par (3.6)
Mais le systéme (3.23) peut s'écrire sous la forme d'une équation du second ordre:

3 + 00000)2 (3026)

2
d x +(x-_/i12)(.1+h202+hc

iz 3
K2 }
Nous désirons connaitre la solution périodique générale x, nous n'avons pas besoin

de rechercher les coefficients yi(z) de yo

Recherchons les xi(Z).

2
D'une parts .d_l‘..z. = (= x + A xa) (z+ 2 h, o” 4 hg ol 2 h‘j 0242 b, h 02+h? 06+...
- 3 p)
aé k2
(3+27)
Dtautre part:
2 2 2 2
EX o0l c;sz-«- 02 d°x, 2 + 03 d x} (2) i snee (3.28)
a2 ac

az? § £
Remplagons x dans (3.27) par son expression (3.24) et identifions les coefficients

des mémes puissances de c.

)




Coefficients de 02:

2
"z, ()
x22 + 12(6) = _ﬂ_ coszc
dT k2
= _é_ + _4_ cos 22
%% 2%

Soit xZ(Z)=A+BcosZ +Cs8inZ +Dcos 22 + Esin 2 &
alors d2 12(5)
' iz

BEn reportant dans (3.29)
A-3Dcos 2C=-3E8in2% = _é_ + 4 cos 26

= « BcoSC «C 8inC~ 4 Dcos 2= 4 Esin27T

2 2
[ 2k 2k
B | > As_é, be s Bin e
| _ 2k? k%
| = 12(3)=_/’;’_+BcosZ+CsinZ-_écoszz
‘8 . _2k2 : 6k2
! x0) =0 = A +Beo b uo
22 6x°
| _—_g, Bg-é
| Ao
: =
%;l'o -?CQOQ
' o
x2(3)=_/-1_-_é_cosz-__co~2&
= 22 2 ']

Dans (3.23) égalons les coefficients des mé@mes puissances de ¢

& . . 2 3
dz y (1+ hzc +h3c “fcooo.)

dx, (%)

dx,(2)
=-y3(Z) - b, sin ©

dz
dx, (%)
3z = = 4(¢) = by 8inl -k, y, (¢)

| .

(3.29)

(3.30)

(331)

(3.32)
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qux- =(x-éz_x2) (1+h2c2+h303+--.n)
k
dy,(2)
- 2l ez &)~ Aoz
// x, (2) s cos
k

(2)

;Eg__ = I3(Z) + h, cos g - g_é_ cos ¢ x, (@) (3.33)

. i oy

dy ,(2)
—irii-— - xA(Z) + h;,. cos( = ;/_i_ xg (8)=2 ;_/55 cos( 13(z)+h2 xz(z)-i_z_ hzcoszc’ J
:
k- : (3.34)
Calcul de hz.
D'aprés (3.17), (3.16), (3.31),(3.33) 1
R, =7 (%28 cos?z x, (2) az
2
k
xz(Z) est remplacé par (3.30)
hg= 38
12 k4 . (3.35)
COefflclents de 03.
d x,(8)
-—}—- +13(Z)--2hzcosz +2 4 xz(Z) cos &
dZ k2

dtapres (3.27), (3.28), (3.24)
én remplagant xz(i.’) par (3.30) et h2 par (3.35); nous obtenons
aprés calcul:

d2x (2)
—Lz + x (Z) = -ﬁ cos zz A COS 3; (3‘36)
', 3k4 3k4 6k4
Soit 13 (T)= A+B cosZ + C 8inT + D cos 2Z+ E 8in 27+ F cos 3Z +G sin 3¢
a%x,(2)

_%— =« Bginle Ccosl=4Dcos 20 = 4 Esin 2 -9 F cos 36- 9 G sin 34
. 46
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En reportant dans (3.26)
A-3 D cos 2¢=-3 E 8in 22 -8 F cos 5Z-8Gsir‘13Zu_é_2_-_ﬁ_Ecos 2Z-_éz_cos 3Z
3k4 3k4 6k4
= a=-H2 0242 |, r=42 | Beg=o
‘ 3 ot s

x;, (0)J=0 = A+B+D+F=o0

3
= Baod-Dopud2L42_A2 _ o A2
3kd  oxd  gexd 144 4
dxé(o) ' (;
= | 13(3) Az+29éz cosZ +A_2_cos 22+é_2_ cos 3G (3.57)
o4 T4 4 ol ot

~ PQalcul de h5.

| D'aprés (3.17),(3.16),(3.34),(3.32)

| .

i h3=2_7;_/27(h2y2(2) 8inZ «cos Z’[—.é xg(Z')- 2 _»éz_cost3(2)+h2)c2(C)- _/_é hzcoszz]} az
o} k X k

\

x, (E), x3(2), h2 sont remplacés respectivement par (3.30),(3.37),

(3.35).
ax,(2)

az

aprés calcul nous obtenonss

y2(2‘) est remplacé par -

h 5 A3
3 E e
18 kg

Rassemblons nos résultatss

Z=kt(1+_§_/3_2_ 02-_2 BE ™
2 k4 18 K°
x =0 cosl + (_é_-_é_cosz-_écos 2() o?
2 3]&2 6k2
+ ( S8 29 A cosZ+/£ cos 20 + _é_z cos 3¢ ) B” W Lo
w4 T4 3 oxd ot
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IVe QUELQUES PROPRIETES DES SOLUTIONS PERICDIQUES

DES SYSTEMES DE LYAPUNOV.

A. Pour plus de facilité nous allons d'abord considérer le systéme du second

ordres
dx
= =AY + X (%) :
4.1)
%% = A x+ Y(x,y)
ou X,Y sont des fonctions analytiques de x et y
dont les développements commencent par des
termes du second ordre au moins.
Soits H= x2 + y2 + S(x,y) = constante (4.2)

une intégrale premiére de ce systéme
ou S est une fonction analytique de x,y
dont le développement commence par des termes du

troisiéme ordre au moinse.

D'aprés le paragraphe II, le systéme (4.I) admet une solution périodique qui dé-
pend de deux constantes arbitraires:

- la valeur initiale de x : ¢

- la valeur initiale du temps: h
On peut dire que cette solution est la solution générale de (4.I). Alors pour
toutes valeurs initiales a,b de x,y, la solution des équations (4.I) avec ces
conditions initiales est périodique. Les valeurs de a et b doivent &tre assez
petites car les solutions périodiques des systémes de Lyapunov existent dans un

petit voisinage de l'originee.

Considérons le plan de phase x,y pour le systéme (4.I). Toutes les trajectoires
de phase qui se trouvent dans un petit voisinage de l'origine sont fermées car

les solutions correspondantes sont périodiques.
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Pour la partie linéaire du systéme (4.I1)
dx

(4.3)
d
'&% = Ax

- le plan de phase présente un centre & l'origine comme pour le systéme complet.

L'équation des trajectoires de phase est déterminée par (4.2)e D'aprés (4.2)
nous voyons que les trajectoires de phase dans le petit voisinage de l'origine

sont presque des circonférences.

De plus dans ce petit voisinage de l'origine,les plans de phase de (4.I) et(4.3)
ne sont pas trés différents. Mais il y a quand méme une différence principale
entre ces deux imagess pour le systéme linéaire les trajectoires de phase ont
toutes la méme péricde T = 27 tandis que pour le systéme non linéaire (4.I)

la période différe d'une trajectoire & l'autre car T est fonction de ¢ et cha-

que trajéctoire est fonction de ce

" B. Considérons 2 présent le systéme de Lyapunov d'ordre arbitraire (I.I7). Nous

allons montrer que ce systéme a une solution périodique ou les conditions ini=-
tiales de x et y sont des petites valeurs e et b qui sont arbitraires et les

valeurs initiales de xg sont des fonctions analytiques bien déterminées de a et he
Pour cela, nous cherchons la solution particulitére de (I.I7) pour que les xg

soient des fonctions analytiques de x et y.

Si ces fonctions existent, alors elles doivent vérifier le systéme des équations

aux dérivées partielles .

x
;D)xs (=Dy + X) +g:8 (Ax+7Y) = b, X4 eced x4+ X 8 =7 0eem (4e4)

car xs=x8(x,y)¢dxa =% . ax + 2% . dy
&  3x it >y at

: 2 2
Soient x (x,y) =K  + A x + By+C ox +D xy+E y + eeue (s =7 eeeym)(4e5)

ou A ,B ,€ ,D ,E , ecc. 8ont des constantes & déterminer.
8?8’ '8? 8" s




82

Reportons ces séries dans (4e4):

(A#+2C, x+D y+ cee)(=Dy + X)+(B, + 2E y+ D x+ cees)(Dx + X)=
» (K ,+A_ x4+ B PR x2+D + B 2+ )
4 = 4 2 ¢y d 113 1y eece

' 2 2
+b, (K2+A21+B2y+62x +D, xy+E, ¥ $esess)

K
o'e o o

2 2
et (Km-t- A x+B y+C x"+D xy+E 3 dawesee I X (4.6)

Egalons les termes indépendantss

84K1+ oo-oo+ bsm Km=° 8 =4,ooo,m

Ce systéme admet uniguement la solution triviale car son déterminant est # O
vu que (I.I3) n'admet pas de racine nulle.
= Kjoooo. = Km = 0

Egalons les coefficients de x et ceux de Ve

{ AB, =D A+ b A+ eeeeet DAY $Ri M om (4.7)
- AAS= bsini" bsa B2 + ooooo+bsm Am 8 = f,"',m
posons olj = Aj + i Bj j=24ee,m et additionnons (4.7)1 +i(4.7)2

nous obtenons

84°( tecceoo¥ b °< +o.oo¢+ b q s - ih Q(s

ou encore

b81°(+.....+(b +:LA)0( +teooset bsm°<m=o 8 =2=Zye0eym (4.8)

or le déterminant de ce systéme est non nul car (I.I3) n'a pas de racine o ni

+ P Ai,p entiere. Ce systéme admet donc pour seule solution,la solution triviale
O(dg XX Mm =0

Autrement dit Adsoooooog Am = B‘z' sece = Bn = Qe

Les fonctions xg ne contiennent donc pas de termes linéaires en x et y.

Egalons les coefficients de x2, xy et y2.

21 ¥ (2)
-en x /\Ds,—-bzczﬁ-bzca-&.....-&b AR R

' 2 3 (3)
en y- 3 ADS by B+ by By 4 eeceetr b B+ X

212" a2 2 (4.9)
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(2)
- en xy s =2 2 Cs + 2) EB bsa Dj + b82 D2 & asnsd bsm Dm 4+ Xs

o xf:), 1222 xé” sont les coefficients de x°, xy,y> dans le dé-

veloppement de XB
soit S =C_ = B  + i D et éerivons(4.9), = (4.9), + i(4.9), nous obtenons:

(2): . L (2) ,
LI /44 Feeeoatb ﬁs*'“*bsm/én* X, - x83) +iX =2 1>/38

ou encore (1)
ij %1+o'coooo+(bss + 2 i)) ﬁ$+....+b8m m= XéB)-XB =i ng) (4.9)*

Le déterminant de ce systéme est non nul car (I.I3) n'a pas de racine o ni
+ p A i,p entier. Par conséquent il existe une seule solution/éa secen g o et
les coefficients Cs, Es’ Ds ont des valeurs bien détermindes.

Dans ces séries (4.5) si les coefficients des termes jusqu'a l'ordre k- Z sont
trouvés, on peut trouver ceux des termes d'ordre k car Lyapunov a montré que les
 déterminants pour tous les systémes du type (4.9)* sont non nuls. Il existe donc
une et une seule série (4.5) qui vérifie (4e4).

Lyapunov affirme également que les séries (4.5) trouvées de cette fagon con-
vergent pour x,y petitse.

En substituant (4.5) dans (I.I7)j , mous avons le systéme suivant pour trouver
1
x et y:
ax
- Ay + X(x,y,xz (x,y),....,xm(x,y))

dy (4610)
3 - DX+ Y(x,y,xi(x,y),....,xm(x,y)>
Soient x(t,a,b), y(t,a,b) la solution générale de ces équations ou a, b sont les

valeurs initales de x,y qui sont assez petites.

Alors les fonctions
x(t,a,b), y(t,a,b), xs(x(t’a’b) yJ(t,a,D) (4.11)
déterminent une solution particuliére du systeme (I.I7)e Cette solution contient

deux constantes arbitraires et est périodique.

En effet, étant donné que le systéme (I.I7) admet l'intégrale premiére (I1.21), le
systéme (4.I0) admet 1l'intégrale premiére

x2 + 32 ud w(xi (x’y)gooo ,xm(x,y}fS(x,y,xi(X,y)’ooo ,xm(x,Y)) = constan‘te. (4.12)
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C'est une intégrale du type (4.2) car W(xi(x,y),-..,xm(x,y)) étant quadratique en
Xy et les x, ne comprenant pas de termes lincaires, les développements de W et S

ne contiennent pas de termes d'ordre inférieur & trois en x,ye

Le systeme (4.I0) est donc un systéme de Lyapurov, sa solution générale pour

a,b assez petits est périodique. Par conséquent la solution (4.II) du systéme (I1.17)

est également périodique.

I1 est évident que la valeur initiale de Xg qui est xs(a.,b) est analytique par

rapport 4 aeth

Conclusions:

Le systéme de Lyapunov (I.I7) posséde une solution périodique qui
| dépend de deux paramétres a, b qui sont les valeurs initales de x,y.

Ces paramétres peuvent &tre choisis arbitrairement mais doivent

8tre assez petits et tels que la solution soit périodique.

Si dans (4.I1I) nous prenons a = ¢, b = 0, alors nous retrouvons la sclution pé-
riodique déja considérée: aux deux paragraphes précédents.

Avec au temps initial x=¢, y = 0, X est une fonction analytique de ce.

En changeant le temps t ~~4t + h , nous avons une deuxiéme constante arbitraire
h et nous avons une solution qui dépend encore de deux constantes arbitraires.

Cette solution se distingue de (4.II) par le choix des paramétres.

Comment s'exprime la période si nous choisissons a et b comme paramdtres ?

Considérons d'abord le systéme du second ordre (4.I)

ctest-a-dires S
—a-t=-)\y+x(x,y)

(4.13)

%11; = A\ x + Y(x,y)

Effectuons le changement de variabless

{ x= Pcos B
y=fsinb
Le systéme (4.13) devients

.g_f_'l. = cos @ X ((’cosB, fsin6)+ sin@Y(fcos@,f’sinB)
ab 4 (4.14)
w et D+ _[cosﬁY(fcosﬁ,/”Binﬁ)- sinBX(fcos@ ,fsin@)

f - g
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Démonstration (analogue & celle du paragraphe II)
2. 273
)0 = [ x +y /2

= 21dx+2y_y_
at

= _’_7_ x(-/\y+x)+y(/}x+Y)_7 :
- cé;ﬁx(fcosﬁ,fsin &) + sinﬁ!(fcosﬁ,fsinﬂ)

%'-tx—.g &x.d.P +3x ,da
27 & 88 &

. 40 _ -Apmnﬁ-«» X - cosﬂ[c-:osﬂx + 8in 81/
dt -/Os:mﬁ

- h + 8inc & X = cosfsindY
‘ -/Osinﬂ

= h + / osaY(/ocosﬂ fsinﬂ) - s:mﬂx(fcosﬂ /031nﬂ)
f
Nous avons vu au paragraphe II que

t(0)=/& ae avec 48 = A+/0@
o A+ P

=5 27 &
=t(h+ 27%)=t () J ao
o A+FP®

en remplagant la fonction @ par sa valeur ici, nous obtenons:

271
T =/ Lad (4.15)
o p) /J-r cos 4 X( /acosﬂ ,/Osinﬂ)-sinﬁ X(/o cosd ,fsin@)

cqfdo

Dans l'intégrale (4.2) passons également aux nouvelles variables.
H=x2+ 3> + S(x,y) =/42
: 2
=/)2[Z+_f_s( cos 4 , s:mﬂj = (4.16)
g pestofrat)] <
ol / est une constante arbitraire.

-

f= +/ + u(2)(t9)/& + (3)6)/1 + oooe (4.17)

ou u k »2 sont des fonctions 2] -périodiques en &
comme pour l'équation (2.I13).

L'équation (4.I6) a deux solutions pour /0
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Nous prenons une de ces solutions et nous la mettons dans (4.I5). Nous obtenons
une expression \de la période T comme fonction analytique de & car dans (4.15)
1'intégrand est une fonction analytique de )0 et d'aprés (4.17) Pest une fonction
analytique de / s par conséquent:

‘ 2%
Tg;/ /}+Ij(0)/z+xz(5)/¢2+.... ad
o

=2ﬁ [_1+H_¢+ B/( B oiiis _7 (4.18)
' oqu /2”Ik (6) a ¥ (4.19)

Mais le développenent (4.18) ne contient que les puissances paires dy.
Démonstration. .
Si dans (4.16) nous changeons Pen -/Det Bes ﬂ#;l'équation ne change pas. Donc

si dans une des solutions de (4.I16) par ex.

g:/*. u(2)(ﬁ)/‘2 + u(s)(ﬁ)/(B + cecee (4-20)

nous remplagons gpaxf f+ 7 et puis nous changeons les signes par les signes con-

.t -ﬁ e u(2) (07+77)/¢2 o u(B)(ﬂ-t- 77)/4.,3 “eooe (4.21)
nous avons encore une solution de {4.16) qui ne peut &tre la méme qu'avant,
c'est-a-dire qu'en (4.20), car sa condition initiale est de signe contraire.
Elle est donc égale & ltautre solution

/0 = % + u(2) (5)/‘(2 - u3 (5)/(3 4+ eocce (4.22)
En égalant (4.21)et (4.22) nous voyons que lorsque & est remplacé par &+ 7 les
(2 +2) (2x

fonctions u ne changent pas et les fonctions u: prennent la méme valeur

avec le signe contraire.

Pcha.nge de signe lorsgyu'on rempla,ce/épar / et dpar O+ 7 .

D'apres (401I5) la période ne change pas quand on remplace /” par - ]Oetﬁparﬁ+n »
Par consequent T ne change pas gid est remplacé pard + 7et /par - e Alors si
dans (4.I5) nous changeons d'abord & en £ +7 nous ne changeons pas la période,
car remplacer 4 pir P +7 revient A& déplacer les limites d'intégration tout en gar-
dant. 1'intervalle d'une période et comme l'intégrand est périodique l'intégrale
ne change pas de valeur. Donc T ne change pas si on remplace /a par = 4 . Par con-

séquent T ne contient que les puissaaces paires de//z.

T = 2# [1 + Hz/ + H 4., _7 _ (4.23)

cqfdo
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or /42 = x2 + y2 + S(x,y)= Ct9

en prenant cette égalité au moment initial nous avons

A2 = a? v? 4 S(a,b) (4.24)

T peut donc s'exprimer en fonction de a et b.

Considérons & présent le systeéme de Lyapunov d'ordre arbitraire (I.I7)e Nous
avons déja montré jue la recherche des solutions périodiques de ce systeme abou-
tit & la recherche des solutions périodiques d'un systéme du second ordre.
Mais d'aprés (4.12) 2 s'éorits

/{‘2. -allh b 4 w(;i(a,b),..., xn(a.,b)+S(a.,b,x,(a,b),...,xm(a,b9 (4.25)

‘w2l e BT & S"(a.,b)

ot S¥ commence par des termes d'ordre au moins égal
& trois.
T peut donc s'exprimer en fonction de a et b en remplagant 2 2 par (4.25) dans

1l'expression (4.23).

Si dans (4.23) nous remplagons a par ¢ et b par o nous obtenons:

T = _2/_)1 (4+ H.2(02 + S(c,o)>+ H4(02 + S(c,o))2 T

2 4 2 2 6
=%1(.{+ Hzc +H28(c,o)+B4c +21£4c S (cy0)+ H4S(c,o)+H6 c)

ou Hz c-2 est d'ordre = 2

H2 S (c,0) X =3

H4 04 . = 4
> (4.26)
2 HAc S(cy0) " =5
114 Sztc;o) " = 6
H¢ 06 3 =4 6
:_Z]_(z'f'h 02+h 03+h 04 +ececcscs

)

nous retrouvons (3.I). D'aprés (4.26) nous voyons que la plus petite puissance

non nulle de ¢ dont le coefficient est non nul, est nécessairement paire.
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CHAPITRE 2.

SYSTEMES PROCHES DES SYSTEMES DE LYAPUNOV.

I. LES SOLUTIONS GENERATRICES.

Dans ce chapitre,nous allons étudier le systéme d'équations,

d x
s

*
T = 8 X teeeet 8, Xt X, (xi,...,xn)+5fs(t,xi,..,xn,é) g=fyeeonn (Io1)

ou les a'sj sont des constantes réelles

les X: sont des fonctions analytiques de x 9o ey Xy
dont le développement commence par des termes
d'ordre > 2.

les fs sont des fonctions analytiques de X geeesXy et
du petit paramétre £ . Elles sont 27 -périocdi-
ques en t développables en série de Fourrier.
Le domaine d'analycité de ces fonctions est un

certain voisinage autour de l'origine.

Supposons que le systéme générateur,(I.I1) ou &= o,

o
d x

8 o 0 ¥*,.0 o
T = Bgqg Xg teeeet 8 X+ X (x:z ,...,xn) (1.2)

soit un systéme de Lyapunov.

Supposons que + A 1 soient une paire de racines simples de l'équation fondamentale

ar= 8o . 4 _ 8, =0 (1.3)
821 S0 -3 . - Bop
\ \ !
i : ‘
&| a. &‘
ng o R B p

et que les hypothéses du chapitre I,paragraphe I, sont vérifiées. Alors on peut

ramener le systéme (I.2) au systéme suivant:
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af == 29457, %)

dat

% 2% w33y ~ (1.4)
ddis % +X (% ,7 ?) (8= Zyeeeym) m = n=2

r-:l si

ou l'équation fondamentales

by f L C g, T =0 (1.5)
b1 Bop=f el Yoy
A '5 Ao i

b’ . b

mad B2 e = bmm-f)

n'admet pas de racine nulle ni de racines + ph i ol p entier.

Le systéme (I.4) a.dmet 1l'intégrale premieéres
E= %2 +7 + W (%' ,....,% ) +8S (% 7 %,...,% ) = constante (I.6)

ou W est une forme quadratique des variables g ,...,gm
3

S est une fonction analytique des variables g ,? > 3,""§m

dont le développement commence par des termes d'ordre 3 3.
De méme que le systéme générateur (I.2) est ramené au systéme (I.4), le systéme (I.I.)
peut &ire ramené au systéme (I.7).

-g-_’-:- = =) y+ x(x,y,xj) +£f(t,xoy’xj’ f)

g% = A%+ Y(x3,%,) + £ Pt %55, &) (1.7)
dx n
E%Ec 2{=:le1 x; + Xs(x,y,xj) +£Fs(t,x,y,xj, £)

ou les fonctions X,Y et X sont du méme type que les fonc-
tions X*

les fonctions f, F et fs sont du méme type qus les fonctions

f .
8
Le systéme (I.7) avec & =0 est un systéme de Lyapunov.
Au lieu des notations x(o), y(o), x(o) qui poseront des problémes lorsque nous de-

vrons employer des indices, nous utlllserons les notations % 7 %
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Par le chapitre précédent, nous savons que (I.4) a une solution périodique qui

dépend de deux constantes arbitraires ¢ et h et s'éerit d'aprés (3.5) et (3.10)

§= ¢ cosl+ 0% ga(l) Sacesh
7= o sinZ+ o 72 () + oobo (1.8)
gs " €§B§Z) + 02'§ it (C) 4boee

o +C =A(t+h) (1.9)
' Z+ h2 c2+......

. §k’7k’ gsk sont des fonctions 277 «-périodiques enZ k>Z7
avec les conditions initialesg k(o)= }k'(o) R ¥ TR

o b, h5'.'°' sont des constantes indéterminées telles que la pre=-
miére qui n'est pas nulle,est d'indice pair.
e les séries (I1.8) convergent pour h et ¢ suffisamment proches de
zéro.
« la période de cette solution est déterminée par la formule;
Pwm 27 (1"' h2 02 +ooooo) (I.IO)
A -
D'aprés la méthode générale de la recherche des solutions périodiques,nous devons
d*abord trouver toutes les solutions génératrices de périodes 27/c'est-a-dire

- 27

" (I.11)

ol p est un entier arbitraire
(I.I11) est une condition pour trouver c.
Pour différentes valeurs de p, nous pourrons avoir différentes valeurs de c et
donc différentes solutions génératrices 4§(p) . 7(1)) > SS(P) }

Pour une valeur donnée de p, nous allons trouver la solutions

{ 2Pt h).y(")(t +n), 2% 4 n) 4 (1.12)

Cette solution, en vertu de (I.8) est bien déterminée par les formuless

g(P) (¢ + h) = e, cos £ + ci %’2 (2 Meeees

7(p) (t +h) = cy sin ¢ + ci 7 2 (Z) #osid (1.13)

(p)
gsp (t + h):cp%s4 (T) + 012) 552 ¢ ) A
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od 2= p (t + h) (1.14)

Détermination de cp.

D'aprés (1.10) et (I.1I) nous avons que

27 =27 (4+ h £ )

2z =2 g Op + eeeee
= %’L (1+ h,. '012)1'+ h, .7 ciﬂi +...)
ou h2r est le premier hk £o
L, §=§(2+ h,. c§r+h2r+1 c§r+1+...)
h2r 021' + h2 02r+.7+"“ g %’2 (I.15)
P r+2 P

Pour trouver les racines o, il faut résoudre l'équation

C + h2r+1 02 +eccoece = 8 - (1016)
€ h2r '
: 2r
ou a= /)-p )
P by ‘ (1.17)

en effet, en élevant (I.16) ol a est remplacé par (I.I7) & la puissance 2 r

on retrouve l'équation (I.I5).

L'équation (I.I13) a une seule solution qui s'annule pour a = 0 et eftanalytique
par rapport & a. Mais (I.I7) nous indique que a admet 2r valeurs, nous avons
donc 2 r équations (I.I3) qui nous donnent 2 r solutions pour (I.I2) analytiques
par rapport & a et s'annulant pour a = o c'est-&-dire pour A = p.

Si h2r (A- p)< o alors a est complexe et toutes les solutions cp sont complexes.
Si h2r (A= p)>o0 alors on n'a que deux solutions réelles l'une positive, l'autre

négative.

C'est-a~-dire si h2r>o alors p peut prendre toutes les valeurs entiéres jusQue/\
si h2r < 0 alors p peut prendre toutes les valeurs entieres >/>\ « Alors en choi=-

sissant de cette fagon le nombre p pour chaque p nous avons deux solutions géné-

13®wam, 7 Phan 5200}

mais,en plus, il y a encore la solution triviale

PETL TR e

ratrices




92

1I. SOLUTIONS PERIODIQUES { x§°) } .

Pour le systeme générateur (I1.4) (€= o)

nous avons la solution triviales: % =7 = %d ®eeeee W gm =0

ou les solutions '{%(p)(t«rh), 7)(p)(t+h), %’ gp)(‘wh)%

Ces derniéres sont notées {g ép) (t+h)} lorsque nous considérons le systéme
(1.2).

Pour le systéme complet (I.I) ou (I.7) (&# o),

nous notons respe_ctivement par{ xéo)} ou{x(o),y(o), xéo)} la solution périodi-
que correspondant & la solution génératrice triviale,

et nous noterons par { xgp)} ou {x(p), y(p), xip)} la solution périodique cor=-

rGS}ondé,nt & la solution génératrice

{% gp’mm} ou { % ® (tn), 9P (eam), igp)(ﬁh) 3

suivant que nous considérons (I.I) et (I.2) ou (I.7) et (I.4).

Nous allons chercher la solution périodique de (I.I) qui s'annule pour &€= o.

Si nous supposons que (I.3) n'admet pas de racine + Alol A est un entier mais

admet au moins une paire de racines + Ai ol )est presque un entier, c'est-a-
un

dire ) est entier plus un terme d‘'ordre 7. , alors nous pouvons nous ramener au

cas ou A est un entier.

Si maintenant nous supposons que (I.3) admet une paire de racines +pi ou p en-
tier et n'admet pas d'autres racines de ce type, alors le systéme peut &tre pré-

senté sous la formes

d

%‘b " AR X(x,y,xj) - £f(t,x,y,xj, £)

%% =px+ ¥ (x,y,xj) + £ F(t,x,y,xj, E) (2.1)
dxs m

- %___d bsi x; + Xs(x,y;xj) + éFa(t,x,y,xj, £) 8 = Zyeeeyll
Essayons de vérifier ces équations avec les séries:

x =£x(1)(t) + éz x(z)(t) PPN

yu 3y« £2 Dl ...... (2.2)

xg= (fxs(z)(t) + E2 xéz)(t) "SR
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dont les coefficients sont des fonctions 2 M=périodiques. Pour rechercher ces coef-
ficients nous reportons les séries (2.2) dans (2.I) et nous identifions les termes

de méme puissance en & . .

Termes en € o

dx(z)gtz

TGy a2 k,0,000,0)

(T &
(2)
Qx_a%iﬁl = 1(4) (t) + F (t,0,0,0,0) (2.3)
1 | A
ax 7 (L) m
L -—sa-i—-'—_-— = £i=1 b31 éf) (+) +F(t, 0,0,0,0) (s=1,...,m)

Pour les équations (2.3) 3» Dous avons un systéme non résonnant car 1'équation(I.5),
d'aprés notre supp051t10n, n'admet pas de racines + k i ou k entier. Le systéme

(1),

n'admet donc qu'une seule solution périodique pour Xy

En ce qui concerne les deux premiéres équations de (2+3), pour avoir une solution

périodique nous devons vérifier la condition d'existence

2
/ Y (t) h (t) at = o (2.4)
(o} :

ol 9‘(t) est une matrice dont les colonnes forment une base
de l'espace des solutions périodiques du systéme
linéaire.

h (t) est la partie non linéaire du systéme.

>L(t)=cospt sinpt)
sinp t -=cospt

h (t) = (f(t,o,o,o,o))
F(t,0,0,0,0)

Etant donné 1'hypothése que les fonctions fs figurant dans (I.I) sont développa-

bles en séries de Fourier, nous avonss
O

f(t,0,0,0,0) = Arg + %:z (Aqn cos nt + B1n sin nt)
F(%,0,0,0,0) = B.. + £ (A, cos nt + B, sin nt) (2.5)

I0 nr>z = 2n 2n



9k

La condition (2.4) devient alors:

A + B =
1 7+ 2p 77 e)
B - A =0
o7 " %7
aéf aéf A
ou encore A};- B1p - Ap et ”(2 A,p + sz (2.6)
sont nuls.

Si au moins une des valeurs ./ ou,,/é

avons la résonance principale.

est non nulle, alors nous disons gue nous

Théoréme.

Soient 2 1 1la plus petite puissance des valeurs de ¢ dans le dévelop-
pement de la période T

21
T = .2_7_7_ (1 -+ h21. (¢] +ooooo)

P
de la solution du systéme générateur

g_%_ =-p7+x(§ ’7,%)
E—zp%+¥(§7%) (2.7)

dg m
d'ts g 21:-1 bsi%i+xs(g!79 gj)

de conditions initiales g (o) = ¢, 7 (o) =

Alors dans le cas de résonance principale, il existe une et une seule solu-

{ x(res)’ y(res) (res)} des équations (2.I) qui s'annule

tion périodique
(res? y(res) (res)

pour £= 0 et ces fonctions x sont développables en sé-
ries par rapport aux puissances entieres de Y = §2I +4 . Ces séries con-

vergent pour & suffisamment petit.

Démonstrations

Considérons le systéme générateur (2.7) . Au paragraphe 4 du chapitre précédent,
nous avons démontré qu'il existe pour ce systéme une solution pe}iodique qui con=

tient deux constantes arbitraires a et b qui sont les valeurs initiales de getb
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et les valeurs %8 sont des fonctions analytiques _k, et 7,

5 v (5,9) (2.8)

qui vérifient:
'g;s [- p7 +X(g,7,wj)]+%_;8_[l’5 + X( ;"7,‘75)]= i?';gbml wi+Xs(5,7,wJ)

Nous avons démontré au paragraphe 4 du chapitre précédent que le développement
des fonctions W commence par des termes dont les puissances > 2. Par conséquent,

si dans le systéme (3.I), nous effectuons le changement de variables

U . (x,y) (s Y AR ' €2.9)

les termes linéaires ne changent pase.

Les fonctions X,Y,X ,f,F,F_ sont remplacées par des fonctions du méme type:
W R, H KK e e

v i ’,Xs, i, F Fs'

La substitution donne respectivement pour (2.I) et (2.7):

# *

'g_.)é =-py+ X (x)youj) + EF (toxvy’ujo £)

%‘% =px+ Y *(x,y,uj) + & F*(t,x,y,uj, £) (2.10)
du m

N FE vy % vy + £ BN (xy,u, €)

dt

&l . »34+1%(5,7,3%)) ‘ (2.11)

dg* »* »*
'd_f's_ = ; bsi g +xs*(g’7’§j)

1=41 i

o aZ, -27+x%%,7,3)

Cette substitution est telle que le probléme de la recherche de la solution pério-
dique de (2.I) est équivalent au probléme de la recherche de la solution pério-
dique de (2.10).

On a ques -
f*(t,o,o,o,o) = £(t,0,0,0,0)

F *(t,o,o,o,o) = F(t,0,0,0,0)
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Les valeurs ,d;et J > ne changent donc pas. Autrement dit, si nous avons la rése-
nance principale pour (2.1), nous l'avons également pour (2.I0).
La solution périodique de (2.7) devient la solution périodique de (2.II) avec pour

>
seule différence que les valeurs gs sont nulles car:
* o
ga \ %s -ws(§,7)= gs -?’s o
Ctest-i-dire la solution des équations (2.I1) avec les conditions initiales
%(0) = a, )(0) = b, 59;(0)= 0 (2.12)

sera périodique. (a,b sont des constantes arbitraires).

/

La période de cette solution s'écrit:

2 2.1
T = gpiv[zq-ﬁﬂ (a€ + b°) +] (2.13)

car . /:2 = 8.2 + 24+ W (g:(a.,b),..., g:(a,b))
= a.z + b2 W Oge0s03D)

= 3.2 + b2 vu W forme quadratique en les 51

. )-P' ici

« et par hypothése H2l est la premiére constante H'Zi i = 4,2,000¢000
nulle . H21= h2l°

. »
Vu que (2.1I) admet la solution périodigue ol tous les E;B sont nuls, nous avons
ques:

{ xs*(;;’7, g;‘)}g} Ga (2.14)

Maintenant la solution périodique pour le systéme (2.I0) ests
x(t,a,b, /33’ £) y ¥(t,a,d, )3:,' £), us(tyaybr Bj’ E) (2.15)

avec les conditions initiales

x(o,a,b,bj,é) =a , y(o,a,b,)sj, £) =0, us(o,a.,b, kj,é) =/3j (2.16)

-

Pour & = o, la solution 271 -périodique (2.15) du systéme (2.I10) devient la so-
lution périodique du systéme (2.II) qui pour les conditions initiales (2.12) est

T-périodique et méme p T-périodique pour p entier.




Nous avons donc:

{X(P&aa’b’ bj’O)}P = a
2 =0
. (2.17)

{y(PTva-’b, hj’o)}/; & =D
J

La relation (2.I14) étant vraie pour toutes valeurs de g et 7 s et pour g'); = 0,

la relation (2.,I0) avec € = o admet donc la solution nulle. Elle admet d'autre

part la solution
us(t,a’ba }33’0)
En conséquence

{ u_(t,a,b, /’J’°)}/§=o= o (2.18)

car deux solutions d'un systéme égales en un point,sont partout égales.

Pour que la solution (2.I5) du systéme complet soit 2% -périodique, il faut et
il suffit que:

(=l

i

x(2 7 ,a,b,/zj,é) - x(o,a,b,/;j,é) = 0

i
"

[y y(2 7 9a’b’hjré) - y(oya,b, hjv £)
[us] = us(ZW,a,b,};j, £) -us(o,a,b,};j, E)=0 (s =2,000,m)

c'est-a-dire, d'apres (2.16), il faut et il suffit que:
EYI"Y(ZW’a,b, l}jog) -b il (2.19)
[us]= us(27],a,b,/;j,g) -AS =0 (8 =Z,eceym)
Si nous écrivons les termes lindaires de la solution (2.I5), nous avons:
x(t,a,b, )’.‘)’ E) = A t) a+ B:l(t) b+ C (%) E+eee.

y(t,a,b, /330 g) = Ay (%) a+ By(t) b+ C,(+) £+ «ues (2420)
us(t,a,b, fbj, €) = Asq(t)/i,[" coset A (t)/ﬁm + D8£+ p——

ou les petits points représentent les termes non linéaires.
Il n'ya pas d'autres termes linéaires.

En effet, montrons le par exemple pour les équations (2'20){ o*
]
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Supposons que (2.:20)I et (2.20)2 contiennent des termes en ﬁj :

x(t,a,b, /{J' £)
m

y(t,2,D, /;J,e) = Ay(t)a + By(t) b + C (L)€ + f."L=:tFi g ¥ eeees

m
A (t)a +B (t) b + C (t) £+ £ AP i (‘l;)/f,1 Havse

En reportant dans (2.10)1 o €t en identifiant les termes de mémes puissances

en /53 on obtient le systemex
{ Ej(t) = - pEy(8)
i‘j(t) = P E%)
avec les conditions initiales Ej(o) = Fj(o) = 0 d'aprés (2.16).

Ce systéme admet la solution

Ej(t) = K1j cos pt + K, sin pt

2J

Fj(t) = K, . sin pt - K, cos pt

7] 2)

On déduit des conditions initiales que K by e K, g V3

et donc Ej(t) = Fj(t) =0 Vj et vV t

Nous désirons exprimer /fj comme une fonction analytique de a,b et £ « Mais nous
devons nous assurer que cela est possible. Pour cela écrivons la condition de

périodicité (2.19)3 en nous limitant aux termes lindaires comme en(2..20)3

A 2 (2#)/!1«# ceeeet A (277)/[m + D B i -,ga

ou

Ay g @) fhy beuveeit (b (22) <2) foreeer Ay @DV AL+ D £ +uerimo (2.21)

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, pour que ,{ /5 (ayb, €) nous devons
avoir que le jacobien de ces équations par rapport & A ,....,ﬁ en a =b =/f Teses
/ﬁ = €= 0 soit non nul. Autrement dit, il faut que:

i AII(Z h)e 2 AI2(277) DRPRRE. A;n(Z”)
- AZI(Z %) A22(2 MNez -~ - = - A2n(2 #)
t \ 1 (2.22)

An(12)9) An2(27‘l) ot e e am AR Y e

nn

—
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s80it # 0. C'est bien le cas.

Démonstration.

Les valeurs ABj vérifient les équations

d A (%)
8 el
—dT-J— =Dy, Ay (B)reennssd A (1) g ath
avec les conditions initiales
Ay (@) =2, A () =0 (3§ (2.24)

- Les ‘équations (2.23) proviennent de (2.10)3 et les égalités (2.24) nous sont donnéas
par (20 16) 3 .

Si (2.23) est considéré comme un cas particulier de systéme & coefficients pério-
diques et si D (f) exprime son déterminant caractéristique alors d'aprés [6] p-+47-742
nous avons que A=0 (2)

Les exposants caractéristiques de (2.23) sont les valeurs propres de 1l'équation
caractéristique (I.5) laquelle n'admet pas de racines + ki ou k entier, vu no-

tre hypothése concernant (I.3) au début de ce paragraphe. Par conséquent, il n'y

a pas de multiplicateur caractéristique égal & 7 ,c'est-d-dire que D ( f) n'admet
pas de racine égale & 4 et donc A est non nul.

Par -conséquent,les équations (2.19)3 ou (2.21) sont résolubles par rapport 3 /@s
et nous pouvons trouver les/as compe des fonctions analytiques de a, b, Equi s'an-
nulent pour a = b =€ = o

| /{s =/£: (a,b, €) 8 =2,000,m : (2.25)

Mais elles s'annulent encore pour £ = 0 et a,b # 0 parce que les fonctions ug
en vertuhe (2+18) s'annulent pour pé‘= cece™ /ém = £€= 0 pour toute valeur de

t,a,b, alorss
A"; (ayb,0) = 0 : (2.26) ~

Si nous portons (2.25) dans (2.19)I o1 HOUS avons
9
{ x<2 #,a,b,/f?(a,b, E), i) -a=0
y(277,a,b, Alta,€),€) - b =o (2.27)

qui sont deux équations par rapport aux inconnues a,be
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D'aprés (2.20)I ot
x (27,30, A%(a,2,0),0) = A, (27)a + B,(24) b+ eeeees

y (Zﬁ,a,b,/fz’;(a,b,o),o) = A, (27)a + 32(277) 3 P

ol les petits points représentent les termes non linéaires et indépendants de &£ .

Donec:
X(Z 77,8.,b,;4§(a,b,£),€)= x(‘? 77,84, é’*(aobﬂ) 90) r.3 07(2 A)E+ £ %z(a,ba £)
y(2793-9b9/{"§(a’b.1 8):5) =y<27’ ,a,b,ﬁ"g(a,b,o),o +C2(2ﬁ)c.c* 5%2 (ayby £)

ou ¢i (a,b,€) représentent les termes non linéaires dépendant de &£..

Bt par (2.I9) nous avons

{3((27?,&,1),/3’3‘ (a,b,o),@ -a+ E{[c1]+ ¢4 (a,b,E)}
: y(z 7I,a,b,/;3é (ayb40),0) = b + E{[Czj-b ¢2(a,b,£)}

- car C (o) = 02 (6) =0 d'apres (2.I€)

)
o

"
]

et par (226) nous avons

{ {x(zﬁ,a,b,/{j,o)}/%go -a +£“c1]+ D (ad, £ )}- 0

j (2.28)
'{y(Zﬂ’a’b’ J’ 0)}ﬁj=° -b+ 6{[02] g ¢2(&9b,€) S = 0
D'autre part, d'aprés (2.13) nous avons
27=pT+h (2.29)
ob h=- 27K, £22 + Bt 4eeen (2.30)

En développant en série par rapport & h, nous avons:
{X(p’f,a,b, /3-:0% _ h{ dx(%,a,b, f8550)
J j-o

L ST

+.....-a,+£{[0;]+ ﬁ(a,b,E)} =0

dy(t,a,b,};j,o)g

foteme.p, /‘J’°}AJ=J h{ - hymortein

tecee= b + 5{[02]4- q’>2(a,b,€) = 0

Du fait que les fonctions{x(t,a,b, };j,o)%;j:o et,{ y(t,a,b,d'sj,o)}ﬁjg -

sont périodiques et vérifient (2.7),
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dx(t,a,b, 3:,0) .
{ at )33 ‘ Wi - P{ y(t,a,b, J%j’o)l + X
. éjz:o,’t:ﬂ .Aj'-'-o,t = pT
. Pb+X d'apres (2.17)
{ dy(t,a,b, }tho)} Y
=pa+Y
dt /,j=°,t=lﬂ’

Et donc en vertu de (2.17)

a+ h(=p b+ X) +eccccees = & +£{[C;_[ +¢4} =
b hipae X)) ssiiesse =B +£{[Cz] +<P2}= o

|
(o]

Par conséquents
24p Hzl(a? + b2)l D4+ eeeee + {{[C‘] + C}51 (a,b, &)} =0
{- 24P H21 (3,2+'b2)18. +occcee +£&[02] +¢2(a,b,& )}':O

ou les termes qui ne dépendent que de a et b sont dfordre 2 1 + Z par rapport &

(2.31)

ces valeurs.
Démontrons qu'au moins une des valeurs [C,] ou [02] est non nulle.

Dans (2.20)1 o qui vérifient (2.I0) retenons uniquement les termes en £
s

d Cﬂ(t) ¥
—— ==pC, s f (t,0,0,0,0)
(2.32)
d Cz(t) e
—d— = P07 (t,0,0,0,0)
avec les conditions initiales C, (o) = C2 (0)=0 (2+33)

1P

:;>{C,l(t)= c, (t) + t(qu cos pt + D _ sin pt) + A_cos pt + B, sin pt
02 (t)= Cz(t) +t (C2pcos pt + D

sin pt) + A, cos pt + B, sin pt

2p 2 2

oA, =A,=0 W (2.33)

o ~ :
> C,_, (¢) = C, (t) + C"p cos pt + Dgp gin pt + t{-p C'fP sin pt+p D1p cos p‘t)+p}31cos pt
(:2 (t) Cz(t)+c2p cos pt + sz sin pt +t{-p 02p sin pt +p D2p cos pt)+p B,cos pt

mais d'apres (2.32) et (2.5)

T
3 £ 3 ~ : 2
C, ()= p[Cz(t)-Hc(Czp cos pt + sz sin pt)+32 sin p'%-mm + (A cos nt +B1n

n=J"  7n
sin nt)
C.(t)=p [ L. (t)+t(C % i i <%
2\ ¥)=p [ 4\ 81480, cos Pt 4D Iein pt)+ B, sin pt]”B':eo +Z (A cos nt +

B2n sin nt)
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en identifiant on trouve :
1 = - s B +D, = A H B, «D = A
- ) pB,+D_ B 6) -pB. + D, =B
(2) D,y =C, 3 (4) pBy+D =B 3 (6) -pB, + Dy, =B,
A + B
- T R+
¥l [6) | <l S :
o . WD o Ip__2p
W -6 =-cy=1 = L
1 ; *
=}’_ C:l(t) = ;Z (A1p + sz) t cos pt + .E (Rzp - Azp) t sin pt + C; (%)
C(t)=e-z(B A, )tcospt+Z(a +B)tsinpt+c*(t)
g - > 1P 2p | o0 7P 2p 2
ou C: ’ Cz*‘ sont des fonctions 2 7=périodiques en t.
> .[C,] = (A1p + B2p) n =,J2 7
Cla « (B =Kk = e, 7
[ 2] ( 4P 2p) 7 2
Au moins une des valeurs [C,,], [(,‘-2] esk donc différente de zéro.
Nous allons,i présent, résoudre (2.3I),nous devons trouver les racines a (&)
et b (£) qui s'annulent pour £ = o.
Pour cela posonss
el
~! 21+ 7
VEiQE
a = v o< q X (2.34)
b=
En remplagant dans (2.31) et en divisant par V 21+ 4 snous obtenons:
2 2,1 ¥
{ th Hzl (d4 +0(2 )o( 2 L 2 [c"] ‘|')) ¢1 (’(o ’dzi.p) = 0 (2 35)
g 00Y * X
-27p Hy (X7 +,5) ) + [c2]+V¢2 (&, o,y Y)=o
Pour ) = 0, nous avons une seule solution réelle car pour )» = 0 nous avons:
2 2.1
(o) (o) (o) »
27’1’321("(4 +, ) X 5 +[C4]=0
(2.36)

2 2
- 27p B, (,((40) + 4\/2(0) ¥ q/_,l(o) +[02]= o
°ﬁ°(§_0)= O(i(£= o) i=2Z,2
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( )2 ( )2 21+ 1
2 2 2 o o
=[cd” +[C] = (@7 pHy) (D(a + % ) (2.37)
De (2.36) nous tirons:
(o) [ ]
By Ja*, *
2Np Hyy ™"+ )
() - [¢]
2Tp H21(0(1(°) +q§°) ) 2
En utilisant (2.37), nous trouvons:
e [c,] |
21+
238
| VZVp Hy {lc)® + [c,)] } (2:58)
o (o) _ i - [c]
o 2 CE ST
| \/21Tp 1121{ [c]* + [c,] }
Par conséquent 0(( o) ouO(( °) est différent de o.
~ Nous avons déja la condition (2.36) qui peut s'écrires
F (d’é)d=d (O) =0
’ & = 0 (2039)
Nous devons encore vérifier que le jacobien
(2.40)

dét [3 F(«,&}L (o) # o
ol =

Ce Jacoblen s ecrlt: 2 1.4

2142 (o)z)lj (o)z(d(o)w,(o
21

= 4712 v Hy i (1 +21) (N4(°) +« .'(20) )

£o

car d1(°) ou 0(2(0) #o

- R B T A0k
'21(ol4(°)+°l§°) (0)+( (0) (0) )

3% (0)%)1-1 A0 ol ©)

2
(o)
‘21(°Q +q2

I1 existe donc une seule solution réelle des équations (2.35) au voisinage de Y =0

et cette solution s'éerit:




10k

e o, (O o Iy 2

+.....

d, -0(2(0) + g‘l) +°(‘(22) G B (2.41)

ol les parties droites sont des fonctions analytiques de Y au voisinage de Y = o

Autrement dit (2.3I) une solution réelle

a= d,(o) Y & dq(i) y 2

+oececs

b= oe§°) Y +a(2(") V] ' (2.42)

Alors en remplagant dans (2.25) a et b par la forme trouvée, nous obtenons /4 - .
comme fonction analytique de la valeur Y et en remplagant a,b,/é & dans (2.I5),

nous obtenons la solution 27 -périodique de (2.I10) qui vérifie les conditions du

théoréme.
cqfdc
III. LE CALCUL PRATIQUE DES SOLUTIONS RESONNANTES.
Nous cherchons les sériess
4 2
x(res) = 1(4)5 AT SN x(z) E 2k +1 +ecene
(res) = () £ '2]1:_7 (2) 2§+1 - i . |
y J +y £ +ossee _ (3.1)
x{res) (%) 214;4. (2) '2131
8 = X 8 4 X +o0coe
s 8
ou x(i), y(i), xs(i) sont des coefficients 2T -périodiques inconnues. En vertu

de la déronstration du théoréme précédent nous savons que la solution 27 -périodi=

que de (2.I) qui correspond A la solution génératrice triviale est de cette forme.

Nous reportons (3.I) dans (2.1) afin de déterminer les coefficients.

d gireS) X5 y(res)+ X (x(res)’y(res)’ xj(res))+ f(t,x(res)’y(res)’x(resz £)
d (res) (res) (res). (res) _ (res) (res) (res) _ (res)
C\l‘t = PX +Y(x 'y ’xj )+ £ F(t,x »J ; ’xj ) €)
(res)
d m |
xgt £ 2§;1 bsi xires) e Fs(t,x(res)’y(res)’ xgres)’ £y 8 f'i,...,m)

k
ce qui donne en identifiant les coefficients de € 21+ ‘k =4,2,000
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(k)
k k
d a(t = -p y( ) 3 f( )
(k)
d (k) , »(k)
w " PENT (3.2)
(k)
d x m
.. _ I (k) (k)
ol =R
ou f(k), F(k) ng) sont des fonctions analytiques des coefficients périodiques

(1) ). R(AQ (1) @) (1)

X7, ¥y, x 77 pour ek XY EF ;2 : étant déja calculés pour i< k .

(k)

Les équatlons (3.2) déterminent bien x, ' car (I.5) n'admet pas de racine nulle.

Nous portons alors cette solution xgk) dans (3+2); ,. En ce qui concerne les équa-

1,2
tions (3.2)I oe TIOUS avons la solution 2'7-pér1od1que.
:
x(k) U _cos pt - N sin pt | * (+)
= P k Sin Pt + xp
(k) y ¢
y = Mk sin pt + Nk cos pt + Yy (%) (3.3)
ou x:'(t), y*(t) sont-des solutions particuliéres du systeme non homogéne
. (3.2)
.2
Mk’ Nk sont des constantes arbitraires.
Pour que les équations qui déterminent x(k) et y(k) possédent une solution pério-
dique, il faut et il suffit d‘'avoir la condition
&, 8
(3.4)
I
1P 2p

(d'aprés les calculs qui donnérent (2;6))f
L k) (x)
ou qip et b4p

développement de

agi) et bék) sont les coefficients de cos pt et sin pt dans le dé-

(k)

sont les coefficients de cos pt et sin pt dans le
£(k),

veloppement de F

Les équations (3.4) permettent de trouver les constantes Mk et Nk qui entrent

dans (5'5)7 mi' N‘i 2

i<k, étant déja trouvées.
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Indiquons les propriétés suivantes de 1l'équation (3.4) qui peuvent &tre vérifiées

facilement.

1) Ces équations sont identiquement vérifiées pour k< 21+1 .
2) Pour k = 21+42 , ces équations contiennent seulement les constantes M, et N, .
Elles sont non linéaires et ont une seule solution réelle M, , N,.

Nous pouvons facilement voir que

M, = dd.(O) et N, =o(£°) ou 0{50)’ c(éo) sont données par (2.38).

3) Pour k = 21+j (j >4 ), ces équations ne contiennent que M, et N, et les cons-

J J

tantes M, N (2< i <j) qui ont été calculées auparavant. Ces équations sont

linenres par rapport & M j j

IVe SOLUTION PERIODIQUE {xgp)}.

v

Nous recherchons A présent les solutions périodiques du systéme (I.7) qui pour

£=0 deviennent

(5P wm, 9 Pm, 5@ (uh)} (4.1)
(cfr paragraphe I duchapitre 2) ' ;

Notons cette solutions

{X(P)’y(P)’ xgp)} . (442)
Si nous considérons le systéme (I.I), nous noterons cette solution:
(p) . ;
{ xg | - (4.3)
et pour le systéme générateur (I.2), la solution sera notée
(p) :
{%’s (uh)} 4 (4.4)

Pour qu'd chaque solution périodique (4.4) corresponde une solution périodique

(4+3) du systéme (I.I), il faut que la constante h vérifie 1l'équations

2m ' ;
P(h) “_J izni fi (ty %;p)(t*h),-"’ %m(pet-rh),o ) y/i dt = o (4.5)
o = :

ou W(t) est une solution périodique du systéme adjoint au systéme aux varlations
du systéme générateur:

d%

s * :
at = 8'81 2 +oeoet &Sn % n < Xs (%‘1,000,§n) (4.6)
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Le systéme (4.6) posséde l'intégrale premiére
H ( %’1,...., ?n) = constante (4.7)

alors l'équation (4.5) peut s'écrire:

2
P(h) =5 =2 (%, 5 (P (44m), ..., zgp)mh) ) _2H . dt=o0 (4.8)
i=1 iy (p)
| Sl ot |

En vertu des résultats de la premiére partie,
si 2 P(h) # o , alors il existe une et une seule solution périodique du
2 h

systéme (I.I) et cette solution est analytique par rapport & € .
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CONCLUSION.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés & la symé-
trie dans la méthode de HALE-CESARI.
Nous avons présenté les résultats de la théorie de HALE sur laquelle nous nous
sommes basés, nous avons démontré un certain nombre de propriétés des solutions
périodiques d'un systéme ayant la propriété (E) par rapport i une matrice S.
(Elles se trouvent résumées dans les théorémes 1,2 et 3 pp.19,20 et 23). Nous
avons alors explicité la méthode de HALE sous forme itérative. Ensuite, nous a-
vons défini ce que nous entendions par fonctions symétriques par rapport & une
matrice constante S et nousavons démontré plusieurs propriétés de ces fonctions.
Nous basant sur nos résultats, nous avons recherché l'incidence de la propriété
(E) du systéme sur les équations de bifurcation en donnant une forme adéquéte
aux matrices Qb et 9) définies en p.l. Cela nous pernmit de particulariser
la méthode itérative dans le cas ou 1l'on ne recherche qﬁe les solutions symétri-
ques du systéme. Nous avons alors illustré notre théorie en 1l'appliquant & une
équation particuliére. Ensuite,nous avons considéré le passage d'un systéme pério-
digue non linéaire & un systéme & coefficients constants et nous avons découvert
que si nous voulions conserver la propriété de symétrie du systéme, nous Hétions
pas certains qu'apres transformation, les solutions conservaient la méme période,
nous pouvions seulement affirmer que la période était doublée.
Enfin, nous avons présenté les résultats de HALE concernant les systémes admettant
une ou plusieurs intégrales premiéres et nous avons décidé de résoudre 1l'exercice

proposé par ce dernier.

Dans la deuxieme partie, nous avons d'abord étudié dans un pre-
mier chapitre les systémgs de LYAPUNOV. Aprés avoir défini ces systémes, nous en
avons recherché les solutions périodiques. L'essentiel des résultats se trouvent
rassemblés pp.67 & 69. Nous avons ensuite indiqué la construction pratique de ces
solutions en séries de puissances de la condition initiale ¢ de x «Un exem-
ple illustre cette construction. Puis nous avons étudié les projriétés de ces so-
lutions lorsgque les conditions initiales de x et y sont de petites valeurs

a et b arbitraires et que les valeurs initiales de x_ sont des fonctions analy-
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tiques de a et b et nous avons recherché une expression de li p'riode en fonc-

tion des conditions initiales a et b.

Dans un second chapitre, nous nous sommes intéressés aux sys-
témes proches des systémes de LYAI'UNCV, nous en avons d'abord étudié les solutions
génératrices puis laﬁolution périodique correspondant & la solution génératrice
triviale. Ensuite nous avons démontré le théordme p.94. Sur base de ce théoréme,
nous avons indiqué le calcul pratique des solutions résonnantes sous forme de sé-
ries de puissances § TZr7 . Enfin,nous avons recherché les solutions périodi-

ques correspondant aux solutions génératrices non triviales.
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