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lNll'RODUL"'TION. 

Pour beaucoup de phénomènes physiques, le modèle mathématique 

d'un système linéaire d'équations différentielles est seulement une image grossiè­

re de la réalité car il ne tient pas c mpte des diverses forces pouvant agir sur 

le BY.stème physique. Bien que ces forces soient parfois faibles, elles ne sont ce­

pendant généralement pas négligeables. Ainsi s'est avérée utile l'étude des sys­

tèmes presque linéaires. 

Divers mathématiciens se sont intéressés à de tels systèmes 

( existence des solutions, calcul de ces dernières lorsqu'elles existerit). Ci tons 

parmi d'a tres: POINCARE, KRYIL'V, BOGOLUOOV, MEl'ROPOLSKY, MALKIN, CmARI,HALE, •.. 

Dans son livre "Ordi a.ry Differential Equations", J.K.HALE s'in­

téresse notamment aux systèmes périodi ques presque linéaires et e~ recherche les 

solutions périodiques en appliquant l a théorie de CFSARI. De plus,il a.borde le 

cas où ces systèmes possèdent une cert aine symétrie ou admettent des intégrales 

preffiières et recherche l 'influence de ces propriétés sur les solutions. 

C'est de ces deux derniers sujets que traite le présent mémoire. 

La. , première partie est consacrée à l'étude de la symétri~ dru:is la méthode de 

HALE-CESARI, la seconde consiste en l'étude des systèmes de LYAPUNOV et des systè­

mes proches de ceux-ci qui admettent une intégrale première. 

Dans la première par tie de ce travail, au cha1,itre I, nous préseR­

terons brièvement les résultats de HALE concernant la recherche des solutions pé­

riodiques des systèmes périodiques f aiblement non linéaires. 

Dans le chapitre 2, nous étudierons un type de symétrie de systèmes d'équ~tions 
' différentielles: la pro~riét.é (E) par rapport à une matrice S. Nous en considére-

rons l' i ncidence sur les solutions de ces systèmes. A ce niveau nous serons amenés 

à expliciter la méthode itérative de résolution de systèmes périodiques faiblement 

non linéaires indiqu~e par HALE. Ensuite nous définirons ce qu'est une fonction 

symétrique par rapport à une matric e Set démontrerons diverses propr iétés de ces 

fonctions. Enfin nous étudierons l' i ncidence de cette symétrie sur les équations 

de bifurcation. 



Au chapitre 3, nous illustrerons la mét hode de HALE-Cl!SARI et nos résultats, en 

appliquant cette méthode à une équation particulière. 

Au chapitre 4, après avoir vu comment un système périodique . faiblement non linéai­

re peut êt r e ramené à un système f!i.iblement non linéaire à coeffic:i,.ents constants, 

nous nous demanderons si la propriété (E) du système est altérée par cette trans­

formation. 

Enfin au chapitre 5, nous présenterons l es résultats de HALE concernant les sys­

tèmes f~iblement non linéaires qui admet tent des intégrales premières. HALE propo­

se alors un exercice dont nous reproduirons l'énoncé, il s'agit de l'étude d'un 

système de LYAPUN_OV. 

La. résoluti on de cet exercice sera l'un des objets de la deuxième partie de ce tra­

vail. 

Dans le premier chapitr e de cette partie, nous définirons d'abord 

.ce qu'est un système de LYAPUNOV, puis nous étudierons les _solutions périodiques 

de ces systèmes, ensuite nous indiquerons comment construire pratiquement ces so­

lutions et nous illustrerons par un ex mple. Enfin, -nous démontrerons quelques 

propriétés de ces solutions périodiques . 

Dans le second chapitre, nous nous intéresserons aux systèmes proches des systè­

mes de LYAPUNOV. Nous étudierons succe sivement: les solutions génératrices de cea 

systèmes, la solution périodique corre pondant à la solution génératrice triviale, 

les solutions ré.sonnantes et les soluti ons périodiques correspond 3,nt aux solutions 

périodiques génératrices non triviales. 

Remarque: 

Une· notation couramment employée dans ce travail demande à être précisée. 

Nous noterons 9?(.),f(.,x(.),t.) au lieu de Sl)(t),f(t,x(t),E) 

lorsqu'il est important de ne pas confondre des fonctions dépendant d'une variable 

t avec leurs valeurs pour une valeur f i xée de la variable. 



PREMIERE PARTIE. 

fil'UDE DE LA SYMErRIE 

DANS LA MEI'HODE DE HALE-CE:i.ARI . 
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CHAPITRE I. 

1 LŒlI'HODE DE HALE-CESARI 

Hale présente une méthode pour déterminer des solutions périodiques dÙ système 

X= B: (t) X + e f(t,x) (I.I) 

où. f(t,x) et X sont destWecteurs appartenant à en 
et où :Bi (t + T) = B, (t) J/t 

f (t + T, x) = f(t,x) Yt 

'"3 f(t,x), f(t,x) continues Jltê'R. et xE'([.n 
'Ô>X 

B.' est une matrice n x n 

Quelques déf initionsa 

<j; (t) est une matrice n x p ( p::: n) t elle que les colonnes de cett.e matrice 
forment une base pour les solutions T- périodiques du système 

i = B(t)x (1.2) 

'f-'(t) est une matrice p x n {p = n ) telle que les lignes de cette matrice for­
ment une base pour les solutio s T- périodiques du· système adjoint 

t = - y~) 

A partir d& {j et <µ , deux autres matri ces p x p sont définieaa 

cdtf s: szS'ét) fD (t.) d~ 

Ddiff'P(t) 'f'1(t) dt 
0 

où ' signifie transposée. 

Ces deux matrices sont non singulières, constantes. 

S:. désigne l'espace des fonctions n- vector:iè.les, T- périodiques continues 

On peut déf inir deux opérateurs de projection P, Q sur Srcomme suit: 

P f g~f $2) (.) c..lJ..J: ?)'(t) f (t) dt (I.5) 

Q f g~f y/J(.) D-1J;tr(t) f( t) dt 

Nctons que P envoie .PT sur le sous-espace de S'T engendré par les solutions T­

périodiques de (I.2) et Q envoie~, sur le sous-espace de~- engendré par les 

transposées des solutions 'll'- périodiques de (I.3). 



Nous allons maintenant énoncer sans en donner les démonstrations, les lemmes, 
corellaire, théorème indiqués par Hale. 
Le lecteur désireux de prendre connaissance de ces démonstrations les trouvera 
dans le livre "Ordinary DifferE:inti ;ù Equat ions " de Hale. 

Lemme I: 

• Si f est un élément donné de .PT , 

• 

• 

&l.Glrs une condition nécessaire et suff isante pour que le système 

X. B (t) X+ f (t) 

ait une solution T- périodique est que Qf = o. 

Si Qf = 0 , alors il y. a une unique solution T.'- périodique 

;:ff. telle que PX f = O. 

'Jl. (I - Q) est un opérateur linéaire continu envoyant @'F dans !PT .• 

Corollaire I . 

Si fE !j> 'F 
et a est un p- vecteur donné, 

alors l 'unique solution de 

i • B· (t) x ♦ (1-Q) f 

avec Px • ~(.) a. 

est donn~ par 

Lemme 2: 

(I.6) 

Si les opérateurs P ,Q et ~sont défi s comme en (I.5) et dans le lemme I alors 
le système (I.I) a une solution 'l!'- périodique x si et seulement six satisfait 
le système d'équations: 

Lemme 3 . 

(a) 

(b) 

X = p X ♦ E_ ~ 1-Q) f (• ,x) 

E. Q f (.,x) = 0 

• Pour tout .r éel ~positif, il existe un réel f
0 

positif tel que 

pour tout p- vecteur a constant, la/= o(, ltl!:Eo , 

• 

i l existe une et une seule fonction x eo = x• (a,_E.) qui satisfait 

x"' = ~a +E.':/[,(I-Q) f ( . ,x* ) 

2 



• x* (a,E) a une dérivée première centù.nue par rapport à a,E. 

XII' (a.,o) = 8. 

• S'il existe un p_vecteur a• a. (E) avec /a.(€)/..C:..( O~/cE/~~ 

et Gr (a,~)g~! Qf(. ,x*(a,€) ) • • 

a.lors x"' ( a.,E) est une solutiQn !II- périodique de (I.I) 

• Inversément , si (I.I) a une solution T- périodique i (€) 
qui est continue en é et est telle que P i (E.) • fla (€) 

/a{EJ/6-<., O~/f/:!: E0 

a.lors i (E) = x* {a. (E), ~) eù x* (a. , E) est la fonction définie plus haut 

a(€.) satisfait (I.9) pour O~/EI~ E
0 

Pour les applications, il convient d'observer que d'après 1.5 
G- (a.,f.) 1111 0 

es~ équivalent à d~f ('r 
F (a,E) === ..Jo S'l(t} f(t , x""(a.,E) (t) ) dt c: e . 

Les équations(I.9)ou(I.IO) sont appelées l es équations de déter mination ou 
les éguations de bifur cation de (I.I). 

Théorème I. 

Supposons . l''(a.,~) défini comme dans l e lemme 3 (I.8) 

. F (a,€)= f <f(t) f{t,~(a,t) (t) ) dt 

S 'il existe un p- vecteur a tel que 
0 

F (a, 0) = 0 
0 

dét [ -a -!a (a.,E >] 

a.l ors il existe un réel E-, ? 0 tel que pour 0!::/EI~ f
1 

il existe une solution T~ périodique x*(E) de I.I 
avec x..,.( 0) = <;5a. 

x""CE) est cont inûment différentiable en & • 

(I.IO) 

(I. II ) 



Ce théorème est une application du théorème des fonctions implicites. S'il existe 
un 1- vecteur a qui vérifie les conditi ns (1.11) alors on peut trouver un 
p- vecteur a= Î (t) avec a(O) = a qui vérifie la condition (I.9) ou (1.10) 
~•est-à-dire F (a ,€)• o et donc ~•après le lemme 3 le système {I.I) admet une 
solution T- périodique de la forme (I.8) . 

\ 
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CHAPITRE 2. 

ETUDE DE LA SYME:rRIE DANS 

LA 100.HODE DE HALE-CFSARI 

llale considère le cas où le système d'éq ations différentielles possède une cer­
taine symétrie et regarde l'incidence de cette propriété sur la méthode de re­
cherche des solutions périodiques qu'il a développée ainsi que sur les solutions 
elles-mêmes. A sa suite nous nous sommes intéressé$à ce problème. Dans le pré­
sent chapitre, nous étendrons certains r ésultats de Hale à un cas plus général 
et démontrerons de nouvelles propriétés. 

La. définition et le lemme I (Ière partie) du para.graphe II sont directement issus 
du travail de Hale. 

I. UNE PROPRIN.rE DE SYMEI'RIE DE SYsrEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 

Définition: 

déf. 
~ 

Le système .x = g(t.,x) où x et g(t,x) sont des n-vecteure 

a la propriété. (E) par rappor t à une matrice S 

il existe une matrice S, n x n, constante, symétrique 
2 telle que, S = 1 

Sg{-t,Sx(t))= - g(t,x(t)) pour tout t et x 

II. PROPRI N.rES DES OOLUTIONS PERIODIQUES D'UN SY3r:Eml AYANT 

LA PROPRIN.rE (E) PAR RAPPORT A UNE MATRICE S • 

Lemme I. 

Si x~) est une solution d'un système 

x = g(t,x) 

où x et g(t,x) sont des n-vecteurs 

et qui a la propriété (E) par rapport à une matrice S 

alors S x(-t) en est également une solution. 

Inversément si S x(-t) est solution de ce système, x(t) en est également 
solution. 

(2.I) 

(2.2) 

5 



Démonstration: . ' 

x(t) est solution~ x(t) • g(t,x(t)) 

~-x(-t) = g(-t,x(-t)) par le changement de variable 
t, ----t, 

~ S x(-t) = - S g(-t,x (-t)) en multipliant à. gauche par 
. la matrice -S 

~ s x(-t)= g(t,Sx(-t)) par la propriété (E) 

<=>[s ~(-t)] = g(t,s x(-t)) où [ • J indique que la. dérivée 
porte sur le produit 

~ S x(-t) est solution du système (2.2). 

Corollaire r. 

Si x(t) est une solution T-périodique d'un système 

i = g(t,x) 

où x et g(t,x) sont des n-vecteurs 

et qui a la propriété (E) par rapport à une matrice S 
alor s Sx(-t) en est une solution T-périodique. 

cqfd 

lnversément si Sx(-t) est une solution T-périodique de ce système, x(t) en 
est également une solution T-périodique. 

Démonstration, 

Il suffit de voir que 
x(t) = x(t+T) ~ x(-t) = x(-(t+T)) 

<-=>sx(-t) • Sx(-(t+T)) 

et d'â.ppliquer le lemme I. 

On peut résumer le lemme I et le corollaire I en disant: 

(t) est une solution (T-périodique) d'un système 

x = g(t,x) 

où x et g(t,x) sont des n-vect eurs 

et qui a la propriété (E) par rapport à une matrice S 

si et seulement si 

cqfd 

"sa s ort à. la matrice S" Sx(-t) en est également une solu-
tion 

6 



Considérons présent le système 

x = :B.(t) x + f f(t,x,E) 
où • x est un n-vecteux- appartenant à (C n x = x(t) 

• f: m X€ n. --.c.n est continue Yt €. 7R. , Jrx Ln. 
T-périodique ent: f(t,x)= f(t+T,x) 

• E. un petit paramètre 

• B{t)= B'(t+T) matrice n x n 
// Di • ~f(t,x) continue , t €1/i, /lx€. d: 

'e X 

Ce système est bien de la forme x a g{t ,x) avec x et g(t,x) n-vecteurs 
aussi pouvons-nous exprimer la définition précédente pour oe système-ci. 
(même si on n'a ni la continuité ni la périodicité de B et f). 

Le système x • ~(t)x + é. f(t,x,E) 
a la propriété (E) par rapport à une matrice S 

~ il existe une matrice S n x n ,· constante, symétrique 
telle que s2- = I 

S [ ]t(-t)S x(t) + €.f(-t,Sx(t), î)] = - [B(t)x(t)+ Ef(t,x(t) ,î) 1 
Jl't et yx 

c.à.d. t elle que {s2 
• I 

SR(-t)Sx(t) a - B:(t )x(t) 

. Sf(-t,s X {t), e) = -f(t,x(t), E) 

Nous en déduisons: 

Lemme 2. 

Le système x = B{t)x + E f(t -,x,~) 
a la propriété (E) pa.r rapport à une matrice S. 

~ 
le syst ème i = R'( t)x 

et le système x = f. f(t,x, f) 

ont la propriété (E) par rapport à cette matrice S. 

Considérons pour l'instant la partie linéaire du système (2.3) 
x a l3(t )x (.2..4} 

Soient '(t), <,J(t) les matrices définies dans la méthode de Hale-Césari 
c'est-à-dire 

</> (t): une matrice n x p (p~ n) dont les colonnes forment une base de l'en- · 
sembl e des solutions T-pariodiques de (2.4} 

7 



<;Ct):une matrice px n. ( p~ n) dont les lignes forment une base de l'ensemble 
des solutions T-périodiques du syst ème adjoint de (2.4) y• -yB(t) 

(Si nous supposons que (2.4) et son adjo:iJtt admettent des sol11tions T-périodiques 
autres que l a solution triviale sinon ces matrices n'existent pas). 

Le système (2.4) ayant également la propriété (E) par rapport à la matrice S 
(lemme 2), nous pouvons lui appliquer le corollaire I. 
Et donc nous pouvons en déduire que 

S ~(-t) est une matrice dont les colonnes sont des solutions T-périodiques 
de (2.4). 

Savons-nous que S szS<-t) est une base dee1 solutions 'r.'-périodiques de (2.4) ? 
1 

(Rem.1 nous nous permettrons l'abus de langage sui vanta 
nous dirons" szj(t) est une base des solutions T-périodiques de (2.4)" 
~u lieu de "szS'(t) est une matrice dont les colonnes forment une base 
pour l 'espace des solutions T-périodiques de (2.4)"; ceci afin de ne pas 
alourdir le texte.) 

Lemme 3. 

Si i = R{t)x &. la propriété (E) par rapport à. une matrice S 

alors ~(t ) est une basa des solutions T-périodiques de ce système 

~ S ,$ZS( - t) est une baàe des solutions T-périodiques de ce système. 

Démonstrations 

8 ' 

Une base d' un · espace vectoriel étant un partie libre et génératrice de cet espace , 
montrons que 

• t a.rtie libre <.===t;,, S (-t artie libre (nouvel abus de langage) 

~(t) partie libre ~ ~i 9'i {t,) = 0 Vt 7 o{1= 0 Vi = 1, .... ,pl 
i= 1 d ( ) . eme ~ J ~i t = 1--- colonne de rCt) 

o;- 1 -<'1 9S1 (t)= o'rt<;=> { a(:h p;Si ( ••t) = o Vt 

~ s ~ -(.;
1 
~ (-t) = o l"t 

1 l.. 

~ -1 o(i s ;zfi(-t) = 0 ~ -

donc ç6 (t) partie libre ~a,4 -<1 s Sll1 (-t) = 0 y t.-o(i-o //1= 1:_, ••• ·1 
.. S >6 (-t ) partie libre. 



• En nous servant des théorèmes d'algèbre des espaces vectoriels 

- Si un espace vectoriel & une base de dimension p 
alors toute autre base est de dimension p. 

- Si une partie de p éléments d'une.v.de dimension p est libre, 
elle est aussi génératrice, 

nous pouvons en déduire la thèse. 

cqfd. 

Donc si çj'(t) est une b&ae, S~(-t) est une autre base dont les colonnes sont com­
binaisons linéaires des colonnes de ~(t ). Par conséquents 

où!! est une matrice constant~, px p, non singulière. 

Nous avons l'analogue de tout ceci pour le système adjoint c'est-à-dire pour le 
système y= -y:m:(t) 

En effet: 

Lemme l' 

Si i = B(t)x a. la. propriété ÇE) par rapport à S 

alors y(~ est solution du système (2.6) 

~y(-t )S est solution du système (2.6) 

Démonstrations 

y(t) est un vecteur ligne 

y(t) est solution de (2.6) ~ y(t) = -y(t) B(t) 

<==>-y(-t)= - y(-t) B(-t) en changeant de variable 
t ~-t 

~ y(-t)S= y(-t) B'(-t)S en multipliant à droite 
par la matrice -S 

~ y(-t )S = - y(-t) SB(t). par la propriété (E) 

9 

<::;> ~(:t )S] • - y(-t) S B(t) où [•]indique que l a 
dérivée porte sur le pro­

duit. 
~ y(-t )S est solution de (2.6) 



Corollaire l ' 

Six; R(t )x à la propriété (E) par rapport à la matrice S 

alors y(t) est solution T-périodique du système (2.6) 
<==>y(-t)S est solution T-périodique du système (2.6). 

Démonstration analogue à celle du corollaire I. 

Lemme 3' 

Si x = :B(t)x a. la propriété (E) pa.r r.tpport à S 

c.,l,(t) est une base des solutions T-périodiques de (2.6) 
~~(-t)S est une base des solutions T-périodi~ues de (2.6) 

Démonstration analogue à celle du lemme 3 mais ici les <.y.(t) désigneront les · 
lignes de C:,.., ( t) • 1 

Par 'oonséquent: 

1 C,., (-t)S; M'f'(t) 

où! est une matrice constante, px p, !!_On singulière. 

Nous allons continuer à exploiter les définitions de J.K. Hale reprises au cha-
pitre I. Rappelons-les: ~ 

. cf~! )o 9•( u. ) fJ ( u ) du 

Ddt! fo' Cp(u ) epl (u) du 

('signifie transposée) 

sont des matrices px p, constantes, non singulières. 

Sur l'espace des fonctions n~vectoriell s , T-périodiques 
définissons les opérateurs P, Q 

P fd~f S25(.) c·"~ cf,,'( u .) f ( u ) du 

Q rdM 't''c.) D-4 J: 'feu) f (u) du 

en t, continues, nous 

(2.10) 

(2.II) 

10 
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Démontrons à présent quelques égalités qui nous seront utiles par la suite. 

• S9){-t) e $6(t)N <=> S~(-t) N =. i <t) ~ car N est non singulière 

~ s2~(t) • p (t) Nf par (2.5) 

~ r/J (t) = ~(t) N
2 car s2 • I 

~ ,~(t)N-
1 

= ~ (t) N. I 
1<t'(-t)S = X <f(t) -~ M't'(-t)S = JI c,J (~) 

~ 't'(t) = )if 'P (t) 

1 u--1 'f'( t) = u 't'( t) 1 

car M non singulière 

car(2.7) et s2 • I 

(2.12) 

(2.13) 

■ ,i--◄c N-4= f !i•-"9S'( u.)izl(u) N._., du 

•J: (9S (U) N-..f)' S75 (u) Nt -fdu 

•J: (s szS (-~) • sszS (- ~> du 

car (2.8) et N-,fmatrice constante 

par (2.5) et (2.12) 

J: </le~~) t, (- \J.) du car S symétrique et s2 = I 

= -Jo'J!. <p'(s) ~ (s) ds 

=(O s6'(s) ~ (s) ds 
:J_T 

8 .... u .. 

:f Sl5'(s) szSC•l de car ~'(s) et ?J(s) T~périodique en s 

. c 
-
~ en mult ipliant à gauche les 2 membres par N' et en inversant: 

1 Né-..f = c-1N,--1 1 

• De manière analogue partant de 1["DM'-1 en employant (2.9),(2.7),(2.13) 
(2.8) , (2. 5),(2. I2) nous t rouvons : 

Lemme 4. 

Si i = B. (t ) x+ E. f (t ,x,() avec l es conditi ons indiquées en (2.3) 
a la propriété (E) par r apport à une mat rice S 

alors S [Q f(., x (.), E. Û ( - t) = -[ Q f ('. ,s x (-•), E..)] (t) 

(2.14) 
au lieu de 

(2.15) 



Démonstrations 

S [Q f(.,x(. ) ,E) J (-t) ~ s<f~-t) D~ ~ ,u) f (u ., x (u),E) du 

a~'( t) M' D-1o <,J(ul f (u,x ju),e), du 

·parce que • S est symétrique (S • S') 

par (2.II) 

• A et ~ëtant 2 matrices on a (A.B)'= B'.A' 

• lemme 2, (2.7) 
et donc S'f''(-t)= S' <f(-t) .,._ (\t'(-t) S)'= (MCf(t))•= 't',(t) M' 

s ~, ( t .) D-1T c,, (--~ s f (-µ, x lu), E. ) du 
. 0 

par (2.15), (2.13),, (2.7) 

• -Y'( t) n-f C.,, (- U.,) f (- u. ,s x (u.), E.) du par le lemme 2 
• OT' 

= 'l',(t) D-1◊ ',) (s) f (s, S x (-s ),E.) da s • - u , • 

= - 'l''(t) D-1· <y (s) f (s, S x (-s) ,E ) da car 'f' ,f '],.périodiques en a 
0 . 

• - [Q f · (.,Sx(-.), E1 (t) par (2.II) 

cqfd. 

Remarques 

12 

Une démonstration analogue à celle-ci est donnée par Hale dans[~) mais~ y, est 
considérée comme une fonction de t uniquement, c'est-à-dire que l'on ne considère 
pas le système faiblement non linéaire (2.3) mais le système linéaire non homogène 

l ... lS (t) X + € f (t) 
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Méthode itérative de Ha.le-Cesari. 

Avant de poursuivre la démonstration d'autres lemmes, il est indispensable d'ex­
pliciter la méthode de Hale-Cesari. Pour celanous allons exprimer la. signification 
de l'opérateur ,Cet indiquer le mécanisme de cet algorithme de résolution de sys­
tèmes différentiels périodiques presque linéaires. 

Il ressort de la théorie de J.K. Ha.le brièvement exposée au chapitre I qu'une so­
lution T-péri odique du -système 

x = ll(t) x +Ef(t,x,-E) avec les conditions (2.3) (2.16) 

peut s'âcrire sous la formes 

x = 95 a + €:'.f.C{I-Q) f(. ,x,E) =- x(a,t:) 
déf sous la condition G(a,ê) == Qf(.,x( a,f),€) = o 
déf (T.· ou encore F(a.,t) ==Jo "f'(t) f( t,x(a,f)(ttE) dt. = o 

condition équivalente à (2.18) 
et où & est un p-vecteur colonne constant , a• a(E) 

~ui vérifie les conditions 

• P. (a,-é ~ 
f= 0 

"" a (o) 

• dét r ~ F (a.,E) 
[ -a a. 

.. 0 

= a 
0 

€. .... 0 

a :i:: a(o)= 

Remarques F(a.,f) = o o =lep-vecteur nul. 

Signif icati on de l'opérateur rK, • 

Ba.le affirme que si Qg = o, le système l inéaire non homogène 

1: a: J3; ( t) X + g( t) 

admet une solution T-périodique ':Jt g telle que P '3lg = o 

Mais comment trouver ~g ? 

(2.rl') 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

~g = l'image par (I-P) d'une solution x~ T-périodique de (2.22) que nous pourrions 
indiquer x*( g) 

celle-ci sera de la for:nea r~ 
x*(t) = fD(t) b + X (t,O) x

0 
+Jo X (t,s) g(s)- ds 

où fD(t) est la matrice définie au cha~itre I 

X(t, s ) est une matrice principale de (2.22)T 
x; est solution de (X-~ (T,O) - l ) x

0 
=fo x-1(s,o)g(s} da 

afin que (2.23) soit T-périodique. 

(2.23) 



Quand on veut calculer la solution (2.17) du système (2.16), deux questions se 
posent& 

- Comment t rouver l'expression').l(I - Q) f(.,x,é) qui figure dans (2.17) et qui 
est une solution T-périodique du système presque linéaire (et non plus linéaire 
non homogène comme ci-dessus) : ~ 

x = E(t)x + €. (I-Q) f (. ,x, t) ? 
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• Comment trouver lep-vecteur constant a= a(E) qu.t vérifie les conditions (2.20), 
(2.21) et (2.19) ? 

La méthode de Hale-Cesari est une méthode i térative. On cherche le vecteur 
a= a(() sous la forme d'une série de puissances det 

2 a = a
0 

+ E a_, + ~ a2 + •• •• •• 

où les ai. i = o,-, , • • • • • • sont des p-vecteurs constants. 

Oe ·t, 1 t· - 1. era ion: x
0 

= ~(.) a
0 

est une solut i on T-périodique du système linéaire 

X= l.{t) X 

a doit satisfaire {F (a , o) = o 
0 0 

dét fa p· ( a , o) ] 
~ 0 ao 

,. 0 

le itérations x-f = <p (.) (a
0 

+- €a-f) + t~(I-Q) f(.,x0
(.),~) 

où a-, est à déterminer. 

- on calcule d'aborda 

~(I-Q) f (.,x0 (.),€) .. (I-P) XN- ((I-Q)f(.,x0 ,E» 
c'est-à-dire l'image par l 'opérateur (I-Q) de la solution T-périodique. 

x-f"°~~t) 'b
1

+ X(t.,o) x~,c, +lot, X (t.,s) [CI-Q) f (.,x0 ,E)] (s) ds (2.24) 

T.' 
où. xi* est tel que (X-"(T,O)-I)x~* Jo x•-'(s,o) [ (1-Q)f(. ,x0

, é Ù (s) ds(2.25·) 

du système linêaire non homogène: 

x = B(t)x +E(I-Q)f(.,x0
(.), E) -

- on cherche alors a1 tel ~ua 

• F (a
0 

+ E a-f ,f) =J
O 

'1' (t)f(t,x.,,f) • o 

2e itération: x2 =çzS{.) (a
0 

+ E a..,+ E2a2} + E,!Y((I-Q)f(.,x-,(.),€.) 
• . 
• 
• 

kième ·t' t· 1. era ion: (2. 26,) 
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où ~(1-Q)f(.,xk-l(.),f) = l'image par (1-P) d'une solution T-périodique 

xk.,. du système linéaire non homogèn11 

i = B(t) x + E(I-Q)f .,xk-1(.),E) (2.27) 

et 8k doit &tre tel que 

l!'(a
0 

+ E a1 + •••• + E.k "kl•fo <p(t)f(t,xk-~(t),E)dt • o ( 2.28) 

On trouve donc finalement la solution x que l'on cherche sous 

rie de puissancesde E:x • x (E) 

la forme d'une sé-

2 
x = :x(o) +f: x(1) . + E ~2) + ••••••• 

+ ••.•••• 

• 

• 

• 

Hale affirme que la méthode est converge te ( V, [31 p 255 et 266;). 

Une autre f açon de procéderi 

On calcule d'abord x0 = Ç)(t) a
0 

où. a satisfai ta 
0 

F (a o)a o 
o, 

dét E~ ~<:, t) ] 

On exprime ensuite x ■ous la forme d' une série: 
2· } 

X• X(o) ♦ t X(-1) + t x(2) ♦ t Xn) 

0 
• X 

k-::,, o est à déterminer. 

, 0 

(2.29) 

On détermine les coefficients x(k) en r eportant la série (2.9) dans le système 

x = B(t) x + ~ f(t,x,E) 

et en ident ifiant l es coefficients des m~mes puissances de f qui apparaissent 

dans chacun des membres. 



Après cette mis•e au point importante sur l a. significatio~ de l'opérateur ~ et 
sur la méthode itérative de Hale,nous revenons au problème de la symétrie. 

Mais avant d'aborder le lemme 5 nous pouvons encore signaler une propriété du 
système linéaire i = B(t)x 

Propriété, 

Si X(t,O) est une matrice fondamentale de x = B(t)x (2.3()) 

alors ic't,o) = JS.(t) X (t,o) par définition de matrice fondamentale 

et donc rc(t:o)s] • B(t) X(t,o)S pour toute matrice S constante, 

[ • ] indiqua.'l'lt que la dérivée porte 

sur le produit. 

Par conséquent: 

X(t,o) est une matrice fondamentale de (2.30) 

~ X(t,o)S est une matrice fondamentale de (2.30) 
pour toute matrice S consiiante. 

L'implication est dans les deux sens fJi S est non singulière. 

on en déduit , 

. Si le systeme x = B(t)x a la propri été (E) par rapport à une matrice S 

alors • X(t,O) est une matrice fondamentale de ce système. 

~ X( t ,,o )S en est une mat. fonda.mentale 

~ . SX(-t,o) " " " " " (lemme I) 

• X(t,O) est une matrice principale de ce système 

# X(t,O)S = SX(-t,O) =mat.fondamentale de ce système 

(car en ·t= O, ces mat. sont égales). 

Nous pouvons maintenant passer au lemme 5. 

Lemme 5 .. 

Si x = B(t)x + Ê f(t,x,() avec les conditions indiquées en (2.3) 
a la propriété (E) par rapport ~ une matrice S 

alors s [JC(I-Q) f(.,x(.),E)] (-t) = é'(I-Q)f(.,Sx(-.),f) ]<t) 



Démonstration: 

I) Nous savons que 

Sf{-t, x(-t) ,€) 

SQf{.,x(.),E)(-t) 

nous en déduisons que 

= •f(t,Sx(-t),t) par la définition de la proprié­
té {E) 

= -Q.f(.,Sx(-.),E)(t) par le lemme 4 

S{I-Q)f{.,x{.),E){-t) = -{I-Q)f{., x{-.),l) (t) 

en soustrayant membre à membre. 

- - ----- --- - -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -2) t 1 
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1 Si y= R(t)y+Ef(t,Sx(-t),E) admet une solution x*(t) 1 

: alors Sx*{-t.) est solution de y :: B(t)y+~f(t,x(t),~) t 
(2.}2) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - J 
en effet: 

x* (t) est solution de y= B.(t)y+ Ef(t,Sx(-t) ,E) 
~ x* (t) = B{t)r(t)+ Ef(t,Sx(-t),E) 

~ -Sx*(-t) = SB.(-t):l'(-t)+ tSf (-t,Sx(t) ,E) 
cela en changeant t en -t et 

en multipl iant à gauche par S 

<==> -sx*(-t)= -B(t)Sx~(-t) - Ef(t,x(t),~) en appliquant la pro}riété(E) 

~ Sx* (-t) = B(t)Sxit(-t) + Ef t,x(t),E.) 

~ Sx..,(-t.) est solution de y= B.(t)y + E f(t,x(t) ,E) car S matrice cons­
tante. 

Si nous désignons par x..,. la fonc"t)oni 

x~(t)=~(t)b+X(t,o)x; +J
0 

X(t,s) (1-Q)f(.,Sx{-.),~) (s) ·ds (2.33) 

analogue à (2.23) mais dans le cas du système (2.3) 

avec x * solution de ']' 
0 '. 

(X-,t (T.·,o)- I) x ,.J x•1(s,o) (I-Q)f{s,Sx(-.) ,f) (s) da 
0 7o 

nous savons que: 

fr,l(I-Q)f(.,Sx(-.),E) )(t) = [(I-P) x"°(.)] (t) 

[?<-(I-Q)f(.,x(.),~J(t) = [<I-P) sx•(-.)J {t) 
d'après propriété (2.32) 

Nous en déduisons que: 

S ~(I-Q)f(.,x{.),~)] (-t) 

= S [ {I-P) Sx*(-.)] (-t ) par {2.35) 

• 
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= S {s~(t)b + SX(t,O) x: + S ( , X(t,s) (I-Q.)f(.,~-.),E) (s) de 

-jll (-t) c-{ </J'(u.) [ s (>(-U)b + SX(-u,o)x: + s I X(-u,s)(I-Q.)f(. ,Sx(-. ), E.)) 

0 _ _ (a) ds] du 5 
~ - remplaça.nt x* par (2.33) 

=95(t)b + X(t,o) x:+[ X(t,s)(I-Q.)f(.,Sx(-.),E.) (s) de 

,;· 0 ru. 
- s9S(-t)c-Jo ~'(u)s[9S(-U.)b +X(-u..,o.)¾"+)

0 
X(-u,a)(I-Q)f(.,Sx(-.),~) 

0 O (s) da] du 

en distribuant Set du fait s2 = I 

puis tenant compte de (2.5), (2.1·2) 

nous avons .szs(uJS =- [sp(u·□ '= [p(-U)Nl-4]
1
= Ni-"~'(-U.) 

et donc par (.2.14)-: 
t, 

= SZSCt}b +X(t,O) x*+i X(t,s) (1-Q)f(.,Sx(-.),E) (a) ds 
0, 

0 

- Ss/l(-t)Nc-4[';p•(-u.) [</1 (-u.)o+X(-u,o )x; +J: u..X(-u,s)(I-Q.)f(. ,sx(-.) ,l.)( s) da] d~ 

en appliquant de nouveau (2.15) et en tenant compte du fait s2= I nous obtenons, 

•~(t)b+X(t,O)x..,_ +(t X(t,s)(I-Q)f(.,Sx(-.),(){s)ds 
o Jo 

-j6{t) ci </J'(•U) (?1(-u)o+X(·u,o)x: -:[' X(-u,s) (I-Q.)f(.,Sx(-.M)(s)ds] dù 

posons v ·=· -u, 

mais comme l 'intégra.nd est T-périodi que en tL- ( x 9f est T-périodique) 

et qu'on intègre sur une période, i l suffit de remplacer 

-u. par v et du par dv. 

•?(t)b+~(t,o)x;+t X(t.,s) (I-Q)f(.,Sx(-.),~)(s) ds 

-9i( t ) c-fo Q}'M [j'>(v·)b+X(v,o) x7;+fo:(T,s)(I-Q.)f(.,Sx(-.),E.)(s)ds) du 

= (< r -P) x•(~)] (t) par (2.33) 

= [~(I-Q)f(.,Sx(-.),~)] (t) par (2.34) 
cqfd. 

Remarque: 

Un résultat analogue à. celui-ci est donné par Hale dans [3] p. 268 mais f y est 
considérée comme une fonction de t uniquement c'est-à-dire que, comme dans le 



cas du lemme 4,- Hale considère non pas le système faiblement non linéaire (2.3)' 
mais le système linéaire non homogène i = B(t)x + f.f(t) 

Nous allons maintenant rassembler en deux théorèmes tous les résultats que nous 
avons trouvés jusqu'ici. 

Théorème I. 

Si le système 1 -=- lB:(t)x 

a la propriété (E) par rapport à une matrice S alors: 

• x(t) est une solution (périodique) de (2.36) 

<:::=;, Sx(-t) est une solution (pé iodique) de (2.36)(lemme I,corollaire l 

.~(t ) est une base des solutions T-périodiques de (2.36) 

~ sçis(-t) est une base des solut:i.ons T-périodiques de (2.36.)(lemme 3) 

. s4' (-t)= szj(t)N où N. est une matr:i.ce constante, p x p,non singulière • 

• y(t ) est une solution(périodique ) du système y= yB(t) 

~ Sy(-t) est une solution _(périodique) de ce système.(lemmeI!, 
corollaire I' ) 

• c.,J(t ) est une base des solutions T-périodiques de y= -yB(t) 

~ 'l'(-t) est une base des solut ions T-périodiques de ce système 
(lemme 3') 

. 'f (-t)S =- .MC.,,(t) où l4 est une matrice constante, p x p,non singulière • 

• on a les égalités suivantes: ~(t)N,-.( = pS(t)Nl 

1C"' 'f(t) = l4 <t' (t) 
NC- 4 =C-.fN,-_, où C défini en (2.8) 

M' O-~= D-~ M-4 où D défini en (2.9) 

• X(t,o) est une matrice fondamentale de (2.36). 

<=i>X(t,o)S est une matrice fonda.mentale de (2.36) 
et 
~ SX(-t,o) est une matrice fondamentale de (2.36) 

• X(t,o) est une matrice princ i pale de (2.36) 

<.==> X(t,o)S = SX(-t,o)= une matrice fondamentale de (2.36). 
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Théorème 2. 

Le système x = B(t)x + f f(t,x,() 

a 1 propriété (E) par rapport à une matrice S 

~ le système x = B(t )x 

et le système x = ( f(t,x,E.) 

ont la propriété (E) par rapport à cette matrice S 

et donc nous avons tous les résultats du théorème I. 

Si de plus (2.37) vérifie les conditions de (2.3) alors: 

• S (Q;f(.,x(.),l)] (-t) = - [Qf(. ,Sx(-. ) ,E)J (t) (lemme 4) 

1 

• S{.?Yc(I-Q)f(.,x(.),ij_(-t) =[O'i( l-Q)f(.,Sx(-.),E )] (t) (lemme 5) 
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U~us allons à présent revenir à une notation judicieuse employée par Hale et ~ue 
nous avons précédemment négligée pour alléger les écritures, bien que nous l'ayona 
mentionnée au chapitre I et dans les relations (2.17') à (2.19).Hale désigne par 
x(a,E) la fonction 

Lemme 6 .. 

x = (/, a +E;)!(l-Q)f(.,x(.),f) 

qui est une solution T-périodique de (2.3) moyennant la condition 

Qf(.,x(a,E)(.),E.) = o 

qui est équivalente à /1 
F(a, E )= )o <y (s)f(s,x(a,€)(s), f)ds = o 

et en supposant que a. vérifie (2.20) et (2.21),. 

Si le système x = B(t)x + E.f(t, x ,E) avec les conditions (2.3) 

a la propriété (E) par rapport à une matrice S 

et admet la so_lution T.-périodique x(a,~) 

alors x(a,E)(t) = Sx(a.,E)(-t)~t ~a= Na 

Démonstrat i ons 

@ x( a,t)(t) = 9S (t)a. +E~I-Q)f(.,x(a ,E)(.),E.)(t) 

-+Sx(a,E:)(-t ) = S~(-t)a +ES~-Q)f(. ,x(a,i)(.),E.)(-t) 

en remplaça.nt t par -t et en multipliant à gauche par la matrice S 

~ Sx(a,E,)(-t ) = ip (t)Na +i~(I-Q)f(.,Sx(a.,€)(-.),f)(t) 

en appliquant (2.5) et (2.31) 



doncs x(a ,E)(t) = Sx(a,e_)(-t) Vt impl i que les termes indépendants d 'l 

sont égaux et donc que (, (t)a. = ~ ( t )Na Yt (2.39) 

c'est -à-dire a = Na (*) 

(Rem.i Na donc au moins une valeur propre égale à-t) 

(fi) * t,J (t) est une ma.tric~ n x p ~oz:t ~es colonn;s forment une base pour l'es-
pa.ce des solutions T.-per1od1ques de (2.3). 

a. est un p-vecteur constant. 
Nous pouvons donc trouver dans S'D (t ) une sous matrice szS~ p x p, 
non singulière et par (2.39) nous avons que 

9S~t)a = 9Stf-(t)Na Yt 

et donc a = Na vus6-Ct) non singulière. 

~ J a= Na-+(ZS(o) a= 95{o)Na. = S~(o)a. par(2.5) 

=+ ( I-S) szS ( o) a = o 

__. x(a,t)(t) = Sx(a,f)(-t) J/t par le thé.orème 2.2 [3Jp.269. 

cqfd. 

Lemme 1• 

Si le système 1= E(t)x + ! f(t,x,E ) avec les conditions (2.3) 

a la propriété (E) par rapport à une matrice S 

et admet une solution T-périodique x(a,E) 

alors ·Sx(a,E)(-t) = x(Na,E)(t) Yt 

Démonstration: 

Considérons les deux: systèmes suivants: 

x 1 (t )= pS(t)a +Î ~(I-Q)f(. ,y(.) ,E) (t) 

x2 (t )=?S(t)Naff -:tf(I-Q)f(. ,Sy(-.) ,~)(t) 

Nous voyons Flue (2. 41), (2.42) définissent 2 opérateurs ~ et ~ 
respectivement 

y --.ÇO ( • )a +E!1l(I-Q)f(.,y{.),E) (•) = ~{y) 

et z _..p$2S(•)Na +f~(I-Q)f(.,z(.), f ) <•) = B
2 

(z) 

de points f ixes respectivement x(a,€.)(. ) et x(Na,'i; )(.) 
(l'existence de ces points fixes nous est assurée par Hale.) 
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Si nous rempl açons chaque fois y et z par leurs images ~(y) et 6>2 (z), nous géné­
rons une méthode itérative pour trouver les points fixes. 
Nous remarquons que dans (2.41), (z.42) nous avons pris y et z symétriques c'est­
à-dire z(.) = Sy(-.) 



Si donc nous prouvons que x2(.) = sx1(-.), alors nous pourrons affirmer que les 
opérateurs ~ 1 et &

2 
conservent la symétrie et que les points fixes sont donc sy­

métriques, c. à.d. 
x(Na,E)(.) = Sx(a,E)(-.) 

Il suffit donc de prouver: 2 x (t)= Sx~(-t) pour tout t€ TA-

Or d'une part x2(t) =QS(t)Na. +t~(I-Q)f(. ,Sy(-.),!)(t) 

d ' autre part x"(t) = ~( t)a +E~(I-Q)f(. , y(.),.€)(t) 

d'où Sx1(-t) = sjZS(-t)a +E S:J((I-Q)f(.,y(.),E.)(-t) 

appliquons (2.5) et (2.31) 

1 
et donc 

1 

Lemme 8. 

Sx-1(-t) = g{(t)Na. +E~(I-Q)f(.,Sy(-.),()(t) 

Sx-f(-t)= x2(t) 

Si le système x = B(t)x + E. f(t,xt) avec les conditions (2.3) 
a la propriété ( E) par rapport à une matrice S 

et admet la solution T-périodique x(a,E) 

alors • F(Na,E) = -MF(a,E) 

• F(a.,!) = o -+- F(Na,E) = o 

Démonstration: 

l
œ. . 

F(Na, E) = • <,J (u.)f(u.,x(Na,E )tu.) ,E.) du 
0 T.' 

cqfd. 
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i <,J (u.-)f(~Sx(a,€)("."u.) ,t) du par lemme 7(. 

'1' 
= _( <f(u.)Sf(•u.,x(a,e)(-u.),E.) du en appliqu3.nt la propriété (E). 

JoT. 

• -iaJ <f'(-u.)f( .. u,x(a.,E)(-u.},t) du par (2.7) et du fait M constante. 
OT. 

= -M J
0
ttJ(w)f(w,x(a,E)(w) ,E)dw par les chang~n:n:su~e variables 

= -MF(a,E) 
de là on t i re la thèse. 

w=v+T 

cqfd. 



Corollaire 8. 

Si le système x= B{t)x +Ef(t,x,f) avec les conditions (2.3) 

a la propriété (E) par rapport à une matrice S. 

et admet une solution T-périodique x(a,~) 

alors (I + M)F(a,{) = o si a= Na 

où F(a,E.) fo Cf' ~t) x(a,~)(t)dt 

Nous pouvons rassembler ces trois lemmes en un théorème. 

\ 
Théorème 3. 

Si lie système x = li(t)x +tf(t,x,l} avec les conditions (2.3) 

a la propriété (E) par rapport à une matrice S 

et admet la solution T-périodique x(a,l) définie en (2.17) 

alors • x(a,E_)(t) = Sx(a,E..)(-t) J/tf. 'lR ~ a= Na (lemme 6) 

• Sx(a.,€.)(-t) = x(.Na,E.)(t) J/-tr-.. ]R (lemme 71) 

• F(Na,€)= -:MF(a,E) 
• F(a,e) = o ~ F(Na,i) = o 
• a. = Na ~ (I + :M)F(a,i) = o 

(lemme 8) 

(corollaire 8) 

Nous venons de redémontrer le théorème suivant de Hale d'une autre façon et dans 
le cas où x~(a,,) est solution de (2.3 ). 

Théorème 4 [~] p.269 

Soient .~une mattice n x p dont les colonnes sont une base pour les solutions 
T-périodiques de x = B(t)x 

.',}une matrice px n dont les lignes sont une base pour les solutions 
T-périodiques de y= -yB(t) 

.x""(a,E) la fonction définie en (I.8) lemme 3 du chaFitre I. 

Supposons que le système x = B(t)x +é f(t,x) a la propriété (E) par rapport à S 

alors • Sx*(a,f:)(-t) r.r.= ~(a,E)(t) l't si (I-S)szS (o)a= o 

• si F(a,€) =SoC,.,(t)f(t,r(a, E)(t)dt 

alors (I+M)F( a ,() = o où M est la matrice définie en (2.7). 
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1 • III. l!DNCTIONS SYUEI'RIQUES PAR RAPPORT A UNE MATRICE CONSTANTE S - PROPRIEI'ES. 

I. Définitions. 

Nous convenons d'adopter la terminologie suivante. 
Soient a une fonction complexe n-vectorielle d'une variable réelle~ 

et Sune matrice constante, complexe, n x n, 
Nous dirons que: 

• La fonction a est "symétrique par rapport à S" 

d'f +i-, a.( t) . = Sa(-t ) pour tout t dans '/lt 
• La"symétrie de a par rapport à S" ~~f la fonction Sa(-.) 

Cependant nous omettrons souvent la locution "par rapport à S" quand il ne pourra 
y avoir de confusion et nous dirons: Sa(•·•) est la symétrique de a(.) 

2. Probriétés. 

Supposons que a et b sont des fonctions complexes,n-vectorielles, d'une même va­
riable réelle t et que S est une matrice complexe constante, n x n • 

A. Si a est symétrique par rapport à S 

b est symétrique par rapport à S 

alors o( a +(3 b est symétrique par rapport à S 
pour tout ,,( , (J € C 

Démonstration: 

S(-la +t3b)(-t) =-<Sa(-t)+~Sb(-t) 

=-{a(t) +~b(t) vu les hypothèses 

= (e<a +(l b)(t) 

Si a est symétrique par rapport à S 

h n 'est pas symétrique par rapport à S 

alors o( a +/J b n'est pas symétriq e par rapport à S 
pour tout ./., (!; e If. I /J + Q 

Démonstration: 

b. n'est pas symétrique par rapport à S ~ 3 t.*: 
par conséquent: 

cqfd. 

S(c(a +~b)~t...,) =-(Sa(-t~ +/3Sb(-t"') 

=o( a(tf'? +/3Sb(-t* vu la première hypothèse 

F o( a( t*) +/3 b( t ... ) 

~ S(c( a +fo b)(-t*) F (o( a +~ b)(t"j cqfd. 



c. 

- - - -- -------,---------- -----

Si a n ' est pas symétrique par rapport à S 

b n ' est pas symétrique par rapport à S 

alors // ""''~ E (t , o( a + (3 b peut êt re ou ne pas être symétrique 
. par rapport à s. 
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Démonstration: 

• Si cf( = 0 et (3 -f,. 0 ou -< -f,. 0 et /3 = 0 alors évidemment 

o( a + ~ b. n'est pas symétrique par r apport à S • 

• si.( et ~F O 

\ on sait S'°'a +(Jb)(-t) =.l..Sa(-t ) +/3Sb.(-t) V't € 'JR 

\ donc 
(o( a +/3b)(t) =.(a(t) +(3b(t) (tél 

(.(a +(3 b) est symétrique par rapport à S 

~ ol.. [sa(-t) -a(t).] + t3[Sb( -t )-b(t)] = 0 ~t € fR. 
en soustrayant (2.49) et (2. 48 ) et 
en annulant cette différence. 

+.- Sa(-t)-_a(t) = - t3 [sb(-t)-b(tIJ tt € /R. 
or cette égalité n'est pas n1cessairement vérifiée, aussi ne peut-on rien 
affi rmer quant à la symétrie évent uelle de ~ a +(3 b 

c.qfd. 

Théorème 4. 

Soient a symétrique par rapport à S 
b pas symétrique par r apport à S 

alors par la propriété B.,/!= o(a. +(3b. 
par rapport à S. 

/3# 0 n'est pas symétrique 

Si _nous considérons des combinaisons linéaires de b et.C qui toutes 
deux ne sont pas symétriques par rapport à S, nous avons: 

d 'une part que Y.c. -Y,13b est symétrique par rapport à S 

en effet: lr ..c. - Y (3 b = Y (-< a. + /J b) .. Y /3 b = Y-<. a 

mais d'autre part que Yc .. 2 Y(!, b (Y-/: 0) n'est pas symétrique par 
r apport à s, 

en effets Yc. - 2Y/3 b =Y(~a +/3b)- 2Yfob= Y.<..a. - Yfob qui 
d'après la propriété B~ n'est pas symétrique par rapport. à S. 

Soient • x une fonction n-vectoriel l e d'une variable réelle~ 
2 • Sune matrice constante, n x net telle que S = I 

alor s la somme de x et de sa symétrique par rapfort à S 
est une fonction symétrique par rapfort à S. 



1 

Démonstrations 

soit s la fonction telle que s(t) = x(t) + Sx(-t) 

c.à.d. a(.)= 

S[s(-t~ = S [x(-t) + Sx(tÜ 

= Sx(-t) + x(t) 

-= s(t) 

x(.) + Sx(-.) 

2 vu S = I 
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Jlt € 1Pt. 

cqfd. 

donc pour toute fonction x n-vectorielle d'une variable réelle t et pour toute 
matrice S constante, n x n, telle que s2 =Ion peut exprimer la symétrique de 
x comme suit: 

\ 

\ 

Sx(-t) = -x(t) + s(t) pour tout t réel 
où s est une fonction symétrique par rapport à S 

(2.50) 

I V. INCIDENCE DE LA SYMEI'RIE SUR LFS F.QUATIONS DE BIFURCATION. 

Par ',l(t) nous avons désigné une matrice px n dont les lignes forment une base de 
l 'espace des solutions T-périodiques de y = - yB(t). (2.51) 

Nous supposons que le système x = B(t)x 
possède la propriété ( E) par r apport à une matrice S • 

D'après le corollaire I', nous savons que la symétrique par raFport à S de toute 
solution T-périodique de (2.51) est une solution T-périodique de (2.51). Cependant,, 
parmi toutes ces solutions, il se peut que certaines soient symétriques et d'au-
t res pas. 

Les solutions T-périodiques de (2.51) fo r ment un espace vectoriel (propriété A. 
du paragraphe III) de dimension k o !: k !: p où. p est la dimension de 1' espace vec­
t oriel des solutions T-périodiques de (2 .. 51). 

Aussi pouvons-nous trouver la base que fo r ment les lignes de <# (t) en complètant, 
l a base du sous-espace vectoriel des solutions T-périodiques symétriques. Nous 
écrirons donc \.f sous la forme: 

' ou. 
. . 

c.,Ji 1 ~ i ~ k est une 

" 

solution T-périodique,symétrique, de 

" n 
(2.5I)(*) 

non symétrique de 
(2.51) 

( r§l!!l.! si k = o nous n'avons pas (*)) 

et les 'ri 1 ~i ~ p sont linéairement indépendants. 

On a donc Cf i ( t) == 4·'i, (-t )S pour tout t réel, -f :!: i -~ k 



Cependant par (2.50) nous savons que 

~ (-t)S = -y} (t) + une fonction det symétrique par 
k+i k+i rapport à S pour tout t réel, 

D'autre part, d'après (2. 7) M'f-'(t) = ~(-t)S 

forme: 
~ 

' •l 
1 
1 ., 
1 
1 
1 ,.,. 

1 

' .., 

1~i~p-k 

o~ k .=p - -,_ 

où les m .. indiqués ne sont pas nécessai r ement nuls. 
l.J 

(2.47) s'écr it donc: 

(I+M) 'F(a,E) F1 C,,E) 
1 
1 
1 

• 1 
t 

f'P (a,C) 

où les* représentent les m .. notés ci-dessus. 
l.J 

c.à.d. nous avons le système d'équations 

2 ~(a,E) = o . 
• • 
2 Fk(a,E:) = 0 
m. FJ(a,E)+ •.••.• + m. k Fk(a,t) = 0 , K+i,1 -, K+~, . .. ., 
mP,"1 F1 (a,E.) + •••••• + mp,k Fk (a,~) = 0 

qui est équivalent au système: 

fta,El = o 

1Fk(a,E)= 0 
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Théorème 5. 

Soit le syst ème x = B(t)x + l f(t,x ~) vér ifiant la propriété (E) par rapport 
à s. 
Si • x~( a ,t) désigne l a fonction définie en (I.8)(lemme3du chap.I) • 

• (I-s)$ZS(O)a = 0 (équivalent à a= Na par (2.5) ). 

• <p est la matrice défini_e et construite comme ci-dessus. 

• F(a,E) ::{ 9--' (t) f(t,xia,E), €) dt 

alors les k prerzRères équations de bifurcation F1 (a,î)=O., •.• ,Fk(a,E)= 0 
sont automatiquement vérifiées 

o~k est la dimension de l'espace vectoriel des solutions T-périodiques 
symétriques par rapport à S. 

Que nous indique ce dernier résultat? 

Pour trouver les solutions périodiques de (2.3) nous devons chercher les a qui 
ont pour image O par l'application: 

7R p---+ 7R. p 

a. ~ F(a,E) 

Cependant si le système est ·symétrique et que nous désirons seulement connaître 
les solutions T-périodiques et symétriques, alors nous recherchons les a tels 
que a= Na et (I+M)F(a,é) = O. Autrement dit, nous recherchons les p-vecteurs 
envoyés sur O par l'application: 

V = f ai Na =- a. J 
& ~ 

espace de dimension l ~p 

f p-uplets dont les k premières corn-} 
posantes sont nulles 

(I+M) F( a, Î) 

espace de dimension p-k 

Dans le cas général (c'est-à-dire si nous ne nous limitons pas aux a. tels que 
a= Na) le jacobien qui est de dimension px p peut s'annuler mais en fait, nous 
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ne nous i ntéressons qu'à. la résolution des(p-k) dernières équations car les k pre­
mières sont vérifiées automatiquement, c 'èst pourquoi il suffit de vérifier que 
le jàcobien de ce système réduit est égal à zéro. 

Théorème 6. 

L'espace des solutions ']"-périodiques, s ymétriques du système linéaire 
x = B(t)x - (2.53) 

ayant l a propriété ( E) par rapyort à une matrice S est de dimension k 
si et s eulement si l'espace des solutions T-périodiques symétriques du sys-
tème linéaire y=_ -Jl- (t), y (2.54) 
est aussi de dimension k. 



Démonstration: 

Soit V le sous espaca vectoriel de 7Rn défini comme suit: 

V= f b € l/',.n : Sb = b.} 

Soient x(t,b) la solution de (2.53) de condition initiale 

x(o,b)=b 

y(t,b) la solution de (2.54) de condition initiale 

y(o,b)=b 
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Supposons qu'il existe un sous-espace vectoriel de dimension k de V qui donne 
lieu à des trajectoires périodiques, symétriques de (2.53), soit W ce sous-espa­
ce vectoriel. 

On a toujour s que: 

Pb,b' (x(t,b) / y(t,b') ) = constante 

par conséquent: 

Yw e w, ;tb€ V, (x(t,w) y(t , b) ) = d 1/t 
où d est une constante 

(w \ b) = d ·en particuli er: en t = 0 

en t = !Il (w I y(T, b) ) = d 

nous avons donc.: (w I y(T,b)-b) = o 

Considérons l'application linéaire: 

K: V ► V 

b ~ y(T,b)-b 

nous avons que: 

Im K~V\ W car y(T,b)-b est orthogonal à w, Pw EW, Vb, EV 

=> dim(Im K) :!:: dim V - k 

car les sous-espaces W et V\ W de V sont supplémentaires 
~dim(Ker K) ~ k (2.55) 
d'après une propriété des homomorphismes d'espaces vectoriels: 
"soit E un homomorphisme .M ~ N, où .M,Ni sont des espaces vectoriels 

alors dim Ker H + dim Im R = dim .M " 

➔l ' espace des solutions T-périodiques symétriques de y= -~(t)y est au moins de 
dimension k. 

donc si l' espace des solutions T-périodiques symétriques du système x = B(t)x est 
de dimension k alors l'espace des solutions T-périodiques symétriques du système 

'IZ' y = -E (t)y est au moins de dimension k. 

De f açon analogue, nous pouvons donc montrer que si l'espace des solutions T-périe­
diques symétriques du système y = -Br(l:.)Y est de dimension 1 alors l'espace des 

solutions T-périodiques symétriques du système x = B:(t)x est au moins de dimen­
sion 1. 
Et nous en déduisons notre théorème. c4fd. 



Par conséquent ,nous pouvons donner à la matrice Ç> ( t) une forme analogue à 
celle · de y (t). 

En effet, nous pouvons troÙver une base de l'espace des solutions T-périodiquea 
de (2.52) que fo rment les colonnes desZ5(t ) en compléta.nt la base du sous-espace 
des solutions T-périodiques symétriques. Nous écrirons donc S2) sous la forme: 

c~ SZ52 • • •·· •·· Pk SZ5it+1 •····· sz\> _ <2.56) 

où SZ51 1 ~i S k est une solution ~-pér iodique, symétrique de (2.52) (-H) 

çt>1 k +1 ~ i ~p est une solution T- périodique, non symétrique de (2.52) 

(remq.rque: si k = o nous n'avons pas (*)) 

et les ç.61 -f !:- i :. p sont linéairement indépendants. 

On a donc: 

s ç5 :l ( -t) = S2S i ( t ) pour tout t 

s Pi <-t) = - ~1 <t> + une fonction de t symétrique par rapport à S 

pour tout t k ~ i ~ p (d'après(2.50)) 

D'autre part d'après ( 2. 5 ). 

Par conséquent, la matrice N est de l a forme: 

~ 
1 

lk 
1 ,. 
4 
: p-k 
' ' 

où les· n .. indiqués ne sont pas nécessairement nuls. 
l.J 

Les vecteurs a tels que a= Na ont dont leurs p - k dernières composantês 
nulles 

a. = Na ~ a = a.1 où a-, , ••• , ~ sont quelconques 

\ 

. 
0 

Ce qui nous permet de préciser ce que nous indiquait le théorème 5. 
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Si le système est symétrique et que nous désirons seulement connaître les solu­
tions ï-périodiques et symétriques alors nous devons rechercher les éléments du 
noyau de l'application: 

~-1 . 
~ 
0 

.. 

0 

dimension k 

a 

0 

b p 
dimension p - k 

(I+M) F( a, i.) 

autrement di t, nous devons résoudre une système de p - k équations à k in­
connues. 
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CHAPITRE 3. 

APPLICATION DE LA M1!.~HODE DE HALE-CESARI 

A UN.E EQUATION E RTICULIERE. 

Considérons l 'équation: 

X.+ X = E [ (6 + ...(_cos 2 t)x + b x3 + ç x2 J 
où. G , o<., b, c sont des constantes 

e:1..-; o 

Quelles conditions faut-il imposer à ces constantes pour (3.I) admettent des so­
l utions périodiques? 

Nous P,ouvons écrire cette équation du second ordre sous la forme d'un système de 
2 équations du premier ordre: 

{ 
~-1 = x2 

x2 1:1 - x_, + E. [ (6 +.c:,{ cos 2 t) X1 + b X~ + C X~] (3.2) 

ou encore sous forme matricielle 

Considérons ce système pour f = 0 

s xol"' xo2 

l ~2 = -xo1 

Il admet des solutions 2Tf-pér~odiques du type 

X ~ A cos t + H sin t 
0-1 o. 0 

X 2 = -A sih t + R cos~ 
0 0 0 

.; 

c'est-à-dire la matrice (JS(t) est ici une matrice 2 x 2 n = p = 2 

S'D(t) = (cos t sin t . \ 
- sin t cos t } 

Considérons le système adjoint du système 

(Yo-1 Yo2) = - (Yo1 Yo2) 
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ou encore 

qui admet 

{
~01: :02 • 

Yo2 - Yo-, 

également des solutions 2 7T-périodiques du type: 

y = A cos t + B sin t 
01 0 0 

y 2 • - A sin t -t- R cos t 
0 0 0 

c'est-à-dire la matrice Cy(t) devient ici 

Remarque: 

(

cos t 
sin t 

- sin t) 
COB 1. 

Dans ce qui suit nous indiquerons par x le vecteur 

x n'aura donc plus le même sens que dans l'équation (3.I) 

§ I. Explicitons l'expression ~ (1-Q) (. ,x(.) )(t) 

(3.7) 

Pour cela nous devons d'abord calculer les matrices C,D et le terme 
Q f( . ,x(.) )( s ) 

2rr 2rr • (.-, o) 
C - )o çh'(t) szS(t) dt = 5o 12 dt = 27T 12 où 12 = 0 -1 

( 2Tr 2Tf 
D • )o <t,J(t) <r'(t) dt .. )o 12 d~ = 27T 12 

[Q f( . ,x(.) >] ( s) • 't''(s) n-< (: 7T'f'(u)f(u,x(u))du 

où f (u,x(u) )= ( 0 ) 

(6 +o< cos 2 t)x-1 (u)+ b x~ (u) + c x~ (u) 

27T 
2 u)x~(u)+b x~(u) + 

C X~ (u)] 
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= j_ (cos s 

- sin s 

sin s)f ~(-sin u [ (~cos 

cos s O cos u [(~+'(cos 2 u) x~(u) +b x; (u)+ 

C X~ (u~ 

= -1 f (8in(s-u) [(6+<l(cos ~ u) x .. /u)+b xJ(u)+ c x~ (uÜ\ du 
2

1rJo \cos (s-u)[CG+« cos 2 u) x1 (u)+b x](u)+~ ~(u)]) 

du 



1 
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[~(I-Q)f(. , x(.))] (t) ~ 
• ( I-P)[~(v)b+ X(v,o)i'

0 
+(

0 

X(v,s) [ (I-Q)f(. ,x( ,))] (s) ds] (t) 

mais ici la matrice f ondamentale X(v,o) est la matrice cjJ (v} et est m~me prin­
cipale. De même X (v,s) = ç25 (v-s) car (3.4) n'admet que des solutions 27T-pério­
cliques. 

• \JI (t )b + ~ ( t) ~o + C IZ) (t-s) [ ( I-Q)f(. ,x(.) iJ (s) ds 

(
rr o f-TT 

-p(t )c--1 r//(v)tp(v) b dv - ~:>(t) c•.f )
0 

r:p'(v)ef,(v) 't. dv 
~ 0 
(2Tï 'JI 

\ -\l'>( t )c-< Jo cf,'(v) fo ç6 (v-sl[CI-Q)f(.,x(.Jil (s) ds 

=-f
0 

ÇD
1

!(t-s)[(I-Q)f(.,x(.))J (s) ds • ,i_<P.(t ) r2g'(v) .t ~(v-s)[(I-Q)f(.,x(.))] (s) ds 
Jo 2Tr )o )o . 

en remplaçant</) (t-s ), ©(t), </:/(v), <;D(v-s ) par leurs expressions matricielles 
d 'après (3.6) et [Q f(.,x(.))J (s) par (3.8 ) on obtient après calculs: 

,.. - :!__ t {
2
~in(t-u) (.~.-. )du+ !' sin(t-s ) ( •. ~.) ds - 1.. flTJ~ sin (t-s)(.~.) 

2W ) Jo 2y)o o 
o 2 Tr 

ds dv+ -J. f sin(t -u) (.~.) du 
2 Jo 

2 ~ ~ 2V v 
- i_ t s c.os(t-u) (.~.) du+( cos( -s)(.~.) ds - .:f._ ( ( cos (t-s)(.~.) 

211" o J o 27T Jo J o . 

27T u 
ds dv + f s cos(-t-u) ( ••• ) du 

2 0 

21T 
N.ous voyons apparaître un terme séculaire: - i_ t( sin(t-u)(.~.) du 

21T )o 
mais il sera détruit. par le terme séculaire q;ue contient l'intégrale 

:t 1 s in(t-s)(.~.) ds. 

0 2~ . 
Il en sera de même pour le terme séculaire - .:f_ t) cos(t.-uH.~.)du 

2 rr o 
qui sera dét ruit par le terme séculaire contenu dans lt. 

8 cos.( t-s) ( ••• )ds 
0 

u . 
r emarque: Nous avons abrégé l'écriture de (3.9) en indiquant par( ••• ) l'expression 

(G +~cos . 2 u) x_/u) + b x~( u ) + e: x~ (u) 

' L_-----~ -- - - ---



§ 2. Exprimons à présent les équations: F(a,€) = 0 

F(a,î)= ~:JT<jl(t)f(t,x(a,î)(t)) dt 

où • ~ ( t) nous est donné en (3. 7) 

• f(t,x(a,t)(t) est la matrice ( 0 

(6 +-<cos 2 t)x1 +b x~ +c 

2 1T 
= l -sin t [ (~+;cos 2 t)x_,(t) + b x~ (t) + c x~ (t)] dt 

21T 
{ cos t [ (G +ci<cos 2t)x./t) + b x~ (t) + c. x~ (tB dt. 

F(a,î) = 0 
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2 TT 

e. -)o sin t [cG~-<cos 2 t)x1( a , î)(t)+ll x; (a,î)(t)+ C· ~(a,f.)(t) dt=O 

(3.10) 

{
2
:os t [CG'+o<cos 2 t)x1'a, î)(t)+b x;ca,E)(t) + c, ~(a,lè.)(t) dt. a o 

§ 3. Recherche des solutions i 

Avant d'entamer les calculs nous savions déjà que l' équation (3.I) était vé­
rifi ée par la solution x = 0 et donc que le système(~~ admettait la solu-

tion null e (~r (~) 
Oième ·t ' t · -- 1 era i on. 

x0 = ~(t) a =( A cos t + B: si t) = x(a. , o) 
0 0 0 0 

-A0 sin t + R
0 

cos t 

doit vérifi er J F(a , o) = o 

\ dét 

0

( .;,-;;,F~a,q ) a = ao 

E = o 

(3.II) 

(3. 12) 



A. Considérons l' éguation (3.11) 
F(a ,o)= o s'écrit. : 

0 . 
21f • -L sin t,((ct~cos 2 t)x1 (a.

0
,o)(t)+ b x~(a

0
,o)(t)+ c x!(a

0
,o)(t)] dt = o 

):1:;os {<"+-< cos 2 t) x1 (a0o)(t)+ b x;(a
0

,o)(t)+ c ~(a
0

,o)(t)] dt= o 

où x
1

(a
0
,o)(t) = A. cos t + B sin t 

0 o, 

x2(a
0

,o,)(t) "" - A s i.n t. + B cos t 
0, 0 

après calculs nous obtenons les 2 équations, 

{

- 6 B Tr + o< B lf - 2. b -i5 1T - ).b A 
2 

1f 7r 
0 0 2 4 

0 4 0 O· 

G A 1T + o1,. A 1r -+- i, b A3 7T + i, b A if- 1T 
0 02 4 0 4 0 0 

a 0 

= 0 

équivalent es à 

{

- E [ (6- ~) + i, b. (A 2 
+ ~) J = o 

0 2 4 0 0 

A [ (6 +~) + l b. ( A 
2 + ~2 >] •= 0 

0 2 4 0 0 

Quelles sont les -valeurs de A
0

, B
0 

4ui vérifient ces équations? 

a) 
1 si b = o, alors (3.13) se réduit. à 

= 0 

= 0 

F(a ,o) = F(A ,R ,o) = o ~ 
· 0 0 0 

A = o 
0 

ou A = o 
0 

ou R = 0 
0 

et :a = o 
0 

et R quelconque si 
0 

et A
0 

quelconque 

Remarque: F(a ,o)= F(A ,B ,o) 
0 0 0 

est un abus de notation 

il faudrait écrire F(a0, o)= F((!~) , a) 



b) 
ai b 1- or 

F.., (a ,o)= F (A ,B. ,O) = - B. 
-, 0 1 0 0 0 

B = o 
O· 

ou ~ 
4 

=o 

F2(a. ,o) = F2(A ,E ,o) = A [ (6 + o( ) + 2. b (A
2 

+ 'If >] = o 
0 00 0 Î li- 0 0 

# A0 = o ou .2È. (A! + ~) . "' -( 6 + ~ ) 
4 · 2 

N.ous avons donc quatre possibilités: 

A = o 
0 

A = o 
0 

et B =- o 
0 

et ~2 = 
0 i.. ('!5. -6) 

3b 2 

- .4-. (G+~) 
3b 2 

Pour avoir l a. possibilité (3.I1) il faut b(1-6)~0 

(3.18) " 

" 

b(G +~)~o 
2 

b,( ~ -G)?o et b(G +~)..: o 
. 2 2 

(3.14) 

(3.15) 

(3. 18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.22) 

Lorsque nous avons l'égalité dans (3.20) alors (3.17) est équivalent à (3~16) 
" (3.21) " (3.18) " (3.16) 

Exprimons graphiquement les conditions (3.20), (3.21),(3.22) : 
si b ;:,,o si b ~ o 

(3.22);; o( :;:,,-26 et 0(, -26 

Of -< -: t,d, 

fig.l 
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la région hachurée sans les demi-droites 
frontières et sans l'axe a<.= o (vu hy­
pothèse) étant la région permise par 
(3.22). 
(3. 20) = c{ ~ 2 G -i demi plan fermé à gau­

che de la droite 
ol.. = 26 

(3.21): c{ ~ - 2~ : demi plan fermé à gauche 
de la droite ex..= - 26 

Recherche graphique des solutions: 

A2 + B,2 = ,L ( o{ -6) 
- o o_ 3b 2 
circonférence de rayon R =\/gvc,(- 26, 

,t J 3 b 

fig.3 

s ic::,( = 2 G : cette circonférence se 
réduit à l' origine 
les équations (3.16) et (3.17) nous don­
nent pour ( .3.B)les trois solutions en­
cadrées ŒJ 

la région hachurée sans les demi•droi­
tes frontières et sans l'axeo< = o 
(vu hypothèse) étant la région permise 
par (3.22). 
(3. 20 ): c( !f 2G a demi plan f armé à 

droite de la droite 
~ = 26 

(3.21):o<;?. -26 i demi plan fermé à 
droite de la droite 
o( = - 2G 

2 2 
A + Ja; = - 4 (6 + ~ ) .. 

o o }b 2 

circonférence de r .ayon ~=ijf "'- ~ 26 
7 

Bo 

fig.4 

si ol... = - 2 C5: cette circonférence se 
réduit à l'origine 

les équations (3.16) e~ (3.18) nous don­
nent pour(JI3)les trois solutions en­
cadrées G 

L'équation (3.19) nous donne également la solution A = R = 0 
0 0 

elle nous donnerait aussi tous les points de la circonférence: 

A2 + Jf- =1f2.' .~ 
o o _ YJ V~ 

si nous po_uVions avoir ~ = 0 mais ce cas est exclu par hypothèse. 

En conséquence les solutions de l'équation F(a ,O)= F(A ,F ,o) = 0 sont 
0 0 0 

si b = o A
0 

= o et B
0 

= o po r toutes les valeurs deo< ,~, c (o<f. o) 

A =- o et R réel quelconque si c< =- 2 G et pour tout a-
o. 0 

B = o et A réel quelconque si &< = - 2 G et pour tout c 
0 0 



si b, o 

B' = 0 
0 
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et B = o pour toutes valeurs de ~, G, b,c~,fo, b,fo) 
0 

et B :: +Vf!f- 26
1 

si • (c:,( ,G) €demi-plan ouvert à gauche dec::i{ = 2 6 
0 - -

• 3 b • o< r, o et h > o 

ou si J (o< ,G) € demi-plan ouvert à droite ·de<>l =2 6 
{ ~F o et b c: o 

et A = + ~ if-~ -2 G 
1 

Q - - -3 b 

ou 

si( (o<,G)Edemi·plan ouvert à gauche d~=-26 

\ o( F o et b >- o 

s i{~ ,<t,) €. demi-plan ouvert à droite d~=- 26 

o1.J o et b~o 

B. Considérons la condition (3.12). 

Pour que les solutions ci-dessus- soie t acceptées comme vecteur a
0 

elles ne peu­

v~t annuler le jacobien' d;, ia,E) 1 ,. = a 

f = o0 

a) 1 si b = o 

1 
~ F(a,E ). 
~a 

1 

r .. = ao 

Ce jacobien est-/, o 

0 

G+c( o 
2 

# cf,-; t o1.. 
2 

Donc s i b = o et G = + o.. nous ne pouvons trouver A et JB, 
- 2 0 0 

s i b = o etEi# +ce.. nous avons seulement A= o,R = o -2 0 0 

1 

'a F(a,t) 
é) a a. =a 

0 

E = o 



1 -

A = 0 et B' • 0 n'annule pa s 
0 0 

A0 = 0 et B~, =- .! rtvc(~ 2 G 
1 

le jacobien s i o<-/= +. 2 6 -
après calcul on trouve: 

J = 2 o< ( o<. - 0) =°' ( o< - 2 6 ) 
2 

J ne s' annule pas si Q( I: 26 

A
0 

= t \JI f • o(_ 2 G t t,t, BJ
O 

= 0 après calcul on trouve: 

• 3 b J = (~ +~) [ - c(- 6.~]= - t.Co< + 2~)(Q(+ 6G) 
2 2 

J ne s'annule pas si ol f= - 2~ et~-/= - 6, 6 

Conclusion: 

s i b d o aucun a ne satisfait à la foi s (3.11) et (3.12) 
0 

si b # o a.
0
=(~)satisfait (3.II) et (3.12) sauf si o( =: 2 0 (o{/0) 

si b ;,o 

satisfait (3.II) et (3.12) si ~,G) f au demi 
plan uvert 0( > 2 et, (o< F o) 
(c'est-à-dire à gauche de la droiteo( =26) 
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satisfait (3.II) et (3.12) si (o{,G) € au demi­
plan ouvert o( <:. - 2G (o<,' 0) et sio<-/= - 6G 
(c'est-à-dire à gauche de la droite oC = - 2G ) 

.J si b < o 

satisfait (3.II) et (3.12) si (o{,<;;)(au dentl.-
plan ouvert ~ < 2 G (o( /:- o) 

satisfai t (3.II) et (3.12) si (<:>(,6) €, au demi­
plan ouvert Q(. > - 2 6 ~-/=O) • et sio(-/= - 6 G 

Supposons que les paramètres figurant dans (3.I) soient tels que: 

satisfait (3.11) et (3.12) 

Nous allons poursuivre notre méthode itératives 

1ère itérati on. 

x"(t) =~(t ) (a
0 

+ E. a1) + t [~(I-Q)f(.,x
0
(.)D (t) 

il nous faut donc calculer [':i&(I-Q)f(., x0
(.))] (t) 



0 
OÙ X = 

Après calcul , nous arrivons à un résultat très compliqué que nous avons préféré 
ne pas retranscrire. 
La longueur des calculs et le caractère compliqué de l'expression 
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[~(I-Q)f(. , x0
(.) }J(t) sont dus à la complexité de la fonction f dans l'exemple 

traité. . . 

Le v1;:::f;•;•?1r:;::f;:::~:: en résolvant les équations 

i . )o , 
..... .1. et la procédure se poursuit. 

§ 4. Le système (3.2) a-t-il la propriété (E) par rapport à une matrice s? 

Nous devons s'il existe une matrice S constante, 2 x 2, symétrique telle que: 
2 

- S = I (3.23) 

SA=-AS 

s f(t,x(t)) = -f(-t,s x(t)) 

où 

+ C ~ (tl)) 

2. s2 = l 
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S doit donc avoir la forro(ei s~1~ 

[-1-sn]-r 

)
= -r O \ 

C X~ • • • • • • • • ) 

Sans m~me écrire le terme que remplacent les petits points, nous voyons qua 

[ 1 - s~1J1 doit ~tre nul. 

Par conséquent si S ex:i:ste, S est s i t (-1 0 ) , soit 

, O -1 (
- 1 0) 
0 :1 

Voyonsjsi ces matrices vérifient la t roisième propriété 

S x(t) = (+
0

_ 1 O) (x_, (t)) 
~1 ½(t) 

S f(t,x(t)) = - f(-t,s x(t)) 

=:. (+ f:(t,x(t))) • (-r
2
(-t:s x(t)) J 

ou f
2 

désigne la euxième composante de f. 

~ +. L(6' +o(cos 2 t)x.., +b x}+ c ~J = - [ t (~+o(cos 2 t)x-1! b x~ + c x;] 
2 2 

~ + cx2 =-c.x2 

Donc sic= o 

si CF 0 

Nous pouvons donc en conclure que quels que soient les paramètres_,le système 
(3.2) a la propriété (E) par rapport à 1, matrice 

(3.28) 



f 5• Incidence de la symétrie sur la recherche des solutions périodiques. 

Recherche des matrices Met N. 

S si$(t) =- ~ (-t) N. 

~ S ?$(0) = ~ (O)N 

~SI = I N. d'après (3.6) 

~ H =r: :
1

) 

<t,' (t)S = M<t-'(-t) 

. ~ <t,', (o)S= M \p (0) , 

~S=M d'après (3. 7) 

~u =(: -~) 
On en déduit: 

a = Na ~( :) z (: _:) (:) • # 82 = o 

I + U = (2o ~) 

et donc (I + M)F(a,~) = o ,# F-1 (a, f)= o 

où F1 (a,€) = o est la première équation du système 
F(a,~) = o 

Nous savons donc d'après le théorème 5 que: 

alo_rs F1 (a,f) = o 

Si nous désirons seulement trouver les solutions 21T-périodiques, au lieu ·I 
de résoudre le système de 2 équati ons à 2 inconnues F(a,'t:)= o, que nous pou-
vons noter (avec un abus d'écriture) 

J F _,(A,B., f.) = o 

{ F2(A,B,î) = o 

nous avons s eulement à résoudre l'équation à I inconnue 

FiA,O,~) = o 

Reprenons notre méthode itérative. 

oi~~e itération: 

xo = 525 (0) ao 
vu a=N:a 
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N.ous voyons bien d'après (3. 13) que l 'équ tien F-f (a.. ,O) = 0 est immédiatement. vé-
rifiée comme le prévoyait la théorie. 

0 

I l suffit donc de vérifier, 

a=· a. 
0 

• 2 
F

2
(a ,o) = O # A= O ou ...2È. A =- - (~ + ~) d'après (3.15) 

0 0 4 0 ~ 

(cette dernière égalité a lieu moyennant la condition (3.·21) ) 

si b = O 

si b-/:: O 

= J 

J F o # o1.-/: - 2G 

J F O ~ A2 
-:/; - 4 (G' + o<'.) 

0 9è> 2 

#{ A =o et ~#-26 

. ou 

O 

A F + --( V 2 (-<>{ - 2 G) 
0 - -3 b 

Nous trouvons donc des solutions que nous n'avions pas obtenues auparavant. 



CHAPITRE 4. 

CONS:s:R VATION DE LA PROPRIErE (E) PAR RAPFORT A UNE MATRICE S 

.PAR PASSAGE A UN SYST:E:JE A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

I. PASSAGE D'UN SYSTEME A COEFFICIENTS PERIODIQU~ A UN SYST~.Œ A COEFFICIENTS 

CONSTANTS DAN'S LE! CAS NON LINEAIRE. 

Considérons le système: 

l. = B(t)x + ~ f(t,x, f) (4.I) , 

où • x est un n-vecteur E {n , x = x(t) 

• f a IR X {n.---.> {n est continue Vt l R' V XE: en 

et T-périodique e tz f(t + 'l1,x,~ )=f(t,x,E) 

• B(t + T) = B(t) , Best une matrice n x n 

• t. es.t un petit para.mètre. 

Nous voudrions le ramener à un système à coefficients constants 

y = A y + t' g(t,y,f ') 

n où. • y est un n-vecteur E {. , y = y(t) 

• g: IR X en ----,> en est continue V t E. Jl ' y' y E {.n 

et T-périodique en t : g(t + T',x,E)= g(t,x,~) 

• A est une matrice constante n x n 

• ~'est un petit para.mètre. 

(4.2) 

Or nous savons par le théorème de Floquet que nous pouvons ramener un système 
linéaira à coefficients périodiques 

x.= B(t)x (4.3) 
à un système à coefficients constants 

y= A y (4.4) 
moyennant la tranformation: 

x(t) = P(t)y(t) (4.5) 
où P(t) est une matrice régulière, T-périodique: P(t + T) = P(t). 
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Les matrices Pet A proviennent d 'une décomposition (non unique) d'une matrice 
fondamentale X(t) du système (4.3) sous la forme 

X(t) = P(t) eAt (4.6) 



Nous allons-appliquer la transformation (4.5) à notre système non linéaire 
(J.l) s 

1: = B x +f f(t,x,t) 

~[Py]=:BPy+E.f(t, Py,i) par (4.5) 
[ •] indique que la dérivée porte sur 

le produit-. 
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# Py + Py = B P y + f. f(t, P y,E.) (4. 7) 
. 

or P = B P - PA (cfr [6'] 

en remplaçant dans (4.7) nous obtenons le système 

P y = P A y + f f ( t., P y, f) 

et en simplifiant par P qui est une matrice inversible,nous obtenons 
' y= A_y + f P-~(t) f (t, P( t) y,f) (4.8) 

qui est donc un système à coefficients constants équivalent au système (4.I ). 
Posons g(t,y,f) = p--f(t) f (t,P (t) y ,. E) 

Nous avons bien un système du type (4,2): 
y= A y+ E g(t, y,E) 

qui possède les propriétés demandées. 

II. QUE DEVISi-JT LA PROPRIETE (E) PAR RAPPORT A UNE !-t~TRICE S LORS DU PASSAGE 

A UN. SYSTEME A COEFFICI Et-JTS CONSTANTS ? 

Supposons que le système 

x = B(t) x + f f(t,x, î) 

a la propriété (E) par rapport à une matrices. 

Nous voudrions que le système 

y = A y +E g(t,y,f) 

auquel nous pouvons ramener (4.9), ait aussi la propriété (E) par rapport à S. 

Est-ce possible? Si oui, comment devons-nous définir la matrice A, et par con­
séquent la matrice P qui vérifient l a relation (4.6)? 
Autrement dit: 

au dépar t nous savons: s2 = I \ (a) 

(b) S B(-t)S x(t) = - B(t)x(t) 

S f(-t, S x( t ),f) = - f(t,x(t),t) (c) 

X(t) = P(t) fl A't o.ù X(t) est une matrice fondamentale' 
de (J. J) , cette décomposition n'étant pas unique· . 
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et nous nous &em~ndons si nous pouvons trouver une matrice A, et donc une ma­
trice P, qui vérifie (3.6) et telle que: 

S A S y (t) = - A y (t) (b,') 

s g(-t,s y (t),f) = - g(t,y(t),f) (c') 

Recherche de (b•)~ 
Si nous parvenons à trouver une ·matrice A telle que SA= - As, nous aurons la 
propriété (b' ). 

Soit X(t) une matrice principale de (4.3) qui par hypothèse ((a) et (b)) a la 
propriété (E) par rapport à la matrice S 

alors d'après le théorème I du chapitre 2, nous savons que: 

I s X(-t) = X(t)S 

c'est-à-dire S P(-t) e-At = P(t) eAt S d'après (4.6) 
multiplions les deux membres à gauche par p-1(t) 

& droite par eAt 

~ P-~(t) S P(-t) = eAt S eAt (4.II) 
~ P-1 (T)S P(~T) = eATS eAT en prenant l'égalité en t = '.I!' 

or P(T) = :P (o) = szS (o) e-Ao = I 

car Pest T-périodique,(4.6) et e0 
= I où O = matrice nulle 

nxn 
I = matrice unité 

n x n 
~ S = eAT S eAT 

4=? S eAT S = e-AT.. en mul ' pliant chaque membre à gauche par S -AT 
à droite par e . 

• --1 
car pour toute matrice Q régulière Q e ~ Q-1=eQ)..Q SAST " .-AT. e = e 

• (cfr appendice) 

• <SS: ~ SAST' = - AT.. +. C'lr avec eœ = I et AC =CA 

4=> SAS= -A+. C avec ecrr = I et AC= CA (4.12, 
CT C n'est donc pas nécessairement nul car e = 0 ~ CT = 0 

Le A trouvé dans la décomposition (4. 6) ne nous convient donc pas nécessairement, 
il vérifie SAS= -A+. C mais peut-~tre pas SAS= -A 

Cherchons une matrice A'k telle . que { A* = A + K 

s.('s = -A* (4.13) 

aut rement dit, cherchons une mat r i ce K telle que: 

S (A+ K) S =-(A+ K) 

~ SAS + SKS = -A-K 

~ -A + C + SKS = -A -K par · (4.12) 



~ C + SKS = -K 

en mult ipliant à gauche chaque membre par S 

nous voyons que la matrice K doit satisfaire 

KS+SK=-SC 

cependant C =SAS+ A 

Soit K = - -IC 
2 

#{CS= SA+ AS 

SC=A .S+SA 

c:=>SC+CS 

en multipliant à droite par S 

en multipliant à gauche par S 

cette matri ce vérifie bien la relation (4.14) d'après (4.16). 

Nous avons donc trouvé une matrice A* satisfaisant (4.13) 

A*= A - ~ C = A - ~(S A S+ A)=~ (A - SAS) 
2 2 2 

par(4.17), (4.15) 

Il faut encore nous assurer des propri ' tés de la matrice P*correspondant à 
A* par (4. 6) (3.6) =>X(t) = p*(t) 8 A* 

~ p*(t) = X(t) e-A* t ~4.18) 

P fi'. régulière car P._.. est le produit de 2 ma tric es régulières 

p* périodique ? 

P"'(t) = P(t) At 
e 

-A*t 
e par (3.18) et (3.6) · 

P1t-( t+T)=P( t+T) 

cr 
e 2 car Pest T-périodique et (4.19) 

~ è 'r 
or a = I n'entrai ne pas que eT = I 

· p-'f-( t) n • est donc pas nécessairement T-périodique 

elle est cependant 2 T-périodique: 

pM(t + 2 T.) = P(t. + 2 T.) e ~(tt-z 'T') 

Recherche de (c•). 

= P""( t) e CT 

= p*(t) 

\ 

La propriété (c) peut s'écrire d' après (4.5) et en multipliant chaque membre à 
gauche par p- 1 (t) 
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p•~(t}S f(-t, SP(t)y(t),i) = - p--t(t) f (t,P(t)y(t),~) 

# S p-.f(-t)f(-t,P(-t)S y(t),E) = - P-1(t)f(t,P(t)y(t),E.) 

= s 

d'après (3.II} 

car nous avons vu que nous pouvions 
prendre A telle que AS= -SA 

-+ P-1 (t)S = S p--1 ~t) et S P(-t) - P(t)S 

~ S g(-t,S y(t),E) = - g(t,y(t),~) 
ce qui nous donne la thèse (c'). 

Conclusion: 

Si nous avons un système non linéaire 

1 = B(t)x + f.f( t.,x, f.) 
à coefficienuT-périodiquesen t, qui possède la }'ropriété (E) par rapport à une 
matrice S, alors nous pouvons le ramener à un système linéaire 

49 

y = A y + ~ g( t, X, f.) (4.22) 

à coefficients constants qui possède aussi la pro1>riété (E) par rapport à S. 

Cependant nous ne sommes pas certain~que la solution y(~) de (4.22) correspondant. 
à la solution x(t) de (4.21) par la transformation (4.5) est encore T-périodique. 
Nous pouvons seulement affirmer qu'il nous est possible de trouver une matrice A 
telle que l a solution y(t) de (4.22) corr espondant à la solution T-périodique 
x(t ) de (4. 21) soit 2 T-périodique. 

En effet, s i pour A nous prenons la matrice A~rencontrée plus haut et à laquelle 
était associée par (3.6.) une matrice P* 2T-périodique nous avons 

y(t) = F"-1{t ) x(t) 
qui est bien 2 T-périodique. 
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CHAPITRE 5. 

l llffEGRALES PREMIERES [ 
Hale a considéré ensuite le cas où le système admet une ou plusieurs intégrales 
premières . 

Nous allons d'abord r appeler ses résultats . 

Définition: 

Lemme I. 

Une intégrale première d'un système 

i = g(t,x) 

est une fonction u: 7li. x ( n -?' ({: 

qui a.. des dérivées partielles premières continues, 

qui est telle que 

du(t, x). g(t,x) + 
~X 

d u(t, x) = o 
ô>t 

J/t, X 

Si x (t ,t ,x) est une solution de x = g(t,x) 
0 . o 

alors 

Lemme 2. 

X (t ,t, X)= x
0 0 0 0 

u est une intégrale première de x = g(t,x) 

u( t ,x(t,t ,x ))= u(t
0

,x ) ft pour lequel x(t,t ,x ) est défini. 
0 0 0 0 0 

Si u est une intégrale première de x = g(t,x) 

qui a des dérivées partielles secondes continues 

alors déf u (t, x ) = ~u(t,x(t,x
0

) ) est une solution de l'équation 
X 0 

dX 

w=-w G où. G = G (t,x )= ~ g(t,x(t .,x0 )) 
0 --------~ X 

50 



Lemme 3. 

Si • u(t + T,x,f) = u(t,x,f) est une i ntégrale première de 

x = B(t)x + f. f(t,x) 
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qui a des dérivées partielles secondes continue~ par rapport à t et x 

• x~(a,~) est la fonction T-périodique définie en (I.8) 
T . 

alors i [ ux Q f] x = ~(a,f.) (t) dt pour Er o 

Si • u(t,x, t) .= u(t. + T ,x, f) est une intégrale première de 

x = B(t) x + tf(t,x) 

avec u (t,o,o) F o 
X 

• x~(a,E) est la fonction T-périodique définie au lemme 3 du ch~pitre I 
alors u (t,o,o) est une solution T-périodique non triviale de 

X 
W = - WB' (t) 

Par conséquent il existe un p-vecteur h non nul tel que 

u (t,o,o) = b.. 'fJ (t) 
X 

Il existe une fonction continue~(t,a,f) =,,µ-(t + ~, a,t) telle que 

/"- (t, o,o) = o 

u (t,x*(a,t)(t),E) = u (t,o,o) + ,,.U-(t,a,~) 
X X 

= h'f'(t) + ,;-i-(t,a,~) 

La. thèse (5.4) peut s'écrire: 

/"JI. u (t ,?(a,~)(t),O {f'(t) D--, dt F(a,f) d' après (I.5), (1.10) 
)0 X 

ou encore: T. 

[h + 5
0 

_1L(t,a,~)<f
1
(t) D _ _, atJ F(a,E) =- o d'après (5.8), (I.4) 

Vu que h est un vecteur non nul et ,,µ-( t, o,o.) = o il s'en suit 
-T 

3 c,(1 F o f.1 -/: o tels que h 1 /1"' (t ,a,~) <f'(t)D-4 dt r o 

que: 

pour/a/$ o< 1 

/ E/ ~ f. 1 

Il existe donc une relation linéaire entre les composantes de F c' est-à-dire 

entre les f onctions de bifurcations de i = B'.( t) x + ( f ( t , x, 0 

(5.6) 



- - - - - -------- - - - ------ - - --------

S'il y a une intégrale première u(t,x, f.) = u(t + T·,x,~) de. 

i = B(t) X+ t f(t,x,i) 

avec u (t,01 0) J o 
X 

alors une des fonctions de bifurcation est superflue. 

Définiti on: 

Si u-,,••••, ~ sont des intégrales premières de x = B(t) x + f f(t,x, ~) 

nous disons qu'elles sont linéairement i ndépendantes 

si la matrice . u.:x (t,o,o) = au(t ,o,o) 

a un rflrlg k. 

Théorème. 

Soient • u =-( u-,, ••••• , ~) k ~ p k intégral es premi èr es linéairement 

indépendantes de x = R (t) x + f f(t,x, ~) 

• u(t + T,X,E) = u(t,X,E) continues et ayant des dérivées partielles 

secondes continues par rapport à t,X 

alors il existe ~ 1 -;;,,,O 

il existe une matrice H, k x p de rang k telle que 

H:. F(a,f.) = o pour /a/~ o{ 1 ,/t/6/E 1 / 

Si k = p, alors il existe une famille p-paramétr ique de solutions T-périodi-

ques x*(a,t) /a/!:c( 1 ,/~/:. e
1 

où x*(a,E) donné en (I.8) 

Si k = p alors H est une matrice non si gulière et donc 

H F(a,.f) = o =?:> F(a, E):. o pour /a/1= o{ -1/ f / = E 1 

c'est - à-dire l es équations de bifurcation sont automatiquement vérifiées. 
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Dans son livre •ordinary Differential Equations" Hale propose l'exercice suivant: 

Soit le système: 
-= G 

où 

• f 1 (x1 _, ½' y) x-, x2 + 

• =-G f
2

(x
1 

,x
2

, y) • x2 x-1 + 

• = - C y+g (x1 , x2,y) y 

G est positif 

x,,,, x2 sont des scalai res 

y est un m-vecteur 

( 5) 

t 1 ; f 2,g sont analytiques dans un voisinage de x1= x2=o,y= o, 

a..vec les séri es de puissances commençant avec des termes 

de degré au moins deux. 

Supposons. que ce système ait une intégrale première W(x_,,x2 ,y) 

qui a. des dérivées secondes continues par rapi--ort à x-,,x
2

,y 

• et ·que les valeurs propres A1, •• ••. , Am de la matrice constante 

C, satisfont ~ k F i. G n pour k = -1,2, ••• m et Jin entier. 

Prouvez que ce système à une famille à deux paramètres de solutions périodiques. 

Indication: 

Introduisez dans (5) les coordonnées pol~ires 

= f cos 6 0 

= - fsinG0 

et éliminez t dans l'équation résultante pour obtenir des équations 

différentielles pour J , y comme fonctions de 0 . 

Nous proposons de résoudre cet exercice dans le chapitre Ide la deuxième partie 

de ce travail. 



DEUXIEl,JE PARTIE. 

sYsrEUES DE LYA11UNOV 

Er 

SYSTEMES PROCHES DES SYSTEMES DE LYAl 'UNOV. 
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CHAPITRE I. 

fJYsrWE DE LYAPUNOV 

I. POSITION DU PROBLmE. 

Considérons le système d'équations différentielles d'ordre n 

d xs 
dt = a. .J x..., + ••••••• a. x + X~(x.., , ••. , x) 

a? -, sn n s -, n B =..f,•••,n (I.I) 

où • les a. sont des constantes réelles 
SJ 

• les X~sont des fonctions ana.lytiques des variables s 
x~,•••,xn dont le dével oppement commence par des termes au 

moins du second ordre en x➔ ,•••,xn. 

Le système (I .I) est un système de Lyapunov s'il satisfait les trois hypothèses 

fondamentales que nous allons indiquer ci-après en dégageant chaque fois les con­

séquences qu ' ell~s entraînent pour le sys t ème (I.I). 

I 0 ) Première hypothèse. 

Supposons que l'équation caractéristique: 

a11·f '-r2 - . . .. - . a 
--tn. 

a21 ~2-f &2n = 0 (I.2) 

1 

a~-f a · an2 . .. . - . . -n-t 

admet au moins une paire de racines ! À i ( ~réel) • 

En conséquence , le système (I.I) peut se ramener au système: 

dx -Ày + ·x -= dt 

& ... 
dt Àx+ î!. (I.3) 

dx s 
bs.,x1+• • • •• + b b y+· X (s = -t , •••.• ,m) -- X .. a X+ dt sm m 8 s s 

m = n - 2 



où ·- b ., a, b sont des constantes réelles 
SJ S B 

Démonstration. 

• X, Y, Xs sont des fonctions analytiques des variables x,y,x1 , ... xm 

dont lesdéveloppements commencent par des termes au moins du se-

• oond ordre en x_,, ••• ,xm, x, Y• 

I. L'équation caractéristique du système adjoint a également les racines 

auxquelles correspondent les solutions de composantes 
• -i À t i >.t (A · + i B ) e et (A - i B, ) e • s c -t , •••• ,n (I.4) s s s s 

où. A · a et B ·sont des constantes réelles. 
a 

[ 
., -i ~t 

En ef fet , si nous exprimons que (A_,+ i B1 ), •••• ,(An + i Bn>.J e 

solution du système adjoint • . y=-y 

nous obtenons le système den équations 

l;ri- • • • • • a.:,n) 
• 1 

1 . ' . ' . . 
a a n1•-· • • -· nn 

est 

a (A_., + i E_,) +. •••• + a (A + i B )= i À (A + i B ) s = -1 ••• • n 
1a -, na n n s s 

en posant A
8 

+ i R = C, nous obtenons le système homogène den équations à a s 
n inconnues: 

a C + a
2 

c
2 

+ ••••• +(a - iÀ )C + ••••• + a c = o 
1 s 1 a · SS s ns n 

dont le déterminant est nul vu que (1.2) admet la r acine A i et donc (I.5.) 

admet une solution non triviale C~,••••, Çn • 

. Nous pouvons,par conséquent,trouver l es constantes A et R • s s 

Si nous avions considéré l'expression (A
6 

i R6) e1 ~ t, nous aurions obtenus 

a ... s (A .. - i R,..,) + •• ••• + a (A - i B ) = - i i\ (A - i R ) s = 1 , ••• n -, -. ·, na n n a s 

c'est-à-dire: a DÀ + •••• +(a + i A )D + ••• + a D = o ·1 s -, ss s ns n a = ,f, ••• , :n 

où D = A - i R , et comme ( I. 2) admet l a r acine -A i, nous arrivons au même 
s s s 

résultat. 

2. La partie linéai re du syst ème (I.I) admet : les intégral es premières : 

( x + i y) e -i ~ t et { x - i y) ei ,\ t ( I. 6 ) 



n n 
où. x = z.. A x et y = ~ B x 

B=~ S S sc1 S 8 

A, B étant les constantes de ci-dessus. s s 
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(I.7) 

-i('t t . 
En effet, (x + i y) e est une i ntégrale première de la pt,rtie linéaire de (I.I) 

• -ic\ t 
d (x + i y) e = o 

~ dt 
# x + i y - i À (x + i y)= o 

-i ~t par dérivation et simplification pare 

# (1 + }.. y,)+ i(y -~X) = 0 

# · i + ~ y = o et y -~ = o 

De même ( x - i y) e i c\ t est 

Nous devons donc démontrer: 

{

dx =--Ây 
dt 

,2L = ~ X 
dt 

une intégrale première #- (I.8) 

Considérons la partie linéaire de (I.I) et multiplions, la s-ième équation 

(a == .., , • • .n) successivement par A et E 
s s 

A dX 
(as-1 X-1 +••••a X ) A B s = a=-,, ••• ,n 

~ sn n s 

E d X 
(aS1 x1+ •••• + a.sn xn) :a s = 1, ... ,n s = 

B ~ B 

n 
a B~+ ••••• +x ~L a :ia) s1 s n 

1 
sn s 

. s== 

• or nous voulons (I.9), donc nous devons voir d'après (I. 7) si: 
n n n 

{

X~ a.81 A + ••••• + X ~ a A = -J~ B, X 
. -1 S: -1 

B n s=, an B s=1 s a 

n n 
X~ a.S-1 :B + ••••• + X ~ a B =~ ..:!! A X 
"s= -1 S - n s=1 sn s s=1 s s 

(I.8) 

c •est-à-dir e si en égalant les coefficients de x. (i = 'f •.. n) dans les deux 
. i 

membres nous avons: 

a1i A_, + a.2i A2 +. •••• + a.ni An = - /t Ri 

e-i.i Bl1 + ati B.2 +. •. • • + a.ni Bn = 1' Ai 

i=-1, •••• ,n 

i = 1, •• •• ,n (1.10) 



or en posant C = A + i R et en additionnant (I.IO)~ + i (I.I0)2 , nous retrou-s S S -, 

vons (I.5) qui est bien satisfaite pour C
8 

=As+ i B
8 

• 

Par conséquent (I.9) est bien satisfait pour x et y définis comme en (I.7). 

3. Alors par le changement de variables x ~Y, x """"""X, nous ob-
n n-1 

t enons le système (I.3) équivalent au système (I.I) moyennant notre première hy-

pot hèse. 

2°) _Deuxi ème hypothèse. 

Supposons que ♦ 

• 
• 

les r acines ! ~ i de (I.2) sont simples 

leurs multiples entiers ne sont pas r acines 

(I.2) n'a pas de racines nulles . 

Or (I.2) doit coincider avec l'équation car actérist i que de (I.3) (c'est-à-dire 

avoir m~me r acines). Cett e équation peut alors s'écrire: 

et D (f) = bl2 ••• • •··•••• b rm 

b. • •.••...•... . ...•.•• b - f mI mm 

(I.II) 

= 0 

(1.12) 

(m =n - 2) 

Notre suppos ition entralne que (1.12) n' a pas de r acine zéro ni ! p Ài o.ù p entier. 

Nous allons voir que par conséquent on peut écrire (I.3) de façon que a et b s s 
soi ent annulés. 

Démonstrati on: 

Pour ce, faisons la substitution: 
-x

8 
= X +o( X +/J y 

S 8 S; 
(s.= -1, •••• ,m) 

où~, ~, sont des constantes à déterminer. s / Js 

dx - (s=--,, •••• ,m) 
dt 

(1.13) 
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= .: b . . x. · -(! b, . c{ ~. - ~ A
8 

- a.) x - 1- 1 b . A. + ~o< - b )y +,< X 
J.=1 SJ.. l. J.=1 SJ. ~ / ': El ii= S1 /"i B B 8 

+/.l Y+X l"'s s 
(I.14) 

Nous voudrions que o1.. , /.l soient tels que les coefficients de x et y dans (1.14) s f 's 
soient nuls. Pour cela il faut que ex , A satisfassent: s /FS 

bs-1-<1+•••••• + bsm «.m - ~/3s = a.s 

b ~ + •••••• + b (1 +~ o( = b . s1 ~ . sm m s s 

s. = -t ••••• m 

s. = 1 ••... m 

Posons Y
8 

= ..(
8 

+ ij3
8

_ et écrivons (I.15)-1 + i (I.15) 2, nous obtenons: 

b, Y1 + •••••• + (b + i À) Y+ .... + b Y = a. + 'i b 
a1 ss s sm m s s s = -1 ••• • m 

Le déterminant de ce système non homogène en Y est non nul car D(- i~) J o 
- a 

vu que (1.12) n'a pas de r acine! p~i p entier. 

(I.15) 

Nous pouvons donc rés~udre (1.16) et trouver les inconnues ~~, autrement dit, 

nous pouvons déterminer les constantes o( et A apparaissant dans (1.13) et s 1 "'a 
annulant les coefficients de x et y dans (I.I4). 

Par le changement de variables (I.I3) nous obtenons donc le système, 

~ =-~y+ X (x,y, i 1 , . .... . , xm) 

~; = A x + Ï (x,y,x1, ..... ,im) 

d x s 
dt. = b i1 + ••••• + b x + X (x,y,xA, .... , x) s1 sm m s -, m s =-1, ••• rn 

Si nous réadaptons nos notations antérieures en sachant qu'elles ne désignent plus 

exactement les mêmes variables et f onctions , nous écrirons le système précéden~ 

(équivalent à 1.3) sous la forme: 

dx • 
dt= - À y + X (x,y,x1 •~•• , xm) 

l = Ax + Y(x ,y,x1 , ••• ,xm) (I. I?) 

d X 

dts = b x.J + ••••• b x + X (x,y,x.J, •••• ,x) s=4 , ••• ,m 
s 1 ., sm m s - -, m 
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où. X,Y,X sont des fonctions analytiques de x,y,x1 , ••• , , s m 
dont les développements colllitencent par des termes du second ordre. 

• 3°) Troisième hypothèse. 

Supposons que le système (1.17) admet l'intégrale première: 

R(x,y,x1 , •••• ,xm) = constante (I.Ie) 

où. H est une fonction analytique des variables x,J/.x 
1

, ••• , xm 

. qui contient des termes du second ordre et qui ne s'annulent pas pour 

_Alors le développement de H commence par les termes du second ordre. 

Démonstration: 
r-

D'après notre hypothèse, nous savons que Ha la forme suivante: 

H=AX+JJ, y+lA X 
• 89 S 8 

2 2 m m 
+ C -X + D x y + E y + ;;_./

8
X x

6 
+ 

8
~ D

6
y x

8 
+ W(x -f ,. •• ,xm) (1.19) 

+ S (x,y,x1, •.•. ,xm) 

où West une fo rme quadratique des variables x~,••••,xm 

S est une fonction analytique de x,Y,~••••,xm dont le développement 

commence par des termes du troisième ordre. 

(Rem.: les A ,c n'ont rien à voir avec ce que ces notations signifiaient en s s 
JO) et 2°)). 

li est une i ntégrale première de (1.17) 

·# â)H, (- ~ y+X) +âH ( t\ + Y) + ~ @li (b -1 %.f + •••• +b X + X ) = 0 -é)x ây _1 ~- s sm m s 
s- 0 s 

m 

# (A+ 2 C X+ Dy+ ;f_ C X + dS ) (- >. y + X) 
S B s;-6=1 X · 

m 
+ (B + 2 E y + D x+ :E_ D x + 3 S) ( ~x+ Y) 

s=1 s s -ay 
~m (A + C x+ D y+ dW + ôS ) (b x-, + •••• +b X + Xs) = 0 

+ 8 S S - - 81 S m s=-1 ~s ~s 

~galons terme à terme les coefficients es termes de même puissance enx ,y,x. 
s 

autrement dit annulons ces coefficients vu que le membre de droite est identi­

quement nul. 



• termes du premier ordre, c'est-à-dire termes en x, en y et en xs• 

-enx: A R=o,#B=o 

- en y : - ,\ A = O# A = o 

vu À F par hypothèse 

idem 

s =-f , •••• ,m 

Le détermi nant de ce système= D(o) qui est F o car (I.12) n'a pas de r acine 

nulle. Ce système n'admet donc _que la solution triviale: 

A1 = A2 =•••=Am= o 

Nous en conc.luons que H est une fonct ·on analytique de x,y, x-1,•••X 
m 

dont le dévelôppement commence par des termes du second ordre. 

2 2 2 • termes du s econd ordre, c'est-à-dire termes en x ,Y ,xy,x
8

, x x
5

.,y x
8 

- en x
2 

t À D = o # D = o vu A F o par hypothèse 
2 -eny: AD=o 

- en xy : 2 .À (E-C)= o~E = C idem 

- en X xs: b-18 c1 +. • • •• +bms cm+,\ Ds = 0 

- en Y X : 
s b D1 + •••• ~+b D - ~ C = o 

-1s ms m s 

Posons Es= Cs+ i _Ds et écrivons (I . 20~ + i (I.20) 2 

b E 1 + ••••• +(b + i ~ )E + •••• + b E = o 
s-1 ss s ms m 

(I.20) 

Le déterminmt de ce système homogène es t D(- iÀ) F o vu que (1.12) n'a pas 
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àe r acines ! p Ai où p entier; aussi ce système n' udmet.-il que la solution tri-

. viale E = E = ••.• = E = o -t 2 m et donc C = D = o 
s s s = -1 •••• m. 

Si,de plus,nous prenons C = 1 (en di visant (1.19) par C si nécessaire C / o 

vu sue par hypothèse H contient ·des t ermes du second ordre) nous voyons que l'in­

tégrale première H de (I.I6) est de l a forme: 

Rappelons : 

2 2 
R = x + y + W (x-1 , ••• ,xm) + S (x ,y,x-1,•••,xm) (I.2I) 

où.West une forme quadratique en x 1 , ••• ,xm 

S est une fonction analytique de x,y,x1, ••• ,xm dont le dé­

veloppemen~ commence par des termes du troisième ordre 

au moins en x, y, x 
8 

Le système (I.I) muni des trois hypo th ,ès es indiquées est appel é : 
système de Lyapunov. 



2. SOLUTIONS PERIODIQUIB ms SYSTS:1 ~ r E LYAPUNOV. 

Si dans le système(I .I7) nous effectuons l e changement de variables: 

x,y,x3 ~ /,&, z8 où {x = / cos ~ 
y =/s ' n& 

X = f Z S = -f , • • • • ,m s s 
nous obtenons alors le système: 

dl = f
2 1l(J, z. ,tP) 

dt J 

d «9 = À . + f@( f, z . , 8) 
dt · · J 

dz 
s = b z.,+ ••••• +b z + f Z (f,z . ,O) s = -1 , ••• ,m 

- s1 sm m s J . dt 

G 2.I) 

(2.2) 

où\ 17. ,@ , Z sont des fonctions analyt iques des variables f , z.. , •.. , z s . ~ m 
les coefficients de l eurs développements sont des fonctions 27T-pério-

diques en t!) et sont des polyné>mes par rapport à cos ~ et sin ~ • 

Démonstrat i on: 

I = ! [ x2 + y2J 1 prenons / positif 

• df 
dt 

= _j_ (2 X ~ + 2 y _g.y ) 
2/ dt dt 

= ! (x(->-y +X)+ y (~x+ Y.)) 
I' 

= cos 0 X(x, y , x-,, ••• ,xnJ + sin 6) 

-= cos 6) X( f cos S, f sin fJ, Jz.
1
) + 

Y(x,y, x_,, ••• , xm) 

sin(9 Y' ( f cos B , f sin 8, / z . ) 
J 

or l es développements de X, Y commencent p~r des 

termes du second ordre au moins en x,y, x 
s 

aussi r>0uvons-nous écrire: 

=f
21l(f, z.,0) 
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J 
où 1\. vérifie les conditions indiquées ci-dessus. 

• : = ê>X • df + ax • dt9 
-./ dt ~ dt 

~ ~f = [->.y+ X - cos6lfR. ( f, zj,8)] / - f sin B 

= À - -1 [X(fcos l'.9, /sin0, fz.) - f 2 
cos/) 'R.. (f , ZJ. , ()) 

jl sintJ J 

= >. + fl!J> Cf, zj,o) 



• d X s 
dt 

où@ vérifie les conditions indiquées plus haut étant donné la forme 

des f onctions X et n. 

= b x 1 + ••••• + b + X (x,~x. ) 
s1 sm s J 

s = -1 , •••• ,m 

= b z + ••••• + 
s1 -1 

b z + -1 X sm m -I' 

b z + fZ (f, z.,l9) sm m s ~ 
s= 1 , ••. ,m 

où Z vérifie les conditions indiquées plus haut. 
s 

~ éliminant t de (2.2) et en utilisant l'intégrale(I.21~ nous pouvons rame­

ner le système (2.2) d'ordre m + 2 à un système d'ordre m. 

Démonstration. 

• d z
8 

d z
8 

d é}- d z d z / d 0 
- - ----. dt ~ - d; = dtfl a_".t dt -' dB • 

b. z_.+ .... ~+b z + .f Z
8
. (f, zJ., f}) s1 -, sm m _ 

= c z1 + ••••• + c z + / Z ( f,zj,6)) 
6-f sm m r S (•J 

où. e, = b 
sj .::&. 

)\ 

• C Z_. +•••••+ C Z +/z• f,z.,!J) s1 , sm m a ~ 

où Z.,,. est du même type que Z c'est-à-dire est une· fonction ana-s s 
li tique des variables / , z., , •... , z dont les coefficients de dé­m 
veloppement sont des fonctions 27T-périodiques en t1 qui sont des 

polynômes en cos & et sin ~ • 

• On passe aux nouvelles variabless.f,z ,~dans l'intégrale (1.21) s 
2 2 2 

R.= x + y + W(x1, •••• ,xm) + S (x,y,x1, ••• ,xm) =)A-
m 

= f 2 + f 2 ~ a. .. ·z. z. + S (. f cos I!) , f sin & ,. f z.) = ,,P-- 2 
ij=i1J 1 J J 
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or le développement de S commence par des termes au moins du troisiè­

.me ordre en x,y, x 4 , ••• ,xm 

où. F· fonction analytique des variables f, z.,, •••• zm qui s'annule 

quand/= z~ =••••=zm = o et dont les coefficients du développement 

sont des polynômes en sin ,9 • et cos " 

On peut résoudre (2.5) par rapport à / pour ce nous devons prendre la racine car­

rée.)'- étant une constante arbitraire, prenons ,,u-- = y;:! 

(2. 5 ) -~ . f [-1 + F*( f, zj,9)] =_;-«-- (2.6) 

où. F.., est une fonction du même type que F 

➔ f=/"- [-1+ Gw-(f,zj,8) 

où G tt est une fonct i on du même type que F et Fff" 

~ /= /k [-t + G {_µ.,zj, 6J) (2.7) 

où.Gest une fonction ana lytique des variables_/"",zj,e 

du même type que G * 

En portant la valeur de j>exprimée en (2.7) dans l'équation (2.4) nous obtenons: 

d z.s 
df) = C

8 

~ z_, +. • • • .+ C Z + ~ U ( LL, Z ., (}) .. . sm m .,,- s r- J 

où z est fonction de 8 
s 

s= 1, .... ,m 

U est une fonction de même type que G 
8 

analytique par rapvort à_,.µ-, z~,••••,zm 

2 7T-périodique en 6}. 

(2.8) 

N.ous avons donc ramené le système (2. 2) d'ordre m+2 à un système d'ordre m pti.r 

changement de variable indépendante. 
cqfd. 

Or (1.12) n ' a p3.s de racine zéro ni ! PÀ i où p entier par conséquent: 

A ( f) = 0 11-f c12 C = 0 (2.9) 
.(ID 

021 0 22 -1 c2m 

C 
m1 cm2 Omm•• f 

n'a pas de racine o ni + -pi où p entier. 



1 

1 
1 
t 
I 1 
1 1 

C ' ' ID-1 r - - - - - -- C 
mm 

D(f A ) = o ~ ~ ( f ) = o 

D(t p~i) /:: o~A( ~pi) F o 

D (o) F o ~ '1 (o) F o 

Le système (2.8) est donc un système non r ésonnant. 

b • m-1 ........ . b ~ - fÀ 
mm 

Il admet donc une seule solution périodique qui devient la solution génératrice 

pour/"'= o. 

Pour /-'"' = o (g.8) devient: 

d z0 

S O 0 
"ëfi9 = _cs-1 z1 +. • •.• • .+ 0 sm zm (2.10) 

Ce système a un déterminant non nul vu que (2.9) n'a pas de r acine nulle, il admet 

donc pour seule solution, la solution triviale: 
0 0 0 

z~ = z2 = •••••• zm = o (2.Il) 

La solution périodique du système non linéaire (2.6) sera par conséquent. de l a 

forme: (,n) <•>(.ô' 2 (2) () ( z
6 

"' = ,,-'A- z
8 

v > +/"" z
8 

B +..... s = 1, •.. ,m 2.12) 

où z~k) est une fonction 2 7r -pfriodique en B . 

Les coeff icients z(k)(6') peuvent 3tre trouvés en re},Ortant la série (2.12) 
s 

dans l'équation (2.8). 

N'ous avons ainsi démontré l'existence d'une solution périodique de (2.2) sii:9 

est pris comme ·variable indépendante et cette solution dépend analytiquement de 

la constante _.µ.- que vaut l'intégrale première. 

D'après (2.7) nous savons que: 

f' =~ + ?-- G Y"-,zj, '9 ) 

où G est analytique par rapport à~ , z1 , •.• , zm s • annule en~ = o et dont les 

coeffic i ents du d&veloppement sont des polynômes en sin0 et cos 8; aussi pou­

vons-nous écrire f sous la forme: 



I =,J'-+ /-2 f<2> < c9 > + .,,u-3 1<3> c & > + • • •• (2.13) 

où f (k) est une fonction 2 T"-périodique en t9 

l es coeffcients / (k) ( B) peuvent 3tre t r ouvés en remplaçant, f par la série 

. (2.13) dans l 'équation (2.7). 

Si dans les égalités (2.I) nous exprimons f et zs respectivement par les séries 

(2. 12) et (2.13) nous obtenons, 

x =_,µcos&+;} / 2 ) ( 0) cos~ + _.,u.3 /( 3) ( B) cos & •••• •• 

y =,µsin.6>+_,,u-2 /( 2 )( ~) sin&+ ~ 3 /(3)(&) siné)-+.... (2.14) 

. x
8 

s:;,,,..'2 z~-1)(") +/}(z~2)(B) + z;1 ) (f) )J>( 2 )(&) 

• + ÎJ 4 (z ( 3 ~ & )+ f( 2) C & > z ( 2) ( & ) .., /(3 \ B > / 3) C & H + ••• 
.r- S S 8 

Nous avons ainsi trouvé une solution particulière du système (1.17) où x,y,x 
s 

sont des fonctions analytiques par r apport à~ et 27T-périodiques en & • 

Or nous désiro~s connattre x,y, z
8 

en fonction de la variable t. 

Revenons donc à la variable indépendante t et exprimons l a en fonction de t9 . 

De la seconde équation du système (2.2) nous déduisons que: 

+ constante 

Choisissons la constante d'intégration telle que & (t = o) = o. 
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Sachant que ® est une fonction analytique de/ ,z~,•••,zm dont les ·coefficients 

du développement sont des polynômes en cos 0 et sin & et que .f et z ( s=--,, ••• , m) 
8 

s'expriment comme l' indiquent les séries (2.13) et (2.lZ), nous pouvons écrire: 

t a: i (eft + ®,1 ( (9) ,,.u-+· ®2 ( 0 >r2 + •••• :J 
>-)o 

où @k est une fonction 2 lT-pér iodique de t9 • . 

d0 (2.15) 



car l 'intégrand est 2 V-périodique en & et on intègre sur 

une période. 

Cette différence est indépendar.te de 6' , 'est une constante T. 

2rr · 
!ll'=il [--1 + @_,(S~ + ®zC00,

2
+ •••• ~ d0 

~ 0 

fi 211 27r 2 (27T • f t d 9 ;,l'" fo @i c e > de ... ,,... J
O 

@2 < 0 > dB+ •••• •• J 
. 2 3 

- 2 rr [-1 +~ï+ a<2 /- ..,. °'3 r + ·····J 
<' . 

2TT 

• où l a constante ol.k vaut filj- 5 
0 

®k ( 8 ) d <9 (k = 1 , 2, •••• ) 

(2.16) 

(2.170 

Par conséquent toute valeur qui est une fonction 27/ - périodique en f) , est en même 

temps T-périodique en t. En particulier les valeurs x,y,x sont aussi des fonc-
s 

tiens T-périodiquea en t. 

Mais T.' est une fonction analytique d~omme l'indique (2.16) et T = 27T pour/"" • o. 
. X 

On peut montrer que les va.leurs x,y, x exprimées en fonction de t . sont des fonc-

tions analytiques d~• 

En effet: les fonctions x,y,x
8 

dans la solution périodique considérée (comme dana 

toute solution d' ailleurs ) sont des fonctions analytiques des conditions: 

initiales. Ces conditi ons i nitiales sont elles-mêmes des fonctions ana­

lytiques de_,.P-• Jour le voiI·, il suffit d'égalerc9à o dans ·(2.I),.(2. I2 ) 

et (2.13) vu que & (t= o) = o. 

Soit c la condition initiale def, c 'est-à-dire d'après (2.13) 

2 (2) 3 3 
C =,)"- +r J (o) +_,,.u- f (o)+••••• (2. 18) 

c'est donc une fonction analytique de_µqui s'annule quand,,µ-= o. Maie on peut ré­

soudre (2.18) par rapport à_)'-• De là nous voyons que.)L est une fonction analyti­

que de c qui s'annule pour c = o. 

Dans la solution périodique trouvée, nous pouvons remplacer,,,µ-par son expression 

en fonction de cet alors cette solution ainsi que sa période sont des fonct ions 

analytiques par rapport à o. 



Pour t "" o, 0 s'annule: 

~ x(t = o)= x(l9= o) =/(B= o) cos o • f (&-= o)= c 

y(t = o)= y(&= o) =f(~= o) si no = o 

c'est-à-dire pour t = o, 

Si C z: 0 

En effet, 

la ve.l'eur initiale de x cotncide avec la va.leur c 

la valeur initale de y est nulle 

a.lors x,y, x = o et T = 27T 
s T 

C = 0 ~ ,P- ,.. 0 

~ f•o par (2.13) 

9 x,y,x = o a 
par (2.I) 

o = o 9 ~ = o 9 T "' 21T par (2.16) 
T 

Le système (1.17) étant autonome, nous pouvons dans la solution périodique chan­

ger t en t + h où h est une constante arbitraire. Aussi la solution dépendra de 

c e paramètre arbitraire. 

'llhéorème. 

Le système de Lyapunov 

: = -Ày + X (x,y,x1 , •••• ,xm) 

~{ • ~ x + ~ (x,y,x1 , •••• ,xm) 

d X 
s 

dt = b À xÀ + •••••• + b x + X (x,y, x1,••••,x) s =~, ... ,m s~ -, sm s ~ m 

où X,Y,X sont des fonctions analytiques de x,y, x1, •.• ,x s m 
dont l es développements commencent par des termes du second ordre, 

& une solution périodique qui dépend de 2 paramètres arbitraires dans le pe­

tit voisinage de l'origine. 

L'un de ces paramètres est la condition initiale c de la variable x qui est 

supposée petite, la valeur initial de y est nulle et les valeurs initia.les 

des x sont des fonctions analytiques de cette valeur c. s 
La période de la solution est égalem~nt une fonction analytique de c qui est 

égale à. 2 rr quand c = o. 
T 
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La solution périodique en question est analytique par rapport à o, 

Le second paramètre est la constante arbitraire h qui est la valeur ini­

tiale du tel!!ps. 

Soit& 

III. LA CONSTRUCTION PRA11IQUE ms SOLUTIONS PERIODIQUl'!> 

Dl'!> SYSTEM.ES D LYAPUNOV. 

(3.I) 

la période de la solution cherchée où l Eie ll. sont des constantes indéterminées. 
J 
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Dans (I.17:') , au lieu de la variable indépendante t, on prend la variable~ défi-

nie comme suit: . 
• 2 

t=r(-1+h1 o+~c + •••• • ) 
~ 

on en dédui t: 
2 

.L=.L•-!_(-1+h..f c+h2 o •• •• ) 
dt' dt À 

et dono (1.17) peut s'écrire: 

2 
dx = ( - °A y + X). f. ( 1 + h 1 o + h_ c + •••••• ) 
d ~ À ~ • 

~ ( A x + Y) • ..f ( 1 + h o +· h
2 

·c2 + •••• ) 
d"t' .. r 1 

(3.2) 

dz • (bS-1 X"' + •••• +b x +X) 1 (1 + h .... C, + h_ c
2 + ••• ) "f' -{ •••• m dt -, am m ' s r -, ~ 

ou encore, 

(o x + ••••• +c b + -1 X) 
S1 1 SID m r B 

s=-1 • •• m 

OÙI. 0 "" b, ' sj SJ 
~ 
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A la solution T-périodique de (I.17) correspond une solution 27f-périodique de 

{3.3). Cette solution sera également analytique par rap}ort à c. 

En effet: Cet.te solution est une fonction analytique des conditions initiales. 

Or les conditions initiales de l a solution périodique sont les mêmes 

avant ·et après la transformation car t et -z; s'annulent en même temps. 

D' autre part, nous avons déjà vu que les conditions initiales sont 
" pour x: c, pour y: o, pour x

8
: les fonctions analyti9ues de c. 

La solution est donc analytique par rapport à c. 

De plus,nous savons que x,y,x = o quand c = o. 
s 

Nous pouvons donc · écrire la solution périodique sous la forme: 

x•c ( 'C )+ •••••••• 

; ., c · y<-t) ( t:) + o2 /2) ( r; )+. • • • •• 

X = 0 / -f) ( 'C) + o2 
X(

2 ) ( t' )+. • • • • 
a 8 S 

où x(k), y(k), x~k) sont des fonctions 27T-périodiques de ~. 

Les conditions initiales nous permettent d'affirmer que: 

~(1)(o) = 1 , x( 2 )(o) = x( 3)(o) ••••••• a: 0 

(-f ) (2) 
y (o) = y (o) = •··•••= o 

Dans le système (3.3) remplaçons x,y,x par les séries (3.5): 
s 

(3.6) 

(·1) 2 (2) (1) 2 
c- dx (7:) + c dx (Z) + ..... =(- y ('t')-- ... +-j_X)(-f+ h1 c +~ c + .... ) 

dt dr - ;.. 
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o d/-f) (~) + c2 dy( 2 ) (,) + .... =(c x(-f) (?:)+ c2 x( 2 ) (?:)+ ••• + j_ Y)(1+h
1 

c +h
2 

c2+ ••• ) 
dZ- d?:" ~ 

d r; 

l!J D 1 • • • em 

Egalons les coefficients des puissances de o. 



coefficients de c: 

(-1) 
••••••••+C X am m s =1 , ••• ,m 

Le déterminant du système homogène (3.8)
3 

est non nul car (2.9) n'admet pas de 

racinepulle. Ce système admet donc comme seule solution,la solution triviale 

(-f) (-1) (1) 
x~ . = x2 = •••••••= xm = o (3.9) 

Le système formé des équations ( 3.8 4 , 

f 
x( 1 ) (i-) = A cos r + R sin -z: 

y<·Ocz-) = A sin~ -Bcosl; 

avec les conditions initiales x(~)(o) 
y<-1) (o) 

qui entraînent que A= -1 et B = o. 

Nous avons donc x(-1) (~) = cos Z: 

y(-1)(t) = sin 'C 

2 coefficients de c. 

(3.8)2 &. comme solution: 

= 0 

dx( 2 )("t") = - y( 2 \~·). - h-1 y(•1)(~) + X( 2 )(?') 
d 7: 

d/ 2> (r) = x( 2 ) (-z:) + h.,1 x( 1) (r;) + ?:( 2 ) (l:) 
dz; 

dx(2) (-c) 
B (2) (2). 1 (-1) 

= a .... x... (~) + ••••• +o x (t) + h.., \_O x.., (1:)+ •••• a-, -, sm m ·, s1 , 

••• + c x(-1) (r:\ ) + x'2~-c) (a = -1 ••• m) sm m / a 

ce système se ramène à la forme suivante en utilisant (3.9) et (3.IO)~ 

7I 
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(3.II) 

d ?; 
= c x~2) + ••••• c x( 2) + x<2>c~) 

s~ -, sm m s s = 1 , ... ,m 

où x'2) Ci-), ,i2) (~), x~2>c"> sont des termes provenant 

de X, r, X dont l es développements par r apport 
8 

à x, y, x commencent par des termes du second ordr H. 
x'2) yz{2) E1 X(2) sont des fonctions 21T - périodiquen 

' ' 8 

L'équation caractéristique de (3.11)
3 

n' admet pas de racine nulle ou± pi d'après 

(2.9). Le système (3.11)
3 

est non résonnant. Il admet une seule solution pério­

dique bien déterminée. 

En_ce qui concerne le système formé des équations (3.114 et (3.11) 2 , pour qu'il 

existe une solution 2 7T-piriodique x( 2 ~ ,-<2~ il faut que la condition 

soit vérifiée. 

Recherche de 'f(~). 
Le système adjoint 

(

d x~2
) 

d~ 

c'est-à-dire: 

d jc:(2) 
0 

(3.12) 

où. <,J (~) est une matrice dont les lignes forment une base 

pour l'espace des solutions 27T-périodiques du système linéaire 

adjoint. 

s'écrit ma.triciellement : 

(2} 
- - y 0 



qui ad.met pour solution: 

Par conséquent '-fJ ('r} peu ~ s'écrires 

sin i- ) 

- cos T 

• (3.13) 

Expression de la condition d'écriture (3. 12 ). 

(3.i2) =(Tr(c.oS 1:' sin 'c" ) t h1 sinl; + :(
2

)(r:)) 

. 
0 

sin 2: - cos 't \ h-t cos t + ·./ ) ( ?") ) 

cos~) 
dë 

d'Z' =o 

~~ 

271 tl cx< 2>cz) sin z- i 2>,0 cosl) d z: = 2 hct 

;:t, cxC2l(r) cos z + l!( 2 (~) sin"?: ) dZ: ~ o 

L'équation (3.14)1 permet de déterminar la constante h j. L'équation (3.14)
2 

est nécessairement vérifiée car la solution (3.5) qui vérifie formellement (3.3) 

existe. 

Le système formé des équations (3.11 )~ et (3.11) 2 admet les solutions 277-pério-

diques: { x(2) (.,) u> ( ) " =- A cos Z' + R sin i + 1 2 ~ 

/ 2)(z) = A sin Z' - Jr cos Z' + Y--2 (J) (3. 15) 
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où }P
2
(t) et Y,2(t) sont des solut ions périodiques parti­

culières de (3.11). 
A et B sont des constantes arbitraires qui sont déter­

minées par l es conditions i nitiales (3.6) 
car x( 2)(o) = o ~ A= - ½ (o) 

y~ 2
)(o) = o ~ . B -=· ~(o) 

Les fonct ions x(2), y( 2 ) et la constante h1 sont donc déterminées de manière unique. 

Remarquons que hj est toujours nulle. 

En ef;et,les fonctions x( 2) et Y( 2) étant des formes quadratiques en cosz; et sin z;-

-i 217 (x'2) (?:) sinZ" - r( 2 )( ?,) cos Z") d 7: = o. 

Nbus ver rons m&me au paragraphe suivant que le premier indice j tel que h. est 
J 

non nulle est pair. 

Supposons que toutes l es fonctions lj) , / j), x~ j) telles que j < k et que toutes 

les constantes hj, j ~ k ..;-1 soient déjà calculées. 

Nous entamons la kième itération. 

Comme pour le cas k = 2 nous avons l es équations: 

dx(k) - - /k) - h_ sin 'Z"+ x(k) (Z) 
d '6 7c-1 

dy (k) 

d '6 

dx(k) 
s 

d~ 
= C x(k) + ♦C x(k) + x(k)('?") 

a:t :z • • • • am m s 

(3.16) 

où. x'k), y{k), X~k) sont des fonctions connues ,27/-périodi­

ques en~ • 

De manière analogue au cas k = 2 nous avons que l e système (3.16 )
3 

a une s eule 

sol ution 2 7/ -périodique et pour que le syst ème formé des équations ( 3. 16) :t et 

(3.16 )2 ait une solution 271-périodi que il faut que : 



La. condition (3.17)~ détermine la va.leur ~-1 et l'équation (3.17 )2 est automa­

tiquement vérifiée car les séries (3. 5) xistel'l l:- ~ 

Alors la solution 277-périodique de (3.16)1 , 2 s'écrit: 

ik). = -\ cos , + l\ sin Z: + <f k C-c) 

y<k) = -\Sin~ • ~ COB~+ :f'k (i) 

où. <f k et Yk sont des fonctions 2 77 -périodiques de "C 

-\et~ sont des constantes arbitraires bien déter­

minées par les conditions initiales (3.6). 

Conclusion: 

Il existe un et· un seul système de séries (3.5) qui vérifie f ormellement le sys­

tème (3. 3) . Ces séries sont convergentes et représentent la solution périodique 

cherchée. 

Nous avons donc trouvé le moyen de calculer la solution et la période. 

EXE11PLE 
Consj_dérons l'éauation: 

d
2 x 2 h 2 
--2 ♦ k X• px =o 

dt 
elle peut s'écrire sous la forme: 

dt = - k y 

{ 

dx 

!!z = k X - t9 x2 
dt -k 

Est-ce un système de Lyapunov? 

L'équation caractéristique de (3.19) 

0 -f 
k 

-k 1 = o 

o-î 
admet une paire de racines ! k i (a -1°1). 

Ces racines sont simples et (3.20) n'a pas de racines nulles (s 2°/) . 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
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De plus {3.19) admet une intégrale première: 

B = x2 + y2 
+ S (x,y) 

où S est analytique par rapport à x et y et son déve­
loppement commence par des termes d'ordre ?5• 

En effet, soi t 

Résolution: 

d'après {3.2) 

Lai solution s'écrit: 

x • c cos 6 + c2 ½(?;) + c3 x
3 

{~) par (3. 5) 

y; c sin 7: + ~2 y2 {~) + o3 y~(~) par (3.5) 

½{o) = x3 (o) = •·••••··••= o 

y2 (o) = y
3 

(o) = •••••••••= o par (3.6) 

(3.21) 

(3.22) 

l4ais le systèm& (3.23) peut s'écrire s<>us l a forme d'une équation du second ordre: 

d2 L 2 
_.!,_ + (x - F!, X ) 
d~ . -

k2 

Nous désir ons connaître la solution périodique générale x, nous n'avons pas besoin 

de rechercher les coefficients y1 ("<:") de Y• 

Recherchons 

D'une par ts 

les xi(?:). 

d2x 
d?;2 = 

D'autre part: 
2 2 

d x d cos~ 2 
di- = o d ~2 + o 

2 2 4 3 5 2 6 
( -1 + 2 h2 C + h2 C + 2 ~ C +2 h2 h3 C +h, 0 + ••• } 

d2X, ( <: ) + ••••• 

d ~ 2 

(3.27) 

(3.28) 

Remplaçons x dans (3.27) par son expr ession (3.24) et identifions les coefficient& 

des mêmes puissances de o. 



--- - - - --~ -- ----- -------------- ---

Coefficient s de c2
i 

d2½ (~) 
+ x

2
(~) = ~ coa

2
t. 

d -c; 2 k2 

~ 13 + 13 cos 2~ 

~ ;2 

Soit x
2

(?;) r:: A + B. cos z + C sin l;. + D cos 2 ~ + E sin 2 l. 

2 
alors d ½(~) . . _ 

• d?; . • - ll cos <=" - C sin Z- - 4 D cos 2 6 - 4 E sin 2 Z: 

En. reportant dans ( 3. 29) 

... 1.3 cos 2 ~ 
2k2 

dx(o) = 
d'i:' o 9 C = o. 

Dans (3.23) égalons les coefficients des mêmes puissances de c 

dx ( 2 3 n, = -y 1'+h2 c +~a+ ..... ) 
~ dx2(?;) 

di = - Y2(?:) 

dx3(~) 
di:: =-y3(z:) - ~ sin~ 

• 
• 
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x4'~) + ~ cos, - É.. X~ (i)-2 k, cosZ' ½(<!°)+~ ½(;:";)-~ h2cos2~ 
k2 k2 k2 

• 
• 
• 
• 

Calcul de~• 

Coefficients de c3. 
d2 X (~) • 
---3~2- + ½ (ci:;) = - 2 h2 cos l 

d°G; 

d'après (3.2T), (3.28), (3.24) 

(3.34) 

~ remplaçant x2 (<=) J>ar (3.30) et h2 par (3.35); nous obtenons 

après calcul: 

2 
d x3 ( ~) J, 2 . 2 2 

- + x (Z') = - ,~ - A cos 2 ? - /J cos 3 S: 
d '72 3 -4 -4 
~ 3k 3k 6k4 

Soit x
3 

(?")= A+B cosZ' + C sin 'Z: + D cos 2 i+ E sin 2l + F cos 3l" +G sin 3 Z: 

d2x (?) 
_ .._2 _ = - B· s inC:- C cos Z-- 4 D cos 2l°- 4 E sin 2~ - 9 F cos 3z;_ 9 G- sin 3l 
d~ 



En reportant dans (3.26) 

A-3 D cos 2 & - 3 E sin 2 ~ -8 F cos 3?; - 8 G si~ 3 Z' s: /2 2 
- /1 2 

cos 2, _-fi- cos 3 Z 

·x (o)= o 
3 

. 1 

3k4 3k4 6k4 

=:> A+B+D+F=o 

=;> R =-A-D-F=).2_A2_132 =~~2 

3k4 9k4 48k4 144 k4 

. Calcul de h
3

• . 

D'après (3. 17i),(3.16),(3.34),(3.32) 
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h
3
= 1 f2

//f-b2y2(~) sin,~os"l:[-·!!.. x~(Z")- 2 lcos'°~(Z:)+h2½ (C)- /2 h2cos2~JJ di 
2 -t/j o L • k2 k2 k2 

½ (i), ~(Z), ~ sont remplacés r espectivement par (3.30),(3.37), 
( 3. 35) • 

y
2

(~) est r emplacé par - d.x2 (~) 
d<":. 

après c&lcul nous obtenons, 

Rassembl ons nos résultatsa 

~ =k t (1 +..,2 /2. 2 
0
2

-..,2 ~ c3 + •••••• ) -.:1 
12 k4 18 ko, 

x = o cosZ + (/4 -~ cos l- A cos 2,) c
2 

2k2 3k2 6k2 

+ ( - L + 22, /3 2 cosl+Â 2 cos 2h+ 13 2 cos 3l) 
}k4 144 k4 9k4 4Sk4 

3 
0 + ••••• 



- --- - -
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2 /42 /43 03 

1 

T = 2 77 ( 1+ ...î C - ...î + ••••• ) - k6• k 12 k4 18 

IV. QUELQUES PROPRINrES DES SOLUTIONS PERIODIQUES 

DES SYSI'E:r-; DE LYAPUNOV. 

A. Pour plus de facilité nous allons d' abord considérer le système du second 

ordre: 

Soit: 

* = -Ày + X (x,y) 

* = ,À x + Y(x,y) 
(4.I) 

où X,Y sont des fonctions analytiques de x et y 

dont les dévelop1-,ements commencent par des 

termes du second ordre au moins. 

H = x2 + y2 + S(x,y) = constante (4.2) 
une intégrale première de ce système 

où S est une fonction analytique de x,y 

dont le développement commence par des termes du 

troisième ordre au moins. 

D'après le paragraphe II, le système (4.1 ) admet une solution périodique qui dé­

pend de deux constantes arbitraires: 

- la valeur initiale de x : o 

- la valeur initiale du temps: h 

On peut dire que cette solution est la solution générale de (4.1). Alors pour 

toutes val eurs initiales a,b de x,y , l a solution des équations (4.I) avec oea 

conditions initiales est périodique. Les valeurs de a et b doivent être assez 

petites car les solutions périodiques des systèmes de Lyapunov existent dans un 

petit voisinage de l'origine. 

Considérons le plan de phase x,y pour le système (4.1). Toutes les trajectoires 

da phase qui se trouvent dans un petit voisinage de l'origine sont fermées car 

les solutions correspondantes sont périodiques. 



Pour la partie linéaire du système (4.I) 

dx -= ->,y dt 

.2.l "" >,x dt 

(4. 3) 

le plan de phase présente un centre à l' rigine comme pour le système complet. 

L'équation des trajectoires de phase est déterminée par (4.2). D'après (4.2) 

nous voyons que les trajectoires de phase dans le petit voisinage de l'origine 

sont presque des circonférence~. 
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De plus dans ce petit voisinage de l'origine,les plans de phase de (4.I) et(4.3) 

ne sont pas très différents. Mais il y a quand m~me une différence principale 

entre ces deux images: pour le système linéaire les trajectoires de phase ont 

toutes la même période T = 2n tandis que pour le système non linéaire (4.I) 
~ 

la période diffère d'une trajectoire à l'autre car~ est fonction de cet cha-

~ue trajectoire est fonction de c. 

R~ Considérons à présent le système de Lyapunov d'ordre arbitraire (1.17 ). Nous 

allons mont rer que ce système a une sol tion périodique où les conditions ini­

tiales de x et y sont des petites valeurs a et b qui sont arbitraires et les 

valeurs initiales de x sont des fonctions analytiques bien déterminées de a et b. 
s 

Pour cela, nous cherchons la solution articulière de (I.I7) pour que les x 
s 

soient des fonctions analytiques de x et Y• 

Si ces fonctions existent, alors elles doivent vérifier le système des équations 

aux dérivées partielles. 

;, xs 
(- ~ y + X) +- ~ Xe (~X+ Y) =b1.x+ ••• b x + X B -=-:f, ... m (4.4) dx -;,y 

s -1. sm m s 

d~ ê) xs dx ;;J xs car X = X (x,y) ~ _! - • + • Si 
B 8 dt i; X dt ?J y dt 

Soient 2 2 
x (x,y) =K + A x + B y+ C x + D x y+ E y + •••• (s =1, ... ,m)( 4.5) 

B B S S S B 

où A ,B ,c ,D ,E, •••• sont des constantes à déterminer. 
S S S S B 

----- - ---- -----------------



Reportons ces séries dans (4.4), 

(A+2C x+D y+ ••• )(-)y+X)+(B +2E y+D x+ •••• )(~x+Y)= 
s s s s a s 

2 2 
= b

81 
(K.1 + A:z x + :a::ty +· c:z x + n-::t xy + E.:t.y + •••• ) 

2 2 
+ b
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(~ + A
2 

x + B
2 

y+ c 2 x + n 2 xy + E2 y + ••••• ) 

• 
• 
• 2 2 

+ b (K + A x + R y+ C x + D xy + E y •••••••)+ X am m m m m m m s 

Egalons les termes indépendants: 

s = 1, •.. ,m 

Ce système admet uniquement la solution triviale car son déterminant est/ 0 

vu que (1.13) n'admet pas de racine nul e. 

Egalons les coefficients de x et ceux de Y• 

J ~ Es=bs:tA1..+bs2 A2+ 

L- À As= bs -:1. R:t+ bs2 B2 + 

posons o< j = Aj + i Bj 

nous obtenons 

•• ••• + b A sm m 

••••• +b A sm m 

a= t , ... ,m 

s =:t, •.• ,m 

b Ào( + ••••• + b o( + • • ••• + b °'<" = - i )l o< s •.1. :Z as s am m s 

ou encore 

b 1.c:<, + ••••• +(b + 1.1) o( + ••••. + b o{ = o s = :t, ... ,m (4.8) s .1. ss s sm m 

or le dét erminant de ce système est non .nul car (1.13) n'a pas de racine o ni 
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: p ~ i,P entier. Ce système admet donc pour seule solution,la solution triviale 

~= •• • ••= o(m = o 

Autrement dit Aj_ =• ••••• = Am = B\.t = ••. • = Bm = o. 

Les fonctions x ne contiennent donc pas de termes linéaires en x et y. 
s 

Egalons 
2 

- en x 

les coefficients de x2
1 xy et y2• 

(4.9) 



-enxy& 
\ \ (2) 

-2 /1 C + 211 E = b A Dt + b 2 2 + •••• + b D + X s s a~ s sm m s 

soit, 

où 1<1
) x< 2) x< 3) sont les coefficients de x2, xy,y2 dans le dé­

s ' s ' s 
veloppement de X 

B 

l =C - E + i D et écrivons(4.9)A - (4.9) 2 + i(4.9) 3, nous obtenons: Ps s s s ~ • 

~ (:t) (3) . (2) • "f> b 1. À + ••••• +b + ••• +b J, + X - X + 1 X = - 2 i r s f'"~ ss s am,~~ s s s s 

ou encore 

). 
'l. L cl (3) (1) . (2) b 

1 
+ •••••• +(b + 2 i /1) f~ + ••• +b = X -X -1 X s ~ . ss ~ am m a s _ s 

Le déterminant ·de ce système est non nul car (1.13) n'a pas de racine o ni 

! p >. i,.p entier. Par conséquent il existe une seule solution /3!!. , ... 0 m et 

les coefficients C, E, D ont des val urs bien déterminées. s s s 

Dans ces séries (4.5) si les coefficients des termes jusqu'à l'ordre k- ~ sont 

trouvés, on peut trouver ceux des termes d'ordre k car Lya~unov a montré que les 

déterminant s pour tous les systèmes du type (4.9)*sont non nuls. Il existe donc 

une et une seule série (4.5 ) qui vérifie (4.4). 

Lyapunov affirme également que les séries (4.5) trouvées de cette façon con­

vergent pour x,y petits. 

En substitua.nt (4.5) dans (I.17)1,2 nous avons le système suivant pour trouver 

X et y& 

{ 

: - >, y + x(x,y ,x.:z (x, y) , •••• ,xm (x,y)) 

* = )1 x + Y(x,y,x-:z (x,y) , •••• ,xm(x,y)) 

Soient x(t,a,b), y(t,a,b) la solution générale de ces équations où a, b sont les 

valeurs initales de x,y qui sont assez petites. 

Alors les fonctions 

x(t,a,b) , y(t,a,b), x (x(t,a,b),y( t,a,b) (4.11) 
s 

déterminent une solution particulière du système (1.17). Cette solution contient 

deux constantes arbitraires et est périodique. 

En effet, étant donné que le système (1.17) admet l'intégrale première (1.21), le 

système (4.10) admet l'intégrale première 

x
2 

+ y
2 

+ w(x :1. (x,y) , ••• ,xm(x,y}s0,y,x:z<x,y) , ••• ,xm(x,y» = constante. (4.12) 



··- ----- - - - - - - -- ------ --
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C'est une intégrale du type (4.2) car W(x1 (x,y), ••• ,xm(x,y)) étant quadratique an 

x
8 

et les x
8 

ne comprenant pas de termes linéaires, les développements de W et S 

ne contiennent pas de termes d'ordre inférieur à trois en x,y. 

Le systeme (4.10) est donc un système de Lyapunov, sa solution générale pour 

a,b assez pet its est périodique. Par conséquent la solution (4.11) du système (1.17) 
est également périodique. 

Il est évident que la valeur initia.le de xs. qui est x
8

(a,b) est analytique par 

rapport à a et b. 

Conclusi on: 

. 1 

Le système de Lyapunov (1.17) possède une solution ~ériodique qui 

dépend de deux paramètres a, b qui sont les valeurs initales de x,y. 

Ces paramètres peuvent &tre choisis arbitrairement mais doivent 

être assez petits et tels que la solution soit périodique. 

Si dans (4. 11) nous prenons a= c, b = o, alors nous retrouvons la solution pé­

riodique déjà considérée: aux deux paragraphes précédents. 

Avec au t emps initial x = c, y= o, x est une fonction analytique de c. 
s 

En changeant le temps t .-vvt-t + h, nous avons une deuxième constante arbitraire 

h et nous avons une solution qui dépend encore de deux constantes arbitraires. 

Cette solution se distingue de (4.11) par le choix des paramètres. 

Comment s'exprime l a période si nous choisissons a et b comme paramètres ? 

Considérons d'abord le système du second ordre (4.I) 

c'est-à-dire: 

{ 

~t = - ,À y + X (x,y) 

* = )\x + Y(x,y) 

Effectuons le changement de variables s 

f X= f COS e 
y= r sine 

Le système (4.13) devient: 

{ 

~: = cos e X ( F cos e' r sine)+ sine Y( f cos e' f sine) 

d 0 [ ( 4.14) 
dt=~+;, Lcos(} Y(fcos&,fsinj)- sin0X(fcos8, fsin0) 

r 



Démonstration: (analogue à celle du paragraphe II) 

f = [x2 t /:}f 
• df a: !_ f2 x .2:! + 2 y .!!.Y...] 

dt C 
2 f' a't dt . 

= .:!..{x(-),y +X)+ y(~x + Y'ij .• 
f' 

= cos&x(f costJ,fsin &) + sin&"r.(fcos/J,fsin&) 

: = CYx . d .P + d X . de 
'of dt è& dt 

• ~ = - ·),f? sin&+ X-. cos&Lcosr9X + sin & Y. ] 
dt . - f sin t9 

= t1 + sin2 6 X • cos éJsin&Y 
- f sin& 

= ,1 + .f. foa t9Y(f cos&, f sin&) 
f 

- sin&X(f cos& ,/sin&) 

cqfd. 

Nous avons vu au paragraphe II que 

t ( 8) = ( & d & avec d 0 = ~ + f@ 
j o '1 + f@ J2 71 dt 

T = t( &+ 2 * )- t (8) = d0 ---
. 0 )) +f(!!) 

en remplaçant la fonction@ par sa valeur ici, nous obtenons: 

T /2on 
'1 f + co sin& -sinf)X f cos& ,fsiné) 

Dans l'intégrale (4.2) passons également aux nouvelles v~riables. 

2 2 /~ R = x + y + S(x,y) =/ 

=f [t + !_ S(fcos& ,fsin&j =/ 2 

(2 
oy est une constante arbitraire. 

L'équation (4.I6) a deux solutions pour /> 

(2 ) 1 /42 (3 ) 3 

\ 

+ u ('9?,;- "!: u (0)/-' + • • • • 

où u (k) k ~2 sont des fonctions 277 -périodiques 

comme pour l'équation (2.I}). 

( 4.17') 

en e 



Nous prenons une de ces solutions et nous l a mettons dans (4.15). Nous obtenons 

une expression de la période T comme fonction analytique de_;ll car dans (4.15) 

l'intégrand est une fonction analytique de f et d'après (4.I7)fest une fonction 

analytique de/< , par conséquent: 

T" 1 (2771: 2 
= X') o L :t + X :i. CfJ) / + X 2 < e ~ + •••• ] d & 

= Yi.. {:t + liL-;) + li2/2 + ••••• J 
• ,1 =· /2 77 
• où 1\ /o ~k (&) d& 

Mais le développeffient ( 4.18 ) ne contient que les puissances paires d1/. 

Démonstr ation. 

Si dans (4. 16 ) nous changeons f en- fet &r17~l'équation ne change pas. Donc 

si dans une des solutions de (4.16) par ex. 

t_ = / + u(_~)(.?)_p 2 + u(3)(6)J' 3 + ••••• ( 4.20) 

nous r emplaçons IJ par f) + 77 et puis nous changeons les signes par les signes con-

traires /J (2) 2 (3) 3 
- h = -)'- u ( &+t; )j< - u (& + -n~ -... . ( 4.21) 

nous avons encore une solution de (4.16) qui ne peut être la même qu'avant, 

c'est-à-dire qu'en ( 4. 20), car sa condi•tion initiale est de signe contraire. 

Elle est donc égale à l'autre solution 

•••• (4.22) 

En égal ant (4.2I)et (4.22 ) nous voyons que lorsque & est remplacé par 0 + 11 les 

fonctions u(2k +.1) ne changent pas et l es fonctions u~2k\~ennent l ê, même ,.:valeur 

avec le signe contraire. 
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f change de signe lorsqu 'on remplace /Par ~ et & par é) + 'tJ . 

D'après (4.15 ) la période ne change pas quarxl on remplace f par -fetf}par&+n. 

Pa~ ~onséquent T ne change pas si fJ est remplacé par & + 71 et/par -,,,te- • Alors si 

dans ( 4.15 ) nous changeons d'abord & en lJ+ff nous ne changeons pas l a période, 

car remplacer éJ p ·i.r & +77 revient à. déplacer les limites d'intégration tout en gar­

da.nt. l'intervalle d'une période et comme l'intégrand est périodique l'intégrale 

ne change pas de valeur. Donc T ne change pas si on remplace/ par -~. Par con­

séquent T ne contient que les puissances paires d1/• 

T = ~-1, fa + H2/
2 

+ H41.
4 

+ ••••••] (4.23) 

cqfd. 



or ? 2 = x2 + y2 + S(x,y)= et! 

en prenant cette égalité au moment initial nous avons 

/ 2 = a2 + b2 + S(a,b) 

T peut donc s 'exprimer en fonction de a t b. 

Considérons à présent l e système de Lyapunov d'ordre arbitraire (I.I7). Nous 

avons déjà montré que la recherche des solutions périodiques de ce système abou­

tit à la recherche des solutions périodiques d'un système du second ordre. 

Mais ~•~près (4.12)_r 2 
s'écrit: 

~ 2 = a2 
+ b2 + w{x1 (a,b), ••• , xn(a,b )+S(a,b,x1 (a ,b), ••• ,xm(a,bv (4.25) 

= a2 + b2 + S~(a,b) 

où s* commence par des termes d'ordre au moins égal 

à troi s. 
2 T peut donc s' exprimer en fonction de a. et b en remplaça.nt/ par ( 4. 25) dans 

l'expression (4.23 ). 

Si dans (4.23). nous r emplaçons a parc et b par o nous obtenons : 

T' = 217 (~ + ~(c2 + S(c,o~+ a
4
(o2 

+ S(c,o)\ 2 + ••.. ) 
T '/ 

( 2 4 2 2 06) = 2 n :f + H2 c + H2 S(c,o) +. R4 c + 2 H4 c S (c,o)+ H4 S (c,o)+H6 
11 

2 où ~ c· est d'ordre = 2 

~ S (c,o) " ~ 3 

H c4 
" :c 4 

4 (4-26) 2 2 H4c S(c,o)" ~5 
2 ' a

4 
S (c;o) Il ~ 6 

6, " 6 
H6 C :::-

( 2 3 4 = 2 77 :1 + h2 c + h3 c + h4 c + •••••••• ) 
/1 

nous ret rouvons (3.I). D'après (4.26 ) nous voyons que la plus petite puissance 

non nulle de c dont le coefficient est non nul, est nécessairement paire. 
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CHAPITRE 2. 

SYSTEMES PROCHES DIB SYSTEME3 DE LYAPUNOV. 

I. LES ~LUTIONS GENERATRICES. 

Dans ce chapitre,nous allons é~udier le système d ' équations, 

d X s 
ëit = (I.I) 

où les a sj 

les x* 
8 

les f 
B 

sont des constantes réelles 

sont des fonctions analytiques de xa:, •• ,xn 
dont le développement commence par des termes 

d'ordre :?:- 2. 

sont des fonct ions analytiques de x~,•••,xn et 

du petit paramètre E. • Elles sont 271-périodi-

ques en~ développables en s ' rie de Fourrier. 

Le domaine d' analycité de ces fonctions est un 

certain voisinage autour de l'origine. 

Supposons que le système générateur ,(I. I ) où&= o, 

d x0 

a o 
ëf-t = &al x:1.. 

0 -¾- ( 0 0 + •••• + a x + X x , ..• ,x) en n s :t. n (I. 2) 

soit un système de Lyapunov. 

Supposons que!~ i soient une paire de racines simples de l'équation fondamental~ 

a.11· f ~2 
a. = 0 (1.3) -- - - - ::t.n 

a.21 a. -r 22 - - - a.2n 

1 
a. 
n1 a.n2 - - ·-- ann-f 

et que l es hypothèses du chapitre !,paragraphe I, sont vérifiées. Alors on peut 

r amener l e système ( I.2 ) au système s uivant: 



~f = - >, fl) + X ( ~ ' ~ ' t · ) 
J 

~ =~½; +Y(3,o/,~j) 

m ~ = ~ b . + X 
l.= :1 si l. B 

( ~, ,, ~j) (a= :J. , ••• ,m) m = n-2 

où l'équation fondamentales 

bn-f bI2 b..:ta = 0 - - - -

b2I b -f 22 -- -- b2m 
1 

1 1 

1 
1 l 1 

b' . -bin2 m 1. - - - bmm-f 

n'admet pas de racine nulle ni de racines+ p)t i où p entier. 
• -

Le système (I.4) admet l'intégrale prem:ière: 

H=1: 2 +11 2 +W ( -~ , •••• ,~) + S (~ ,?J,~, ... ,3) = constante (I.6) . 3 / :1. m / :1 m 

où. W est une forme quadratique des variables 3 , ... , ~ 
~ m 

S est une fonction analytique des variables ~ , ~ ; ~~, •• , 3 m 

dont le développen1ent commence par des termes d'ordre .:;:. 3. 
De même que le système générateur (I.2 est ramené au système (I.4), le système (I.I.) 

peut être ramené au système (I.7). 

_ddtx = -) y+ X(x,y,x.) + é'f(t,x,y,x., t") 
J J . * = '1 x + Y(x,y ,xj) + ~ F(t,x,~j, é) 

dxa ;t_m b . x. + X (x,y,x.) +t:F (t,x,y,xj, f:) 
a:t-= i= ~ SJ. l. B J s 

où les fonctions X,Y et X sont du même type que les fonc­
s 

tiens X* 
B 

les fonctions f, F et f sont du même type qua les fonctions 
B 

f • 
a 

Le système (I. 7) avec ~ = o 

Au lieu des notations x(o), 

est un système de Lyapunov. 

y(o), x(o) qui poseront des problèmes lorsque 
s 

vrons employer des indices, nous utiliserons les notations; , /, ~
8

• 

nous de-
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Par le chapitr e précédent, nous savons que (I.4) a une sol ution périodi que qui 

dépend de deux constantes arbitraires o eth et s ' écrit d' après (3. 5) et (3.10 ) 

) ~ = c cos Z- + c
2 ~ 2(Z) +. • •• • 

l ~ = c sin • + c
2 ~ 2 (t) + • • •• 

fs = ~ 3aJ~) + 0
2 ·3 e2 ci;)' + • •• •• 

( I _. 8) 

où • ~ =À (t + h) (1.9) 
. :1 2 . + ~ 0 + • • ••• • 

• ~ k, o/ k, ~ ak sont des f ane tians 217 -périodiques en 'C k ~ ;t 
avec les candi tians initiales .3 k ( o )= f' k ( o) =o k =2, 3, . . . 

• h
2

, h
3
, ••. . sont des constantes indéterminées telles que la pre­

mière qui n'est pas nul le,est d'indice pair • 

• les séries (1.8 ) convergent pour h etc suffisamment proches de 

zéro. 

·• la périod·e de cette solution est déterminée par la. f ormule; 

T = (1.10) 

D' après la méthode générale de la recherche des solutions périodiques , nous devons 

d'abord trouver toutes les solutions génératrices de périodes 277c'est- à- di re 

T.= 2 >-r 
p 

où p est un entier arbitraire 

(1.11 ) est une condition pour trouver~. 

Pour différentes valeurs de p, nous pourrons avoir différentes valeurs de c et 

donc différentes solutions génératrices { ~p) , J(p) , 3
5 

(p) }. P 

Pour une valeur donnée de p, nous allons trouver la solution: 

~ ~ (p) ( t + h ) , j (p)( t + h) , ~~P~t + h) f, 
Cette solution, en vertu de ( I.8) est bien oéterminée par 

(t + h) 

(t + h) 

= 0 COS :Z' + C 
2 ~ 2 ( ' )+ • • • • • p p 

= c sin,+ c2 J1 2 (Z) + •••• 
p . P / 

les formules: 

(I.12) 

(I.13) 



- -·----- --------------------------- - - ------~ 

où. Z = p ( t + h) 

Détermination de c. 

D'après (I.IO) et (I.II) nous avons que 

2 
~ = ~ ( 1 + h2 c p + ;. • • • ) 

p i) 

( 
• 2r 2r+.t ) = 2n 1 t + h2 c + h2 1 c + ••• 

.>. r P r-+ P 

où ~r est le premier 1\ F o 

A 2r 2r+ ~ ) 
~ ::: / ( 1 + h2r C + h2 A O + •• • 
- - p r+..1. p p . ~ 

2r+ .t 
h o2r + h c + •••• = 
2r p 2r+.2 p 

~ 
p 

Pour trouver les racines op il faut résoudre l'équation 

C + ~+-:t 

·2r ~r 

2 
o + •••••• =a 

où a::: \
2ç-
VR; 

(I.14) 

(1.15) 

(I.16) 

(1.17) 

en effet, en élevant (I. I6 ) où a est r emplacé par (I.17) à la pui - sance 2 r 
on retrouve l'équation (1.15). 

L'équation (I.13) a une seule solution qui s'annule pour a= o et ~ta.nalytique 

par rapport à a. Mais (I.17) nous indi ue que a admet 2r valeurs, nous avons 

donc 2 r équations (I.13) qui nous donnent 2 r solutions pour (I.12) analytiques 

par rapport à a et s'annulant pour a = o c 'est-9--dire pour A = p. 

Si h
2

r (~- p)<o alors a est complexe et toutes les solutions cp sont complexes . 

Si h
2
r (~ - p) > o alors on n'a que deux solutions réelles l'une positive, l' autre 

négative. 
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C' est-à-dire si h
2

r > o alors p peut prendre toutes les valeurs entières jusque ~ , 

si h2r < o alors p peut prendre toutes les valeurs entières ~ ~ • Alors en choi­

sissant de cette façon le nombre p } ur chaque p nous avons deux solutions géné-

ratrices 
{.~ (p)(t + h), 1'(p) (t + h) ,~~(t + h ) i 

mais,en plus, il y a encore la solution triviale 



II. SOLUTIONS PERIODIQUIB { x~
0

) } • 

Pour le système générateur (1.4) (é= o) 

nous avons la solution triviale.: ~ = ?/ = 51 =• •••• = 3 m = o 

ou les solutions 1~(p) (t+h), ~ (p) (t+h), ! ~p) (t+h) \ 

Ces dernières sont notées { 3 ~ p) ( t+h) f lorsque nous considérons le système 

(1.2). 
Pour le système complet (I.l) ou (1.7) ( éf. o), 
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nous notons respe_ctivement par { x~o) J ou { x(o) ,/0
), x~o)} l a solution périodi­

que correspondant à la solution génératrice triviale, 

et nous _noterons par { x~p) S ou { x(p), /P), x~p)} la solution périodique cor­

resronda.l'lt .à. la solution génératrice 

{~ ~p)(t+h)} ou { ~ (p)(t+h) , ~(p)(t+h), 3~p)(t+h)} 

suivant que nous considérons (1.1) et {I.2 ) ou {I.7) et {1.4). 
Nous allons chercher la solution périodi que de {1.1) qui s'annule pour E.= o. 

Si nous supposons que {I.3) n ' admet pas de racine! ,À i où~ est un entier mais 

admet au moins une paire de racines! ) i où~ est presque un entier , c' est-à-
• ) t 11n • 1 t d' d c 1 dire / 1 es entier pus un arme or re ~, a ors nous pouvons nous ramener au 

cas où /t est un entier. 

Si maintenant nous supposons que {I.3) admet une paire de racines! pi où p en­

tier et n'admet pas d'autres racines de ce type, alors le système peut être pré­

senté sous la forme: 

dx 
"a:t = - p y+ X{x,y,x.} + E f(t,x,y ,x., E.) 

J J 

dxs _ ~ 
-dt - i--" b . x. + X (x,y;x .) + cfF {t,x,y,x., é) 

~ 81 1 S J S J 

Essayons de vérifier ces équations avec les séries: 

x = E. x(:t)(t).., .E 2 x( 2) (t) + •••••• 

{
y= y<:t\t) + é 2 y< 2>ct) + •••••• 

x =lx (t)(t) + E.2 x( 2)(t) + •••••• 
8 S S 

(2.1) 

s = :t, •.• ,m 

(2.2) 
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dont les coefficients sont des fonctions 2 Tf•périodiques. Pour rechercher ces coef­

ficients nous reportons les séries (2.2) dans (2.I) et nous identifions les termes 

de même puissance en é,. • 

Termes en €. 

Pour l i3s 

d'après 

n'admet 

= -

dy ( t) ( t ) ( -1) 
dt =px (t) + F (t,o, o,o, o) (2.3) 

dxe~:t) (_tr 
dt = 1= :1. b si x~ -1) ( t ) + F 

8 
( t, o, o, o, o) ( s = ;:f, ••• , m) 

équations (2.3)
3

, nous avons un système non résonnant car l'équation(I.5), 

notre supposition, n'admet pas de racines+ k i où k entier. Le système 

donc qu'une seule solution périodique pour-x(~). 
s 

En ce qui concerne les deux premières équations de (2.3), pour avoir une solution 

• périodique nous devons vérifier la cond • tion d ' existence 

la2 
\'-'(t) h (t) dt= o 

où St'(t) est une matrice dont l es colonnes forment une base 

de l'espace des sol utions périodiques du système 

linéaire. 

'/{t ) =(cos p t 
{ sin p t 

h (t) est l a partie non linéaire du système. 

sin p t ) 
- cos pt 

h (t) = ( f (t,o,o,o,o ~) 

F(t,o ,o,o,o ) 

Etant donné l'hypothèse que les fonctions f fi gurant dans (I.I) sont développa­
s 

bles en séries de Fourier, nous avons: 
c,,O 

f (t,o,o,o,o) = A10 + ~:t (A
1
n cos nt+ :s1n sin nt ) 

F(t,o,o,o,o) = B10 + 4i::, (A2n cos nt + B2n sin nt) 



La condition (2.4) devient alorst 

A TT + B2p, 71 = o 
1P 

:B1 71-A 71 =o 
1P P 

ou encore C' géf B - A 
-4-':i 1P P 

(2.6) 

sont nuls. 

Si au moins une des valeurs ~ ou "2 est non nulle, alors nous disons que nous 

avons la résonance principale. 

Théorème. 

Soient 2 l la plus petite puissance des valeurs de c dans le dévelop­

pement de la période T 

21 
T = ~ (-t + h21 c + ••••• ) 

p 

de -la solution du système générateur 

d3 = 
dt 

d~ 
- = dt 

- p '}1 + X ( 3 , o/, 3j) 

p~ +Y· (~,J', ! .) 
J 

m 
= z... 

i= -:1. 
b . ~ . + X ( 3 , ?, , 3.) 

81 1 S / J 

de conditions initiales ~ (o) = c:, ~ (o) = o. 

Alors dans le cas de résonance principale, il existe une et une seule solu­
tion périodique .( x ( res), y ( res), x ( res ) ~ des équations ( 2. I) qui s'annule 

pour E.= o et c~s fonctions x(res: y~res),x(res ) sont développables en sé-
s -1 

ries par rapport aux puissances .r1tières de Y = f 21 +-1 • Ces séries con-

vergent pour é. suffisamment petit. 

Démonstration: 
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Considérons le système générateur (2. 7). Au paragraphe 4 du chapitre précédent, 

nous avo s démontré qu'il existe pour ce système une solution peri odique qui con­

tient deux constantes arbitraires a et b qui sont les valeurs initiales de ~ et ~ 
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et les valeurs ~ 
8 

sont des fonctions ana.l ytiques ~ et ~, 

~s= ws ( ~, ,) ( 2. 8 ) 

qui vérifient: 

[ 
'JJ X( z 11 >] J w s [ p .3 + Y..( :; , '1J , w. ) 7 = l b . w. +X ( ! ' 17 , WJ) 

- p / + ~ , / , W j + J ? J ~ i= -:J Sl. 1 B / 

N-0us avons démontré au paragraphe 4 du chapitre précédent que le développement 

des fonctions w commence par des termes dont les puissances ~ 2. Par conséquent, 
s 

si dans le systè~e (3.I), nous effectuons le changement de variables 

. U
8 

= x
8 

- WS (x,y) ( s = t, . .. ,m) 

les termes linéaires ne changent pas. 

Les fonctions X,Y,X ,f,F,F sont remplacées par des fonctions du même type: s s 
x*Y*x ~ r*F* F~ 

' 's' ' ' s 
La substitution donne respedtivement pour (2.I ) et (2.7 ): 

dx 'F" ~ 
-dt= - P Y+ X (x,y,u. ) + é. f t,x,y,u., l ) 

. J J 

(2.10 ) 

et ~-
dt -

il-dt - (2.11) 

dt 

Cette substitution est telle que le problème de la recherche de la solution pério­

dique de (2.I) est équivalent au probl ème de la recherche de la solution pério­

dique de (2.10). 

On a. que: 
f~(t,o,o,o,o) = f(t,o,o,o ,o ) 

F*(t,o,o,o,o) = F(t,o,o,o , o ) 
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Les valeurs ~ et ~ 2 ne changent donc pas. Autrement dit, si nous avons l a rése­

nance principale pour (2.I), nous l'&vons également pour (2.10). 
La solution périodique de (2.7) devient l a solution périodique de (2.11) avec pour 

seule différenc e que les valeurs ~: sont nulles car: 

~ ~ = ~ - w c ~, 1-t )= ~ - 3 = o. ja s s / s s 

C'est-à-dire la solution des équations (2.11 ) avec les conditions initiales 

.3 (o) = a, J(o) = b, (2.12) 

sera pfriodi que. (a,b sont des constantes arbitraires ). 

• La période de cette solution s'écrit: 

T = -~ [-:t + R21 (a
2 

+ b
2

)1 + •••••• J (2.13) 
p 

2 2 2 ( ;.* z~ ) car • /' = a + b + W ~
1 

(a , b) , • •• , =, m (a, b) 

2 2 = a + b + W(o, .... ,o) 

= a.
2 

+ b
2 

vu 'VI forme quadratique en les _5~ 
• ). "'p' • ici 

• et par hypothèse H21 est l a première constante ~i i = 4,2, .... non 

nulle . H21 = h21. 

Vu que (2. II) admet la solution périodique où t ous les 3*sont nuls, nous avons 
s 

que: 
=O 

.Maintenant l a solution périodique pour le système (2.10) est: 

x(t,a,b, µj, f.) , y(t, a ,b, µj, f.), u
8
(t,a,b, P.>j, E) 

avec les conditions initiales 

(2.14) 

(2.15) 

y(o,a,b, h, ., f.) = b, 
J 

u (o,a,b, p.., é) =Pj (2.16 ) 
B J 

Pour E = o, l a solution 2n-périodique (2. 15) du système (2. 10 ) devient la so­

lution périodique du système (2.II ) qui pour l es conditions initiales (2. 12 ) est 

T-périodique et même p T-périod.ique pour p entier. 
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Nous avons donc: 

{ 

{x(pT ,a,b, 11,j,o)J ~ ~o 

{ y(pT',a,b, h,j,o)}A =o 
J 

= a 

= b 

(2.17) 

La relation (2.14) étant vraie pour toutes valeurs de 5 et J , et pour ~~ = o, 

l a relation (2.10) avec ( = o admet donc l a solution nulle. Elle admet d' autre 

part l a solution 

En conséquence 

(2.18) 

car deux solutions d'un système égales en un point ,sont partout égales. 

Pour que la solution (2.15) du système complet soit 27'/-périodique, il faut et 

il suffit que : 

[ x] = x(2 n ,a,b, /3j,é. ) - x(o,a,b,flj,é) = 0 

[ y J = y(2 'tl , a ,b,flj,é.) - y(o, a,b , J,..j, E:) = 0 

[Ua] = u (2 71,a,b, ~ ., t: ) -u (o ,a,b, p, ., é.) = 0 
s J 6 J 

(s = 1. , ••• ,m) 

c'est-à-dire , d' après (2. 16), il faut t il suffit que: 

[x] = x (217, a,b,Jj, €.)-a 

[Y]= y(27',a,b, /}j, E. - b 

fusJ = u/2-p,a,b,pj, t:) -/3 8 

= 0 

= 0 

= 0 (s = ~, ••• ,m) 

Si nous écrivons les termes linéaires de la solution (2.15), nous avons: 

x( t ,a,b, ilj' t) = A}t) a+ Bt (t ) b + C:t( t ) é+ •... 

(2.19) 

y(t,a,b, ~j' eJ = A2 (t) a. + B2(t ) b + c2(t) f+ •••• (2.20) 

u(t,a,b,~.,€) =A (t)/,-tt- .... +A ( t )J +D E + ••••• s • J s -1 />:t sm />m s 

où les petits points r eprése~tent les termes non linéà.i.res. 

Il n'ya pas d' autres termes linéaires . 

En effet, montrons le par exemple pour les équations (2.20 )~, 2• 
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Supposons que (2.20)1 et (2.20) 2 contiennent des termes en~ j : 

m 
x(t,a,b,}j,€) = A_/t)a +B;t<t) b + C.t(t ) é+f= 1 Ei (t)ji + •••• 

m 
y(t,a,b,~j ,€) = ½(t)a -:. B2 (t) b + c2 ( )E+ 1.=.11!"'1 f'i + · ••••• 

En ref ortant dans (2.I0)1 2 et en identifiant les t ermes de mêmes puissances 
' • 

en ~j on obtient l e système: 

= -

= 

avec les conditions initiales Ej(o) = Fj (o) = o d'après (2.16). 

Ce système dmet l a solution: 

Ej{t) = K1j cos pt+ K2j sin pt 

Fj(t) = Kfj sin pt - K2 j cos pt 

On déduit des conditions initial es que K1j = K2j = o Vj 

et donc 

Nous désirons exprimer À. comme une f onction analytique de a,b et é. Mais nous 
, J 

devons nous assurer que cela est possible. Pour cela écrivons la condition de 

périodicit é (2.19) 3 en nous limitant aux t ermes linéaires cqmme en{2.20)
3 

A 
1 

(2 h) ,/ + • •••• + Â (2 7') J + D é. + •••• - A = o a />-, sm t> m s s 

ou 

A ,, (2 D) 1., + ••• ••• +IA {2 ,-1) - t) J + •••• + A (2 11) J. + D e + •••• =o (2.21) 
S J I~~ \'ss t1s sm /~m s 

D 'ar,rès l e théorème des fonctions impl icites, pour que ft . = f.,. ( a , b, €") nous devons 
J J 

avoir que le j acobien de ces équations par r apport à~, •..• , À en a =b =A =•••• 
1 1~ m ~ 

=~ m= f = o soit non nul. Autrement dit , i l faut que : 

AII (2 "ll )- :t 

A2I( 2 ~) 

A12 ( 2 17 ) - - - - _ A? ll ( 2 n) 

A22 ( 2 11)-~ - - - - A2n ( 2 11) 

\ 
1 

I 

1 
1 
1 

A (2/7) -:r nn 

(2.22 ) 



soit 1 o. C' est bien l e cas. 

Démonstration. 

Les valeurs A
8

j vérifient l es équations 

d A
6

j (t) 

dt 

avec l es conditions initi1l es 

A (o ) = 1 , 
SB 

= bs A A . (t )+ •••••• +b A . ( t ) 
~ 1J sm mJ 

A . (o ) = o 
SJ 

(s,. j) 
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(2. 23 ) 

(2.24) 

Les ·équations (2. _23) proviennent de_ (2..10 )
3 

et l es égalités (2.24) nous sont données 

par (2.1&)
3

• 

Si (2.23) est considéré comme un cas particulier de système à coefficients pério­

diques et s i D (f) expr ime son déterminant caractéristique alors d'après (6J p. 44~-~➔2 

nous avons que Ll = D {1) 
Les exposants caractéristiques de (2.23 ) sont les valeurs propres de l' équation 

caractéristique (I.5 ) laquelle n ' admet pas de racines+ k i où k entier, vu no­

tre hypothèse concernant (I.3 ) au début de ce paragraphe. Par conséquent , il n'y 

a pas de multiplicateur caractéristique égal à 1. ,c'est-à-dire que D ( f') n'admet 

pas da racine égale à ::t. et donc Â est non nul. 

Par ,conséquent ,les équations (2.19)
3 

ou (2.21 ) sont 

et nous pouvons t rouver l es /a comme des f onctions . s 
nulent pour a= b = € = o 

résolubles par rapport à â 
6 

analytiques de a , b, E: qui s 'an-

s = 1. , •• • ,m (2. 25). 

.Mais elles s ' annulent encore pour E. = o et a , b # o parce que les f onctions u 
s 

en vert~e (2.18 ) s'annulent pour /!4 = ••·• = P m= € = o pour toute valeur de 

t,a ,b, alors: 
A ~ ( a , b, o) = o (2 .26 ) • 

Si nous portons (2.25) dans (2.19 )1 , 2 , nous avons 

{

x(277,a,b,;11( a ,b, é. ),E:)- a= o 

y ( 2 't/ ,a, b, t-,f(a, b, E.), t) - b = o ( 2. 27 ) 

qui sont deux équations par rap~ort aux i nconnues a,b. 
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D'après (2.20 )1 , 2 * 

x (2 "n, a,b ,,Â!( a ,b,o),o) == A:J. (2~ )a. + B.1(2 q) 

. y (217 ,a, b, Atca, b,o) ,o) == A2 (2") + B2(2 Ï/) 

b + 

b + 

••••••• 

••••••• 

où les petits points représentant les termes non linéaires et indépendants de é . 

Donc: 

x(2 71,a,b,A1 <a,b, f),9 = x(2t1,a ,b, /4*( a,b~) ,o) + C
7
(27')é+é p~(a,b,f_) 

y (2ï1,a,b,/41(a,b_, f.),9 =y(2n,a,b,~j( a,b ,o),o)+c2(2;?)é+ E.~2 (a,b,E.) 

où d_ (a , b ,f) représentent les termes non linéaires dépendant de É. 
Yi _ 

Et pa~ (2.19) nous avons 

{

'x(~77,a.,b,f1 (a.,b ,o),~ - a+ E{[c1J+ 9\(a,b,é)J 

. y ( 2 7', a, b, fl r (a , b, o) , o) - b + E { [ C 2] + ç6"
2 

( a , b , € ) } 

car C :t ( o) = c
2 

( o) = o 

et par (226 ) nous avons 

d' après (2.16) 

= 0 

= 0 

{ 

{_ x(2/, ,a,b,)j,o)} fr - a +E { [ C1] + ,f. (a,b, l': ) f. o 

{ y(2'n ,a, b, ,4j, o) j)j=o - i- + é { ( c2J + <;ô2 (a ,b, é) } • o 

D'autre part, d'après (2.13) nous avons 

2l/=pT+h 

où h = - 2 ;,r R21 (a.
2 

+ b2)1 + •••• 

(2.28) 

1 dy(t, a, b, /,... ,o )J { 
{ y{ pT ,a,b,/4.,oiL +h dt J + .... -b+t, [C21+4>2(a,b,~) 

J J Pj=o ~ et' =o, t=pT 

Du fait que l es fonctions{ x(t,a,b, ~j,o)~j=o et{ y (t,a,b,~j,o)}~j= 
0 

sont pér iodiques et vérifient (2.7), 

= 0 



{
' 1 =-p y(t,a,b,Ji,.,o)J. +X 

J /J.=o,t = pT 
. J 

=- p b+X d'après (2.17) 

, l dy(t,:: b, Aj ,o) J 
~j=o,t=p'! 

=pa.+Y 

Et donc en vertu de (2.17) 

a.+ h(-p b +X)+ ••••••• - a. +t{ [c~] +<4\} = o 

b + h(p .a+ Y)+ •••••••• - b +Ef[C2] +q:> 2}= o 

Pa.r conséquent: 

• 2 2 1 

{ 

2 -f, p ~/ a + b ) b + ••••• 

2 2 l 
- 21} p ~l ( a. + b ) a + •••••• 

+ q>-:t (a, b, é ) 1 = o 

+~(a,b, é.. ) } = o 
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où les termes qui ne dépendent que de a et b, sont d tordre 2 1 + -1. par rapport à 

ces valeurs . 

Démontrons qu 'au moins une · des valeurs [ C
1 
l ou [ c 21 est non nulle. 

qui vérifient (2.10) r et enons uniquement les termes en & 

* = - p c2 + f (t,o,o,o, o) 

* =- p C-:J. + F (t,o,o,o,o ) 
• 

avec les conditions initiales C1 (o) ::, c
2 

(o)=o (2.33) 

:;>{C-1.. (t)= ~(t) + t(c...,P cos pt+ D-,p 13in pt) + A,.,, cos pt+ B~ sin pt 

c2 (t)= c 2(t) + t (c2Pcos pt+ D2p sin pt)+ A2 cos pt+ B2 sin pt 

où A~= A2 = o vu (2.33) 
• 

::>iëA (t) = C (t) + C cos pt + D sin pt + t{-p C ·sin pt+p D cos pt\+pB cos pt 
• .,. 1 -tP ~p 1P 1P "/ ::t . . "--" 

c2 (t) = c2(t)+C2p cos pt+ D2p sin pt +tt-p c2p sin pt +p n2p cos pt)+p E2cos pt 

mais d'après (2.32) et (2.5) 
Oc:> 

{ 

ê 1 (t )= -P[ê;(t)+t(c2p cos pt + D2p sin pt)+B2 sin p~+A10 + i}A1ncos_ nt +B1n 

sin nt) 

ê/t)=p [è~ (t)+t(c1P cos pt +D 1P sin pt)+ B~ sin pt J+B20 + Cc½n cos nt + 

B2n sin nt) 



en identifiant on trouve 

( 1) D1P = - C2p 

(2) D ~ = C 
2.t' -tP 

(3) 

(4) 

(3) + (6) 

(4) - (5) 

:::;>C =D = 
-tP 2p 

nB +D = A 
r ::Z 2p 1P ; 

' 
pB,

2 
+ D - B ; 

1P 1P 

A1P + B2p 
2 

B -A 
1p 2_p 

2 

(6) 

pB2 - D1P = A2p 

-pR~ + D2p = B2p 

~ -{ C:1(t) = 

c
2
(t ) = 

l. (A + B'.2p) t cos pt+! fa - A2p) t . sin pt ·+ c:(t) 
~ 1P 2 :tP 

~ 1_ (B - A2p) t cos pt + :!. (A + B
2 

) t sin pt + c; (t) 
2 1P . 2 1P P 

où C; , c{· sont des fonctions 2 77-périodiques en t. 

9{ f c1] = (A + B'2 ) n · 1P P 

[ C2] = - (B1P - A2p) 77 

;,. .J 71 
2 

= - J.i, 71 

. Au moins une des valeurs fc~J• [C2 ] est donc différente de zéro. 

Nous allons,à présent, résoudre (2.31 ) ,nous devons trouver les racines a ( €..) 

et b. ( E ) qui s'annulent pour E. = o. 

Pou~ cela posons: 

)) = f. 21+ '1 
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1 (2.34) 

1) 21+:J. En remplaçant dans (2.31) et en divisant par Y ,nous obtenons: 

[ c-1 1 +.)) r/>-,*< p(, , ~ 2'_JJ) = o 
(2.,35) 

[c2J+ y szS1 ( ~' Dt"2, VJ = 0 

Pour)) = o, nous avons une seule solution réelle car pour )) = o nous avons: 

2 2 l 
2 7!p H (cx(o) + o( (o) ) -/ (o) 

21 ~ 2 '-'\ 2 

2 2 
_ 2 7T p li ( o(( O) + cO("' ( O) )1 o(' ( O) 

21 ~ 2 .1. 

" _/(o ) 
,ou 0\ i = o( i ( ~ = 0) i = 1.' 2 



De (2.36) nous tirons: 

ex (o) 
'1 = 

o( (o) -
2 -

1 

- [cJ 

En utilisa.nt (2.37), nous trouvons : 

,.J (o) -
'-"-1 -

~I (o) 
"""2 = 

~ar conséquent ~ ( 0 ) 

21+y217p H21 {[c,)2 + [c2J2J 1' 

.. [c,] 

2l+v 2Tfp ~{[cJ2 + [c2]2} 1 t 

ou o{ ~o) est différent de o. 

Nous avons déjà la condition (2.36 ) qui peut s'écrire : 

F (o<, é ) (o) 
ci= q 

=o 

é. = 0 
Nous devons encore vérifier que le jacobien 

dét [ d .:,<.,_"- 1 t ) 1= <( (o) ,' o 

!= 0 

21+1 103 

Ce jacobien s'écrit: 2 2 1 ~ 

4 772 p2 H~12l ( o(i o) +et~ o) ) - 'lt'} o )c(2 ( o) 

t 2 2 1-i 2 2 2 l 
12l(c/o)+ct (o) ) q (o) (c (o) +c.y (o) ) 

'4 2 2 + o(.1 2 
1 

2 2 1-1 , 2 2 2 1 
_2l(c{ (o)+</o) ) c{ (ô )+(C\'(o )~(o) ) 

i. 2 i 1. 2 
-21ci o>2 c;< (0>2)1-:t..,(o) ol.:. (o) 

~ +2 c.-\1 2 
2 2 21 

.., 4 71 2 p2 H~l (1.+21) (c(, (o) +o(1o)) 

# o 

car cl. 
( 0 ) .,...; ( 0 ) 

.., ou "'2 ; o 

Il existe donc une seule solution réel le des équ~tions (2.35) au voisinage de V=o 
et cette solution s'écrit: 
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~ = 0/ (o) t:,/ (1) Ci. (2) )) 2 
~ ::f. + --i + 1 + • • ••• . 

c< 2 cl. 
(o ) ~ (-1) 0((2) )) 2 (2.41)._ = 2 + 2 + 2 + • •••• 

où l es parties droi tes sont des f onctions analytiques de Yau voisinage de Y= o 

Aut rement dit (2.31) une solution réelle 

(o) (1) ~, 2 
a o(:t )) + cl-1 Y + ••.••• 

(o) (-1) y 2 
b = o< 2 )) + o( 2 +. • • • • • 

Alors en remplaçant dans (2.25) a et b par la forme trouvée, nous 

comme fonc t ion analytique de la valeur Y et en remplaçant a,b,/4 
s 

obtenons /3 s - . .. 
dans ( 2. I 5) , 

nous obtenons la sol ut ion 2 71 -périodique de ( 2. IO) qui vérifie les condi t::..ons du 

théorème. 

cqfd. 

III. LE CALCUL PRATIQUE DES SOLUTIONS Rl!SO.mANTES. 

Nous cherchons les séries: 

(res) x(-1 ) E 
-1 

+ x(2) 
2 

X = '2I+'1 [ --21 +1 + ••••• 
1 2 

( res ) = /-i) € ~ + /2) é. 21+1 (3.I) . y + ••••• 

(res ) 
1.. 2 

X (-1 ) 21+-i ( 2 ) 21+-:l 
B = X é + X + ••••• 

s B 

où x( i ) , /i), x
8 
(i) sont des coefficients 21! -périodiques inconnues. En vertu 

de la déc~nstration du théorème précédent nous savons que la solution 211-périodi­

que de ( 2.I) qui correspond à la solut ion générat r ice triviale est de cette fo rme. 

Nous reportons (3.I) dans (2.I) afin de déterminer les coefficients. 

d /res ) 

dt = -
( res ) X ( ( r es ) ( r es) ( res) ) f ( t ( res) ( r es) ( res) c ) p y + x ,y , xj + ,x ,Y ,xj , c 

d ires) ( res ) Y( ( res) . (res) ( res )) c F(t ( res ) ( res ) ( res) 
dt = px + x ,y , xj + c ,x ,y ,xj , Ê} 

d x (res ) 
s 
dt 

m 
=L 

i=1. 
b . x~res ) + E F (t (res) (res ) (res) t ) si l. B ,x ,Y , xj , . (1 = ~, ••• ,m) 

k 
ce qui donne en identifiant les coefficients de € 21+-:t. -k = -1,2, ••• 
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d x(k) 
p /k) + /k) = -dt 

d ik) 
= p x(k) + F(k) 

dt 

d x . (k) m 
b . /k) + F(k) s :-?-= dt l.= Sl. l. s 

'f(k) F(k) F(k) 
OU l , , s sont des fonctions analytiques des coefficients périodiques 

•(i) (i) x(i) pour 
X t y , S i < k. 

(i) 
X t 

(i) (i) 
y t X s 

étant déjà calculés pour i < k • 

Les équations (3. ·2)
3 

déterminent bien /k) car (I.5) n'admet pas de racine nulle. 

Nous portons alors cette solution x~k) d'.:.ns (3.2)1 , 2• En ce qui concerne les équa­

tions (3.2)
112

, nous avons l a solution 2TI -périodique. 

x(k) = l\ cos pt - Nk sin pt + x{ (t ) 

(k} 
y = ~ sin pt+ Nk cos pt+ y; (t ) 

où X: (t), .~(t) sont -des solutions particulières du système non homogène 

C3- 2>1, 2 
~, Nk sont des constantes arbit raires. 

Pour que les équations qui déterminent x(k) et y(k) possèdent une solution pério­

dique , il faut et il suffit d'avoir la condition 
(k) (k) • 

a 1.p + b 2P = 0 

- b(k) 
-!p 

(k) 
- a = o 

2P 

- -{d'après les calculs qui donnèrent (2;.6 )). 

où a(k) et b(k) sont les coefficients de cos pt et sin pt dans le 
~p ~p 

dévelofpement de f(k). 

a(k) et b(k) sont l es coefficients de cos pt et sin pt dans le dé-
·2P 2p (k ) 
veloppement de F • 

Les équations (3.4) permettent de trouver les constantes~ et Nk qui entrent 

dans (3. 3) , i, Ni , i < k, étant déjà trouvées. 
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Indiquons les propriétés suivantes de l' équation (3.4) qui peuvent être vérifiées 

faci lement. 

I ) Ces équations sont i dentiquement vérifiées pour k < 21+ -:t. • 

2) Pour k = 2l+â , ces équatioi1s contiennent seulement les constantes M-i et N-:1 • 

Elles sont non linéaires et ont une seule solution réelle,M1 , N4 • 

Nous pouvons facilement voir que 

M,:1 = C\ (o) et N/4 = c(1o) où cx!o ), ~~o ) sont données par (2.38). 

3) Pour k = 2l+j (j > -:1.), ces équations ne contiennent que Uj et Nj et les cons­

tantes i, Ni ( 1. ~ i < j) qui ont ét<l calculées auparavant. Ces équ:l.tions sont 

linéaires par rapport à Mj, Nj. 

IV. SOLUTION PERIODIQ E {x~p)}. 

Nous recherchons à présent les solutions périodiques du système (1.7) qui pour-­

E. = o deviennent 

{ ~ (p) (t+h), °} (p\t+h), ~ ~p) (t+h)} 

(cfr paragraphe I duCbapitre 2) 

Notons cet te solution: f x(p) ,y(p), x~p)} 

Si nous considérons le système (I.I), nous noterons cette solution: 

et pour l e système générateur (I.2), l a solution sera notée 

{ 
(p) l 

Î s (t+h) J 

(4.1) 

Pour qu'à chaque solution périodique (4.4) corresponde une solution périodique 

(4.3) du système (I.I), il f aut que l a constante h vérifie l'équation: 

217 ( 
P(h) =J · f_ fi (t, t p (t+h), •.. , ~ (p(t+h),o) l.f. dt=o (4.5) 

o i=1 1. • m 1 

où 'fl( t ) est une solution périodique du système adjoint au système aux variations 
du système générateurs 

d~ s 
dt = a ~ 

Si 
* + •••• + a \ + X ( ~ , ••• , ~ ) sn n s '1- n 



Le système (4.6) possède l'int égrale première 

li ( ~'1 , •••• , ~ n) = constante 

alors l'équation (4.5) peut s'écrire: 

P(h) 

0 

n. 
~ 

i=-i 

En vertu des résultats de la première partie, 

(4. 7) 

dt= o 

ei d P(h) F o , alors il existe une et une seule solution périodique du 
a h 

système (I.I) et cette solution est analytique par rapport A E • 
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CONCLUSION. 

Dans la première partie , nous nous sommes intéressés à la symé­

trie dans la méthode de HALE-CESARI. 

Nous avons présenté les résultats de la théorie de HALE sur laquelle nous nous 

sommes basés, nous avons démontré un certain nombre de pro~riétés des solutions 

périodiques d'un système ayant la yropriété (E) par rapJ;ort à une matrice s. 
(Elles se trouvent résumées dans les t héorèmes 1,2 et 3 pp.19,20 et 23). Nous 

avons alors explicité la méthode de HALE sous forme itérative. Ensuite, nous a­

vons défini ce que nous entendions par fonctions symétriques par r~pport à une 

matrice constante S et nous avons démont ré plusieurs pro1,riétés de ces fonctionà. 

Nous basant sur nos r ésultats, nous a ons recherché l'incidence de la propriété 

(E) du système sur les équations de b." furcation en donnant w1e forme adéquate 

aux matri ces </) et Y définies en p.I. Cela nous permit de particulariser 

la méthode i térative dans le cas où l ' on ne recherche que les solutions symétri­

ques du système. Nous avons alors illustré notre théorie en l'appliquant à une 

équation particulière. Ensuite,nous avons considéré le pass~ge d'un système pério­

dique non linéaire à un système à co(?fficients constants et nous avons découvert 

que si nous voulions conserver la propriété de symétrie du système, nous riétions 

.pas certains qu•~près transformation , les -solutions conservaient la même période, 

nous pouvions seulement affirmer que la période était doublée. 

Enfin, nous awns présenté les résultats de HALE concernant les systèmes admettant 

une ou plusieurs i ntégral es premières et nous avons décidé de r ésoudre l'exercice 

proposé par ce dernier. 

Dans la deuxième p~rtie, nous avons d 'abord étudié dans un pre­

mier chai,•itre les systèmes de LYAPUNO V. Après avoir défini ces systèmes, nous en 

avons recherché les· solutions périodiques. L'essentiel des r ésultats se trouvent 

rassemblés pp.67 à 69. Nous avons ensui te indiqué l a. construction pn.tique de ces 

soluti ons en séries de puissances de la condition initiale c de x .Un exem­

ple illustre cette construction. Puis nous avons étudié l es pro1riétés de ces so­

lutions lorsque les conditions initiales de x et y sont de petites valeurs 

a et b arbitraires et que les valeurs initiales de x sont des fonctions analj"­
s 
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tiques de a et b et nous avons recherché une expression de l 'l p-:riode en fonc­

tion des conditions i nitiales a et b. 

Dans un second chapitre, nous nous sommes i nt éressés aux sys­

tèmes proches des systèmes de LYAl'UNOV, nous en avons d'abord étudié les solutions 

génératrices puis lapolution périodique correspondant à la solution génératrice 

triviale. Ensuite nous avons démontré le théorème p.94. Sur base de ce théorème, 

nous avons indiqué le calcul pratique des solutions résonnantes sous forme de sé­
-1 

ries de puissances ~ l l r-1 • Enfin,nous avons recherché les solutions périodi­

ques correspondant aux solutions génératrices non tri vialcs. 

• 
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