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1 Préface

Ce mémoire s’inscrit davantage comme un résumé non-exhaustif des diffé-
rents sujets dans lesquels la théorie de Galois interfére que comme une véritable
présentation rigoureuse de toute cette théorie. Le premier chapitre est consacré
a la théorie de Galois classique, celle développée par Galois, mais sous sa forme
moderne. Ce dernier est plus complet que les chapitres suivants car il est a la
base de tous ceux qui le succédent. L’objectif visé est de formuler une présen-
tation plus simple que ce que I'on peut trouver dans les livres ou dans les cours
connus de cette théorie et de démystifier certains points pour les néophytes.
Ainsi, jespére exposer une approche que j’aurais aimé avoir lue lors de mes
premiers contacts avec la théorie de Galois. Le deuxiéme chapitre est consacré
a la théorie de Galois infinie, un premier prolongement de la théorie de Galois
classique aux extensions algébriques de degré infini. Cette théorie, pourtant im-
portante, est assez peu exposée dans les livres sur la théorie de Galois et le but
de cette section est de coupler la théorie quelque peu abstraite avec des exemples
assez concrets. Le troisiéme exhibe les liens entre ’arithmétique des extensions
de Q et le groupe de Galois associé. Ce chapitre explicite comment la théorie
de Galois s’inscrit naturellement dans une théorie plus ancienne qu’elle : La
théorie des nombres. Le quatriéme présente succinctement la théorie de Galois
différentielle. Celle-ci posséde de nombreuses analogies avec le premier chapitre
mais 'objet principal de cette section est ’équation différentielle linéaire. Le
cinquiéme chapitre porte sur la théorie de Galois des revétements, une théo-
rie qui montre qu’il existe une correspondance galoisienne entre revétements et
sous-groupes du groupe fondamental de 1’espace topologique de base.

Si le chapitre 3 semble assez court, il est, avec la théorie de Galois classique,
celui qui m’a demandé le plus de temps a étudier et & digérer. Ce dernier a
littéralement décentré mon point de vue général des mathématiques et j’y ai
découvert une magnifique théorie, riche de connexions et d’interprétations pour
I’algébre, I’analyse, la topologie et la théorie des nombres. Vous ’aurez compris,
la théorie algébrique des nombres, de par son histoire, est une théorie gigan-
tesque. Ce chapitre ne représente donc qu'une infime partie qui, je 'espére, se
suffit & elle-méme. Du reste, les deux derniers chapitres, encore plus courts, ne
sont pas a la hauteur de ce que j’avais envisagé. Les démonstrations de la théorie
de Galois différentielle nécessitent un certain nombre de notions de la géométrie
algébrique que je n’ai pas eu le temps de maitriser. Le chapitre sur les revéte-
ments se voit, lui aussi, tronqué par le temps malgré ma lecture attentive de
quelques ouvrages du domaine.

Mots-clefs : Théorie de Galois, théorie de Galois infinie, topologie algé-
brique, théorie algébrique des nombres, théorie de Galois différentielle.
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3 Théorie de (Galois classique

La construction de ce chapitre se base sur plusieurs ouvrages. Pour une
approche lente mais pédagogique (on y atteint le théoréme fondamental de la

théorie de Galois aprés plus de 90 pages) on a ,,,. Pour une pré-
sentation plus compléte (mais plus rapide) qui dépasse le cadre de la théorie

classique il y a ,,,, (le premier et le dernier sont en frangais, il
y en a une myriade d’autres). Pour un retour aux sources, le mémoire de Galois
est disponible en ligne : voir . Pour l'oeuvre trés connue d’Emil Artin, (sur
laquelle beaucoup se sont basés pour écrire leurs cours sur la théorie de Galois
classique) il y a le fameux [3].

3.1 Introduction

On trouvera plus d’information sur la vie d’Evariste Galois dans .

Evariste Galois (1811-1832) est un mathématicien francais connu a la fois
pour ses travaux en algébre mais aussi pour sa vie qui fiit particuliérement courte
et tumultueuse. Si Galois est présenté comme le Rimbaud des mathématiques,
celui-ci n’est pas parti faire de la contrebande en Afrique aprés avoir terminé son
oeuvre. En effet, ce dernier est mort & 20 ans (dans un duel improbable), avant
méme de se faire connaitre de ses contemporains. Cependant, rien d’abracada-
brantesque dans son travail ; c’est aujourd’hui un embléme des mathématiques.



Grand lecteur de Gauss (1777-1855), sa théorie trouve son inspiration dans "Dis-
quisitiones arithmeticae" ainsi que dans la théorie des groupes et des équations
algébriques de Lagrange (1736-1813). La théorie de Galois telle qu’elle est en-
seignée aujourd’hui est née au fil des années et des contributions de nombreux
savants, bien aprés la mort de Galois. L'originale se trouve dans une lettre
adressée & son ami Auguste Chevalier (1809-1868), rédigée dans les derniers
jours avant son décés (d’une balle dans le ventre, pendant le duel fatal). Avant
cela, et aprés que son manuscrit ait été perdu par ’académie des sciences, Galois
tentera de présenter son mémoire a de grands mathématiciens comme Poisson
(1781-1840) ou Fourier (1768-1830), mais sans succés car le premier ne voyait 1a
qu’un résultat confus et similaire au mémoire d’Abel (1802-1829) et le second
décédera avant de l'avoir lu. Incompris de son vivant, il faudra attendre prées de
15 ans pour que sa théorie soit présentée dans le Journal de Liouville, et ce grace
aux efforts de son ami Auguste et de son frére Alfred Galois. Cependant, avec
limpulsion des travaux de Sophus Lie (1842-1899), ce n’est que vers la fin du
19-iéme siécle que sa théorie est reconnue, non pas comme simple apport parmi
d’autres a la théorie des équations algébriques, mais bien comme un résultat
centrale de l’algébre moderne. Finalement, ce sont des mathématiciens comme
Emil Artin (1898-1962) qui moderniseront I’expression générale de cette théorie
afin que celle-ci soit utilisée aussi bien dans les recherches contemporaines que
pour faciliter son enseignement.

En termes modernes, 1'objectif initial de la théorie de Galois est de donner
une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une équation polynomiale

fX)=X"4+a, 1 X" '+ a1 X +ay=0

soit résoluble par radicaux. Par définition, la résolubilité par radicaux revient
& se demander s’il est possible d’exprimer les racines de f en termes de combi-
naisons de produits, sommes, différences, quotients ou racines k-iéme des coef-
ficients de f. Pour le degré 2 il est bien connu que le polynéme aX? + bX + c

posséde les racines
—b+ Vb? — dac
2a ’

et que cette formule fonctionne pour tout a,b,¢c € C et a # 0. Au vu de l'ex-
pression des racines, il est clair que tout polyndéme de degré 2 est résoluble par
radicaux. Il existe des formules similaires pour les polynémes de degré 3 et 4
ce qui fait de ces derniers des polynomes résolubles par radicaux. Pour le degré
5 le probléme se complexifie. Evidemment, pour un polynéme donné de degré
quelconque avec des coefficients bien choisis, il est toujours possible de détermi-
ner les racines de maniére exacte. Cependant, et c’est le résultat du théoréme
d’Abel-Ruffini, pour un polynéme générique de degré au moins 5 il n’existe pas
d’expression par radicaux pour exprimer ses racines. Ainsi, il est parfois possible
de résoudre un polynome de degré 5 par radicaux, par exemple

1,2 =

X°—15X*4485X3 —225 X% +274X —120 = (X —1)(X —2)(X —3)(X —4)(X —5),



mais parfois pas, par exemple pourE|
X5 —4X +2.

La condition nécessaire et suffisante de résolubilité par radicaux de la théorie
de Galois nous dit qu'un polyndme est résoluble par radicaux si et seulement si
son groupe de Galois est résoluble. Ainsi, la différence entre les deux polynémes
précédents est que le premier posséde un groupe de Galois résoluble tandis que le
second pas. Le théoréme de Galois est par conséquent un résultat plus précis que
celui d’Abel-Ruffini. Mais sa théorie ne s’arréte pas 1a. En effet, il y a un autre
théoréme, plus fondamental encore, qui définit une bijection entre I’ensemble des
sous-groupes du groupe de Galois et I’ensemble des corps intermédiaires & deux
corps définis par le polynéme considéré. De maniére plus abstraite, la théorie
de Galois est un outil puissant pour étudier la théorie des corps par la théorie
des groupes.

Aujourd’hui la théorie de Galois classique s’étudie en plusieurs étapes. Celle-
ci nécessite des connaissances en théorie des groupes (avec les notions d’ordre, de
sous-groupe, de classe d’équivalence, de groupe quotient, d’homomorphisme de
groupes etc...) en théorie des anneaux (avec les idéaux, l'intégrité, les anneaux
quotients ainsi que les homomorphismes d’anneaux, les théorémes d’isomor-
phismes etc...) et puis il faut une certaine familiarité avec les polynomes. Nous
pensons qu’il est utile d’avoir une vision assez globale de la théorie des corps
pour comprendre le décor général et voir pourquoi la théorie de Galois déborde
et échappe a son objectif initial qui était restreint a la résolution des équations
algébriques.

Nous présenterons donc la théorie de Galois classique en suivant les étapes
suivantes : D’abord des rappels généraux sur les corps, les anneaux et les poly-
nomes. Ensuite nous démontrerons les propriétés générales des extensions algé-
briques. Aprés cela, nous serons en mesure de définir le groupe de Galois d’une
extension et d’exposer les lemmes et les théorémes nécessaires a la démons-
tration de la correspondance galoisienne (théoréme fondamental de la théorie
de Galois). Le reste du chapitre est une succession d’applications non exhaus-
tive. Parmis celle-ci on compte : les extensions cyclotomiques, les extensions
cycliques, la résolubilité par radicaux et la construction a la régle et au compas.

3.2 Rappels sur les corps et les polyndémes

Cette section ne concerne que des rappels. Commencons par définir I’objet
principal de la section.

Définition 3.1. Un corps est un anneau commutatif unitaire tel que tout élé-
ment non nul est inversible.

Example 3.1. Q, R, C sont des corps pour les opérations d’addition et de mul-
tiplication usuelles.

1. Voir 'exemple W



Par la suite nous ne rencontrerons que des corps commutatifs, c’est-a-dire
des corps tels que la seconde loi de composition interne est commutative (en
Poccurrence la multiplication usuelle pour les corps qui nous intéressent). Nous
désignerons par "corps" tout corps commutatif. De méme, les anneaux considé-
rés sont toujours unitaires. Afin d’éviter les répétitions inutiles, nous utiliserons
le terme "anneau" pour désigner tout anneau unitaire.

Définition 3.2. Un anneau commutatif A est intégre si pour tout a,b € A on
aab=0 = a=00ub=0.

L’intégrité d’'un corps est automatique. En effet, si a,b sont des éléments
non nuls d’un corps alors ab = 0 implique que 0 = abb™!' = a ce qui contredit
I’hypothése. A partir d’un anneau commutatif intégre on peut construire un
corps appelé corps des fractions de cet anneau.

Définition 3.3. Le corps des fractions d’'un anneau commutatif intégre A est
défini et noté

Frac(A) = {ab1 |a,be Aet b O}.

Cet objet est bien défini, la preuve est omise.

Définition 3.4. Un idéal I de I'anneau commutatif A est un sous-groupe additif
de A tel que pour tout = € I et pour tout a € A on a xa € I.

Un idéal est dit trivial si I = A ou I = 0. Un idéal est dit principal s’il est
généré par un seul élément. Dans ce cas nous noterons (a) 'idéal généré par
I’élément a € A.. Si A ne posséde que des idéaux principaux on dit que A est
un anneau principal.

Example 3.2. Les idéaux de 'anneau (Z,+,.) sont les sous-ensembles nZ =
{multiples de n} pour tout n € Z. Tous ces idéaux sont principaux, par consé-
quent Z est un anneau principal.

Définition 3.5. Un idéal est dit M C A est dit maximal s’il n’est contenu dans
aucun idéal propre de A.

La propriété importante des idéaux premiers est que A/M est toujours un
corps.

Proposition 3.3. Les idéauz d’un corps sont triviaux.

Démonstration. Soit I un idéal d’un corps K. Si I = {0} il n’y a rien & montrer.
Supposons que I # {0}. Si a € I est non nul, alors il existe a=* € K. Par
conséquent a 'a =1€ . Déslors I = KI = K. O

Définition 3.6. Soient A et B deux anneaux. Un homomorphisme d’anneaux
¢ : A — B est une fonction vérifiant

— ¢(ab) = p(a)p(b)

— pla+b) =p(a)+¢(b)



— p(la) =15
pour tout a,b € A.

On parle d’homomorphisme de corps lorsque A et B sont des corps. Le
noyau d’un homomorphisme d’anneaux commutatifs est un idéal. En particulier,
lorsque A est un corps on voit par la propriété[3.3|que Ker(p) = {0}. Le résultat
suivant découle directement de cette observation.

Proposition 3.4. Tout homomorphisme de corps est un injectif.

3.2.1 Caractéristique d’un corps

Soit K un corps, 1x son élément neutre pour la multiplication, et soit I’ho-
momorphisme d’anneaux
@:Z—>K:n>—>n.1K:1K+~-~—|—1K.
—_——

n

La caractéristique de K, notée Car(K), est définie comme suit. Si Ker(¢)={0}
alors K est dit de caractéristique 0. Sinon, comme Z est un anneau principal, il
existe un entier positif n > 0 tel que Ker(p)=nZ et K est dit de caractéristique
n. Si Car(K)=0, alors ¢ est injectif et Z s’identifie & un sous-anneau intégre
©(Z) de K. Le corps des fractions de ¢(Z) est le plus petit sous-corps de K, il
est isomorphe au corps des fractions Q de Z. En conséquence, le cardinal de K
est infini. Comme K est intégre, si Car(K)=n, alors n est un nombre premier.
En effet, supposons qu’il existe deux entiers 1 < a,b < n tels que n = ab. Alors

0=n.lg =(ab).1g = (a.1lg).(b.1k),

donc a.lx = 0 ou b.lg = 0, ce qui contredit la minimalité de n tel que
Ker(p)=nZ. Dans ce cas, Z/nZ est isomorphe au plus petit sous-corps de K.
Comme tout corps de caractéristique 0 est infini, tout corps fini est de caracté-
ristique p > 0. Il existe cependant des corps de caractéristique p > 0 mais de
cardinal infini. On peut citer par exemple F,((¢)) le corps des séries de Laurent
a coefficients dans F,, = Z/pZ. Du fait qu’ils ne contiennent pas de corps plus
petits qu’eux, les corps Q et IF, sont appelés des corps premiers. Leur place
est donc objectivement centrale. La théorie de Galois se veut la plus générale
possible, il sera cependant pertinent de distinguer ces corps car ceux-ci ne se
comportent pas toujours de la méme maniére. Par la suite, lorsque la caractéris-
tique du corps en question n’est pas précisée, le lecteur peut supposer le résultat
indépendant de celle-ci.

Remarque 3.5. Soient z et y des éléments d’un corps K. La grande différence
entre un corps de caractéristique p et un corps de caractéristique 0 est que dans
le premier

(x+y)P = 2" +y",

tandis que dans le second on a la formule classique du binéme de Newton

p
(x+y)P = Z Chatyr=F.

k=0



Pour expliquer cela, supposons que Car(K) = p. En développant (z + y)? on
retrouve la formule de Newton mais pour chaque 1 < k < p on voit que

p'
ck=_— ___cz
P (p—k)k!
posséde un numérateur divisible par p et un dénominateur premier & p. Par
conséquent p|C’§ pour tout 1 < k < p. Comme la caractéristique de K est p, ces
éléments sont donc nuls dans K d’ou la conclusion.

Une des conséquences directes de cette remarque est la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit K un corps de caractéristique p. L’application dite de
Frobenius ® : K — K : x — xP est un homomorphisme de corps.

Démonstration. Soient x,y € K. Par la remarque précédente
Pz +y) = (z+y) =a"+y" =0(x) + 2(y).

De plus ®(zy) = 2Py? = ®(z)P(y) et ®(1) = 1? = 1. Finalement Ker(®) = {0}
donc ® est un homomorphisme de corps dont I'image est K = {2 |z € K}. O

Pour justifier la remarque sur la commutativité des corps on a le théoréme
de Wedderburn.

Théoréme 3.7. Les corps finis sont des corps commutatifs.

3.2.2 Anneaux des polynémes

Avec les corps, les polynémes font partis des objets centraux de la théorie
de Galois classique. Nous avons ’habitude de travailler avec les polynomes a
coefficients dans R ou dans C depuis les secondaires. Cependant, la théorie
de Galois tire sa richesse des relations entre le plus petit corps contenant les
coefficients du polynoéme et le plus petit corps contenant ce corps ainsi que les
racines du polynéme en question. Pour gagner en généralité, il est intéressant
d’étudier les polynoémes & coefficients dans un corps K quelconque.

Définition 3.7. L’anneau des polynémes d’inconnue X et & coefficients dans
un corps K est noté K[X].

Il est clair que K[X] forme un anneau commutatif. Un élément f(X) € K[X]
est de la forme

f(X) =a, X" +an—1Xn71 + -+ a1 X + ag,

ol a; € K pour tout i = 0,...,n et a, # 0 de sorte que deg(f(X)) = n. Le
degré d’un polynome vérifie deg(f(X)g(X)) = deg(f(X))+deg(g(X)) pour tout
f(X),9(X) € K[X]. Comme K est un corps, il est intégre et K [X] hérite de cette
propriété. De plus K[X] est un anneau euclidien pour la fonction euclidienne

H(f(X)) = deg(f(X)) si [(X) £0
oF(X)) = { S(F(X)) — —15i F(X) =0,

oo



c’est & dire que si g(X) € K[X] est un polynéme non nul alors il existe r(X) €
K[X] tel que
F(X) = g(X)h(X) +r(X)

avec ¢(r(X)) < ¢(g9(X)). Cette division euclidienne est unique.

Comme K[X] est un anneau euclidien, c’est aussi un anneau principal. Ses
idéaux sont donc principaux et on note (f(X)) = {f(X)g9(X) | 9(X) € K[X]}
l'idéal principal généré par f(X). L’ensemble des éléments inversibles de K[X]
est

K*={xe K|z #0}.

Définition 3.8. Un polynoéme non constant p(X) € K[X] est irréductible si
p(X) = f(X)g(X) pour f(X),9(X) € K[X] = [f(X) € K" oug(X) € K*.

Par abus de langage, on peut aussi dire que p(X) est irréductible sur K ou
dans K. Rappelons aussi que tout anneau principal est factoriel. De ce fait, les
éléements de K[X] se factorisent de maniére unique en un produit de polynomes
irréductibles p1(X),...,pn(X) € K[X] et d'un élément inversible u € K* de
telle facon que

F(X) =up1(X) ... pn(X).

Remarque 3.8. Les polyndomes de degré 1, c’est a dire de la forme f(X) =
aX + B avec o, € K, sont irréductibles dans K[X] car sinon il existerait
9(X),h(X) € K[X]\ K* tel que f(X) = g(X)h(X) et

1 = deg(f(X)) = deg(g(X)) + deg(h(X)) > 2
ce qui est impossible.

Example 3.9. Le polynome
X% -2

est irréductible dans Q car ++v/2 ¢ Q mais il ne l’est pas dans R car
X?-2=(X —V2)(X +V2).

Le polynéme
X?+ X +1

est irréductible sur R mais

X2+ X+1=(X—eF)(X —e5
dans C.

Pour un polynéme de degré strictement supérieur a 1, il existe des critéres
permettant de déterminer si celui-ci est irréductible ou non. On a par exemple
le critére d’Eisenstein.



Théoréme 3.10. (Critére d’Fisenstein dans Q) Soit f(X) € Q[X] un polynome
non nul de la forme

f(X)=an X"+ an1 X"+ + a1 X + ag,

tel qu’il existe un nombre premier p satisfaisant
— pla; pouri=0,...,n—1
- P 'f Qap
— P*fao.

Alors f(X) est irréductible sur K.

Démonstration. La preuve peut étre trouvée dans REF. ]

Il existe une version plus générale fonctionnant pour n’importe quel corps
K mais faisant intervenir la notion d’anneaux des entiers. Nous n’en aurons pas
I’utilité dans notre exposé.

Example 3.11. Le polynéme X° + 18X + 3 est irréductible sur Q car 3 ne
divise pas le coefficient de 311, 3|18 et 3|3 et 32 1 3.

Remarque 3.12. Le critére d’Eisenstein peut ne pas fonctionner directement.
Il faut parfois user d’un changement de variable pour pouvoir I'utiliser. Soit le
polynéme f(X) = X%+ X3+ X? + X + 1. Le critére d’Eisenstein ne s’applique
pas. Cependant si on pose X =Y + 1 on a

f(Y +1)=Y° +5Y3 +10Y? +10Y +5

et on remarque que 5 satisfait aux hypothéses du critére d’Eisenstein. Le chan-
gement de variable ne modifiant pas l'irrationalité des racines, on en conclut
que f(X) est irréductible sur Q. Les bons changements de variable & tester se
trouvent parmi les diviseurs du discriminant du polyndme.

Proposition 3.13. Soit f(X) € K[X] et a € K, alors
fla) =0 <= (X — «a) divise f(X).

Démonstration. Si (X — «) divise f(X) alors il existe g(X) € K[X] tel que
f(X) = (X —a)g(X) donc f(a) = 0. Si f(a) = 0 alors par la division Eucli-
dienne

f(X) = (X = a)g(X) +r(X)
avec f(a) =r(a) =0et r(X) € K* dour(X) =0et (X — ) divise f(X). O

Proposition 3.14. Soit A un anneau intégre principal et p € A non nul et non
inversible, alors (p) est un idéal mazimal si et seulement si p est un élément
1rréductible.

Démonstration. Si p est irréductible alors p = ab pour a,b € A implique que
a € A* ou b € A* est un élément inversible. Donc les seuls idéaux propres de A
contenant (p) sont de la forme (ep) ot € € A*. Or comme € € A*, (p) = (ep),
donc (p) est un idéal maximal. Inversement, si p n’est pas irréductible alors il
existe a,b € A\ A* non nuls tels que p = ab. Dés lors (p) C (b) C A et (p) n’est
pas un idéal maximal. O
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Corollaire 3.15. Soit p(X) € K[X] un polynéme irréductible sur K[X]. Alors

K[X]/(p(X))

est un corps.

Démonstration. Comme K[X] est un anneau intégre principal et que p(X) est ir-
réductible, par la propriété (p(X)) est un idéal maximal, donc K[X]/(p(X))
est un corps. O

Ce corps K[X]/(p(X)) est formé des restes de la division euclidienne des
polynomes de K[X] par p(X). La projection canonique

™ K[X] = K[X]/(p(X))
est donc définie par
7 f(X) = ¢(X)p(X) +7(X) = 7(f(X)) = r(X) + (p(X)).

Ses éléments sont des polynémes de degré inférieur strictement au degré de
p(X). Pour ne pas alourdir 'écriture, si a« € K alors m(«) est encore noté « de
sorte que la classe de polynomes 7(f(X)) = an X" + -+ a1 X 4+ ag + (p(X))
n’est pas notée

(an + (p(X)))X™ + -+ + (a1 + (p(X))) X + (a0 + (p(X))) + (p(X)).
Ce corps est muni des lois d’addition et de multiplication modulo p(X).

Example 3.16. Posons K = Qet f(X) = X+7 € Q[X]. Alors Q/(X+7) est un
corps. Tous ses éléments sont des polynomes constants. De plus, sia € Q C Q[X]
alors m(a) = a + (f(X)) :== a, donc Q/(X +7) = Q.

Example 3.17. Prenons a nouveau K = Q, f(X) = X? +5X + 1 € Q[X]
est irréductible sur Q[X]. Donc Q[X]/(X? + 5X + 1) est un corps. L’élément
g(X) = X3+6X%+6X +1 € Q[X] se factorise comme g(X) = (X + 1) f(X)
done 7(g(X)) = 0+ (f(X)) € Q[X]/(X?+5X + 1). Le polynéme h(X) = X3
se factorise comme h(X) = (X —5)f(X)+ 24X +5 dou n(h(X)) =24X +5+
(X)) € QUX]/{X? + 5X +1).

3.3 Extension de corps

Définition 3.9. Une extension de corps L O K est un corps qui contient K
comme SOus-corps.

Remarque 3.18. Certains auteurs définissent une extension L de K comme
un corps tel qu’il existe un homomorphisme de corps i : K — L. Or, par la
propriété [34] i est injectif. Cette définition est donc équivalente a la premiére
puisque l'injection de K dans L signifie que K est isomorphe & un sous-corps
de L.
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Dans la définition le corps K est appelé le corps de base. Lorsqu’il est
utile de préciser ce dernier, on note l'extension L/K. Le corps L peut étre vu
comme un K-espace vectoriel et, en tant que tel, sa dimension, qu’on appelle
degré, est notée [L : KJ.

Définition 3.10. Une extension L/K est finie si [L : K] < +00.

Comme nous le verrons, celle-ci n’est pas nécessairement finie et dépendra
du nombre d’éléments adjoints au corps de base ainsi que de leur nature.

Remarque 3.19. Il est important de voir que tout corps est, en particulier,
soit une extension de @ soit une extension de IF,,. Ceci découle du paragraphe
dédié a la caractéristique d’un corps.

Définition 3.11. Soit L/K un extension et S C L un sous-ensemble (éventuel-
lement infini) de L. On note K[S] le sous-anneau de L généré par K et S. De
méme, on écrit K(.5) le sous-corps de L généré par K et S.

De maniére équivalente, K(S) est Uintersection de tous les sous-corps de
L contenant a la fois K et S, ou encore, c’est le plus petit sous-corps de L
contenant K et S. C’est donc une extension de K dans L. Si S = {aq,...,an}
alors l'extension est notée K(aq,...,ay). L’adjonction des n éléments «; peut
se faire en n étapes, dans n’importe quel ordre. Ainsi

K(S)=K(aq,...,an-1)(an) = K(aq)(a2) ... (an-1)(an)
et par exemple pour n = 2,
K(O&l,ag) = K(Oél)(ag) = K(Olg)(oq) = K(Oég,Otl).

Définition 3.12. L’extension L/K est finiment générée sur K il existe un
sous-ensemble fini S C L tel que L = K(5).

Comme il a été dit, en général, n # [K(aq,...,a,) : K] car cela dépend du
"genre" de nombres que sont «q, ..., a, par rapport au corps de base K.

Les notations pour les anneaux fonctionnent de la méme fagon que pour les
corps. Si S C L Panneau K[S] est aussi l'intersection de tous les sous-anneaux
de L contenant K et S ou encore le plus petit sous-anneau de L contenant K
et S. 818 = (aq,...,q,) lanneau est noté K[S] = K|ag,...,ay,] et

K[S] = Koy, . ..,an_1]lan] = Kloa][az] - . - [an—1][an]-

L’exemple suivant illustre bien le cas générique des extensions que nous serons
amenés & considérer.

Example 3.20. Soit a € C, a # 0. Le corps Q(a) est une extension de Q. En
outre, a € Q(a) et comme Q(a) est un corps nous savons que a" € Q(a) pour
tout n € Z. En considérant toutes les combinaisons possibles des a™ avec les
éléments de Q,

p(a)

o - {22 \ pX).a(X) € QU] et gla) £0).
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En particulier, si a = v/2, ce corps se réduit a
Q(2) ={a+bv2|a,bcQ}

qui est un Q-espace vectoriel de dimension 2. Si on adjoint v/3 & ce corps nous
obtenons 'extension

Q(V2,V3) = {a+bV2+ V3 +dV6 | a,b,c,d € Q}

qui est une extension de Q(v/2) et donc de Q. Sa dimension sur Q est 4 alors
que sa dimension sur Q(v/2) est 2. Notons que

4=[Q(v2,v3): Q] =[Q(v2,v3) : Q(V2)IlQ(v2) : Q] =2 x 2.
De plus, Q(v2) = QV2], Q(V3) = Q3] et Q(VZ,v3) = Q[VZ, V3]
Proposition 3.21. Soit L/K et ay,...,a, € L. Posons a = (ay,...,a,). La
fonction
1% : K[leaXn] — K[al,...,an] : f(XlavXn) = f(ala“'van)v

est un homomorphisme d’anneaux surjectif.

Démonstration. La fonction ¢, est bien définie en ce sens que si f(Xy,...,X,) €
K[X1,...,X,]alors ¥, (f(X1,..., X)) = f(a1,...,a,) est dans Klag, ..., ay).
En effet, ¥,(X;) = o € Klay,...,ap] pour tout 1 < i < n et comme
Klaq, ..., ap] est un anneau contenant K, ¥, (f(X1,...,X,)) = flaq,...,ap) €

]
Klaq,...,ap]. On a donc
Im(vo) = {f(a1,...,an) | f € K[X1,...,X0]} C Kloa,...,an].

Ensuite il est clair que ¥,(1) =1 et que si f(X) := f(X1,...,X,) et g(X) :=
9(X1,...,Xp) € K[X4,...,X,] alors
Pa(f(X) +9(X)) = fa) + g9(e) = Ya(f(X)) + Ya(9(X)),
et
Ya(f(X)9(X)) = fla)g(@) = Pa(f(X))Pa(9(X))-

Donc 1), est un homomorphisme d’anneaux.
Finalement, il reste a voir que

Klog,...,an]) CIm(ve) = {f(a1,...,an) | f € K[X1,...,X,]}

pour obtenir la surjectivité de ¢,. Mais cela résulte du fait que Koy, . .., ay] est,
par définition, le plus petit sous-anneau de L contenant vy, . . ., o, et que Im(¢),,)
est un anneau (car image par un homomorphisme d’un anneau) contenant K et
A1y, Q. O
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Dans 'exemple on exprime assez simplement l'extension Q(a)/Q grace
aux polynomes et aux fractions rationnelles. Le corollaire suivant montre que
cette construction est tout a fait générale.

Corollaire 3.22. Soit L/K un extension de corps et aq,...,a, € L tel que
A=Klag,...,ap) et L =K(ay,...,ap). Alors

A=A{f(a1,...,an) | f € K[X1,...,Xn]}

et
L= {"M ‘ fr9 € K[X1,..., X,] etg#()}.
glag, ..., an)
Succinctement,
L = Frac(A).
Démonstration. Le fait que A = Koy, ..., ay] a été démontré dans la proposi-

tion [3:2T] Comme A est un sous-anneau de L, il est intégre. Par définition, le
corps des fractions de A est le plus petit corps contenant A, d’ou I’expression
L = Frac(A). O

Le degré d’une extension peut s’obtenir en fonction des degrés des sous-
extensions intermédiaires.

Théoréme 3.23. (Théoréme de la base télescopique) Soit K C L C E une tour
d’extensions finies, alors

[E:K|=[E:L|L:K].

Démonstration. Supposons que [E : L] = n et [L : K| = m. Soient (a;);cs une
base de L/ K et (b;);cr une base de E/L. Si x € E alors il existe ¢1, ¢a,...,¢, € L
tel que x = ), ; c;b;. Or pour chaque ¢;, il existe dyi, dio, . . ., dim, € K tel que
c = ZjeJ d;ja;. Donc, on a

= (D dijaj)bi = dij(ab)
el jed icl jeJ

et les n x m éléments (a;b;);cr jes forment un ensemble générateur de £ /K. 11
reste & montrer qu’ils sont linéairement indépendants. Supposons que

0= Z Zdijajbi,
g

comme (b;);es est une base de E/L et que d;;a; € L pour tout i € I et j € J,
ona ), dijaj =0.Par le méme argument, (a;);jcs est une base de L/K donc
d;; = 0 pour tout ¢ € I,j € J. Par conséquent (a;b;)icr jes est une base de
E/K qui posséde n x m éléments. O

Soit f(X) € K[X] un polyndme irréductible sur K. Alors il existe une ex-
tension L de K tel que f(X) posséde une racine dans L. Cette extension est
construite par la proposition suivante.
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Proposition 3.24. Le corps L = K[X]/{f(X)) est une extension de K et f(X)
posséde une racine dans L.

Démonstration. Le corollaire montre que L = K[X]/{f(X)) est un corps.
Si @ € K alors la projection canonique 7 : K[X] — L restreinte & K est
un homomorphisme de corps, donc est injective et L est une extension de K.
L’'image de X par 7 est une racine de f(X) dans L car

0+ (f(X)) = 7(f(X)), car f(X) € (f(X))
= f(n(X)) + (f(X)), car 7 est un homomorphisme d’anneaux,

d’ou I’assertion. O

Si cette proposition semble donner une construction des extensions assez
abstraite, celle-ci va nous permettre par la suite de déduire des propriétés sur le
degré et sur la base de L en tant que K-espace vectoriel. De plus, si K est un
corps de caractéristique p > 0, alors on préférera utiliser ce résultat plutot que
le corollaire pour expliciter 'extension L.

Example 3.25. Soit Fy = Z/27 le corps fini & deux éléments. Ces extensions
ne sont pas de la forme Z/2"7Z pour un certain n > 2 car ces anneaux ne sont
pas des corps (ils ne sont méme pas intégres). Les extensions de Fa ne sont
pas non plus les F, = Z/pZ pour p > 2 premier car ces corps sont chacun
des corps premiers (donc ne possédant pas de sous-corps). Pour illustrer cela,
nous allons construire une extension de degré 2 de Fy. La premiére chose a
faire est donc de trouver un polynoéme irréductible sur Fo. Cherchons parmi les
polynomes de degré < 2. L’ensemble de ces polyndmes est assez restreint. Les
seuls éléments de Fy étant 0 et 1, les éléments de degré < 2 de Fo[X] sont 0, 1,
X, X2 14+ X,1+X2, X+ X? et finalement 1 + X + X2. Clairement X, X2 et
X + X2 ont 0 comme racine dans Fo (n’oublions pas que toutes les opérations
sont réduites modulo 2), tandis que 1+ X, 1+ X2 et X + X2 ont 1 comme
racine dans F5. Parmi ces polyndémes on ne choisira pas ceux de degré 1 car
sinon Fo = Fy[X]/(X) = F5[X]/(1 + X) sont des extensions triviales (ceci est
déja illustré dans ’exemple et on peut facilement s’en convaincre pour Fa).
Le polynéome f(X) =1+ X + X2 ne possédant pas de racines dans Fo, il est le
seul polynome irréductible de degré 2 sur F5[X]. Par la proposition précédente
Fo[X]/{f(X)) est une extension de Fa. Ses éléments sont les polynomes décrits
précédemment, mais réduits modulo f(X). Les éléments 0, 1, X, X 4+ 1 sont
inchangés lors de la réduction modulo f(X). Ensuite

X2 =X2+2(X +1) car 2X +2 =0 € Fo[X]
=X?+(X+1)+ (X +1)
=X+1+(X*+X+1)
donc X2 = X +1mod X2+ X +1puis X2+1 = Xmod X2+ X +1 et

X2+ X =1mod X?+ X + 1. Considérons la projection canonique 7 : Fo[X] —
Fo[X]/(f(X)) et notons 7(X) = a. Alors les seuls éléments de Fo[X]/{f(X))
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sont {0,1,a,a + 1}. Clairement Fo[X]/(f(X)) = {a + ba | a,b € Fa} qui est
un espace vectoriel de dimension 2 sur Fs. Notons que « est une racine de
X? 4+ X +1 dans Fo[X]/(f(X)) car a® = a + 1 ou encore o> —a — 1 =0 c’est-
adirea?+a+1=0(cara+1+a+1=2(a+1)=0donca+1=—a—1).
Pour terminer, remarquons que o + 1 est aussi une racine de X2 + X + 1 et
comme ce polyndme est de degré 2, Fo[X]/(f(X)) contient toutes les racines de
X2 4+ X + 1. Le corps obtenu est noté Fo2 ou Fy et s’appelle le corps fini a 4
éléments.

L’exemple précédent a permis de montrer comment construire un corps fini
de 4 éléments & partir de Fo. On pourrait se demander s’il est possible de
construire un corps fini & 6 éléments. La réponse est non car tout corps fini
est une extension finie d'un [, = Z/pZ, et donc, un espace vectoriel sur Z/pZ.
Supposons que K soit une extension de degré n sur Z/pZ. Alors un élément de
K est de la forme a = ayx1 + -+ + apx, et il y a p™ combinaisons possibles
pour les a; € IFp. Le cardinal de K est donc p”. En conclusion, tout corps fini
posséde p™ éléments pour un certain nombre premier p et un certain n > 1.

Revenons au cas des corps quelconques. Avec les notations de la proposition
on montre qu’il existe une extension L/K contenant toutes les racines de

f(X).

Théoréme 3.26. Soit f(X) € K[X] un polynome constant. Alors il existe une
extension L/K contenant toutes les racines de f(X).

Démonstration. Si deg(f(X)) = 1 alors par la remarque f(X) est irré-
ductible et L = K. Par récurrence, supposons que tout polynéome de degré
d < n vérifie le théoréme. Soit f(X) = up1(X)...pn(X) la décomposition
en polyndmes irréductibles de f(X) dans K[X]. Par la proposition il
existe une extension L;/K contenant une racine a de p;(X). Dans cette ex-
tension p1(X) = (X — a)q1(X) avec ¢1(X) € Li[X]. Par récurrence, comme
9(X) = ug1(X)p2(X)...pn(X) € L1]X] est de degré strictement inférieur a
f(X), il existe un corps contenant toutes les racines de g(X) et donc toutes
celles de f(X). O

Parmi les éléments d’une extension L/K il y a des éléments qui sont racines
d’un polynome & coefficients dans K et d’autres pas.

Définition 3.13. Un élément o € L est algébrique sur K s’il existe un polynoéme
f(X) € K[X] tel que f(«) = 0. Sinon, on dit que « est transcendant sur K.
Si tous les éléments de L/K sont algébriques, on dit que L est une extension
algébrique de K.

Example 3.27. L’¢lément oo = /2 + /5 est algébrique sur Q car
at—14a* +9=0

donc « est racine du polynome f(X) = X* — 14X? + 9 € Q[X].
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De maniére générale lorsque ’on dit que 7 est transcendant, on sous-entend
transcendant sur Q. La preuve de sa transcendance est non triviale et peut
étre trouvée [22] (Théoréme de Lindemann-Weierstrass) ou [16] (Appendice
1). D’autres exemples de nombres transcendants sur Q sont donnés par e =
2.718 ..., les nombres de Liouville, la constante de Gelfond-Schneider 2V2 ete...
Dans notre contexte, la transcendance d’un nombre dépend évidemment du
corps de base. Par exemple, par construction e est algébrique sur le corps Qle].
Il est en général difficile de prouver la transcendance d’un nombre.

Définition 3.14. Soit L/K une extension et soit € L un élément algébrique
sur K. Le polynome minimal m% (X) € K[X] de « est le polynéme monique de
plus petit degré tel que mX (a) = 0.

Dans le contexte de la définition précédente, on a la propriété suivante.

Proposition 3.28. Le polynéme minimal m% (X) € K[X] d’un élément algé-
brigue a € L est un polynome irréductible sur K.

Démonstration. Supposons que mX (X) n’est pas irréductible. Alors, il existe
deux polynomes non constants f(X ) 9(X) € K[X] tel que m&(X) = f(X)g(X).
Par conséquent 0 = m% (o) = f(a)g(a) et comme L est un corps, il est intégre
et f(a) =0 ou g(a) = 0. Or f(X) et g(X) sont des polynomes de degré infé-
rieur strictement au degré de mX (X). Ceci contredit la minimalité du degré de
m&(X). O

e

Le fait que mX (X) soit monique le rend unique. De plus si f(X) € K[X]
est un polynoéme qui posséde aussi a comme racine alors m (X) divise f(X)
dans K[X] (la preuve est omise).

Soit L/K et soit o € L. Considérons & nouveau ’homomorphisme d’anneaux
Yo : K[X] = Kla] : f(X) — f(a) (pour n = 1) construit dans la proposition
Supposons que « soit transcendant sur K. Alors, par définition, il n’existe
pas de polynome non nul f(X) € K[X] tel que f(a) = 0 et Ker(y),) = {0}.

~

En conséquence, K[X] = K[a] et en prolongeant l'isomorphisme au corps des
fractions K (X) = K(«). Maintenant, si a est un élément algébrique sur K alors
Ker (1) est un idéal non nul de K[X]. Si f(X) est un polynome irréductible tel
que f(a) = 0 alors Ker(¢,) = (f(X)). Par le premier théoréme d’isomorphisme

des anneaux, on a K[X]/(f(X)) = K[a].

Théoréme 3.29. Soit a un élément algébrique sur K et mE(X) € K[X] son

polynome minimal. Posons n = deg(mX (X)), alors
1. K(o) = K[a] = K(X)/(m{ (X))

[0

2. une base de K(a) sur K est donnée par 1,c, ..., «
3. [K(a): K]=n
Démonstration. Les idéaux de K[X] sont définis & unité prés. Si e € K* alors

(ef(X)) = (f(X)) pour tout polynome irréductible f(X) € K[X]. En particu-
lier, on peut choisir € € K* tel que ¢f(X) est monique. Par conséquent, par le

17



paragraphe précédent K[X]/(f(X)) = K[X]/(m&X (X)) = KJa] est un corps et
Kla] 2 K(«) car K(a) est le corps des fractions de K[«a]. Maintenant K[o| =
{f(a) | f(X) € K[X]} et par la division euclidienne f(X) = g(X)m& (X)+r(X)
avec deg(r(X)) < deg(mZ (X)) = n, on a f(a) = r(a) = E?:_Ol r;af. Donc
L,a,...,a" ! est une base de K[a] = K(a). Avec cette base on voit que K («)
est un espace vectoriel de dimension n sur K, donc [K(«) : K] = n. O

Example 3.30. L’élément /2 est algébrique sur Q. Son polynéme minimal
est X3 — 2. Par conséquent Q(¥/2) = Q[v/2] et une base de cette extension est

1, V2, \3@2. Dés lors
Q(V2) = {a+bV2+cV4|a,b,ceqQ},
et [Q(V2) : Q] = 3 = deg(X® - 2).

On termine cette section en montrant une propriété importante des exten-
sions algébriques.

Proposition 3.31. Si L/K est une extension finie alors L/ K est une extension
algébrique.

Démonstration. Si L/K est une extension finie, L peut étre vu comme un espace
vectoriel de dimension finie sur K. Soit n sa dimension. Alors n+ 1 éléments de
L sont linéairement dépendants. Soit o € L, il existe kq,...,k, € K non tous
nuls tel que

ki +koa+ - + kp_1a" !t + kpa = 0.

Dés lors, il existe un polynome de K[X] qui posséde o comme racine et « est
algébrique sur K. O

Remarque 3.32. La réciproque n’est pas vraie. En effet, on peut montrer que
Q(V2,V3,V5,...,\/p,--.),

ol p parcourt I’ensemble des nombres premiers est une extension algébrique de
Q mais qu’elle n’est pas finie.

Proposition 3.33. Soit ay,...,a, un nombre fini d’éléments algébriques sur
K. Alors K(ai,...,a,) est une extension finie.

Démonstration. Sin =1 alors Ly = K(aq) est une extension finie de K par le
théoréme Par récurrence, supposons que L, 1 = K(ay,...,q,_1) est une
extension finie de K. Alors L,, = K(aq,...,qy,) est une extension finie de L,
a nouveau par le théoreme [3:29] Par le théoréme [3:23] on sait que

[L,, : K| =[Lyp: Lp_1][Lp_1: K] < 400
donc L, /K est une extension finie. O

Proposition 3.34. Si L/K et F/L sont des extensions algébriques alors F/K
est une extension algbébrique.
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Démonstration. Soit o € F et m&(X) =>"" 1 a;X* € L[X] son polynéme mini-
mal sur L. Alors K (aq,...,a,)/K est une extension finie par la propositionm

Mais « est algébrique sur K(aq,...,a,) par conséquent K(ay,...,a,,a)/K est
finie & nouveau par [3.33] et donc algébrique par la proposition [3.31] Comme
a € F est quelconque F/K est une extension algébrique. O

3.4 Corps de décomposition et cléture algébrique

Soit K un corps et f(X) € K[X] un polynome non constant. Dans la section
précédente nous avons montré qu'il existe une extension L/K qui posséde toutes
les racines de f(X).

Définition 3.15. Un polynome f(X) € K[X] est dit scindé dans une extension
L/K si
f(X)=a(X —a)(X —a2)... (X —a,) € L[X],

ot les a; ne sont pas nécessairement distincts.

Autrement dit, un polynéme est scindé s’il peut s’écrire comme un produit
de polynomes de degré 1 dans L[X]. Ou encore, le polynéme f(X) est scindé
dans L si toutes ses racines sont contenues dans L.

Définition 3.16. Le corps de décomposition d’un polynome f(X) € K[X] est
la plus petite extension L/K au sens de U'inclusion contenant toutes les racines
de f(X). Similairement c’est la plus petite extension dans laquelle f(X) est
scindé.

Clairement si oy, . . ., o, sont les racines de f(X) alors K(aq,...,a,) est un
corps de décomposition pour f(X).

On montre que cette extension est unique & isomorphisme prés. Cette partie
fait intervenir des lemmes quelque peu techniques mais qui sont importants pour
démontrer le théoréme fondamental de la théorie de Galois.

Nous allons parler de prolongement d’homomorphisme de corps. Par le théo-
réme @ nous savons que les extensions peuvent se construire grace a des
quotients de la forme F(«) = F[X]/{f(X)). Nous montrons d’abord qu’il est
possible de prolonger un homomorphisme de corps & un homomorphisme sur les
anneaux des polynomes.

Lemme 3.35. Un homomorphisme de corps o : K — L peut-étre prolongé a
un homomorphisme d’anneaux o* : K[ X| — L[X] par

o) =t (35 ) = Y olx

=0 1=0

Démonstration. En effet, pour tout f(X), g(X) € K[X]avec f(X) =1 ja; X"’
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et g(X) =Y b X" ona

7 () + 900 = o (x4 3o bex?)
1=0 1=0

de plus, en posant h(X) = Z]-C 0 GiX' = f(X)g(X),

7=

o (F(X)g(X)) = <ZX>

O'(aobi + albi,1 + -4 aibo)Xi

(0(ao)a(bi) + a(ar)a(bi—1) + -+ o(a;)o (b)) X"

M- 10

i=0
= o (f(X))o"(9(X)).
Finalement, 0*(1X%) = ¢(1)X° = 1X° donc ¢* est bien un homomorphisme
d’anneaux. O

Il est clair que si o est un isomorphisme alors ¢* aussi. Dans ce cas, si
f(X) est irréductible dans K[X] alors o*(f(X)) est irréductible dans L[X] et
a*((f(X))) = (o*(f(X))) est donc encore maximal dans L[X].

Lemme 3.36. Soit 0 : K1 — Ky un isomorphisme de corps. Soit f(X) €
K1[X] un polynéome irréductible et soit o une racine de f(X) dans une extension
Li/K;. Soit o*(f(X)) € K3[X] de racine 8 dans Uextension Lo/Ky. Alors il
existe un unique isomorphisme T prolongeant o tel que 7 : Ki(a) — Ks(B) et
T(a) = B avec |k, = 0.

Démonstration. Par le lemme précédent, o se prolonge de maniére unique en
un isomorphisme d’anneaux o* : K;[X] — K3[X]. Maintenant ¢* induit un
isomorphisme ¢ : K1[X]/(f(X)) — K2[X]/{(c*(f(X))) et par le théoréme [3.29]
on sait qu'il existe des isomorphismes ¢; : Ki(a) — K[ X]/{(f(X)) et ¢o :
Ky(B) = Ko[X]/{(o*(f(X))). Dés lors, il résulte que
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(0*(f(X))) et g5 (o(a)+ (o*(f(X))) = o(a) pour tout a € K. Par conséquent
T = ¢5 Lp¢y est I'unique isomorphisme prolongeant o et tel que T(a)=p6. O

Lemme 3.37. Soit 0 : K1 — Ks un isomorphisme de corps et soit o* :
K1[X] — K»[X] Visomorphisme d’anneauz qui prolonge o. Soit f(X) € K;1[X]
dont le corps est décomposition est Ly et soit o*(f(X)) € K[X]| dont le corps de
décomposition est Lo. Alors il existe un isomorphisme @ : Ly — Lo prolongeant
o, c’est-a-dire tel que ¢|k, = 0.

Démonstration. On suit [26] (lemme 50). Si f(X) € K;i[X] est scindé dans
K1[X] alors o*(f(X)) est scindé dans K»[X]. Le corps de décomposition de
f(X) est K et celui de o*(f(X)) est K2, donc ¢ = ¢. On procéde par récurrence
sur le degré du corps de décomposition. Si [Ly : K;] > 2 alors f(X) posséde
un facteur irréductible p(X) de degré > 2 et de méme o*(f(X)) posséde le
facteur irréductible o*(p(X)) de degré > 2. Soit « une des racines de p(X)
et notons 3 une des racines de o*(f(X)). Alors par le lemme [3.36] il existe
un unique isomorphisme 7 : Kj(a) — K2(f) qui prolonge o avec 7(a) = .
Maintenant L; est toujours un corps de décomposition de f(X) sur K;(«)[X]
et Lo est toujours un corps de décomposition de o*(f(X)) sur Ko(8)[X]. Mais
comme [L1 : Ki(o)] < [Ly : Ki], par 'hypothése de récurrence il existe un
isomorphisme 7' : L1 — Lo qui prolonge 7. O

Théoréme 3.38. (Unicité du corps de décomposition) Le corps de décomposi-
tion d’un polyndme est unique & isomorphisme prés.

Démonstration. On applique le théoréme précédent pour K1 = Ky et 0 = id.
Dés lors les corps de décomposition sont isomorphes. U

Par conséquent, tout polynéme non constant f(X) € K[X] posséde un corps
de décomposition et ce dernier est unique a isomorphisme prés.

Définition 3.17. Un corps K est dit algébriquement clos s’il posséde toutes
les racines de tous les polynémes non constants & coefficients dans K.

Typiquement, Q et R ne sont pas algébriquement clos. Dans le premier cas
Q ne contient pas les racines de X2 —2. Dans le second cas, R ne contient pas les
racines de X2+1. Cependant, le corps C est algébriquement clos. C’est le résultat
du théoréme fondamental de 1’algébre. De ce point de vue, il est trés utile pour
résoudre n’importe quelle équation polynomiale & coefficients dans C puisque
les solutions de cette équations seront encore dans C. Du point de vue de la
théorie de Galois, ce corps est pauvre. En effet, il ne posséde aucune extension
algébrique non triviale (quels éléments pourrait-on lui adjoindre puisqu’il les
contient déja tous ? En fait on pourrait par exemple lui adjoindre une variable ¢
pour obtenir le corps C(t) des fonctions rationnelles a coefficients dans C mais
cette extension n’est pas algébrique). Il existe d’autres corps algébriquement
clos.

Définition 3.18. La cloture algébrique d’'un corps K est une extension algé-
brique K /K qui est algébriquement close.
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De maniére générale, on peut montrer (par le lemme de Zorn entre autres)
que tout corps admet (& isomorphisme prés) une unique cloture algébrique.
Par conséquent, méme si cela peut paraitre assez abstrait, chaque corps fini I,
posséde aussi une cloture algébrique notée Fp.

L’exemple classique est la cloture algébrique de Q, notée Q. En particulier,
Q contient toutes les racines de tous les polynémes non constants & coefficients
dans Q. C’est la plus grande extension algébrique de Q et contrairement & C,
le corps Q ne contient aucun élément transcendant sur Q. Donc par exemple
7 ¢ Q. Toute extension algébrique de Q peut étre vue comme un sous-corps de

Q.

3.5 Le groupe de Galois

Cette section s’inspire en particulier de [22] et [37]. La résolubilité des poly-
noémes par radicaux est intimement liée a la structure d’un groupe associé a ce
polynéme qu’on appelle groupe de Galois. Ce groupe est au coeur du théoréme
fondamental de la théorie de Galois. Pour pouvoir définir ce groupe, il nous faut
définir les K-homomorphismes.

Définition 3.19. Soient F//K et L/K deux extensions de K et ¢ : F' — L un
homomorphisme de corps. On dit que o est un K-homomorphisme si o(z) = x
pour tout xz € K.

Rappelons qu’un automorphisme de corps est un isomorphisme d’un corps
dans lui-méme. On dit que 'automorphisme o : L — L est un K-automorphisme
si o(x) = x pour tout z € K.

Définition 3.20. L’ensemble des K-automorphismes de L forme un groupe
appelé groupe de Galois. Il est notéE|

Gal(L/K)={o:L— L|ouo € Aut(L) et o|x =id}
ot Aut(L) désigne I’ensemble des automorphismes de L.

L’ensemble Gal(L/K) forme un groupe pour la composition.

Example 3.39. L’extension Q(1/5)/Q est formée des éléments
Q(V5) = {a+bV5 | a,b € Q}.

Par définition, un élément de o €Gal(Q(v/5)/Q) doit vérifier o(a) = a pour tout
a € Q. De ce fait o(a + bV/5) = o(a) + o(b)o(v/5) = a + bo(+/5). Maintenant
comme o(v/5)o(v/5) = 0(v/5)? = o(5) = 5 on sait que o(v/5) = v/5 ou 0(v/5) =
—/5. Si a(\/g) = /5 alors ola+ b\/s) =a+b/5 et o =id. Si a(\/g) =5
alors o(a + bv/5) = a — b\/5. Par conséquent, le groupe de Galois de Q(+/5)/Q
est Gal(Q(v/5)/Q) = {id, o} et on vérifie tout de suite que 0 o o = 0% = id.

2. Certains auteurs préférent réserver la notation Gal(L/K) aux extensions galoisiennes
et utilisent plutot la notation Aut(L/K) pour désigner le groupe des automorphismes d’une
extension quelconque. Nous ne pensons pas que cela crééera de confusion.
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La premiére grande propriété des éléments du groupe de Galois est qu’ils
agissent sur les racines des polynomes a coefficients dans le corps de base.

Proposition 3.40. Soit K un corps, f(X) € K[X] un polynéme non constant
et L son corps de décomposition. Soit 0 € Gal(L/K) et soit « € L une racine
de f(X). Alors o(a) € L est encore une racine de f(X).

Démonstration. Soit f(X) =" ,a; X" I'expression du polynéme en question.

Alors n n
0=0(0) =o(f(a)) = O—(ZO W%’) - ;aia(a)i

et f(o(a)) =0, d’ou la conclusion. O

Dans I'exemple précédent, Q(v/5) est le corps de décomposition de f(X) =
X2 — 5. De plus Gal(Q(v/5)/Q) = {id,c} avec o(v/5) = —/5. Or /5 et —/5
sont les racines de X2 — 5 et on voit bien que le groupe de Galois agit sur les
racines de f(X).

Notons encore que dans 'exemple précédent, les éléments de Gal(Q(v/5)/Q)
sont entiérement déterminés par leur action sur v/5. Plus généralement, on a le
résultat suivant.

Proposition 3.41. Soit L = K(S) une extension de K générée par un sous-
ensemble S C L. Alors les éléments de Gal(L/K) sont entierement déterminés
par leur action sur S, i.e. o|lg =7|s = o =7 pour tout o,7 € Gal(L/K).

Démonstration. Cela se voit facilement en notant que si o € L alors il existe
des éléments wy, ..., w, € S tels que a € K(wy,...,wy). Par le corollaire m

nous savons alors qu’il existe f,g € K[X;,...,X,] tels que
_ flag, ... apn)
glag,...,an)

Dong, si 01, 02 sont deux automorphismes de Gal(L/K) alors

floi(ar), ... oi(an))
g(ai(al), N ,O’i(an))

oi(a) = ,
pour i = 1,2 puisque f,g sont & coefficients dans K. Par conséquent, si on
suppose que o1|s = 03|g, il vient en particulier que oy (a;) = o1(«;) pour tout
i=1,...,n et donc que o1(a) = o3(a). Comme « est arbitraire cela montre
que o1|g = 02|ls = 01 = 09. O

En particulier, si K(a)/K est une extension finie, alors les éléments de
Gal(K(«a)/K) peuvent étre déterminés en regardant leur action sur « et en
prenant en compte que o(a) = 8 ol [ est aussi une racine du polynéme mini-
mal de a sur K.

Proposition 3.42. Si L/K est une extension finie alors |Gal(L/K)| est fini.
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Démonstration. Si L/K est finie alors il existe des éléments a1, ..., a, € L tels
que L = K(ay,...,ay). Par la proposition précédente, deux éléments o,7 €
Gal(L/K) sont distincts si et seulement si il existe 1 < i < n tel que o(«;) #
7(o;). Maintenant, chaque C; = {o(a;) | 0 € Gal(L/K)} est fini puisque les
o(a;) correspondent aux racines du polynéme minimal m,, (X) € K[X] de o;.
Donc Gal(L/K) est fini.

Définition 3.21. Soit S C Gal(L/K). Le corps
Fix(S)={x € L|o(x) =2 ,Yo € S},
est appelé le corps fixé par S.

Démonstration. On veut montrer que F' = Fix(S) est bien un corps. On sait
que K C F par définition du groupe de Galois, par conséquent 0,1 € F. Soient
z,y € F et soit o € S. Par définition d’un automorphisme et comme F' = Fix(.5),
ol@+y)=0(x)+0o(y) =z +ydonc x +y € F. Ensuite o(xy) = o(x)o(y) =
ry donc xy € F. Finalement si x # 0 alors o(z7!) = o(z)"! = 27! € F.
Maintenant F' = NyesFix({c}) et l'intersection de deux corps est encore un
corps d’olt la conclusion. O

A priori, si K € E C L est un corps intermédiaire entre L et K alors
E C Fix(Gal(L/E)) par la définition méme de corps fixé.

Définition 3.22. Une extension L/K est galoisienne si Fix(Gal(L/K)) = K.

Example 3.43. L’extension Q(v/5)/Q est galoisienne car les seuls éléments de
Q(+/5) fixés par o (et id) sont les éléments a-+bv/5 € Q(v/5) tels que o (a+bv/5) =
a—bJ/5 = a+ b\/g, c’est-a-dire ceux pour lesquels b = 0. Autrement dit,
Fix(Gal(Q(v/5)/Q)) = Q.

Example 3.44. L’extension Q(+/3)/Q n’est pas galoisienne. En effet, v/3 est
racine de X® — 3 dans Q et o € Gal(Q(+/3)/Q) envoie une racine de X* — 3 sur
une autre de ses racines. Or les racines de X*—3 dans son corps de décomposition

sont \3/§7 \3/362”/ 3 et \3/364”/ 3. Par le théoréme nous savons que
Q(V3) = {a+bV3+¢cV32 | a,b,c € Q},

2ir/3 _ _ 1 VB s 2im/3
= 2+ 5t nle =

et clairement, cet ensemble ne contient ni e

—% — @z En outre, o est entiérement déterminé par son action sur /3 et
nous voyons donc que o(/3) = /3, ou encore que ¢ = id. Mais alors Q C

Fix(Gal(Q(¥/3)/Q)) = Q(+/3), d’ou 'assertion.
-

Si K C E; C Ey L alors Gal(L/Es) C Gal(L/E;) puisque si o €
Gal(L/E,) alors o(a) = « pour tout o € E3 et donc, en particulier o(a) =
«a pour tout @ € Ej. SiS7 C S5 sont deux sous-ensembles quelconques de
Gal(L/K) alors Fix(S2) C Fix(S1). Intuitivement, Sy posséde plus d’éléments
que S, donc il y a plus de contraintes sur le corps fixé par S et ce dernier est
plus petit que le corps fixé par S;. Cependant, il se peut que Fix(S;) = Fix(Ss)
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méme si S # S3. On peut par exemple penser au cas S; = {o} et So = {o,id}
ot 0 € Gal(L/K). Notons S l'ensemble des partiesﬁ de Gal(L/K) et F l'en-
semble des corps intermédiaires entre L et K. Soit

I':§— F:8~ Fix(9),

la fonction qui associe & un sous-ensemble S C Gal(L/K) son corps fixé. Comme
nous l'avons vu, cette fonction n’est pas injective et il n’est pas non plus dit
qu’elle soit surjective. Notons aussi

Q:ImT) > S: E— Gal(L/E).

Proposition 3.45. Si E € Im(T") alors E = Fiz(Gal(L/E)). Inversement, soit
S e S. Sl existe E € Im(I") tel que S = Gal(L/E) alors S = Gal(L/Fix(S5)).

Démonstration. Comme E € Im(T") il existe S € S tel que F = Fix(S). En
outre, on a vuque E C Fix(Gal(L/FE)). Maintenant on a S C Gal(L/Fix(S)). En
effet, si o € S alors o(a) = a pour tout @ € Fix(S) et donc o € Gal(L/Fix(S)).
Mais si S C Gal(L/Fix(S)) alors Fix(Gal(L/Fix(S))) C Fix(S) = E donc
E = Fix(Gal(L/Fix(S))) = Fix(Gal(L/E)).

Inversement, soit S = Gal(L/E) ou E € Im(T"). Par ce qui précéde nous
savons que S C Gal(L/Fix(95)). En outre E C Fix(S) = Fix(Gal(L/E)). Donc
S = Gal(L/E) D Gal(K/Fix(95)), d'ou S = Gal(L/Fix(5)). O

Cette proposition nous dit ceci : Si Fy # E5 sont deux corps intermédiaires
de L/K dans I'image de T', alors Fix(Gal(L/E;)) = Ey # Ey = Fix(Gal(L/E3))
et Gal(L/Ey) # Gal(L/Es). En d’autres termes,

E 75 FEy = Q(El) 75 Q(EQ)
Inversement, la deuxiéme partie de la proposition nous dit que si Gal(L/E;) =

S1 # Sy = Gal(L/Ey) alors S1 = Fix(Gal(L/Fix(51))) # Fix(Gal(L/Fix(S2)))
Sa, c’est-a-dire Fix(S1) # Fix(S2). En d’autres termes,

Maintenant si S; # Sy sont deux sous-ensembles quelconques de Gal(L/K)
tels que Fix(S7) = Fix(S;) = E alors il existe un unique sous-groupe Gal(L/E)
tel que Fix(Gal(L/E)) = Fix(S1) = Fix(S2) = E. Autrement dit, si on restreint
le domaine de la fonction I" & ’ensemble des sous-groupes G de Gal(L/K) alors

I':G—Im(@I): Gal(L/E) — Fix(Gal(L/E)) = FE
est une bijection et sa fonction inverse est ).

Example 3.46. Considérons I'extension Q(+v/5)/Q. Le polynéme minimal de
V5 est f(X) = X* — 5. On a donc [Q(v/5) : Q] = 4. Maintenant les racines

3. On exclu ’ensemble vide.
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de X* — 5 dans son corps de décomposition sont a; = \4/5, oy = —vb, a3 =
iv/5, s = —iv/5. Manifestement, aq et ay appartiennent a Q(%) tandis que
as et ay pas. Un élément o € Gal(Q(+v/5)/Q) dépend entiérement de son action
sur v/5. Comme ay est la seule autre racine de X* — 5 dans Q(v/5) on a soit
o(v/5) = /5 soit o(v/5) = —+/5. Par conséquent Gal(Q(v/5)/Q) = {id, o} =

7./27 ot o* = id. Pourtant, il est clair que

Q c Q(v5) c Q(V5).
Dés lors, la correspondance est imparfaite : Il n’y a pas de bijection entre I’en-

semble des corps intermédiaire de Q et Q(+/5) et ’ensemble des sous-groupes
de Z/2Z. En outre,

o(VB) = a(V5') = o(V5)> = (—¥/5)* = V/5

donc Q C Fix(Z/2Z) = Q(v/5), d’ott le diagramme suivant.

Q(V5) (id)

Q 7.)2.

Example 3.47. Considérons I’extension Q(v/2,1/3)/Q. Cette extension est de
degré 4 sur Q par l’exemple On se convainc facilement que Gal(Q(v/2,v/3)/Q) =
{id,o, 7,07} = Z/27 x /27 ou o(v/2) = v2,0(/3) = —V/3 et 7(v/2) =
—/2,7(v/3) = /3. Les sous-groupes de {id,o, 7,07} sont (id), (o), (1) et
(o7). Dans le méme temps, les corps intermédiaires de Q(v/2,/3)/Q sont Q =
Fix(Z/2Z), Q(v/2) = Fix({0)), Q(+v/3) = Fix((r)) et il ne faut pas oublier
Q(v/6) = Fix({o7)). On peut montrer qu’il n’y a pas d’autres corps intermé-
diaires et on a donc une bijection entre I’ensemble des corps intermédiaire de Q
et Q(v/2,V/3) et 'ensemble des sous-groupes de Z/27 x Z/2Z. Le diagramme
suivant illustre la correspondance.
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Q(v2,v3 id)

N
N

Q {id, o, 7,07}

Autant le dire tout de suite, la correspondance de I'exemple [3:46] n’est pas
une bijection car Q C Fix(Gal(Q(+v/5)/Q)) et non pas Q = Fix(Gal(Q(+/5)/Q)).
Pour le redire, au vu de la définition d’une extension galoisienne, la correspon-
dance de 'exemple n’est pas une bijection car Q(v/5) /Q n’est pas galoi-
sienne. Inversement, la correspondance de l'exercice [3.47] est une bijection car
Q = Fix(Gal(Q(v/2,v3)/Q)), c’est-a-dire, parce que Q(v/2,v/3)/Q est une ex-
tension galoisienne. Si le lecteur ne voit pas pourquoi, c’est simplement parce
que nous ne l'avons pas encore démontré. Sans surprise, cette histoire de cor-
respondance est I’objet du théoréme fondamental de la théorie de Galois.

Les prochaines démonstrations sont en quelques sorte inévitables et se re-
trouvent dans tous les ouvrages de la théorie de Galois.

Définition 3.23. Soit G un groupe et soit K* le groupe multiplicatif des unités
d’un corps K. Un caractére de G dans K est un homomorphisme o : G — K*.

Définition 3.24. Un ensemble de caractéres {oy,...,0,} de G dans K est

dépendant s’il existe aq,...,a, € K* tel que pour tout a € G on a
Z a;o;(a) = 0.
S’il n’existe pas de tels a; on dira que les caractéres {o1,...,0,} sont indé-
pendants.

Nous suivons la démonstration du lemme 2.12 de |22]. (Sinon nous pouvons
suivre la démonstration par récurrence de Artin présentée dans la preuve du
théoréme 2.8.4 de [37] ou encore par lemme 76 de [26].)

Lemme 3.48. (Lemme de Dedekind) Soient {o1,...,0,} des caractéres dis-
tincts de G dans K. Alors ces caractéres sont indépendants.

Démonstration. Supposons par ’absurde que ces caractéres sont dépendants.
Alors il existe des éléments aq, ..., a, € K non tous nuls tel que

n
Z a;o;(a) =
i=1
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pour tout a € G. Soit m le plus petit indice tel que (en permutant les indices
si nécessaire) les caractéres oq,...,0,, sont encore dépendants sur K et notons
4 nouveau aq,...,qa,, € K les coefficients de la combinaison linéaire telle que
> aoi(a) = 0 pour tout a € G. Comme o; # o pour tout ¢ # j, il existe
b € G tel que o1(b) # o2(b). Dés lors

Z a;oi(a)o1(b) =0,
et " "
Z a;o;(ab) = Zaiai(a)ai(b) =0,

pour tout a € G. En soustrayant la premiére & la deuxiéme on obtient

> (aioi(a)oi(b) — aioi(a)or (b)) = Y (0i(b) — 1(b))aios(a) =0,
i=1 1=2

qui est une combinaison linéaire de m — 1 caractéres qui s’annule. Ceci contredit
la minimalité de m. Donc les caractéres sont indépendants. O

Les caractéres qui nous intéressent sont ceux ot G = K* est le groupe multi-
plicatif des unités d’un corps K, c’est-a-dire, les homomorphismes o : L* — L*.
Lemme 3.49. Si S C Gal(L/K) alors |S| < [L : Fiz(S)].

Démonstration. On suit [37] et |26]. Supposons dans un premier temps que

r=[L: K] <n = Card(S). Soient wy,...,w, des éléments de L formant une

base du K-espace vectoriel L. Soit le systéme de r équations & n inconnues,
x1o1(wy) + -+ xpop(wy) =0

x101(wa) + -+ + Tpop(wy) =0
(1)
xro1(wy) + -+ zpop(wy) = 0.

Comme 7 < n, il existe une infinité de solutions a ce systéme et en particulier
il existe une solution de la forme [ay, ..., ;] ol les a; € L ne sont pas tous nuls.
Soit # € L. Il existe alors des coefficients 1, ..., 3, € K tel que 5 = 22:1 Biw;.
Alors

Y i) =) aio; < > ﬁi’wi)
i=1 i=1 i=1

=YY aiBjo(w;), car o € Gal(L/K)

i=1 j=1

= Zﬂj<zai0(wj)>
=1 i=1

=0

28



car [aq, ..., qy] est une solution de ’équation . Mais alors >, a;o;(8) =0
oul B était arbitrairement choisi dans L, donc les o; sont linéairement dépen-
dants, ce qui est impossible par le lemme de Dedekind [3.48] O

Corollaire 3.50. Soit L/K une extension finie et posons n = [L : K|. Alors
tout élément o € L a au plus n conjugués distincts dans L.

Démonstration. Soit a € L. On sait que [L : K] = n > |Gal(L/K)| par le
lemme précédent. Par conséquent I'ensemble {c(a) | o € Gal(L/K)} a au plus
n éléments distincts. O

Lemme 3.51. Si S = Gal(L/E) pour un certain K C E C L alors Card(S) =
[L: Fiz(S)].

Démonstration. Soit n le cardinal de S et r = [L : Fix(S)]. Supposons que r > n.
Dés lors il existe au moins n+1 éléments de L linéairement indépendants sur K.
Soient w, ..., wy4+1 € E de tels éléments. Considérons le systémes d’équations
de n équations & n + 1 inconnues

rro1(wy) 4+ -+ Tpgp101(Wpg1) =0
z1o2(w1) + -+ - + Tpy102(Wny1) =0

(2)

mlan(wl) + -+ $7z+lar(wn+1) = 0.

Ce systéme posséde une solution non triviale puisqu’il y a plus d’inconnues que
d’équations. Soit [aq,. .., an4+1] une telle solution. Supposons en plus que cette
solution est choisie de sorte qu’il y a un nombre minimal de a; # 0. Quitte &
permuter les indices, on peut suppose que «; # 0 pour ¢ = 1,...,5 et o;j =0
pour s < j < n+1. On a s > 1. En effet, S est un groupe, donc id € S et
sans perte de généralité on peut supposer que o1 = id. En outre, si s = 1 alors
aro1(wy) = aqwy = 0 et comme wy # 0 on a a; = 0, ce qui contredit s = 1. On

peut ensuite supposer que la solution est de la forme [ay,...,a5-1,1,0,...,0]
en multipliant les a; par a; ! si nécessaire. Il existe au moins un des a; ¢ K car
sinon 0 = ayoy(wy) 4+ -+ -+ asor(ws) = aqwy + - -+ asws = 0 et les wy, ..., w,

ne seraient pas linéairement indépendants. En permutant encore les a;; on peut
supposer que o ¢ K. Aprés toutes ces déductions on a que

apoi(wy) + -+ asoi(ws) =0 (3)

pour tout 1 < ¢ < r. En appliquant o a cette équation pour chaque o € S on
a

or(ar)or(oi(w)) + -+ + op(as)or(oi(ws)) =0

et comme S est un groupe il existe pour chacun des o5, un o; € S tel que
0; = oo, de sorte que

or(an)oj(wr) + -+ + ow(as)o;(ws) = 0. (4)
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En soustrayant les équations pour ¢ = j aux équations on a
(ok(on) — ar)oj(wi) + -+ + (or(os—1) — @s-1)0;(ws—1) =0,

pour 1 < j < n. Comme ok(1) — a1 # 0 on a une solution a avec moins de
s éléments non nuls, ce qui contredit la minimalité de s. O

Corollaire 3.52. L’extension L/K est galoisienne si et seulement si [L : K] =

|Gal(L/K)|.

Démonstration. Si L/K est galoisienne alors Fix(Gal(L/K)) = K, donc [L :
K] = |Gal(L/K)| par le lemme précédent. Inversement, supposons que [L :
K] = |Gal(L/K)|. Par définition K C Fix(Gal(L/K)). Maintenant posons
E = Fix(Gal(L/K)). On a aussi £ = Fix(Gal(L/E)) et comme Gal(L/K)
et Gal(L/E) sont des groupes, on sait que cela implique que Gal(L/K) =
Gal(L/E). Mais alors

[L: E] > |Gal(L/E)| = |Gal(L/K)| = [L : K],

et comme K C F C L cela montre que [L : K| = [L : E]. Par conséquent F = K
et K = Fix(Gal(L/K)) et extension est galoisienne. O

3.6 Extensions normales et extensions séparables

Définition 3.25. Une extension algébrique L/K est dite normale si le polyndme
minimal de tout élément de L est scindé dans L.

En d’autres termes une extension est normale si le polynéme minimal de tout
élément de L posséde toutes ses racines dans L. Il ne faut pas aller chercher loin
pour trouver une telle extension. On peut, par exemple, penser a l’extension
Q(v3)/Q.

Si 'extension L/K n’est pas normale, alors il existe une plus petite extension
E/L telle que E/K est normale. On appelle cette extension la cloture normale
de L/K.

Définition 3.26. Soit f(X) € K[X] un polynéme non constant. L’ordre d’une
racine « est le plus grand entier positif n tel que (X —«a)™ divise f(X). Sin =1
on dit que « est une racine simple de f(X). Sin > 1, on dit que « est une racine
multiple.

Proposition 3.53. Soit K C E C L une tour d’extensions. Si L/K est une
extension normale alors L/E lest aussi.

Démonstration. Soit a € L et soit my(X) € K son polynéme minimal. Par
hypotheése toutes les racines de m,(X) sont dans L. Or, le polyndéme minimal
de o sur E est un facteur de m,(X), donc toutes ses racines sont encore dans
L. Par conséquent L/E est une extension normale. O
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Définition 3.27. Si f(X) admet la factorisation en polynomes irréductibles
f(X) =p1(X)...p1(X) € K[X],

alors on dit que f(X) est séparable si chacun des p;(X) ne posséde que des
racines simplesﬂ

Définition 3.28. Une extension algébrique L/K est dite séparable si le poly-
noéme minimal de tout élément est séparable.

Proposition 3.54. Soit K C E C L une tour d’extensions. Si L/K est une
extension séparable alors L/E est aussi.

Démonstration. Soit o € L et soit mq(X) son polynome minimal sur K. Par
hypothése m, (X) ne posséde que des racines simples. Maintenant, le polynome
minimal de f(X) de « sur F est un facteur de m,(X). Par conséquent, toutes
les racines de f(X) sont simples et cela montre que L/E est une extension
séparable. O

Il y a un critére qui permet de savoir si un polynéme irréductible est séparable
ou non.

Définition 3.29. Soit f(X) =Y. ,a; X" € K[X] non nul. Le polynéme dérivé
de f(X) est f/(X) =" ia; X7 .

Avec cette définition, il est clair que cette dérivation formelle vérifie toutes
les propriétés de la dérivation classique (régle de Leibniz etc...).

Proposition 3.55. Soit f(X) € K[X]| un polynéme non constant. Soit L le
corps de décomposition de f(X) et a € L une racine de f(X). Alors o est une
racine simple de f(X) si et seulement si f'(a) # 0.

Démonstration. Si o € L est une racine d’ordre n > 1 de f(X) alors il existe
9(X) € L[X] tel que f(X) = (X — a)"g(X) avec g(a) # 0. La dérivée de f(X)
est alors donnée par f/(X) =n(X — )" 1g(X) + (X —a)"¢'(X) et f'(a) =0
sin>2et f'(a) = g(a) # 0 si n = 1. Par conséquent, « est racine simple si et
seulement si f’(a) # 0. O

Théoréme 3.56. Soit f(X) € K[X] un polynome irréductible.
1. Si K est de caractéristique 0 alors f(X) est séparable.
2. Si K est de caractéristique p > 0 alors f(X) séparable si et seulement si

il n'eziste pas g(X) € K[X] tel que f(X) = g(XP).

Démonstration. 1) Supposons que Car(K) = 0. Comme f(X) est irréductible
il est, & multiplication par une constante prés (le polynéme minimal étant mo-
nique), le polynéme minimal de toutes ses racines. Il ne peut donc pas exister

4. Certains auteurs préférent dire qu’un polynoéme est séparable s’il est irréductible et s’il
ne posséde que des racines simples. Dans tous les cas, les deux définitions coincident pour les
polyndémes irréductibles.
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de polyndme de degré inférieur a f(X) avec une racine commune a f(X). Soit
n = deg(f(X)) et soit a € L une racine de f(X) dans son corps de décompo-
sition. Alors deg(f'(X)) < n avec f'(X) # 0, donc a ne peut étre racine de
f/(X). Par la proposition précédente, « est racine simple de f(X) et comme elle
est arbitraire f(X) est séparable.

2) Supposons que Car(K) = p > 0. La grande différence avec le cas en
caractéristique 0 est que f/(X) peut étre égal au polynome nul. Dans ce cas
f/(X) =0 = f'(a) et  n’est pas racine simple de f(X). Soit f(X) = >0, a; X’
son expression. Alors

F(X)=> ia; X!
=0

est le polyndme nul si et seulement si ia; = 0 pour tout 0 < 7 < n (n’oublions pas
qu’en caractéristique p les coefficients sont réduits modulo p). Ceci est possible
si et seulement si a; = 0 pour tout ¢ # 0 mod p. Ou encore, si et seulement
si f(X) = ap + apXP + aapX?P + -+ + @y, XP™ = g(XP) pour un certain
9(X) € K[X]. O

Définition 3.30. Un corps parfait est un corps dont toutes les extensions al-
gébriques sont séparables.

Corollaire 3.57. Si K est de caractéristique 0 alors il est parfait.

Démonstration. Soit L/K une extension algébrique et soit o € L. Posons mg, (X)
le polyndéme minimal de « sur K. Par le théoréme mq(X) est séparable.
Comme « est arbitraire, cela montre que L/K est une extension séparable. [J

Corollaire 3.58. Si K est un corps fini alors il est parfait.

Démonstration. Soit p la caractéristique de K. Soit L/K une extension algé-
brique et soit a € L. Vu le théoréme [3.50] il s’agit de montrer que les poly-
noémes de la forme f(X) = g(XP) ne sont pas irréductibles. Comme K est un
corps fini de caractéristique p, a = aP pour tout a € K. Par conséquent si
f(X)=>"pa; X" = g(XP) alors

f(X)= Zn: al X'P = (i al-Xi>p
i=0 1=0

et f(X) n’est pas irréductible. Dés lors, le polyndéme minimal de tout élément
de L est séparable et K est parfait. O

Autrement dit, en pratique, les extensions sont toujours séparables et il faut
aller chercher parmi les corps de caractéristique p > 0 de cardinal infini pour
trouver des extensions non séparables (dans ce cas on parle d’extensions insé-
parables).

Example 3.59. Voici 'exemple le plus simple et le plus utilisé dans la littéra-
ture pour illustrer un exemple d’extension non séparable. Soit le corps F,(t) des
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fractions rationnels a coefficients dans F,, (i.e. ses éléments sont des quotients
de polynémes a coefficients dans F,,). Soit le polynome f(X) = X? —¢ € F,[t].
L’idéal (t) C F,[t] est un idéal premier. Par conséquent, ¢ joue le role d'un
nombre premier p. Par le critére d’Eisenstein (généralisé), f(X) est irréduc-
tible. Par le test de la dérivation f/(X) = pXP~! = 0. Donc f(X) est irréduc-
tible mais n’est pas séparable. Cela montre que F,(£'/7)/F,(t) est une extension
non séparable.

Proposition 3.60. Soit L/K une extension finie. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. [L: K] =|Gal(L/K)|
2. L/K est une extension galoisienne.
3. L/K est une extension normale et séparable.

4. L est le corps de décomposition d’un ensemble de polynémes séparables
de K[X].

Démonstration. On s’inspire de [22] (théoréme 4.9) et |37] (théoréme 2.7.14).
Nous savons déja que 1) <= 2). Pour le reste, on fait une preuve circulaire.
2) = 3) Supposons que L/K est une extension galoisienne. Soit a € L et
considérons I'ensemble de ces conjugués a = aq,as,...,a,. Ceux-ci sont en
nombre fini par le corollaire Considérons le polynome f(X) = [[;, (X —
;). Comme o(f(X)) =[[/,(X —o(a;)) = f(X) et que L/K est galoisienne on
voit que f(X) € K[X]. Par conséquent, le polynome minimal de « divise f(X)
dans K[X] et est séparable puisque f(X) ne posséde que des racines distinctes.
En outre, toutes les racines de f(X), et a fortiori de m,(X), sont dans L. Par
conséquent L/K est normale et séparable.

3) = 4) Si L/K est normale et séparable alors le polynéme minimal
de tout élément o € L est séparable et scindé dans L. Donc L est le corps de
décomposition de ’ensemble des polynémes minimaux de ses éléments.

4) = 1) On fait une preuve par récurrence. Si [L : K] = 1 alors L/K
est une extension galoisienne de K. Supposons maintenant que [L : K] = n.
Par récurrence, on suppose que le résultat est vrai pour toute extension finie
degré < n. Soit S C K[X] l'ensemble des polynomes séparables dont L est
le corps de décomposition et soit f(X) € S l'un d’eux. Comme [L : K] > 1,
nous savons que f(X) n’est pas un polynéme de degré 1 et donc qu’il posséde
au moins une racine o ¢ K. Soit extension F = K(a). Comme K C E on
a [L : E] < n. Mais l'extension L/E est encore le corps de décomposition
de ’ensemble de polynomes séparables S ou ces derniers sont vus comme des
polynomes de E[X]. En utilisant la récurrence cela montre que L/E est une
extension galoisienne. Soit mX(X) le polynéme minimal de o sur K. Comme
mE(X) divise f(X) nous savons que m& (X) posséde des racines distinctes. Soit
m son degré et soient ay, ..., q,, ses racines. Nous savons donc que [E : K] =
m. En outre, par le lemme [3.36] il existe m automorphismes o; € Gal(L/K)
tels que o;(a) = a;. On montre que |Gal(L/K) : Gal(L/E)| > m (Iindice
du sous-groupe Gal(L/FE) dans Gal(L/K) est supérieur ou égal a m). Pour
voir cela il suffit de montrer que le groupe quotient Gal(L/K)/Gal(L/E) =
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{ocGal(L/E) | o € Gal(L/K)} posséde au moins m classes distinctes. Supposons
que 0;Gal(L/E)No;Gal(L/E) # () pour un couple i # j. Soient §,v € Gal(L/E)
tels que (o1 0 0)(a) = (03 0 ¥)(a). Comme « € E on sait que 8(a) = y(a) = a.
Dés lors o = oi(a) = 0;(0(a)) = oj(v(a)) = oj(a) = ; ce qui est une
contradiction puisque ¢; # ;. Donc on a bien |Gal(L/K) : Gal(L/E)| > m.
En outre[]

|Gal(L/K)| = |Gal(L/E)||Gal(L/K) : Gal(L/E)| par Lagrange
> |Gal(L/E)|.m, par ce précéde
=[L: E][E: K], car L/E est galoisienne
=[L: K], par le théoréme [3.23

mais comme |Gal(L/K)| < [L : K] par le lemme [3.49} on a |Gal(L/K)| = [L :
K], d’ou la conclusion. O

Example 3.61. L’extension F4/Fs est une extension galoisienne. Pour voir
cela, considérons le polynome f(X) = X* — X € Fy[X]. Ce polynéme posséde
des racines distinctes par le test de la dérivation. En fait, ’ensemble des ses
racines coincide exactement avec 'ensemble des éléments de Fy4 car (voir exemple
f(0) mod X2+ X +1, f(1) mod X2+ X + 1, f(X) mod X% + X + 1 et
f(X +1) mod X2+ X + 1. Par conséquent, Fy est le corps de décomposition
d’un polyndome séparable de Fo, et par le résultat précédent, ’extension est
galoisienne.

On peut vérifier les 3 autres caractérisations d’une extension galoisienne.
Rappelons-nous que nous pouvions aussi définir ’ensemble des éléments de Fy
comme {0, 1, o, «+ 1} (voir l’exemple. Par ce qui précede 0, 1, a, a+ 1 sont
les racines de f(X). Comme 'extension F4/F5 est de degré 2, le groupe de Galois
Gal(F4/F3) a au plus 2 éléments. L’un deux est nécessairement 'identité. L’autre
doit envoyer une racine de f(X) sur une autre de ses racines. En particulier, si
o € Gal(F4/Fq) n’est pas 'identité, alors forcément o(a) = o + 1. Clairement
0? = id et Gal(F4/Fs) = Z/27Z. Par conséquent, |Gal(Fy/F)| = [Fy : Fa).
Ensuite on a Fix(Gal(F4/F2)) = Fa. Finalement, lextension est normale et
séparable. Pour la séparabilité, c’est automatique par le corollaire [3.58 Pour la
normalité, tous les conjugués de tous les éléments de Fy sont dans F4. D’ou la
conclusion.

Remarque 3.62. La 4-iéme caractérisation d’une extension galoisienne de la
proposition précédente peut étre lue de la fagon suivante. Comme L/K est de
degré fini, L est le corps de décomposition d’un nombre fini de polynoémes sé-
parables. En multipliant tous ces polyndémes ensemble, on obtient un unique
polynéme de sorte que cette caractérisation est équivalente & celle-ci : Une ex-
tension finie est galoisienne si et seulement si elle est le corps de décomposition
d’un polynéme séparable. Lorsque le corps de base K est fini ou de caractéris-
tique 0, nous avons vu que la séparabilité est automatique. Dans ce cas, cette

5. Le théoréme de Lagrange de la théorie des groupes dit que si G est un groupe et H un
sous-groupe de G alors |G| = |G : H||H|.
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caractérisation se simplifie en : Une extension finie L/K est galoisienne si et
seulement si L est le corps de décomposition d’un polynéme (non nul) de K[X].

Corollaire 3.63. Soit K C E C L une tour d’extensions. Si L/K est une
extension galoisienne alors L/E est aussi.

Démonstration. Par la proposition précédente, L/K est une extension galoi-
sienne si et seulement si L/K est une extension normale et séparable. Par les
propositions et nous voyons que L/E est une extension normale et
séparable. Par conséquent L/F est une extension galoisienne. O

Si ce corollaire parait anodin, il est pourtant la clef pour montrer que la
correspondance entre sous-groupes et corps intermédiaires d’une extension ga-
loisienne est une bijection. C’est ce que nous allons voir dans le théoréme fon-
damental suivant. Terminons avec un dernier lemme utilitaire.

Lemme 3.64. Soit L/F une extension galoisienne. Soit K C E C tel que
Fiz(Gal(L/E)) = E. Alors o(E) = Fiz(c Gal(L/E)o ™) pour tout o € Gal(L/K).

Démonstration. On suit [37] (lemme 2.8.7). On montre d’abord que o(E) C
Fix(cGal(L/E)o~1). Soit a € E et soit 7 € Gal(L/E). Alors oro 1o(a)
et donc o(7(a)) = o(a). Donc o(E) C Fix(cGal(L/E)o~1). Inversement, si
oro 1(B) = a pour un B € E et pour tout 7 € Gal(L/E), alors 7o~ 1(a) =
o~ (). Déslors, 071(B) = v est fixé par Gal(L/E) et on voit que Fix(cGal(L/E)o~1t) C
o(E). O

3.7 Théoréme fondamental de la théorie de Galois

Théoréme 3.65. (Théoréme fondamental de la théorie de Galois) Soit
L/K une extension galoisienne finie. Alors il existe une bijection entre l’en-
semble des sous-groupes de Gal(L/K) et l'ensemble des sous-corps intermé-
diaires de L/K de sorte que F <+ Gal(L/F') et H <» F(H) avec [L: F] = |H]|.
Cette bijection vérifie H C Hy = T'(H;) D I'(Hs) pour tout sous-groupes
Hy,Hs de Gal(L/K). De plus, si F' est une extension intermédiaire entre L et
K alors F/K est une extension galoisienne si et seulement si Gal(K/F) est un
sous-groupe normal de Gal(L/K) et dans ce cas Gal(F/K) = Gal(L/K)/Gal(L/F).

Démonstration. Considérons la fonction
' g —F:Hw~ Fix(H)

qui associe & un sous-groupe de Gal(L/K) le corps fixé par celui-ci. Par la propo-
sition [3:45] nous savons que cette fonction est injective. Montrons la surjectivité
de T'. Soit K C E C L un corps intermédiaire de L/K. Par le corollaire
nous savons que L/E est aussi galoisienne. Par conséquent E = Fix(Gal(L/E))
et on a trouvé un sous-groupe de Gal(L/K) qui fixe E. Cela montre que I' est
une bijection entre I’ensemble des sous-groupes de Gal(L/K) et I’ensemble des
corps intermédiaire de L/K.
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Considérons le sous-groupe Gal(L/FE) de Gal(L/K). Par le théoréme de La-
grange |H| = |Gal(L/K)|/|Gal(L/K) : H|. De plus, [L : K| = [L : E|[E : K]
par le théoréme Comme L/E et L/K sont galoisiennes, on sait par la
proposition que [L: E] = |Gal(L/E)| et [L : E] = |Gal(L/K)|, dés lors

[L:K] |Gal(L/K)]

B K] =105 = Gan/B)]

= |Gal(L/K) : Gal(L/E)|.

Reste & montrer le résultat sur les sous-groupes normaux. Supposons que
Gal(L/E) est normal dans Gal(L/K). Par le lemme nous savons que
o(E) = Fix(cGal(L/E)o~!) pour tout ¢ € Gal(L/K) et comme Gal(L/E)
est normal Fix(cGal(L/E)o~!) = Fix(Gal(L/E)) = E. Maintenant, I’homo-
morphisme 6 : Gal(L/K) — Gal(E/K) est surjectif par le théoréme d’extension
des isomorphismes. Son noyau est

{c € Gal(L/K) | o(x) =2 ,Vz € E} = Gal(L/E),

par conséquent Gal(F/K) = Gal(L/K)/Gal(L/E), ce qui achéve la démonstra-
tion. O

Nous exposons, sans le démontrer, le théoréme suivant.

Théoréme 3.66. (Théoreme de l’élément primitif) Si L/ K est une extension
séparable finie, alors il existe un élément o € L tel que L = K(a).

On sait par les corollaires [3.57] et [3.58| que si K est de caractéristique 0, ou si
K est un corps fini alors, en particulier, toutes ses extensions sont séparables et
le théoréme de I’élément primitif s’applique. Cela permet de se ramener dans les
hypothéses du théoréme[3.29] mais aussi de pouvoir déterminer tous les éléments
de Gal(L/K) a partir de leur action sur un unique élément (« en occurrence).

Example 3.67. En reprenant 'exemple [3.47] on sait par le théoréme de 1'élé-
ment primitif que Pextension Q(v/2,v/3)/Q peut en fait se réécrire comme
Q(a)/Q pour un certain a € Q(v/2,v/3). On se convainc aisément que o =
V2 + /3 convient.

3.8 Applications de la théorie de Galois classique
3.8.1 Extensions cyclotomiques

Dans cette section nous étudions les extensions cyclotomiques de Q. Il est
connu que ’ensemble des racines du polynéme X™ — 1 est

Sy ={e" |j=0,1,....n—1}.

Définition 3.31. Une racine primitive n-ieme de l'unité sur Q est un élément
Cn € Q tel que ¢! = 1 mais (" # 1 pour tout m < n.
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Les racines primitives n-iéme de I'unité forment un sous-ensemble P,, C S,,.
En fait, ce sont les racines e ot j est premier & n car il est clair que si j/n
se simplifie en a/b avec a et b premiers entre eux, alors e T est une racine
primitive b-iéme avec b < n.

Définition 3.32. L’indicatrice d’Euler est la fonction
¢:No—=No:n—ph)={meNy|0<m<netmtn}

qui associe a tout entier non nul n le nombre d’éléments inférieurs a n et premiers
an.

Il faut compter 1 comme étant premier a tout élément (méme a lui-méme).
Dés lors ¢(1) = 1 et on a par exemple ¢(4) = 2, $(10) =4 et ¢(p) = p — 1 pour
tout nombre premier p. Par définition, il y a ¢(n) racines primitives n-iémes de
Iunité.

Définition 3.33. Le polynome @, (X) = [[.cp, (X — () € C[X] est appelé le
n-iéme polyndéme cyclotomique.

On voit directement que les polynomes cyclotomiques sont des polyndmes
moniques et que deg(®,, (X)) = ¢(n) pour tout n.

Proposition 3.68. Soit (,, une racine primitive n-ieme de l'unité. Alors

— L’extension Q((,)/Q est galoisienne.

— X" = 1=y, 2a(X)
Démonstration. Le polynéme X" — 1 est séparable puisque ses racines sont
distinctes. Comme ¢, € Q({,) on sait que ¢ € Q((,) pour tout m € Z. De
plus, ¢, = e avec J premier & n, donc (;* parcourt toutes les racines de
X™ — 1 lorsque m varie et clairement Q((,) est le corps de décomposition de
X™ — 1. Par conséquent Q(¢,,)/Q est le corps de décomposition d’un polynéme
séparable et est donc une extension galoisienne. Si ¢ € Gal(Q((,)/Q) alors
0(¢n) = w est une racine primitive n-iéme de 'unité car o(¢?) = o(1) =1 = w™
mais o(¢") = w™ # o(1) = 1 pour tout entier positif m < n. De ce fait

o(®n(X)) = H (X = 0(Q) = 2n(X),
CEP,

donc @,,(X) € Q[X]. Finalement, si  est une racine de I'unité alors il existe un
seul d € Ny qui divise n tel que ( = e avec j premier & d, donc X" — 1 =
[y @a(X). O

Considérons quelques exemples.

Example 3.69. Les premiers polynomes cyclotomiques sont ®1(X) = X — 1,
®5(X) = X + 1. Pour n = 3, on sait par la formule X" —1 = [[;,, ®a(X) que
X3 — 1= (X)®3(X) donc



Si n = 4, on peut déduire Pexpression de ®,4(X) a partir de la formule X4 —1 =
®1(X)P2(X)P4(X) mais on peut aussi le construire avec les racines primitives
4-iéme de I'unité qui sont eZITW,eGITW de sorte que

2im

Dy(X) = (X —T) (X —e7)
= (X —i)(X +1)
= X%+ 1.

Pour n =6, on a

DG(X) = (X — ) (X —e'57)

(=52) (-5

=X’-X+1.

On a vu par la proposition [3.68 que les polynémes cyclotomiques sont dans
Q[X]. On peut faire mieux : comme illustré dans I’exemple précédent, ceux-ci
sont en fait dans Z[X].

Lemme 3.70 (Lemme de Gauss). Soient f(X) =Y.' ja;z" et g(X) = > 1" bz’
des polynomes de Z[X] tel que pged(ag,...,an) = 1 et pged(bg,...,by) = 1.
Alors h(X) = E?jom c;ixt = f(X)g(X) est aussi tel que pgcd(co, . .., Cnim) = 1.

Démonstration. Supposons au contraire que h(X) est tel que

ngd(CO7 vy Cner) 7é L.

Dans ce cas, il existe un nombre premier p qui divise chacun des cg, ..., Crim-
Par les hypothéses sur f(X), il existe un plus petit indice 1 < i < n tel que a;
n’est pas divisible par p mais tel que p divise a;_1,a;_2,...,ag. De méme, pour
g(X) il existe un plus petit indice 1 < j < m tel que p ne divise pas b; mais tel
que p divise b;_1,bj_s2,...,bo. En développant le produit f(X)g(X) on a que le
coefficient de X*t7 est

Citj = aibj + a;ip1bj_1 + ajpobj_o + -+ ai—1bj1 +ai—2bjia+ ...

de sorte que p|c;; mais aussi plax et p|b; pour tout k < i et pour tout [ < j. Par
conséquent, le terme restant a;b; est aussi divisible par p. Comme p est premier,
on en conclut que pla; ou p|b; ce qui est en contradiction avec ’hypothése. [

Lemme 3.71. Soit h(X) € Z[X] un polynome monique et soient deux poly-
nomes moniques f(X), g(X) € Q[X] tel que h(X) = f(X)g(X). Alors f(X),g(X) €
Z[X].

Démonstration. Posons f(X) = > a;xz’ et g(X) =Y, bz, Soit p; le plus
petit commun multiple des dénominateurs des coefficients a;. De méme, soit ps le
plus petit commun multiple des dénominateurs des coefficients b;. Comme f(X)
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et g(X) sont moniques, on a pged(piag, - .., p1a,) = 1 et pged(pabo, - . ., pabm) =
1. Par conséquent

p1p2h(X) = (p1f(X))(p29(X)) € Z[X]

et par le lemme de Gauss les coefficients du polynome (k1 f(X))(k2g(X)) sont
premiers entre eux. Donc la seule possibilité est que p1ps = 1, c’est-a-dire p; = 1
et po = 1. O

En prenant la contraposée, ce lemme signifie aussi que si h(X) € Z[X] est
un polyndéme monique irréductible sur Z[X] alors il est irréductible sur Q[X].

Proposition 3.72. Pour toutn > 1 ®,(X) € Z[X].

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence. On a vu que ®1(X) =
X — 1 € Z[X]. Supposons que D,,(X) € Z[X] pour tout m < n. Par la formule
de la proposition [3.68 on a

X"—1=0,(X) [[ @ux

d|n,d<n

et comme X" —1 € Z[X], [[y.4<, Pa(X) € Z[X] et ©,(X) € Q[X] sont
moniques on en déduit que @,,(X) € Z[X] par le lemme précédent. O

Proposition 3.73. Les polynomes cyclotomiques sont irréductibles sur Q[X].

Cette preuve est celle que 'on trouve quasiment dans tous les ouvrages sur
la théorie de Galois.

Démonstration. Supposons que ®,,(X) n’est pas irréductible sur Q. Alors par
le lemme ®,,(X) n’est pas irréductible sur Z[X] et il existe des polynomes
moniques f(X), g(X) € Z[X] tel que ®,,(X) = f(X)g(X) avec f(X) irréductible
sur Z[X]. Les polynémes f(X) et ®,,(X) possédent un certain nombre de racines
communes. On va montrer que f(X) posséde en fait toutes les racines de ®,,(X)
ce qui montrera 'irréductibilité de @,,(X) sur Z[X] et donc, par la contraposée
du lemme sur Q[X].

La premiére étape consiste a montrer que si ¢ est une racine de f(X) alors
P est aussi une racine de f(X) pour tout p premier a n. Supposons qu’il existe
p premier a n tel que (P n’est pas racine de f(X). Alors ¢ est racine de g(X)
(car P est racine de ®,(X)) et ¢ est racine de g(X?). Comme f(X) est un
polynéme monique irréductible, c’est le polyndéme minimal de ¢ et f(X) divise
g(XP) dans Z[X]. Considérons ’homomorphisme

¢:Z[X] = F[X Zalx = o(f(X)) = f(X Zn:
=0
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qui réduit les coefficients d’un polynéme modulo p. Alors

- ng,’xip car b’ =bmodp VbeF,

0
= Z bm’) car (x +y)? =aP +y? dans I,

et f(X) divise (g(X))? dans F,[X]. Soit I(X) € F,[X] un facteur irréductible
de f(X). Alors I(X)|f(X) et I(X)|(g(X))? donc I(X)[g(X). Par conséquent,
égalité @,,(X) = f(X)g(X) montre que 7 (X) divise ®,,(X). Or ®,(X) est un
facteur de X™ — 1 qui ne posséde pas de racines multiples. En effet, n.X"~! 2 0
mod p (car p { n par hypothése) et X™ —1 est premier avec n.X" 1. Cela montre
que ®,,(X) ne posséde pas de racines multiples et que I’hypothése qu'il existe
un p tel que (P n’est pas une racine de f(X) est fausse. Maintenant, toutes les
racines de ®,,(X) s’écrivent comme (™ pour m premier & p. Si on décompose
m = p1pP2...Pm en un produit de nombres premiers, on sait que p1, P2, ..., Pm
sont tous premiers a n de sorte que (" = (PL-Pn = (P1(P2Pm) est encore une
racine de f(X) car (P! est une racine de f(X), ((P*)P2 est aussi une racine de
f(X) etc... On en conclut que f(X) = ®,,(X) est irréductible. O

Rappelons que le groupe (Z/nZ)* désigne I'ensemble des entiers modulo n,
premiers a n et munis de la multiplication modulo n. Par exemple (Z/6Z)* =
{1,5} et notons que 52 mod 6 = 1, donc cela forme bien un groupe. On voit
directement que l'ordre de ce groupe est ¢(n).

Théoréme 3.74. Soit (, une racine primitive n-iéme de l'unité. L’extension

galoisienne Q(¢,,)/Q est de degré ¢(n), son groupe de galois est Gal(Q(¢,)/Q) =
(Z/nZ)*.

Démonstration. Le polynéme minimal de ¢, est ®,(X) qui est de degré ¢(n)
donc [Q(¢,) : Q] = ¢(n). Maintenant si o € Gal(Q((,)/Q) alors o(¢,) = ¢* ou

m est déterminé par le choix de o. La fonction
w: Gal(Q((n)/Q) = (Z/nZ)* : 0 — my + nl

est un homomorphisme de groupes car si 0,7 € Gal(Q(¢,)/Q) alors o(7(¢,)) =
o(¢) = o™ cest-a~dire w(oT) = mem,; = w(o)w(r). Si w(o) = 1 alors
0(¢n) = ¢, donc o = id et w est un homomorphisme injectif. Finalement,
Card(Gal(Q((,)/Q)) = [Q(¢n) : Q] = ¢(n) = Card((Z/nZ)*) < 400 donc 'ho-
momorphisme est aussi surjectif (principe du tiroir). On a donc Gal(Q(¢,)/Q) =
(Z/nZ)*. O
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Example 3.75. Prenons n = 5 et posons (5 = ™5 . L’extension Q({5)/Q est
de degré ¢(5) = 4. Le polynéme minimal de (5 est

X1

=X 4+ X34+ X2+ X +1.
%1 + X+ X2+ X+

O5(X)

Par le théoréme fondamental de la théorie de Galois, les sous-extensions de
Q(¢5)/Q sont en bijection avec les sous-groupes de Gal(Q((5)/Q) = (Z/5Z)*.
Ce groupe est cyclique. En effet (Z/5Z)* = {1,2,3,4} et on voit que 2 génére
ce groupe car 2 mod 5, 22 = 4 mod 5, 22 = 3 mod 5 et 2* = 1 mod 5. Dés lors
(Z/5Z)* = (2) et les sous-groupes de (Z/5Z)* sont donc aussi cycliques. En fait
il n’y en a qu’un seul non trivial et il est donné par (4). Par la bijection donnée
par w dans la preuve du théoréme [3.74] 2 correspond a ’élément du groupe de
Galois o tel que o((5) = ¢2 donc Gal(Q(¢5)/Q) = (o) et son unique sous-groupe
est (02). Le polyndome minimal sur le corps fixé par (o2) est

(X = G)(X = 0(G)) = (X = G)(X —¢5)

1-5
=X+ 2fX+1.

Or, ce polynéme est dans Q(l_T\/g)[X] = Q(l_T\/g)[X] et le polynéme minimal

de 1_2‘/5 est de degré 2 sur Q donc la correspondance galoisienne est donnée par

le diagramme suivant.

Q(¢s) 1
2 2
Q(55) = Q(v5) (0?)
2 2
Q (o)

3.8.2 Résolubilité par radicaux

Dans cette section, tous les corps sont supposés de caractéristique 0.

Le sujet de cette section est le théoréme di & Galois qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un polynéme soit résoluble par radicaux. Les an-
ciens étaient soucieux de I'exactitude de leurs calculs et souhaitaient déterminer
les racines d’un polynéme de maniére exacte (c’est-a-dire sans approximations
numeériques). L’avantage des expressions algébriques par radicaux est que 'on
ne perd pas de précision en effectuant des opérations classiques (Par exemple
(v/2)? = 2 alors que (v/2)? ~ (1.4142)% = 1.99996164 ~ 2). Aprés avoir résolu de
maniére exacte les polyndémes de degré deux, trois et quatre, les mathématiciens
pensaient pouvoir donner une expression exacte pour le polynéme générique de
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degré cing. Galois lui-méme cru résoudre ce dernier, mais se rétracta pour fi-
nalement démontrer qu’il existe en fait certains polynémes de degré cing avec
des racines qui ne s’expriment pas "gentillement" en fonction des coefficients
de ce polyndéme. Aujourd’hui, peu de gens utilisent les formules de Ferrari pour
exprimer les racines d’'un polynéme de degré quatre de maniére exacte, et de
fait, 'ordinateur permet d’obtenir des précisions de I'ordre de 10716 aisément.
D’autres expressions moins restrictives que d’exprimer des racines de polynémes
par radicaux ont été envisagées. Il se trouve que pour tout polyndéme de degré
quelconque a coefficient dans un corps K C C, on peut exprimer les racines &
I’aide de fonctions elliptiques.

La premiére étape est de formaliser la notion de résolubilité par radicaux.
Soit f(X) € K[X] un polynéme non constant. Initialement, la question est
de savoir si les racines de f(X) peuvent s’écrire en terme de combinaisons de
sommes, de produits, de soustractions, de quotients et de racines n-iémes des
coefficients de f(X). Les quatre premiére opérations sont celles qui apparaissent
naturellement dans un corps. La derniére apparait lorsque ’on adjoint des ra-
cines n-iéme des éléments de ce corps (ici K) pour obtenir une extension de K.
Prenons K = Q et considérons le nombre

;<€/1+\f2+\/§—4>.

Cet élément appartient a une extension de Q qui peut étre obtenue a partir de

Q en adjoignant V2 puis V3 puis \3/ 1+ \/§ + \/§ successivement. On obtient

ainsi une tour d’extensions

Q c Q(v2) c Q(v2,V3) c@<€/1+\/§+ \/§>

et a chaque étape, on ne fait que rajouter une racine k-iéme d’un élément du
corps précédent. Ce constat éclaire les deux définitions suivantes.

Définition 3.34. Une extension L/K est dite radicale s’il existe une tour d’ex-
tensions
K=F CckC---CFE,=1L

telle que E;11 = Ei(ay) ou o; = a;" avec a € E; et n; € N pour tout 1 < i <
n— 1.

Définition 3.35. Un polynome non constant f(X) € K[X] est résoluble par
radicaux si son corps de décomposition est une sous-extension d’une extension

radicale de K.

Pour une premiére lecture, la définition suivante semble sortir de nul part.
Le lecteur verra que cette définition apparait naturellement dans le théoréme
de Galois sur la résolubilité par radicaux.

Définition 3.36. Un groupe G est résoluble s’il existe une suite de sous-groupes

G:HOQHl2"'2H7L—12Hn:<1>7
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avec H; normal dans H, 1 et H;y1/H; abélien pour tout ¢ = 0,...,n — 1. De
maniére équivalente on peut demander que chaque H;41/H; soit cyclique.

Démonstration. Voir |16]. O

On peut cependant se raccrocher aux définitions précédentes en voyant qu’il
est question de tour d’extensions, d’extensions galoisiennes et donc, par le théo-
réme fondamental de la théorie, d’une suite de sous-groupes vérifiants certaines
propriétés.

Example 3.76. Tout groupe abélien fini est résoluble.

Proposition 3.77. Soit G un groupe et soit H C G un sous-groupe normal.
Alors G est résoluble si et seulement si H et G/H sont résolubles.

Démonstration. C’est & nouveau un résultat de la théorie des groupes. (Voir
[16].) O

Proposition 3.78. Soit K un corps contenant une racine primitive n-iéme de
Punité. Soit f(X) = X™ —a € K[X] et soit L le corps de décomposition de
f(X). Alors L/K est une extension galoisienne et Gal(L/K) est cyclique. En
particulier Gal(L/K) est résoluble.

Démonstration. Si a = 0 le cas est trivial. Supposons que a # 0. Le polynéme
X" — a est séparable. En effet, par le test de la dérivée, nX"~! ne posséde pas
de racines communes & X" — a. Or le corps de décomposition d’un polynéme
séparable est une extension galoisienne, donc L/K est galoisienne.

Soit ¢, € K une racine primitive n-iéme de 'unité. Les racines de X" — a
sont {/a,(, ¥a,. .., ("t ¢/a. Par conséquent, le seul élément & adjoindre a K
pour obtenir le corps de décomposition est {/a. On a donc L = K({/a). Soit
o € Gal(L/K). Son action sur L ne va dépendre que de la valeur de o({/a), qui
est une racine de X" —a. Il existe donc un 0 < i < n—1 tel que o({/a) = ¢! Va.
Soit 7 € Gal(L/K) avec o # 7. Alors, il existe encore un 0 < j < n — 1 tel que
o(/a) = ¢J ¥/a. Dés lors la composition (o o7)(/a) = (17 /a = (i medn /g

montre que 'application
0:Gal(L/K)— Z/nZ

qui associe & o la puissance i de o(3/a)/{/a = ¢* est un homomorphisme de
groupe. Supposons que 6(c) = 0, alors o({/a) = {/a et o = id par conséquent
0 est injectif et Gal(L/K) est isomorphe & un sous-groupe du groupe cyclique
Z/nZ. Cela montre que Gal(L/K) est lui aussi cyclique. Comme tout groupe
cyclique est abélien et que tout groupe abélien est résoluble, on a la conclusion.

O

Une extension galoisienne dont le groupe de Galois est cyclique est appelée
une extension cyclique.

Théoréme 3.79. (Théoreme de Hilbert 90) Soit L/K une extension cyclique
de degré n. Soit 0 € Gal(L/K) un générateur du groupe. Alors [[I—, o'(a) =1
si et seulement si ac(B) = B pour un B € L.
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Nous ne démontrons pas ce théoréme mais la preuve peut étre trouvée dans
[22].

Proposition 3.80. Soit K un corps contenant une racine primitive n-iéme de
lVunité. Si L/K est une extension cyclique de degré n alors il existe a € K tel

que L = K(/a).

Démonstration. Soit o un générateur de Gal(L/K). Alors [, 0*(¢,) =1 car
c’est égal au terme indépendant du polynéme minimal de (,. Par le théoréme
de Hilbert 90 il existe donc « € L tel que o(a) = (. Comme ¢, € K on sait
que o'(a) = (*a pour tout 1 < i < n. En outre o(a”) = o(a)” = (Ca)” = a”
donc a™ € K. Par conséquent L = K(a). O

Proposition 3.81. Soient K un corps et f(X) = X" —a € K[X]. Si L est
le corps de décomposition de f(X) alors L/K est une extension galoisienne et
Gal(L/K) est résoluble.

Démonstration. Soit (, une racine primitive n-iéme de I'unité. Notons la dif-
férence avec la propriété précédente. Ici K ne contient pas forcément (,. On
va donc supposer que K ne contient pas ¢, (sinon on se raméne a la propriété
précédente). Par le méme raisonnement que précédemment, X™ — a est sépa-
rable, mais son corps de décomposition est L = K({/a,(,). A nouveau L/K
est une extension galoisienne. Considérons la tour d’extension K C K((,) C L.
L’extension L/K((,) est cyclique par la propriété précédente. En particulier
Gal(L/K((y)) est abélien. On montre que Gal(K ((,)/K) est aussi abélien. Soit
o € Gal(K((,)/K). Alors o est entiérement déterminé par la valeur o((,)
et il existe 0 < i < n — 1 tel que o(¢,) = ¢.. Soit 7 € Gal(K((n)/K).

Alors il existe encore un 0 < j < 1 tel que 7(¢n) = ¢2. Cela montre que
(0 07)(¢n) = ¢ = (1 00)(¢) et on peut étendre ce résultat pour tout

a € K((,) de sorte que Gal(K ((,)/K) est abélien. Maintenant, par le théoréme
fondamental de la théorie de Galois, Gal(L/K)/Gal(L/K((,)) = Gal(K(¢,)/K)
est abélien. Par conséquent Gal(L/K) D Gal(L/K({,)) 2 (1) est une suite de
sous-groupes comme dans la définition de groupe résoluble et Gal(L/K) est
résoluble. O

Dans la preuve précédente, on aurait pu aussi se convaincre que Gal(K (¢, )/K)
est abélien par le fait que le quotient d’un groupe abélien par un de ses sous-
groupe est toujours abélien.

Lemme 3.82. Si L/K est une extension radicale et si on note E la cloture
normale de L alors E est une extension radicale de K.

Démonstration. On montre d’abord que si F1/K et Fy/K sont deux extensions
radicales de K alors F1FEs aussi. Par hypothése il existe une tour d’extension

K=FRCFKC---CF,=E

et de méme
K=F CF)C---CF,=F
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avec Fiy1 = Fi(/a;) pour a; € Fj et F , = Fj( "/b;) pour b; € F! pour
chaque 7. Dés lors

KCFCFC---CE CEF CEF,C---CE,.

Maintenant Ey F| = F;( m\1/51) et by € K par hypothése, donc b; € E; et cette
extension est bien une extension radicale. Cela montre que la tour d’extensions
est encore une extension radicale. Pour montrer que la cléture normale de L
est une extension radicale de K, il suffit de savoir que la cloture normale est la
composition de 'ensemble des o(L) pour o € Gal(FE/K). Par ce qui précéde,
E =o01(L)...0,(L) ou o parcourt 'ensemble de Gal(E/K) est & nouveau une
extension radicale de K. O

Théoréme 3.83. (Condition nécessaire et suffisante de résolubilité par radi-
cauz) Soit f(X) € K[X] et soit L son corps de décomposition. Alors f(X) est
résoluble par radicaux si et seulement si Gal(L/K) est résoluble.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que f(X) est sépa-
rable.

1) Supposons dans un premier temps que f(X) est résoluble. Par définition,
il existe une tour d’extensions

K=F,CFEy,C---CE,,

ou E;y1 = E;(v/a;) avec a; € F; et n; € N pour tout 1 < i < n —1 tel que
L C E,. Soit m le plus petit commun multiple de tous les n;. Soit ¢ une racine
primitive m-iéme de I'unité et considérons les extensions F; = E;(¢) pour tout
1 < i < n. Maintenant F}, n’est pas nécessairement une extension galoisienne de
K. Par lemme précédent la cloture normale Fy de F), est a la fois une extension
radicale et une extension galoisienne de K. En outre l'extension Fy/K contient
toujours le corps de décomposition de f(X). Posons G = Hy = Gal(Fy/K) et
plus généralement H; = Gal(Fy/F;) pour tout 1 < ¢ < n. On a la suite de
sous-groupes suivante

G=HyDH D---2H,D(l).

Par la proposition les extensions F; 1 = F;( »¢/a;) sont cycliques pour tout
1 <4 <n—1 (chacun des F; contenant (, il contient en particulier une racine
primitive n;-iéme de 1'unité). Par conséquent chaque H;;1 est un sous-groupe
abélien de H;. De plus, la preuve de la proposition montre que ’extension
F, /K est galoisienne et Gal(Fy/K) = Hy/H; est abélien. De plus, les quotients
H;/H; ;1 étant cycliques pour 1 < i < n — 1 (et donc abéliens), on en conclut
que Gal(Fy/K) est résoluble. Comme Gal(L/K) = Gal(Fn/K)/Gal(Fy/L)
la proposition montre que Gal(L/K) est résoluble. Le diagramme suivant
illustre la situation.
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D Fipi = Hip
| / ‘ H;/H;; cyclique pour ¢ > 1
Eiy1 F,<—— H;

Ve
L

: Fy +——— Hy

Ve

FEs Fy +— H;

4 Hy/Hy abélien
K =F <—>G:H0

2) Supposons que G = Gal(L/K) est résoluble. Posons [L : K] = n et soit ¢
une racine primitive n-iéme de 1'unité. Considérons les extensions F' = K (() et
L' = L(¢). Deés lors H = Gal(L’/F) est un sous-groupe du groupe résoluble G et
est donc lui-méme résoluble. Par la (deuxiéme) définition de groupe résoluble,
il existe une suite de sous-groupes

H=HyDH 22 H, = (1),

tel que H;11 est un sous-groupe abélien de H; et H;/H; 1 est cyclique pour tout
1 <i < m—1. Par le théoréme fondamental de la théorie de Galois il existe une
tour d’extension

F=FRCFC---CF,=1L

tel que F; = Fix(H;) pour tout 1 < i < m. De plus chaque Gal(F;;1/F;) =
H;/H;.1 est cyclique et (comme chaque F; contient ¢) par la proposition
F;+1 = F;( v/a;) pour tout i de sorte que la tour d’extension est une extension

radicale L'/F contenant le corps de décomposition de f(X). Par conséquent
f(X) est résoluble. O

L’application classique de ce résultat se base sur les propositions suivantes.
Rappelons qu’un groupe G est simple s’il ne posséde aucun sous-groupe normal
autre que (1) ou éventuellement lui-méme.

Proposition 3.84. Si G est un groupe simple non abélien, alors il n’est pas
résoluble.
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Démonstration. Comme G est simple, il ne posséde pas de sous-groupe normal
autre que lui-méme et (1). On a donc l'unique suite G 2 (1). Mais G n’est pas
abélien, donc G/(1) n’est pas abélien et G n’est pas résoluble. O

Proposition 3.85. Le groupe alterné A,, est simple et non abélien.

Démonstration. Voir par exemple [37] corollaire A.3.6 ou encore [31] théoréme
14.7. O

Proposition 3.86. Le groupe S, n’est pas résoluble pour n > 5.

Démonstration. Le groupe S, contient A, comme sous-groupe, or tout sous-
groupe d’un groupe résoluble est résoluble. Donc S,, n’est pas résoluble. O

Cela implique que le polyndéme général de degré 5 n’est pas résoluble par
radicaux car il existe des polynomes de degré 5 dont le groupe de Galois est Ss.

Proposition 3.87. Le groupe Ss est généré par un élément d’ordre 2 et un
élément d’ordre 5.

Corollaire 3.88. Soit f(X) € Q[X] un polynéome irréductible de degré 5. Si
f(X) posséde 3 racines réelles et 2 racines complexes (donc conjugées) alors
f(X) n’est pas résoluble par radicauz.

Démonstration. Soit L le corps de décomposition de f(X). Le résultat découle
de ce que Gal(L/K) contient la conjugaison o = a + ib — a — ib et de ce que le
degré [L : K] est un multiple de 5. Comme la conjugaison est d’ordre 2 et que
le théoréme de Cauchylﬂ nous dit qu’il existe un élément de Gal(L/K) d’ordre
5, on sait que Gal(L/K) = Ss. O

Example 3.89. Par le critére d’Eisenstein le polynéme z° — 4x + 2 est irréduc-
tible. Ses racines sont ~ 0.5..., —1.5...,1.2... et —0.14+1.49, —0.1 — 1.44. Par
conséquent, ce polynéme n’est pas résoluble par radicaux.

3.8.3 Construction a la régle et au compas

On se donne un feuille blanche, et sur celle-ci sont fixés deux points défi-
nis comme constructibles, distants d’une unité. A cela, on ajoute un compas
qui ne peut étre centré qu’en un point déja construit et qui ne peut tracer que
des cercles passant par des points déja construits. Finalement, nous avons aussi
accés a une régle ne pouvant relier que des points déja construits. Les intersec-
tions entre les droites et les cercles tracés sont des nombres dits constructibles.
Avec ces outils, les mathématiciens de la Gréce antique pensaient pouvoir tracer
toutes les constructions géométriques possibles. Cependant, trois d’entre elles se
révélent plus difficiles que les autres et il faudra attendre le 19-iéme siécle pour
que les mathématiciens démontrent leur impossibilité. Les questions sont : Avec
une régle et un compas, est-il possible de

6. Soit G un groupe fini d’ordre n. Soit p un diviseur premier de n. Alors il existe un
élément de G d’ordre p.

47



FIGURE 1 — Construction a la régle et au compas des éléments de Z x Z.

1. Tracer un carré de méme aire qu'un cercle de rayon 17

2. Tracer un cube dont le volume est le double d'un cube dont l'aréte est
de longueur 17

3. Diviser n’importe quel angle en trois parties égales?

La premiére est plus connue sous le nom de quadrature du cercle et de nombreux
mathématiciens ont cru réussir a construire un tel carré.

Bien que géométriques, ces questions sont en fait intimement liées a la théorie
des corps. Soient O et U les deux points initiaux. Avec une régle on trace la
droite d; passant par ces deux points. Cette droite définit notre axe x de telle
maniére que O = (0,0), U = (1,0). Avec un compas on peut construire le
point V' = (—1,0) en tracant un cercle centré en O et passant par U car le
nouveau point d’intersection de ce cercle avec la droite di est (—1,0) (voir
FIGURE . Avec la méme méthode on peut construire les points (2,0), (—2,0),
(3,0), (—3,0) etc... Ensuite on trace le cercle C; centré en V passant par U
et le cercle Cy centré en U passant par V. On trace & la régle la droite ds
passant par les points d’intersection de C et C5. Cette droite est perpendiculaire
a dy et définit 'axe y. On trace le cercle C3 centré en O et passant par U
(ou V). L’intersection de Cj avec dz est W = (0,1). Par la méme logique
que précédemment on peut construire les points (0,—1), (0,2), (0,—2) etc...
mais aussi (1,1), (3,2), (118, —3) etc... On montre ainsi que tous les points de
7. x Z sont constructibles. Ce résultat n’est pas surprenant. On va montrer que
lensemble des points constructibles de la forme P = (a,0) est un corps. Pour
cela nous devons démontrer les lemmes suivants.

Lemme 3.90. Soit d; une droite ne passant pas par le point constructible A =
(z,y) et soient B et C des points constructibles sur di. Alors on peut tracer une
droite paralléle a dy passant par A avec la régle et le compas.

Démonstration. (Voir FIGURE[2]) On trace un cercle C; centré en B et passant
par A. Puis on trace la droite dy passant par A et B. Cette droite coupe C; en
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FIGURE 2 — Construction d’une droite paralléle & une autre, passant par un
point donné.

un point A’. On trace le cercle Cy centré en C et passant par A’. Puis on trace
la droite ds3 passant par C et A’. Cette droite coupe Cs en un nouveau point
A”. On trace la droite d4 passant par A et A”. Cette droite est paralléle & dy
par le théoréme des milieux car CA’ = CA” et A’B = BA par construction. En
particulier notons que A” est aussi constructible et donc que la droite d4 relie
bien deux points constructibles. O

Lemme 3.91. Le point A = (a,b) est constructible si et seulement si (a,0) et
(b,0) sont constructibles.

Démonstration. Dans tous les cas, les axes x et y sont construits a partir des
points O = (0,0), U = (1,0) et W = (0,1). Supposons que A est constructible.
Alors par le lemme précédent, on peut construire une droite paralléle (passant
par le point A et le point A” constructible, construit dans le lemme précédent)
a Paxe y dont 'intersection avec 'axe z est (a,0). Par conséquent, (a,0) est
constructible. De méme, on peut tracer une droite paralléle & I’axe z dont I'in-
tersection avec axe y est (0,b). On trace le cercle de centre O et passant par
(0,b). L’intersection (b, 0) de ce cercle avec I’axe z est donc constructible. Inver-
sément supposons que (a,0) et (b, 0) sont constructibles. Alors (0,b) est une des
intersections du cercle centré en O et passant par (b,0) avec 'axe y. Par consé-
quent (0, b) est constructible. Maintenant, comme expliqué dans I'introduction,
on peut construire des droites perpendiculaires aux axes x et y passant par (a, 0)
et (0,0) respectivement. L’intersection de ces deux droites est A = (a,b) qui est
donc constructible. U

Proposition 3.92. L’ensemble des points constructibles de la forme (a,0) est
un corps contenant Q.

49



[/

~

FIGURE 3 — Construction de (ab,0) et (a/b,0).

Démonstration. A nouveau, on a les points constructibles O = (0,0), U = (1,0)
et W = (0,1). Si (a,0) et (b,0) sont constructibles, alors on montre que (a+b,0)
est constructible. On trace la droite d; passant par (a,0) et W. Puis, on trace
la droite dy paralléle & 'axe = et passant par W. Ensuite, on trace la droite
perpendiculaire & (b,0). Son intersection avec dy est (b, 1). Finalement, on trace
la droite paralléle a di passant par (b,1). Cette droite intersecte l’axe x en
(a+b,0).

Ensuite on montre que (ab,0) est constructible. (Voir FIGURE [3]) On note
A = (a,0) et B(0,b). Le point B est bien entendu constructible car (b,0) est.
On trace la droite d; reliant W = (1,0) et A. Puis on trace la droite paralléle
a dj passant par B. Cette droite intersecte 'axe x en C'. Comme les triangles
COB et AOW sont semblables on sait que CO/AO = BO/WO de sorte que
CO = 1.b.a. Par conséquent C = (ab,0).

Pour montrer que (%,0) est constructible il suffit d’interchanger les roles de
A et C dans la preuve précédente. O

Ceci montre que ’ensemble des nombres constructibles forme un corps. Il
est clair que ce corps contient Q. De plus, on se convainc assez facilement que
si « est constructible alors /o est aussi constructible, le corps des nombres
constructibles est une extension non triviale de Q.

Comme on ’a vu, les constructions a la régle et au compas ne font intervenir
que des droites et des cercles. Les points constructibles sont les points d’intersec-
tions entre des droites et des cercles & coefficients dans un certain corps K 2O Q.
Il est clair que le point d’intersection entre deux droites non paralléles a coeffi-
cients dans un corps K est un élément de K x K. Maintenant, soit az+by+c =0
une droite a coefficients dans K et soit 22 + y? + dz + ey + f = 0 un cercle,
aussi a coefficients dans K. Il est clair que le nombre de points d’intersection
entre cette droite et ce cercle est soit 0 soit 1 ou 2. Supposons qu’il existe au
moins un point d’intersection. En isolant x dans ’équation de la droite et en
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injectant son expression dans 1’équation du cercle, on trouvera une équation de
la forme ay? + By + v = 0. Si a est nul alors y € K et donc € K aussi.
Supposons que a # 0. Cette équation est & nouveau a coefficients dans K. Ses
solutions sont clairement dans K (v/A) avec A = 32 — 4oy et en injectant Iex-
pression de y dans 1’équation de la droite on trouve I’expression de z qui est
aussi dans K (v/A). Par conséquent, les points d’intersection entre une droite et
un cercle & coefficients dans K sont dans K (v/A) x K(v/A). Tl reste a étudier le
cas de I'intersection entre deux cercles. Posons C; = 2 +y?+dx+ey+f =0et
Cy = 22+ y% +ax+by+c = 0 les équations des cercles a coefficients dans K. En-
core une fois, il y a soit 0 intersections soit 1 ou 2. Supposons qu’il y a au moins
un point d’intersection. Alors, en soustrayant ’équation de C a celle de Cs on a
le systéme d’équations #2 +y2+dz+ey+f = 0 et (a—d)x+(b—e)y+(c—f) = 0.
Ceci revient a étudier 'intersection entre un cercle et une droite, chose qui a
déja été faite. Pour synthétiser, partant de points constructibles dans un corps
K, les points d’intersections entre les cercles et les droites construits & partir de
ces points sont des éléments de K(vVA) x K(VA).

Par la suite, nous dirons qu’'un nombre « est constructible dans K pour
signifier que (o, 0) est constructible.

Théoréme 3.93. (Théoréme de Wantzel) Un nombre a € R est constructible
st et seulement il existe une tour d’extension

Q:L()CLlC"'CLn
avec « € Ly, et tel que [Liy1 : L;] <2 pour tout 0 <i<n—1.

Démonstration. On part des points O et U de Q x Q. Comme « est construc-
tible, il existe une suite de construction a la régle et au compas tel que (a,0)
est le point d’intersection d’une droite avec un cercle ou d’une droite avec une
droite ou d’un cercle avec un cercle a coefficients dans K x K pour un cer-
tain corps K. A la premiére étape, on construit un point a partir de droites
et de cercles a coefficients dans Q = Lg. On sait, par le paragraphe précé-
dent, que les points d’intersections de ces droites et de ces cercles sont dans
Q(y/a1) x Q(y/a1) pour un certain a; € Q, de plus [Q(y/a1) : Q] < 2. On pose
L1 = Q(y/a1). A I'étape m on construit le nouveau point d’intersection entre
des droites et des cercles a coefficients dans un certain corps L,,_1. Le point
d’intersection est dans Ly,—1(y/@m) X Lym—1(y/am) pour un certain a,, € Ly, 1.
De plus [Ly,(y/@m) : Lm—1] < 2 et on pose Ly, = Ly—1(\/am). On construit
ainsi une tour d’extension qui, a I’itération n, contient a. De plus la construction
montre que [L;11 : L;] < 2 pour tout 0 < i <n — 1 d’on lassertion.
Inversement, supposons qu’il existe une tour d’extension de la forme Q =
LocLyC---CLy,telque @ € L, et [Lixq: L;] <2 pour tout 0 <i<n—1.
Sin = 0 alors @ € Q est constructible. Supposons que tous les éléments de
L,, avec m > 0 sont constructibles. Comme [Ly,4+1 @ L] < 2 on sait qu'il
existe a € Ly, tel que L,,+1 = Ly (v/a). Or \/a est constructible donc Ly, 41
est un corps d’éléments constructibles. Par récurrence, cela montre que « est
constructible. O

o1



Proposition 3.94. La quadrature du cercle est impossible.

Démonstration. Soit C' un cercle de rayon 1. Son aire vaut 7w et on se demande
s’il est possible de tracer un carré dont l'aire est w. Ceci est équivalent a se
demander si /7 est constructible. Or /7 n’est méme pas algébrique, donc ne
peut étre contenu dans une tour d’extension de degré 2" et cette construction
est impossible. O

Proposition 3.95. [l est impossible de tracer a la régle et au compas un cube
de volume 2.

Démonstration. Ceci revient a construire un cube dont I’aréte est de longueur
1 1 1 .

23. Or [Q(23) : Q] = 3 donc 23 ne peut étre contenu dans une extension de

degré 2" et cette construction est impossible. O

Proposition 3.96. Un angle constructible 0 est divisible en trois parties égales
si et seulement si 4X3 — 3X — cos(f) est irréductible sur Q(cos(6)).

Démonstration. On trace le cercle C reliant centré en O et passant par U. Si 6
est constructible, alors il existe une droite de pente 6 dont le point d’intersection
avec C1 est (cos(f),sin(f)). Pour construire 6/3, il nous faudrait construire le
point (cos(6/3),sin(6/3)), c’est-a-dire pouvoir construire cos(6/3). Or cos(3u) =
4cos(u)® — 3cos(u) et en posant 3u = 6, X = cos(u) on a 'équation f(X) =
4X3 —3X — cos(f) = 0. Si f(X) est irréductible sur Q(cos(f)) alors cos(6/3),
qui est une racine de ce dernier, est dans une extension de degré 3 sur Q. Dans
ce cas cos(0/3) n’est pas constructible et on ne peut diviser 6 en trois parties
égales. Sinon f(X) n’est pas irréductible et il posséde des facteurs de degré 1 et
2. Par conséquent, les extensions de cos(f) possédant cos(6/3) sont de degré 1
ou 2 et 0/3 est constructible. O

Typiquement, il est impossible de diviser un angle de 60 degrés en 3 parties
égales car 4X3 — 3X — cos(7/3) = 4X3 — 3X — 1/2 est irréductible sur Q.

Pour 'instant, tous les problémes ont étés résolus uniquement avec des ex-
tensions quadratiques. Une derniére grande question, résolue par Gauss, est de
savoir quels sont les polygones réguliers constructibles a la régle et au compas.
La démonstration nécessite 'utilisation des extensions cyclotomiques de Q. La
preuve peut étre trouvée dans [22] (théoréme 15.6) ou [32]| (proposition 33.2).

Théoréme 3.97. Un polygone régulier a n cotés est constructible a la régle et
au compas si et seulement si ¢p(n) = 2" pour n > 1.

4 Theéorie de Galois infinie

Pour écrire ce chapitre nous nous basons sur les références [5],[7],[18],[21]
(ch.7),|22] (ch.4),[23] (ch.4),]37] (ch.5 section 4).
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4.1 Introduction

La théorie de Galois classique est restreinte & ’étude des extensions algé-
briques finies. Comme sous-entend son nom, la théorie de Galois infinie s’inté-
resse aux extensions algébriques de degré infini. Intuitivement, une extension
galoisienne infinie est une union infinie d’extensions galoisiennes finies. De ma-
niére équivalente, une extension galoisienne infinie est le corps de décomposition
d’une infinité de polyndémes séparables. On peut par exemple penser & l’exten-
sion Q(v/2,V3,..., \/P,-..) ou toutes les racines carrées de tous les nombres
premiers sont adjointes & Q. La grande question est de savoir si le théoréme
fondamental de la théorie de Galois fonctionne encore dans le cas des extensions
infinies. La réponse est non, en ce sens que si L/K est une extension galoi-
sienne infinie alors il existe, en général, plusieurs sous-groupes de Gal(L/K) qui
fixent un méme corps intermédiaire. Nous avons donc perdu la correspondance
galoisienne. Il y a cependant une bonne nouvelle : il existe une topologie, dite
de Krull, qui permet de rétablir la correspondance entre ’ensemble des corps
intermédiaire entre L et K et ensemble des sous-groupes de Gal(L/K) qui
sont fermés pour cette topologie. L'une des motivations de cette théorie est
de comprendre le groupe de Galois absolu de Q : Gal(Q/Q) (ou plus généra-
lement le groupe de Galois absolu de n’importe quel corps : Gal(K/K)). Ce
groupe gigantesque contient tous les groupes de Galois Gal(Q/K) de toutes les
extensions algébriques K de Q et chacun de ses quotients par un de ses sous-
groupes normal est le groupe de Galois Gal(L/Q) d’une extension galoisienne L
de Q. Comprendre ce groupe c’est comprendre toute la structure des nombres
algébriques. Aujourd’hui encore, ce groupe est mal compris et nous ne savons
décrire essentiellement aucun de ses éléments.

4.2 Quelques rappels de topologie

Commengons par rappeler quelques caractérisations de la continuité d’une
fonction.

Proposition 4.1. Soient X et Y deux espaces topologiques. Soient Bx, Sx et
By, Sy une base et une sous-base pour les espaces topologies X et Y respecti-
vement. Alors une fonction f: X — Y est continue si et seulement si

1. Pour tout © € X et pour tout un ouvert V de Y contenant f(x), il existe
un ouvert U de X tel que f(U) C V.

2. L’image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X, i.e.
F~YHU) est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y .

3. L’image réciproque par f de tout ouvert de la base By est un ouvert de
X.

4. L’image réciproque par f de tout ouvert de la sous-base Sy est un ouvert

de X.

Définition 4.1. Soit (X;);e; un ensemble d’espaces topologiques et soit X =
[I;c; Xi le produit cartésien des (X;);cr. La topologie produit sur X est la
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topologie la moins fine telle que I’ensemble des projections m; : X — X; sont
des fonctions continues.

Proposition 4.2. Dans les notations de la définition précédente, une sous-base
pour la topologie produit sur X est donnée par ’ensemble des

= {7Tj_1(Uj) | j el etU; un ouvert de X;}.
Nous aurons aussi besoin des notion suivantes.

Définition 4.2. Un espace topologique X est un espace de Hausdorff si pour
tout x,y € X tels que = # y, il existe des ouverts U, > x et Uy > y tels que
U, U, =0.

Définition 4.3. Un espace topologique est compact X si de tout recouvrement
X = U;eU; par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini X =
UiesU; (c’est-a-dire ot J C T est fini).

Pour la compacité, nous ne retiendrons que trois propriétés.
Proposition 4.3. Un fermé dans un compact est compact.

Proposition 4.4. L’image d’un compact par une fonction continue est encore
un compact.

Théoréme 4.5. (Tychonoff) Soit (X;)icr un ensemble d’espaces topologiques
compacts et soit X = [[,.; Xi Uespace topologique muni de la topologie produit.
Alors X est compact.

icl

Ce théoréme s’applique méme lorsque I’ensemble des indices I est infini.

Définition 4.4. Un espace topologique X est totalement discontinu si les seules
composantes connexes de X sont les singletons.

Du reste, le lecteur est invité a consulter I'ouvrage 2] pour davantage de
précisions.

4.3 Extensions algébriques infinies

Soit L/K une extension algébrique infinie. Par définition, chacun des élé-
ments de L est algébrique sur K. Soit o € L. Alors, par définition, il existe un
polynome f(X) € K[X] tel que f(«) = 0. Par conséquent il existe une extension
de degré fini F'/K telle que a € F. En fait, méme si I'extension L/K est infinie,
chacun de ses éléments est contenu dans une extension finie.

On dit toujours qu’une extension est galoisienne lorsque Fix(Gal(L/K)) = K
et ou Gal(L/K) est toujours le groupe des automorphismes de L qui fixent K
(dans le cas d’une extension infinie le groupe de Galois est lui aussi infini).

Proposition 4.6. Soit L/K une extension galoisienne. Alors

L=JL
ot L; parcourt l’ensemble des extensions galoisiennes finies de K contenues dans
L.
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Démonstration. Cela découle directement du paragraphe précédent. O

A nouveau, une extension est galoisienne si et seulement si elle est le corps
de décomposition d’un ensemble de polynomes séparables (dans le cas d’une
extension infinie, ga sera le corps de décomposition d’un ensemble infini de
polynémes séparables.)

Remarque 4.7. On peut encore montrer que L/K est galoisienne si et seule-
ment si L/K est normale et séparable. Au vu de ce qui précéde, par les pro-
positions et par le corollaire on a encore que L/E est une ex-
tension galoisienne pour tout K C E C L. Au final, la seule différence avec
le cas des extensions finies est que nous nous ne pouvons plus définir 1'éga-
lite [L : K| = |Gal(L/K)| dans le cas infini. Nous ne le démontrons pas,
mais le théoréme d’extensions des isomorphismes peut étre étendu aux ex-
tensions de degré inﬁniﬂ(voir par exemple |37]). De ce fait, ’homomorphisme
Gal(L/K) — Gal(F/K), ot K C F C L est une extension galoisienne de degré
fini, qui était une surjection dans le cas o L/K était une extension galoisienne
de degré fini, ’est toujours dans le cas des extensions de degré infini. Comme
le noyau de cette surjection est précisément Gal(L/F) on a, comme dans le cas
fini, Gal(L/K)/Gal(L/F) = Gal(F/K). Ce résultat est aussi vrai lorsque F/K

n’est pas une extension galoisienne finie.

4.4 Topologie de Krull

Soit L/K une extension galoisienne et soit ¢ € Gal(L/K). On va construire
une topologie sur Gal(L/K) a partir des classes (a gauche) de Gal(L/K). Une
base de voisinage de ¢ est donnée par

oGal(L/F),

ou F' parcourt ’ensemble des extensions galoisiennes finies de K dans L. Pour
un F fixé, cGal(L/F) est 'ensemble des automorphismes de L qui agissent
comme o sur F. Plus précisément, si 7 € 0Gal(L/F) alors il existe § € Gal(L/F)
tel que 7 = o o 6. Ce faisant, 7(a) = 0(f(a)) = o(a) pour tout a € F puisque
0 fixe F. On a donc o|p = 7|r. Inversement, supposons que 7 € Gal(L/K) et
olp = 7|p. Comme Gal(L/K) est un groupe il existe § € Gal(L/K) tel que
T = 0 o f. Par hypothése o(a) = 7(a) pour tout a € F, donc o(a) = o(0(a)) et,
encore parce que Gal(L/K) est un groupe, 6(a) = a. Mais alors 0|r = id, donc
0 € Gal(L/F). Par conséquent, 7 = 0 0§ € 0Gal(L/F).

Plus l'extension F/K est de degré élevé (mais toujours de degré fini) plus
oGal(L/F) est petit et plus ses éléments sont proches de o.

Proposition 4.8. Avec ’ensemble vide, l’ensemble des o Gal(L/F') 0w o par-
court l’ensemble des éléments de Gal(L/K) et ot F parcourt l’ensemble des ex-
tensions galoisiennes finies de K dans L définissent une topologie sur Gal(L/K).
De maniére équivalente, tout ouvert U de Gal(L/K) est soit ) soit une union

7. Cela nécessite le lemme de Zorn
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de classes i.e. U = |J;c; 0 Gal(L/ F;) ou les F; sont des extensions galoisiennes
finies de K dans L.

Démonstration. Clairement Gal(L/K)(=idGal(L/K)) est un ouvert car K est
une extension galoisienne finie de K. De méme () est 'ouvert trivial. Ensuite,
I’union quelconque d’ouverts est encore un ouvert car les ouverts sont déja définis
comme des unions
U=|]Jo:Gal(L/F)).
iel

Reste & voir qu’une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Soit Uy,...,U,
un nombre fini d’ouverts et considérons leur intersection U; N ---NU,. Si cette
intersection est vide, il n’y a rien & montrer. Sinon, il existe au moins un élément
oceU;N---NU,. On veut montrer qu’il existe un ouvert U contenant o et qui
est contenu dans U'intersection des U;. Comme chaque U; est un ouvert il existe
une extension galoisienne F; pour chaque U; tel que oGal(L/F;) C U;. Soit
F = Fy...F, la composition de tous les F;. C’est encore une extension finie de
K et par construction oGal(L/F) C oGal(L/F;) pour chaque 1 < i < n. Par
conséquent cGal(L/F) C UyN---NU, et l'intersection des U; est un ouvert. O

Définition 4.5. La topologie définie sur Gal(L/K) est appelée la topologie de
Krull.

Si F/K est une extension galoisienne de degré fini, alors la topologie de Krull
sur Gal(F/K) coincide avec la topologie discréte. En effet, si F//K est fini alors
oGal(K/K) = {0} est un ouvert pour tout o € Gal(F'/K). Par conséquent, tous
les singletons de Gal(F/K) sont ouverts, ce qui montre bien que la topologie
induite est la topologie discréte.

Définition 4.6. Un groupe topologique est un groupe G (ici multiplicatif) muni
d’une topologie compatible avec les opérations du groupe. En d’autres termes,
la multiplication

m:GxG—G:(x,y)—ay

et I'inversion
1

1G>G :x—a"
sont des fonctions continues au sens de la topologie sur G.

Proposition 4.9. Muni de la topologie de Krull, Gal(L/K) est un groupe to-
pologique.

Démonstration. Soit F une extension galoisienne finie de K dans L et soit
orGal(L/F) le voisinage associé de o7. On va montrer que

m(cGal(L/F) x TGal(L/F)) C o7Gal(L/F),

la continuité de m en découlera. Soit 6, un élément de cGal(L/F)x7TGal(L/F).
Par définition cela signifie que 8| = o|p et y|r = 7|p. Par conséquent m((6,~)) =
Oy et si a € F alors v(a) = 7(a) € F donc 6(y(a)) = o(r(a)) ou encore
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0y € o7Gal(L/F) d’ou la continuité de m. Pour P'inversion, soit o ~'Gal(L/F)
le voisinage de o~ ! associé¢ & F. On va montrer que

i(cGal(L/F)) C 0~ 'Gal(L/F),

et comme précédemment, la continuité de ¢ en découlera. Soit 7 € cGal(L/F),
c’est-a-dire un élément tel que 7|p = o|p. Alors i(7) = 77! et pour tout a € F
on a 77 1(a) = 071 (a) par ce qui précéde. Par conséquent 771 € o~ Gal(L/F),
d’oi1 la conclusion. O

Reprenons L/ K, une extension galoisienne infinie avec son groupe de Galois
Gal(L/K) muni de la topologie de Krull. Considérons le produit

X =[] Gal(F/K)
F

ou F' parcourt ’ensemble des extensions galoisiennes finies de K dans L. Comme
il a été vu précédemment, chacun des groupes finis Gal(F/K) est naturellement
muni de la topologie discréte ce qui en fait des groupes topologiques. Nous pou-
vons donc munir X de la topologie produit et ce dernier hérite de la structure de
groupe de ses facteurs en définissant la loi de composition interne composante
par composante. Le produit X est, par conséquent, un groupe topologique. En
outre, les groupes topologiques Gal(F'/K) sont finis et discrets, donc compacts.
Par le théoréme de Tychonoff, cela montre que X est aussi compact. Pourquoi
parlons-nous de ce produit 7 Car le groupe topologique Gal(L/K) s’injecte natu-
rellement dans X et que nous allons pouvoir déduire des propriétés de Gal(L/K)
a partir des propriétés de X. Soit 'homomorphisme

f:Gal(L/K) —» X = [[Gal(F/K) : 0 = [] ol
F F

Cette fonction est injective, en effet f(0) = [[po|lr = [[rid implique que
o = id sur tout L puisque L est 'union de toutes ses sous-extensions galoisiennes
finies. Cela montre aussi que Gal(L/K) = Im(f). On peut se convaincre de
I’injectivité intuitivement. Le produit X n’est qu'un ensemble de groupes qu’on
a "collé" les uns aux autres. Les composantes de X n’ont pas de liens entre
elles alors que Gal(L/K) posséde une structure plus restrictive : Si Fy C Fb
sont des extensions galoisiennes finies de K dans L alors (o|g,)|r, = o|r, (la
restriction de o & F5 doit coincider avec la restriction de o & F; lorsque ces deux
automorphismes sont comparés sur le domaine F} ). Ces considérations vont nous
amener a construire une expression plus précise de Gal(L/K) = Im(f) C X.
Mais avant cela, montrons la proposition suivante.

Proposition 4.10. Le groupe topologique Gal(L/K) est Hausdorff, totalement
discontinu et compact.

Démonstration. On suit |22] et [23].
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Hausdorff : Soient o,7 € Gal(L/K) deux automorphismes distincts. Il faut
montrer qu’il existe deux voisinages disjoints Vi et V5 contenant o et 7 res-
pectivement. Comme o # 7 il existe une extension galoisienne finie F//K telle
que o|p # 7|p. Mais alors cGal(L/F) N oGal(L/F) = 0, donc les voisinages
Vi =o0Gal(L/F) et Vo = 7Gal(L/F) conviennent.

Totalement discontinu : On doit montrer que les seuls parties connexes de
Gal(L/K) sont les singletons. (Voir [7] pour la preuve.)

Compacité : L’idée est la suivante : On prouve que Uinjection f : Gal(L/K) —
X définie précédemment est un homéomorphisme de Gal(L/K) dans Im(f). On
montre ensuite que Im(f) est un fermé dans X. Comme un fermé dans un com-
pact est compact, cela démontrera que I'image est compacte et comme 1'image
réciproque d’un compact par un homéomorphisme est aussi compact, cela aché-
vera la démonstration.

Pour que f soit un homéomorphisme de Gal(L/K) sur Im(f), il suffit de
montrer que f et f~! sont continues car on a déja montré la bijectivité (en
montrant 'injectivité). D’apreés la proposition une sous-base pour la topo-
logie produit est donnée par

S =[] Gal(F/K) x {},

F+#E

ou les F' parcourent I’ensemble des extensions galoisiennes finies de K et 7 €
Gal(E/K). Maintenant, si o|p = 7 alors f~1(S) = oGal(L/E) qui est un
ouvert de Gal(L/K). Par la proposition partie 4), on en déduit que f est
continue. Maintenant f(oGal(L/K)) = f(Gal(L/K)) N S est un ouvert dans
Im(f) donc f~! est continue. Il en résulte que f est un homéomorphisme. Si
K C Ey C E; C L etsioGal(L/K) alors en particulier (o|g,)|r, = o|g,. Par
conséquent, Im(f) = ﬂEngl Cg,.5, o Cg, 5, = {[[rolr tel que (0|g,)|E, =
olg,} CX.0rCg, g, = UUGGaI(E/K)(I_IF;,&EIE2 Gal(E/K) x R, x {c}) ou S,
est I'ensemble des 7 € Gal(E2/K) tels que 7|g, = 0. Comme la topologie sur
les projections est la topologie discréte et que 'union est finie en en déduit que
CE,,E, est fermé. Mais l'intersection quelconque de fermés est encore un fermeé,
donc Im(f) est fermé dans X. Ceci achéve la démonstration. O

Définition 4.7. Un groupe topologique qui est compact, Hausdorff et totale-
ment discontinu est appelé un groupe profini.

Les groupes profinis possédent la propriété de s’exprimer en terme de ce
qu’on appelle une "limite projective de groupes topologiques finis" (d’ou le
nom profini). En fait si L/K est une extension galoisienne alors au vu de la
démonstration précédente,

Gal(L/K) = {[](olr) € [[ Gal(F/K) | (08,) |7, = 0|, VF1 € Fa} C X.

Dans notre contexte, on dit que 'ensemble des Gal(F/K) avec les projections
(op,)|m = 0|, YF1 C F, forme un systéme projectif. La limite projective de
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ce systéme projectif est par définition ’expression a droite de 1’égalité ci-dessus.
On la note
Gal(L/K) = lim Gal(F/K),
pr

ou F/K parcourt l'ensemble des extensions galoisiennes finies de K dans L.
Tout groupe de Galois est un groupe profini, inversement on peut montrer que
tout groupe profini est le groupe de Galois d’une extension galoisienne.

Proposition 4.11. Soit K C F' C L une extension intermédiaire. Alors Gal(L/F)
est fermé dans Gal(L/K).

Démonstration. Soit o ¢ Gal(L/F) un élément de Gal(L/K). Alors il existe
un « € F tel que o(a) # «. Comme « € L il existe une extension galoisienne
K C E C L telle que ¢Gal(L/FE) N Gal(L/F) = (. Donc Gal(L/K) \ Gal(L/F)
est ouvert et Gal(L/F) est fermé. O

Proposition 4.12. Soit H un sous-groupe de Gal(L/K). Alors la fermeture de
H dans Gal(L/K) est H = Gal(L/Fix(H)). En d’autres termes, si H est fermé
alors H = Gal(L/Fiz(H)).

Démonstration. On suit [7]. A priori H C Gal(L/Fix(H)). Par la proposition
précédente Gal(L/Fix(H)) est fermé donc H C Gal(L/Fix(H)). On montre que
H D Gal(L/Fix(H)). Soit o € Gal(L/K)\H. On prouve que o ¢ Gal(L/Fix(H)).
Comme H est fermé son complémentaire est ouvert et il existe un X C E C L
tel que E/K est finie, de sorte que cGal(L/FE) N H = (). Supposons que pour
tout @ € E on a que 7(«) = « pour tout 7 € H implique que o(a) = . On
suppose donc que Fix(Hg) C Fix(o|g). Comme Gal(E/K) est fini cela montre
que o|g € Fix(Hg) et il existe 7 € Fix(H) tel que o|g = 7|g. Donc par dé-
finition 7 € ocGal(E/K). Mais ceci est impossible car on a choisi E tel que
oGal(E/K) N H = (). Par conséquent il existe un o € E tel que o(a) # « et
7(a) = a pour tout 7 € H. Cela montre que o ¢ Gal(L/Fix(H)). O

Une conséquence directe de cette proposition est qui si H est fermé dans
Gal(L/K) alors H = Gal(L/Fix(H)) ou encore Fix(H) = Fix(Gal(L/Fix(H))),
c’est-a-dire L/Fix(H) est une extension galoisienne.

Proposition 4.13. Soit K C F C L une extension intermédiaire finie. Alors
Gal(L/F) est un sous-groupe ouvert de Gal(L/K). Inversement, tout sous-
groupe ouvert de Gal(L/K) est de la forme Gal(L/F) pour F/K finie.

Démonstration. Soit o € Gal(L/F'). Notons E la cloture normale de F' dans
L. Alors 0Gal(L/FE) C Gal(L/F) et Gal(L/F) est ouvert. Inversement, si H
est un sous-groupe ouvert de Gal(L/K) alors H = Gal(L/K) \ U, q0H,
et H est le complémentaire d’une union d’ouverts. Donc H est fermé. Par la
proposition on a donc que H = Gal(L/F) ou F' = Fix(H). Maintenant
Gal(L/K) =, 0Gal(L/F) (union disjointe) et comme Gal(L/K) est compact
on peut extraire un sous-ensemble fini S C Gal(L/K) tel que Gal(L/K) =
U,cs0Gal(L/F). Par conséquent |Gal(L/K) : Gal(L/F)| < 400 et F/K est
une extension finie. O
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Il existe cependant des sous-groupes de Gal(L/K) d’indice fini mais qui ne
sont pas ouvertsﬁ(voir |21] ch. 7). En combinant ces propositions, on a enfin le
fameux théoréme de la théorie de Galois infinie.

Théoréme 4.14. (Théoreme fondamental de la théorie de Galois infinie) Soit
L/K une extension galoisienne. Notons G I’ensemble des sous-groupes fermés
de Gal(L/K) et F l’ensemble des extensions intermédiaires de L/K. Alors la
fonction T : G — F : H — Fiz(H) est une bijection et son inverse est donnée
par Q: F+— Gal(L/F). De plus, F est une extension finie de K si et seulement
st Gal(L/F) est un sous-groupe ouvert dans Gal(L/K).

Démonstration. Soit H un sous-groupe fermé de Gal(L/K). On sait par la pro-
position que H = Gal(L/Fix(H)), donc

I'(H) = Fix(H) = Fix(Gal(L/Fix(H))).

Si K C E C L alors Q(F) = Gal(L/E) est un sous-groupe fermé de Gal(L/K)
par la proposition Donc

Fix(Gal(L/E)) = E,

par la proposition (ou aussi parce que L/FE est une extension galoisienne).
En combinant les deux résultats on a

Q(D(H)) = Q(Fix(H)) = Gal(L/Fix(H)) = H,

par conséquent I' et ) sont bien inverses I'une de 'autre. O

4.5 Application aux extensions cyclotomiques
4.5.1 Construction de Gal(Q((3)/Q)

Maintenant que nous avons vu la théorie, nous voudrions construire le groupe
de Galois d’une extension galoisienne infinie. Un choix & la fois non trivial et rai-
sonnable est le cas des extensions cyclotomiques. Nous avons vu au chapitre pré-
cédent que si ¢, est une racine primitive n-iéme de I'unité alors Q(¢,)/Q est une
extension galoisienne de degré ¢(n) et son groupe de Galois est Gal(Q((,)/Q) =
(Z/nZ)*. Prenons un exemple concret en considérant le cas ot n = 3. L’objectif
est de calculer le groupe de Galois de la plus petite extension de Q qui posséde
toutes les racines 3-iémes, 32-iémes, 33-iémes etc... de I'unité jusqu’a infini.
Cette extension est notée Q((3-). Par construction, c’est le corps de décom-
position de I’ensemble des polynomes de la forme X3" — 1 pour n > 1. Cette
extension s’écrit aussi comme 1'union des extensions cyclotomiques (donc galoi-
siennes) finies Q((3) = [J;~, Q({3:). Par ce qui a été vu précédemment, on sait
que

Gal(Q(Cs~)/Q) = 1im (Z/3"Z)* = Z3,

8. Il faut & nouveau utiliser le lemme de Zorn.
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qui est, par définition, le groupe des entiers 3-adiques inversibles (voir [12] pour
plus d’information sur les nombres p-adiques). Ce groupe est l’ensemble des
séries formelles Z;;og a;3" telles que ag # 0 et a; € Z/3Z pour tout i > 1.
Essayons de comprendre ce que cela veut dire, nous verrons par la méme occa-
sion comment (Z/3"Z)* forme un systéme projectif. Partons d’un élément de
o € Gal(Q((3~)/Q) et étudions son action sur (3. Comme o((3) = o|g(c,)(C3),
la restriction de o & Q((3) est un élément 7 de Gal(Q(¢3)/Q). Or, comme il
a été vu, 71 envoie une racine primitive 3-iéme de 'unité sur une de ses puis-
sances (qui est encore une racine primitive 3-iéme de I'unité) données par les
éléments du groupe (Z/3Z)*. Par conséquent, il existe ny € (Z/3Z)* = {1,2}
tel que o((3) = 71(¢3) = ¢ Considérons maintenant l’action de o sur (sz.
Par le méme raisonnement que précédemment, o se restreint & un élément 7
de Gal(Q((¢32)/Q). Un tel élément envoie (32 sur une de ses puissances, il existe
donc ny € (Z/3%Z)* = {1,2,4,5,7,8} de sorte que o(C32) = 72((32) = (32.
Maintenant (3, = (3 donc

o(Ch) = 72(C)? = (i = (32,
mais aussi
o(¢h) = 0(G) =m(¢s) = G,

d’ou (5 = (32, c’est-a-dire ny = ny mod 3 puisque ¢ = 1. Ainsi, pour n; = 1
onanyg=1lounyg=4oung=7etsing=2alorsny =2ouny=5o0ouny =8
et ces valeurs dépondront de o. Considérons maintenant le cas plus général
oll ¢ agit sur une racine primitive 3"-iéme de 'unité et une racine primitive
3m+Liéme de 'unité pour m > 1 quelconque. Alors

0(Gmrr) = 0 (Gam) = G,
ol Ny, € Z/3m7Z = Gal(Q({3m)/Q), mais aussi
(i) = 0 (G ) = GG,
ol Nyy1 € Z/3™M7Z = Gal(Q(Czm+1)/Q). Par conséquent (Fa = (g d’ou
N1 = N mod 3™ (et non pas mod 3) car (3. = 1. Par récurrence, nous

voyons que la relation n,,+1 = n,, mod 3" pour tout m > 1 signifie que

ni = aop,
ne =nq + 3a1 = ag + 3aq,

ng = ng + 32ay = ag + 3a1 + 32a2,

m—1
Ny, = E a;3",
i=0

ou les a; sont choisis dans Z/37Z pour tout 0 < i < m —1 et ag # 0 (On
pourrait choisir d’autres représentants pour les a; mais cela nous compliquerait
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la vie. Notre choix produit bien une représentation unique de chacun des n;). En
.. N . +oo i 9

prenant la limite & I'infini on a n := 3" ;3" (qu’il faut regarder comme une

série formelle i.e. il ne faut pas véritablement sommer les termes) avec ag # 0

et o({) = (™ pour toute racine primitive 3"™-iéme de l'unité ¢ € Q((3~). En

prenant par exemple (32 nous avons

o(Ger) = G = Gr ™ = gt = ¢,
car Cgf = 1 de sorte que tous les autres termes de la série peuvent étre ignorés.
En résumé, o détermine tous les a; de la série définie par n et la série définie
par n défini 'automorphisme o. Il est important de voir que les automorphismes
de Gal(Q(({3)/Q) possédent une forme bien déterminée induite par les équiva-
lences modulo 3.

4.5.2 Construction de deux sous-groupes fixant le méme corps

Cet exemple permet aussi de montrer que la topologie de Krull définie sur
Gal(Q(¢3~)/Q) est bel est bien utile. Pour ce faire, on construit deux sous-
groupes de Gal(Q((3~)/Q) qui fixent le méme corps. Cela montrera que la
correspondance galoisienne ne fonctionne pas sans la topologie de Krull. Consi-
dérons les automorphismes 0,7 € Gal(Q((3=)/Q) tels que o((3n) = (in et
7((3n) = (. pour tout n > 1. Ces automorphismes générent des sous-groupes
cycliques (o) et (1) dans Gal(Q((3~)/Q). Rappelons le fait suivant.

Lemme 4.15. (Notation multiplicative) Pour que deux groupes cycliques infinis
() ={a™ | m € Z} et (y) = {a™ | m € Z} soient égaux il faut et il suffit que
r=youzx=y L

Démonstration. 1l est évident que si x = y ou x = y~! alors (x) = (y) puisque
les puissances négatives sont autorisées. Inversement, supposons que (z) = (y).
Alors il existe n,m € Z tels que © = y"™ et y = ™. Par conséquent, z = y"™ =
"™ et comme (z) est de cardinal infini, x # 27 pour tout j € Z \ {0}, c’est-a-
dire x = ™™ si et seulement si nm = 1. Cela montre que n = 1 et m = 1 ou
n=—1et m=—1, d’oil le lemme. O

Gréce a ce lemme, on montre que (o) et (1) sont des sous-groupes distincts.
En effet, si ces deux sous-groupes étaient égaux alors on aurait o = 7 ouo = L
Mais o(C3n) = 7({3n ) implique que (3. = (5n et o(Czn) = 771(¢3n) implique que
Cin = Cg;l pour tout n > 1. Pour le premier cas, cela implique que 4 = 7 mod 3™
pour tout n > 1, ce qui est faux & partir de n = 2. Pour le second cas, il nous

faut savoir que 77! = (1 + 2.3)7! posséde une expression en terme de série
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:;Og a;3" dans ZJ . En fait,

1_ 104
7 1-236
+oo +o00
- <1+3+2.33+34+2Z3"><236”>

n=>5 n=0

=1+3+232+3%+235+ ...

et la condition (3. = (4. ' pour tout n > 1 se réécrit
4=71=1434+234+3"4+23"+... mod 3",

qui est fausse a partir de n = 4. Tout ceci montre que (o) # (7). Cependant,
on prouve que Fix({(c)) = Fix((1)) = Q((3). Notons déja que o((3) = (5 = (3
et 7(¢7) = (X = (3 donc que Q(¢3) C Fix({c)) et Q(¢3) C Fix((r)). Maintenant,
pour tout n > 1, les automorphismes 0|Q(<3n) = o, et T|Q(C3n) 1= T, générent

des sous-groupes cycliques (0,,) et (7,) de Gal(Q((s)/Q) = (Z/3"Z)*. En tant
que sous-groupes de (Z/3"7Z)* ceux-ci sont de la forme

(on) =2 {4™ mod 3" | m > 0}
et

(Tn) Z A{7™ mod 3" | m > 0}.

L’ordre (le cardinal) de (o,) est égal au plus petit entier m tel que 4™ =
1 mod 3™. Par la théorie des groupes, nous savons aussi que l'ordre de tout
sous-groupe de (Z/3"Z) est un diviseur de lordre de ce groupe, et nous savons
que Card((Z/3"Z)) = ¢(3") = 2.3~ donc m = 2 ou m|3"~ 1.

Lemme 4.16. L’ordre de {0,) est égal ¢ 3" 1.

Démonstration. Au vu du paragraphe ci-dessus, il s’agit de montrer que
43" =1 mod 3"

et .
43" " #1 mod 3"

pour tout n > 2. Par la formule du binéme de Newton on a
£ =43

Sl R

N = (KN3B3t — k) -

(3"
Pour k£ = 0 il est clair que an,l = 1. Pour k£ > 1 nous utilisons la fonctionﬂ

Il nous faut donc étudier le nombre de fois que 3 divise C’z’)fn_l =

9. Cette fonction s’appelle la valuation p-adique.
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vp(n) qui désigne le nombre de fois qu’un entier n est divisible par le nombre
premier p. On vérifie tout de suite que v,(x/y) = vp(z) — vp(y) et vy(zy) =
vp(x) + vp(y) pour tout z,y € Z non nuls. Par la formule de Legendre,

—+oo

w(m) =" |5

i=1

ol |z] désigne la partie entiére de x. En appliquant cette formule a (3"~1)! on

trouve
1—3n1

1-3
Ensuite v3((k!)(3"71 — k)!) = vsg(k!) + v3((3"7! — k)!) et par la formule de
Legendre

va((3")) =3"2 43" 4 43+ 1 =

+o0

vs((R)(B" = k) = HJ + F_;_’“J

=0
Mais la fonction "floor" vérifie les propriétés suivantes : |z +n] = [z] + n et

aussi |—n| = —[n] pour tout n € Z et pour tout z € R. De plus si x € R\ Z
alors |—z| = —1 — |z] (Exemple [3.2] = —4 = —1 — [3]). Par conséquent

S|k [ on) f e S (3o

1=0 i=vz(k)+1
=n—1—(v3(k)+1) +1+T§3"*H
i=0
:n—l—vg(k)—i—ll%gng_l
En combinant tous les résultats on a
= v3((3" 7)) —vs((K)(3" ™ = k)Y)

=n—1-—uvs3(k).

Dés lors, n — 1 — v3(k) est le nombre de fois que C’gfn,l est divisible par 3.
Cela montre aussi que C’§7l,13k est divisible n — 1 — v3(k) + k fois par 3. Mais

v3(k) < k pour tout k > 1, du coups n — 1 —wv3(k) + k > n et

3n—1
4 =14 Y Ok 38 =1 mod 3"
k=1

Reste & montrer que 43" # 1 mod 3", ce qui revient & montrer que

43" £ 1 mod 37+
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pour tout n > 1. On a toujours U3(C§n,1) =n—1-—uv3(k) et an,l = 1. Pour
k=1, v3(C§n,1) =n—1-v3(1) =n—1 donc ’U3<C§",131) =n. Pour k > 1
alors v3(C¥, _13%) =n—1—wv3(k)+ ket v3(k)+2 < k don v3(CE,_,3%) > n+1
et

4" =14 3" %1 mod 371

O

Définition 4.8. Soit G un groupe d’ordre p™u ol p est un nombre premier, u
n’est pas divisible par p et n > 1. Un p-sous-groupe de Sylow est un sous-groupe
d’ordre p™.

Les théorémes de Sylow montrent que, dans les conditions de la définition,
un tel sous-groupe existe toujours. De plus, si H et N sont deux p-sous-groupes
de Sylow alors ils sont conjugués.

Dans notre cas, le groupe (Z/p"Z)* est d’ordre p"~!(p — 1) et le sous-
groupe (0,,) est un p-sous-groupe de Sylow pour ce groupe puisque son ordre
est p”~! par le lemme précédent. En outre, en suivant les mémes étapes que
la démonstration du lemme précédent, on montre que le sous-groupe (7,,) est
aussi d’ordre p”~! (la seule différence étant que 7 = 1+ 2.3 et le "2" ne joue
aucun role dans le nombre de fois que les coeflicients binomiaux sont divisibles
par 3.). Comme (Z/3"7Z)* est un groupe cyclique, il est, en particulier, abélien.
Par conséquent, des sous-groupes conjugués dans (Z/3"Z)* sont en fait égaux.
Par les théorémes de Sylow, cela montre que (o,) = (7). Par le théoréme
fondamental de la théorie de Galois, I'indice des sous-groupes (o) et (7,,) dans
(Z/3™Z)* désigne le degré de I’extension fixée par ces sous-groupes. Comme cet

indice est par définition Card((Z/3"Z)*)/Card({c,)) = % = 2 onen
déduit que [Fix({(c,)) : Q] = 2. Or, nous avons vu précédemment que le corps
fixé par (o) contient au moins Q({3) qui est de degré 2. Par conséquent, Q((3) =
Fix((cy,)) = Fix((7,)) pour tout n > 1. Mais comme Q((3) = [J,,;>; Q({3») on
en conclut que Q(¢3) = Fix((0)) = Fix((7)) et nous avons enfin montré qu’il
existe deux sous-groupes de Gal(Q({3)/Q) qui fixent un méme corps, Q((3)
en 'occurrence. Par le théoréme X cela signifie qu’au moins un des deux sous-
groupes (o) ou (7) n’est pas fermé. On peut montrer que leur fermeture est le

groupe multiplicatif 14+3Zs (et on a Z3 /(14-3Z3) = (Z/3Z)* = Gal(Q(¢3)/Q)).
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Q(C;oc) <1>

Q) Gal(Q(Gs)/Q(és)

Q) Gal(Q(Go=)/Q(G))
3
Q) (o) # (7)
2 2
Q Gal(Q(¢3~)/Q)

4.5.3 Construction de I’extension Q(()

Tout ce qui a été construit précédemment est facilement généralisable &
Iextension Q({p~)/Q ol (, est une racine primitive p-iéme de l'unité. Sans
surprise, son groupe de Galois est

Gal(Q(Gp=)/Q) = lim (Z/p"Z)* = Z;,

et les éléments du groupes multiplicatifs Z) sont les séries formelles Z;;OS a;p’
oua; € {0,1,...,p—1} avec ag # 0. On peut aller encore plus loin et construire le
corps contenant toutes les racines n-iémes de 1'unité. On note Q((~ ) I'extension
de Q qui contient les racines 2-iémes, 3-iémes,4-iémes etc... jusqu’a infini. Cette
extension est le corps de décomposition de I’ensemble des polynémes de la forme
X"™ — 1 pour tout n > 1. C’est aussi I'union Q({s) = U;>1Q({,). Son groupe
de Galois est R
Gal(Q(C)/Q) = lim (Z/nZ)* = 2,

et on peut montrer que 7% = Hp Z, ou le produit est pris sur l'ensemble
des nombre premiers p. Par le théoréme de Kronecker-Weber (|36]), 'extension
Q(¢x)/Q contient toutes les extensions abéliennes de Q. Le groupe 7> étant
lui-méme abélien, Q((~)/Q est la plus grande extension abélienne de Q. Au dela
de cette extension, les groupes de Galois fixant Q associés ne sont plus abéliens.
Malgré que ce groupe soit infiniment plus grand que Gal(Q({3=)/Q), il est en
fait encore infiniment plus petit que le groupe de Galois absolu Gal(Q/Q).
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4.5.4 Deux mots sur la théoire de Galois inverse

Terminons en mentionnant qu’'une autre approche pour étudier le groupe
Gal(Q/Q) est d’étudier ses quotients. Cela revient & se demander quels sont les
groupes qui peuvent étre le groupe de Galois d’une extension galoisienne finie
de Q. Cette question est (entre autres) 'objet de la théorie de Galois inverse.
La conjecture est que tout groupe fini est le groupe de Galois d’une extension
finie de Q. En particulier, tous les groupes de la forme (Z/nZ)* vérifient cette
propriété grace a ce que nous avons démontré sur les extensions cyclotomiques.
Par le théoréme de Chafarevitch ([29]), tout groupe résoluble vérifie aussi cette
propriété. Le théoréme de Feit-Thompson montre que les groupes finis d’ordre
impair sont résolubles ([4],|24]). Cela donne une idée du genre de groupes qui
peuvent étre des groupes de Galois (sur Q). On trouvera davantage d’informa-
tions sur cette théorie dans les références [17], [20],[21],[35].

5 Théorie de Galois en théorie algébrique des
nombres

Ce chapitre s’inspire de [1],[23], [28],]30].

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de montrer I'influence du groupe de Galois sur la
décomposition des idéaux premiers de I’anneau des entiers d’un corps de nombres
dans une extension galoisienne finie de ce dernier. Pour cela, nous rappelons les
notions d’éléments irréductibles, premiers, d’unités et d’idéaux premiers ainsi
que les théorémes concernant la factorisation des idéaux en idéaux premiers.
Cette théorie fait partie de la théorie algébrique des nombres et certains auteurs
I’appellent la théorie de ramification de Hilbert. Une des applications historique
de l'étude de la factorisation des idéaux et la preuve de Ernst Kummer (1810-
1893) d’un cas particulier du dernier théoréme de Fermat.

5.2 Eléments premiers et éléments irréductibles

Avant de commencer, rappelons les concepts de base. Soit A un anneau
intégre, commutatif et unitaire.

Définition 5.1. On appelle unité tout élément u € A inversible pour la multi-
plication.

Example 5.1. Les unités de Z sont —1 et 1. Si A est un corps alors les unités
sont A* = {x € A|x # 0}. Les unités de Z[i] = {a +ib | a,b € Z} sont £1 et
+13.

Proposition 5.2. L’ensemble de unités de A forme un groupe pour la multi-
plication.
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Démonstration. Siu,v sont des unités alors il existe u~! et v~ dans A de sorte
que (uv)(v~tu™!) = 1 et uv est encore inversible. Le produit est associatif et,
par définition, si u est une unité v ="' aussi. O

Définition 5.2. Deux éléments a,b € A sont dits associés s’il existe une unité
u tel que a = ub.

Si a, b sont associés on note a ~ b.

Définition 5.3. Un élément non nul et non inversible x € A est dit irréductible
si = ab pour a,b € A implique que a ou b est une unité dans A.

Définition 5.4. Un élément non nul et non inversible x € A est dit premier si
x|ab implique que z|a ou x|b.

Remarque 5.3. Les éléments premiers de I'anneau des entiers Z coincident
avec ses éléments irréductibles. Dans ce cas, ce sont les bien connus nombres
premiers. En effet, soit p € Z un nombre premier, si p = ab avec a,b € Z
alors clairement a ou b est 1 ou —1, donc tout nombre premier est irréductible.
Pour montrer que tout nombre premier est un élément premier ( donc vérifiant
plab = pla ou p|b) il suffit de voir que si plab mais que p 1 b alors, par
Iidentité de Bézout, il existe =,y € Z tels que

zp+yb=1.

En multipliant des deux cotés de 1’égalité par a il résulte que zpa + yba = a. Or
p|p, plab donc pla.

Ce qui précede est tout a fait remarquable.

Example 5.4. Considérons par exemple ’anneau
Z+iV7Z = {a+iVTb| a,b € Z}.
Alors ’élément 2 est irréductible car
2 = (a + V7ib)(c + VTid)

implique que

4 = (a® + 7b%)(c* 4 7d%).
Or cela signifie que a? + 76> = 1 ou 2 ou 4. Si a® + 70> = 1 alors a = +1 et
b=0,sia®+7b%> =2il n’y a pas de solution et si a® 4+ 7b?> = 4 alors a = £2
et b= 0. Dans le premier cas a 4+ v/7ib = +1 qui est clairement une unité dans
7 + \/7iZ. Sinon a + /Tib = +2 et

(a + V7ib)(c + VTid) = £2(c + V/Tid) = 2

d’ott ¢+ /7id = £1 est une unité. En conclusion, 2 est irréductible. Cependant
2 n’est pas un élément premier. En effet, 2 divise (1 + /74)(1 — v/7Ti) = 8 mais
2 ne divise aucun de ces facteurs car il n’existe pas a,b € Z + V/7iZ tel que

2(a 4+ bV/Ti) = (14 /Ti) ou 2(a + bV/Ti) = (1 — /7).
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Proposition 5.5. Sip € A est un élément premier alors il est irréductible.

Démonstration. Supposons que p = ab pour a,b € A. Dés lors plab et, comme p
est un élément premier, pla ou p|b. Sans perte de généralité supposons que pa.
Alors 1 = (%)b et on conclut que b est un élément inversible, donc une unité.
Par conséquent p est irréductible. O

En général nous n’avons pas la réciproque; tout élément irréductible n’est
pas premier. Le fait que ces deux ensembles coincident pour I'anneau Z vient
de ce qu’il est, en particulier, principal.

Proposition 5.6. Si A est un anneau intégre principal alors ses éléments pre-
miers coincident avec ses éléments irréductibles.

Démonstration. Par la propriété précédente, il suffit de montrer que tout élé-
ment irréductible est premier. Soit p € A un élément irréductible tel que p|ab
pour a,b € A. Sans perte de généralité, supposons que p {1 a, alors 'idéal
(p,a) = {zp+ya|xz,y € A} # (p). Comme A est principal il existe b € A
tel que (b) = (p,a) et b divise a et p. Si b|p alors, par 'irréductibilité de p, il
existe une unité u € A tel que ub = p et p ~ b. Or bla donc il existe ¢ € A tel que
be = a et u~tpc = a donc pla ce qui contredit 'hypothése p f a. La seule possibi-
lité est que b est une unité. Il existe alors d € A tel que bd = 1. En outre b € (p, a)
donc il existe x,y € A tel que b = xp+ya ou encore b = db?> = dxpb+ dyab mais
alors p|dxpb, p|dyab donc p|b. Ceci montre la primalité de p car p|lab implique
que pla ou plb. O

Les anneaux principaux forment un cas particulier d’une classe d’anneaux
plus généraux appelés anneaux factorielsm Dans ces derniers, éléments premiers
et irréductibles coincident toujours et comme dans Z il existe une factorisation
unique de chaque élément en terme d’éléments irréductibles et d’unités.

Définition 5.5. Un anneau F est factoriel si, pour tout élément non nul et non

inversible z, il existe nombre fini d’éléments irréductibles p1,ps...,pn € F tel
que

T =pip2-.-Pn,
ol p1,pP2 - .., Py Sont uniques & unité pres.

Example 5.7. On peut montrer que 'anneau Z + v/5iZ n’est pas factoriel. En
effet, 3 est irréductible car 3 = (a + bv/5i)(c + dv/5i) implique que a? 4 56> = 1
ou 3. Si a? 4+ 5% =1 alors a = +1 et b = 0 donc a + by/5i = £1 est une unité.
Si a? + 5b% = 3 il n’y a pas de solutions donc 3 est irréductible. On montre de
la méme maniére que 43 est irréductible. Or

129 = 3.43 = (2 + 5v/5i)(2 — 5V/5i),

10. Les anglais distinguent "unique factorization domain" et "factorization domain". Le
premier signifie que la décomposition en éléments irréductibles est unique, le second pas. Le
terme "domain" peut signifier anneau commutatif unitaire ou anneau commutatif unitaire
intégre selon le contexte.
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et les éléments (2 4 5v/5i) et (2 — 5v/5i) sont irréductibles car 2 + 5v/5i =
(a 4 bV/5i)(c 4 dv/5i) implique que a? + 50> = 129 ou 43 ou 3 ou 1. Pour
43 et 3 il n’y a pas de solutions. Pour 1 cela implique que a + bv/5i est une
unité et dans ce cas, que 2 4+ 5v/5i est irréductible. Si a® + 56> = 129 alors
a ==27et b= 24 0ua= =42 et b = £5. Dans le second cas on conclut que
2 + 5v/5i est irréductible facilement. Dans le premier cas il suffit de développer
(a+ bv/5i)(c + dv/5i) = 2 + +/5i en remplacant a et b par leurs valeurs pour se
rendre compte qu’il n’y a pas de solutions. Finalement, il reste & montrer que 3
et 43 ne sont pas associés a 2+ 5v/5i et 2 —5v/5i. Or (24+/5i)/3 et (24+/5i)/43
ne sont pas dans Z + V5iZ. Dés lors 129 admet deux factorisations différentes
dans Z + /5iZ.

Pour terminer cette introduction, il faut remarquer que les éléments irré-
ductibles d’un anneau peuvent ne plus étre irréductibles dans une de leurs
extensions. En effet, considérons 'anneau des entiers Z et son extension Z[i].
L’élément 5 est irréductible dans Z mais

5= (1+ 2i)(1 — 2i)

dans Z[i]. On a vu dans 'exemple [5.1] que les seules unités de Z[i] sont +1 et 4.
Donc 5 se factorise en éléments non inversibles et n’est plus irréductible dans
cette extension.

L’objectif de la prochaine section est de "sauver" l'unicité de la factorisation
en éléments irréductibles en généralisant les notions d’éléments irréductibles et
d’éléments premiers. La bonne maniére de généraliser ces notions est de consi-
dérer les idéaux premiers dans des anneaux dits de Dedekind (ce que sont les
anneaux des entiers des extensions finies de Q). Dans ces derniers, idéaux pre-
miers et idéaux maximaux coincident de la méme maniére que les éléments
irréductibles et les éléments premiers d’un anneau factoriels coincident. Les sec-
tions suivantes aborderont le lien entre la théorie de Galois et la factorisation
de ces idéaux premiers dans des extensions galoisiennes finies K/Q. En deux
mots, si pZ est un idéal premier de Z alors ce dernier ne sera pas nécessairement
un idéal premier dans ’anneau des entiers de 'extension de Q. Il possédera
donc une factorisation de la forme pOx = p7* ... pS" (dans le cas d’une exten-
sion galoisienne tous les e; sont égaux) ou Ok est 'anneau des entiers de K
(jouant le méme role que Z dans Q pour K) et ou les e; > 1. Si l'on regarde
la maniére dont pZ se factorise dans les extensions intermédiaires de K/Q on a
alors qu’il existe une plus petite extension E/Q telle que pOg = p; ...p, avec
[Og/p; : Z/pZ] := 1 (Og/p; est un corps car p est un idéal maximal). C’est
dans cette extension que pZ rencontre tous les facteurs qui seront présents dans
sa factorisation dans K. Ensuite il y a une extension F/E dans K telle que
pOp = p1...p, (comme dans E) mais avec [Op/p; : Z/pZ]) = [Ok /i : Z/DZ).
Enfin il y a la derniére extension K/F dans laquelle pZ "se ramifie". C’est dans
cette derniére partie que les e; apparaissent dans la factorisation de pZ. Par le
théoréme fondamental de la théorie de Galois, ces extensions successives corres-
pondent & des sous-groupes particuliers de Gal(X/Q). On peut donc dire que
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le groupe de Galois régit le lien entre 'arithmétique dans Q et I'arithmétique
dans K.

La notation des idéaux dans le paragraphe précédent est usuelle dans cette
théorie. Nous 'utiliserons uniquement dans le cadre de ce chapitre.

5.3 Anneau des entiers d’un corps de nombre
Définition 5.6. Un corps de nombres est une extension finie de Q.

Définition 5.7. Soit K un corps de nombres. Un élément x € K est appelé
entier algébrique s’il existe un polynéme monique f(X) a coefficients dans Z tel

que f(z) = 0.

Example 5.8. Le nombre /2 est un entier algébrique car il est racine de
f(X) = X% — 2. Au contraire % n’est pas un entier algébrique car son
polynéme minimal est z2 — %m + %.

La premiére propriété que nous voulons démontrer est que ’ensemble des en-
tiers algébriques de K forme un anneau intégre Ox C K. La définition suivante
est une généralisation de ce concept a des anneaux quelconques.

Définition 5.8. Soient A et B deux anneaux intégres tel que A C B et soit b €
B. On dit que b est entier sur A s'il existe un polynéme monique f(X) € A[X]
tel que f(b) = 0.

Nous allons démontrer un certain nombre de propriétés que vérifient ces en-
tiers et nous transposerons ces résultats au cas particulier des corps de nombres.

Proposition 5.9. Soient A C B C C des anneaux intégres. Si c € C' est entier
sur A alors c est entier sur B.

Démonstration. Sic est entier sur A alors il existe un polynome monique f(X) €
A[X] tel que f(¢) =0. Comme A C B, f(X) € B[X] et ¢ est entier sur B. O

La ou les corps et les extensions de corps s’écrivent naturellement en termes
d’espaces vectoriels, les anneaux (et plus tard les idéaux) s’écrivent plus natu-
rellement en terme de modules.

Définition 5.9. Soit A un anneau. Un A-module (& gauche) M est un groupe
abélien additif muni d’une opération de multiplication de A x M dans M tel
que pour tout a,b € A et pour tout z,y € M on a

— lx==x

— (ab).x = a.(b.x)

— (a+b).x=azx+bx

— a.(z+vy) =ax+ay.

La "taille" d’'un K-espace vectoriel est la dimension de cet espace vectoriel
sur K. Chez les modules on parle plutét de rang. Il n’est pas dit qu'un A-module
posséde une base sur A. Lorsque le module en posséde une, on dit que ce module
est libre et son rang est donné par le nombre d’éléments dans cette base.
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Proposition 5.10. Soient A C B deux anneaux intégres. Les éléments by, ..., b, €
B sont entiers sur A si et seulement si Alby,...,b,] est un A-module de type

fini.

Démonstration. On suit [1] (théoréme 4.1.3) et [23]| (proposition 2.2). La preuve
se fait par récurrence. Supposons que n = 1. Si b = by est entier sur A alors il
existe un polynome f(z) = 2" +a, 1 X" 1+ + a1 X + ag € A[X] tel que

f(b) =h" + an,lbn_l + -+ alb + ag = 0.

Donc
bt e A" 4 A2 4. 4 Ab+ A,

et par récurrence, pour tout m > 0
b e AT 4 ADT? 4 + Ab + A

Par conséquent, A[b] = Ab"~! + Ab""2 4 ... + Ab + A est un A-module de
type fini. Supposons maintenant que la proposition est vraie pour n = m > 1.
Supposons que C' = Afby, ..., by,—1] est un A-module de type fini. Comme C' est
un anneau dans B et que b, € {b1,...,b,} est entier sur A, par la proposition
by, est entier sur C. Par le premier pas de récurrence, cela montre que C|[b,]
est un C-module de type fini sur C. Par conséquent C[b,,] est un A-module de
fini.

Inversément supposons que A[b] est un A-module de type fini et de rang n.
Alors il existe wy, . ..w, € A[b] tel que

Al = Awy + -+ + Aw,.

En particulier, comme bw; € A[b] pour tout 1 < i < n, il existe un matrice
(a);; € A™"™ tel que bw = Aw ol w = (wy ...wy,)". L'équation matricielle se
réécrit

(A—=blw = 0.
Comme w # 0 et que I’équation posséde une solution il faut que det(A—bI) = 0.
Or, cela signifie que b est racine du polyndéme caractéristique de A. Donc b est
entier sur A. O

Corollaire 5.11. Soient A C B deux anneaux integres. L’ensemble des éléments
entiers sur A forme un anneau A C B.

Démonstration. Soient by,be € B deux éléments entiers sur A. Alors A[by, bo]
est un A-module de type fini. En outre by + bo, b1ba, by — ba € Alby, bs]. Par
conséquent A C A[b] C A[by, ba] ot b= by + by ou b= b1by ou b = by — by, donc
le A-module A[b] est de type fini sur A et byba, by + ba, by — be sont entiers sur
A. O

L’anneau A du corollaire est appelé la fermeture intégrale de A dans B.
On dit que B est entier sur A si tout élément de B est entier sur A, c’est-a-dire
si A=B.
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Proposition 5.12. Soient A C B C C des anneaux intégres. Si C est entier
sur B et B est entier sur A alors C est entier sur A.

Démonstration. Soit ¢ € C' un élément non nul. Comme C' est entier sur C il
existe un polynoéme f(X) = >."  b;X* € B[X] avec b, = 1 tel que f(c) = 0.
Considérons le A-module A[by,...,b,]. C’est un A-module de type fini sur A car
B est entier sur A. De plus, A[by,...,b,,c| est un Afby,...,b,]-module de type

fini car ¢ est élément entier sur A[by,...,b,]. Par conséquent A[by, ..., by, c] est
un A-module de type fini et comme c est arbitraire cela montre que C est entier
sur A. 0

Nous nous intéressons maintenant aux anneaux des entiers de Q et de ses
extensions.

Définition 5.10. La fermeture intégrale de Z dans C est notée A. C’est 'anneau
des entiers algébriques de C.

Définition 5.11. Soit K un corps de nombre. L’anneau O = AN K est appelé
Ianneau des entiers de K. C’est ’ensemble des entiers algébriques dans K. De
maniére équivalente, O est la fermeture intégrale de Z dans K.

Maintenant soit L/K une extension finie et soit O, = AN L I’ anneaux des
entiers de L. Alors la fermeture intégrale de Ok dans L est Op,. En effet, notons
C' la fermeture intégrale de Ok dans L. On a Z C Ox C C ou Ok est entier sur
Z et C est entier sur Og. Par la proposition [5.12] cela montre que C' est entier
sur Z, donc C C Oy,. Ensuite Oy, étant entier sur Z, il est entier sur Ok par la
proposition [5.9} Par conséquent, O, C C et Op, = C par ce qui précede.

Proposition 5.13. L’anneau des entiers Ox d’un corps de nombre K est in-
tegre.

Démonstration. Cela vient du fait que O C K et que K est un corps, donc
intégre. O

Comme Og est intégre, on peut considérer son corps des fractions.
Proposition 5.14. Le corps des fractions de l’anneau des entiers Ok est K.

Démonstration. Comme K est un corps, si a,b € Ok avec b # 0 alors a/b € K
et Frac(Og) C K. Soit a € K. Comme K est une extension finie de Q il existe
un polynoéme ay,...a,—1 € Q tel que

a"+an 106" '+ +aatar=0

dans K. Soit b € N le plus petit commun multiple des dénominateurs des a;.
On a, en multipliant par b",

(ba)n + ban—lan_l + et + bn_llll (bOé) + b"ao = 0,

avec b"a; € Z pour 0 < ¢ < n — 1. Par conséquent ¢ = ba est un entier
algébrique (puisqu’il est la racine d’un polyndéme monique a coefficient dans 7).
Cela montre que o = ¢/b est le quotient d’un élément b € Z C Ok et d'un
éléement ¢ € ZN K = Ok. Par conséquent, Frac(Ok) = K. O
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Définition 5.12. Soit A un anneau intégre et F' son corps des fractions. La
fermeture intégrale de A dans F' est appelée la cloture intégrale de A. On dit
que A est intégralement clos s’il coincide avec sa cloture intégrale.

Théoréme 5.15. Soit K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers.
Alors Og est intégralement clos.

Démonstration. Soit a € K un élément entier sur Ox. On montre que a € Og.
Comme a est entier sur Og et que O est entier sur Z on sait par la propriété
b.12] que a est entier sur Z. Mais alors a € AN K = Ok d’ou la conclusion. O

Définition 5.13. Soit K/Q une extension galoisienne de degré n. Le discrimi-
nant d d’'un ensemble d’éléments aq, ..., a, est défini comme

d(ai,...,on) = det(o;(ay)),
1 <i,j <netou g; parcourt ’ensemble des éléments de Gal(K/Q).

On peut montrerE que dans la configuration de la définition précédente, le
discriminant est toujours un nombre rationnel. On appelle discriminant de K le
discriminant d’une base.

Définition 5.14. Soient wq,...,w, € K formant une base pour un idéal a C
Of . On appelle discriminant de a I’élément d(a) = d(w1, . .. ,wy, ). Si ces éléments
forment une base pour K alors d(K) = d(ws,...,w,) est le discriminant de K.

De plus, il existe toujours des wy,...,w, € a tels que d(a) # 0. En fait, le
choix de la base n’influence pas la valeur de d(a) ou d(K).

Proposition 5.16. Soit K/Q une extension de degré m. Soit a un idéal non
nul de Ok . Alors a est un Z-module libre de rang n.

Démonstration. On suit [1] (par exemple). Comme a est non nul il existe wy, ..., w, €
a tel que
d(wy, ... ,wy) #0.

En outre d(w1,...,wy,) € Z. Par conséquent, I’'ensemble
{ld(w1,.-.,wn)| | wi,...,wn € atel que d(w1,...,wy,) # 0}

admet un élément minimal dans Z. Soit d(wy, . . .,wy,) cet élément dont la valeur
absolue est minimal. Comme d(w1, . ..,w,) # 0, les éléments w1, .. ., w, forment
une base du Q-espace vectoriel K. En particulier, tout élément de a € a peut
s’écrire comme une combinaison linéaire

a:a1w1+"'+anwna

avec ag, ..., a, € Q. Supposons maintenant que l'un des a; n’est pas dans Z.
Sans perte de généralité on peut supposer que o ¢ Z. Dans ce cas, il existe un

11. Nous ne le ferons pas.

74



entier m tel que m < a; < m + 1. Posons v = a — mw;. Comme a,w; € a alors
—mwy € a et a —mwy € a donc v € a. Par conséquent

7= (a1 —m)wi + agws + - + QpWn,
et pour chaque injection o; : K — C on a
oi(7) = (a1 —m)o;(wr) + agoi(wa) + - - - + anoi(wy)

pour 1 <14 < n. Par la régle de Cramer

y o o,
o1(7) o1(az) ... o1(an)
Un(’Y) Un(a2) Un(an)
1 —m =
(65} (65) N (7%
Ul(al) (71(0[2) N al(an)
on(ar) op(az) ... op(ay)
donc (21 —m)? = W Par conséquent

0 < |d(y,wa,...,wn)| = (a1 = m)?|d(wi, ... ,wn)| < |d(wi,... wn)

et |d(wi,...,w,)| n’est pas I'élément minimal comme supposé. En conclusion,
tous les éléments o, ..., a, € Z et a est un Z-module libre de rang n. O

Rappelons qu’un anneau A est Noetherien si tout ensemble non vide d’idéaux
de A posséde un plus grand élément au sens de 'inclusion. De maniére équi-
valente, A est un anneau est Noetherien si tout idéal est engendré par un
nombre fini d’éléments. Une autre caractérisation est que toute suite de crois-
sante d’idéaux de A est stationnaire. En d’autres termes, si

apCax---Cay1<Ca, C...

est une suite croissante d’idéaux de A, alors il existe un rang k a partir duquel
0 = Gyp41 pour tout m > k.

Théoréme 5.17. Soit K/Q une extension finie. Alors Ok est un anneau Noe-
therien.

Démonstration. Par la proposition précédente tout idéal a de Ok est un Z-
module de rang fini. Cela implique que a est un Ox-module de type fini et que
chaque idéal est donc engendré par un nombre fini d’éléments. Par le paragraphe
précédent, Ok est donc un anneau Noetherien. O
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5.4 Anneaux de Dedekind

Cette partie s’inspire plus particuliérement de [1|. Rappelons nous qu’un
idéal a C A est premier si albc = a|b ou a|c pour tout idéal b,¢ C A. Ce n’est
pas sans rappeler la notion d’élément premier d’un anneau.

Définition 5.15. Un anneau de Dedekind est un anneau intégre Noetherien,
intégralement clos et tel que tout idéal premier non nul est maximal.

Théoréme 5.18. Soit K un corps de nombres et Og son anneau des entiers.
Alors Ok est un anneau de Dedekind.

Démonstration. Par la propriété [5.13] Ok est intégre. Par le théoreme [5.15]
Ok est intégralement clos et par le théoréme [5.17] O est Noetherien. Reste a
montrer que tout idéal premier non nul est maximal. Soit p un idéal premier
non nul de Ok . Alors p NZ est un idéal premier de Z. En effet, soient a,b € Z.
Si ab € pNZ alors en particulier ab € p et comme p est un idéal premier, a € p
ou b € p. Cela montre que a € pNZ ou b € pNZ donc pNZ est une idéal premier
de p. On vérifie que cet idéal n’est pas I'idéal nul. O

Lemme 5.19. Soit A un anneau Noetherien et soit a C A un idéal non nul de
A. Alors il existe des idéaux premiers p1,...,pn C A tel que p1...p, C a.

Démonstration. Supposons qu’il existe des idéaux non nuls ne vérifiant pas le
lemme et soit Z 'ensemble de ces idéaux. Comme A est Noetherien, toute suite
d’idéaux croissante est stationnaire et il existe un idéal a de Z qui n’est contenu
dans aucun autre idéal de Z. Comme a ne peut pas contenir d’idéal premier il
ne peut, en particulier, étre lui-méme un idéal premier. Par conséquent, il existe
des éléments x,y € a avec xy € a mais tel que ¢ a et y ¢ a. De ce fait,
les idéaux a; = Ax + a et as = Ay + a contiennent chacun a strictement et
donc ay,ay ¢ Z. Dés lors, il existe des idéaux premiers non nuls pi,...,p; C A
et Pit1y.--Pn C A tel que pp...p; C a et Pi+1-..Pn C ay. Mais ajaz; =
(Az + a)(Ay + a) = Azy + Aya + Aza+ a® C Aa + Aya + Aza + a? C a. Cela
montre que
P1...Ppn Cayaz C a,

ce qui entraine une contradiction. En conclusion 7 est vide et tout idéal non nul
vérifie le lemme. U

Définition 5.16. Soit O un anneau de Dedekind et soit K son corps des
fractions. Soit de plus a un idéal non nul de Ok . On pose

al={zc K|zaC A}
Proposition 5.20. Soit p un idéal premier de O . Alors pp~t = Ok

Démonstration. Pour la preuve on suit [23|. A priori, Ox C p~!, par définition
de p~!. On montre d’abord que p~! # Og. Soit a € p un élément non nul.
Considérons (a) = aOf l'idéal engendré par a. Par le lemme précédent, il existe
des idéaux premiers de Ok tels que p1...p, C (a) C p. Supposons que n est
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minimal pour cette propriété. Si p; # p pour tout 1 < i < n, alors il existerait
des éléments x; € p; avec x; ¢ p de sorte que 1 ...z, € p mais x1,... Ty, ¢ p.
Ceci est impossible puisque p est un idéal premier. Sans perte de généralité,
supposons que p; = p. Par la minimalité de n, on sait que py...p, € (a). Il
existe donc un b € pa...p, tel que b ¢ (a) = aOf. Dés lors a='b ¢ Ok. Mais
comme Pips ... P, = ppa... P, C (a), on sait que bp C (a) = aOk. Cela montre
que a~'bp C Op, c'est-a-dire, par définition de p~!, que a='b € p~'. On a
donc trouvé un élément qui est dans p~! mais qui n’est pas dans Og. Donc
p~! # Og. Reste a4 démontrer que pp~! # p, car alors p C pp~! et comme p est
maximal, la seule possibilité est que pp~! = Og. Supposons que pp~! = p et
soit w1, ...,wy, une base pour p (O est Noetherien). Alors pour tout = € p il
existe des a;; € Ok tel que zw; = a;1w1 + -+ + Gimwm, pour tout 1 < i < m de
sorte que

a11 a12 v a2m—1 A1m w1
a1 Qj; — T Qim, Wi =0
am1  Am2 e Umm—1  Omm Wm,

En notant A la matrice carré a gauche on a det(A) = 0 car les w; # 0. Mais
det(A) est un polynome a coefficients dans Ok et = est donc racine d’un poly-
néme de Ok [X]. Par conséquent © € Ok et pfl C Ogk ce qui contredit ce que
nous avons montré précédemment. Par conséquent pp~! # p et ceci achéve la
démonstration. O

Comme Ox = (1), on voit que pp~—! = (1) et on comprend que p~! joue le
role de 1’élément inverse de p. Cependant p~' n’est pas un idéal de Ok puisque

p~ ' Z Ok.

Définition 5.17. Un idéal fractionnaire de Ok est un ensemble non vide a C K
tel que pour tout a,b € a et pour tout ¢ € Ox ona a+b € a, ca € a et il existe
d € Ok non nul tel que da C Og-.

En particulier tout idéal de Ok est un idéal fractionnaire. Avec cette défini-
tion on voit aussi que p~! est un idéal fractionnaire de Of.

Théoréme 5.21. Soit A un anneau de Dedekind et soit a C A un idéal non
nul. Alors a admet une factorisation en produit d’idéauz premiers non nuls

a=pi...Pn,
unique G permutation des facteurs pres.

Démonstration. On suit |23| (théoréme 3.3). Supposons que I’ensemble Z des
idéaux qui n’admettent pas de factorisation en idéaux premiers non nuls est
non vide. Comme A est Noetherien, on sait qu’il existe un idéal maximal a € 7
au sens de l'inclusion. Par le lemme il existe des idéaux premiers non nuls
P1y- -, P C A tel que p1...p, C a. Supposons n minimal pour cette propriété.
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Sin = 1 alors p; C a et comme p; est maximal, a = p; ce qui contredit
I’hypothése que a € Z. Supposons donc que n > 2. Par la proposition [5.20]
pl_lpl = A donc
I P = AP Pu=P2...Pn

et par conséquent

prladpa...pa.
Comme A C p; on a Aa = a C pra. Maintenant si a = p~'a alors po...p, Ca
ce qui contredit la minimalité de n. Donc a C p~'a. Comme p~'a est un idéal
de A mais que p~'a ¢ Z, on en déduit qu'il existe des idéaux premiers non nuls
qz,---,qm tel que

p a=4dqz...qm-
Mais alors

a=aAd=ap p=piga...qm
et cela montre que a ¢ Z ce qui contredit 'hypothése.
Il reste & montrer 'unicité. Soient

Pr-- P =d1...9m

deux factorisations différentes de a en idéaux premiers non nuls. Comme ¢y .. . q,, C
p1 et que p; est un idéal premier alors il existe un 1 < i < m tel que q; C p;.
Sans perte de généralité on peut supposer que ¢ = 1. Mais alors p; = ¢ puisque
gy est maximal. En multipliant des deux cotés de I’égalité par pfl = qfl, cela
montre que

P2...Pn=0q2...qm-
Par récurrence cela montre que n = m et p; = q; pour tout 1 < i < n. O

Si on regroupe les facteurs communs on peut évidemment écire

a=pr...po

Tn

Proposition 5.22. L’ensemble des idéauz fractionnaires de Ok forme un groupe
pour le produit.

La preuve découle du théoréme [5.21]
Proposition 5.23. Sia et b sont des idéauxr de Ok alors
aCb < b divise a.

Démonstration. Onaa Cb <= ab~! C bb~!. Mais alors ab=! C O, c’est-a-
dire que ab™! est un idéal de Og. Soit ¢ cet idéal. Dés lors ¢ = ab™!, ou encore
a = bc et b divise a. O

Chez les idéaux il suffit donc de retenir que "contenir c’est diviser". Avec cette
proposition on se rend bien compte que les idéaux maximaux ne peuvent pas étre
divisés. Les idéaux maximaux jouent donc le réle de des éléments irréductibles
dans Og. Dans un anneau de Dedekind, ces deux notions coincident de la méme
maniére que les éléments irréductibles et les éléments premiers d’'un anneau
factoriel coincident.
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5.5 Théorie de ramification de Hilbert

On s’inspire du chapitre 1 section 9 de |23]. Soit p un idéal premier (non nul)
d’un corps de nombres K. Soit L/K une extension galoisienne finie. Notons Oy,
et Ok anneau des entiers de L et K respectivement. Par ce que nous avons
vu précédemment, tout idéal de L posséde une unique factorisation en idéaux
premiers. Par la proposition[5.23] les seuls idéaux de L qui divisent p vu comme
un idéal de L sont les idéaux 3 C L qui contiennent p. Soit

pL =5 .. P

cette factorisation unique. On appelle e; I’indice de ramification de p en ;.
On sait que Op/B; est un corps (on peut montrer que c’est fini) car P; est
maximal (c¢’est un idéal premier dans un anneau de Dedekind). Le degré

[OL/Bi : Ok /v] = fi,

est appelé le degré d’inertie de p en B;. Si on note n = [L : K], alors on peut
montrer qu’on a la relation[™]

g9
n = Z eifi~
i=1

Cette formule se simplifie grandement lorsque ’on prend en compte le fait que
L/K est une extension galoisienne. Soit o € Gal(L/K). Comme pOg est maxi-
mal et que p C P, on a pN Ok = P; NOk. Donc o(pNOk) = pNO0g =
oc(P;NOk) = c(P;) NOk et o(P;) est un autre idéal premier de Of, contenant
p (0(Or) = Op car les conjugués des éléments de Oy, sont aussi des éléments
qui sont racines d’un polynéme monique a coefficients dans Ok ). Dans ce cas,
il se trouve que Gal(L/K) agit transitivement sur les idéaux ;. Cela signifie
que pour tout 1 <i,j < g, il existe o € Gal(L/K) de sorte que o(PB;) =B,. En
appliquant o & la formule de la factorisation de p on a

a(p) =p=0o(P1) ... a(Py)cr = PP =P .. P

Donc k; = e; pour tout 1 < i < g et on en déduit que tous les e; := e sont en fait
égaux. On montre aussi que tous les degrés d’inerties sont égaux. La relation
des degrés se simplifie dans le cas galoisien en

n=efg,

ou g est le nombre de facteurs de p dans L, e I'indice de ramification commun
et f le degré d’inertie commun des 3;. Ces indices dépendent de 'idéal premier
p et pour bien faire il faudrait ajouter les indices e := ey, f = fp,9 = gp.
Pour résumer, p = (P1...9P,)° dans L. Soit maintenant E/L une extension
galoisienne finie de K (donc une extension galoisienne finie de L). Dans cette

12. Cette relation fonctionne pour n’importe quelle extension L/K séparable. Dans le cas
galoisien, il y a mieux.
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extension, les *J3; possédent eux-méme une factorisation en idéaux premiers dans
E.Onadonc Py =(q; ... qgf)e/ ot ¢’ = eg/, est I'indice de ramification de
dans F etc... de sorte qu’en injectant cette factorisation dans la factorisation de
p dans L on a

p=C((ar...q9)" ...)°
dans E. Par conséquent ep/x = ep/rer/K, 9g/k = 9e/L9L/K €t par le théo-

réme on a aussi fp/x = fe/Lfr/K-
Définition 5.18. Le groupe de décomposition en 3 sur K est

Gy = {0 € Gal(L/K) [ o(F) = B}

Le corps fixé par ce groupe est Zg = Fix(Gy). Toujours en posant [L : K| =
n = efg, on a la proposition suivante.

Proposition 5.24. Soit P un idéal premier de L. Soit q =*B N Zy un idéal de
Zy. Alors [Zp : K] =g et [L: Zg] = ef.

Démonstration. Par le théoréme fondamental de la théorie de Galois Gal(L/Zy) =
Gs. Par conséquent, l'indice de Gy dans Gal(L/K) est g. Donc [Zy : K] =
g. O

Cela montre aussi que q posséde un indice de ramification et un degré d’iner-
tie égal & 1 sur K. De méme, P posséde un indice de ramification égal & e sur Zyp
et un degré d’inertie égal & f. Par conséquent, qOr = B¢ et il n’y a pas d’autres
idéaux qui interviennent dans la décomposition de q dans Op. On a donc la
suite de corps K C Zy C L et la suite de corps résiduels x(p) = k(q) € &(*B).
Si on se concentre sur la partie L/Zg, on voit qu’un élément de Gg induit un
automorphisme naturel 7 : k() — £(P) : £ mod P — o(z) mod P qui est en
fait un élément de Gal(k(B)/k(p)).

Proposition 5.25. L’homomorphisme

Gy — Gal(r(B)/r(p))
est surjectif.

Démonstration. On s’inspire de 23] (prop. 9.4 chapitre 1) qui contient une dé-
monstration plus générale.

Comme x(B)/k(p) est une extension galoisienne finie, nous savons par le
théoréme de I’élément primitif qu’il existe un @ € x(P) tel que k(P) = &(p)(a).
Soit Miz(X) son polynéme minimal sur k(p). Un élément & € Gal(x(R)/k(p))
envoie @ sur une autre racine de M, (X). On a donc o(a) = B avec mz(3) = 0.
Soit a un élément de Oy, tel que « = @ mod PB. Notons m,(X) son polyndéme
minimal sur K. Comme m,(a) = 0 on a my(@) = 0 mod PB. Par conséquent
toutes les racines de Tg(X) sont aussi des racines de m,(X) mod P. 1l existe
donc un élément 3 € Oy, tel que B = § mod P avec my(B) = 0. Maintenant si
B est une racine de mq(X) alors il existe o € Gs tel que o(a) = 8. Mais alors

B =o(a) =7(@) mod P,

et donc I’homomorphisme est surjectif. O
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En notant Iz le noyau de cette surjection on a

Gy /lp = Gal(k(B)/k(p)).
Ce noyau est, par définition, 'ensemble des o € Gy tels que o(z) = = mod P.

Définition 5.19. Le sous-groupe Iy C Gy est appelé le groupe d’inertie de
L/K. Le corps Tyg = Fix(Iy) est appelé le corps inertiel.

Par le théoreme fondamental de la théorie de Galois, Gy /Iy = Gal(Tiyp /Zep)
et, par définition, Gal(L/Ty) = Iy. Maintenant, le groupe d’inertie de L/K est
le méme que celui de L/Tiy. Par la proposition [5.25] on a donc Gal(L/Ty) /I =
1= Gal(s(B)/k(qr)) ott qr = PN Or,,. Mais alors s(qr) = (B) et [L : Tip] =
e. Par la multiplicativité des degrés on a aussi [Ty : Zg| = f.

Le diagramme suivant est sans doute, avec la factorisation en idéaux premiers
dans les anneaux de Dedekind, le résultat le plus important de ce chapitre. Il
résume les quelques résultats précédents et illustre comment un idéal premier de
K se factorise au fil des extensions associées aux sous-groupes clefs de Gal(L/K).

L (1) —=p=(F1...By)*
e
Tp+—Ip——p=P1... By
f
Zyp——Gp ——p=FP1... Py

g

K G b

Example 5.26. Soit ¢ € Q un nombre qui n’est pas un carré. Considérons
Pextension K = Q(y/a). Soit p > 2 un nombre premier (le cas p = 2 agit un peu
difféeremment). On souhaite savoir de quelle fagon p se factorise dans Q(y/a).
Comme [Q(v/a) : Q] = 2 = efg, nous savons qu'il n’y a que trois possibilités :

1. p est totalement décomposé : e =1, f =1, g =2 donc pOg = p1po.

2. p est totalement ramifié : e =2, f = 1, g = 2 donc pOx = p2.

3. pestinerte: e=1,f =2,g=1 donc pOg est encore un idéal premier.

On peut montrer que ces trois cas dépendent de la nature de @ mod p. Précisé-
ment, le cas 1) survient lorsque a est un carré modulo p, le cas 2) lorsque a est
un multiple de p et le cas 3) lorsque a n’est pas un carré modulo p. Prenons par
exemple a = 3. Alors K = Q(v/3) et on peut montrer que O = Q[/3].
Considérons le nombre premier 5. On a 3 # 22 mod 5 pour tout = € Z/5Z car
les carrés de Z/5Z sont 0,1, 4. Par conséquent, 5 est encore un nombre premier
dans O . De maniére équivalente, 50 est un idéal premier de O, ou encore 5
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est inerte. Pour voir cela, supposons qu'il existe une factorisation de 5 dans O
Dans ce cas, il existe deux éléments irréductibles o = ¢ + dv/3 et f = e+ f/3
dans Ok tels que 5 = (¢ + dv/3)(e + fv/3). Mais alors 52 = (¢ — 3d?)(e? — 3f?)
et on a £5 = (c? — 3d?) ou £5 = (e? — 3f?). Mais I'équation 5 = 2% — 3y? ne
posséde pas de solution dans Z. En effet

5=2=2%—3y? =22 mod 3

et 2 n’est pas un carré dans Z/3Z. L’équation —5 = 2% — 3y? ne posséde pas
non plus de solution car

—5=3=2%—-3y? =22+ 9% mod 4,

ce qui est impossible car les carrés de Z/4Z sont 0 et 1. Cela montre que 5 est
bien irréductible dans Og.

Considérons ensuite le nombre premier 11. On a 3 = 52 mod 11, donc 3 est
un carré dans Z/117Z. 1l existe donc deux idéaux premiers distincts py,po C O
tel que 110k = p1p2. On montre que les idéaux

p1 = <1175 + \/§> = {11]{}1 + (5 + \/g)k'g | ki, ko € Z}
et
p1 = (11,5 = V/3) = {11ky + (5 — V3)ka | k1, ko € Z}
conviennent. En premier lieu, on vérifie facilement que ces idéaux sont premiers
en montrant qu’ils sont maximaux (nous ne le faisons pas). Ensuite, il s’agit de
montrer que p; 7% po. On a 5 — V3 e po mais 5 — V3 ¢ py car sinon il existerait
ki, ko € Z tels que
5—V3=11k + (5 + V3)ks.
L’égalité montre que k3 = —1, donc on a 5 = 11k; — 5 ce qui est impossible, par
conséquent p; # po. Enfin on a que p1ps = 110k. En effet,
pipe = {112k 4+ 11(5 — V/3)ka + 11(5 4+ V/3)ks — 22ky | k1, ko, ks, ks € Z}
= (112,11(5 — V3),11(5 + V3), —22)
= (11)(11,5 — V3,5 + V3, -2).

Mais les nombres 2, —11, (5 — v/3 + 5+ v/3) sont dans (11,5 — /3,5 + /3, —2).
Par conséquent 2 — 11 + (5 — \/3—1—5—1—\/3) =1¢€ <11,5—\/§75—|—\/§,—2> et
donc cet idéal est 'anneau O tout entier. Dés lors p1ps = 110k.

Reste a illustrer le cas d’'un nombre premier qui se ramifie totalement. Le
seul cas possible est p = 3, car c’est le seul nombre premier qui divise 3. On
montre que l'idéal p = (3,1/3) vérifie 30 = (3) = p2. A nouveau il est facile
de voir que p est maximal et donc premier. De plus,

p? = (3,V3)(3,V3)
= (9,33, 3)
= (3)(3,V3,1)

et clairement 1 € (3,v/3,1) donc (3,v/3,1) = O de sorte que (3) = p.
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5.6 Application aux extensions cyclotomiques

Entre la théorie et la pratique il reste beaucoup de chemins. Nous énongons
les résultats suivants sans les démontrer.

Proposition 5.27. Soit (,, une racine primitive n-iéme de 'unité. L’anneau
des entiers de l'extension cyclotomique Q((,) est Z[(,].

Théoréme 5.28. Soit p un nombre premier et soit n = p"m o0 pgcd(p, m) =
1. Soit (, une racine primitive n-ieme de Uunité et soit Q((,)/Q Uextension
cyclotomique associée. Alors

PLIG) = (p1 -+ pg) PP,

ot le degré d’inertie f commun a tous les p; est le plus petit entier tel que
pf =1 mod m.

En d’autres termes, l'indice de ramification est e = o(p"), f divise ¢(m) et,
Wfl(??))f'

Reprenons l'exemple du chapitre 2 tronqué a Q((o)/Q. Nous savons que
Gal(Q(&)/Q) = (Z/9Z)* et [Q(¢o) : Q] = ¢(9) = 6. Les sous-groupes non
triviaux de (Z/9Z)* sont (8 mod 9) d’ordre 2 et (4 mod 9) = (7 mod 9) d’ordre
3. Le corps fixé par (4 mod 9) est Q(¢3) = Q(3 —H?) = Q(v/=3). Pour trouver
le corps fixé par (8 mod 9), considérons un automorphisme o # id représentant
un élément de (8 mod 9) et notons que 1’élément

par la relation p(n) =efg, ona g =

o =id(G) +o(6) =G + G =G + G =2e0s () € Q&)

est invariant par 'action de o, car o(a) = o(id(¢9))+02(¢o) = o({o)+id(() = a.

Maintenant, avec un peu de trigonométrie, (2 cos (%”))3 = 6cos (%’“) —letona
la relation o® = 3a— 1. Dés lors, « est racine du polynéme X2 —3X +1 € Q[X].
2km

Les racines de ce polyndéme sont 2 cos (T) pour k = 1,2 4. Ce polynoéme est

donc irréductible sur Q et Q(a) = Q(¢o + ¢ ') = Q(2cos (%)) est 'extension

fixée par (8 mod 9). On a [Q(«) : Q] = 3. Pour résumer,

3
(4)
5
) X

Q(¢o)

(1)
2 \ i
Qo+ ¢ ") (8)
\ Qv3) X
3 e

Q (Z)3%*Z

Par le théoréme [5.28| nous savons que si un nombre premier p ne divise pas
le degré de extension Q({y)/Q alors l'indice de ramification e = 1. Dans ce

83



cas, on a la relation 6 = efg = fg. Prenons par exemple p = 7 et calculons son
degré d’inertie. Il est clair que 7' = 1 mod 6. Par conséquent f = 1 et g = 6.
Autrement dit 7 est complétement décomposé dans Z[(y] et il existe 6 idéaux
premiers pq,...,ps distincts tel que 7Z[(g] = p1...ps. Cela signifie que Q((o)
est égal au corps de décomposition associé, c¢’est-a-dire, en utilisant les notations
précédentes Q((y) = Z, et Gal(Q({y)/Q) = G,. Considérons maintenant le cas
p = 11. A nouveau p ne divise pas 6, donc e = 1. Cependant, contrairement
a7, onall'#1mod6 mais 112 = 1 mod 6, donc f = 2. On a alors g = 3
et il existe 3 idéaux premiers py, po, p3 (différents des idéaux de la factorisation
de 7) distincts tels que 11Z[(o] = p1p2ps. Notons que par le théoréme d’Euler
(d’arithmétique modulaire), il n’est pas possible que f > 2 = ¢(6), donc aucun
nombre premier p > 3 est inerte (f =6, g =1, e = 1 est impossible). Considé-
rons ensuite p = 2. On a 6 = 2'3. Dés lors, Iindice de ramification est donné
par e = ¢(2) = 1. Le degré d’inertie vérifie 2/ = 1 mod 3, donc f = 2. Par la
relation 6 = efg = 2g on trouve g = 3. Par le méme raisonnement que précé-
demment il y a trois idéaux premiers distincts de Z[(y] tels que 2Z[(g] = p1p2ps.
Finalement prenons p = 3. On a e = ¢(3) = 2. Ensuite 3! = 1 mod 2 donc
f = 1. En combinant les résultats on a g = 3 et il y a trois idéaux de Z[(y] tels
que 3Z[Co] = (p1p2p3)*.

Regardons maintenant la factorisation des nombres 7,11,3 dans Q(y/—3).
Par I'exemple (ou par le fait que Q(v/—3) = Q({3) et appliquant le théo-
réme [5.28) nous savons que p > 2 se factorise en un produit de deux idéaux
premiers si et seulement si —3 est un carré modulo p. Ensuite p > 2 reste
inerte si et seulement si —3 n’est pas un carré modulo p et finalement p est
totalement ramifié si et seulement si p divise —3. Pour p = 7 nous avons que
—3 =4 mod 7 est un carré. Donc il existe des idéaux premiers distincts q1, g2
tels que 70gq(,/=3) = q192. Au vu de la factorisation de 7 dans Z[(] nous savons
comment q; et qo se décomposent dans Z[(y]. A une permutation des indices
prés, q1 = p1pops tandis que qo = papsps. Maintenant reprenons p = 11. On a
—3 = 8 mod 11. Mais 8 n’est pas un carré dans Z/11Z. Par conséquent 11 est
inerte et 110, /=3) est un idéal premier. Par les calculs précédents, nous savons
que 110(@(\/53) se factorise dans Z[(g] comme p1paps. Prenons encore p = 3. On
a 3| — 3, donc 3 est totalement ramifié et il existe un idéal premier q de Og(v=3)
tel que SOQ(\/:))) = g°. Au vu de la factorisation de 3 dans Z[(9] on sait que
q = p1pap2 dans Z[(o].

En fait nous aurions pu déduire la factorisation des éléments des nombres
premiers dans Og,/=3) & partir de la factorisation de ces derniers dans Z[(y] car
sion a une tour d’extension K C E C Lavecerr, fL/x,90/K €t €p/i, fE/K, 9B/ K
et er/p, fL/E, 9L/ E les indices de ramifications, d’inerties et de décompositions
respectifs, alors er/x = eg/ker e, [1/xk = fe/kfL/E> 91/K = 9E/K 9L E- EN
appliquant ce résultat a I’extension Q({o+(y 1Y/Q on en déduit tout de suite les
factorisations suivantes. Pour p = 7 alors 70@(49 +¢p 1y = 919293 pour des idéaux

premiers distincts qi, q2q3 de OQ(CQ Y A une permutation des indices prés,

on a 1 = P1P2, o = P3P4, 3 = PsPs. Pour p=11on a 110@((9—&-(51) = (19293-
En comparant les factorisations de 11 dans OQ(Cg sohy et celle de Z[(o] on a
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(& une permutation prés) q; = p1, g2 = P2, q3 = p3. Pour p = 3, il reste
30@(49 +eh) = 919203 ou les g; sont chaque fois distincts pour chaque nombre
premier. On sait que q; = p?, q2 = p3, q3 = p3 dans Z[(]. On peut résumer les
étapes de la factorisation avec les diagrammes suivants.

g? p1---Ps f Pib2p2 o (P1p2p3)?
~ g e
cllCI2CI2 \ P1p2p2 \ 419293 \
\ q192 ; - 11
9 1= f /

Nous avons indiqué par la lettre e, f ou g 'unique changement d’une exten-
sion a l'autre.

6 Théorie de Galois différentielle

Le chapitre se base sur les oeuvres [6],[11],[13],]|19],25],|34]-

6.1 Introduction

Le sujet du chapitre n’est plus ’étude des équations polynomiales par les
corps et les groupes. Ici les équations différentielles linéaires joueront le roéle
analogue des polynomes de la théorie précédente, les corps différentiels rem-
placeront les corps, et les groupes seront munis d’une topologie. Il existe une
correspondance galoisienne pour les corps différentiels ainsi qu’une condition
nécessaire et suffisante de résolubilité d’une équation différentielle linéaire par
des fonctions élémentaires. Tous les anneaux considérés dans cette section sont
unitaires et commutatifs.

Commengons par deux exemples qui vont motiver ce chapitre.

Soit ’équation différentielle
y(x
y(z) = ( )’ 5)

avec des conditions initiales non fixées. Cette équation est un cas particulier de
I’équation différentielle d’Euler

2?y"(a) + azy'(z) + by(z) = 0
pour a = 0 et b = —1. En cherchant une solution de la forme z® on a

(xa)// — ],‘a/l'Q,
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ou encore
ala—1)z*?% = g2,

2

de sorte que « doit vérifier ’équation a® — o — 1 = 0. Les deux racines de ce

polynéme sont a; = 1+2‘/5 et ap = 1_2‘/5 donc ' et x** sont des solutions de
I’équation 5l Comme ces deux solutions sont linéairement indépendantes et que
I’ensemble des solutions d’'une EDO du second degré forme un espace vectoriel

de dimension 2 sur C on sait que l'ensemble des solutions de ’équation [5] est

E = {klxo‘l + kox®? | ki,ko € (C}

ou ki et ko dépendent du choix des conditions initiales y(0) et y'(0).

Considérons maintenant ’équation différentielle

y" () = xy(a), (6)

en apparence plus simple que 1’équation précédente. A nouveau les conditions
initiales ne sont pas fixées. Supposons que les solutions peuvent s’écrire sous la
f =37 a2, al

orme y(x) = > ") apax™, alors

400 " +oo
( E anz") —x< g anx”>
n=0 n=0

c’est-a-dire,

+o0 too
>+ + Dansor” = Y ana™,
n=0 n=0

En identifiant les termes de méme monome on trouve as = 0 et
(n+3)(n+2)anis = ay

pour tout n > 0. Les premiéres itérations donnent ag = 3.2a3, a1 = 4.3a4,
as = b.das = 0, a3 = 6.5a¢, ag = 7.6a7, a5 = 8.7ag = 0, ag = 9.8ag etc...
Les valeurs de ag et a; dépendent des conditions initiales. Ainsi les solutions de
I'équation [6] peuvent toutes s’écrire sous la forme

+oo 1’3n +oo x3n+1
y(w) = ao < > 23)(5.6)...(3n - 1)(3n) ) tm (HZ::O BAH6.7)...BGn)Br+ 1) > '

n=0

Lorsque 1'on pose ag = 32/%1“(2) et a; = 31/;71}(% (ou T est la fonction Gamma
3 3
d’Euler) la solution Ai(xz) := y(z) est aussi connue sous le nom de fonction

= 31/%(%) % la solution
Bi(z) := y(z) est appelée la fonction Bi d’Airy. Ensemble, Ai(z) et Bi(x)
forment un systéme fondamental de solutions (comme les séries présentes dans
lexpression de y(z)) pour I’équation @ donc ’ensemble des solutions de cette

équation est

d’Airy. Pour les conditions initiales ag et a3 =

E = {klAz(x) + k‘QBZ(JU) | k‘l,k'g S (C}
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Les fonctions d’Airy ne sont pas des fonctions dites élémentaires. De la méme
maniére que pour les polynémes en théorie de Galois classique, nous voudrions
savoir si une équation différentielle est résoluble par des combinaisons de fonc-
tions élémentaires (comme la premiére) ou non (comme pour la seconde). Pour
cela il nous faut définir ce que 'on entend par "combinaisons" et par "fonctions
élémentaires". Il nous faudra aussi développer la théorie de Galois des équa-
tions différentielles car la résolubilité d’une équation différentielle dépendra de
la résolubilité de son groupe de Galois différentiel. Cette théorie comporte de
nombreux paralléles avec la théorie de Galois classique et nous ne serons pas
en mesure d’expliciter toutes les preuves. Pour combler ce manque nous tente-
rons de faire le plus de liens possibles avec les autres chapitres et présenterons
davantage d’exemples.

6.2 Anneaux et corps différentiels

Il est possible de faire de la théorie de Galois différentielle en caractéristique p
mais cela nous emménerait trop loin. Tous les corps de ce chapitre sont supposés
de caractéristique 0.

Définition 6.1. Un anneau différentiel est un anneau A muni d’une dérivation
0: A — A vérifiant les propriétés

Iz +y)=0(x)+d(y)

et
A(zy) = O(x)y + z0(y)
pour tout z,y € A.

Si A est un corps, on parle de corps différentiel. On note parfois (4, d) pour
préciser la dérivation associée & 'anneau A.

Example 6.1. L’exemple générique est le corps C(t) des fonctions rationnelles
a coeflicients dans C, de variable ¢ muni de la dérivation usuelle % est un corps
différentiel. Pour notre exposé, ce corps différentiel va jouer le méme role que Q
en théorie de Galois classique.

Définition 6.2. L’ensemble des constantes C'4 d’un anneau différentiel A est
défini comme

Cy={0(x)=0]|z € A}.
Notons que 0 € C4 et 1 € C4 car
9(0) = 9(0+0) = 9(0) + 9(0)

donc 9(0) =0 et
A1) =9(1.1) = 1.9(1) + 9(1).1

donc (1) = 0. Vu les propriétés de la dérivation, si z,y € C4 alors x +y € Cq
et xy € C4. On a
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Proposition 6.2. Si A est un anneau (corps) différentiel, alors C4 est un
anneay (corps).

Démonstration. Si A est un anneau différentiel le résultat est direct. Si A est
un corps différentiel alors il s’agit de montrer que tout élément non nul dans
C'4 posséde un inverse. Pour cela, il faut déterminer la dérivation d’un quotient.
Soient = € A quelconque et y € A non nul,

a(x) = a(”“"y) =ay)= + ya@)

Y Y

donc

8(%) _ O(z)y — 20(y)
- .2
Yy Yy
En choisissant x =1 € C4 et y € C4 non nul on a
- (y)
Iy H)=—-"22 =0,
(y™) )2
dot y~! € C4. O

On montre par récurrence que la dérivation 0 vérifie les propriétés usuelles
de la dérivation classique,

— 9(z") = na" " 10(x)

— O"(xy) = 200 0 (2)0" (y)

pour tout n > 1.

6.3 Extensions de dérivation

Définition 6.3. Un idéal I d’un anneau différentiel (A, ) est un idéal diffé-
rentiel de A si a € I implique que 9(a) € I.

Définition 6.4. Un homomorphisme différentiel d’anneaux différentiels ¢ :
(A,04) — (B,0p) est un homomorphisme d’anneaux vérifiant p(d4(x)) =
Op(p(x)) pour tout x € A.

Proposition 6.3. Le noyau d’un homomorphisme différentiel ¢ : (A,04) —
(B,0p) est un idéal différentiel de A.

Démonstration. Clairement Ker(y) est un idéal de A. De plus, si ¢(x) = 0 alors
©(0a(x)) = dp(p(x)) = 05(0) = 0. Donc Ker(y) est un idéal stable pour la
dérivation, c’est-a-dire un idéal différentiel de A. O

La construction n’est pas triviale, mais on peut montrer que la dérivation
d’un corps différentiel K se prolonge de maniére unique & n’importe quelle ex-
tension algébrique L/K. Voir [6] (théoréme 6.2.6). Si L = K (X) et si 'extension
L/K est transcendante alors il existe une dérivation dy, sur L qui prolonge celle
de K et qui est telle que 91, (X) = a pour n’importe quel choix de a € L. Voir
[34] (Exercice 3 ch. 1). Ces deux résultats montrent que dans tous les cas, les
extensions des corps différentiels sont encore des corps différentiels cohérents
pour la dérivation sur K.
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6.4 Equations différentielles

Soit (K, d) un corps différentiel. Considérons ’équation différentielle
0"y 4+ kp 10"ty + .. K10y + koY =0,

avec ko, ..., k,—1 € K. Il est connu que cette équation différentielle homogéne
peut se réécrire sous la forme matricielle

Y = AY,

en posant Y = (y1,...,Yn), OY = (Qy1,...,0yn) et

0 1 0 0 0
0 0 1 0o ... 0
A= 0 | eEm
0 0 0o ... ... 1
—ko —ki —ke ... ... —kp_1

L’ensemble des solutions de cette équation matricielle forme un espace vectoriel
de dimension n sur le corps des constantes C'x de K. En particulier I’ensemble
des solutions qui sont dans K™ forme un espace vectoriel de dimension au plus n.
En général les solutions ne sont pas dans K™, de la méme maniére qu’en général,
un polynome ne posséde pas ses racines dans le corps de ses coefficients.

Définition 6.5. Une matrice fondamentale pour le systéme 9Y = AY est une
matrice inversible B € K™*" telle que 0B = AB.

Définition 6.6. Soit (K,9) un corps différentiel et soit 0Y = AY avec A €
K"*™. Supposons qu'il existe une matrice fondamentale B = (b);; € K™*™ pour
le systéme. L’extension L/K est dite de Picard-Vessiot si

— L est le plus petit corps différentiel qui contient K et les b;;

— CL =Ck.

Une extension de Picard-Vessiot joue le méme role que le corps de décom-
position dans la théorie de Galois classique. Comme pour ce dernier, on peut
montrer que pour tout systéme Y = AY, cette extension existe et est unique
(& isomorphisme prés).

6.5 Groupe de Galois différentiel

Définition 6.7. Soit (L,Jr) une extension du corps différentiel (K, k). Le
groupe de Galois différentiel de cette extension est défini comme I’ensemble des
automorphismes de L qui fixent K et qui commutent avec la dérivation sur L.
On le note

Galp(L/K)={o € Gal(L/K) |0 09 =dr 0 0}.
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Soit A € K"*" et soit
Y = AY,

une équation différentielle sous sa forme matricielle. Soit L I’extension de Picard-
Vessiot de cette équation.

Proposition 6.4. Si B est une matrice fondamental de I’équation 0Y = AY
alors pour tout o € Galp, (L/K) la matrice o(B) = C' est aussi une solution du
systeme.

Démonstration. Par définition 0B = AB. En appliquant o0 € Galy, (L/K) a
cette équation on a o(9(B)) = 0(AB) = 0(A)o(B). Comme les entrées de A
sont dans K on a 0(A) et comme o commute avec la dérivation de L, o(9(B)) =
0(c(B)). Au final il reste d(c(B)) = Ao(B) et o(B) est une nouvelle solution
du systéme. O

Cette proposition est tout a fait analogue a la proposition [3.40] de la théorie
de Galois classique. Ici les éléments du groupe de Galois différentiel se voient
plutét comme des matrices tandis que les éléments du groupe de Galois en
théorie de Galois classique sont plutot des vus comme des permutations (des
racines des polynomes).

Example 6.5. Considérons ’équation y' = ay avec a € C. Notons L son
extension de Picard-Vessiot. Comme vu dans 'exemple X, une solution a cette
équation est donnée par y = e € L. Si o € Gal(L/K) alors par la proposition
précédente, il existe un £ € C non nul|E| tel que o(e®) = ke®. En outre o
est entiérement déterminé par son action sur e* et on voit bien que que ¢ ne
dépend que de la constante k. Par conséquent Gals(L/K) = C*.

Comme en théorie de Galois infinie, la structure algébrique des groupes n’est
pas suffisante et il faut ajouter une structure topologique a Galyg(L/K) pour
obtenir une correspondance exacte. En théorie de Galois infinie, la topologie
était celle de Krull. Ici la topologie est celle de Zariski. Les extensions de Picard-
Vessiot vont aussi (un peu comme le corps de décomposition d’un polynome
séparable est une extension galoisienne) jouer le role des extensions galoisiennes
en ce sens que c’est avec ce type d’extension que I'on obtient une correspondance
galoisienne entre corps différentiels intermédiaires de I’extension L/ K et les sous-
groupes fermés de Galg(L/K) pour la topologie de Zariski.

Théoréme 6.6. (Théoréme fondamental de la théoire de Galois différentielle)
Soit K un corps différentiel. Soit Y = AY wun équation différentielle avec
A € K" ". Notons L/K lextension de Picard-Vessiot de l’équation différen-
tielle. Alors il y a une correspondance entre ’ensemble des sous-groupes fermés
pour la topologie de Zariski de Galp(L/K) et l’ensemble des corps différentiels
intermédiaires de L/ K.

Démonstration. La preuve peut étre trouvée dans [34] (théoréme 1.27). O

13. sinon o ne serait pas un automorphisme

90



6.6 Extensions de Liouville

Les extensions de Liouville jouent le role analogue des extensions radicales
de la théorie de Galois classique. Soit L/K une extension de corps différentiels.
Sia € L est tel que o/ = a € K, alors « est appelé une intégrale de a. Si
b =a'/a € K alors on dit que « est une exponentielle (de I'intégrale) de b.

Définition 6.8. L’extension L/K est dite de Liouville s’il existe une tour d’ex-
tension
K=K CK,C---CK,1CK,=1,

ot pour tout 1 <i<n-—1, K;y; = K;(a;) ol a; est soit
— une intégrale d’un élément de K;
— une exponentielle d’un élément de K;
— un élément algébrique sur Kj;.

Notons quand méme qu’une exponentielle ou une intégrale d’un élément de
K ne peut pas étre algébrique sur K. Si on suppose par exemple que « € L est
une intégrale sur K alors il existe a € K tel que ¢’ = a et il existe un polyndéme
monique de degré minimal m& (X) = Y"1 (&, X* € K[X] tel que m& (a) = 0.
En dérivant cette relation on trouve

na" ta+kl 0"tk 1(n—1Daa" 2+ k" 244 ak) + ki =0,

qui est un polynoéme de degré n — 1 s’annulant en . Donc ses coefficients doivent
étre nuls et en particulier na + k;,_; = 0. C’est impossible puisque car a = /.

Théoréme 6.7. Soit K un corps différentiel et soit l’équation Y' = AY, avec
A € K™™. Notons L l’extension de Picard-Vessiot de ’équation en question.
Alors L est contenue dans une extension de Liouville si et seulement si la com-
posante connexe de l'identité Gy de Galp(L/K) est résoluble.

Démonstration. La preuve est dans [25] (ch.6). O

Etre contenu dans une extension de Liouville est synonyme d’étre résoluble
par des fonctions élémentaires.

Proposition 6.8. Le groupe SL(2,C) est connexe et n’est pas résoluble.
Démonstration. La preuve est dans Particle [11]. O

En particulier, cela montre que la composante connexe de I'identité de SL(2, C)
est le groupe tout entier. Pour voir que 1’équation différentielle vy’ = zy n’est
pas résoluble par des fonctions élémentaires, il faut montrer que son groupe de
Galois différentiel n’est pas résoluble. En fait, on montre (voir [13]) que son
groupe est justement SL(2,C) lorsque 'on regarde I’équation différentielle sur
le corps différentiel C(z) muni de la dérivée usuelle. Ce genre de méthodes per-
mettent aussi de montrer que certaines fonctions ne sont pas élémentaires en les
regardant comme des solutions d’équations différentielles (linéaires).
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7 Théorie de Galois des revétements

Le chapitre se base sur les ouvrages [9],[14],|15],|27].

7.1 Introduction

Il y a une similarité remarquable entre la théorie de Galois classique et
la théorie des revétements. Informellement, partant d’un espace topologique
connecté (par exemple le plan C; un graphe connecté, un cercle, un tore, une
sphére etc...) on définit un groupe, appelé groupe fondamental, qui est l'en-
semble des courbes fermées que ’on peut tracer sur cette surface modulo les dé-
formations continues (aussi présent dans théorie des noeuds). Ce groupe est un
invariant topologique, c’est-a-dire que deux espace topologiques homéomorphes
possédent le méme groupe fondamental. Inversement, deux espaces topologiques
qui possédent un groupe fondamental différent ne sont pas homéomorphes. A
un espace topologique X, on associe des revétements, qui sont des espaces topo-
logiques muni d’une projection sur X. Ces revétements ressemblent localement
a X mais sont plus "grands" que X. Comme un revétement est encore un es-
pace topologique, il posséde lui aussi un groupe fondamental. Il se trouve que ce
groupe fondamental est isomorphe & un sous-groupe du groupe fondamental de
I’espace topologique X . De la méme maniére que dans la théorie de Galois clas-
sique, il existe une correspondance entre I’ensemble des sous-groupes du groupe
fondamental de X et I’ensemble des revétements connectés de X. Le revétement
associé au sous-groupe trivial (1) est appelé le revétement universel de X . Cette
théorie est liée a la théorie de Galois différentielle et & la théorie de Galois clas-
sique par les dessins d’enfants de Grothendieck (Il y a un lien entre le groupe de
Galois absolu de Q et le "complété profini" du groupe fondamental de la spheére
privée de trois points. (Voir théorie de Grothendieck-Teichmiiller.)).

7.2 Préliminaires

Lemme 7.1. (Lemme de recollement) Soient X et Y des espaces topologiques.
Soit A = U;erA; C X un ensemble qui peut s’écrire comme une union finie de
fermés A; C X. Soient f; : A; — Y des fonctions continues pour tout i € I.
Supposons que f;(A; N Aj) = f;(A; N A;) pour tout i,j € I. Alors il existe une
unique fonction continue F': A =Y tel que F|a, = fi pour tout i € I.

Démonstration. Pour tout i € I on pose F(a) = fi(a) si a € A;. Cette fonction
est la seule qui soit telle que F|4, = f; pour tout ¢ € I. Il reste & montrer la
continuité. Soit C' un fermé de Y. Soit a € A. Alors F(a) € C si et seulement
il existe f; tel que fi(a) € C. Par conséquent F~(C) = Uf; *(C). Comme f;
est continue pour chaque ¢, f;l(C) est fermé dans A;. Mais une union finie
de fermés est encore un fermé et F~1(C) est fermé dans A. Cela montre que
I’image réciproque de tout fermé de Y est un fermé de A, donc F est une fonction
continue. O
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7.3 Chemins et groupe fondamental

On se donne un espace topologique X. Sur cet espace on va considérer des
"chemins". Un chemin sur X est une fonction continue v : I = [0,1] — X.
Intuitivement, si X est une surface "gentille" on peut s’imaginer un chemin
comme le résultat d’un trait de crayon continu sur celle-ci. Un chemin posséde
un point initial 29 = v(0) et un point final ¢ = ~(1). Si le point initial et le point
final du chemin v coincident on dit que 7 est un lacet. Si de plus v(¢) = v(0)
pour tout ¢ € [0, 1] alors v est appelé un lacet constant. Si tout couple de point
(z,y) € X x X peut étre joint par un chemin, c’est-a-dire s’il existe un chemin
v sur X tel que v(0) = x et (1) = y, alors on dit que X est connexe par arcs.

Soient 71,y deux chemins sur X . Supposons que ces chemins soient tels que
~71(1) = 72(0). La composition de deux chemins v = ;.72 peut étre définie de
la fagon suivante

() 71(2¢) si0<t< 1
YW= p2t—1) silj2<t<l.

On vérifie que v est bien un chemin. Il est défini sur [0, 1] et & valeur dans X. Sa
continuité est induite par le fait que 1 et v sont des fonctions continues sur le
fermé [0, 1] et que 71 (1) = 72(0). Il est évident que si 3 est un chemin tel que
~2(1) = 73(0) alors

(71:72) 3 = 71-(72.73)-

Autrement dit, la composition est une loi associative. Supposons maintenant
que Y2(t) = y1(1 — t) (c’est encore un chemin). Il suit que v1(1) = 12(0) et la
composition z = ;.72 est un chemin qui parcourt d’abord ~; puis 7. En fait
z:]0,1] = X a pour point initial ~;(0) et pour point final v;(0), c’est donc un
lacet. Il faut cependant faire attention que z n’est pas un lacet constant.

Notons L, ’ensemble des lacets sur X dont 'extrémité est x. La loi de com-
position des chemins restreinte a cet ensemble est alors une loi de composition
interne. De plus, la composition est associative. L’élément neutre est le lacet,
c’est-a-dire le lacet qui ne bouge pas du point z. Cependant, cet ensemble ne
forme pas un groupe car il est impossible de composer deux lacets pour obtenir
I’élément neutre. Supposons que 71 et 2 soient deux lacets de L. Il semble
légitime de penser que si y2(t) = v1(1 — t) alors 75 constitue un bon candidat
pour définir le symétrique de 7.

Définition 7.1. Soit X un espace topologique. Soient deux chemins 1,7 :
[0,1] = X tel que u = 71(0) = 12(0) et v = 41(1) = 42(1). Les chemins 1 et 2
sont dits homotopes §’il existe une fonction continue f : [0,1] x [0,1] = X tel
que f(0,t) = y1(t), f(1,t) = v2(¢t) et f(s,0) = u, f(s,1) = v. Dans ce cas, on
note v ~ s et la fonction f est appelée une homotopie des chemins v; et 5.

En clair, la fonctionE f déforme contintimenent ; sans changer les extré-
mités u et v pour obtenir v2. Pour 0 < s < 1 fixé et ¢ € [0,1], f(s,t) correspond

14. en fait c’est plutét la famille des fonctions définie par f qui contient toutes les déforma-
tions continues possibles des courbes 71 et s
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Zf

71
72

Lo

) = z0, 11(1) = 72(1) = x5

FIGURE 4 — Homotopie 71 ~ 72 avec v1(0) = ~2(0
t) pour 0 < s < 1 fixé. De plus,

et fs représente un chemin intermédiaire f(s,

f(07t) =m(t), f(1,t) = (t)

4 un chemin de point initial u et de point final v qui peut aussi étre vu comme
le résultat d’une déformation continue de v, (Voir FIGURE {4)).

Proposition 7.2. La relation d’homotopie ~ est une relation d’équivalence.

Démonstration. Soit X un espace topologique. Soient 1,72, 7ys trois chemins
définis sur X partageant les mémes points extrémaux.

1) La relation est réflexive. L’homotopie f(s,t) = v1(t) pour tout s montre
que Y1 ~ 1.

2) La relation est symétrique. Si 73 ~ -9 alors il existe une homotopie
f:10,1] x [0,1] — X tel que f(0,t) = v1(¢) et f(1,t) = v2(t). On voit alors que
I’homotopie g(s,t) := f(1 — s,t) vérifie g(0,t) = 1(t) et g(1,t) = ~1(¢) donc
Y2~ 71

3) La relation est transitive. Si 73 ~ ~2 et 72 ~ 3 alors il existe deux
homotopies fi et fo avec fi(0,t) = 7 (t), fa(1,t) = 12(t) et f2(0,t) = 72(?),
f2(1,t) = v3(¢). On ne peut pas définir une nouvelle homotopie f : [0, 2]x[0, 1] —
X tel que f(0,t) = v1(t) et f(1,t) = ¥2(t) & cause du domaine [0,2] # [0,1].
Cependant

f(s,t)—{ hizet) A0Sy
5(2s ,t) sil/2<s<1
convient. La continuité de f provient de la continuité de f; et fo et du fait que
fl(l,t) = fg(o,t) Donc Y1~ V3. ]

On note [v] la classe d’équivalence du chemin +.

Proposition 7.3. Soit X un espace toplogique et soit x € X. L’ensemble
m(X,x) := L,/ ~={[7] | v € L.} est un groupe pour la loi de composition
[yllve] = el
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Démonstration. 1l est clair que la loi de composition est interne.

1) Soient y1,y2,73 € Ly. Onavuque v1.(72.93) = (71.72)-73 donc [y1][y2.73] =
[v1-72][73] et la loi de composition est associative.

2) L’élément neutre est la classe [id] des lacets homotopes au lacet constant.
En effet, soit v € L,, alors id.y ~ 7 via ’homotopie

id(t) si0<t<$
W) sip<t<i

rs.0={

car f(0,t) =id(¢) et f(1,t) = (). (le re-paramétrage de v dans l'expression de
f(s,t) est aussi nécessaire pour que v et id soit défini sur [0,1].) La preuve de
~v.id ~ ~y est similaire et cela montre que [id] est 1’élément neutre de 71 (X, x).

3) L’élément [y] admet un inverse dans 71 (X, ). Soit v*(¢) = v(1 —¢). On
montre que [][y*] = [id]. Il s’agit de montrer que v.7* ~ id. L’homotopie qui
convient est

~(2t) Si0<t<s
f(s,t) =4 (s) sigstsl-—3
y(2-2t) sil—-5<t<1
et on vérifie bien que f(0,t) = id(t) et f(1,t) = v(t).7*(¢). O

7.4 Les revétements

Définition 7.2. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application
f: X =Y est un homéomorphisme si f est une bijection et si f~! est continue.

Définition 7.3. Soit X un espace topologique. Un revétementE de X est une
espace topologique Y muni d’une surjection continue p : Y — X vérifiant les
propriétés suivantes
1. pour tout € X il existe un ouvert U C X contenant z tel que p~*(U) =
UierViot V; CY est unouvert Vi € I et V;NV; = () pour tout 7 # j.

2. p

v, : Vi = U est un homéomorphisme pour tout ¢ € I.
On note parfois (Y, p) le revétement de X.

Définition 7.4. Soient X et Y deux espaces topologiques. Soit p: X — X un
revétement de X et soit I'application f : Y — X. Un relévement (/ift en anglais)
de f est une application f:Y — X tel que po f = f.

Le lemme suivant est un résultat clef.

Lemme 7.4. Soit p: X — X un revétement. Soient de plus,
— [:Y x[0,1] = X wune fonction continue,
— Fo: Y x{0} — X wune fonction continue qui releve fly oy : Y x {0} —
X.
Alors il existe un unique relévement F Y x [0,1] — X de f tel que Fly (o) =
5.

15. En général on dit plutét que c’est la fonction p qui est le revétement.
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FIGURE 5 — Exemple de revétement. Les images réciproques de = (p~!(z)) sont
y1,Y2 et ys3. Chaque p|y, (V;) est homéomorphe a U.

Le diagramme suivant représente la situation.

Y x {0} ——

1

La fonction i : Y x {0} — Y x [0, 1] est I'injection canonique.

Fo
F

S|

Démonstration. La preuve se fait en plusieurs étapes. On se base sur |§||

Soit y € Y. Montrons d’abord qu’il est possible de trouver un voisinage V
de y tel que F : V x [0,1] = X est un relévement de flvxoq) vérifiant Fy = F
sur V' x {0}.

Par hypothese, f est continue et il est donc possible de trouver un voisinage
Vix]as, be] de (y,t) € Y x [0,1] tel que f(Vix]as, bs[) C Uy out Uy est un ouvert
admissible de X contenant f(y,t). Maintenant {y} x [0, 1] est un sous-ensemble
compact de Y x [0, 1]. Par conséquent il existe un nombre fini de sous-ensembles
de Y x [0, 1] qui recouvrent y x [0,1]. En particulier, on peut choisir un ouvert
V > y ainsi qu'une subdivision 0 = 5 < t; < --- < t, = 1 tel que f(V x
[ti,ti+1]) est contenu dans un ouvert admissible U; C X. De cette fagon, on a
bien UiV X [ti7ti+1] =V x [0, 1]

Par récurrence, supposons que le relévement F' du lemme est construit sur
V x [0,t;]. Comme f(V x [ti,t;41]) C U; il existe U; C X contenant F(y,t;) tel
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que plll: : Ui — U; est un homéomorphisme. En remplagant V' par un voisinage
suffisamment petit de y on peut supposer que F(V x {t;}) C U;. Maintenant, F
doit vérifier pF" = f. Or plg est en bijection avec U;, on peut donc considérer
p~1|y,. Dés lors, on peut définir F sur V X [t;,t;41] comme étant la composition
F =p~1y, o f. Maintenant Fyxpo,t;) et Fyx[t;,t..,) sont des fonctions continues
qui coincident en V' x {t;}. Par le lemme des recollements, cela montre que
Flyxo,t,,,] est une fonction continue telle que pF' = f sur son domaine et
Fyy(oy = Fo. Par récurrence, cela montre que F : V x [0,1] — X est un
relevement de f qui vérifie les hypothéses du lemme sur V' x [0, 1].

On montre maintenant que le relévement I’ est unique lorsque Y est un
singleton {y}. Le cas général sera déduit de cette démonstration. Soient F et G
deux relévements de f : {y} x [0,1] tel que F({y} x {0}) = G({y} x {0}). Par
récurrence, supposons que F' = G sur {y} x [0,¢;]. Comme F({y} X [t;, ti+1]) et
G({y} x [ti, ti+1]) sont connectés dans X et que F({y} x[0,#;]) = G({y} x [0,t])
par hypothése de récurrence, on en déduit que F({y} x [t;,tiy1]) et G({y} %
[ti,tir1]) appartiennent au méme U; € X. Comme pF = pG sur U; et que p
est un homéomorphisme, F = G sur tout {y} X [t;,t;+1]. Par récurrence, cela
montre que F' = G sur tout {y} x [0, 1]. O

Proposition 7.5. (Relévement des chemins) Soit X un espace topologique.
— Soit p: X — X un revétement.
— Soit v :[0,1] = X un chemin avec comme point initial x = v(0).
— Soit ¥ € p~1(x) un élément dans la fibre de x.
Alors il existe un unique relévement 7 : [0,1] — X du chemin v avec pour point
initial 4(0) = Z.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme [7.4] avec Y un singleton quel-

conque {y}, f le chemin v et Fy({y} x {0}) = Z. Le relévement F' du lemme
correspond au chemin 4. O

Proposition 7.6. (Relévement des homotopies) Soit X un espace topologique.
— Soit p: X — X un revétement.
— Soit f:[0,1] x [0,1] — X une homotopie de chemins partant de x € X
— Soit & € p~1(x) un élément dans la fibre de x.

Alors il existe un unique reléevement d’homotopies de chemins partant de .

Démonstration. On applique le lemme précédent pour relever un chemin partant
de Z. Ensuite on applique le lemme avec Y = [0, 1]. O

Ces lemmes permettent de montrer la proposition suivante

Proposition 7.7. Soit p : X - X un revétement. Soit v € X et T € X. Le
groupe fondamental 71(X,Z) de X est isomorphe & un sous-groupe du groupe
fondamental m (X, x) de X.

Démonstration. Cette proposition découle directement des lemmes de reléve-
ment des chemins et des homotopies. O
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L’idée est ensuite de montrer que, lorsque X vérifie certaines propriétés (ana-
logues au fait qu'une extension soit galoisienne), tout sous-groupe de 71 (X, x)
correspond & une classe de revétements isomorphes. Cette construction se fait
en partie grace a la construction de ce qu’on appelle le revétement universelle
de X. C’est un espace topologique dont le groupe fondamental est trivial ((1)).
En mettant tous les résultats ensemble, on montre que si X est connexe par
arcs et localement connexe, alors il y a une correspondance entre 1’ensemble
des classes de conjugaisons des sous-groupes de 71 (X) et 'ensemble des classes
d’équivalences des revétements de X.

8 Conclusion

L’esprit de la théorie de Galois est d’associer des groupes (groupes topolo-
giques, ou des invariants etc...) & des objets que ’on peut ordonner (des exten-
sions L/K, des revétements etc...). Lorsque l’'objet en question vérifie certaines
propriétés (étre galoisien), la structure forte des groupes permet de classer les
sous-objets, car chacun est lui-méme doté de son propre groupe, qui peut étre
vu comme un sous-groupe du groupe associé i 1’objet initial. Ce point de vue
montre toute la modernité des idées de Galois.

En théorie de Galois classique, nous avons montré la correspondance entre
les corps intermédiaires a une extension galoisienne L/K et 'ensemble des sous-
groupes de Gal(L/K). La nature méme du groupe permet de déduire si le po-
lynéme qui génére ’extension est résoluble par radicaux ou non. Nous avons
ensuite calculé le groupe de Galois général d’un extension cyclotomique de Q
- le terrain de jeu historique des mathématiciens - et avons montré comment
la géométrie associée & la constructibilité & la régle et au compas pouvait s’in-
terpréter en terme de théorie des corps, puis en terme de théorie de Galois. La
théorie de Galois infinie ne fait que prolonger la correspondance galoisienne au
cas des extensions algébriques de degré infini. Cette théorie offre 'avantage de
donner des outils pour étudier une infinité d’extensions algébriques "d’un seul
coups" grace au théoréme fondamental de la théorie de Galois infinie et a la
structure de groupe profini du groupe de Galois. Pour le chapitre sur la théo-
rie de Galois en théorie algébrique des nombres, nous nous sommes intéressé
a l'action du groupe de Galois d’un extension galoisienne L/K sur des sous-
ensembles de L. En particulier, sur ’anneau des entiers Oy, de L et ses idéaux.
Cela permet de mieux connaitre les liens entre I’arithmétique du corps de base
K et larithmétique sur L. De maniére tout a fait analogue & la condition né-
cessaire et suffisante de résolubilité d’une équation polynomiale par radicaux,
nous avons vu que la nature méme du groupe de Galois différentiel de 1’exten-
sion de Picard-Vessiot d’une équation différentielle Y/ = AY permet de savoir
si I’équation différentielle est résoluble par des fonctions élémentaires ou non.
Enfin, la théorie de Galois trouve une théorie tout a fait analogue dans I’étude
des revétements des espaces topologiques. Si ces théories semblent toutes assez
différentes, elles sont toutes liées, d’une part via I’esprit de la théorie de Galois,
d’autre part, parce que méme la théorie des revétements posséde des applica-
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tions en théorie de Galois différentielle et, comme pour la théorie de Galois
infinie, en théorie de Galois inverse.
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