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Abstract

La Transformée en Ondelettes est devenue en quelques années un sujet de re-
cherche trés débattu. On ne compte plus aujourd’hui les applications qui utilisent
cette technique. Issue de la théorie de Fourier, la Transformation en Ondelettes se
caractérise par le développement des fonctions de L?(R) sur une base d’ondelettes.
Ces ondelettes sont elles-mémes des dilatations et des translations d’une fonction
unique que I'on nomme I’Ondelette Meére.

Dans ce travail, je fourni une présentation des principaux concepts sous-jacents
a la théorie de la Transformée en Ondelettes. Je présente ensuite la Transformée
en Ondelettes Discréte ou Représentation en Ondelettes Orthogonales qui fut intro-
duite il y a une dizaine d’années. Il s’agit d’un algorithme permettant de calculer
une représentation d’un signal en bandes de fréquences indépendantes. Cette repré-
sentation est particuliérement utile pour le traitement d’images. Dans ce travail, je
montre un programme qui utilise cette technique afin de compresser des images na-
turelles. Ce programme fait partie d’'une toolkit écrite en JAVA et en FORTRAN90
pour servir au programmeur.

Enfin, je présente les algorithmes actuels de compression d’image par Transfor-
mée en Ondelettes et leurs performances comparées par rapport au standard JPEG.

¢

The Wavelet Transform became in a few years a very discussed subject of research.
One does not count today any more the applications which use this technique. Re-
sulting from the theory of Fourier, the Wavelet Transform is characterized by the
development of the function of L2(R) on a wavelets basis. These wavelets are them-
selves of dilations and translations of a single function which one names the mother
wavelet.

In this work, I provided a presentation of the main concepts of the theory of the
Wavelet Transform. I present then the Discrete Wavelet Transform or Orthogonal
Wavelet Representation which was introduced ten years ago. It is about an algorithm
making it possible to calculate a representation of a signal in independent frequency
bands. This representation is particularly useful for image processing. In this work, T
show a program which uses this technique in order to compress natural images. This
program forms part of a toolkit written i JAVA and FORTRANI0 to be used for
the programmer.

Lastly, I present the current algorithms of image compression per Wavelet Trans-
form and their performances compared to standard JPEG compression.
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Introduction

Lorsqu’en 1807, Joseph Fourier proposa de décomposer les fonctions périodiques
en sommes finies d’exponentielles complexes, il ignorait certainement toute I'impor-
tance que son geste allait prendre dans les années a venir. En effet, il n’est pas besoin
de rappeller 'importance énorme qu’a aujourd’hui la Transformée de Fourier dans
une variété inimaginable de domaines.

Cependant, dans un coin du nouvel univers que Fourier venait d’ouvrir se tapis-
saient les Ondelettes. Il fallut une centaine d’années pour qu’un pionnier les men-
tionne : il s’agit de A. Haar dans sa thése de doctorat en 1909. Les Ondelettes ne
semblent pas avoir intéressé énormément les chercheurs jusque dans les années 80.
Nous devons a Stéphane Mallat, Yves Meyer et Ingrid Daubechies d’avoir relancé
I'intérét vers 1985 en étoffant grandement la théorie et les applications possibles de
celles-ci. Depuis leurs travaux, le sujet a véritablement pris une ampleur considérable
et s’'introduit dans un grand nombre de domaines. Citons par exemple le traitement
de signaux bruités, 'intelligence artificielle, la synthése artificielle des sons, I’analyse
d’électrocardiogrammes [10], la détection et la prédiction de tremblements de terre
[7] et bien sir, le traitement d’images. Cette derniére activité, qui fait aussi 1'objet
de ce mémoire, est sans doute celle ot les Ondelettes ont montré le plus leurs perfor-
mances. Aujourd’hui, on s’en sert pour stocker les images d’empreintes digitales au
FBI, transmettre et stocker les images satellites, et notamment de Meteosat [22, 12],
analyser des images médicales [1] aussi bien issues de tomographes [11] que de scan-
ner RMN [47]. On s’en sert également pour compresser les images naturelles, ce dont
je vais parler dans la suite de ce travail. Le lecteur pourra trouver une description
plus compléte des applications de la Transformée en Ondelettes dans I'annexe C.

Lorsque Madame Saadaoui m’a proposé de travailler sur les Ondelettes, nous
ne savions ni I'un ni Pautre de quoi il retournait exactement mais le défi m’a paru
intéressant. Aucun autre travail n’avait été fait a I'Institut sur cette matiére et nous
envisagions celui-ci comme un premier pas susceptible d’en précéder bien d’autres
tant les applications semblaient (et sont) nombreuses.

Malheureusement, nous nous sommes rapidement heurtés aux difficultés liées a la
relative jeunesse de cette théorie. La documentation était trés pénible & trouver dans
un premier temps. De plus, il n’y a pratiquement pas d’introduction & la théorie faite
pour quelqu’un ne disposant pas de connaissances mathématiques trés poussées.

Nos objectifs de départ étaient donc de faire un travail comportant deux par-



ties : une partie théorique, sur la Transformée de Fourier elle-méme et une partie
pratique qui en montre une application. Le défrichage de la théorie élégante mais
touffue de la Transformée en Ondelettes me prit beaucoup plus de temps que nous
ne pouvions l'imaginer au départ. Ce qui retarda d’autant le travail sur ’application.
C’est donc tardivement que j’ai découvert la Transformée en Ondelettes Discréte et
toute la théorie qui lui est sous-jacente. Le tout était également & assimiler puisque
toutes les applications se font sur base de cet algorithme.

Ainsi, & ce moment, j’ai pu programmer une toolkit JAVA permettant de consta-
ter I'efficacité étonnante des Ondelettes pour la compression d’images. J’ai également
programmeé les mémes fonctionnalités en FORTRAN90 pour avoir plus d’efficacité au
niveau du temps d’exécution. Je n’ai cependant pas programmé les derniéres étapes
de compression effectives des images avec la Transformée en Ondelettes Discréte.
Celles-ci sont constituées d’algorithmes tout & fait originaux et trés variés qui sont
autant de matiéres indépendantes a assimiler. Je me contenterai donc de présenter
le premier et le plus important d’entre eux et de mentionner les résultats que 'on
peut obtenir avec les autres.

Ce mémoire se découpe donc en trois parties principales. La premiére sera consa-
crée & la Transformée en Ondelettes Continue. J'introduirai celle-ci en passant par
une courte révision de notions de traitement du signal et des outils usuels tels que
la Transformée de Fourier et la Transformée de Fourier Fenétrée. Je présenterai en-
suite les résultats fondamentaux de la théorie afin que le lecteur puisse avoir un bon
apercu des concepts manipulés.

J’exposerai ensuite largement la théorie de la Transformée en Ondelettes Discréte
telle qu’elle a été présentée par Stéphane Mallat. Ceci constituera la seconde partie
de ce travail.

Je présenterai alors la compression d’images telle qu’on la pratique avec la Trans-
formée en Ondelettes Discréte pour ensuite montrer les programmes que j’ai réalisés
avec leurs résultats. L’algorithme fondamental pour les derniéres étapes de compres-
sion sera présenté avec I'état de 'art en terme de performances pour les codeurs
actuels.




Chapitre 1

Transformée en Ondelettes Continue

Comme prévu, ce chapitre va constituer une présentation de la théorie de la
Transformée en Ondelettes. Mon propos n’est pas d’étre exhaustif : une matiére
aussi foisonnante que celle des Ondelettes remplirait des volumes entiers. Plus sim-
plement, j’ai abordé la théorie dans 'esprit d’une exposition des concepts fondamen-
taux, adressée au lecteur non mathématicien. Mon but premier est d’étre utile et
rapidement compréhensible. Le lecteur intéressé trouvera toujours des renvois aux
références contenant tous les détails voulus.

J’ai donc considéré que le lecteur ne posséde que des notions de base en ma-
thématiques et trés peu en traitement du signal. C’est pourquoi je commencerais
par un rapide survol des concepts fondamentaux de cette derniére matiére. On trou-
vera dans ’annexe A toutes les notations que j’ai utilisé ainsi qu’une syntheése des
concepts essentiels & la bonne compréhension du texte.

L’introduction de la Transformée en Ondelettes se fera via une présentation de
la Transformée de Fourier et de la Transformée de Fourier Fenétrée qui permettent
de mettre en valeur les avantages importants de 1’utilisation des Ondelettes.

Enfin, la théorie de la Transformée en Ondelettes Continue proprement dite sera
exposée dans I'esprit que j’ai décrit plus haut.

La structure de ce chapitre reprend les grandes lignes du tutorial de Robi Polikar
[32]. Les développements mathématiques sont principalement tirés des chapitres 1
et 2 de lexcellent livre d’Ingrid Daubechies [6] et d’autres présentations générales
[21, 15, 48, 8|. Les illustrations proviennent également de ces documents.

1.1 Notions de traitement du signal : Transformée
de Fourier et Transformée de Fourier Fenétrée

La plupart des signaux que nous rencontrons sont des signaux dépendant du
temps. Ainsi, la différence de potentiel aux bornes d’une prise de courant se pré-
sente comme une sinusoide que I'on caractérisera par sa fréquence : 50 Hz (partout
dans le monde sauf aux USA). En général, les signaux ne sont pas aussi simples.
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F1G. 1.2 — Signal contenant 3 fréquences et son spectre

Ils contiennent la superposition de plusieurs fréquences qui ont plus ou moins d’im-
portance. C’est pourquoi, lorsqu’on analyse un signal brut, 'une des informations
capitales que I’on peut tenter d’obtenir est son contenu en fréquences : son spectre.
Ainsi, si je prends le signal de la figure 1.1 , le spectre correspondant est trés simple
et comprend un pic & la fréquence de la sinusoide. Cependant, dans le cas de la figure
1.2 , il est plus difficile de constater que ce signal est composé de trois fréquences,
comme indiqué sur le spectre en-dessous. Cela signifie que ce signal est composé de
la somme de trois sinusoides dont les amplitudes relatives sont représentées par les
amplitudes des pics correspondants en fréquence. Ainsi ’expression mathématique

de ce signal est

f(t) = cos 2nt + 2 cos(27.2.t) + 4 cos(27.5.1)




Il existe une opération mathématique trés répandue et largement étudiée qui
permet d’obtenir le contenu fréquentiel d’un signal et que I’on nomme Transformée de
Fourier. C’est au XIXéme siécle que le mathématicien francais Joseph Fourier montra
qu’un signal périodique est exprimable comme une somme infinie d’exponentielles
complexes correctement pondérées. Chaque terme de la somme correspondant &
une fréquence dont le coefficient donne I'importance dans le spectre. Cette idée a
été généralisée pour les signaux non périodiques et puis pour les signaux discrets
(périodiques ou non). Aujourd’hui, un algorithme trés rapide, nommé Transformée
de Fourier Rapide, permet d’obtenir la Transformée de Fourier d’un signal de maniére
trés efficace.

L’étude des signaux discrets et de durée limitée dans le temps (c’est & dire tous les
signaux réels, échantillonnés sur un temps fini) ne se fait pas sans quelques artifices
mathématiques. Cependant, dans le cadre de cette approche introductive, nous allons
nous restreindre au cas de fonctions continues et définies de —oo a +00. Ceci sera
suffisant pour illustrer les propriétés saillantes de la Transformée de Fourier.

Ainsi, la Transformée de Fourier d’un signal z(t) se définit par

+o0
@D = [ al) e dt=a()
—00
Et, & partir de la Transformée de Fourier d'un signal, on peut reconstruire celui-ci
en lui appliquant une transformée inverse :

+o00

(F12)(t) = / #(f) Mt df = o()

—0o0

La composante f du spectre est donc obtenue en multipliant le signal par e~2"/*

et en intégrant ceci sur tous les temps de —oo & +00. Par conséquent, la Transformée
de Fourier ne rend pas compte de la maniére dont la composition en fréquences du
signal a évolué au cours du temps. Je m’explique : si un signal présente depuis un
temps 1 & un temps ¢, une composante de fréquence f et d’amplitude A, le spectre
de ce signal obtenu par Transformée de Fourier va rendre compte de cette fréquence
mais pas du moment ou elle est apparue. Ainsi, un autre signal présentant la méme
composante de fréquence & la méme amplitude et pendant un temps identique mais
& partir de t3 # t; aura le méme spectre de Fourier.

Donc, la Transformée de Fourier nous renseigne si une composante fréquentielle
est présente ou pas indépendamment du moment ot elle a été effectivement présente
dans le signal. Ceci n’a aucune importance pour les signaux stationnaires mais on
perd effectivement de I'information pour les signaux qui ne le sont pas.

En guise d’illustration, observons les deux signaux de la figure 1.3 tirés de [32]. Le
premier présente quatre fréquences a tout moment, ce dont son spectre rend compte.
Le second présente les mémes fréquences mais a4 des moments différents. On constate
que, méme si le spectre est fortement bruité (& cause des changements de fréquence




FI1G. 1.3 — Deuxz signauz présentant les mémes fréquences mais a des moments différents. On

constate sur leurs Transformées de Fourier que les spectres sont similaires.



brutaux)!, les quatre composantes principales sont présentes de la méme maniére
que pour le premier signal.

Il faut donc trouver une autre solution si I’on veut étudier ’évolution du contenu
fréquentiel d’un signal. Une solution possible est celle de la Transformée de Fourier
Fenétrée. Cette transformation se propose de découper le signal en "tranches" pen-
dant lesquelles celui-ci pourra étre considéré comme stationnaire et de prendre la
Transformée de Fourier dans chacune des tranches. On exprime ceci par la formule
suivante :

(FYmg)(f, 1) = / z(t)win(t — ') e 2"t dy

Cette fois, la transformée est a deux dimensions : temps et fréquence, ce qui
laisse présager 1'obtention d’informations sur ces deux grandeurs. En fait, il s’agit
simplement de la Transformée de Fourier de z(t)win(t — t'). win(t) est une fonction
de fenétrage que l'on considérera réelle (elle peut étre complexe mais on doit alors
utiliser le complexe conjugé dans la formule). Ce type de fonctions est trés largement
répandu en traitement du signal et celles-ci ont fait 'objet d’études poussées. Dans
le cadre de ce mémoire, nous retiendrons simplement qu’il s’agit de fonctions qui
permettent de sélectionner une partie d’un signal par multiplication avec celui-ci.
La figure 1.4 montre quelques exemples de fenétres couramment utilisées avec leurs
Transformées de Fourier. Ainsi, la Transformée de Fourier Fenétrée consiste & sélec-
tionner une partie du signal centrée autour de ¢’ avec une largeur égale a celle de
la fenétre et & prendre la Transformée de Fourier du résultat. On peut obtenir une
représentation temps-fréquence du signal en parcourant tout I'axe des temps avec
t'. Cette procédure est illustrée par la figure 1.5

La figure 1.6 donne un signal divisé en quatre intervalles de 250 msec dans
lesquels on trouve des sinusoides de 300, 200, 100 et 50 Hz. La Transformée de
Fourier Fenétrée, en trois dimensions, nous donne la représentation temps-fréquence
du signal (les unités sont arbitraires). On peut voir que cette figure est symétrique
par rapport au centre de I'axe des fréquences, ce qui est une propriété normale de
la Transformée de Fourier. Si on examine par exemple la partie droite, on constate
la présence des quatre "pics" correspondant aux différentes fréquences du signal et
situés & des temps différents, comme on le voulait.

Cependant, cet exemple bien choisi ne doit pas masquer le défaut principal de la
Transformée de Fourier Fenétrée ; la résolution temps-fréquence. Ce type de probléme
est bien connu en traitement du signal et est lié & une propriété fondamentale qui
du temps et de la fréquence : il est impossible d’avoir simultanément une résolution
infinie dans ces deux grandeurs. Je vais ici me borner a quelques considérations
générales sur ce probléme, le lecteur intéressé pourra se référer a la bibliographie.
Ainsi, dans le cas de la Transformée de Fourier, la résolution fréquentielle est infinie

Les changements abrupts dans le signal en temps introduisent du bruit et des hautes fréquences.
Tout ceci pourrait étre filtré par des techniques idoines




. Highest
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A sin 270.5UT
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FI1G. 1.4 — Quelques exemples de fenétres utilisées en traitement du signal avec leurs principales
caractéristiques.



Fi1G. 1.5 — La Transformée de Fourier Fenétrée consiste a multiplier le signal et a prendre la
Transformée de Fourier du produit. On répéte ensuite l'opération en translatant la fenétre.

mais nous n’avons aucune information temporelle dans le domaine des fréquences.
On sait que ces fréquences existent, on ne sait pas & quel moment. Cette propriété
est liée au fait que I'intégration de la Transformée de Fourier va de —o0 & +00. Dans
le cas de la Transformée de Fourier Fenétrée, nous réduisons l'intervalle d’intégration
par un fenétrage pour avoir des informations temporelles et donc, nous perdons une
partie du signal. C’est ce qui rend la résolution en fréquence moins bonne : ce que
I'on gagne d’un coté, on le perd de 'autre! Une fenétre étroite voudra dire une
résolution temporelle bonne mais une mauvaise résolution fréquentielle. Si on élargit
la fenétre, on gagne en résolution fréquentielle mais on perd en résolution temporelle.
Ceci est illustré a la figure 1.7 tirée de [32].

Donc, le probléeme de fixer la taille de la fenétre est a priori insoluble pour la
Transformée de Fourier Fenétrée et c’est ce qui en fait un outil peu utilisé.

1.2 La Transformée en Ondelettes Continue
1.2.1 Introduction : La Transformée en Ondelettes Continue
et la Transformée de Fourier Fenétrée

En guise d’introduction, anticipons un peu sur la théorie pour montrer les avan-
tages de la Transformée en Ondelettes sur la Transformée de Fourier Fenétrée.

La Transformée en Ondelettes de la fonction z(t) se définit par la relation sui-
vante :

(Tz)(a,b) =la|"2 [ z(t) v (L) dt
avec [(t) dt =0

Comme pour la Transformée de Fourier Fenétrée, nous considérons que 9 est une
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F1G. 1.6 — Signal présentant quatre fréquences et sa Transformée de Fourier Fenétrée.
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FI1G. 1.7 — Transformée de Fourier Fenétrée du signal précédent avec trois largeurs de fenétres
différentes. Une premiére fenétre, étroite, nous donne une bonne résolution en temps mais mavvaise
en fréquence. Les deux spectres suivants, pris avec des fenétres de plus en plus larges, montrent le

gain de résolution en fréquence mais la perte en temps.
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F1G. 1.8 — Ondelette de Haar

fonction réelle mais 1 peut étre complexe, auquel cas, il faut utiliser le complexe
conjugué dans l'intégrale de la Transformée en Ondelettes.

Dans cette formule, les fonctions **(t) = |a|~2¢ (1) sont appellées Ondelettes
(Wavelets) et la Transformée en Ondelettes Continue consiste a développer z(t) sur
ces fonctions. Les Ondelettes consistent simplement en dilatations et translations
d’une fonction unique %(t) que I'on appelle I’'Ondelette Mére (Mother Wavelet).
Cette fonction doit répondre, pour des raisons qui apparaitront dans la suite, & la
condition f1/)(t)dt = 0, ce qui I'oblige & étre "oscillante" d’une fagon ou d’une autre.
L’Ondelette la plus simple est I'Ondelette de Haar qui est présentée sur la figure
1.8 tirée de [48]. Mais il existe d’autres Ondelettes dont les propriétés sont trés
différentes et dont les applications varient. Citons encore le "Chapeau mexicain"
(Mexican Hat) qui est simplement la dérivée seconde d’une gaussienne

()= (1-£) e

La figure 1.9 donne son graphe. Cette fonction est bien localisée en temps et en fré-
quence. Ainsi, le paramétre a que I'on nomme le paramétre d’échelle (scale) va faire
en sorte que ¥™*°(t) couvre des gammes de fréquences différentes. Si |a| est faible,
1™° se "contracte"”, couvre des plus hautes fréquences a une échelle plus "fine". In-
versément, si |a| est grand, 1*° se "dilate", couvrant des plus basses fréquences.
Le paramétre b est le paramétre de translation en temps. En effet, 1)®" est centrée
autour de ¢t = b. En conséquence, la Transformée en Ondelettes Continue fourni,
comme la Transformée de Fourier Fenétrée, une représentation temps-fréquence!
Cependant, comme indiqué sur la figure 1.10 (a) tirée de [6], les fonctions sur les-
quelles on développe z(t) de la Transformée de Fourier Fenétrée ne sont que des
enveloppes (les fenétres) entourant une oscillation c’est-a-dire win(t — ¢')e="1"/t. Le
probléme étant, comme nous I’avons vu, que la largeur de I’enveloppe reste constante,
quelque soit f! L’avantage saillant de la Transformée en Ondelettes Continue est
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Mexican Hat

F1G. 1.9 — Graphe du chapeau mezicain (Mezican Hat).

(b)
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Fi1G. 1.10 — (a)Fonctions sur lesquelles la Transformée de Fourier Fenétrée développe x(t). (b)
Hllustration des changements d’échelle et des translations du chapeau mezicain.
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F1G. 1.11 — (a) Le signal a analyser; les deuz fleches indiquent la présence des cusp. (b) Trois
Tranformées de Fourier Fenétrées du signal avec des fenétres de largeur différentes. (c) La Trans-

formée en Ondelettes du signal.

que la largeur de ¥®® en temps s’adapte & la fréquence : les ¥*® correspondant &
de basses fréquences sont larges et celles correspondant aux hautes fréquences sont
étroites. Et ceci est particuliérement bien adapté a tous les signaux réels ou les
basses fréquences s’étendent sur la durée totale du signal qui présente quelques pics
a hautes fréquences qui sont intéressants. La Transformée en Ondelettes Continue
va s’adapter automatiquement & la détection de ces "cusp".

Dans [6], Daubechies nous donne un excellent exemple a titre de comparaison.
Le signal de la figure 1.11 (a) est donné par :

z(t) = sin(2mv4t) + sin(2mwvat) + Y[0(t — t1) + 5(t — t2)]

C’est-a-dire une composition de deux sinus présentant deux cusp (fonction delta)
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en t; et t5. Dans 'exemple, les paramétres sont :

1%1 =500 Hz
Vy =1 kHz
v =18

ty —t; =4 msec

Les trois premiers graphes (représentation en niveaux de gris (inversés) du plan
temps-fréquence) reprennent le module de la Transformée de Fourier Fenétrée de ce
signal calculée avec une fenétre de Hamming (cfr figure 1.4 ) dont la largeur vaut 12.8,
6.4 et 3.2 msec respectivement. On peut s’apercevoir des problémes déja mentionnés
pour la Transformée de Fourier Fenétrée. Pour une large fenétre, la résolution en
fréquences est bonne, mais pas celle du temps : on ne peut pas distinguer les deux
cusp. Inversément, une fenétre plus étroite permet de bien voir les deux pics mais
perd la résolution en fréquences : on n’arrive plus a distinguer les sinusoides. Le
graphe suivant est la Transformée en Ondelettes Continue du méme signal. On peut
constater que les pics sont aussi bien définis en temps que pour la plus petite fenétre
de Hamming tout en conservant une résolution fréquentielle équivalente a la fenétre
de 6.4 msec pour les deux sinusoides.

1.2.2 Théorie de la Transformée en Ondelettes Continue

Nous allons donc examiner certains des résultats fondamentaux concernant la
Transformée en Ondelettes Continue. Comme je 1'ai déja mentionné, mon propos
n’est pas de réaliser un traité de mathématiques mais de permettre au lecteur de
manipuler les principaux concepts des Ondelettes et ainsi de se familiariser avec cette
matiére. Tous les développements détaillés peuvent se trouver dans les références que
j’ai déja mentionnées.

Reprenons donc la définition de la Transformée en Ondelettes Continue.

TH@y =l [ 1) 8 (52) ds = (100

Nous avons vu qu’il s’agissait d'une décomposition de f sur une base d’Ondelettes
formées de dilatations et de translations d’une Ondelette Mére : ¥(t) € L?(R).

La premiére chose que nous allons voir est que la Transformée en Ondelettes
Continue est inversible : on peut reconstruire f(¢) & partir de sa décomposition.
Pour ce faire, nous écrivons la formule suivante :

+o0  p+o0 1
f=ctf 9 da db (1)
ot ¥*(z) = |a| 2y (x ; b) ; a,bER, a#0 (1.2)
+o0
et Cy = 27r/ |4(€)[?|e|~'de < o0 (1.3)
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Cette derniére condition est appellée condition d’admissibilité. Elle est nécessaire
pour que 1.1 ait du sens. Cette condition va nous permettre de donner une signi-
fication a fj;o Y(t)dt = 0 que nous avons rencontré tout & ’heure. En effet, si
Y(z) € LY(R) (comme c’est souvent le cas en pratique), on peut montrer que 1.3 est
satisfaite si ¥(0) = 0 ou si [(z)dz = 0. D’autre part, si [¢(z)dz = 0, on
peut imposer & 1 de légéres contraintes qui permettent de garantir 1.3. Il est donc
de bonne guerre de considérer que 1.3 est équivalente & :

+00
Y(z)dz = 0
— 0
Dans Pexpression de 1.2, la présence de |a|~2 nous assure que ||¢*?|| = ||4)||. Par

souci de simplification, nous considérerons que |[#|| = 1.
On peut aussi prouver que Vf, g € L%(R)

el ————— da db
[ [T enen Taen S = curo) (1.4
On peut alors lire 1.4 comme une méthode de reconstruction de f :
B +o00 “+00 da db
f=ct [T ey v 2 (1.

Ou la convergence de l'intégrale est assurée par le fait que prendre le produit scalaire
de chacun des deux membres par une fonction quelconque g € L?(R) conduise & une
formule vraie : 1.4. Daubechies montre dans [6] que I’on peut assurer la convergence
de maniére plus forte encore.

Il existe plusieurs variations de 1.5 dans lesquelles on restreint I’ensemble des
valeurs de a aux réels positifs (dans 1.5, a peut également étre négatif). On peut
alors imposer a v une condition d’admissibilité plus stricte :

+o0o . 0 R
Co=2r [ 1T 1B(OF de = 2 [ |7 [(e)P de < o0
0 =

o0

Cette condition est vérifiée si par exemple 9 est réelle puisqu’alors 1[3(—6) = 1(e).
L’équation 1.5 devient alors :

S | +o0
F=ct TG [ e anee

avec le méme type de convergence.
Si les supports de f et 1 sont inclus dans [0, +oo[, alors (Tf)(a,b) = 0et 1.5
se simplifie en

| ‘o0
o A T
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avec Cy définit comme 1.3.
Nous pouvons méme introduire une seconde Ondelette, différente de la premiére
et servant & la reconstitution. On aura que si ¥; et 1 sont telles que :

/ e ()] 1a(e)] < oo

alors, on sait prouver que, Vf, g € L%(R)

d
[ 5 [ u.e @50 = Comisio

avec Cy, .y = 27 [ |e]™" 1(€) a(e) de

Si Cy, w, # 0, on peut écrire la variante de 1.5 obtenue :

d
£ =iy [ [ avsun) ust (1.6

Remarquons que 1, et 1, peuvent étre trés différentes, elles ne sont méme pas
obligatoirement admissibles toutes les deux. On trouvera dans [6] une utilisation
intéressante de la liberté dans le choix de ces deux fonctions.

Intéressons-nous a présent a ’exécution de la Transformée en Ondelettes Conti-
nue & plusieurs dimensions. Il existe en fait plusieurs possibilités pour faire ceci.
Remarquons qu’il n’existe toujours qu’un seul paramétre d’échelle a mais que les
déplacements (qui ne sont pas seulement des translations) se font dans un espace
a deux dimensions au moins. Nous considérerons également que ¥ € L*(R") avec
> 1.

Ainsi, nous pouvons imposer que 1 posséde une symétrie sphérique. On traduit
cela par 'existence d’une fonction 7 telle que :

P(z) = 7(|z]) Vz e R

Il existe donc aussi une fonction 7 telle que :

P

P(z) = n(lz)

La condition d’admissibilité devient
n o dt 2
Cy = (n)" [ Fnw)? < oo

On généralise 1.5 par :

*d
o A T
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Il est également possible de choisir une fonction 1 qui ne soit pas de symétrie
sphérique. On peut alors introduire des rotations et des translations. Par exemple,

a deux dimensions :
—b
w“’b’e(m) = a1y (Rgl (3: , ))

avec a > 0,b € R? et ou Ry est une matrice de rotation, soit :

cos@ —sinf
Ry = (sinO cos 6 )

La condition d’admissibilité devient :
" s} dT 2 . ) "
Cy = {(2m) - dé |¢(rcosb,rsinf)|” < oo
0 0

et 1.5 se transforme en :

> * da 2m .
F=c; / —/ db/ d6 (Tf)(a, b, 0)y*
o @ Jre 0

Enfin, revenons un instant sur la Transformée de Fourier Fenétrée et faisons un
court paralléle entre celle-ci et la Transformée en Ondelettes Continue. En effet, la
Transformée de Fourier Fenétrée de f € L?(R) est définie par :

(Frf)w,t) = (f,9*)

ot gt (z) = e“*g(x —t)
et g(z) est une fonction de fenétrage

On voit immédiatement la similitude entre les Ondelettes et ¢**. D’ailleurs, de
la méme maniére que plus haut, on peut prouver que Vfi, fo € L*(R)

/ / dw dt (T ) (w, 1) T )@ ) = 2nllgllP(f, fo)

Ce que 'on traduira par

f = Crllgl) / / duw dt (T f) (w, )"

Ce qui nous donne une relation de reconstruction de f a partir de sa Transformée
de Fourier Fenétrée.

Les différences que nous avons déja mentionnées existent toujours : la largeur de
la fenétre est toujours fixée et ne change pas avec la fréquence. Cependant, il en est
une nouvelle, plus inattendue, qui est qu’il n’existe pas de condition d’admissibilité :
toute fonction g de L%(R) fait I'affaire! On choisi toutefois généralement g telle que
llgll = 1. L’absence de cette condition d’admissibilité n’est absolument pas triviale
et a déja fait 'objet de plusieurs études.
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Chapitre 2

L’Analyse multirésolution et
la Transformée en Ondelettes
Discréte

La rapidité de traitement des images par le cerveau humain reste un sujet d’éton-
nement & I’heure actuelle. En effet, nos neurones fonctionnent & des vitesses faibles
(~100 msec) et le cerveau peut, en quelques secondes, prendre des décisions sur base
d’images de plusieurs millions de points. Sachant que souvent les caractéristiques
saillantes d’une image apparaissent déja a faible résolution, on est tenté d’expliquer
cette efficacité par une forme de traitement multirésolution, hiérarchique, en quelques
couches. Le cerveau décomposerait I'image en plusieurs niveaux de résolutions qu’il
traiterait rapidement. Sur base de cette idée, plusieurs approches se sont construites
pour analyser les images. Elles ont donné naissance aux algorithmes pyramidaux
[30, 5]. En 1989, sur base des travaux de Meyer et Lemarié [26, 20, 31|, Stéphane
Mallat faisait le lien entre ces approches et les ondelettes pour donner naissance &
I’'analyse multirésolution [25]. Cet outil formidable a été trés vite raffiné et amélioré
pour constituer aujourd’hui I'algorithme de la Transformée en Ondelettes Discréte
qui est utilisé dans la plupart des applications informatiques de la Transformée en
Ondelettes.

Dans ce chapitre, j’ai choisi de suivre Mallat dans son article fondateur en y
insérant quelques-unes des améliorations ajoutées & son travail. Le lecteur intéressé
pourra trouver tous les renseignements possibles dans [25, 15] [6, chapitres 5 et 6],
[48, 8]. Encore une fois, toutes les notations et notions de base sont définies dans
I’annexe A.

2.1 Approximation Multiresolution dans L*(R)

Nous allons tenter de décrire les images dans une décomposition multirésolution.
En d’autres termes, nous allons approximer I'image & différentes résolutions : aux
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F1G. 2.1 — Une projection orthogonale.

résolutions basses, les "détails" de I'image correspondent & de "grandes" structures
et aux résolutions élevées, on peut observer des structures beaucoup plus petites.
Pour une suite de résolution (7;);¢z, les détails d’'une image a la résolution r; sont
définis comme la différence d’information entre I'approximation & la résolution r; et
'approximation & la résolution r;;;. Il parait logique d’analyser d’abord I'image a
basse résolution pour ensuite augmenter graduellement celle-ci. En régle générale,
'augmentation de résolution se fait par pas de deux, sous forme d’une progression
géométrique telle que 7; = 27. Les raisons de ce choix apparaitront plus tard.

Dans un premier temps, nous allons définir et étudier un opérateur qui transforme
un signal en une approximation & la résolution de 2/. Nous étudierons le cas & une
dimension pour I’étendre ensuite & deux dimensions.

Soit f(z) € L%(R) et Ay lopérateur qui approxime le signal & la résolution 27.
Mallat définit six propriétés fondamentales que doit respecter cet opérateur. Ces
propriétés sont les traductions des propriétés intuitives d’un tel opérateur.

1. Ay est une projection, c’est-a-dire que si on approxime une fonction & la
résolution 27 (Ay; f(z)), la réapproximation & la résolution 27 n’a aucun effet.
En d’autres termes : A, o Ayi = A,yj, ce qui est une caractéristique des
opérateurs de projection. On définira donc ’espace vectoriel Vo; C L%(R) tel
que Ay f(z) € Vyi. On peut alors interpréter V,; comme I'ensemble de toutes
les approximations possibles a la résolution de 27 des fonctions de L%(R).

Vg(x) € Vi, llg(z) — F(@)]| = |Agi f(z) — f()ll (2.1)

Soit Ay f(z) est la meilleure approximation de f(z) & la résolution 27, c’est-a-
dire qu’il n’existe pas d’approximation & la résolution 27 qui soit plus proche
de f(z) que Ay f(z). On traduira cette propriété par le fait qu’A,; f(z) est
une projection orthogonale sur V,; comme illustré a la figure 2.1 .
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Vi€Z: Vy CVyita (2.2)

Ceci est la traduction d’un principe de causalité : & partir d’'une approxima-
tion & haute résolution, je peux reconstituer une approximation a résolution
plus faible. Une approximation du signal & la résolution 2/*! contient toute
I'information pour constituer une approximation a la résolution 27.

VieZ - f(.’II) € Vy & f(QLL‘) € Vo (2.3)

Cette propriété traduit simplement le fait que chaque espace de fonction peut
étre dérivé d’un autre par une transformation d’échelle sur ses éléments.

. Ay f(z) peut étre caractérisé par 27 échantillons par unité de longeur. Lorsque
f(z) est translaté de k277 (k € Z), Ay; f(z) est translaté de la méme longeur et
caractérisé par le méme échantillonage translaté également. On traduira ceci
par :

a Caractérisation discréte :

3 un isomorphisme I entre V; et I*(Z) (2.4)
b Translation :
Vk € Z, A fi(z) = Arf(z — k) ol fi(z) = f(z — k) (2.5)
¢ Translation de I’échantillonnage :

I(A1f(z)) = (ti)icz © I(A1fi(2)) = (Qi-k)iez (2.6)
On étend ces propriétés aux espaces V,; grace a 2.3

. Approximer représente une perte d’information. Pour des résolutions tendant
vers +00, ’approximation tend vers le signal original et inversément, pour
des résolutions tendant vers —oo, ’approximation tend vers zéro, c’est-a-dire
aucune information.

On réécrit ceci par :

+o0
li g = 4 2 9
; _gnong] sz_Joo V,; est dense dans L*(R) (2.7)
+o0
et lim Vy = ) Vo = {0} (2.8)

j=—o0
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Mallat appelle tout ensemble d’espace vectoriel (Vy; ) jez satisfaisant les propriétés
2.2 - 2.8 une Approzimation Multirésolution de L?(R). L’ensemble des opérateurs
A,; satisfaisant 2.1 - 2.6 donnent les approximations des fonctions de L?(R) a la
résolution 27.

Donnons un exemple simple d’une telle approximation. Soit V; I’ensemble de
toutes les fonctions constantes sur tout intervalle |k, k+1] Vk € Z. Par 2.3, on sait que
Vy; est I’espace des fonctions constantes sur tout intervalle |k277, (k+1)277] Vk € Z.
2.2 est évidemment vérifiée dans ces conditions. L’isomorphisme I satisfaisant 2.4,
2.5 et 2.6 se définit en associant & f(x) € V; la série (o4 )rez avec « la valeur de f(z)
sur I'intervalle |k, k+1]. On peut prouver que I’ensemble des fonctions constantes par
intervalle est dense dans L?(R), donc, par extension, j:ioo Vi est également dense
dans L%(R). On peut voir facilement que ﬂ;"iw V,i = {0}. Donc, (Vy;)jez est une
approximation multirésolution de L?(R). Malheureusement, cette approximation,
bien que trés simple, est peu utile & cause de sa discontinuité.

Un premier théoréme important de ’analyse multirésolution est celui qui va
nous permettre de caractériser 'opérateur A,;. Pour ce faire, il faut trouver une
base orthonormale de V,; puisque A,; est une projection sur cet espace.

Théoréeme 1

Soit (Vai)jez une approximation multirésolution de L*(R). Il existe une fonction
unique ¢(z) € L2(R) telle que si on pose ¢y (z) = 27¢(2'z) Vj € Z (c’est-a-dire
que ¢y; () est une simple dilatation par 27 de ¢(z)), alors (\/5—_j¢2,- (z —277n))nez
est une base orthonormale de V,;.

La preuve de ce théoréme peut étre touvée dans [24].

Donc, pour une Approximation multirésolution, on peut batir une base orthonor-
male pour chaque ensemble V,; par dilatation d’une fonction ¢(z) d’un coefficient 27
et translation par pas de 277. Le coefficient v/2-7 est dd & la normalisation par rap-
port & L%(R). 1l est clair que les fonctions ¢(z) sont attachées & des Approximations
Multirésolutions données, des Approximations Multirésolutions différentes ont des
fonctions ¢(z) différentes. On nommera ¢(z) la fonction d’échelle (scaling function).
Pour I’exemple ci-dessus, ¢(z) est la fonction = 1 sur I'intervalle [0, 1] et nulle par-
tout ailleurs. Cette fonction n’est pas trés intéressante a cause de sa discontinuité.
Les applications pratiques demandent d’autres propriétés. Mallat donne un exemple
de fonction continuement différentiable et exponentiellement décroissante générant
une Approximation Multirésolution. Il s’agit de la fonction de Battle-Lemarié dont
la Transformée de Fourier montre qu’il s’agit d’un filtre passe-bas (figure 2.2 ). On
trouvera une description plus poussée de cette fonction dans ’annexe B.

A présent, nous pouvons exprimer l'effet de I'opérateur A;.

+o00

Vi(z) €LAR) :Anfla) = 279 S (f(u), dui(u—27n)) goi(x —27n)

n=-—0oo
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FIG. 2.2 — Un ezemple de fonction d’échelle ¢(z) et sa Transformée de Fourier ¢(z).

Ce qui exprime simplement la projection de f(z) sur la base définie par le théo-
reme 1. L’ensemble des coefficients qui caractérisent cette décomposition est notée
par Mallat A4, f avec

Af = ((f(w), ¢2i(u—2_j”)>)nez

et appellée approzimation discréte de f(x) a la résolution 27,
Réécrivons chacun des produits scalaires :

(f(), $ai(u—27Tn)) = [17 f(u)dai(u — 277n)du
= (f(u) * dy (—u))(—277n)
= (f(u) * $os (—u)) (277 (—n))

Comme n parcourt tout I’ensemble Z, on peut écrire :

AL f = ((f(u) * ¢oi (—))(277n)),

Comment interpréter cette formule? Rappelons qu’une convolution en temps
correspond & une multiplication en fréquence (cfr. annexe A). Donc, Agj f correspond
a la foncion f passée par un filtre passe-bas et échantillonné & la fréquence 27. Ceci
parait bien logique : en approximant la fonction, on perd les détails que constituent
les hautes fréquences. De plus, comme le fait trés justement remarquer Mallat, ¢(u)
nest pas un simple filtre passe-bas car la famille (V27 dy; (z — 2772)) ez forme une
base orthonormale de I’espace V,; ce qui constitue une propriété remarquable.
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2.2 Transformation Multirésolution

Ce paragraphe va décrire le remarquable algorithme proposé par Mallat pour
implémenter la Transformation Multirésolution.

Considérons un signal physique échantillonné. Pour des raisons de simplicité,
nous considérerons que ce signal posséde une résolution de 1, il constitue donc A4 f
(soit Agj f avec j = 0). Ceci parait logique : le systéme physique a approximé un
signal f avec une résolution de 1.

Nous savons par la propriété 3 que nous pouvons reconstruire toute approxima-
tion AZ f si j < 0: c’est cette opération que nous allons implémenter.

Soit (Vs )jez une Approximation Multirésolution de L?(R) et ¢(z) la fonction
d’échelle associée. On sait que Vn € Z, ¢o;(z —277n) € Vy; dont elle est un élément
d’une base orthonormale. Or, Vy; est inclus dans Vy;+:. Donc, on peut exprimer
¢2 (x — 277n) dans une base de Vy;+1, la base donnée par le théoréme 1, on écrit :

+oo
$oi(x —27n) = 27971 )" (hoi(u— 277n), dorr(u—277'k)).doina (z — 2777 k)

k=—00

Un rapide calcul va nous permettre de mettre en évidence une propriété remar-
quable du produit scalaire dans cette somme. En effet,

279" Y i (u — 279n), by (u—2777'k)) =
27971 [29¢(20u — n) 27H1 (27 u — k)du

Si on pose u' = 2(27u — n), on a dv’ = 2/*'du et du = 2777'du’ et donc u =
27771y — 2n).
En effectuant le changement de variable, on obtient :

oo — (k=) = (6rms(w), dlu— (b 2m)

Nous pouvons donc réécrire :

+0o

Boi(z — 277n) = D (o1 (), (u— (k —2n)))pw (z — 2777 'k)

k=—o00
En prenant le produit scalaire des deux membres avec f(u), on obtient :
+o00
(Fw), do(u—27n)) = 3 (gams(w), $(u— (k= 20))(f(w), B (z — 2778))
k=—o0

Soit H un filtre discret dont la réponse impulsionnelle serait donnée par

Vn € Z, h(n) = {(¢o-1(u), ¢(u —n))
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F1G. 2.3 — Les approzimations discrétes A.‘zi,» f pour 0 < j < 5. Chaque point correspond a un
produit scalaire (f(u), ¢oi (u — 277n)).

Soit H tel que h(n) = h(—n)
On peut réécrire I’équation précédente par :

+0o
(f(u), $oi(u—27n)) = Y h(2n—k) (f(u), $pirs(u—~27"k))

k=—00

On a donc :
(A% f)(n) = (Agsi f % h)(2n)

Ainsi, on peut obtenir A% f en convoluant A%, f avec H et en ne gardant qu’un
échantillon sur deux. On peut donc obtenir toutes les approximations A‘Z‘, fvje
Z, j < 0 en répétant cette opération autant de fois qu’il le faut & partir de AYf.
On appelle cela un algorithme pyramidal. La figure 2.3 , tirée de [25] illustre cette
procédure.

Il est un probléme qui se présente évidemment lorsque I'on veut effectuer les
calculs, qui est celui du nombre fini d’échantillons.

Ona Aff = (04 )ocign - Pour éviter les problémes avec frontiéres, on considérera
que A¢f est symétrique par rapport 4 i = 0 et i = N. C'est-a-dire :

o = 4 %n si—-N<n<0
" Q2N —n si N<n<2N

Alors que le théoréme 1 nous assure de I’existence d’une base orthonormale pour
une Approximation Multirésolution donnée, il ne nous donne aucune indication sur
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la fonction d’échelle ¢(z) dont les dilatations et translations forment cette base. A
la suite de Mallat, imposons deux conditions supplémentaires & ¢(z) pour pouvoir
proposer un théoréme quant & la caractérisation de la Transformée de Fourier de
cette fonction. On pose donc que ¢(z) doit étre continuement différentiable et que

6@ = 0@ et |42

ol O(z~?) & linfini

Nous sommes préts pour le théoréme 2.

Théoréme 2

Soit ¢(z), une fonction, d’échelle , soit H un filtre dont la réponse impulsionelle
est h(z) = (¢o-1(u), ¢(u — n)). Posons que H(w) ait la série de Fourier définie
par :

+00
H(w) = Z h(n)e~*"¢
n=—o0
Alors, H(w) satisfait les propriétés suivantes :

[H(0)] = 1 et h(n) = O(n?) a l'infini
[H(W)]” + [Hw +m)* = 1

Si on a de plus que
[H(w)| # 0 avec w € [0, g]

Alors,

est la Transformée de Fourier de ¢(z)

La preuve de ce théoréme peut se trouver dans [24] .

Les filtres satisfaisant les propriétés de ce théoréme ont été abondamment étudiés,
on les appelle filtres conjugés. Lorsqu’on connait un filtre conjugué, il est facile, a
présent, de calculer la fonction d’échelle grice & sa Transformée de Fourier donnée
par 2.9. 1l est clair que le choix de H(w) (et donc de h(n)) va influencer ¢(z). Si on
reprend I’exemple sus-cité, on peut montrer que :

H(w) = 72 cos(%)-)
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2.3.1 Calculer les détails du signal

Rappellons que les détails du signal & la résolution 2’ sont définis comme la
différence d’information entre les approximations de f(z) & la résolution 27! et 4 la
résolution 2. Ces approximations sont données par les projections de f(z) sur les
espaces vectoriels Vyi+1 et Vy; respectivement. Sachant que Vy; C Vy,+1, il est clair
que les détails du signal a la résolution 27 sont donnés par la projection de f(z) sur
le complément orthogonal de V,; dans Vy;+1. Posons @y, ce complément, on a que :

0, est orthogonal a Vy;
@21‘ @Vzi = V2i+1

Le théoréme suivant nous donne les moyens de trouver une base orthonormale
pour @,; de la méme maniére que le théoréme 1 nous permettait de trouver une
base orthonormale de V,;.

Théoréeme 3

Soit (Vyi)jez une Approximation Multirésolution de L?(R) et ¢(z) sa fonction
d’échelle dont H est le filtre conjugué.

Soit 1 (z) une fonction dont la Transformée de Fourier est donnée par :

bw) = GE)45)  avecG = e Hw+n)
Comme pour ¢(z), posons ¥y = 291)(27x). Alors, nous avons que
(V277 i (2 — 277n) ez
est une base orthonormale de @y et
(V277 b (2 = 277n))n ez

est une base orthonormale de L*(R).
On appelle ¥(z) une Ondelette orthogonale.

La preuve de ce théoréme peut étre trouvée, comme toutes les autres, dans [24].

Les conséquences de ce théoréme sont trés importantes. Il nous permet de construire
une base orthonormale de Oy & partir d’une Ondelette dont on connait la Transfor-
mée de Fourier. Cette base servira & exprimer les détails du signal et sera donc la
pierre d’angle de notre représentation. Si nous continuons sur notre exemple simple,
I’Ondelette 1(z) correspondante est 1’Ondelette de Haar, définie par

1 si0<z<}

PYz)=¢ -1 sig<z<1
0 sinon
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F1G. 2.4 — (a) Réponse implusionnelle du filire H associé a la fonction d’échelle de la figure 2.2
(b) H(w) pour ce filtre.

En effet,
h(n) = (¢2-1(u), ¢p(u—n))
= fj:; ¢o-1(u)p(u — n)du
= %fo d(u —n)du
Donc seuls deux termes seront non nuls : A(0) = h(l) = %

Hw) = 3+ e_;u = %(1 + cosw — isinw)
= 5(2cos® ¥ — 2isin ¥ cos ¥)
= co8 ¥(cos ¥ — isin &)

W
= COS ‘—;-e"z

Toujours dans ’annexe B, on trouvera la suite de la description de la fonction
de Battle-Lemarié dont la figure 2.4 nous donne le filtre H.

2.3 Représentation en ondelettes

Nous arrivons au coeur de la théorie. Notre but est de construire une représen-
tation multirésolution basée sur les différences d’information qui existent entre deux
approximations successives aux résolutions 27 et 2/*!. Nous allons montrer que cette
représentation peut étre calculée a partir d’'une base orthonormale d’Ondelettes.
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FIG. 2.5 — Ondelette de Battle-Lemarié et sa Transformée de Fourier. On constate qu’il s’agit
d’un filtre passe-bande.

Comme la fonction d’échelle, cette Ondelette n’est pas continue. La figure 2.5
donne I’Ondelette de Battle-Lemarié, dont nous avons déja vu ¢(z) et H(w). On
constate que cette ondelette se comporte comme un filtre passe-bande entre [—27, 7]
et [, 2m].

Nous sommes ici au coeur du probléme : la construction d’Ondelettes utilisables
en pratique. En effet, la méthode est la suivante : construire un filtre H(w) satisfai-
sant les conditions du théoréme 2 permet de déduire ¢(z), la fonction d’échelle. A
partir de ces deux constructions, on peut, par le théoréme 3, calculer 1(z). Les qua-
lités de ¢(z) et de ¥(z) dépendent donc du choix de H(w). On parle ici de propriété
de dérivabilité et de support compact. On trouvera dans [6, chapitre 5 et 6], 'étude
détaillée de ces aspects de la question. Un résultat important est que Vn > 0, IH(w)
tel que ¥ (z), 'Ondelette associée soit & support compact et n fois continuemment,
différentiable. Remarquons que I’Ondelette de Battle-Lemarié n’est pas & support
compact mais exponentiellement décroissante.

Définissons P@ﬂ. I’opérateur de projection sur Q,; par la relation

Po, f(z) = 277 Z (w), Poi (U — 277n)).Ahos (x — 277 )
De la méme maniére que pour Agj, définissons
Dyif = ((f(u), ¥oi(u—277n)))nez

que nous appellons ’ensemble discret des détails de f(z) & la résolution 27. Cet
ensemble contient la différence d’information entre Ad et A:,/,+1 Nous pouvons dé-

31




velopper les produits scalaires pour prouver que chaque élément de Dy, f est le
produit de convolution entre f(z) et 1o; (—z) évalué en 277n, soit :

(f(w), $oi(u—27n)) = (f(u) * 9o (—u))(277n)

comme nous ’avons déja fait plus haut.

Ceci veut donc dire que les détails de f(z) & I'aproximation 2/ peuvent étre
calculés par le passage de f(z) dans le filtre passe-haut 1y (—u) et ’échantillonage
du résultat a la fréquence 27. Les détails, comme nous I’avons déja remarqué, sont
données par les hautes fréquences du signal.

A présent, nous pouvons reconstruire par induction 'approximation initiale A¢f
par ’ensemble

(AS_s f, (Do) _sgjc—1)

On appellera cet ensemble la représentation en Ondelettes Orthogonales du signal
f(z). Elle est constituée de 'approximation du signal & la résolution 2~/ ajoutée des
détails du signal aux résolutions allant de 27/ 4 27!, L’interprétation immédiate de
ceci est que le signal a été découpé en bandes de fréquences indépendantes puisque
les fonctions 1y (z) sont des filtres passe-bande allant de —2/7 & —2/F!7 et de 2/7
a 2%y, L’indépendance des bandes de fréquences étant diie & I'orthogonalité des
fonctions 1 ().

2.3.2 Implémentation de la représentation en Ondelettes Or-
thogonales

A partir des considérations précédentes, nous pouvons & présent définir un al-
gorithme pyramidal pour calculer la représentation en Ondelettes d’un signal. Pour
ce faire, nous allons montrer qu’on peut obtenir les ensembles Dy; f 4 partir des
approximations déja calculées précédemment.

Vn € Z, la fonction vy (xz — 277n) appartient & ’ensemble @y, C V41, donc,
nous pouvons exprimer cette fonction sur une base orthogonale de Vy;+1, une base
que nous avons déja rencontrée.

+00
hoi (x —277n) = 2797 N (4 (u— 277n), gy (u— 2777R)) Py (z — 27770k)
k=—00

Avec un changement de variable similaire & celui déja employé pour Agj, nous

pouvons prouver que :
27 N ahgi (u — 277n), B+ (u—27772k)) = (hg-1(u), ¢(u— (k —2n)))

Ceci nous donne donc que :

Yoile = 27n) = 37 (i (), $(u— (K —2n)) Borua(z —277k)

k=—o00
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G H{Iz> D,if
d
— Al T T Ao f

@ : keep one sample out of two

L—_x—_] : convolve with filter X

FI1G. 2.6 — Décomposition de Agj“ f en A.‘Z’,- f, une approximation & résolution plus faible, et
Dy; f les détails a la résolution 27. L’algorithme est constitué par la répétition en cascade de cette
opération pour —1 2> j > —J.

En prenant le produit scalaire des deux nombres avec f(u), on obtient :

+00

(Flu), o lu=27m)) = 37 (oms (), lu— (k= 20)) - (f(), dorws(u—2778))

k=—00

Ici, comme pour H, nous posons que G est un filtre discret dont la réponse
impulsionnelle est g(n) = (Y9-1(u), ¢(u — (k — 2n))) et G sera, comme pour H,
le filtre symétrique dont la réponse impulsionnelle est inversée g(n) = g(—n). On
peut montrer que la fonction de transfert de ce filtre est la fenétre G(w) définie dans
I’énoncé du théoréme 3 (la preuve se trouve résumée dans [25] et in extenso dans
[24]).

Introduisons g(n) dans ’équation précédente, on arrive & :

“+o0

(f(@), $oi(u—27n)) = Y §@n—k) (f(u), dos(u—27""k))

k=—00

Cette équation équivaut a :

(f(u), ¥ai(u—27n)) = (§* A% f)(2n) = (Daif)(n)

Donc, Dy; f correspond & la convolution de Agﬁq f avec le filtre G puis a I’échan-
tillonnage du résultat avec une fréquence %

Nous pouvons & présent écrire 'algorithme de fagon naturelle. L’état initial est
Alf, pour une étape de l'algorithme, on decomposeA2,+1f en A o; [ par un passage
dans H et échantillonage et en Dy f par passage dans G et echantlllona.ge On
effectue ceci pour tout j compris entre —1 et —.J. Cet algorithme est illustré par le
schéma de la figure 2.6 .
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On gérera les problémes dis au nombre fini d’échantillons de Agjf par la méme
convention de symétrie par rapport a 0 et a N.

On peut prouver que g(n) = (—1)""h(1 — n) (cfr [25]). Les filtres H et G sont
appelés filtres miroirs. H est un filtre passe-bas et G est un filtre passe-haut.

Remarquons que, contrairement a certains algorithme pyramidaux, notre résul-
tat :

(AS_s f, (Daif)-sgjc—1)

comporte le méme nombre d’échantillons que A¢f puisqu’a chaque étape nous
ne prenons qu’un échantillon sur deux.

2.3.3 Reconstruction du signal depuis sa représentation en
Ondelettes Orthogonales

La Transformée en Ondelettes Continue étant inversible, nous nous attendons a
ce que notre transformation le soit aussi : c’est ce que ce paragraphe va montrer,
en donnant l'algorithme nécessaire pour y parvenir. Nous savons que Q,; est le
complément orthogonal de Vy; dans V1. Donc, (V27 (u— 2779n), v/2=71)n; (u —
279n))nez est une base orthonormale de Vy;+1.

On peut donc écrire ¢oi+1(z — 2777'n) € Vyi+1 sous la forme :

poitr(x —27771n) =
277 YA oo (u — 277K), doinr(u—27771n)) . i (z — 277k)

+ 279 300 (thai (u — 279K), goinr(u — 2797 ) . by (z — 277k)

Comme toujours, prenons le produit scalaire des deux membres avec f(z) :
(f(w), oiva(u—277""n)) =
279 32 oo (B0i (u — 277k), doina(u—2777Tn)) . (f(u), o (u—277k)) +
279 TH2 o (ai (u — 277k), doiva (u — 2797'n)) (f(u), i (u —277k))

En utilisant les résultats obtenus précedemment, pour H et G et en les insérant
dans cette formule, on obtient :

(f(u), poiri(u—277"1n)) =

2302 oo hi(n = 2k)(f (u), boi (u — 279k)) +
2302 o0 9(n = 2k)(f(u), %o (u — 277k))




—> A% Az‘;nf >
D,i f T2 }G]

E : put one zero between each sample

[II : convolve with filter X

3| : multiplication by 2

FIG. 2.7 — Reconstruction de A%, f & partir de AY; et Dy, . Le signal de départ peut donc étre
reconstruit en répétant cette opération en cascade depuis —J jusque —1.

Soit

+o0 +00
(F(), dos(u—27""n)) = 2 3" h(n—2k)(AL1)(K) + 2 D g(n — 2k)(Dy ) (k)

k=—o0 k=—o0

Ce que 'on interprétera par le fait que Ang f peut étre reconstruit par inser-
tion d’un zéro entre les échantillons Agj f et Dy; f puis par convolution des signaux
résultants avec H et G respectivement. On termine par une sommation et une mul-
tiplication par 2. Ce procédé est illustré a la figure 2.7 . En répétant cette procédure
depuis —.J jusque 0, on reconstruit A¢f.

Je suis personnellement soufflé de la simplicité et de I’élégance de cette théorie.

2.4 Extension a deux dimensions de la Représenta-
tion en Ondelettes Orthogonales

Dans le cadre du traitement d’images, il convient d’élargir la théorie au cas
bi-dimmensionnel. En réalité, notre transformation peut se généraliser aisément a
n’importe quel nombre de dimensions comme le montre Meyer dans [27]. Dans la
suite de la théorie, Mallat donne une élégante maniére de procéder pour le cas des
images a deux dimensions. Suivons le donc & nouveau.

Les fonctions que nous étudierons sont cette fois des fonctions de L%(RR?). De la
méme maniére que pour L*(R), on définit une Approximation Multirésolution de
L?(R?) comme une séquence de sous-espaces de L?(R?) satisfaisant, & deux dimen-
sions, I’équivalent des propriétés vues au point 4.1. Soit (Vy; ) ez une Approximation
Multirésolution de L?(R?). L approximation de f(z,y) € L2(R?) ala résolution 2/ est
simplement la projection orthogonale de f(z,y) sur Vy;. Le théoréme 1 est toujours
valide & deux dimensions et nous pouvons donc en tirer qu’il existe une fonction
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®(z,y) dont les dilatations et les translations forment une base orthonormale de
Vo, V5 € Z.
Pour exprimer ces bases, définissons de maniére naturelle

Byi (z,y) = 2/B(2z,27y)
On a donc que :
(277®yi (z — 2770,y — 277m)) (n ez

forme une base orthonormale de V,;. Tout comme & une dimension, la fonction ®
est unique pour une Approximation Multirésolution donnée. Meyer a décrit dans
[26] un type d’Approximation Multirésolution particulier pour L?(R?) qui est par-
ticuliérement adapté a I’étude des images. Dans son étude, chaque V,; peut s’écrire
sous la forme Vy; : V; @ V,; ot @ dénote le produit Tensoriel et Vy; est un sous-
espace de L?(R?). Dans ces conditions, il est clair que Vy n’est une Approximation
Multirésolution que si V), Dest aussi. De méme, on peut déduire que :

O(z,y) = o(z)d(y)

oit ¢(z) est une fonction d’échelle d’'une Approximation Multirésolution (Vi; ) ez
de L?(R). Avec ce choix particulier d’Approximation Multirésolution séparable, les
directions horizontales et verticales sont choisies préférentiellement. Ce choix est
arbitraire mais justifié pour la plupart des images générées par I’étre humain puisque
ces directions sont en général privilégiées.

On peut bien siir réécrire la base orthonormale de V,; sous la forme

(27®9i (z — 2771,y — 277M) ) aympezz = (277605 (T — 2770) B0 (¥ — 277M)) (n.myez2

On caractérisera donc approximation du signal f(z,y) a la résolution 27 par

Agj = (<f(xa y)) Poi (LL‘ - 2_jn)¢2j (y = 2_jm)))(n,m)€Z2

Comme & une dimension, A¢f sera le signal (I'image) de départ, prise par ’ap-
pareil de saisie. Supposons que cette image contienne N pixels. Il parait clair que
Papproximation A% f contient 2/ N pixels. Considérons que les problémes de bordure
seront résolus par symétrie par rapport aux bords de I'image de la méme maniére
qu’a une dimension.

Pour exprimer les détails du signal & la résolution 27 nous devons, a la suite de
Mallat, étendre le théoréme 3. Soit @y, le complément orthogonal de Vy; dans Vy;+1.

Théoreme 4

Soit (Vy;)jez une Approche Multirésolution séparable de L?(R?).

Soit ®(z,y) = ¢(z)p(y) la fonction d’échelle associée. Alors

U(z,y) = d(2)v(y)
U (z,y) = (z)d(y)
U(z,y) = o(z)y(y)




sont telles que

( 2790 (z —27n,y — 277m),
27783 (z — 27n,y — 277m)
27903, (z — 279n,y — 279m)  )(nmyez?
est une base orthonormale de @, et
( 2790l (z —279n,y — 279m),
27902 (z — 27n,y — 279m)
2_“1’%1 (JJ - 2_'7”’ y— 2_]m) )(j,n,m)EZ3

est une base orthonormale de L*(R?)

La preuve de ce théoréme se trouve dans [24].

Continuons simplement & étendre le cas uni-dimensionnel & partir de ceci. Les
détails du signal & la résolution 2/ sont donnés par la projection orthogonale de
f(z,y) sur Oy;. Cette fois, si nous exprimons cette projection a I’aide de la base que
nous donne le théoréme 4, nous obtenons trois ensembles de coefficients donnés par
le produit scalaire de f(x,y) avec chacune des trois Ondelettes. Définissons

D;Jf = ((f($) y)7 \II%] (CC - Z_J:n, Yy — Z_Jm»)(n m)eZ?
Dg,;f = ((f(xa y)7 ‘I/gj (:E - 2—J_n7 Yy — Q—Jm»)(nm €72
ng = (<f(.’L', y)7 \I’SJ (‘77 - 2_Jn7 Yy — Z_Jm»)(nm €72

Comme nous ’avons déja fait deux fois & une dimension, nous pouvons montrer
que chacun des produits scalaires est en fait une convolution. Nous réécrirons donc
finalement Agjf, D), f, D, f et D}, f sous la forme

A‘gﬂf = ((f(z,y) * oi (—2)b2i (=) (2771, 277m) ) (n,m) 22

= ((f(@,y) * b2 (—2)%2i (=) (2771, 27IM) ) (n,m)ez2

= ((f(z,y) * o (—2)b2i (—))(2771, 277M) ) (n,m) 22

((f(@,y) * tai (=)0 (—9)) (277N, 277M) ) (n;m)ez

Nous arrivons donc enfin au coeur de la transformation, ces quatre relations nous
donnent la maniére d’obtenir ces coefficients. Ici, la décomposition en Ondelettes
peut étre interprétée comme une décomposition du signal en ensembles de fréquences
indépendantes et orientées spacialement. En effet, si nous supposons que ¢(z) et ()
sont des filtres parfaits passe-bas et passe-bande, la figure 2.8 (a) nous montre les

2

domaines de fréquences pour 'image A ,+,f, décomposée en Al d.f, D3 f, D2 [ et
D) f. A . [ reprend les basses fréquences dans les deux dlrectlons D;J f replend
les hautes fréquences verticales (correspondants aux bords horizontaux), D f , les

hautes fréquences horizontales (correspondants aux bords verticaux), et ng f, les
hautes fréquences dans les deux sens (correspondants aux coins). La figure 2.9 illustre
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F1G. 2.8 — (a)Décomposition du domaine de fréquences d’une image. (b)Arrangement des bandes

de fréquences pour obtenir unr Représentation en Ondelettes.

ceci par la décomposition d’un rectangle clair sur fond noir. Les bandes de fréquences
sont, arrangées comme sur la figure 2.8 (b).
On a donc que V.J > 0, A¢f est représentée par 3J + 1 images :

(Ag-Jfa (Déjf)—J<j<—17 (ngf)-—Jgjg—la (Dgif)—Jgjg—l)

Cette représentation n’augmente pas le nombre de pixels puisque si A¢f posséde
N pixels, A% f, Di; f, D3, f et D3, f possédent 2N pixels.

Nous pouvons maintenant exprimer les algorithmes de décomposition et de re-
construction a deux dimensions, ceux-ci sont trés similaires & ceux déduit & une di-
mension. On peut, selon Mallat, voir cette transformation bi-dimensionnelle comme
une transformation unidimensionnelle selon chaque axe. A chaque étape, Ag,-H f est
décomposé en AS f, D, f, D, f et D3, f, comme illustré a la figure 2.10 . Tl s’agit
simplement de convoluer les lignes avec les filtres G et H, de ne retenir qu’un élé-
ment sur deux puis de convoluer les colonnes des résultats avec les mémes filtres pour
obtenir les quatre sous-images. G et H sont les mémes que ceux utilisés plus haut.
[’algorithme de reconstruction se fait de maniére similaire et est illustré a la figure
2.11 . Pour les deux algorithmes, on passe de —J a 0 et de 0 & —J respectivement
suivant la structure pyramidale habituelle.
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(b)

F1G. 2.9 — (a) Image originale. (b) Représentation en Ondelettes de cette image. Les pizels noirs
correspondent auz coefficients nuls et les blancs auz positifs. (c) Méme chose mais en valeur absolue.
On constate que ’amplitude des coefficients est grande le long des bords dans chaque orientation.

—-—-{-_P %
G —— 0,

[[E—-——H 2 DZJf
A,if

‘ X | :convolve (rows or columns) with the filter X

211 I . keep one column out of two
2

: keep one row out of two

A2j+1f——§

F1G. 2.10 — Une étape de l’algorithme de décomposition.
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: convolve (row or column) with filter X

: put one column of zeros between each column

m : put one row of zeros between each row

: multiply by 4

FIG. 2.11 — Une étape de Ualgorithme de reconstruction.

2.5 Application au codage compact des images

Le codage d’images via les algorithmes que nous venons de décrire a déja été
intensivement étudié (2, 41, 29, 28, 40, 34, 39, 37, 50, 42, 38]. Les différents schémas de
compression utilisent peu ou prou la méme transformation de base et se servent avec
plus ou moins de bonheur des propriétés des coefficients ainsi calculés pour gagner de
I'espace de stockage. Le principe est toujours, dans un premier temps, d’introduire
des erreurs dans la représentation en Ondelettes. Lors de la reconstruction, si on a
bien fait son travail, les erreurs ne devraient pas produire d’anomalies visibles pour
I’étre humain. Dans ses études fondatrices [25, 24], Mallat nous offrait déja la théorie
nécessaire a toutes ces techniques, théorie qui a été largement raffinée par la suite.
Dans le cadre de ce mémoire, je pense que nous pouvons nous en tenir a ces bases.

Nous étudions donc les erreurs introduites par la représentation d’une image par
Transformée en Ondelettes Discréte. Soit AL, f, (D3 f)-s<j<—1, (D3 f)—s<ic—1,
(D3, f)-s<j<—1 lareprésentation en Ondelettes d’une image, notons (e_s, (€})-s<j<—1,
(5?)_Jsj<_1, (5?)_J<J<_1) les erreurs (écarts quadratiques moyens) introduites en co-
dant chaque composante de I'image. Soit €y 'erreur de I'image reconstruite a partir
de la transformation par rapport a I'image originale. On peut montrer [24] que :

3 -1
g = 2 +ZZ2_27€?

k=1 j=J

De nombreuses études ont montré que la sensibilité de ’oeil humain a la distortion
n’est pas seulement fonction de I’erreur £y mais aussi de la distribution de cette erreur
a travers I'image, des fréquences spatiales modifiées et de 'orientation des erreurs
[13, 14] (dans ce dernier cas, on montre que la sensibilité est minimale pour des
stimuli orientés & 45 degrés sur 'horizontale). Le codage de la Représentation en
Ondelettes est orienté, il est possible de 'adapter & ’oeil humain.
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En traitement du signal, un grand probléme est celui de décrire le sous-ensemble
de L?(R?) que forment les images naturelles [16]. En effet, I’étude expérimentale
de ces images montre qu’elles possédent des propriétés communes et de nombreuses
études tendent & définir celles-ci. Mallat a effectué une étude sur plusieurs images
naturelles et montre que les coefficients des représentations en Ondelettes de ces
images se répartissent sur des histogrammes particuliers, centrés autour de zéro,
quelque soit la résolution ou 'orientation que 'on choisisse. Cette constatation est

importante car la Représentation en Ondelettes est une décomposition des pixels de
I'image sur des bases orthonormales indépendantes et donc, les coefficients obtenus
ne sont pas corrélés. On peut donc se servir de la Représentation en Ondelettes
pour caractériser les images naturelles. Les résultats de Mallat, qui ont été large-
ment repris dans la littérature, sont que les histogrammes des coefficients des Re-
présentations en Ondelettes d’images naturelles peuvent se modéliser par la famille
d’histogrammes
h(u) = K e (&

Dans cette formule, & modélise la variance et [ régle la décroissance du pic. La
constante K doit étre ajustée pour obtenir fj;o h(u)du = N ou N est le nombre
total de pixels de la sous-partie de représentation en Ondelettes étudiée. La figure
2.12 montre un histogramme typique d’image et son approximation via h(u) (la
méthode de détermination de k,a et S & partir de I'histogramme "expérimental"
peut étre trouvé dans [24]).

Il est clair que la connaissance d’une forme mathématique simple pour les his-
togrammes des Représentations en Ondelettes est, comme nous allons le voir plus
loin, un avantage majeur dans le codage d’images.
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F1G. 2.12 — Histogramme typique d’image et de son approzimation.
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Chapitre 3

Application : la compression
d’images

L’analyse multirésolution nous a fourni un outil formidable pour le traitement
d’images ; il est temps & présent de voir comment on s’en sert effectivement pour la
compression.

Dans ce chapitre, je vais exposer les grands principes de la compression d’images
avec la Transformée en Ondelettes. Nous effectuerons une comparaison entre cette
méthode et celle utilisée dans le standard JPEG. Ensuite, je présenterai de maniére
détaillée les programmes que j’ai réalisé et j’exposerai les résultats obtenus. Enfin,
comme je I’ai mentionné plus haut, les derniéres étapes de codage n’ont pas été
reprogrammeées mais je les exposerai rapidement ainsi que les résultats obtenus par
leurs auteurs. J’insisterai plus particuliérement sur la méthode EZW qui est la plus
connue.

3.1 Compression d’images avec la Transformée en
Ondelettes

La compression d’images a été I'une des premiéres applications de la Transformée
en Ondelettes Discréte. Elle a été développée par nombre d’auteurs ([41, 29, 28, 40,
34, 39, 37, 50, 42, 38, 36]) et connait aujourd’hui un grand succés dans de nombreux
domaines. Pour "appréhender, nous allons commencer par voir ce qu’il en est pour
le standard JPEG, tout au moins dans ses grands principes.

3.1.1 Compression JPEG

Dans la compression JPEG, I'image, la matrice des pixels est tout d’abord dé-
coupée en matrices de 8x8 pixels M;; (ou plus rarement en matrice 16x16).

Chaque bloc va ensuite subir une Transformée en Cosinus Discréte a deux di-
mensions. Cette transformation, proche de la Transformée de Fourier, est tout & fait

43




F1G. 3.1 — Codage de M} en zig-zag.

inversible (aux conditions habituelles des signaux discrets). Elle produit une matrice
(M};) de coefficients réels trés dispersés, dont beaucoup de coefficients sont proches
de zéro.

Grace a4 une matrice de quantification @;;, on va mettre & zéro les plus petits
coefficients de la matrice. La formule est :

Qi;-Arrondi(Mj;/Qi;)

La matrice obtenue peut subir une Transformée en Cosinus inverse. Le résultat
sera proche de la matrice de départ mais différent de celui-ci : on a une perte de
détails. Le codage effectif de la matrice M;; se fait en profitant de sa structure par-
ticuliére, induite par la Transformée en Cosinus Discréte et 1'utilisation de matrices
Qi; spécifiques. En effet, les coefficients non-nuls se trouvent tous dans les indices
faibles en 7 et j, de plus, ils sont proches les uns des autres. On code donc la valeur
du plus grand d’entre eux, M{,. Les suivants seront codés par leur différence par
rapport & ce dernier.

L’ordre dans lequel on les code est lui aussi fonction de la structure de la matrice
M;;. En effet, les éléments non-nuls sont disposés suivant des "diagonales" M)/, —
My On code donc les éléments suivant une séquence en zig-zag, comme indiqué sur
la figure 3.1 , tirée de [17]. On arréte le codage lorsqu’on a codé tous les éléments
non-nuls, on insére alors un symbole de fin de bloc (EOB).

Enfin, la liste obtenue sera effectivement encodée grace a I’algorithme entropique
de Huffmann.

La figure 3.2 tirée de [17] montre 'évolution d’une matrice 8x8 & travers le
traitement.

Il reste finalement & insérer, devant les données, un header contenant toutes les
informations utiles au décodage.

L’algorithme JPEG est trés efficace et c’est ce qui en fait un standard aujour-
d’hui. Cependant, il souffre d’'un défaut pour les forts taux de compression que ’on
appelle blocking artifacts. Ce défaut est di a I'apparition de fortes distorsions aux
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FIG. 3.2 — Evolution d’une matrice 828 a travers le codage JPEG (a) matrice originale (b) M},
(c) M.
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frontiéres des blocs 16x16 ou 8x8. Or, I'utilisation des blocs est absolument nécessaire
al'algorithme JPEG. En effet, la Transformée en Cosinus, comme la Transformée de
Fourier, est non-locale. L.a décomposition en sous-matrices est nécessaire pour que
les pertes de qualités restent localisées et ne se répercutent pas sur ’ensemble de
I'image. Nous allons ici pouvoir utiliser I’adaptation de la Transformée en Ondelettes
Discréte aux variations locales pour outrepasser ces limitations.

3.1.2 Principes de la compression d’images via la Transfor-
mée en Ondelettes Discréte

La compression via la Transformée en Ondelettes Discréte va suivre, en gros,
les grandes étapes de la compression JPEG. Cependant, il y est fait usage d’une
propriété cruciale des Ondelettes : leur localisation en temps et en fréquence.

En effet, cette fois, nous utilisons la Transformée en Ondelettes Discréte et donc,
nous pouvons envisager de traiter I'entiéreté de I'image en une seule fois. Et c’est ce
qui constitue la premiére étape du codage.

Une fois cette étape réalisée, nous n’allons pas modifier la répartition des coeffi-
cients ¢;; dont nous avons un modéle fidéle et prometteur. La mise & zéro va se faire
via une simple comparaison par rapport a un seuil s.

|Cij| <S:>C;]- = 0

Ce type de traitement sera trés efficace au vu de I'histogramme de répartition
des coefficients de la représentation en Ondelettes (cfr section 4.5).

A premiére vue, la matrice obtenue semble ne présenter aucune structure. Ce-
pendant, on peut constater que, méme avec des pourcentages énormes de coefficients
mis a zéro (jusqu’a 95%), I'image reconstruite reste d’une grande fidélité a I'origi-
nale. Nous le verrons tout & I’heure avec les résultats expérimentaux obtenus dans
le cadre de ce travail.

Le codage en zig-zag par différence par rapport a I’élément (0, 0) est évidemment
trés spécifique a la norme JPEG et ne peut étre utilisé ici. Par contre, nous pouvons
utiliser les propriétés spécifiques de la Représentation en Ondelettes. De nombreuses
études (]41, 40, 34, 39, 37, 50, 42, 38, 36|) présentent des algorithmes de codage trés
efficaces dans cette optique. Le premier d’entre eux [41], proposé par Jérome Shapiro
en 1993, est réellement fondamental car il a orienté toutes les recherches a ce jour.
Cet algorithme, nommé EZW, sera présenté succintement & la section 5.3.

L’encryptage final de la suite de symboles obtenue se fait souvent par codage
arithmétique mais également par des techniques spécifiques.

Ainsi la compression d’une image via la Transformée en Ondelettes Discréte se
fait en quatre étapes :

1. La Transformée en Ondelettes Discréte

2. La mise a zéro des coefficients non significatifs




3. La construction d’une suite de symboles via un algorithme spécifique (par
exemple EZW)

4. L’encryptage via codage arithmétique (ou autre).

3.2 Programmes réalisés et résultats

Les programmes que j’ai réalisés dans le cadre de ce travail avaient pour but
de vérifier les potentialités de la Transformée en Ondelettes pour la compression
d’images. Mon objectif était de pouvoir appliquer la Transformée en Ondelettes
Discrete a une image, de filtrer les coefficients de la matrice obtenue et de reconstruire
une image pour la comparer avec I'original. Cet objectif a été pleinement atteint.

Dans un premier temps, j’ai été amené & programmer en JAVA. C’était 'occasion
d’utiliser les spécificités d’un langage orienté objet dont je maitrise bien les concepts
principaux. Ainsi, j’ai développé un programme qui se présente sous la forme d’une
toolkit & destination du programmeur. En effet, & ma connaissance, aucun package
JAVA ne contient d’outils relatifs & la Transformée en Ondelettes. J'ai développé
un package WaveletTools qui offre un ensemble de fonctions permettant de mani-
puler des fichiers d’images au format bitmap Windows, d’appliquer la Transformée
en Ondelettes Discréte dans les deux sens et de filtrer les coefficients pour mettre
a zéro ceux inférieurs & un certain seuil. J’ai fait en sorte que ces outils soient en-
tierement configurables et flexibles, de fagon a pouvoir servir dans de nombreuses
circonstances. Chaque fonction présente de nombreuses possibilités d’utilisation qui
sont configurables par le programmeur. Le code est, en outre, amplement commenté.

Ainsi, le package WaveletTools contient sept classes :

BitmapHandler
WTTransformer
DataCompressor
ImageCompressor
DataWavelet
WaveHandler
WaveCompressor

N O o

Les cinq premiéres sont consacrées a la compression d’images, les deux derniéres
a la compression de sons (cfr annexe D).

Dans un second temps, j’ai pu, pour augmenter les performances du programme,
en reprogrammer certaines parties en FORTRAN90. Afin d’étre cohérent, j’ai com-
plété ces parties pour que I’ensemble puisse former une toolkit FORTRAN90. En
effet, ce langage a été congu pour étre optimisé et est donc particulierement adapté
pour les calculs liés & la Transformée en Ondelettes Discréte. De plus, les capacités
orientés objet du FORTRAN90 m’ont permis de programmer de maniére élégante.
Au final, la toolkit en FORTRAN présente presque toutes les fonctionnalités de celle
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en JAVA mais ses performances, en terme de temps d’exécution, sont nettement su-
périeures.

Ajoutons enfin que j’ai tenu a n’utiliser que des programmes non-commerciaux
tout au long de la réalisation de ce travail. Le JDK 1.2 de SUN MicroSystem pour
compiler le JAVA, le compilateur VASTF90 pour le FORTRAN 90 et le tout tournant
sur le systéme LINUX (RedHat 6.1). Les images étaient visionnées avec le viewer
GNU GQview.

Dans cette section, je présenterai le package WaveTools avec toutes ses fonc-
tionnalités dans le détail. La toolkit en FORTRAN9O0 ne fera pas I'objet d’une telle
présentation puisque, peu ou prou, elle présente les mémes fonctionnalités. J’en mon-
trerai tout de méme le schéma.

Le code commenté de ces programmes se trouve en annexe E.

3.2.1 Le packageWaveletTools

La figure 3.3 montre le schéma de classe de ce package.

Chaque classe fonctionne & la maniére d’un objet autonome : la plupart de ses
attributs sont privés et des méthodes publiques permettent d’effectuer les opérations
permises sur ceux-ci. Les fonctions de ces classes agissent sur leurs attributs. Pour
obtenir le résultat d’une fonction, il faut mettre les attributs aux bonnes valeurs,
appeller la fonction voulue et récupérer les valeurs des attributs modifiés. Cette
démarche, si elle est un peu lourde, permet une programmation trés structurée en
séparant les compétences de chaque classe et en controlant strictement les accés aux
données internes.

Mon propos n’est pas ici de produire une documentation de style javadoc. Mon
code source est disponible et suffisamment commenté que pour étre compréhensible.
Je vais donc faire une présentation des principales fonctionnalités et possibilités
offertes par les différentes classes. Je pense toutefois qu’une bonne compréhension
du fonctionnement du programme ne peut étre atteinte que si 'on dispose du code
devant soi en lisant ces lignes.

1. BitmapHandler : la classe de gestion des images Bitmap

Le format bitmap (.bmp) est un format inventé par Microsoft pour son propre
systéme et qui est aujourd’hui largement répandu sur toutes les plates-formes.
J’ai chosi d’utiliser ce format pour ne pas perdre de temps & programmer un
décodeur pour un autre format (ou & comprendre comment JAVA pouvait me
permettre de faire cela). En effet, le format bmp ne supporte que quelques
formes de compressions simples. Il existe méme une option non-compressée
ou les données sont stockées telles quelles, aprés un header et une table de
couleurs. Ce choix m’a permis de disposer rapidement de matrices de test
pour le reste du programme. J’ai donc choisi de ne supporter que le format
non compressé en 8 bit par pixels (en niveaux de gris) : ce format m’offrait
toute la simplicité souhaitée.
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DataWavelet

:

WaveHandler WTTransformer BitmapHandler
[ § & I T
] 1
WaveCompressor ImageCompressor
DataCompressor
1, Utilise
Lo Contient

F1G. 3.3 — Shéma de classes du package Wavelet Tools.
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Mon objectif en écrivant la classe BitmapHandler était de fournir au pro-
grammeur un ensemble de fonctions lui permettant de manipuler facilement
les fichier .bmp non-compressés en 8bpp. Ainsi, la classe présente un certain
nombre d’attributs qui sont prévus pour regevoir chacun une partie de l'in-
formation du fichier. J’ai donc toute une série d’attributs correspondant aux
différents bytes du header, & la table des couleurs et aux données brutes de

I'image (rasterData). Comme je I’ai expliqué plus haut, ces attributs sont

privés, la classe est autonome et controle fermement les accés aux données. En

effet, pour pouvoir utiliser les fonctionnalités de BitmapHandler, il faudra pas-
ser par les fonctions dédiées aux accés aux données. Ceci répond & un principe

sain de programmation OO.

Pour bien appréhender le fonctionnement interne de cette classe, nous allons

examiner les principales fonctions qu’elle propose. Les autres classes fonction-

nant sur le méme modéle, je ne produirai cette approche détaillée que pour
celle-ci.

— le constructeur BitmapHandler ().

- setFileParameters(String file) : cette fonction met les valeurs des at-
tributs privés a celles des paramétres correspondants trouvées dans le fichier
file’ qui doit étre un .bmp.

— extractBMPData(String file) : cette fonction extrait les données brutes
d’un fichier .bmp (la matrice de pixels) et les stocke dans un tableau privé
(rasterData).

— getRasterData() : cette fonction renvoie le tableau des données brutes.

— setRasterDta(int[] data) : cette fonction place les valeurs de 'data’ dans
le tableau rasterData.

— composeBMP (String file) : cette fonction compose un fichier ’file’.bmp
avec les paramétres courants et les données de rasterData.

— 1l reste quelques autres fonctions plus anecdotiques dont 'utilité est moins
évidente.

L’utilisation de BitmapHandler se fait donc dans les deux sens : extraire des
données d’un fichier .bmp pour les passer & la suite du programme et se ser-
vir de données pour composer un fichier .bmp (avec I'image reconstruite par
exemple). Mon programme ne comprend donc pas d’afficheur d’image, je com-
posais des fichier .bmp avec les données intéressantes et les affichait avec un
viewer quelconque (dans ce cas précis, GQview).

. WITransformer : La classe effectuant la Transformée en Ondelettes

Cette classe est exclusivement consacrée & la Transformée en Ondelettes. Elle

fonctionne comme la précedente, i.e. elle comprend un ensemble d’attributs

privés qui permettent d’effectuer la transformée et les fonctions nécessaires
pour garnir ceux-ci et en récupérer les valeurs. L’utilisation de cette classe se
fait donc avec la méthode suivante :

(a) Garnir les attibuts avec les valeurs d’entrée via les fonctions dédiées

50



(b) Effectuer la transformée sur ces attributs
(c) Récupérer les valeur de sortie via d’autres fonctions dédiées

La maniére la plus simple d’utiliser cette classe est d’utiliser le constructeur
standard avec toute une série de parameétres qui serviront & initialiser les va-
riables de travail, d’appeller la fonction wnt() et de récupérer les résultats
avec la fonction getOut (). Toutefois, le progammeur averti dispose de toutes
les fonctions nécessaires pour utilliser cette classe comme il I’entend (avec tou-
tefois le risque de ne pas avoir les résultats escomptés s’il oublie une étape ou
lautre).

La fonction principale est évidement celle qui effectue la Transformée en On-
delettes : wtn. L’algorithme que j’ai utillisé ici est celui qui est employé dans
les routines du livre Numerical Recipies in Fortran 77 ([33]) et qui est dispo-
nible sur le web. Cet algorithme différe légérement de celui décrit par Mallat
parce qu’il reprend les optimisations qui ont été proposées a la suite de son ar-
ticle. Néanmoins, le lecteur pourra constater que les calculs ne différent guére.
La différence principale étant que cette approche se fait d’un point de vue
matriciel.

La fonction wtn() effectue I’algorithme pyramidal alors que la fonction pwt ()
en effectue une étape. La fonction pwtset actualise les paramétres de trans-
formation. Ces paramétres sont essentiellement constitués des coefficients des
filtres utilisés pour effectuer la transformée. L’algorithme ne supporte que les
filtres symétriques et, pour l'instant, uniquement ceux de Daubechies (4, 12 et
20 coefficients) et Haar.

L’utilisateur peut évidemment complétement configurer la classe pour effectuer
la tranformée comme il ’entend.

Toutes les données de filtres utilisés pour effectuer les calculs sont regroupées
dans la classe DataWavelet.

. DataWavelet : regroupement des données des filtres

Comme je I’ai indiqué plus haut, cette classe regroupe toutes les données des
filtres que 'on peut employer pour effectuer la Transformée en Ondelettes.
Elle fournit également une fonction getData qui permet de récupérer les coef-
ficients que I’on désire. Cette classe contient également les coefficients d’autres
filtres qui sont prévus pour servir lorsque j’aurai changé 'algorithme de trans-
formation pour qu’il supporte les filtres non-symétriques.

. DataCompressor : compression et filtrage

Cette classe est consacrée au filtrage des données en fonction d’un seuil donné
et & la compression effective par codage EZW et arithmétique (ces deux fonc-
tionnalités n’étant malheureusement pas encore disponibles).

Plus que toute autre, cette classe est complétement configurable. Sa fonction-
nalité principale est de filtrer les coefficients, c’est-a-dire de les mettre & zéro
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en fonction d’un certain seuil. L’utilisateur peut entiérement parameétrer la
maniére de procéder. En effet, il peut configurer

(a) Le mode de comparaison des coefficients par rapport au seuil : en valeur
absolue ou relative.

(b) Le type de comparaison par rapport & un nombre réel qu’il fourni =

— Comparaison simple : ¢; ; <z = ¢ ; =0

— Comparaison par rapport & la moyenne des coefficients mean : ¢;; <
mean * T = ¢; ; =0

— Comparaison par rapport au maximum des coefficients Maz : ¢;; <
Mazxx = ¢;; =0

— Comparaison par rapport a I’écart maximal des coefficients M = Maxz—
min : ¢ ; < Mxz=c; ;=0

— Comparaison par rapport a I’écart entre la moyenne et le minimum des
coefficients m = mean —min : ¢;; <m*zx =¢;; =0

— Suppression approximative de % des coefficients. Pour cette option,
j’ai utilisé une approche rapide mais approximative. En effet, la mé-
thode consiste a trier les coefficients par ordre croissant (via une rou-
tine de QuickSort disponible gratuitement dans la documentation de
JAVA) et a prendre comme valeur de seuil le coeflicient qui se trouve
a 2% de la longueur totale en partant de la fin du tableau. J’utilise
ensuite cette valeur pour une comparaison simple. J’ai utilisé cette mé-
thode avec beaucoup de suspiscion pour aller vite au début de mes
essais et, comme les résultats effectifs se sont révélés trés positifs (le
poucentage d’éléments mis & zéro est toujours trés proche de celui dé-
siré), j'ai décidé de la conserver dans le programme.

(c) Le mode d’information de 'utilisateur :

— Aucun feed-back a l'utilisateur

— Les informations de filtrage seront imprimées a ’écran

— Les informations de filtrage seront imprimées dans un fichier dont le
nom est FilteringInfo.dat

Les informations de filtrage sont :

— la valeur z fournie par I'utilisateur

— La moyenne des coefficients

— Le minimum des coefficients

— Le maximum des coefficients

— L’écart min-max

— L’écart min-mean

— L’écart quadratique moyen des coefficients par rapport a leur moyenne

— Le pourcentage de coefficients mis a zéro

— Le nombre de coefficients mis & zéro

— Le mode de comparaison

5. ImageCompressor : classe globale. Cette classe pourrait étre vue comme un
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exemple d’utilisation des classes précedentes. Elle propose une fonction CompressImage

qui prend comme argument le nom d’un fichier de paramétres et qui utilise
toutes les fonctionnalités des classes du package pour appliquer la Transformée
en Ondelettes a une image, filtrer les coefficients et recomposer une image a
partir de la matrice quantifiée. En outre, cette méthode permet de pratiquer
la transformée par blocs dont on peut spécifier les dimensions. Cette option ne
m’a servi qu’a quelques tests.

6. Encore quelques classes dédiées & la compression de sons mais dont nous par-
lerons plus loin.

3.2.2 Le programme FORTRAN90

Pour faire ce programme, j’ai utilisé une nouvelle fonctionnalité du FORTRAN90 :

les modules. Ces structures permettent de regrouper des variables ou des fonctions
un peu a la maniére des Classes. Ces modules font d’ailleurs le pendant aux classes
en JAVA.

La figure 3.4 montre le schéma du programme.

3.3 Reésultats

Je vais présenter, dans cette section, les résultats obtenus par les programmes
présentés plus haut. Il s’agit ici des résultats du programme FORTRAN mais ceux-ci
sont identiques & ceux du programme JAVA.

On ne semble pas pouvoir y échapper lorsqu’on s’intéresse au traitement d’images,
Lena est une image test de référence. Cette photo, qui est celle de Miss Mars de Play-
boy en 1972, s’est durablement installée dans la littérature. Aujourd’hui, plus aucun
article ne présente ses résultats sans Lena, elle sert méme de référence pour procé-
der & des comparaisons entre schémas de codage. Je sacrifie donc a la tradition et
présente les résultats que j’ai obtenu avec cette image.

La figure 3.5 montre la photo originale, sa Transformée en Ondelettes (couleurs
inversées) et la reconstruction de I'image en conservant 100% des coefficients. Nous
constaterons tout d’abord la qualité de cette reconstruction : il est parfaitement
impossible de distinguer 1’original de celle-ci.

Intéressons-nous a la Transformée. Comme je 'avais dit tout a I’heure, 'algo-
rithme est légérement différent de celui utilisé par Mallat. Cependant, on distingue
trés bien les différentes zones mentionnés par celui-ci lors de sa description de la
Résolution en Ondelettes. Ainsi, I'image est tout d’abord divisée en quatre zones.
On apercoit dans la zone en bas a droite les hautes fréquences verticales et hori-
zontales. Dans les zones bas-gauche et haut-droite, les hautes fréquences horizon-
tales et verticales. Enfin, dans la partie haut-gauche, on constate que ce schéma se
reproduit mais dans une autre gamme de fréquence. La décomposition pyramidale
apparait ainsi clairement.
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F1G. 3.4 — Shéma du programme en FORTRANY0.
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sa Transformée en Ondelettes Discréte (fortement contrastée)

Photo de Lena originale,

FI1G. 3.5

et l’image reconstruite
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F1G. 3.6 — Lena reconstruite o partir de la Transformée en Ondelettes Discréte (TOD) filtrée a
50%.

Examinons a présent 'effet de la mise & zéro des coefficients. Les figures 3.6 ,3.7
et 3.8 donnent respectivement les images reconstruites a partir des Transformées en
Ondelettes Discrétes filtrées a 50%, 80% et 90%. On constatera que la perte de qua-
lité & 90% est encore largement négligeable. Sur chaque Transformée en Ondelettes
Discréte, constatons qu’il s’agit bien des hautes fréquences que nous supprimons
majoritairement.

Pour terminer, les figures 3.9 , 3.10 et 3.11 montrent les reconstructions a partir
de Transformées en Ondelettes Discrétes filtrées & 95%, 99% et 99,9%. Il est remar-
quable de constater que les lignes directrices de I'image restent visibles, méme & ces
trés forts taux de compression. Notons également que I’on apergoit que c’est bien
autour des bords que ce concentrent les défauts et qu’ils s’adaptent & la couleur de
I'image.

J'ai également effectué d’autres tests. En guise d’apercu, je donne ici une des
images que j’ai utilisées; figures 3.12 3.13 ,3.14 et 3.15 , 3.16 , 3.17 et 3.18
On les voit ici aux mémes taux de mise & zéro que I'image de Lena. Tout comme
pour Lena, on notera la qualité des images reconstruites, méme aux grands taux de
compression.
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F1G. 3.7 — Lena reconstruite a partir de la TOD filtrée 6 80%

FI1G. 3.8 — Lena reconstruite a partir de la TOD filtrée ¢ 90%
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F1G. 3.9 — Lena reconstruite & partir de la TOD filtrée o 95%.

| F1G. 3.10 — Lena reconstruite 4 partir de la TOD filtrée ¢ 99%.
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F1G. 3.11 — Lena reconstruite & partir de la TOD filtrée o 99,9%.

3.4 Algorithmes de codage de la représentation en
Ondelettes

Dans cette section, nous nous intéresserons aux algorithmes qui permettent de
coder la Représentation en Ondelettes. Il s’agit de I’étape précédant le codage en-
tropique, comme nous I’avons mentionné au point 3.1.

Seul I’algorithme fondateur, proposé par Jéréme Shapiro en 1993 et baptisé EZW
sera présenté dans ses principes fondamentaux [41]. Ce choix est fait en raison du
caractére fondateur de cet algorithme. En effet, les autres algorithmes de codage
développés a ce jour sont toujours plus ou moins des raffinements des idées proposées
par Shapiro. On dénombre aujourd’hui plus de 10 algorithmes différents, [2, 41, 40,
34, 39, 37, 50, 42, 38, 36], dont les performances sont axées sur 1’'un ou I'autre aspect
du traitement d’image. Cette diversité montre le foisonnement intense qui se fait
autour de ce domaine mais aussi I’absence de standard, ce qui explique sans doute
pourquoi la compression en Ondelettes n’est pas encore répandue auprés du grand
public malgré ses indéniables qualités. La standardisation des méthodes est d’ailleurs
a l'ordre du jour et a fait récemment I'objet de publications([46, 45]).

La majorité du texte de cette section est principalement tiré de I'article de Sha-
piro [41].
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F1G. 3.12 — Photo originale de tigre, sa Transformée en Ondelettes Discréte (fortement contrastée)
et l'image reconstruite
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F1G. 3.13 — tigre reconstruit a partir de la Transformée en Ondelettes Discréte (TOD) filtrée a
50%.

F1G. 3.14 — tigre reconstruit a partir de la TOD filtrée o 80%.
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F1G. 3.16 — tigre reconstruit & partir de la TOD filtrée ¢ 95%




F1G. 3.17 — tigre reconstruit a partir de la TOD filtrée a 99%.

F1G. 3.18 — tigre reconstruit a partir de la TOD filtrée & 99,9%.
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3.4.1 Algorithme EZW

Comme on peut le voir dans 'annexe C, la Transformée en Ondelettes Dis-
créte se préte bien & la transmission progressive d’images. Les objectifs de Sha-
piro lorsqu’il écrivit son article étaient, non seulement de proposer un shéma de
codage efficace, mais aussi de produire un code adapté & ce type de transmis-
sion (Embedded code). Ainsi, Shapiro définissait son code comme une suite de bits
ordonnés par ordre d’importance, permettant a ’encodeur de s’arréter & n’importe
quel moment du processus en fonction par exemple d’un objectif de compression ou
de taux de distorsion (on peut entre autres diriger I’encodeur en fonction du nombre
de bits par pixel). De la méme fagon, le décodeur peut arréter son travail dés que
ses objectifs sont atteints en terme de qualité(s) de reconstruction. Shapiro compare
cela a la représentation binaire des nombres réels. Ces nombres peuvent étre repré-
sentés par une suite de bits. Chaque bit ajouté a droite augmente la précision sur le
nombre représenté. Lorsqu’une précision suffisante a été atteinte, on peut arréter le
codage ou le décodage.

Pour répondre & ces objectifs, I'algorithme EZW se compose de plusieurs parties
distinctes :

— Une Transformée en Ondelettes donnant une représentation compacte de I'image.

— Un codage utilisant la notion de Zerotree donnant une représentation compacte
de la carte des coefficients significatifs (signifiance map).

— Les approximations sur la qualité de I'image pour atteindre différents taux de
compressions afin de produire le code présentant les qualités décrites ci-dessus
sont alors faites en deux étapes :

— approximations successives
— prioritisation pour I'ordonnancement des bits

— Le travail se termine par un codage arithmétique.

Nous ne nous intéresserons ici qu’au codage Zerotree qui constitue 1’élément
original repris par les codages ultérieurs.

Les images naturelles sont principalement composées de deux éléments : des sur-
faces de pixels fortement corellés qui sont les "tendances" de I'image, les basses
fréquences spatiales et des "détails" dont I'importance est trés grande au niveau
perceptuel mais dont la contribution & "I’énergie" de I'image est faible. Les codeurs
du type JPEG fonctionnent avec la Transformée en Cosinus Discréte, décomposent
I'image dans une représentation ou chaque coefficient correspond & une surface fixe
et & une bande de fréquence fixe qui sont les mémes pour tous les coefficients (cfr
chapitre 1). Le probléme est alors que les bords nécessitent énormément de coef-
ficients non-nuls en dépit de leur "faible importance” dans I'image. Aux taux de
compression élevés, le nombre de bits associés aux tendances devient trop grand par
rapport a ceux associés aux détails et il en résulte des distorsions du type blocking
artifac.

Nous avons vu comment la représentation en Ondelettes stocke les images : & par-
tir d’'une approximation & faible résolution en y ajoutant les niveaux de détails des




F1G. 3.19 — Représentation en Odelettes orthogonales de Lena.

résolutions supérieures (figure 3.19). La figure 3.20 nous donne une représentation
schématique a deux niveaux. Comme nous le savons déja, la zone H H; correspond
aux hautes fréquences verticales et horizontales, les zones LH; et H L, correspondent
aux hautes fréquences horizontales et verticales tandis que le quatriéme quart cor-
respond & une approximation de résolution inférieure, elle aussi divisée en bandes de
fréquences orientées. Comme nous I’avons déja vu, le probléme de la quantification
de cette représentation se situe dans la nécessité de coder la position des coefficients
significatifs. Ces coefficients significatifs sont déterminés par comparaison vis-a-vis
d’un seuil fixé, & la maniére habituelle : ¢;;e coefficients significatifs < |c;;| > T ou
T représente le seuil (Threshold).

Le concept d’arbre Zerotree est basé sur I’hypothése que si un coefficient a une
résolution faible est non-significatif, alors il existe une forte probabilité que tous
les coefficients de la méme orientation mais aux résolutions plus grandes soient non-
significatifs également. Cette hypothése est largement justifiée par I’étude empirique
des Représentation en Ondelettes d’images naturelles.

Voyons cela : dans la Représentation en Ondelettes telle que I’a définie Mallat, on
peut faire correspondre chaque coefficient & une résolution donnée a un ensemble de
coefficients aux résolutions plus hautes (& I’exception, bien entendu, des coefficients
des bandes de premier niveau : HH,, LH,, HL,). On peut voir a la figure 3.21 la ma-
niére dont cette correspondance s’organise. De fagon assez naturelle, on imagine une
structure d’arbre. Les coefficients de résolution basse sont alors les noeuds parents
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F1a. 3.20 — Représentation schématique ¢ deux niveauz de la Représentation en Ondelettes d’une

mmage.

HL

F1G. 3.21 — Structures d’arbres dans la Représentation en Ondelettes.
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FI1G. 3.22 — Méthode d’exploration des bandes de fréquences. Les coefficients parents doivent étre
examinés avant leurs enfants. Tous les coefficients d’une bande sont examinés avant de passer a la

suivante.

et les coefficients de méme orientation aux résolutions plus élevées sont les noeuds
enfants et les feuilles. Sur cette figure, on peut voir un arbre issu d’un coefficient
situé en H H3 dans lequel chaque parent donna quatre enfants au niveau supérieur.
Les racines des arbres, situées dans I'approximation & plus faible résolution, donnent
chacune trois enfants dans les bandes de fréquence adjacentes (en fait, le départ de
trois arbres "normaux").

Le codage se base sur la structure de ces arbres présents naturellement dans une
Représentation en Ondelettes. L’algorithme va procéder au passage en revue des
coefficients dans un ordre tel qu'un enfant ne puisse étre examiné avant ses parents.
Cela signifie donc qu’il faut explorer les bandes de basses fréquences avant celles de
hautes, comme indiqué a la figure 3.22. Sur ce shéma, le passage d’une fléche par
une bande de fréquence indique I'examen de tous les coefficients de cette bande.

En fonction d’un seuil 7', on dira que ¢;; appartient & un arbre Zerotree si tous
ses descendants sont non-significatifs vis-a-vis de 7. Le coeflicient ¢ =;; sera racine
d’un tel arbre si c;; n’est pas descendant d’une racine d’arbre Zerotree précédem-
ment trouvée. Donc, méme si notre hypothése est justifiée, dans beaucoup de cas,
il est possible qu’un coefficient non-signficatif posséde 'un ou l'autre descendant
significatif.

En conséquence, nous pouvons encoder la structure de la Représentation en On-
delettes (significance map) avec trois symboles seulement ! Ceux-ci sont :

1. racine d’arbre Zerotree : dont tous les descendants seront non-significatifs.

2. zéro isolé : coefficient non-significatif dont certains descendants sont significa-
tifs

3. coefficient significatif

De plus, la structure des bandes de premier niveau sera encodée avec deux sym-
boles puisque le symbole racine d’arbre Zerotree ne sera pas utilisé.
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FI1G. 3.23 — Méthode de décision pour la construction du code.

Dans son algorithme, Shapiro code également le signe des coefficients significatifs
parce que cette information lui sert dans les quatre étapes ultérieures de codage. En
pratique, nous avons donc quatre symboles :

1. racine de Zerotree

2. zéro isolé

3. coefficient significatif positif
4. coefficient significatif négatif

On peut voir a la figure 3.23 la méthode de décision pour construire le code & partir
de I'examen des coefficients. Une fois celui-ci terminé, le code peut étre ensuite
compressé via un algorithme entropique. La figure 3.24 montre le codage d’une
petite matrice de coefficients.
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