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Résumé

Différents schémas itératifs ont été proposés afin de résoudre les inéquations
variationnelles.

Nous présentons dans ce travail, un algorithme de régularisation progressive
(El Farouq, 1993) utilisant le Principe du Probléme Auxiliaire (Cohen, 1980) et un
algorithme basé sur I’approximation du cofit (Patriksson, 1993), afin de résoudre
des inéquations variationnelles monotones générales. Chacun de ces algorithmes
utilise la résolution, & chaque itération, d’un sous-probléme d’optimisation.

Dans le cadre de 1’algorithme d’approximation du cotit, nous développons une
analyse de convergence dans le cas ofl 'approximation de 1’opérateur impliqué
n’est pas supposée symétrique.

Abstract

Various iterative schemes have been proposed for solving variational inequa-
lities.

We present here an algorithm of progressive regularization (El Farouq, 1993)
based on the Auxiliary Problem Principle (Cohen, 1980) and an algorithm based
on the cost approximation (Patriksson, 1993), for solving general monotone va-
riational inequalities. Each of them is based on the solution, at each iteration, of
an optimization subproblem.

In the framework of the cost approximation algorithm, we develop here a
convergence analysis in the case where the approximation of the involved operator
is not assumed to be symmetric.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous allons étudier deux maniéres de résoudre des inéqua-
tions variationnelles monotones; d’une part, en utilisant le Principe du Probléme
Auxiliaire et, d’autre part, en faisant appel a 1’approximation du coft de Patriks-
son.

La premiére méthode, comme son nom l'indique, consiste & introduire un Pro-
bléme Auxiliaire dont la résolution permet de trouver une solution au probléme
variationnel de départ. Le Probléme Auxiliaire est un probléme de minimisation
construit & partir d’une fonction auxiliaire convexe choisie de maniére adéquate
par l'utilisateur. A partir du Probléme Auxiliaire, nous allons développer un al-
gorithme de base en traitant séparément les cas des opérateurs non intégrables
et intégrables. Ensuite, nous passerons en revue les différents résultats de conver-
gence déja obtenus quant a cet algorithme.

Nous observerons que, pour les opérateurs non intégrables, la propriété de
Dunn, & savoir la forte monotonie de I'opérateur inverse, est une des propriétés
minimales assurant la convergence de la plupart des algorithmes itératifs de réso-
lution proposés dans la littérature. Cette propriété implique la monotonie simple
ainsi que la propriété de Lipschitz; I’équivalence peut méme étre prouvée si I'opé-
rateur est symétrique. De plus, pour un opérateur lipschitzien, la propriété de
Dunn est plus faible que la forte monotonie.

La convergence peut également étre obtenue sous des hypothéses plus faibles que
la propriété de Dunn, & savoir la forte pseudo-monotonie et la propriété pseudo-
Dunn.

Dans le cas des opérateurs intégrables, 'algorithme de base converge lorsque
I'opérateur est symétrique et monotone; dans ce cas, la résolution du probléme
variationnel est équivalente & la minimisation d’une fonction convexe. Nous don-
nons également un théoréme de convergence, valable en dimension finie, pour un
opérateur pseudo-monotone et symétrique; le probléme variationnel se ramene
alors & un probléme de minimisation d’une fonction pseudo-convexe.
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En étudiant un exemple numérique, nous Nnous apercevrons qu’il existe des
opérateurs non intégrables pour lesquels I’algorithme de base développé & par-
tir du Principe du Probléme Auxiliaire ne converge pas. Nous introduirons dés
lors la régularisation. En effet, il est possible de montrer que I’opérateur ré-
gularisé d’un opérateur monotone, méme multivoque, est univoque, monotone,
lipschitzien et qu’il vérifie la propriété de Dunn sous laquelle nous avons déja pu
prouver la convergence. De cette maniére, en appliquant 1’algorithme de base &
I'opérateur régularisé, nous obtiendrons un algorithme convergent. Cependant,
la régularisation peut s’avérer aussi complexe que la résolution de 'inéquation
variationnelle originale.

Afin de contourner la difficulté, nous développerons un algorithme de régu-
larisation progressive permettant de résoudre les inéquations variationnellles
impliquant des opérateurs monotones non symétriques. L’idée est d’utiliser le
Principe du Probléme Auxiliaire afin d’effectuer I’opération de régularisation tout
en résolvant, simultanément, I'inéquation variationnelle régularisée. De cette ma-
niére, les deux processus sont effectués en méme temps au lieu d’étre emboités et
nous obtenons ainsi un nouveau schéma itératif comprenant un pas de régulari-
sation suivi d'un pas de minimisation.

L’algorithme de régularisation progressive sera présenté sous deux versions:
les versions paralléle et séquentielle. La premiere de ces deux versions peut étre
vue comme l’algorithme de base construit sur le Principe du Probléme Auxiliaire
appliqué & un opérateur défini sur le produit de deux espaces. Nous remarquerons
que cet opérateur posséde deux propriétés remarquables: la forte monotonie avec
respect du second argument et la propriété de Dunn partielle avec respect de la
premiére composante.

Nous étudierons ensuite le comportement de 1’algorithme sur un exemple nu-
mérique pour lequel les algorithmes développés antérieurement ne convergeaient
pas.

La seconde méthode utilisée afin de résoudre les inéquations variationnelles
monotones est basée sur ’algorithme d’approximation du coiit de Patriks-
son. Cet algorithme consiste, & chaque itération, & déterminer une direction de
recherche en résolvant un sous-probléme "approximé'" du probléme de départ ef
ensuite, & effectuer une recherche linéaire, éventuellement inexacte, relativement
3 une fonction de mérite.



Nous observerons que cette méthode englobe en fait le cas particulier de 1’al-
gorithme de base construit & partir du Principe du Probléme Auxiliaire.

Les théories de convergence développées jusqu’a présent pour I’algorithme
d’approximation du cofit se raménent toujours & la situation particuliére ou I'ap-
proximation de l’opérateur est supposée symétrique. Dés lors, nous nous donne-
rons pour objectif de développer une théorie de convergence plus générale n’uti-
lisant pas cette hypothése de symétrie.

Afin d’élaborer ce mémoire, nous nous sommes principalement basée sur les ar-
ticles de EL FAROUQ (1998a) et EL FAROUQ et COHEN (1998a) ainsi que sur
I'ouvrage de PATRIKSSON (1994).

Organisation du mémoire

Aprés avoir décrit les inéquations variationnelles et différents concepts de
base, notre travail se compose de trois grandes parties traitant respectivement de
lalgorithme de base développé & partir du Principe du Probléme Auxiliaire, de
Ialgorithme de régularisation progressive et de ’algorithme d’approximation du
cott de Patriksson. Nous porterons une grande attention aux hypothéses a partir
desquelles la convergence des algorithmes peut étre prouvée et cela, spécialement
pour les opérateurs non intégrables.

Le chapitre 1 aborde la définition d’inéquations variationnelles et décrit le
cadre général du probléme variationnel qui va nous intéresser. Nous y donnons
entre autres un théoréme d'existence de la solution du probléme variationnel
convexe. Ensuite, nous développons quelques rappels concernant les différents
concepts principaux intervenant dans notre mémoire.

Le chapitre 2 introduit le Probléme Auxiliaire dont les solutions permettent
de résoudre le probléme variationnel initial.

Nous y donnons un apercu des hypothéses & partir desquelles la convergence de
I’algorithme de base a déja pu &tre prouvée; et cela, en distinguant les opérateurs
intégrables et non intégrables.



Chapitre 1

Inéquations Variationnelles et
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons définir le probléme variationnel et donner un
théoréme d’existence de ses solutions.
Ensuite, nous rassemblerons un certain nombre de définitions et de propriétés
que nous utiliserons fréquemment dans ce mémoire.

1.1 Inéquations variationnelles

La théorie des inéquations variationnelles englobe plusieurs autres classes de
problémes comme les problémes d’optimisation convexe ou les problémes de mi-
nimax.

Elle donne lieu & de nombreuses applications comme ’équilibre dans les réseaux
de transport (aussi bien transport urbain que transport de commmunication),
dans la recherche opérationnelle ou dans les problémes économiques.

Certaines de ces applications sont données dans [16],(21] et [26].

1.1.1 Cadre de travail et définition

Considérons X un espace de Hilbert, éventuellement de dimension infinie,
identifié¢ & son dual topologique X™.

I’espace X est muni d’un produit scalaire noté (.,.) dont on peut déduire une
1
norme ||.|| = {.,.)z.



Le produit scalaire vérifie respectivement les quatre propriétés suivantes:
Va,B € R, Vz,y,z1,22 € X,
i)(azy + Bz, y) = afz1,y) + B2, Y);
ii)(z,y) = (v, 2);
iii){z,z) 2 0;
iv)(z,z) =0 z=0,

ainsi que l'inégalité de Cauchy-Schwarz: ||(z,y)| < ||z vl

Les topologies faible et forte sont respectivermnent les topologies associées au
produit scalaire {.,.) et & la norme ||.||.

Considérons ¢ une application monotone de X dans X ainsi que X°? un sous-
ensemble convexe admissible fermé de X.

La résolution d’une inéquation variationnelle consiste a résoudre le probléme
variationnel suivant, que nous noterons (VIP)*:

Trouver z* € X tel que (¥(z*),z —z*) 20, Vz € Xed | (VIP)

Dans le cas d’un opérateur 1 multivoque, le probléle (VIP) s’écrit :

Trouver z* € X% tel que 3 r* € P(*), (r*,z —z*) =20, Vz € e

1.1.2 Cas particuliers

1. Si X = X, c’est-a-dire dans le cas oi le sous-ensemble convexe est 'espace tout entier

Dans ce cas, le probléme (VIP) s’écrit :

Trouver z* € X tel que (¢(z*),z —2*) >0, Vz € X
ou encore : Trouver z* € X tel que {(¢(z*),z —a*) =0, Vz € X.

1. Initiales de "Variational Inequality Problem"
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En effet, supposons qu'il existe z} € X tel que (¥(z}),z — z7) > 0,
Vz € X. En prenant z = 2z} — ; avec 21 € X, nous obtenons
(1p(x}), 2z} — =1 — 27) qui est strictement négatif et non
strictement positif. Nous obtenons donc une contradiction.

De plus, dans un espace de Hilbert, dire que (p(z*),z—z*) =0, Vz € X,
ou encore que {¢(z*),y) =0, Vy € X, revient & dire que P(z*) = 0.

équation et (VIP) devient : Trouver z* € X tel que (z*) = 0.

Par conséquent, dans le cas ot Xod — X, I’inéquation variationnelle est une

. Opérateur symétrique

Supposons que ¥ soit la dérivée d’une fonction convexe différentiable J, a
savoir 1) = J', le probléme variationnel consiste alors & trouver * minimum
de J sur X

En effet, si ¢ = J', (VIP) devient:
Trouver z* € X° tel que (J'(z*),z —z*) 20, Vz € Xl
Or, étant donné que X°¢ est convexe, cela signifie que —J'(z*) € Nxad(z")
ol Nyaa(z*) est le cone normal défini par:
Nyaaeny = {2 € X : (z,2" — y) >0, Vye X}

Par conséquent, comme J est convexe et en vertu de la proposition (1.4.3)
qui sera donnée plus tard dans ce chapitre, * minimise J sur X o,

Dans le cas ot J n’est pas différentiable, nous obtenons le méme résultat
que dans le cas convexe différentiable en remplagant la notion de dérivée
par celle de sous-différentiel 8J.

Dans ce cas, (VIP) revient & trouver z* € X d tel que

(0J(z*),z —z*) 20, Vz € X,

convexe qui consiste & minimiser la fonction J sur X ad,

Par conséquent, si ¥ est symétrique, (VIP) est un probléme d’optimisation

10



Remarquons que dans le cas ol ¢ ne dérive pas d’un potentiel, le probléme de
départ ne trouve en général pas d’interprétation en termes de probléme d’opti-
misation.

1.1.3 Existence d’une solution

Ekeland et Temam ([10]) ont donné un théoréme relatif a Vexistence d’une
solution z* au probléme variationnel (VIP).

Théoréme 1.1.1

Si i) ¢ est faiblement continu sur toul sous-espace de dimension finie de X;
ii) ¢ est monotone sur X s
i11) il existe & € X tel que

m  Pehaod)
= Xad

— —|—QQ,

alors il existe une solution z* au probléme variationnel.

Etant donné que X°¢ est borné, I’hypothése iii) est inutile.

Par conséquent, si nous supposons - comme nous l’avons fait au début de
ce chapitre - que % est monotone, ce théoréme permet de présumer 'existence
d’une solution au probléme variationnel si 9 est faiblement continu sur tout sous-
espace de dimension finie de X.

Afin de remarquer que le probléme variationnel ne posséde pas toujours une
solution, il suffit de considérer X = IR et ¢(z) = €.

Dans ce cas, nous avons montré que le probléme variationnel est équivalent a
* » . .
trouver z* tel que € = 0, ce qui est impossible.

Généralement, la solution d’une inéquation variationnelle n’est pas unique,
mais elle est quand ¢ est strictement monotone ([10]) et, & plus forte raison,
quand 1 est fortement monotone.

11




1.2.3 Symeétrie

Définition 1.2.6

Un opérateur 1 est symétrique sl est le gradient d’une fonction conveze.

1.2.4 Monotonie

Définition 1.2.7

Un opérateur est monotone sur X% si, Vz,y € X, (¥(z)—%(y),z—y) 2 0.

Définition 1.2.8

Un opérateur 1 est strictement monotone sur Xt 5
Vz,y € Xz #y, ($(z) —¥(y),z —y) > 0.

Définition 1.2.9

Un opérateur ¢ est fortement monotone de constante a sur X4 s

3a > 0 tel que Vz,y € Xod (Y(z) —(y),z — y) > aljz — yl|%.

Définition 1.2.10

Un opérateur v est pseudo-monotone sur Xxed si
Vz,y € X, (P(y),e—y) = 0= (¥(z),z—y) 20.

Définition 1.2.11

Un opérateur i est fortement pseudo-monotone de constante e sur Xwe
side > 0 tel que Yz,y € X, (¥(y),z—y) = 0= (¥(z),z —y) > eflz - y||?.

Proposition 1.2.1

Si 1 est monotone, alors 1 est pseudo-monotone.

Proposition 1.2.2

Si o est fortement monotone, alors v est fortement pseudo-monotone.

Proposition 1.2.3

Si 1 est fortement pseudo-monotone, alors 1 est pseudo-monotone.

14



Les preuves de ces propositions découlent directement des définitions.

Définition 1.2.12

Considérons e : U x V = U et i, : U x V = V. Notons ¢ lopérateur com-
posite (hy(u,v),1¥.(u,v)) et considérons deus sous-ensembles convezes fermés
U CU et V4 CV.

L’opérateur 3 est fortement monotone en u de constante T uniformeé-
ment en v si ((u,v) —Pp(w,v),u—u') > Tllu—vl|, Vu,u' € U™ et v € V4,

Définition 1.2.13

Un opérateur % est maximal monotone sur X si son graphe est mazi-
mal pour Uinclusion dans l'ensemble des graphes monotones ¢’est-a-dire si son
graphe n'est pas strictement inclus dans le graphe d’un autre opérateur mono-
tone sur X.

Proposition 1.2.4

Un opérateur 3 est monotone mazimal si et seulement s’il est monotone et si

R(I ++) = R

Cette proposition est démontrée dans [3].

1.2.5 Propriété de Dunn

Définition 1.2.14

Un opérateur 1 posséde la propriété de Dunn de constante A sur X si

JA > 0 tel que Va,y € X, ((z) —p(y),z —y) = ;lld() — P>

Définition 1.2.15

Un opérateur 3 posséde la propriété pseudo-Dunn de constante E sur
Xt s AE > 0 tel que
Vo,y € X, ($(y),z—y) > 0= (¥(z),e —y) 2 Fllb(=) - I

Par définition, dire que ¢ posséde la propriété de Dunn revient & dire que 1~
est fortement monotone.

Remarquons que si nous prenons z = y dans les deux définitions précédentes,

15



nous trouvons ¥(z) = ¥(y), ce qui signifie que:

Tout opérateur possédant la propriété de Dunn ou pseudo-Dunn est univoque.J

Proposition 1.2.5

Si + posseéde la propriété de Dunn, alors ¢ posséde la propriété pseudo-Dunn.

Proposition 1.2.6

Si 1 possede la propriété pseudo-Dunn, alors 1 est pseudo-monotone.

Les preuves de ces propositions découlent directement des définitions.

Proposition 1.2.7

1) Si 3 vérifie la propriété de Dunn avec la constante A,
alors 1 est monotone et lipschitzien de constante A.

2) Si ¢ est fortement monotone de constante a et lipschitzien de constante A,

alors 1 vérifie Uhypothése de Dunn avec la constante %2-.

3) Si ¢ vérifie la propriété de Dunn,
alors, méme si la solution z* de (VIP) n’est pas unique, la valeur de 1(z*)
[’est.

Preuve:
1) * 4 est monotone car 4 > 0.
* 1 est lipschitzien de constante A si ||¢(z) — D) £ Allz —yl|.
Or, en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz a la propriété de

Dunn, nous obtenons:

A > 0 tel que Va,y € X4, (@) —p@)I < ¥ (=) — bWz — vl
Dans ce cas, nous avons soit $(z) = 1(y), soit [l¥(z) — ()| < llz — vl

ce qui, dans les deux cas, fournit le résultat souhaité.

2) Comme 9 est fortement monotone de constante a, nous avons que:
30> 0 tel que Va,y € X, ((z) — p(y),e — ) 2 allz — |

De plus, comme 1 est lipschitzien, nous trouvons:

Va,y € X, ((z) — $(y), 2 — y) > () —»(»)I"
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tandis qu’en général, une réunion d’ensembles convexes n’est pas convexe.

Définition 1.3.7

L’enveloppe convexe de X, notée Co(X), est lintersection de tous les sous-
ensembles convezes qui contiennent X. C’est donc le plus petit ensemble convexe
contenant X.

Définition 1.3.8

Une fonction J est convexe sur X si

Vz,y € X,VA € [0,1], JOz+ (1 = N)y) < M(z)+ (1= A)J(y).

Définition 1.3.9

Une fonction J est strictement convexe sur X si
Vo, € X,z # 3, YA €l0, 1], T + (L - Ny) < M (2) + (1 = 1)J(v).

Définition 1.3.10

On appelle épigraphe de J lensemble noté epi J et défini par
epid = {(z,y) € X x R, J(z) <y}

Graphiquement, ’épigraphe est 1’ensemble des points se trouvant au-dessus du
graphe de J.

Proposition 1.3.1

Une fonction est conveze si et seulement si son épigraphe est un ensemble
conveze.

La preuve est donnée dans [10].

Pour des fonctions différentiables, nous avons une caractérisation de la convexité
donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.3.2

Si J est une fonction différentiable en tout point x de X,
alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) J est conveze sur X;
ii) Yo,y € X, J(z) 2 J(y) + (J'(),= — v);
ii) Va,y € X, (J'(z) — J'(y),z — y) > 0.
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Il est possible de trouver la preuve dans [2].

Proposition 1.3.3

Une fonction J est fortement convexe de constante a sur Xstda>0
tel que, Vz,y € X,¥YX € [0,1],

T+ (1= Ny) S M (@) + (1= NJ@) - A (1= [le -yl

Dans le cas ot la fonction est différentiable, nous avons une caractérisation de la
forte convexité donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.3.4

Si J est une fonction différentiable en tout point x de X,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) J est fortement conveze de constante a;
i) Yo,y € X, J(2) 2 J(v) + (J'(¥), 2 —y) + § lle —ull’;
iti) Y,y € X, (J'(z) = J'(y),z —y) > a [z —yl*

La preuve de cette proposition se trouve dans [23].

Proposition 1.3.5

Si J est une fonction G-différentiable,
alors J est fortement conveze si et seulement si le gradient J’(x) est fortement

monolone.

Cette proposition est démontrée dans [19].

Définition 1.3.11

Une fonction J G-différentiable sur un sous-ensemble C ouvert de X est pseudo-
convexe sur C si Vz1,23 € C, (J'(z1),22 — 1) =0 = J(z2) > J(21).

Proposition 1.3.6

Si J une fonction G-différentiable sur un sous-ensemble ouvert conveze C de
X,

alors J est pseudo-conveze si et seulement le gradient J’(z) est pseudo-monotone
sur C.

La preuve de cette proposition est donnée dans [11].
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1.3.4 Semi-continuité

Définition 1.3.12

Une fonction J est semi-continue inférieure (sci) en z sur X si et seule-
ment si Ve > 0, 36 > 0 tel que ||z — zol| < 8 = f(z) > f(zo) —¢, Vz € X.

Définition 1.3.13

Une fonction J est semi-continue inférieure sur X si elle ’est pour tout
point de X.

Proposition 1.3.7

Une fonction f est semi-conlinue inférieurement sur X si et seulement si

o) = glfi_r)l;i:inff(y), Vz € X.

La preuve de cette proposition est donnée dans [29].

Toute fonction continue est semi-continue inférieurement.
La réciproque n’est pas toujours vraie.

Proposition 1.3.8

Une fonction J est semi-continue inférieure si et seulement st son épigraphe
est fermé.

La preuve de cette proposition est donnée dans [10].

1.3.5 Coercivité

Définition 1.3.14

Une fonction J est coercive si X4 est borné ou si

lim J(z) = +oo.
[|z]| = o0
z e X
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1.3.6 Gradient lipschitzien

Proposition 1.3.9

Si J est une fonction différentiable dont le gradient est lipschitzien de constante

A,
alors Va,y € X, J(z) — J(y) < (J'(y), =z — y) + % l|lz — vll*.

La preuve de cette proposition est donnée dans [11].

1.4 Notions d’optimisation

1.4.1 Minimum local et minimum global
Considérons X C IR" et J une fonction: X — IR.
Définition 1.4.1

Un vecteur © € X est appelé minimum local de J s’ existe € > 0 tel que
J(z) < J(y), Vye X satisfaisant ||z —y|| < €.

Définition 1.4.2
Un vecteur © € X est appelé minimum global de J si J(z) < J(y), Vy € X.

Sous des hypothéses de convexité, la distinction entre minimum local et mi- .
nimum global n’est plus nécessaire, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.4.1

Si C C IR" est un ensemble conveze et J: C' — IR est une fonction conveze,
alors un minimum local de J est un minimum global.

De plus, si J est strictement conveze, il existe au plus un minimum global de

s

La preuve est donnée dans [10].

Etant donné que I’hypothése de forte convexité entraine celle de convexité
stricte, ce résultat est toujours valable lorsque J est fortement convexe.
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1.4.2 Direction de descente

Soit J une fonction: X — IR, un point zo € X et d € IR avec d # 0.

Définition 1.4.3

d est une direction admissible pour X a partir de zo € X si et seulement
st 36 > 0 tel que YVt € [0,6], 20+ td € X.

Cela signifie que le segment {zq + td tel que ¢ € [0, ]} est contenu dans X.

Définition 1.4.4

d est une direction de descente pour J en z; si et seulement s
38 > 0 tel que Vt € )0,6], J(zo + td) < J(o).

Proposition 1.4.2

Si J est de classe C' 1,
alors d est une direction de descente en z pour J si (J'(zo),d) < 0.

1.4.3 Coéne normal
Définition 1.4.5

Le cone normal 4 un ensemble convexe X de IR" au point zo € X est
noté Nx(zo) et est défini par:
Nx (o) = {y € IR" tel que (y,zo —z) >0, Yz € X}.

Proposition 1.4.3

Si J est de classe C 1,
alors T est minimum local de J sur X = —J'(Z) € Ng(Z).

La réciproque est vérifiée si J et X sont convexes.
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Chapitre 2

Principe du Probléme Auxiliaire

2.1 Motivation

Afin de résoudre les inéquations variationnelles monotones définies au chapitre
précédent, nous allons proposer un algorithme basé sur le Principe du Probléme
Auxiliaire.

Le Principe du Probléme Auxiliaire a été introduit par Cohen ([4]) comme un
cadre général qui englobe différents schémas d’optimisation allant de la méthode
de gradient/sous-gradient aux algorithmes de décomposition/coordination.
Nous pouvons donc écrire qu’au départ cette théorie a été développée pour ré-
soudre des problémes d’optimisation (& savoir le cas particulier ott I'opérateur
est le gradient d’une fonction convexe). Par la suite, cette approche a été éten-
due ([6]) pour y inclure des méthodes de résolution d’inéquations variationnelles
générales avec des opérateurs qui ne sont pas nécessairement des gradients de
fonctions convexes.

Dans ce chapitre, nous traiterons séparément les opérateurs intégrables et non
intégrables. Pour chacun d’entre eux, nous introduirons le Probléme Auxiliaire a
partir duquel nous développerons un algorithme de base qui nous permettra de
résoudre les inéquations variationnelles.

Nous aurons donc deux versions de ’algorithme: une pour le cas intégrable et
une autre pour le cas non intégrable.

Ensuite, nous ferons un relevé des hypothéses & partir desquelles la convergence
des algorithmes précédents a déja pu étre prouvée.

En outre, nous remarquerons qu'en choisissant adéquatement la fonction auxi-
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liaire, nous pouvons introduire une décomposition du probléme de minimisation
auxiliaire en sous-problémes indépendants, pourvu que I’on connaisse une décom-
position de I’espace de départ et de I’espace admissible en produits de sous-espaces
indépendants.

2.2 Cas des opérateurs non intégrables

2.2.1 Définition du Probléme Auxiliaire et Algorithme de
base

Considérons une fonction auxiliaire M : X —» IR que ’on choisit fortement
convexe et G-différentiable ainsi qu’un nombre positif .

Pour un z € X, introduisons le Probléme Auxiliaire (PA) suivant:

minyexes { M(y) + (e9(e) — M'(),9) 1| (PA)

Notons §j(z) la solution de ce probléme. Cette solution est caractérisée par
|’inéquation variationnelle (IV) suivante:

(M'(§(z)) + ep(z) — M'(2),y — §(z)) 2 0, Yy € X*.| (IV)

En effet, étant donné que M et X°* sont convexes,

#(z) minimise M (y) + (e (z) — M'(z),y) si et seulement si
_(M(§(z)) + (@) — M/(2),5()))’ € Nxas(i(2)

card si —(M/(§(2)) + b (z) — M/(2)) € Nyea(§(2))

ou encore si (M'(§(z)) + ep(z) — M'(z),y — §#(z)) 2 0, Vye X

Remarquons que dans un cadre plus général, nous aurions pu considérer une
suite de nombres positifs e (k € IN ) ainsi qu’une suite d’applications M k variant
avec I'indice d’itération k.

Cela aurait donné lieu au probléme suivant
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min, (M4(y) + ("(z) - (M) (=), )}

Lemme 2.2.1

Si la solution §j(z) de (PA) est égale a =,
alors x est une solution de (VIP).

Ce lemme peut se reformuler de la maniére suivante:

Si x est solution du Probléme Auxiliaire défini en
alors z est solution de (VIP).

Preuve:

Si nous remplagons §(z) par ¢ dans l'inéquation variationnelle (IV), nous trou-
VOIS :

(M'(z) + ep(z) — M'(z),y —z) =€ (p(z),y —a) 20, Vye X

Dés lors z est bien solution de (VIP).
0

Remarquons que la réciproque est également vérifiée.

Ce lemme est crucial étant donné qu’en résolvant le Probléme Auxiliaire, nous
pouvons trouver la solution du probléme variationnel de départ.

Par conséquent, afin de solutionner une inéquation variationnelle, il est pos-
sible de se ramener & la résolution d'un probléme d’optimisation (pour lequel
nous connaissons plusieurs méthodes de résolution) en introduisant une fonction
auxiliaire. Ceci est intéressant si le probléme auxiliaire est plus facile & résoudre
que (VIP); le choix de la fonction auxiliaire est donc trés important.

L’observation précédente suggére un algorithme bati sur le Principe du Pro-
bléme Auxiliaire. C’est un algorithme de point fixe.
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Algorithme 2.2.1 (Algorithme de base)

i) k = 0: Choisir z° € X**
ii) a l’étape k : Connaissant o*, calculer z¥! = j(*) en résolvant le Probléme
Auziliaire (PA) avec x = z* & savoir:

min (M(y) + (e9(=¥) — M'(2"), )}

i) Arrét: si ||z¥* — a*|| est inférieur a un certain seuil,
sinon retour en ii) en incrémentant k d’une unité.

De nouveau, nous aurions pu considérer que M et € variaient avec le numéro
de l'itération.

2.2.2 Décomposition

La décomposition est un des grands atouts de I’algorithme de base.

En choisissant adéquatement la fonction auxiliaire M, il est possible de dé-
composer le Probléme Auxiliaire en sous-problémes indépendants si on connait
une décomposition des sous-espaces X et X ad e produits de sous-espaces indé-
pendants.

Théoréme 2.2.1

Si X est un produit de N sous-espaces X1 X X3 X ... X Xy et st la contrainte
implicite représentée par X est découplée par rapport & cetle décompositon,
cest-a-dire si X4 = X0 x X3 x ... x X3¢ avec X* C X;, Vi,

alors, pour obtenir la décomposition du Probléme Augiliaire & chaque étape de
Ualgorithme, il suffit de choisir une fonction auziliaire additive

M(z) = TN, Mi(z:).

De cette maniére, nous pouvons remplacer la résolution du probléme (VIP)
par la résolution d’une suite de problémes auxiliaires. Il suffit donc de résoudre de
maniére indépendante et en paralléle N sous-problémes d’optimisation & chaque
étape de 'algorithme.
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Remarquons que la décomposition peut se révéler trés utile étant donné que le
probléme variationnel (VIP) s’applique & un grand nombre de problémes définis
sur des ensembles qui sont des produits cartésiens.

2.2.3 Reésultats de convergence

Nous allons passer en revue toutes les hypothéses & partir desquelles la conver-
gence de 'algorithme de base a déja pu étre prouveée.

1. Forte monotonie

Commengons par donner un lemme assurant 'existence et l’'unicité de la
solution du probléme variationnel (VIP).

Lemme 2.2.2

Si 1 est faiblement continu sur tout sous-espace de dimension finie de X et si
1 est fortement monotone de constante a sur Xk,
alors le probléme (VIP) posséde une solution unique .

Preuve:

Sous les hypothéses données, nous sommes assurés grace au théoréme (1.1.1)
de ’existence d’une solution.

De plus, la forte monotonie entraine I'unicité de cette solution (voir [5]).
0

Les deux théorémes suivants vont nous permettre, d’une part, d’assurer 1'uni-
cité de la solution du Probléme Auxiliaire et, d’autre part, de prouver la conver-
gence de la suite {z*} engendrée par I'algorithme de base vers I’unique solution

de (VIP).

Théoréme 2.2.2

Si M' est fortement monotone de constante b sur X
alors il existe une solution unique z*t' au Probléeme Auxiliaire.
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Théoréme 2.2.3

Si i) 1 est lipschitzien de constante A;

i) 0 <e < &,

alors, la suite {z*} engendrée par algorithme de base converge fortement vers

.

Les preuves de ces deux théorémes sont données dans [6].

2. Forte monotonie emboitée

Considérons v défini sur le produit de deux espaces de Hilbert X = x V
P(u,v) = (Pu(u,v), Yu(u,v)) avec b, €U et 1, € V.

L’ensemble admissible est X4 = od x Y,

Le probléme variationnel (VIP) peut se formuler de la maniére suivante:

Trouver (u*,v*) € U x V¢ tel que

(Pu(u,v*)u—u*) 20, Vué€ U
(i (u*,v*),v —v*) 20, VvE yed,

Définition 2.2.1

L’opérateur i est fortement monotone emboité sur Xad g4
(Py) L’opérateur 1, (u,v) est fortement monotone sur V*?, Vu € us,

(P,) Llopérateur Q : u ~ thy(u,d(u)) est fortement monotone sur od
ot 5(u) € V¢ est solution de l'inéquation variationnelle

(tho(u, B(w)),0 = B(u)) 20, Vve V.

L’hypothése (P;) entraine que le probléme partiel, que nous noterons (PP),
qui consiste & trouver #(u) € V¢ tel que (b, (u,¥(u)),v — o(u)) 20, Vv e e,
posséde une solution unique.
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Proposition 2.2.1

1) Tout opérateur fortement monotone est fortement monotone emboité.
2) La propriété de forte monotonie emboitée n’entraine pas la monotonie simple.

Nous admettrons cette proposition.

Probléme variationnel

Dans le cas présent,

Résoudre (VIP) & Trouver u* € U tel que (Q(u*),u — u*) >0, YuelU

Le probléme constituant la partie droite de I’équivalence, que nous noterons
(VIPME), nécessite la connaissance de #(u*); il faut donc résoudre le probléme
partiel (PP) au moins pour v = u”.

Par conséquent, toute solution de l'inéquation variationnelle impliquant I'opé-
rateur emboité ) définit la solution du probléme de départ qui est donnée par

(u*, (u*)).

Etant donné le fait que 2 est fortement monotone, la solution du probléme
(VIPME) est unique et, par la méme occasion, celle du probleme (VIP) P’est aussi.

Nous allons reformuler 1’algorithme de base en choisissant pour M une fonc-
tion auxiliaire additive: M(u,v) = K (u) + L(v) ainsi que deux longueurs de pas,
¢ et p, éventuellement identiques, pour mettre a jour u et v.

Cela donne lieu & l’algorithme suivant.
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Théoréme 2.2.6

Si le probleme variationnel (VIP) admet une solution z™ et si M’ est fortement
monotone de constante b,
alors il existe une solution unique z**t! au Probleme Augiliaire.

Donnons & présent un théoréme de convergence:

Théoréme 2.2.7

i, en plus des hypothéses du théoréme précédent, i vérifie la propriété de Dunn
avec la constante A et 510 <e < %’,

alors la suite {y(z*)} converge fortement vers ¥(z*), la suite {z*} est bornée
et tout point d’accumulation faible de {z*} est solution de (VIP).

Les preuves des deux théorémes précédents sont données dans [22].

Grace aux propositions développées dans le premier chapitre, nous savons
que:

1. L’hypothése selon laquelle un opérateur posséde la propriété de Dunn est
plus forte que la monotonie simple.

9. Pour un opérateur lipschitzien, la propriété de Dunn est plus faible que la
forte monotonie.

Jusqu’ici, la propriété de Dunn semblait étre la. propriété minimale qui assure
la convergence de la plupart des algorithmes itératifs de résolution mais El-Farouq
([12]) a réussi a prouver la convergence sous des hypothéses encore plus faibles,
3 savoir la forte pseudo-monotonie et la propriété pseudo-Dunn.

Nous allons démontrer les théorémes de convergence impliquant, d’une part,

la pseudo-monotonie et, d’autre part, la propriété pseudo-Dunn, en considérant
le cas plus général qui consiste & choisir le pas ¢ variant avec l'itération.

4. Forte pseudo-monotonie

Dans ce paragraphe, nous allons supposer que le probléme (VIP) admet une
solution z*.
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Théoréme 2.2.8

Si i) 4 est fortement pseudo-monotone de constante e sur Xed,
i) M' est fortement monotone de constante b sur b
i1i) % est lipschitz continue de module A sur X
i) Vk € IN, L %3- ota>0e >0,

alors la suite {z*} converge fortement vers z*.

De plus, si M' est lipschitz continue de constante B sur X
alors une approzimation de l’erreur a posteriori est donnée par:

lz*+t — 2*|| < 2 (F +A) [l = 2.

Vu le lemme (2.2.3), la premiére hypothése du théoréme entraine que la solu-
tion z* de (VIP) est unique.

De plus, en utilisant la seconde hypothése et en appliquant le théoréme (2.2.2),
nous savons qu'il existe une solution unique z*+' au Probléme Auxiliaire.

[ approximation permet de connaitre une mesure de la distance d’une solution
approximée a Pensemble des solutions du probléme variationnel (VIP).

Preuve:

Etant donné que z* est solution de (VIP), nous avons:
($p(z*),z —2*) >0, Vz € X, (2.3)
De plus, comme z*t! est solution du Probléme Auxiliaire:

(M'(z"+") — M' (%), — 2F Y 4 e (p(a*),z — 2*1) 2 0, Ve € Xt (2.4)

Considérons la fonction @ définie par:
®(z) = M(z*) — M(z) — (M'(z),z" — z). (2.5)
Remarquons que comme M’ est fortement monotone,
M(z*) — M(z¥) — (M(a¥), 2" — o*) > § ||l — 2*]* 2 0,

ce qui entraine que ®(z*) est positive.

Etudions la variation de la fonction ® en une étape de l’algorithme de base, nous
la noterons A,
Atﬂ — @(m’”’l) _ (I’(mk)

= M(z") — M(a*) — (M'(z5+), 2 — o) — M(a) + M(a")

36



oF) — M(gH) 4+ (M'(a*), 2" — a¥) — (M (ah+1),2" — o)
) M ) . (M'(mk),mk _ $k+1) + (Mr($k) _ Mi($k+1),$* _ $k+1).

~ ~ - >

(1) (1

Etant donné la forte monotonie de M’, nous savons que:
M) — M(s¥) = (M/(a¥), 25 — 2% > § 254 — 2P 2 0.
Et donc, M(mk) — M(2*) — (M'(2¥), 2" - mk"'l)l < =Bttt —gkP <0, (A)
()

De plus, si dans (2.4) nous prenons ¢ = z*, nous obtenons:
(M!(a*1) — M'(z%), 0" — 2k*1) + ¥ (yp(a¥), ¥ — a*+) 2 0

ou encore —({M'(z**+1) — M'(z*),z* — *+) — e*(p(z*), o* — zh+1) < 0.

Par conséquent, (IT) < e*(sh(z*), z* — o)

— Sk(¢(xk) _ ¢(mk+1),$* _ wk+1> ol Ek(d)(:rk+l), % — mk+1).

D'un autre c6té, sachant, par (2.3), que (¢p(z*),z**1 —a*) > 0 et que, par hypo-
thése, 1 est fortement pseudo-monotone, nous avons, par définition :

(™), e - 2%) 2 ef|a™ — ", (2.6)

Dés lors, (II) < e*((a?) — p(a¥*1), z* — z**1) — eek|la™! — a*||?

< kll'eb( b) = (@) llle” — 2| — ezt — 2|

< ek Ak — FH|||o” — HH| — et — o7 (B)
Les deux derniéres inéquations sont obtenues en utilisant respectivement 'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz et le fait que 'opérateur % est lipschitzien de module A.

En utilisant (A) et (B), nous trouvons:
AP = (D) + (1)

—Ellaktt — gk|)? + efAllak — @F ||z — 2P| - el — 2% (C)

Considérons maintenant 'inégalité suivante:

0 < (FAlle* — 27|l — /3 lla* — 1)

qui peut se réécrire sous la forme:

2k 42
EkAH:Ek"'l _ :C*ank k+1” < 2k A2 A “ k+1 .7:*”2 A %]Ia:k _ $k+1”2.
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En prenant A = b et en utilisant (C), nous obtenons:

2k 42 2
A£+1 S _%||xk+1 _ mkllz o £ 2;4 Hmk+1 _ x*Hz s %“mk _ $k+1”2 _ 6Ek||$k+1 _ 33*”2

2
= (& — &) Mt — 7|
= (A2;::2cb) Ezk“wk+1 _ 37*”2-

Or, par hypothése, nous savons que: Vk € IN a < gt & ﬁ% ota>0et >0

c-a-d eFA? — 2eb < —FB et —a? > —e%*

A2ek—2eby 2k . =B _2k _ _o’8
et donc (45322) e < GpF € <~

Nous obtenons de ce fait: Aﬁ“ < —“—:fll:ck“ —z*|2 <0.

Par conséquent, si zFt! # o, la suite {®(e*)} décroit strictement et comme elle
est positive, elle va donc converger et la différence entre deux termes consécutifs
de la suite va tendre vers zéro.

Etant donné que A converge vers 0, z* va converger fortement vers z*.

[approximation a posteriori s’obtient en prenant (2.4) avec z = z¥,

3 savoir (M'(a*t?) — M'(a*), z* — oFt1) 4 b (ip(zk), 2 — 1) > 0

et en ’additionant & (2.6) multiplié par €*, c-a-d

ek (—p(zFH), z* — 2hH) > eck ||zt — z7||2,

ce qui nous donne:

(M (zF+1) = M' (%), ot —FH) bk (h(zF) — (), o —*H) > ek|latt — |7,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous trouvons:
1M/ (1) — M!(a¥)|[[lz” = a*+1]| + ¥ llp(a?) = ()] la* — ™|
> eak“mk"'l cens :E*HZ'

De plus comme, par hypothése, M’ est lipschitz continue de constante B sur X ad
et 1 est lipschitz continue de constante A sur X4 nous obtenons:

B ||zFt! — zF|| + b A ||z — 2P| > ee® ||zF*1 — z*||.
Ou encore: ||zF! — 2*|| < L (B +¢*A) ||2* - o+

=L (B +A) |t — 2],

e
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Cas des opérateurs multivoques

Nous avons déja vu que, dans le cas d’un opérateur multivoque, le probléme
(VIP) prend la forme suivante:

Trouver z* € X% tel que 3 r* € P(z*), (r*,2 —z*) >0, Vo e X | (VIP)

De plus, dans ce cas, un opérateur est fortement pseudo-monotone si:

de > 0, V$1,$2 € Xad’ V?"] € ’Qb(ﬂ)l) et e € ¢($2),
(1"1,332 — 321) 2 0= (?‘2, To — CL‘I) 2 6“3!;2 — .’31”2.

Nous choisirons un élément r* dans 1’ensemble (z*) qui jouera dés lors le
réle du 1 (z*) dans le cas d’un opérateur univoque.
De plus, nous allons prendre des pas e* qui satisfont les conditions suivantes:
- eF > 0;
- ek —too;
- Z;’;’E(ek)z < +o00.

Nous allons considérer 1’algorithme suivant :

Algorithme 2.2.3

i) k = 0: Choisir z° € X°%.
ii) a ’étape k : Connaissant =, calculer e**' = §i(z*) en résolvant le probleme
auziliaire suivant:
m}i{nd{M(m) + (FrF — M'(z*),2)} avec ¥ € P(zF). (2.7)
zeXe
iii) Arrét: si ||z*+! — a¥|| est inférieur & un certain seuil,
sinon retour en i) en incrémentant k d’une unité.

Donnons un théoréme permettant de prouver la convergence de la suite en-
gendrée par I’algorithme vers la solution du probléme (VIP).
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Théoréme 2.2.9

Si i) 9 est fortement pseudo-monotone de constante e sur X,
ii)M' est fortement monotone de constante b sur X,
4i) Ja et § > 0 tels que Vz € X vrey(), |7l < alzll+ 8,
iv) la suite {€*} satisfait - €* > 0;
- Thes eF = +oo;
- :-_?%(Ek)z B +OOJ

alors la suite {x*} converge fortement vers z*.

L’hypothése iii), qui remplace I'hypothese lipschitzienne que nous avions dans
le cas univoque, signifie que la norme de 3 n’augmente pas plus vite que linéai-
rement avec la norme de 2.

Le résultat du lemme (2.2.3) concernant 'unicité de la solution du probléme
(VIP) est toujours valable dans le cas multivoque.
Dés lors, la premiére hypothése entraine que la solution z* de (VIP) est unique.

De plus, en utilisant la seconde hypothése et en appliquant le théoréme (2.2.2),
nous savons qu'il existe une solution unique z*** au Probléme Auxiliaire.

Afin de pouvoir démontrer le théoréme (2.2.9), nous avons besoin de deux
Jemmes techniques que nous admettrons (les preuves en sont données dans [7]).

Lemme 2.2.4

Si {z*} et {u*} sont deus suites de IR* telles que

) Y pF < too;
ke N

N-1
i) N <> pk xR 4N quee XF = supz’ et " <n, VYN €N,
k=1 ISk

alors {z*} est bornée.
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Lemme 2.2.5

Soit f une fonctionnelle lipschitzienne sur un espace de Hilbert X.
Considérons {zF|k € IN} C X et {e¥|k € IN} C IR* telles que

1) TheV € = +o0;

i) 3¢ ,\Vk € IN, ||z*+ — 2| < ée¥;

i1) 3, ey & 1f(2") = €l < +oo,

alors lim f(z*) = €.

k—o0

Démontrons & présent le théoréme (2.2.9).

Preuve du théoréme:

Etant donné que z* est solution de (VIP’), nous avons que:

3 e P(a®) tqg (r*,x—2z*) 20, Vze X, (2.8)

k+1

De plus, comme z**1 est solution du Probléme Aucxiliaire, nous savons également

que:
(M'(z*1) — M'(a¥),z — 2"+ + eb(rF x — 2F1) >0, Vz € Xe (2.9)

avec r* € ¢(zF).

Considérons la fonction ® définie par:
d(z) = M(z*) — M(z) — (M'(z),2" — @) (2.10)

ot étudions la variation de cette fonction en une étape de l'algorithme (2.2.3).

AR = B(ak ) — B(aF)
— M(:B ) M(wk"'l) (M’(mk"'l),ﬂ:* _ :ck"'l) _ M(.’B*) L M(Ik)
(M (), 2" — a¥)
= M(z*) — M(c"*1) + (M'(a*), " — 2") —( ’(ﬂ:"’“) z* — gt
= M(a*) — M) — (M'(a +), @ — &)+ (M (") - M’( k1), 2" — 2t

0 (11)

Etant donné la forte monotonie de M’, nous savons que:

M(:ck"'l) _ M(:Ek) _ (M’(:ck),:nk“ _ :Bk) > % ”E;k+1 _ :nk||2 s 0.
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Et donc, M(mk) — M(z*) — (M'(z*), 2* — :ck“)JS |zt —2*|2 0. (A)

0

De plus, si dans (2.9) nous prenons z = z*, cela donne:
(M'(z*+1) — M'(z*),z* — zF*1) + ek (rk, z* — gkt1) > 0,
ou encore —(M'(z*t1) — M'(z*),z* — &**1) — eF(rk, z* — 2**1) < 0.
Par conséquent, (IT) < ¥(rk, z* — zF*1)
= gk (rk, a* — ¥} + eF(rk, a* — gty

Comme (r*,z* — z*) > 0 (par (2.8)) et que 1 est fortement pseudo-monotone,
nous avons, par définition:

(r¥, 2F — 2*) > e||z* — 2*||% (@aLL)

Dés lors, (II) < —ee*||z* — o*||? + e*(rk, a* — z¥*?)

< —eet|lz* — a*||* + eHlr*lllz* — <*H), (B)
la derniére inéquation étant obtenue en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
En utilisant (A) et (B), nous obtenons:

AL = (1) + (ID)

< =l — 2k |? — e eblla’ — 2| + e¥llrF||2* — 2. (©)

Considérons maintenant ’inégalité suivante: 0 < (j:—A||r"|| - @”mk — gkt+1||)?
qui peut se réécrire sous la forme:

2k
e¥|lrk[llla* — a**|| < SxllrFI? + glla* — aF 2.
En prenant A = b et en utilisant (C), nous trouvons:
2k
AR < bkt — gk|? - et llof — || + SrlirtIP + £l — 2

2k
e e

Or, par hypothése, nous savons que ||7*|| < of|z*|| + 8
< allz® — 2*|| + of|z*|| + 8.

Dés lors, en utilisant I’inégalité (v — v)? > 0 qui se réécrit également

(u +v)? < 2(u? +v?),
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nous obtenons ||[r*||2 < (a||z* — 2*|| + al|z*|| + 5)?
< 2(a?|a* = 2*|| + (edl]l + B)).

I|"‘°b||"J < (@llz* =z |P+(elle*]|+4)?)
2 = b :

En divisant les deux membres par 2b, nous avons:

Notons ¥ = & et § = 3(al|a*|| + B)%; cela donne ”%IZE < v ||lz* — z*||* + ¢.

Dés lors, AM < 2 (y]|2* — 2¥||? + 6) — ec” ||a* — 2*||.

Sommons ces inégalités pour k allant de 0 & N — 1; nous trouvons:

Nt
Z Ak“H kz% (mk“)—@(:r:k)) = (I)(SCI)—‘I’(CEO)—I-(I)(a?z)—‘I)(:Ul)-I-. . .+‘I>(mN)—<I>($N_1)
N-1
= 9(2") — (2") < k}; (e (vllz* — z*||* + &) — ec* [|z* —&"||*).

Par conséquent,

3(aV) < 8(a%) + 3 (*(llc* — o |2 + 6) — ee* |l —a|[*)

N-1
< 8(a°) + ’g(s%('rllmk —2*||* + ). (B)

De plus, comme M’ est fortement monotone, nous avons
M(z*) — M(z*) — (M'(2%),2* —a*) = 8(c*) 2 glla* —*[* 2.0,

ce qui donne pour k = N:

N-1
2lle” - o[ < 8(") < 2() + X (*allet ~ I +5),

c-a-d:

ll2™ $I|2< ®(z") + ¢ E(E”"ﬂlw — "> + )

k.-O
N-
= 2 00 43 (0= + )+ %g Holle — a2 +6))
N-1
= 2 o)+ |- ||+Z 2’°Ilw’°—w*llz)+,§(%€5%)'
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Notons

N-1

26

7V =200 + 2 o0 - 2P+ 3 e (212)
b b k=0 b

et pF = ek,

nous obtenons N_1
&V — 2| <™ + 3 pflle* — 2|
k=1

Nous savons que VEk, Ilcck — 2|2 < sup [I:v' — 7
<k+1

et donc B

¥ — &) <7V + 2 4* sup |lo! — 2"
k=1 ISk+l

De plus, en utilisant (2.12) et le fait que, par hypothése, TE2(e%)? < +o0, cela
implique qu’il existe n tel que n’¥ <5, VN € IV; et donc, grace au lemme (2.2.4),
nous pouvons conclure que {z*} est bornée.

Dés lors, la fonction =~ ||z — z*||* est lipschitzienne sur une enveloppe convexe
bornée de cette suite.

Etant donnés (B), £755(e%)? < +oo et le fait que la suite {z*} soit bornée , nous
avons:
3. e*||z* — 2*||® < 4oo. (2.13)
ke IN

Si nous prenons (2.9) avec z =z

0< (M'(zkH) _ M'(mk),mk _ _,Ek+1> 4 Ek(?"k,:ck _ a:k"'l) Yz € Xad,

ks

et que nous appliquons la forte monotonie de M’, nous obtenons:

0< —b ”$k+1 _ :ckl|2 + Ek(rk,mk s $k+1>'

Par conséquent, ||z"! — z*||> < & (r%, z* — 2*+1)

k .
< Skl fla® — @* ).

En supposant que ||zF — z**1|| est non nul et en utilisant I’hypothése ii), nous
trouvons : ||z — z¥|| < E||r|| < ek(elzlEEy,

Or, étant donné que la suite {z*} est bornée, 3¢ tel que

|z5+! — 2F|| < ge*. (2.14)
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En utilisant le lemme (2.2.5) avec (2.13) et (2.14) nous obtenons que:

im z* = 2"

k=400

et donc z* converge fortement vers z*.

5. Pseudo-Dunn

Dans ce paragraphe, nous allons continuer a supposer que le probléme (VIP)
admet une solution z*.

Comme nous 1’avons déja souligné, tout opérateur possédant la propriété
pseudo-Dunn est univoque. Il n’est donc pas nécessaire de traiter le cas mul-
tivoque.

Commencons par donner un lemme.

Lemme 2.2.6

Si i possede la propriété pseudo-Dunn avec la constante A,
alors il eziste un et un seul Yfz*) tel que (P(z*),z —a*) 20, Vee X%,

Preuve:
Considérons t(z*) et ¥(y*) qui vérifient la propriété:
Jz* et y* € X% tels que (Y(a*),z —a*) 20, Vze Xt (a)
($(y"),z—y*) 20, Yee X (b)
et montrons qu’ils sont égaux.
Prenons z = y* dans (a): ((z*),y* —a*) = 0.
Or, par hypothése, 1 est pseudo-Dunn ce qui entraine que:
),y —e) 2 5 lbly?) — ()] (c)
De plus, si nous utilisons (b) avec z = z*, nous obtenons (b(y*),z*—y*) 2 0. (d)

En combinant (c) et (d), nous avons % [|b(y*) — P(z*)||* < 0, ce qui a comme

conséquence que $(z*) = P (y*).
O
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Donnons 4 présent un théoréme de convergence qui permet de prouver que
la suite {z*} engendrée par I’algorithme converge bien vers une solution de (VIP).

Théoréme 2.2.10

Si i vérifie Uhypothése pseudo-Dunn avec la constante A sur X, si M’ est
fortement monotone de constante b sur X ¢t siVk € IN, ekt < ¥ et
a<el < 71%{3 ot a et 3 sont >0,
alors i) la suite {p(z*)} converge vers P(z*);

ii) ||a*+! — z¥|| converge vers 0;

iii) {z*} est bornée.
De plus, si nous supposons que M’ est lipschitz continue et 1 Hélder continue
sur X, alors chaque point d’accumulation faible de {z*} est une solution de

(VIP).

En utilisant le fait que le probléme variationnel (VIP) admet z* comme solu-
tion et que M’ est fortement monotone de constante b sur X%, si nous appliquons
le théoréme (2.2.2), nous savons qu’il existe une solution unique z**t! au Probléme
Auxiliaire.

Preuve:

Etant donné que z* est solution de (VIP), nous avons:
((z™),z —z*) >0, Vo€ X (2.15)
De plus, comme z*+! est solution du Probleme Auxiliaire:

(M’ (") — M'(z"),z — a**y + e (p(zF),z — 2*1) >0, Vz € Xoe, (2.16)

Considérons la fonction A définie par:

Az, €) = @(z) + Q(z,¢) (2.17)
wvee { ®(z) = M(z*) — M(z) — (M'(z), 2" — @)
Qz,e) =€ (P(z*),z — ) 2 0.

Par hypothése, M’ est fortement monotone et donc:
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B(at) = M(") — M(a*) — (M'(ak), 2" —2%) > & |la — o™ 2 0.

Par conséquent, A(z*,e*) = ®(z*) + Q(z*,F)
> % |lz* — 2|2 + Qat, ) > § |loF — 2]

Etudions la variation de A en une étape de ’algorithme de base, nous la notons
pkH,

Dh# = AP, M) — Ala,ef)
—M( ) M(zb+1) — (M'(z*1), 2% — ak*1) + M ((a¥), 2 — 27)
M(z*) + M( )+ (M’(w’“)x—w’“) 6(¢(w)w—w)
-"M( ) M(mk 1) (M'(mk) z* _$k> ( r( k+1) * k+1)
+6"+1( et "(d)( "),z — %)
= M(z*) — M(a**") — (M'(a%),a" — ") + (M'(a k) — M'(aFH), 2" — a*)

+ 8

) (II)
+€k+1(¢($*)}wk+l _ m*) _ Ek(w(m*)’ .’Ek _ $*)

(111)

Etant donné la forte monotonie de M', nous avons que:

M(sh41) — M(a¥) — (M'(a¥), a4 — 2% 2 § Jla5+ = 2| 2 0.

Dés lors, b
(I < —§l|mk+1 —zF||? <. (2.18)

En outre, si nous prenons z = z* dans (2.16), cela nous donne:
(M’(mk+1) _ M"(:ck),a:* _ :Ck'H) e Ek(¢($k),m* _ $k+1) 2 0’
ou encore —{M'(zF+1) — M'(2¥), z* — z*+1) — e*(P(z*), 2* — &) < 0.

Par conséquent, (IT) < e¥(y(aF), &* — =)
eb (), 2% — o) + X (2F), a* — 2FH).

I

D’un autre c6té, sachant que (sp(z*), z* — 2*) > 0 (par (2.15)) et que ¢ vérifie la
propriété pseudo-Dunn, nous avons, par définition:

(), 2 — o) > £ lp(eh) — w(@)I (2.19)

Dés lors,

(I1) < ~S1p(e) - 6 + et =) (220)
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De plus, comme par hypothése, V& € IV, ' < ¥, nous obtenons:

(IIT) = e+ (p(a"), a**! — o) — e (p(a”), 2" — 2°) (2:21)

En utilisant (2.20) et (2.21), nous trouvons:
(I1)+ (1) £ =S 8(a) P+ e (a"), 24— ++1) 40 e, 244! =)
—eH (™), — )
— | (aF) — ()P + H(ip(aF), oF —2F ) +eF ("), 2 —2¥)
= — () — p(@")P + X (a¥) — p(a7), 2F — ).

Par conséquent, en combinant cette derniére inéquation avec (2.18), nous parve-
nons a:

T = (1) + (IT) + (I11)
< —bloH — o[ — S [b(a¥) — PP + (") — w(a), k= M)

I

ol
A

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous trouvons:

b k
LY E —§Ilw’°+1 — |~ %Ild:(:c") —p(@")|® + ¥l (a*) — ()l " — ")
(2.22)

Considérons maintenant 1’inégalité suivante:

0 < (Ssllp(a*) — ()l - /3 lla* = )

qui peut se réécrire sous la forme:

el (z*) — w(a)lllle* — 2 < Srllp(@®) — vl P + glla® — 2P

En appliquant ce résultat & l'inégalité (2.22), nous obtenons:
Ek * Czk * <
P < bl — 4P — () — (e)I” + Sl () — Pl + 2lla® — * 2
= (& = lle* — P + (5 — D) — p*

Or, par hypothése, nous savons que Vk € IV, a < gl 2 A+ﬁ ota>0et >0
et donc, TEH! < (2 — B)l|z* — 1|12 + &4 (745 — Dlle(a") — $(=")I°
< (2 =Yt — &*)? — a5 b (=*) = ()’

= (3 = Blla* — a2 = (za5a) 19 () — (=
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Nous en concluons que, si A < b, alors I‘ﬁ"’l <0.

Par conséquent, si z*t1 # z* et si 9(2*) # 1(z*) (dans le cas contraire, vu (2.15)
et (2.16) nous avons bien que z* est solution de (VIP)), la suite {A(z*,e*)} décroit
strictement et, comme elle est positive, elle va converger; dés lors la différence
entre deux termes consécutifs de la suite va tendre vers zéro.

Or, si ™! converge vers 0, alors || (z*) — 9(z*)|| converge vers 0 ce qui prouve
le point 1) et
||z* — 2**1|| converge vers 0 ce qui démontre le point ii).

Pour vérifier le point iii), il suffit de remarquer que, comme la suite {A(z*,e5)}
converge, elle est bornée et donc, vu que A(zk,e¥) > % ||z* — 2*||* > 0, la suite
{z*} est également bornée.

Montrons maintenant que si nous supposons que M’ est lipschitz continue et que
1 est Holder continue sur X ad chaque point d’accumulation faible de {z*} est
une solution de (VIP).

Notons Z un point d’accumulation faible de {z*} et {z*} une sous-suite de {z*}
convergeant vers Z.

Utilisons I'inégalité (2.16) & laquelle nous appliquons Pinégalité de Cauchy-Schwarz,
nous trouvons:

0 < |M'(¥+) — M/ (¥ Iz — &** || — ¥ (a*), 2" — 2).
Cependant, par hypothése, M’ est lipschitz continue de constante B et ¥ > «,
ce qui nous donne: 0 < Bljz*t! — k|| ||z — 25| — a(ih(z*), z* — z),
ou encore: (p(z¥),z — z¥1) > 8|\ — || ||z — aF ).

De plus, si nous prenons la limite et si nous utilisons les résultats i) et ii), nous
obtenons:

@(z),z —Z) =0, VzeX* (2.23)

En outre, (1(z),z% — z) converge vers 0, ce qui entraine que:
a) soit 9(z) =0

Dés lors, Z est solution de (VIP).
b) soit ¥(z) #0
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3 - . T 3 k‘«—— i
Dans ce cas, si nous prenons y* = z* — U—)—Hlﬁbé)ilz 2L 4(Z), nous obtenons

((2),y" —z) =0, (2.24)
De plus, vu que [ly¥ — o8| = || — LD y(@)]), et que ($(2), 2% —3)

converge vers 0, nous avons ||y* — z*|| qui converge vers 0.

Dés lors, 1) y* converge faiblement vers Z.
2) Par hypothése, ¥ est Holder continu c-a-d:
Se> 06t D€ R : Vo,ye X (@) - )l < Dz — ol
et donc [|h(y*) — ()|l < Dlly™ — 2"||°

Par conséquent, étant donné que {(z*)} converge vers P(z*) et

que ||y¥ — z*|| converge vers 0, ¥(y*) converge fortement vers
().

De plus, vu (2.24) et vu que 3 est pseudo-Dunn, nous avons
(WH(y*),y5 — T) = & (™) — (2)|%. Dés lors, comme y*

converge vers Z, P(y*) converge fortement vers ¥(Z).

Par unicité de la limite, nous obtenons que ¥(z*) = ¥(Z)
et par conséquent, vu (2.23), (¥(z),z —2*) 20, Vo € X,
ce qui entraine que Z est solution de (VIP).

O

Nous allons & présent donner un corollaire qui nous permettra de prouver
I'unicité du point d’accumulation de la suite {z*} engendrée par I'algorithme.

Corollaire 2.2.1

i, en plus des hypothéses du théoréme précédent, M : X — X (avec X muni
de la topologie faible) est telle que M’ est continue et siVk, ¥ =¢,

alors {z*} posseéde un unique point d’accumulation.

Preuve:

Par ’absurde, supposons que {z*} posséde deux points d’accumulation distincts
z et .

Dés lors, ces deux points peuvent remplacer z* dans la définition de la fonction
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A du théoréme (2.2.10), ce qui donne les fonctions A et A suivantes:

Alz,e) = &(z) + (e, €) avec

Nous avons montré dans la preuve du théoréme précédent que {A(z*, ")} converge;
cependant, sa limite peut dépendre de la solution z* utilisée pour définir A.

Notons donc I et [ les limites respectives de A et A.
Considérons les sous-suites {k;} et {/;} telles que: z* — Z et z% — &.
Etant donné que ®(zk) = M(z) — M(zk) — (M'(z*),% — i)

et d(ak) = M(2) — M(ak) — (M'(a¥), & — 2*),
nous avons ®(z*) = ®(z*) — M(z) + M (&) + (M'(z"),z - gk — & + ki)
(a%) — M(z) + M(&) + (M'(z"), & — &).

I

De méme, comme (2%, ¢) = £ (Y(z*), z% — Z)

et QU(zk,e) = e (P(a*), 2" — 2),
nous avons §2(z*,€) = Q(a* €) + € (P(z*),Z — &).
Dés lors, A(z¥i e) = d(zh) + Q(zh,¢)

ki) — M(3) 4+ M (&) + (M'(2%), % — &) + Q(a¥,€)
+e (P(z*), T — &).

Il
—

En comparant ceci avec A(z¥,e) = ®(z*) + Q(z*, €), nous obtenons:
A=A+R
ott R =—M(z)+ M(2)+ (M'(z%),z — &) + ¢ (p(z*),z — ).

Nous savons déja que A = [ et que A = [; de plus, étant donné la forte convexité

de M, M(&) — M(z)+ (M'(z),z — &) 2 8|z — &||* et par conséquent,
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Des lors, § > T+ &)|z — ]2 + € (¥(2"),Z — &),

cad: 0< )z — 8P <I—T—¢ ($(z*), 2 — 2). (a)

En effectuant le méme calcul avec et & interchangés ainsi que {l;} 4 la place de
{k;}, nous obtenons: [ > [ + tlz — &|* +e ($(2*), & — z),

cad: 0< bz — &> <T—I—¢ (P(e), &~ 3). (b)

En combinant les inégalités (a) et (b), nous obtenons 0 < b || — z||? <0, ce qui
entraine que & = ; ceci contredit bien notre hypothése absurde de départ.

O

2.3 Cas des opérateurs intégrables

9.3.1 Définition du Probléme Auxiliaire et Algorithme de
base

Tout au long de ce paragraphe, nous supposerons que X est de dimension
finie.

Supposons qu’il existe une fonctionnelle J : X' — IR telle que (z) = J'(z)
et considérons le probléme de minimisation (PM) suivant:

min, J (). (PM)

Etant donné la forme particuliére de opérateur 1, le probléme (VIP) peut
se réécrire:

Trouver z* € X% tel que (J'(z*),& — z*) > 0, Yz € X

Commencons par donner un lemme concernant P’existence des solutions de
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facile a résoudre que le probléme (PM).

Parallélement 3 la théorie développée dans le cas non différentiable, nous al-
lons considérer le Probléme Auxiliaire suivant:

minyexaa{M(y) G (SJI(33) - M'(m):y)}

dont la solution §(z) est caractérisée par I'inéquation variationnelle:

(M'(§(2)) + eJ'(z) — M'(x),y — §(z)) 2 0, Yy € X,

Ainsi, si §i(z) = z, © est solution de Pinéquation variationnelle
(J'(2),y — §(z)) 2 0, Vye X

Dans le reste de ce paragraphe, nous supposerons que la fonctionnelle J est
G-différentiable et pseudo-convexe sur un sous-ensemble convexe ouvert C conte-
nant X°¢.

Dans ce cas, 'existence d’une solution de (VIP) est assurée grace au théoréme
(2.3.1) et au lemme (2.3.1).

L’algorithme de base s’exprime maintenant de la maniére suivante:

Algorithme 2.3.1 (Algorithme de base)

i) k = 0: Choisir 2° € X*¢
ii) a ’étape k : Connaissant 2, calculer z**' = §j(a*) en résolvant le probléme
auziliaire sutwant :
min {M(y) + (eJ'(e") — M'(z"),v)}
yeXad
iti) Arrét: si ||zt — 2| est inférieur @ un certain seuil
sinon retour en ii) en incrémentant k d’une unité.

Cet algorithme se déduit de l'algorithme de base (2.2.1) en remplagant i par
J

Tout comme dans le cas des opérateurs non intégrables, en choisissant la fonc-
tion auxiliaire M(z) = SN, M;(z:), il est possible de décomposer le Probléme

=1
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Auxiliaire en sous-problémes indépendants si on connait une décomposition des
sous-espaces X et X en produits de sous-espaces indépendants.

Nous allons maintenant donner 1’algorithme et prouver sa convergence dans
le cas plus général o 'on considére une suite de fonctionnelles {M*, k € IN }
ainsi que des nombres positifs {¢*,k € IN }.

Dans ce cas, 'algorithme s’écrit :

Algorithme 2.3.2 (Algorithme de base généralisé)

i) k = 0: Choisir 2° € X
ii) 4 ’étape k : Connaissant ¥, calculer Ft1 = {j(z*) en résolvant le probléeme
auziliaire suivant:
lgl}ﬂd{Mk(y) + (' (@) — (M), )} (2.25)
y a
iti) Arrét: si ||z**! — o*|| est inférieur a un certain seuil,
sinon retour en ii) en incrémentant k d’une unité.

2.3.2 Résultats de convergence

Donnons un théoréme permettant de prouver I'unicité de la solution du Pro-
bléme Auxiliaire.

Théoréme 2.3.2

S1 (Mk)’ est fortement monotone de constante bk,
alors il existe une solution unique au Probléme Auziliaire (2.25).

La preuve de ce théoréme est analogue & celle du théoréme (2.2.2).

Parcourons maintenant les résultats de convergence obtenus pour I’algorithme
de base dans le cas des opérateurs intégrables.
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1. Monotonie simple et symétrie

Certaines hypothéses techniques permettent de prouver que la suite {z*} est
bornée et que tout point d’accumulation pour la topologie faible est solution de
ce probléme d’optimisation (voir [5]).

Dans le cas ol opérateur n’est pas symétrique, la monotonie simple ne permet
pas de garantir la convergence de ’algorithme comme nous le confirme 1’exemple
de 1'opérateur de rotation -121 dans le plan IR?.

En effet, nous avons vu dans le premier chapitre que cet opérateur
linéaire est monotone mais il n’est pas symétrique.

Or, dans le cas présent, étant donné que X = IR? , (VIP) revient & trouver
z* € IR? tel que v(z*) = 0; par conséquent, il existe bien une solution
unique au probléme, qui est donnée par z* = (0,0).

Cependant, nous montrerons un peu plus tard, que si nous appliquons
|’algorithme de base, il diverge; ceci prouve bien que I’hypothése de

simple monotonie n’entraine pas & elle seule la convergence de
’algorithme.

2. Pseudo-monotonie et symétrie

Le théoréme suivant va nous permettre de prouver la convergence de la suite
z*} engendrée par I'algorithme de base vers une solution de (PM).
g g
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Théoréme 2.3.3

Si, en plus des hypothéses du théoréme (2.3.1), nous supposons que J' est lip-
schitz continue de module A sur X%, que (M*)' est fortement monotone de
constante b* (avec b* > b >0, Vk € IN), et que ek est tel que a < ¥ < zﬁ—kﬁ
ot a et 3 sont > 0,
alors i) {J(a*)} décroit strictement (sauf si z* est une solution z* de (PM)
pour un k);
ii) {z*¥} est bornée;
i18) limpo poo ||2*F! — 2| = 0.

De plus, si nous supposons que (M%) est lipschitz continue de constante B*
sur X que J est pseudo-conveze sur C et qu'il existe B > 0 tel que, Vk €
IN, B* < B, alors chaque point d’accumulation de {z*} est une solution de

min J(z). (PM)

.‘ZZEX"'d

Preuve:

i) Etant donné que le probléme (PM) admet z* comme solution, nous savons,
grace au lemme (2.3.1) que z* est solution de

(J'(z*),z —z*) >0, Yae X (2.26)

De plus, comme z**! est la solution du Probléme Auxiliaire, nous savons
également que:

(MFY (a*+1) — (M*Y (z*), z — =) + e¥(J'(z*),z —2"*1) >0, Vz € Dol

(2.27)
Etudions la variation de J en une étape de l’algorithme; pour ce faire,
notons A¥t = J(zk+1) — J(z*).

Attendu que J’ est lipschitz continue de constante A, nous savons par le
lemme (1.3.9) que

J(H) = J(a¥) < ((a8), 7 = 2%) + 4llaH = ot

et par conséquent

W A
AR < (J(a4), M — ob) + St = | (2:28)
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i)

iii)

En prenant = = z* dans (2.27), cela donne
<(Mk)r($k+1)__(Mk)f(£k),wk_mk+1)+€k(Jr(mk),$k_$k+1) >4 Yz € Xa,d.

En utilisant le fait que, par hypothése, (M*)' est fortement monotone, nous

parvenons a
-—bk”mk"'l - $k||2 + ek(J'(mk),zL‘k - $k+1> >0 Yz € Xad,
ou encore a

k
i’—kl!w‘““ _ M < (J(ah),aF — oY) Ve X (2.29)

Par conséquent, en utilisant (2.28) et (2.29), nous trouvons

k
A< (4 - Bkt — P

Or, par hypotheése, ek < % ot a et 3 sont > 0; nous obtenons donc
A _ bk -3

(%) <%

Dés lors, A¥1 < —B||zk+1 — 2|2 < 0.

Par conséquent, si zF! # z¥, la suite {J(2¥)} décroit strictement et étant
donné que z* est solution de (PM), la suite est bornée inférieurement par
J(z*); elle va donc converger vers une limite finie.

Remarquons que dans le cas ou okl = zF, vu (2.27), z* est solution du
probléme (PM).

Montrons que {z*} est bornée.

Cela découle du fait que J est coercive et que la limite de {J(z*)} est finie,
ce qui entraine par définition que X ad ost borné et par conséquent que {z*}
est bornée.

Etant donné que la suite {J(z¥)} converge vers une limite finie, A va
tendre vers 0 et comme AF! < —8||zk+1—gk||2 <0, il faut que ||z tt — k|2
tende également vers 0.

Passons maintenant  la seconde partie de la démonstration qui consiste & mon-
trer que si (M*)" est lipschitz continue de constante B sur X%, si J est pseudo-
convexe sur C et s'il existe B > 0 tel que, Vk € IN, Bf < B, alors chaque point
d’accumulation de {z*} est solution de (PM).
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Pour ce faire, notons # un point d’accumulation de {z*} et {z*} une sous-suite
de {z*} qui converge vers Z et montrons que Z est solution de (PM).

Utilisons (2.27), a savoir:
((Mk)’(a:k'*“l) _ (Mk)’(mk),a: _ wk-}-l) 3 Ek(J'(wk),:c . $k+1> Z 0, Vo = X“d.

En lui appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons:

I(MEY (4 — (MEY ()] [z = a4 - e(J'(a*), 2 + ab¥) 20 Vo € X,

Utilisant le fait que, par hypothése, M’ est lipschitz continue de constante B* < B
sur X2 et que €* > «, nous trouvons:

Blla* — ¥l [l — 2] - afJ(a¥), aH — 2) 2,

ou encore {J(a4),& — 1) 2 ~Bla — | |lz — 2+,

Par ailleurs, étant donné le fait que J' est lipschitz continue sur X4, nous avons
J'(z%) — J'(Z) et, par conséquent, en utilisant ’inégalité précédente, nous obte-
nons:

(J'(z),z - &) >0, VzeX (2.30)

En utilisant I’hypothése selon laquelle J est pseudo-convexe sur C et le lemme
(2.3.1), nous concluons que Z est solution de

min J(z).

xexad

Remarquons que si nous n’avions pas supposé que la dimension de X était
finie, il aurait fallu supposer que le gradient J'(z) soit faiblement continu afin
d’obtenir I'inéquation (2.30). Cependant, cette hypothése est relativemnent forte
et nous limiterons dés lors le résultat au cas de dimension finie.

Tout comme pour la monotonie simple, il suffit de considérer le cas de 'opéra-
teur de rotation % (qui est pseudo-monotone et non symétrique) pour s’apercevoir
que la pseudo-monotonie ne permet pas a elle seule de garantir la convergence de
I’algorithme.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par définir le Principe du Probléme
Auxiliaire et nous avons développé un algorithme de base permettant de solu-
tionner les inéquations variationnelles.

Nous avons traité séparément les cas des opérateurs non intégrables et intégrables.

Dans le premier cas, aprés avoir donné diverses hypothéses de convergence,
nous avons montré que les hypothéses minimales, connues jusqu’a ce jour, & partir
desquelles il est possible de prouver la convergence de 'algorithme de base, sont
la forte pseudo-monotonie et la propriété pseudo-Dunn.

Dans le cas des opérateurs intégrables, il est possible de prouver la convergence
sous I’hypothése de symétrie et monotonie de I'opérateur et sous Phypothése de
symétrie et de pseudo-monotonie de 'opérateur (en se restreignant dans ce der-
nier cas & la dimension finie).
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Chapitre 3

Régularisation progressive
d’inéquations variationnelles

3.1 Motivation

A travers un exemple concret, nous allons montrer que I’algorithme de base
développé au chapitre précédent dans le cas des opérateurs non intégrables, ne
converge pas toujours vers la solution du probléme posé. En effet, considérons
I’exemple de ’opérateur de rotation % dans le plan IR

_ Lk
Cet opérateur est défini par 1 (z1, z2) = ( [1) 01 ) ( 1 ) = ( :;22 ) .

o) Ty

En outre, il est linéaire, pseudo-monotone, monotone et lipschitzien mais il n’est
pas symétrique et il ne posséde pas la propriété de Dunn.

Etant donné que X! = IR?, la résolution du probléme variationnel est équiva-
lente & trouver z* € IR® tel que ¥(z*) =0.

Appliquons l’algorithme de base en considérant M () = “%Ui

La suite {z*} = {(z%, z%)} générée par I'algorithme de base pour résoudre ’équa-
tion ¥(z*) = 0 est obtenue grace & la récurrence suivante:

syt _ zk (0 ! ¥
okt ok 1 0 xk |-

Calculons ||z¥*+!||:

k12 = (o} + ak)? + o} — el
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(z5)?2 + (2k)? + 2ezkal — Zexbal + €2(af)” + €¥(a1)?
> (252 + (a5)? = ||2*°

Dés lors, Ve > 0, la norme de z* augmente avec k et donc la suite ne va pas
converger vers 'unique solution z* = (0,0).

Par conséquent, il existe des opérateurs non intégrables monotones (et pseudo-
monotones) pour lesquels 'algorithme de base ne converge pas vers la solution
du probléme posé.

Nous allons essayer de pallier cette difficulté en développant une théorie qui

permettra, & partir d’une opération sur I'opérateur non intégrable de départ,
d’appliquer I’algorithme de base et d’utiliser les résultats de convergence que
nous avons étudiés au chapitre précédent.
Pour ce faire, nous allons faire appel & la régularisation d’une inéquation va-
rationnelle dont le but est de construire un probléme régularisé qui admette le
méme ensemble de solutions que le probléme de départ et qui posséde certaines
propriétés pour lesquelles nous connaissons un théoréme de convergence.

Cependant, nous verrons que la régularisation peut s’avérer aussi complexe
que la résolution de I'inéquation variationnelle originale.

Afin de contourner la difficulté, nous développerons un algorithme de régula-
risation progressive qui consiste & effectuer Popération de régularisation tout
en résolvant, simultanément, 'inéquation variationnelle régularisée. De cette ma-
niére, les deux processus seront effectués en méme temps au lieu d’étre emboités
et nous obtiendrons ainsi un nouveau schéma itératif comprenant un pas de ré-
gularisation suivi d’un pas de minimisation.

L’algorithme de régularisation progressive sera présenté sous deux versions
(paralléle et séquentielle), dont la premiére peut &tre vue comme ’algorithme de
base construit sur le Principe du Probléme Auxiliaire appliqué & un opérateur
défini sur le produit de deux espaces.

Nous étudierons séparément la convergence des deux versions.

Par la suite, nous envisagerons & nouveau le cas de 'opérateur de rotation
Z pour lequel les algorithmes proposés auparavant ne convergeaient pas et nous
montrerons qu’il est possible de lui appliquer I’algorithme de régularisation pro-
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gressive.

3.2 Régularisation d’inéquations variationnelles monotones

Définition 3.2.1

La régularisation de Moreau-Yosida consiste @ associer & un opérateur mono-
tone mazimal 1, l'opérateur régularisé 1" défini par:

() =7 (¢ - §(@)) (3.1)

ot v est un nombre réel strictement positif et j(z) est lunique solution du
probléme variationnel suivant:

Trowver §(z) € X tel que (P(F(x))+ (§(z) —2), y—9(z)) =20, Vye éf“d).
2

Remarquons que, si ¢ est faiblement continu sur tout sous-espace de dimen-
sion finie de X, Pexistence et ’unicité de §(z) sont assurées, étant donné le lemme
(1.1.1) et le fait que 3 est monotone maximal.

Probléme variationnel

Résoudre (VIP) < Annuler v(§(z) — z);
& Trouver un zéro de 7;
& Trouver z* € X tel que ¢7(2*) = 0.

Dés lors, si z* est tel que (Y(z*),z —z*) >0, Vze Xea?, alors 7(z*) =0
et réciproquement.

Par conséquent, nous sommes passée de la résolution du probléme variationnel,
3 la résolution d’un probléme sans contrainte.

Le probléme régularisé est le probléme sans contrainte qui consiste a trouver
z* € X tel que ¢7(z*) = 0.
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Remarquons que 1’opérateur régularisé 47 dépend de l’opérateur originel 3
majs aussi de 'opérateur régularisant (& savoir y I ou I est I’identité) et de 'en-
semble admissible X%¢.

Mataoui ([22]) a montré que, si ¢ est monotone, l'opérateur régularisé "
jouit de la propriété de Dunn de constante ; de plus, méme si l'opérateur 9
est multivoque, 1" est univoque.

Etant donné que P’opérateur régularisé posséde la propriété de Dunn et que
nous avons prouvé la convergence de I'algorithme de base sous cette hypothése,
nous allons appliquer I’algorithme de base & 'opérateur régularisé plutét qu’a
I'opérateur originel.

Cela donne lieu & l’algorithme suivant :

Algorithme 3.2.1 (Algorithme de régularisation)

i) k = 0: Choisir z° € X*¢
ii) & I’étape k : Connaissant z*, calculer zFt1 = §j(z¥) en résolvant le probléme
auziliaire suwant:

mip {(M(5) + (c87() — M) )}

ot P (z*) = y(aF — 2¥)
et zF est la solution de l'inéquation variationnelle
(%) + (2 — 2F),y — ) 20, Yy e X7,

i) Arrét: si ||c¥+! — 2¥| est inférieur @ un certain seutl,
sinon retour en ii) en incrémentant k d’une unité.

Notons que le probléme de minimisation porte sur X étant donné que nous
recherchons un zéro de I’opérateur 3" sur X.

Sous certaines hypothéses, il est possible de prouver que {4"(z*)} converge
vers 9" (z*) = 0 (voir [11]).
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Bien que cet algorithme converge, il posséde un inconvénient ma, jeur: son im-
plémentation nécessite, & chaque étape, le calcul de opérateur régularisé (de ma-
niére exacte) qui, lui-méme, entraine la résolution d’une inéquation variationnelle
similaire & l’inéquation variationnelle de départ si ce n’est le fait que l’opérateur
impliqué dans le probléme régularisé (3.2) (a savoir ¢+ I) est fortement mo-
notone.

La résolution de cette inéquation variationnelle peut s’effectuer dans une
boucle interne infinie en utilisant 1’algorithme de base construit sur le Principe
du Probléme Auxiliaire. Cependant, afin de ne pas devoir résoudre I'inéquation
variationnelle de maniére exacte, nous allons mettre au méme niveau les boucles
interne et externe au lieu de les embofter.

Par conséquent, plutot que d’appliquer 1’algorithme de base dans son entiéreté
afin de résoudre l'inéquation variationnelle, nous allons seulement prendre un pas
de l’algorithme qui exécute cette résolution.

3.3 Régularisation Progressive

3.3.1 Algorithmes

La régularisation progressive consiste & effectuer 'opération de régularisation
tout en résolvant en méme temps I’inéquation variationnelle régularisée. Il n’y
a ainsi donc pas de boucle interne infinie.

Nous allons calculer z*¥*! comme auparavant; par contre, au lieu de calculer
y**1 en résolvant exactement une inéquation variationnelle, nous allons résoudre
un Probléme Auxiliaire de minimisation.

Cela donne lieu & P’algorithme de régularisation progressive suivant.
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Algorithme 3.3.1 (Algorithme de régularisation progressive, version paralléle
en (2,9))
i) k = 0: Choisir (2°,3°) € X x X
ii) a I’étape k : Connaissant o et y*, calculer z*tt et y*+! qui sont les
solutions respectives des problemes auziliaires suivants :
{ mingex{K(z) + (€ v (&* = y*) = K'(z"),2)} (])
minyexsa{ L(y) + (pP(y*) + 70 (0% —2*) - L'(¥"),9)}  (1])

i) Arrét: si ||(a*,y*H) — (z*,y*)|| est inférieur & un certain seu,
sinon retour en i) en incrémentant k d’une unité.

Remarquons que dans cet algorithme, on calcule zF+1 avant y*tl.
La version séquentielle consiste & remplacer y* par y*+! dans (I) et & commencer
par résoudre (/1) avant (I), ce qui donne:

Algorithme 3.3.2 (Algorithme de régularisation progressive, version séquentielle :
y avant z)

i) k = 0: Choisir (2°,3°) € X x X
ii) a ’étape k : Connaissant z* et y¥, calculer okt et y* 1 qui sont les
solutions respectives des problémes auziliaires suivants:

1 k+1

min,exae{L(y) + (pP(y*) + 70 (¥* — %) — L'(y*), 1)}
mingex{ K (z) + (€ 7 (z* — y¥*!) — K'(z*),z)}

iti) Arrét: si ||(z", y*1) — (2F,y%)|| est inférieur & un certain seuil
sinon retour en i) en incrémentant k d’une unité.

Le premier des deux algorithmes peut étre vu comme Palgorithme de base
appliqué & un opérateur composite défini sur le produit de deux espaces X x X,
que l'on peut réécrire U x V), utilisé pour résoudre un systéme composé d’une
équation et d’une inéquation variationnelle.

Notons I’ I'opérateur.

ren = (100 ) = (oot ) 69
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1l s’avére que I' vérifie les propriétés suivantes:

1. T, est fortement monotone en v, de constante -y, uniformément en u.

9. T vérifie 'hypothése de Dunn partielle par rapport & sa premiére compo-
sante avec la constante y sur %4 x V¢,

Preuves:
1) T, est fortement monotone en v uniformément en u sit
Iy > 0 tel que Yu € U et Yv;,v2 € Yol
(T (u, v1) — Do, v2), 01 — v2) 2 Ylos — wal®
Montrons, par définition de I',, que:
yllvr — val < (b(v1) + (v1 — w) = P(v2) = 7 (v2 — ), v1 — v2),
c-a-d que ||vy — va||* < [9(v1) — $(v2) + (v1 = v2 — v+ w)] Jlor — vall;
ou encore 7o — vall* < 16(ox) = $(oa)| llox = vall +7 lfow = vall.
Cette derniére inégalité est bien vérifiée.
2) Montrons que V(u,v), (u',v) € U % Yok
(Do (u,v) — Ty (', v"), u — vy + (To(w, v) = o (v, v'), 0 — v')
> LTu(y, v) = Tu(w, )%
card (o (um0) =7 (1) u— )+ ((0) 47 (0—) = h(v)) — (v =), 0 =)
> Ly (w—v) =y (& =)
ou encore (v (u—v — ' +v"),u—u' —v+v) + () —p(v),v" — v)
> My (w—v—u V)|
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, il nous reste & montrer que
Yllu = v = + |7+ () = b(v), v —v) 2 Sy (v —v —u V)
Etant donné que 3 est monotone, cette derniére inégalité est vérifiée.

O

Donnons maintenant un lemme qui nous permettra de montrer que I'opérateur
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régularisé posséde la propriété de Dunn.

Lemme 3.3.1

Supposons que T’ posséde la propriété de Dunn partielle par rapport @ sa pre-
miére composante de constante A et que, Yu € Ut il existe une solution
5(u) € V¥4 6 (Tulu, 5(u)), 0 — 5(w)) 2 0, Yo €V,

alors Uopérateur 0 défini par: u ~ I'y(u,9(u)) jouit de la propriété de Dunn
de constante A.

La preuve de ce lemme est donnée dans [22].
Remarquons que, méme si #(u) existe, il peut ne pas étre unique; dés lors, &
premiére vue, §2(u) est multivoque.

Cependant, sous les hypothéses du lemme, 2 posséde la propriété de Dunn, ce
qui entrafne qu’il est univoque.

Grace au lemme et, étant donné que l'opérateur I' défini par (3.3) posséde
la propriété de Dunn partielle en sa premiére composante de constante y et que
7(u) est défini comme T',(u,¥(u)) ot #(u) est I'unique solution de I'inéquation
variationnelle (I, (v, ¥(u)),v — d(u)) > 0, Vv € Ved Popérateur 1 vérifie la
propriété de Dunn de constante .

3.3.2 Décomposition

Nous allons donner un théoréme de décomposition général que nous particu-
lariserons par la suite & I’algorithme de régularisation progresssive.

Théoréme 3.3.1

Si les ensembles U et/ouV sont des produits de sous-espaces et si les contraintes
implicites représentées par U et/ou Vi sont découplées,

alors, pour obtenir la décomposition d’un ou des deux problémes auxiliaires &
résoudre & chaque étape de l’algorithme, il suffit de choisir les fonctions auxi-
liaires K et/ou L additives par rapport & ces décompositions.

De cette maniére, nous obtenons des sous-problémes qui peuvent étre résolus
de maniére indépendante et en paralléle.
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En outre, étant donné que les sous-problémes en u et v sont déja résolus indé-
pendamment, cela donne un niveau de décomposition supplémentaire.

En général, les décompositions de U et V sont indépendantes et elles peuvent
ou non &tre possibles.
Dans le cas ol elles le sont toutes les deux, il se peut que les nombres de sous-
espaces dans les deux décompositions soient distincts.

Cependant, dans le cas de la régularisation progressive, les variables appar-
tiennent au méme espace et elles sont donc décomposables de la méme maniére.

De plus, si dans ce cas, la contrainte représentée par X n’est pas décom-
posable, le second probléme de minimisation portant sur X ne 'est pas non
plus, tandis que le probléme de minimisation sur X, qui est un probléme sans
contrainte, est décomposable malgré tout.

3.3.3 Résultats de convergence

Nous allons commencer par prouver la convergence de la version paralléle de
1’algorithme de régularisation progressive

Pour ce faire, nous travaillerons dans le cadre un peu plus général de I'algorithme
paralléle bati sur le Principe du Probléme Auxiliaire. En effet, nous avons mon-
tré que la version paralléle de I’algorithme de régularisation progressive peut étre
vue comme la version paralléle de I’algorithme de base (construit sur le Principe
du Probléme Auxiliaire) appliquée & un opérateur défini sur le produit de deux
espaces vérifiant les hypothéses de Dunn partielle par rapport a la premiére com-
posante et de forte monotonie par rapport au second argument.

Par conséquent, nous allons prouver la convergence de I'algorithme de base sous
certaines hypothéses appropriées et nous adapterons ensuite le théoréme obtenu
afin de pouvoir prouver la convergence de l'algorithme de régularisation progres-
sive.

Nous donnerons ensuite un théoréme de convergence pour la version séquen-
tielle de 1’algorithme de régularisation progressive.
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1. Convergence de la version paralléle de I’algorithme de base

Considérons U et V deux espaces de Hilbert de dimension éventuellement in-

finie ainsi qu’un sous-espace convexe fermé U x V¢ et un opérateur
[:UxY — UxV défini par [(u,v) = (Tu(u,v), [y(u,v)) avec Iy €U et Ty € V.

Le probléme variationnel (VIP) peut se reformuler, pour T', de la maniére
suivante:

Trouver (u*,v*) € U™ x Vad tel que, V(u,v) € U x V4,

(T (u*,v*),u —u*) >0, Yuel* (VIP")
(T, (u*,v*),v —v*) > 0, Yve Ve

Notons #(u) la solution de I'inéquation variationnelle:
(To(u, 5(u)),v — 6(uw)) 20, Vve Ve,
et définissons I’opérateur (u) par:

Q(u) = Cu(u, 5(u)).

Considérons le probléme variationnel (PV) suivant :

Trouver u* € U%? tel que (Q(u*),u —u*) >0, Yue U (PV)

Remarquons que, bien que u* ne soit pas nécessairement unique, Q(u*) = Lu(u*,v*)
est univoquement défini si [, est lipschitzien.

Le lemme suivant va nous permettre de caractériser la solution du probléme
de départ & partir de la solution du probléme variationnel (PAL).

Lemme 3.3.2

Si u* est une solution de (PV) et si v* = d(u*),
alors (u*,v*) est solution de (VIP").

La preuve est donnée dans [11].

Par conséquent,
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Résoudre (VIP”) & Trouver u* € U tel que (Qu*),u —u*) =20, Vue€ AL
ott Q(u*) = Tu(y,v*).

Comme nous P’avons déja écrit, afin de résoudre le probléme, nous considérons
Palgorithme paralléle (2.2.2) bati sur le Principe du Probléme Auxiliaire dont
I’étape principale consiste, en connaissant u* et v*, & calculer ubtl et v** qui
sont les solutions respectives des problémes auxiliaires suivants:

min {K(u) + (¢ Tuluh, ") = K’} (D

min {L(v) + {p Do(ut,v") = I(w*),0)}.  (IT)

Uevnd

Donnons un lemme qui nous sera utile afin de prouver la convergence de l'al-
gorithme paralléle.

Lemme 3.3.3

Soient u € U et v € VL.

Supposons que:

i) T' possede la propriété de Dunn partielle par rapport & sa premiere
composante de constante v;

i) T, est lipschitzienne en v de constante Y uniformément en u;

iti) T, est fortement monotone en v de constante uniformément en u,

lipschitzienne en u de constante Z uniformément en v et lipschilzienne

en v de constante T uniformément en u;
i) K’ est fortement monotone de constante c et lipschitzienne de constante C;
v) L’ est fortement monotone de constante d et lipschiizienne de constante D,

alors Vu,u' € U, ||o(u) —d(u ) < S |lu—v| ouS= %

Preuve:

Considérons u et u' € U arbitraires ainsi que v = o(u) et v’ = o(u'), les
solutions correspondantes de (VIP”); nous avons donc:

(Dy(u,v),0 —v) >0, Voe Vet (i)
(T, (u,v"),5— ') >0, Vo€ Ve (i)

e




En réécrivant 71) comme (—T'y(u',v"),v" —0) 20, Vv € ped
et en 1’additionnant & 7), nous obtenons (I',(u,v) — I'y(«/,v"),v" —v) 2 0.
Cela peut encore s’écrire
(Ty(u,v) — Ty (u,v),v" — v) 2> (Ty(u',v") — L, (v, v),v" —v). (3.4)
De plus, par hypothése,

a) I', est fortement monotone en v uniformément en u de constante ¢
c-a-d ([, (v, ") = T (v',v),v" —v)) > ¢ |lv— V)|
b) T, est lipschitzienne en v uniformément en v de constante Z
c-a-d (Ty(u,v) = Ty(u,0),v" = 0)) £ Z |lu— || [[v —v].
Par conséquent, en appliquant ces résultats a (3.4), nous trouvons
o = I1? < Zllu— ] [l = ol

Par définition de v et v’, nous obtenons finalement ||&(u) — 0 uN|| < Z ||lu— .
t
O

Donnons maintenant un théoréme de convergence.

Théoréme 3.3.2

Sous les hypothéses du lemme précédent, lalgorithme paralléle génére une suite
bien définie {(u*,v*)} .

De plus, il existe une fonction g dépendant d’un paraméire positif a et de p
telle que 1) Yo > 0, st

2 adt
0 —r .
<p<T2(l+a)’ (3.5)
alors g(e, p) > 0.
i) si
0 < €< glpy ), (3.6)

alors la suite {(u*,v*)} est bornée el chaque point d’accumulation
@ de la suite {u*}, pour la topologie faible, est solution u* de (PV).
De plus, la suite totale {Ty(u*,v*)} converge fortement vers
Q(u*) = Ty (u*,v*) et ||vf — 8(u¥)|| converge vers 0.
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Remarquons que « est un nombre introduit pour la technique de la preuve de
convergence uniquement et qu’il n’affecte en rien algorithme; c’est pourquoi il
peut étre choisi arbitrairement (strictement positif).

Notons également qu’il est difficile de trouver une expression explicite de g.

Preuve:

Notons w* = #(u¥).
v

Par définition de #(u*), nous avons:
(Ty(u*, wb),0 —w*) >0, Vve V™. (3.7)

Etant donné que (u*,v*) est solution de (VIP”), nous avons:

(Cu(u*,v*),u—u") 20, Vue e (3.8)

(T, (u*,v*),v—v*) =20, Yve o, (3.9)

De plus, comme u¥*! et v*+! sont solutions des problémes de minimisation, nous
savons que:

% [(K' () = K (uF), w — b)) (Do (uF, oF), u —ub) > 0, Vu ey (3.10)

% [(L'(0**1) — L' (v%), 0 — o*+)] + (Dy(u¥, 0F), 0 — 04F1) 20, Wu e Ve (3.11)

Considérons la fonction @ définie par:

O(u,v) = 01 (u) + @2(v) + Pa(u,v) + P4(u,v) (3.12)
®y(u) = 1 [K(u") = K(u) = (K'(u),u” — u)]
®y(v) = 1 [L(v") = L(v) = (I'(v), 0" = v)]
B3(u,v) = 2 [L(5(w)) — L(v) = (L'(v), 5(u) = )]

@4(1&,'{)) - (Fﬂ(u:ﬁ(u))iv - ﬁ(u»

oll o est une constante strictement positive.

Remarquons que comme K’ et L' sont fortement monotones,
K(u*) — K(u) — (K'(u),w* —u) > £ [[u* — ul|? > 0,
L(v*) = L(v) — (I'(v),v" =) 2 § [lv* = v|" 2 0,
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et L(5(w) — L(v) — (L'(0),8(u) = v) > & 0" = 5()* 2 0.

Par conséquent, étant donné que, par (3.7), D4(u,v) est positif, nous trouvons:

c

>
P(u,v) > o

d d
llu* = ull® + o [l —ol* + z—p lv* = 8(w)* 2 0. (3.13)

2p

Etudions la variation de la fonction ® en une étape de 'algorithme de
base, nous la noterons Aft! = ®(uFt!,v*H!) — ®(u,v*); de plus, nous noterons

(Ai)z-l-l les différences correspondantes pour ®;,1 =1,...,4.

(AFH = By (ut*?) — 81 (uf)

=L [K(u) - K(u*) - (K'(ubt1),w* — w4+ 1 [-K(u") + K (u*)
+(K'(uk), w* — uF)]
(K () — K () + (), — ) — (K/(ukH), 7 — )]

% [K(uk) - I{(ukJrl) — (I{"(uk),uk — uk-’rl)] + é [(K'f(uk) _ Kr(uk+1),u* _ uk+1)]-

"y

() (11)

Etant donné la forte monotonie de K', nous savons que:
K(ubt) — K (u*) — (K'(uk), ub+t — k) > £ [lubtt - uf||? > 0.
Et donc,
(1) =27 L [K(u¥) — K(ub) — (K (uF), ub — ub)) < = {lut — b (A)
De plus, si nous sommons (3.10) ot u = u* avec (3.8) ot u = u**!, cela donne
b (Kb = K (), w0 =] (T (i, 08) — L, 0°), 07 = w4 2 0,

ou encore
—L (K'(u*) - K'(ub), u* — uFt)] — (Tu(u, vk) — T (u*,v*),u* — uftt) <0.

Par conséquent,
(1) =te! L (K" (uF) — K'(ukH),u* = uh*?)]
< (Ty(uk, v*) = Tuu*, v*),u* — u*)

= (T (u*,v*) — Tu(u*,v"),u* — uF) + (T (uk, v%) — L (u®,v*), uf — uF ).
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Par ailleurs, sachant que I' vérifie la propriété de Dunn partielle par rapport a sa
premiére composante avec la constante v c-a-d:

Jy > 0 tel que V(u,v), (,v") € U x V4,
(Ty(u,v) = Ty (', v"), u — w') 4+ (To(u,v) — L, (v, v"),v — ")
> 2Du(ty0) = Tl ),
nous obtenons
()£ —%||Fu(uk,vk) — Tu(u*, 0|2+ (To(u®,v*) — I, (u*,v*), vk — v*)
+ (Tu(u*, v%) — Dy(u*, v*), uk — u*)
< —-%”Fu(uk,vk) — Pu(u*, 0?12 + (Co(u®, v*) - T, (u*,v*), vk — v*)
H|T(u¥, %) = Tu®, o) Juf = w*]. (B)

La derniére inéquation est obtenue en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

En utilisant (A) et (B), nous trouvons:

(At = (D) + (1)
< —£f[ut — || = 2| Pu(ut, v¥) = Tu(w, o)1

+(Fu(u’°,vk) - Fu(u*,u*)}vk o v*) & ”Fu(uk, Uk) _ Fu(u*,v*)mluk _ uk+1“_

De la méme fagon,
(Ag)ftt = Ba(v*th) — Bo(v")
_ L [L(0") = L) — (B(ePH), 07 — o] = & (L") = () = (L/(04), 0" = oF)]
= L [L(v*) — D(o**) + (L' (v¥), 0" = o")] = ¢ L'(v*), 0" — v*H)]
1
e

—~

Il

[(L’(‘Uk) _ Lf(,uk-}-l)’v* _ ’t)k+1)].

P

[L(o¥) — Lo**?) — (I'(¥), 0" = o* )]+

(o | —

(11T (v)
Etant donné la forte monotonie de L', nous savons que:
L(vk+1) _ L(vk) _ (L’(vk),ka _ vk) 2 % ||vk+1 _ Uk”2 2 0.

Et donc,
(IT1) =4 1 [L(o¥) = L(obH) — (L (k) 0 = vH+)] < —[lo+ =42 (C)

De plus, si nous sommons (3.9) ot v = v* avec (3.11) ot v = v*, cela donne:
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% [(L’('Uk"'l)——Ll(vk),'U*—'Uk+1)]-I-(Fv(’uk,vk),’U*w-'uk+1)-|—(Fu(u*,v*),vk—v*) Z 0,
ou encore
L [(Z/(0F1) = L(wF), 0% — o*H)]  (Du(u¥,0%) = T, %), 0" = o)

+(T'y(u*, v*), v* — vFH1) > 0.

Par conséquent,
(IV) —def % [(L’(v") _ L’(v’““),v* _ vk+1>]

< (D, (u*, v%) — Ty(u*, v*),v" — vF) + (T, (u®, vF),vF — v*1),
W)

En outre, (V) = (T, (u¥, v*) — Ty(u,w¥), v* — R 1) 4 (T (uF, wk), vk — oFFT).

En appliquant au membre de droite I’hypothése selon laquelle I', est lipschit-
zienne en v de constante T' uniformément en u, nous obtenons:

(V) < Tllo* — wh[[lv* — o*+H|| + (D (u*,0F), 0 = o*).

Par conséquent,
(IV) < (Tu(u, %) — Ty(u,0%), ° = o¥) + Tlo* — wbl[lo* — ¥+
+(Ty (uf, wh), vF =), (D)

Dés lors, en utilisant (C) et (D), nous trouvons:

(Ag)fH = (I11) + (IV)
% —%“vk‘*‘l — v¥||2 4 ([, (uF, v¥) = Ty(u*, v*),v" — v¥)

+T ¥ — wh[lo* — o1+ (Do, wF), oF — v*).

Etudions ensuite (As)f*.
(A3)J£+1 — @3(uk+1,vk+1) _ @3(1&'“,'0")
_ o (L(5uH) — L@H) — (B (M), 6 — o)
—2 [L(3(u*)) — L(vF) = (L (v*), B(u*) — v¥)]
— % [L(w’“"'l) _ L(vk“) _ (L’(vk+1),wk+1 _ vk"'l)]
2 (L) — D) — (L), 0k = )]
=2 [L(w*t) — L(v*+) — L(w*) + L(v*)] - : (L' (v*+1), wht! — ol wk — w*)

+ (L!(,Uk),wk _ 'Uk + ,Uk-l'l _ ,Uk+l>)
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= & [L(v*) = L(v*+)] - § (L’(vk)a'ffc — okt 4 2 [L(w*) - L(w"))

_|_% (L'(vk),’wk _ ,Uk+1) _ % (Lf(?)k+1),wk+1 _ ,wk) _ % (Ll(vk+1),wk s v'k-!-l)
= % [L(Uk) o L('vk'l'l) _ (L'('Uk),vk _ ’Uk+1)]

+% [L(wk+1) _ L('wk) + (Lf(,uk) _ L’('vkﬂ),’wk _ vk’H)] _ % (Li(,uk-}-l),,wkﬂ _ 'wk).

Etant donné que I’ est fortement monotone de constante d, nous avons:
L(o+) — L(o%) = (L/(04), 0% — o) 2 § ok — 0¥,

cad & [L(o) = L) = ((0F),0F — o)) S 2 [ 5 o+ = oM ]

Et par conséquent,

(Aa)gtt < ¢ Ilv’“+1—v"ll2+% (L/(vF) — I/(0"),0f — )] 4+ = [L(w*t) = L(w?)
p

s -

v (V1)

+ 2 (L), wh — ).

(VIIT)

k

Par ailleurs, si nous utilisons (3.11) avec v = w*, & savoir :

L [(L/(o**) = L (0),0F = o*+1)] o+ (D (u, 0F), 0 = 0"*) 20,

et en le sommant avec (3.7) ott v = v**!, nous obtenons:

L [(L(v¥*1) = D(v¥), w® — o**1)] + (Do (uf, v") — Ty (uk, wk), w* — v**1) > 0.

Par conséquent,
(VI) —def % [(L’('Uk) _ L’(Uk“),wk _ ,Uk+1)]
< a (T, (uf,v*) — T, (u*, w*), w* — vF+t — oF 4 oF)

< a (Ty(uk, v¥) = Ty (v, wF), w* —v*) +a (T, (u?, v*) — [y (uF, wF), vk —v*F1),

Utilisons successivement le fait que I', est fortement monotone en v de constante
¢ uniformément en u, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'hypothese selon laquelle
I, est lipschitz continue, de constante T uniformément en u, cela nous donne:
(VI) < —at ||oF — wF||? + (T, (uk,v*) — Ty (uf, wk), vk — p*+L)

< —at [[oF — wF | + a ||y (u¥, v¥) = Ty (u¥, wh)]| Iv* — o™

< —at |[oF—wk||*+aT |[o*—w*] [lv*—v"]]. (E)
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Par ailleurs, étant donné que L est convexe et que L' est lipschitz de constante
D, nous avons 'inégalité suivante en utilisant le lemme (1.3.9):

L(wh*) — L(wk) — (L(w), 0+ — wh) < B k! — |,
ce qui nous donne:
(VIT) = & [L{w**!) — L(w")]

< 2 (L) ut - )+ B [t — b

Dés lors, par définition de (VIIT), nous obtenons:
(VII) + (VIIT) < 2 (L/(w¥), wh*! — wh) + 52 Jlok+! —of|]
+‘—;— (L’(vk"’l),'w — whtl)
= % (L'(wk)—L’(vk), w""’l-—wk)—l—% (L’(vk)ﬂL'(vk"'l),wk“—wk)

22 [t — k|

< & ||Li(w) = LM [lw** - w¥]
+2 | E(0F) = L))l —wb]l+ 55 ot — ol

En outre, vu le lemme (3.3.3),

[k — wh]| < S luf*t — | (3.14)
et comme, par hypothése, L' est lipschitz continue de constante D, nous obtenons
(VID)+ (VIIT) < 22 ||jwh — o¥|| § [lubt! —ub] + o2 [lo" — "] S [lub*? — ]

FERSPukH — o[
= &DS |lyk — ukH| [k — oH]| + [|oF — "))

+"E’,f2 k=% (F)

Par conséquent, en utilisant (E) et (F), nous obtenons:

(Do)t < —ghflob+ — oM + (VI) + (VD) + (VIID)
< — skt — o = at o — wH|? + aT [lvF — ]| ot — o*]

DS |l = o (ut — o]+ 0+ — o) + 2Bt —

Considérons maintenant (Ag)fH.
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(A )k-{-l — @4(uk+l, k+1) _ (1)4(uk vk)

= (D (b, (1)), o — H(ubth)) — (D (ut, 5(u)), v* = 8(u))
= (T, (ub*, whtY), ,Uk+1 WY — (T, (uF, wF), vk — w)
= (T, (u ub k+1) oF wktt) — (T ( ) oF — wk — Rl okt —
= ([y(u* wk) v* vF) + (T € k"'l) — Ty (uk, w®), ot — w’”’i)l
(ux)

+ (T (uF, wk), wk — T 8

(X)

Par ailleurs,
(IX) —def (I‘v(u"‘“,wk“'l) _ Pv(uk,wk)’ bl wk+1)
= (Pv( k+1 k+1) =T, (uk+1 ,wk)’,uk-i»l _ wk+1)
+( ( k+1 k) _ ( k),vk+1 _ wk+1)
= (I‘v(ukH, wk+1) _ Fu(uk+1,wk),'uk+1 . ,Uk 4 'Uk _ wk -+ wk _ wk+1)

(T (ubtl, w) — Ty (uf, wk), vFt! — oF 4+ vF — wk + wF — wktt).

Etant donné que I', est fortement monotone en v de constante ¢ uniformément
en u, c’est-a-dire: (T'y(uft!, wk?) — Ty (u dF L k), Wkt — wk) > ¢ |t —wF|f?,
nous avons:
(IX) < (Fu(uk“‘l,wk"’l) _ Fu(uk+1,wk), okt — ok 4 ok — wk) _¢ “wk+1 — w2
+(Ty (uh+t, wk) — T (u, wk), v*+! — oF + vF — wk + wh — wkt)
< ([T (kw1 — Ty (w1, )| [[oF+ — ¥ + 0 = wh]| = ¢ b+ = wH|f
+”Fu(uk+1,wk) _ I‘,,(uk, w*)|| ||vF+t — oF + vk — wk + wk — wkH|
< [T (b, Wb ) =T b+ wh) | (Joh+E— k| ok et ) = [l — |
T (bt k) = Ty, wb)|| (o5 — o) 4 ok = wHl] + [l =" ]).

Nous obtenons les deux derniéres inéquations en appliquant respectivement 1'in-
égalité de Cauchy-Schwarz et ’inégalité triangulaire.

Utilisons ensuite I’hypothése selon laquelle I'y est lipschitzienne de constante T,
en v, uniformément en u et lipschitzienne de constante Z, en u, uniformément en
v, nous trouvons:

(IX) < T [|lw — bl (lo* = k]| + ok = wh]]) = ¢ ot — ot
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+Z [lubtt — b (bt = oF) 1o — k]| + [|w* — W),

De plus, étant donné (3.14),
(IX) < TS |luFtt — uk|| (|l = oF|| + |v* — w¥|]) — ¢t lwktt — w*||?
+Z ||lubtt — k]| (o - of|| + ||oF — wF|| + S ||k — w )
— (TS + Z) b+ — wb]| (o* = o*]| + llo* — kD) + 28 Jlu* — P

—1 l|wk+1 _ wk“Z.

En outre, puisque ¢ est positif, nous obtenons:

(IX) < (TS + Z) |+t — || ([[o*+! = v*{| + [lv* —w*) + 25 luf = u* % (G)

Par ailleurs, vu (3.7) avec v = w**!, & savoir (T, (uk, wh), w*! —w¥) 20,

nous avons (X) =44 (Ty(u¥,w*),w* — whtl) < 0. (H)

Par conséquent, étant donnés (G) et (H), nous avons:

(Ag)EH = (Dy(u¥, wh), v*+ = oF) + (1X) + (X)
& (I‘v(uk,wk),vkﬂ _ ’Uk)

FTS+ ) [+ = | ([0 — o] ok —whl) + 25 [+ — P

Nous en concluons que:
AR = b (A"
< — & [l — P = LTy (uF,0%) — Tu(w, o)

[P, 0%) — T, 07 [0 = wH | 4 (Do, 08) = Do, ), vF = 0°)-
R R R R e Lt
(T (u, wb), oF — o+F1) — okt — oF|? - at ot —
+aT ok —wh] Jlo* — o] + 22 flu¥ — b+ (flw® —o¥)l+ [Caated )
OBkt — gF [ (T (uh, ), oA — o)
H(TS + 2) [l — wH] (loF = of] + llo¥ = whll) 4 28 [Jut = uH?

2 d
< (28 + 2BE — £)|urt — || - (Leedd |41 — pk||? — atf|o* — wF|?

LDy (ut, o) = Dt 0P+ [P, 0%) = Tulor, vl = w4
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HTS + Z + B[t — b (o —oH] + [lo* — wtl)
FT(a+1) ok = wHlllo* = o+,

La derniére inégalité peut également s’écrire:

1
L M (3.15)
o (¢F)F = (ITu(®, v¥) =T (u o) [oF—wbll  [lo*+ =] lub*t —u*[})
: 0 0 ~1
0 20 ~(14+a)T —(T'S + Z + <L2)
A= g 1+ )T (Lra)d —(TS + 2 + <25)

aDS aDS c aD§?
-1 —(TS+Z+—9-—) —(TS-l—Z-l-T) -——*p—'—-?.ZS

€

Nous allons maintenant montrer qu'il est possible de choisir les parameétres p et
¢ tels que M soit définie positive.

En effet, pour qu’elle le soit, il faut que:

a) % > 0,
2 g

b) do(ct, p) = det ( a 90t ) > 0,
% 0 0

c) di(a,p) = det 0 2at —(14 )T | >0,
0 —(1+a)r (2

d) dy(a, p) = det M > 0.

Vérifions ces quatre conditions:
a) évident,

b) do(a, p) = 2t > 0,

T
c) di(e, p) = ﬁﬁili;ﬁ - %(1 + a)?T2.
Afin que dy(a, p) soit strictement positif, il faut que p soit
2atd

tel que p < ga(iyay €€ qui est bien vérifié par hypothése.

d) Vérifions finalement que do(a, p) > 0.
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Pour ce faire, nous effectuons une permutation de coordonnées

(1,2,3,4) = (1,4,2,3), ce qui donne:

~ —1 0 0

e —1 ¢-eDf 27§ ~(TS+Z +alS) —(TS+7Z+a57)
0 —(TS+2+a2s 2at ~(1+ )T
0 —(TS'-I—Z-}-O:%) —(14+ )T (l-l-a)%

Partitionnons M’ en blocs 2 x 2 et utilisons la formule suivante:
detM' = detM'rzz X det(M’u = M’lz (M’zz)nl M’gl).
Nous avons detM'q; = 2at(1 + a)% —(1+a)?T?= %dl(a,p) >0

et par conséquent My, est inversible.

Nous pouvons dés lors calculer

2 -1
M’II - M,12 (M’22)_1 MIZ]‘ = ( jl d3(a7€)p) )
ol dS(a1€1 p) =

c—aBS 275~ )(TS + Z + a25)? (1+ @)% + 20t + 2(1 + @)T).

("rd (cp)

Dés lors, afin d’assurer que da(e, p) > 0, il faut imposer a € qu’il soit tel que

2> oD 4 978 + (7)) (TS + Z + oBF)? (1 + )8 +2at +2(1 + )T),

ydy (a p)

ou encore que € < %‘jﬁl

ot g1(a, p) = aDS?ydi(a,p) +225p vdi(, p)
+2(TS + Z + aBE)? (1 + a)d + 2atp +2(1 + a)T'p).

Cette condition nous donne l'expression de g(p, @).

Par conséquent, sous les hypothéses de départ, la matrice M est définie positive;
dés lors, vu (3.15):

i) soit ¢* est nul.

Dans ce cas, pa.r définition de £*, ||Tu(u¥,v*)|| = ||l (u v*)|| et par
conséquent (u ,v*) est solution de (VIP).

ii) soit (A)§*! est négative.
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Dans ce cas, la suite {®(u*,v*)} est strictement décroissante; or, elle est
bornée inférieurement par zéro, ce qui entraine qu’elle converge et la différence
entre deux termes consécutifs doit par conséquent tendre vers zéro. Dés lors,
¢* lui-méme tend vers zéro, ce qui revient a dire, par définition que
(¥, 0%) — Tu(urt, o), [0k — whll, o+ — ¥ et lukt — ub]

convergent fortement vers zéro.

De plus, étant donné que la suite {®(u*,v*)} est convergente, elle est bornée
et, vu (3.13), la suite {(u*,v*)} engendrée par ’algorithme est également

bornée.

D’autre part, la suite {w*} étant définie & partir de u* comme étant

w* = ©(u¥), est aussi bornée.

Soit % un point d’accumulation faible de la suite {u*}; notons {v¥} la

sous-suite convergeant faiblement vers 4.

Montrons que % est solution de I'inégalité variationnelle (Qu*),u—u") 2 0.

D’une part, nous avons:
1Q(ur) — Qut)|| = ||Tu(u®, w*) = Tu(u® 07
< ||Pu (¥, w¥) — Tu(u¥, v¥)|| + [ Tu(u, 0%) = Tu(u®, v7)l]-
Or, étant donné que I', est lipschitz continue en v de constante Y,
192(uk) = Q)| < Yjw* — o¥] + [Tu(u, v") = Fulw”, v7)l.
Cependant, |jw* — v*|| et ||Tu(u®,v*) — ['u(u*,v*)|| convergent fortement vers

zéro et par conséquent ||Q(u*) — Q(u*)|| également.

D’autre part, étant donné I’hypothese i), 2 posséde la propriété de Dunn de
constante -y et dés lors, (@) — Q(uk), 5 — u®) > ;1; Q@) — Q(u*)||2

Cependant, u* converge faiblement vers @ et, de plus, nous venons de montrer

que Q(u*) converge fortement vers Q(u*).

Dés lors, en passant & la limite dans I'inégalité précédente, nous trouvons

Q@) = Qu*).

Finalement, si nous considérons (3.10), a savoir
—(K' (k) — K'(uF),u — w*t1) < (T (b, vF), u — ubt), Vu € U,

83



et si nous utilisons respectivement I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait
que K’ est lipschitz continue de constante C, nous obtenons:

— C||uF*t — uF|||lu - uF| < e(Ty (u, v*),u — uF ), Vu € U (3.16)

Par conséquent, sachant que Iy (u*,v¥) converge fortement vers
u(u*,v*) = Q(u*) = (i), en passant a la limite pour la sous-suite k; dans
(3.16), nous aboutissons & ((),u — @) >0, Yueu

Nous en déduisons que (&,9(4)) est solution du probléme de départ.

Le théoreme (3.3.2) nécessite quelques commentaires.

Plus a grandit et plus la borne supérieure sur p devient élevée; de ce point
de vue, le o optimal est un @ qui se rapproche de infini. Cependant, quand o
converge vers l'infini, la borne sur € devient minime et donc g(p,o0) — 0, ce qui
réduit le domaine admissible pour €.

Si nous notons D, C IR? le sous-ensemble ouvert de paires admissibles (p,¢€)
pour une valeur de o fixée Jest-a-dire le domaine de convergence défini par (3.5)
et (3.6), alors le domaine maximal de convergence est donné par

D = Da

Une autre remarque importante est que, dans le cas général, en dimension
infinie, il n’y a pas de résultat de convergence pour la suite {v*}. Cependant,
si U est de dimension finie, il n’y a pas de différence entre topologies faible et forte
sur U; dés lors, étant donné que, par le lemme (3.3.3), ¥ est lipschitz continue en
u et que, par le théoréme (3.3.2), ||v* — §(u*)|| converge vers zéro, nous obtenons
le résultat suivant:

Si u* est un point d’accumulation de {u*},
alors d(u*) est un point d’accumulation de {v*}.
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Donnons & présent un corollaire.

Corollaire 3.3.1

Dans la situation du théoréme (3.3.2) et sous les hypothéses supplémentaires
suivantes :

i) i nous avons v° = ¥(u°) pour lout point d’accumulation (uc,v°) de

{(u‘kavk)}f
it) si K’ et L’ sont continues respectivement deU dans U et de V dans V
ot U et V sont tous deuz munis de la topologie faible,

alors la suite {(u™,v™)} posséde un unique point d’accumulation.

Dans les espaces de dimension finie, la premiére condition est automatique-
ment vérifiée.

En effet, étant donné le résultat de convergence pour la suite {v*} obtenu ci-
dessus dans le cas de la dimension finie et le fait que u® et v® sont respectivement
points d’accumulation de {u*} et {v*}, v° doit étre égal & §(u®) par unicité de la
limite.

Preuve:

Supposons que nous ayons deux points d’accumulation (us,ve) et (ug,vf) de
la suite {(u*,v*)} et montrons qu’ils sont nécessairement égaux.

Notons {ki} et {l;} les sous-suites telles que {(uki,v*)} et {(u',v")} conver-

gent respectivement vers (ug,vS) et (uf, v).

Etant donné le théoréme (3.3.2) et ’hypothése i) de ce corollaire, nous pou-
vons utiliser les points d’accumulation (ug,vg) et (uf, v§) & la place de (u*,v*) afin

de définir la fonction ® utilisée pour démontrer le théoréme (3.3.2). Cela nous
donne donc deux fonctions notées respectivement @, et @s.

En outre, nous avions montré que ®(uk,v*) converge; cependant, sa limite
peut dépendre de la solution (u*,v*) utilisée pour définir ® et, par conséquent,
nous allons utiliser deux limites distinctes pour les fonctions ®, et @, définies a
partir des deux points d’accumulation (nous noterons ces limites lo et ly).

En comparant les définitions de ®q(u,v*) et @y (uki, v¥) et en utilisant le fait
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que
K (uf) — K (uf) — (K'(u¥),uf — u¥) =
K(ug) — K(uk) — (K (), ug — o) + K (uf) — K (ug) — (K" (uh), uf —ug)
et que
L(v5) — L(v%) = (L' (0%), v — k) =
L(vg) — L(vk) — (L' (v"), vE = v*) + L(vf) = L(vg) — (L'(v"), 0§ — va)

nous obtenons
By (uki, vk) = B, (uhi, oM + (K (uf) — K (ug) — (K'(uM), u§ — ug))
+1(L(vg) — L(v) — (L' (v*), v§ — v5))-

Etant donné que ®,, ®; et {(uf,v™)} convergent respectivement vers lay lp €t

(u¢,v) et que K’ et L’ sont continues, nous trouvons en passant a la limite que:

b = lo + 2(K (uf) — K(ug) — (K'(ug), uf = ug))
+1(L(v§) — L(vg) — (L'(v5), v — va))-

Or, par hypothése, K et L sont fortement convexes; nous obtenons dés lors:

b > bo + £llug — ugll® + 35llvg — vl

Cependant, nous pouvons échanger les roles de ug et uj ainsi que ceux de v§ et
vf et utiliser la sous-suite {I;}, ce qui donne lieu a:

c c cl|2 d € cl|2
la 2 by + g llug — wgll® + 5 llvg —vill*
En combinant les deux derniéres inégalités obtenues, nous trouvons, ug = ug et
vs = vj.

a

2. Convergence de la version paralléle de I’alg. de régularisation progressive

Dans le cas particulier de la régularisation progressive, nous travaillons avec
I'opérateur

= (o) ) = (sed Syl o )

qui vérifie les hypothéses de forte monotonie par rapport au second argument et
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la propriété de Dunn par rapport a la premiére composante.

Dans ce cas, en supposant que ¥ est monotone maximal et lipschitz continu
de constante A sur X%, les constantes Y, Z, T et ¢ sont estiméesa ¥ =7, Z =,
T=A4+~yett=1.

Par conséquent, la constante S apparaissant dans le lemme (3.3.3) vaut 1.

Etant donné que la version paralléle de 'algorithme de régularisation progres-
sive est un cas particulier de la version paralléle de I’algorithme de base construit
a partir du Principe du Probléme Auxiliaire; nous pouvons adapter le théoréme
de convergence développé pour la version paralléle de ’algorithme de base, a
savoir le théoréme (3.3.2), et donner ainsi un théoréme de convergence pour la
version paralléle de 'algorithme de régularisation progressive.

Nous supposons que (VIP) admet (u*,v*) comme solution.

Théoréme 3.3.3

Supposons que ¥ est monotone mazimal et lipschitzien de constante A sur Xad
que les fonctions auxiliaires I et L sont telles que K' est fortement monotone
de constante c et lipschitzienne de constante C sur X et que L' est fortement
monotone de constante d et lipschitzienne de constante D sur X,
alors Ualgorithme (8.9.1) génére une suite bien définie {(u*,v*)} .

De plus, il existe une fonction g dépendant d’un paramétre positif o et de p
telle que i) Vo > 0, si

2 ady
0<p<(A+7)2(1+a), (3.17)
alors g(a, p) > 0.
i) si
0<e<gp o), (3.18)

alors la suite {(u¥,v¥)} est bornée et chaque point d’accumulation
@i de la suite {u*}, pour la topologie faible, est solution u* de (VIP).
De plus, la suite totale {T'y(u*,v*)} converge fortement vers
Qu*) = Ty(u*,v*) et |[vf — d(u*)|| converge vers 0.

La preuve est identique & celle du théoréme (3.3.2).
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Remarquons qu’étant donné que Ty(u,v) = v (v — v) et que {Ty(u*,v*)}
converge fortement vers zéro, les suites {u*} et {v*} ont le méme point d’accu-
mulation.

3. Convergence de la version séquentielle de I’alg. de régularisation progressive

Bien qu'il n’y ait pas de théoréme de convergence pour la version séquen-
tielle de ’algorithme basé sur le Principe du Probléme Auxiliaire, nous avons
un théoréme de convergence propre & la version séquentielle de l'algorithme de
régularisation progressive.

Théoréme 3.3.4

Supposons que ¢ est monotone mazimal et lipschitzien de constante A sur X,
que les fonctions augziliaires K et L sont telles que K' est fortement monotone
de constante ¢ et lipschitzienne de constante C sur X et que L' est fortement
monotone de constante d et lipschitzienne de constante D sur Xed

alors Ualgorithme séquentiel (3.8.2) génére une suite bien définie {(u*,v")} .

De plus, il existe une fonction h dépendant d’un parametre positif a et de p
telle que i) Ya > 0, si
d 2 ayd(l + @)

0 < p <min(—, 5 3.19
g mm(’r (A+7)2(1+0-)2*a'rz) (819)

alors h(a, p) > 0.
i) si
0 <e<h(p,a), (3.20)
alors la suite {(u*,v*)} est bornée, |luf — v*|| converge vers

zéro et chaque point d’accumulation faible u des suites {u*} et {v*}
est solution u* de (VIP).

Il existe une preuve basée sur des éléments semblables a ceux de la preuve du
théoréme (3.3.3) ; cependant, étant donné son caractére fastidieux, nous ’omet-
trons ici.

Elle est développée dans [11].
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i) T possede la propriété de Dunn partielle par rapport & sa premiére
composante de constante 7;

ii) T', est lipschitzienne en v de constante Y uniformément en u;

iii) I'y est fortement monotone en v de constante ¢ uniformément en u,

lipschitzienne en u de constante Z uniformément en v et lipschitzienne
en v de constante T uniformément en u;

iv) K’ est fortement monotone de constante c et lipschitzienne de constante
C;

v) L' est fortement monotone de constante d et lipschitzienne de constante D.

En prenant K(z) = ”%IE et L(y) = u%”i ot z et y € IR* et en appliquant
les définitions & opérateur 7, nous trouvons que, dans la situation présente, les

constantes Y, Z et t valent «, tandis que les constantes c, d, C et D valent 1.
La valeur de la constante T pour laquelle T, est lipschitzienne en v vaut /1 + e
En effet, I'y(u,v) = ¥(v) + v(v — u), ce qui par définition de 1, donne

Ly ((ur, 1), (uz,v2)) = ( —vz+7 (1~ ) ) .

v+ (v — Uz)

Nous devons montrer que ||y (w,u) — Ty(v,u)]| < T |lw —vl|.

2
wy — U1

Wy — Vg

—wy + v2 + (w1 — v1)
wy — vy + y(w2 — v2)

Or,

’2 =(1+7%)

Dés lors, T' = /1 + 7=

Etant donné que les hypotheses assurant la convergence des versions paralléle
et séquentielle de I’algorithme de régularisation progressive sont bien vérifiées,
nous pouvons appliquer cet algorithme & I’opérateur o

Regardons ce que cela donne dans les deux situations.

2. Algorithme paralléle

La k-iéme étape de 'algorithme consiste, connaissant z* et y¥, & calculer z¥*!
et y*t1 qui sont solutions de
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m’f“ = w’f — 57(93‘:'[‘ - y{“)
drododoh
y}c g =y + Py?c “"YP(.U]}_C - m}c)
yith = yf + pyt — v(yz — =3)-

Ce systéme peut se réécrire de maniére matricielle: 2811 = Ny, 2*

1—ey 0 ey 0
x " 0 1—ey 0 B
oll Nyor =
? pY 0 L1—gy P
0 P —-p 1-=p7

k_ (nk ok .k Lk
et z —(181,322,:1:3,334).

3. Algorithme séquentiel

La k-iéme étape de Palgorithme consiste, connaissant z* et y*. 3 calculer z*t!
P g ) ¥,

et y**+! qui sont solutions de

y}f*i = yi; + pyk — yp(yf — mi)
y{“l = y& + pyt - 79(%51_ 5)
$1+ = mlf = 57(331 - y1+ )

k41 _ ok k k+1
x5t =5 — ey(z3 — Yz ).

Ce systéme peut se réécrire de maniére matricielle: 25¥1 = N 2*
1—ey (1—p) 0 ey (1 - p7) epy
ot Ny = 0 1—ey(l—py) —epy  ev(l-p7)
P 0 | — g% p
0 pY — 1 ==pry

k _ ko k ok Lk
ek 2F = (i}, 25, &4, 14)s

3.4 Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre un nouvel algorithme, ’algorithme de
régularisation progressive, permettant de calculer la solution d’une inéquation
variationnelle impliquant un opérateur monotone non intégrable.
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Pour ce faire, nous avons commencé par régulariser Vopérateur de départ.
Nous avons ainsi obtenu un opérateur régularisé satisfaisant la propriété de Dunn
qui est une des propriétés minimales permettant de prouver la convergence de ’al-
gorithme de base développé a partir du Principe du Probléme Auxiliaire.
Cependant, le calcul de 'opérateur régularisé étant une tache presqu’aussi diffi-
cile que la résolution du probléme de départ, un nouvel algorithme a été proposé
dans lequel la régularisation s’effectue en méme temps que la résolution. C’est ce
que nous avons appelé régularisation progressive.

Aprés avoir prouvé la convergence de I’algorithme de régularisation progres-
sive, nous avons montré sur I’exemple de ’opérateur de rotation § que l'algo-
rithme de régularisation progressive s’applique dans un cas o ’algorithme de
base ne convergeait pas.
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La premiére consiste, & chaque itération, a déterminer une direction de re-
cherche en partant d’un point admissible et en résolvant un sous-probléme "ap-
proximé" du probléme de départ, c’est-a-dire un probléme ot ¢ est approximé
par une application monotone.

La direction de recherche obtenue par résolution du sous-probléme approximé
est une direction de descente admissible pour une fonction de mérite ' dont
les minima coincident avec 'ensemble des solutions de (VIP).

La seconde étape consiste a effectuer une recherche linéaire, éventuellement
inexacte, le long de cette direction de descente, relativement a la. fonction de
mérite. La longueur de pas résultante définit un nouvel itéré qui réduit la valeur
de la fonction de mérite. De cette maniére, nous allons générer une suite de
solutions admissibles avec une valeur de la fonction de mérite décroissante et
nous trouverons ainsi les minima de la fonction de mérite qui, par définition, sont
les solutions de (VIP).

4.2 Cadre de travail

Commencons par une définition.

Deéfinition 4.2.1

Une fonction de maérite pour le probléme (VIP) est une fonction dont les
minima coincident avec les solutions du probleme (VIP).

4.2.1 Sous-probléme approximé

Essayons de formaliser le sous-probléme approximé.
Considérons un point zF € X% et introduisons, & I'itération k, une fonction
monotone d’approximation du cott notée C* : X —» IR".

En approximant % par C* en z*, nous commettons une erreur d’approximation
qui vaut 1) — C*; nous allons donc la prendre en considération en ajoutant a G
le terme d’erreur fixe 9(z*) — C*(z*).
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De cette maniére, nous pouvons définir le sous-probléme approximé suivant :

Trouver y* € X°¢ tel que (C¥(y*) + ¥ (a¥) — C¥(a*),y —y*) 20, Vy € X

ot {C*} est une suite de fonctions monotones approximant le cofit.

Notons ce probleme (VIPE,) et §(z*) sa solution.

Sous-probléme équivalent

Afin de pouvoir mettre (VIPE,) sous forme d'un probléme d’optimisation,
il faut choisir C* comme étant le gradient d’une fonction convexe continfiment
différentiable M* : X — IR.

De cette maniére,

Résoudre (VIPL,) est équivalent & résoudre le probléme de minimisation
convexe

min {M*(y) + ($(=*) — (M*)'(z*),9)}

yeXoad

Ce dernier probléme est noté (VIPg).

Dans ce cas, (VI P) peut étre résolu en solutionnant une série de problémes d’op-
timisation.

Preuve de I’équivalence entre (VIPE,) et (VIPy,).

Soit z*¥ € X donné.

Montrons que, si C* = (M*Y ou M* est une fonction convexe, Vk, nous avons
bien 1’équivalence.

(VIPf.) < Trouver y* € X qui résout le probléme
min {M*(y) + ($(*) — (M*)'(="), »)};
yeX*®
& Trouver g+ € Xo4 tel que —(M¥(y) + ($(¥) — (MFY(4),44)) € Nixoo(*);

& Trouver y* € X°? tel que —((M*)'(y*) + 1(z*) — (M*Y(z*)) € Nyaa(y*);
Or Nyaa(y¥) = {2z € X tel que (z,¥* —y) >0, Vy € Ktk
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& Trouver y* € X% tq (—((M*) (y*)+(z*)— (M) (a*)), 9" ~y) 2 0, Yy € X4
& Trouver y* € X°¢ tq ((M*)' (%) + ¥ (a*) — (M*)'(2*),y - y*) >0, Vye X
& Trouver y* € X% tq ((CH(y*) + $(a*) — CH(@*)),y —¥*) 20, Yy € X

& (VIPL).
O
Remarque

Par construction, aux points d’approximation z*, les solutions de (VI PEy) et
celles de (VIP) sont les mémes.

4.2.2 Critére d’arrét

La remarque précédente est trés importante car elle donne lieu & un critére
d’arrét pour ’algorithme de Patriksson.
Ce critére d’arrét découle du lemme suivant.

Lemme 4.2.1

Si z* est solution de (VIPL,) défini en i,
alors z* est une solution de (VIP).

Notons que la réciproque est également vérifiée.

Preuve:

Par définition, si z* est solution de (VI Péik) défini en z*, nous avons:
(CH(ak) + p(a*) — CH(zk),y —a*) 20, Vye X
Cest-a-dire ((zF),y —aF) > 0, Vy € o,

Par conséquent, z¥ est une solution de (VIP).

4.2.3 Direction de descente

En général, nous ne pouvons pas nous attendre & ce que le probléme soit résolu
avec la solution (éventuellement inexacte) y* de (VIPE,); par conséquent, dans
le cas of le critére d’arrét n’est pas vérifié, nous définissons un nouveau point
d’itération en prenant un pas dans la direction d* = y* — z* tel que la fonction
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Auxiliaire.

Nous allons montrer que la classe des algorithmes d’approximation du cofit
englobe la classe d’algorithmes basés sur le Principe du Probléme Auxiliaire.

Théoréme 4.3.1

Etant donnés z* € X et C* = LM'(z) ot € est un nombre strictement positif
et M : X — IR est une fonction conveze et de classe C' sur X,

alors le sous-probleme (VIPE,) est équivalent au Probleme Augiliaire.

Ce théoréme peut se reformuler de la sorte:

Si chaque fonction C* approximant ¢ est le gradient d’une fonction convexe M
(multiplié par 1),

alors le sous-probleme (VIPE,) est équivalent au Probléme Auxiliaire.

Nous avons I’équivalence en ce sens que, par changement d’écriture, nous pou-
vons nous ramener 3 une méme formulation pour les deux problémes.

Cependant, ceci n’étant possible que sous I’hypothése particuliere imposée &
C*, le Probléme Auxiliaire est un cas particulier des algorithmes d’approximation
du cofit.

Preijve:

Vérifions que | (VI PE,) est équivalent au (PA)|.

Nous avons montré que, si C* est le gradient d’une fonction convexe continti-
ment différentiable M* : X —s IR, alors (VIPE,) est équivalent a (VIP§).

Etant donné que C* = 1M’(z), en rebaptisant M* = $ M, nous avons bien

(VIPL) & (VIPEL).

1l nous reste a vérifier que |(VIPF,) < (PA)|

Nous avons:
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Théoréme 4.4.1

Si CF est fortement monotone de constante b sur X%,
alors il existe une solution unique §(z*) au sous-probléme approzimé

(C*(y*) + p(a*) — CH(a¥),y — y*) 20, Vye X

La preuve de ce théoréme est analogue 4 celle du théoréme (2.2.2).

Théoréme 4.4.2

Si i) ¢ est fortement pseudo-monotone de constante e sur Xod;
ii) © est lipschitz continue de module A sur X°%;
iii) C* est fortement monotone de constante b sur X°;
iv) C* est lipschitz continue de constante B sur Xr4,
v) A% 4+ B? < 2¢;
vi) b>1,
alors, la suite {a*} converge fortement vers z*.

Vu le lemme (2.2.3), la premiére hypothése entraine que la solution z* est unique.

Preuve:

Etant donné que z* est solution de (VIP), nous avons
(Pp(z*),z —z*) >0, Vz € X, (4.1)

De plus, comme z¥+! est solution de l'inéquation variationnelle (V7 PE,), nous
savons que:

(CH(z*Y) — C*(z*),z — 1) + ((2*), 2z — 2*F1) >0, Vz e X0 (4.2)
Considérons la fonction ® définie par:
d(z) = (C¥(z) — C¥(z"),z — z*). (4.3)
Remarquons que comme C* est monotone,

(C*(z) — C¥(z*),z —z*) >0, Vz € X,

ce qui entraine que ®(z*) est positive.
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Etudions la variation de ® en une étape de l'algorithme de Patriksson, nous la
noterons Af1,

A = 0(aH) — 8(a)

(Ck(mk“) (33"'),m — z*) — (C¥(z*) — C*(a*),2* — 2*)
= (C*(a**), 2441 — z*) — (C*(a*), 2% — 2*) + (C*(a*), 2* — a*+)
= (C¥*(z*t1), z*t — z*) — (C*(aF), gk — z* 4 ghtl — gkt 4 (C*(a*), z* — 2F+1)
= (C*(a**) - (ﬂfk)w"i — z*) — (C¥(a*) — CH(a*), &* — a*H).
\(C’"(a:'”‘ ) (mk),m )}—I—L(Ck(w ) _ Ck($k+1),m _ :Ek_),
() a7
+£Ck($k+1) _ Ck(x*),$k+1 _ mk)l.
(I11)

De plus, étant donné que, par hypothése, C k est fortement monotone de constante
b sur X nous savons que:

(I1) = (CH{a") — CH(@*), o+ = a*) < —b |ja — 212

Par ailleurs, en utilisant respectivement I’inégalité de Cauchy-Schwarz et ’hypo-
these selon laquelle C* est lipschitz continue de constante B, nous avons:

(I11) = (CH(@**1) — CH (%), a*+! — o¥) < [|CH(a*H) — CHa™)|| [|l=** — o*|

< Bllgh*t — 27| |2+ — 2.

Enfin, si nous prenons (4.2) avec 2 = z*, cela nous donne:
(CH1) — CHah), 0% — o) + (p(a), 2* — 241) > 0,
ou encore

(I) — (Ck(:ck"'l) _ Ck(a:k), $k+1 _ $*> _<_ ('1/)(:1:"),3:* _ $k+1>-

Par conséquent,
A = (1) + (I1)+ (II1)
< (=b ||lz* — 2*H|2 + Blz*tt — 2| ||2*tt — k|| + (v(a*), z" — 2 FT)
= —b ||:1:’° _ $k+1“2 + B||a:"“+1 o 53*” ”wk+1 _ ;nk“ g (d)(ﬂ:k) _ 1/)(1:""'1), " — rck"'l)
F(p(aF ), z* — 2k
< =b ot — PP + BllotH — o] [lok = o] + [(a) — ()] o — 2t
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+(¢($k+1),$* _ $k+1>
< b lo* — S 4 BllakH — ]| |5 — 2t + Alle* — 2+ fla — 2]

+((eF), a* — ).

Les deux derniéres inégalités sont obtenues en appliquant respectivement I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz et hypothése selon laquelle 3 est lipschitz continue de
constante A.

D’un autre c6té, sachant que ((z*),z¥*! — &*) > 0 (par (4.1)) et que ¥ est
fortement pseudo-monotone, nous avons, par définition,

((akt1), ¥ — %) > ella" — 2|, (4.4)

Dés lors,

AEF < b ||gF—ab P4 BlletH —a| [l =+ Al -t | l2* =2t el a7
(4.5)

Considérons maintenant 'inégalité 0 < (%Hmk“ —z*| - \/%-Hmk — g2

qui peut se réécrire sous la forme

2
Blla* — *|le* — o+ < E skt — o7l + et — a4

En appliquant cette inégalité aux deuxiéme et troisiéme termes du membre de
droite de (4.5), nous trouvons
k+1 A? B? . * k
ARY < (B 4 B —e) [|lab*! —a|P + (1 = D)t — 2
Or, par hypothése, nous savons que ATQ - 372 < e et que b > 1, ce qui nous donne

At 2,

Par conséquent, si a¥+! # a*, la suite {®(z*)} décroft strictement et comme elle
est positive, elle va donc converger et la différence entre deux termes consécutifs
de la suite va tendre vers zéro.

Dés lors, comme A¥t! converge vers 0, 2"+ converge fortement vers z*.

O
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4.5 Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre une seconde méthode de résolution
permettant de résoudre des inéquations variationnelles monotones.
Cette méthode de résolution consiste & utiliser 1’algorithme de Patriksson.

Tout comme I’algorithme de base construit & partir du Probléme Auxiliaire,
cet algorithme résout, & chaque itération, un sous-probléme approximé; cepen-
dant, il utilise en plus une recherche linéaire.

Nous avons atteint notre but qui était de développer une théorie de conver-
gence pour cet algorithme dans le cas ol I’approximation C* de 'opérateur 9
n’est pas symétrique.

Néanmoins, nous remarquerons que cette théorie ne s’applique que dans le cas
ott la longueur de pas de la direction de recherche est unitaire. En effet, aucune
fonction de mérite n’est disponible, & notre connaissance, afin de pouvoir effectuer
une recherche linéaire.
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En guise de conclusion...

De nombreux schémas itératifs ont été proposés dans la littérature afin de
résoudre des inéquations variationnelles impliquant des opérateurs généraux, a
savoir non symétriques.

Afin de pouvoir prouver la convergence de la plupart de ces algorithmes, la
forte monotonie de 'opérateur est nécessaire. Cependant, en introduisant le Pro-
bléme Auxiliaire, nous avons pu réduire ces hypothéses & la propriété de Dunn
puis & la propriété pseudo-Dunn et & la forte pseudo-monotonie. Malheureuse-
ment, nous avons rencontré un opérateur non intégrable pour lequel I’algorithme
de base ne convergeait pas alors que I'inéquation variationnelle définie & partir
de cet opérateur possédait une solution.

Nous avons dés lors développé un nouveau schéma itératif qui donnait lieu
a Palgorithme de régularisation progressive. En appliquant cet algorithme & un
opérateur monotone, nous obtenions un opérateur global vérifiant les hypothéses
de forte monotonie par rapport au second argument et la propriété de Dunn par
rapport a la premiére composante.

Récemment, El Farouq a généralisé la régularisation au cas des opérateurs
continus, faiblement monotones et pseudo-monotones ([13]). Ses résultats sont
cependant limités au cas de la dimension finie.

1l reste également & étendre le cas de la régularisation progressive au cas des
opérateurs multivoques.

D’un point de vue un peu plus général, nous pourrions également imaginer
des algorithmes avec quelques pas de régularisation progressive puis un pas de
résolution, ce qui permettrait d’accélérer la convergence.
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Un autre probléme que nous laissons ouvert est celui de savoir si la preuve que
nous avons développée dans le cas de 1’algorithme d’approximation du cofit de
Patriksson peut étre appliquée dans le cas ott la longueur de pas de la direction de
recherche n’est pas unitaire. Il serait pour cela nécessaire de trouver une fonction
de mérite adéquate ou bien siir une autre technique de démonstration.
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