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Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité
Résumé

Ce meémoire traite de la résolution des problémes de complémentarité non linéaire. Ceux-ci
se profilent dans de nombreux domaines, lorsque parmi deux quantités positives, l'une doit
atre nulle dés lors que autre ne 'est pas. Une reformulation de ces problémes sous forme
d’équations semi-lisses puis d’un probléme de minimisation différentiable est proposée grace
a une fonction de complémentarité. Le probléme ainsi obtenu est résolu par une méthode de
région de confiance non monotone dont la convergence locale et globale est ¢tablie. Dans un
second temps, une approche multi-niveaux des problémes de complémentarité est envisagée.
Nous étudions la fagon de définir une version du probléme au niveau grossier, soit en discrétisant
sa reformulation obtenue au moyen d’'une fonction de complémentarité, soit directement, avant

de procéder & cette reformulation.

Multilevel aspects of complementarity problems
Abstract

In this paper, we discuss the resolution of nonlinear complementarity problems. They
emerge in several fields, when among two nonnegative quantities, one is null as soon as the
other is not. A reformulation as nonsmooth equations and then, as a differentiable minimisation
problem is proposed thanks to a complementarity function. Resolution is performed by a
nonmonotone trust-region method, whose local and global convergence is established. In a
second time, a multilevel approach of complementarity problems is considered. We study how
to define a coarser version of the problem, either by discretizing the NCP-reformulation or

directly, just before applying the NCP-reformulation process.
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Introduction

Bien que nous n’en ayons pas forcément conscience, une foule de situations font intervenir
des paires de quantités (positives) dont chacune est nulle dés lors que l'autre ne I'est pas. La
littérature parle a leur propos, de problémes de complémentarité. Ils surgissent dans quasiment
tous les domaines. En optimisation, ils comprennent en particulier les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker des problémes différentiables et de ce fait, ils interviennent dans bien d’autres
disciplines. En physique, ils apparaissent typiquement dans les problémes de contact en 1’ab-
sence ou, plus généralement, en présence de frottements; de la, ils débouchent par exemple,
sur la conception des prothéses en ingénierie médicale. Ils permettent aussi de modéliser les
phénomeénes d’élasticité et de plasticité des solides. Ils sont également a la base de 1’écono-
mie mathématique, depuis ses principes de bases jusque dans des applications plus complexes
telles que les options boursiéres ; plusieurs prix Nobel d’économie ont d’ailleurs salué les avan-
cées faites en ce sens. La modélisation des transports peut aussi &tre un terrain propice a
I'émergence de tels problémes. Bref, le nombre et la diversité des applications qui peuvent étre

formulées par une ou plusieurs relation(s) de complémentarité sont impressionnants.

Cependant, une chose est de modéliser une situation concréte dans un formalisme mathé-
matique de complémentarité, une autre est d’étre capable de le résoudre. A ce propos, il faut
noter que de nombreux problémes de ce genre se placent dans le cadre d’espaces de dimension
infinie ou en tout cas, de trés grande dimension. Il n’est alors pas toujours aisé ou possible
de les résoudre, ni analytiquement ni numériquement dans des temps raisonnables. En effet, il
est vain de savoir calculer la solution d’un probléme en un an ou méme en quelques jours, dés
lors qu’elle est devenue inutile & ce moment ; un exemple classique de cette préoccupation est
donné par les prévisions météorologiques qui perdent tout intérét des qu’elles ne concernent
plus I'avenir. Des méthodes de résolution rapides sont ainsi généralement indispensables pour

que les résultats puissent étre exploités en pratique.

Une idée lumineuse est alors apparue durant les derniéres dizaines d’années : elle consiste
4 prendre une version grossiére du probléme et & utiliser 'information sur la solution qui y
est disponible pour résoudre le probléme originel. Comment faire pour trouver la solution a ce
niveau grossier 7 Il est tout & fait possible de le considérer & son tour comme un probléme trop

fin pour le résoudre directement ; nous pouvons ainsi recourir 4 un niveau moins détaillé encore

© Vincent Malmedy — Juin 2006 1



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

et ainsi de suite. Au final, c’est tout une série de problémes & différents niveaux de précision, de
discrétisation, que nous obtenons. Les techniques qui utilisent ainsi des versions du probléme

de départ & différentes échelles sont nommées méthodes multi-niveaus.

Notre volonté dans ce mémoire est dés lors d’aborder les problémes de complémentarité dans
une perspective multi-niveaux. Nous ne prétendons pas aboutir a ce stade de notre réflexion, a
une méthode de résolution multi-niveaux pour les problémes de complémentarité. Nous avons
voulu baliser le terrain au niveau de cette imbrication des techniques multi-niveaux avec les

méthodes de résolutions classiques des problémes de complémentarité.

Pour débuter en la matiére, nous avons cru utile de rassembler dans un premier chapitre
tout une série de résultats d’analyse non lisse dont nous aurons besoin par la suite et qu'il
aurait été inélégant et peu pratique de disséminer tout au long de notre exposé. Ensuite dans un
deuxiéme chapitre, nous verrons plus en détail ce qu’est un probléme de complémentarité ; nous
développerons plusieurs exemples et indiquerons des pistes pour les résoudre. En particulier,
le chapitre suivant sera consacré a l'approfondissement de 1'une d’entre elles, proposée par
M. Ulbrich dans [29]; une théorie de convergence locale et globale de cette méthode sera
exposée, de méme que certaines précisions d’implémentation et résultats numériques. Par apres,
nous expliquerons davantage dans le chapitre 4 en quoi consistent les méthodes multi-niveaux.
Enfin dans un dernier chapitre, nous vous proposerons une réflexion sur la facon d’appliquer

ces méthodes multi-niveaux & des problémes de complémentarité.

© Vincent Malmedy  Juin 2006 2



Notations

Vif
f.'
OB f

af

P(X)
sgn(zx)
T+

(., :
I
conv(X)
9(z) =
(z — o)

g(z)

(z — x0)
K*

o(f(z)),

O(f(z)),

© Vincent Malmedy

I’ensemble des entiers positifs : {0,1,2,3,...}.
I’ensemble des entiers strictement positifs : {1,2,3,...}.
%t {1,2,3,...,n} lorsque n € N.
la i-iéme composante du vecteur x; on la notera aussi z; si aucune
confusion n’est possible avec la version du vecteur x & ¢-iéme itération.
E ojie
W vic n:x; =2 y; lorsque z,y € R™ (n € Np).
s p . . TR . (0 a
le gradient de la fonction f : R — R (n € Np) : (%,- . ,awfn) €
=R,

le hessien de la fonction f: R"™ — R (n € Np) : (%}STJ) € R™xn,

la matrice jacobienne de f : R™ — R™ (n,m € Np) : (ng;)iEm € Rmxn,
j€n

le B-sous-différentiel de la fonction localement lipschitzienne f : R™ —
R™ (n,m € Np) (voir définition 1.2, p. 4).

la matrice jacobienne généralisée de Clarke de la fonction localement
lipschitzienne f:R™ — R™ (n,m € Np) (voir définition 1.3, p. 5).
I'ensemble des parties de l’ensemble X.

le signe de z € R : sgn(z) = |z| /z si  # 0 et sgn(z) = 0si z = 0.

= max (0, ).

le produit scalaire usuel sur R™ : (z,7) = 2Ty.

la norme euclidienne : ||z||, = /(z, z).

I’enveloppe convexe de I’ensemble X.

fonction g telle que limg_,4, % =0.

fonction g telle que 3 M € R : limsup,,_,,, ?E:)) <M.

le céne dual du cone X C R"™ : K* ] {dER”:UTdZO, Y EK}.
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Chapitre 1.

Quelques notions d’analyse non lisse

1.1. Généralisation du concept de matrice jacobienne

Considérons un ouvert non vide I/ C R™ et une fonction f: U — R™ localement lipschit-

zienne sur U, i.e.
VzeU IV, CU, 3L, 20, Yy,ze€ Vy: ||f(y) — f(2)| < Lz |ly — 2| -

Nous noterons Dy I'ensemble des points € U ou f est différentiable (au sens de Fréchet) et

admet une matrice jacobienne f’(z) € R™*"™.

Théoréme 1.1 (Rademacher). Soit une fonction f : U — R™ localement lipschitzienne
sur Uowvert U C R™. Alors, l'ensemble U \ Dy des points ot f n'est pas différentiable est
négligeable, i.e. pour tout ¢ > 0, il existe une famille de boites { By} d’hypervolume ¢, > 0 telle
que U\ Dy CUR, B* et Y12, €* < €; ainsi, Dy est dense dans U.

Démonstration. Voir [12], théoréme 3.1.1. 0

Par le théoréme de Rademacher, nous savons que Dy est dense dans U, i.e. U C D_f Par
conséquent, tout point x € U est limite d’au moins une suite {z} C Dy. Il est donc licite de

définir le concept de jacobienne limite (voir |4]) comme suit :

Définition 1.2 (Jacobienne limite). L’ensemble
Cc)Bf(IL') = {V = RIBAE S(Ik) C Df LT — .’B,f’(.ﬁf;k) —F V}

est appelé la jacobienne limite (aussi dénommée sous-différentiel de Bouligand, en bref B-sous-
différentiel) de f en z € U.

Il n’est pas forcément aisé ni de calculer ni de manipuler la jacobienne limite pour des
fonctions non lisses arbitraires. De plus, elle n’est pas particuliérement utile en optimisation
non lisse car elle ne permet pas d’obtenir des conditions d’optimalité. Pour remédier (du moins

partiellement) & ce probléme, nous introduisons la notion suivante (voir [4]) :

© Vincent Malmedy — Juin 2006 4



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

Définition 1.3 (Jacobienne généralisée de Clarke). La jacobienne généralisée de Clarke

de f en x € U est 'enveloppe convexe de la jacobienne limite de f en z : df(z) = conv(dg f(z)).

Par facilité, nous parlerons souvent de jacobienne généralisée en raccourcissant la termino-
logie complete.

Pour mieux visualiser ce que représentent ces notions, prenons 'exemple de la fonction

g= |l :R* = R: (z,y) — |z| + |y|.

I+l

7
7
A
Z

7
77

Y
7
%
7
7
7

FiG. 1.1. — g :R? - R: (z,y) — |z + |y| .

Cette fonction est différentiable aux points (z,y) ot zy # 0 (Dy = (Rg)?). Comme le

montrera la proposition suivante, la jacobienne généralisée est simplement la jacobienne

g (@ y) = (sgns': sgny) = Opg(z,y) = dg(z,y)

pour les points (z,y) € D, ou g est différentiable. Il reste donc & traiter lorigine et les points
dont une seule des deux coordonnées est nulle. Commencons par ce dernier cas ; soit par exemple
le point (0,n) (n > 0). La jacobienne limite de g en (0,7) est composée des limites de suites de
matrices jacobiennes de g prises en des points z3, € D, convergeant vers (0,7). En conséquence,

comme 77 > 0, & partir d'un moment les x; vont rester dans Ry x R{T.

(© Vincent Malmedy — Juin 2006 5



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

>

FI1G. 1.2. — La suite (z)) finit par rester dans Ry x Ry .

Or, dans cette partie du plan réel, les matrices jacobiennes de g sont soit (1 1), soit

(—1 1). 1l est alors évident que des suites & valeurs parmi ces deux matrices ne peuvent
converger que vers celles-ci; en outre, ces deux éléments sont effectivement atteint pour x;, =

(%,n) et xp = (——}5,77) respectivement. Nous concluons donc que la jacobienne limite de g en

(0,7) est
889(0177) - {(1 1) ) (”"1 1)}
et que la jacobienne généralisée de g en ce méme point est 'ensemble
09(0,m) = [-1,1] x {1}.

Par analogie, nous trouvons que

1 sgn(n)),({-1 sgn(n))} gl £ =108t n£0;

s =
BEG) sgn(&) 1), (sgn(¢) —1)} si€£#£0etn=0;

de méme, la jacobienne généralisée, qui est 'enveloppe convexe de dgg(&,n), est donnée par

[=1,1] x {sgn(n)} si&=0etn#0;

89(&7?) == { {Sgll(g)} % [__11 1] si ‘f 76 0 et n=20.

Le cas de 'origine est similaire mais au lieu d’avoir des suites pouvant prendre deux valeurs,
quatre possibilités sont ici offertes : (il il) (les + sont indépendants). La jacobienne limite
de g & l'origine est donc

o89(0,0)={(1 1), (-1 1),(x -1), (-1 -1)}

et la jacobienne généralisée est
dg(0,0) = [-1,1]2.

(© Vincent Malmedy —— Juin 2006 6
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A

v v v v |2 7 < <

v v v vl < v 7

v v v v | < < < 7

v v v v | @ 7 < i >
- »>

P » P 5| s 4 4 4

5 Py B &1 /e 4 4

s A P 5|4 4 4 4

P b N ) 4 a 4

Fia. 1.3. — Représentation de la jacobienne limite de g.

Nous donnons & présent quelques propriétés pour pouvoir travailler avec dg f et df :

Proposition 1.4. Quel que soit x € U, nous avons que :

(a) Ogf(x) est compact et non vide;

(b) Of(z) est compact, conveze et non vide ;

(c) Vapplication Opf : U — P(R"™*™) est localement bornée, i.e. pour tout x € U, il existe un
voisinage owvert N de x tel que | J e nny Ofp(x) est borné [12, p. 139);

(d) Uapplication d’ensembles Of : U — P(R™*™) est supérieurement semi-continue (et donc

fermée) i.e. pour tout x € U et pour tout voisinage ouvert V de df(x), il existe un voisinage
ouvert N' de x tel que Vy e N : 8f(y) CV [12, p. 139/;

(e) si f est contindment différentiable dans un voisinage de x € U, alors dgf(z) = 0f(z) =
{f'(=)}

Démonstration. Voir 4], proposition 2.6.2. O
Les deux premiéres propriétés permettront de parler de limite, minimum ou maximum sur

Op f(z) ousur df(z). La cinquiéme montre que la jacobienne généralisée est bien une extension

de la simple matrice jacobienne des fonctions de classe C, puisque dans le cas de ces fonctions,

il n’y a pas de différence entre les concepts de jacobienne simple, limite et généralisée.

1.2. Les fonctions semi-lisses

Nous souhaitons pouvoir travailler avec des fonctions qui ne sont pas forcément contint-
ment différentiables. Deux concepts plus faibles sont abordés pour ce faire : la différentiabilité

directionnelle et le caractére semi-lisse (voir [23] et [27]).

© Vincent Malmedy — Juin 2006 7



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

Définition 1.5 (Différentiabilité directionnelle). La fonction f est directionnellement

différentiable en 22 € U si les dérivées directionnelles

Fais) = i T = 1@)

T—0t T

existent dans toutes les directions s € R™.

Définition 1.6 (Semi-lisse). La fonction f est semi-lisse en z € U si elle est localement

lipschitzienne en z et que la limite
lim Vd

Vedf(otrd)
d—s, 7—0F

existe pour tous les s € R™. Nous notons S°(U, R™), I'ensemble des fonctions f : U — R™

semi-lisse sur U.

Remarquez que cette notation signifie que la limite est indépendante du choix de V €
Of(x + 7d) tout au long du processus de convergence.

Si nous reprenons notre exemple précédent, g est directionnellement différentiable au point
z=(0,1) et

gla+7s)—g@) | Jrsil+ |1+ Tsl ~ 1

! .
0,1);8) = lim
J(0,1;9) = lim LEET lim, -
. 14789 —1 .
= lim |S1‘+%= lim |51\+T—s2
0% T T—0+ T
= |s1| + 82

ou s = (81, $2). En effet, 14739 = 0 pour 7 suffisamment petit (s9 est fixé) et donc |1 + 7s9| —
1=14789 —1=r78ss.

La fonction g est aussi semi-lisse en = (0,1). En effet, supposons d’abord que s; # 0.
Comme d tend vers s, il s’en suit qu'a partir d'un moment d; # 0 et sgnd; = sgn 51 ; de méme
quand 7 — 0%, 7 > 0 devient suffisamment petit pour que = + 7d € Ry x R[T C Dy, d’ott
dg(x + 7d) = {(sgn(wl +7di) sgn(ze + ng))} = {(sgn dy 1)} ; la limite recherchée vaut

ainsi

s
limVd = éim (sgn dy 1) ( 1) = (sgn s1)s1 + s2 = |s1] + s2.
—s 89

Si en revanche s1 = 0,alors dy — 0d’ou Vs — Vasg avec V = (Vl T,/Eg) € dg(z+7d) € [-1,1]2.
Comme 7 — 0%, nous avons xg + 7dy = 1 4+ 7ds > 0 pour 7 > 0 suffisamment petit; de la
sorte, Vo = sgn(ze + 7dy) = 1 et nous trouvons sy comme valeur de la limite. Finalement en

regroupant les deux cas, nous trouvons que

lim Vd=|s1|+ 52
Vedg(z+rd)
d—s, T—0t

et done, g est effectivement semi-lisse en (0, 1).

(© Vincent Malmedy — Juin 2006 8



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

Notre attention est ici éveillée par le constat que cette limite correspond a la dérivée direc-
tionnelle. La proposition suivante et son corollaire vont nous indiquer quel rapport existe entre
ces deux expressions.

Proposition 1.7. Pour x € U, les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est semi-lisse en x;
(b) f est directionnellement différentiable et

sup  ||[Vs— f'(z;s)|| = olsll) lorsque s — 0.
Vedf(xz+s)

Démonstration. Voir [27|, théoréme 2.3. O

Le corollaire suivant fait le paralléle avec la propriété connue pour les fonctions de classe
C', a savoir que f'(z;s) = f/(x)s. Mais dans le cadre des fonctions semi-lisses, la jacobienne
généralisée n’est pas forcément réduite & un singleton et il faut donc adapter I'énoncé de cette

propriété :
Corollaire 1.8. Si f est semi-lisse en z, alors pour toult s € R",

fl(z;s) = lim Vs.
Vedf(ztrs)
70+

Rappelons que cette notation signifie que la limite est indépendante du choix de V €
Of(x + 78), c'est-a-dire que V' peut prendre n'importe quelle valeur dans 0 f(x + 7s) a chaque

instant du processus de convergence de 7 vers 0,

Proposition 1.9. Si f est semi-lisse en x € U, alors

|z +5) - f(@) — £/(@s5)]| = ofllsl) forsque s — 0.

Démonstration. Voir [27]. ‘ O

Nous proposons 4 présent quelques moyens pour pouvoir déterminer assez facilement si une

fonction est semi-lisse. Tout d’abord, la composée de fonctions semi-lisses 1’est aussi.

Proposition 1.10. Soient Uy un ouvert de R™ et Uy un ouvert de Rt Soient également les
applications localement lipschitziennes f1 : Uy — U et fo : Up — R™. Si fi est semi-lisse en
x € Uy et fy est semi-lisse en fi(x) € Ua, alors l'application composée f = fao f1: Uy — R™

est semi-lisse en x. De plus,
f'(ai-) = falfile); fil=;0))-

Démonstration. Voir [14], lemme 18. O
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Par ailleurs, une fonction est semi-lisse si et seulement s'il en est de méme pour ses com-

posantes :

Proposition 1.11 (Composantes semi-lisses). Une fonction f: U — R" :  — f(z) =
(fi(x))ien est semi-lisse sur Powvert U C R™ si et seulement si ses fonctions composanies f;
(i € n) sont semi-lisses sur U. De plus, pour tout i € n, dfi(x) = e;raf(a:) ot e; est le i-iéme

vecteur de la base canonique de R™.
Démonstration. Voir |30], proposition 2.10. O
Ensuite, pour les fonctions contintiment différentiables, nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.12 (Fonction contintiment différentiable). Si f : U — R™ est contind-

ment différentiable dans un voisinage de x € U, alors [ est semi-lisse en x.
Démonstration. Voir [13], proposition 7.4.5 (a). O
Le résultat est identique pour les fonctions convexes :

Proposition 1.13 (Fonction convexe). Si f : U — R™ est convere sur un voisinage de

x € U, alors f est semi-lisse en x.
Démonstration. Voir 13|, proposition 7.4.5 (c). O

Nous voyons ainsi que la fonction de notre exemple précédent g(z,y) = |z| + |y| est semi-
lisse.

Une autre classe importante de fonctions semi-lisses est celle des fonctions continfiment
différentiables par morceaux. Rappelons en quoi consiste cette notion (voir [12], définition
4.5.1) :

Définition 1.14 (C* par morceaux). Soit k € Nyg. La fonction continue f : U — R™ définie
sur Vouvert U C R™ est k fois contintiment différentiable par morceaux & proximité de z € U
g'il existe un voisinage V; C U de x et une collection finie de fonctions k fois contintiment
différentiables {f;};cy_allant de U dans R™ telles que

Vy € Vy: f(y) = {fl(y)a'--:me(y)}'

Si f est k fois contintiment différentiable par morceaux & proximité de tout z € U, la fonction

f est dite k fois continiment diftérentiable par morceaux sur U.

Notre fonction g(z,y) = |z| + |y| remplit cette définition puisque

z+y sizx=20ety>=0,

T —q siz>=0ety<0,
g(a:,y)= :

y—x siz<0ety=0,

—z—y siz<0ety<0.
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Elle est donc de classe C°° par morceaux.
De la méme fagon, nous définissons les fonctions semi-lisses par morceaux (|13|, p. 683)

comimme !

Définition 1.15 (Semi-lisse par morceaux). La fonction continue f : U — R™ définie sur
louvert U C R™ est semi-lisse par morceaux & proximité de z € U 'l existe un voisinage
V, C U de z et une collection finie de fonctions semi-lisses { f; };c . allant de U dans R™ telles
que

VyeVe: fly) e {h®),. .., In.(¥)}.

Si f est semi-lisse par morceaux & proximité de tout x € U, la fonction f est dite semi-lisse

par morceaux sur U

La proposition suivante va nous permettre de faire le lien entre les caractéres continiment

différentiable par morceaux et semi-lisse.

Proposition 1.16. Si f: U — R™ est semi-lisse par morceaus & prozimité de x € U, alors f

est semi-lisse en x.
Démonstration. Voir [13], proposition 7.4.6. O

Corollaire 1.17 (Fonction continiment différentiable par morceaux). Si f : U — R™

est contintiment différentiable par morceaux sur U, alors f est semi-lisse sur U.

Démonstration. Si nous nous plagons en un point particulier zg € U, il existe une collection
finie de fonctions continGment différentiables {f;};c tel que cela est affirmé par la définition
1.14. Or par la proposition 1.12, ces fonctions sont aussi semi-lisses, ce qui permet de satisfaire
la définition de fonction semi-lisse par morceaux & proximité de zg. Enfin, par la proposition
précédente, nous obtenons que f est semi-lisse en xy. Dés lors, comme zy était choisi arbitrai-

rement dans U, f est semi-lisse sur U tout entier. |

En application de ce résultat, nous retrouvons le fait que g(z,y) = |z| + |y| est semi-lisse
en tant que fonction contintment différentiable par morceaux.
La propriété suivante de régularité est essentielle pour assurer une convergence locale rapide

des méthodes de type Newton :

Définition 1.18 (BD-régulier). Le point z € U est dit BD-régulier pour f si tous les

éléments de la jacobienne limite g f(z) sont non singuliers (voir [23]).

Le résultat suivant exprime le fait que si un point est BD-régulier, tous les points suffisam-
ment proches le sont aussi et qu’en ces points, l'inverse des éléments de la jacobienne limite
est bornée en norme. En outre, si la fonction est semi-lisse, la distance entre les images de
deux points est localement bornée inférieurement — et supérieurement, du fait du caractére

localement lipschitzien — par un multiple de la distance séparant ces points.
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Proposition 1.19. Soit z € U un point BD-régulier pour f. Alors il existe ¢ > 0 et C > 0 tels
que pour tout y tel que ||y — z|| < €, tout V € dgf(y) est non singulier et vérifie HV“1H £ 0.

Si de plus, [ est semi-lisse en x, alors il existe § > 0 et { > 0 tels que

If (=) = F@I = ¢ lly — |

pour tout y € R™ tel que ||y — x| < 46.

Démonsiration. Voir [23], proposition 3. O

1.3. Les fonctions semi-lisse & ’ordre p

Nous parvenir & une vitesse de convergence quadratique des algorithmes qui seront présentés
dans la suite de ce mémoire, nous aurons besoin d’imposer une condition un peu plus forte que
le caractére semi-lisse : le caractére semi-lisse & ’ordre p ou 0 < p < 1. Il s’agit d'une relaxation
semi-lisse de la différentiabilité continue au sens de Holder, de fagon semblable a ce qui a été
fait précédemment pour les foncions contintiment différentiable. Voyons donc auparavant ce

qu'est la continuité au sens de Hélder (voir [10], notation 5.1) :
Définition 1.20 (Continuité au sens de Hélder). Soit 0 < p < 1. La fonction continue

bornée f: U — R™ est continue a 'ordre p au sens de Holder si

wp 1@ = 7@

b < +00.
z,yel, z#y ||a’,' - y”

Notez que le cas p = 1 est la continuité de Lipschitz habituelle. Nous pouvons alors définir
le caractére semi-lisse a Pordre p (0 < p € 1), de fagon analogue au caractére semi-lisse fourni

par la proposition 1.7 :

Définition 1.21 (Semi-lisse a ’ordre p). Soit 0 < p < 1. La fonction f: U C R™ — R™
est dite semi-lisse & lordre p en un point x € R™ si elle est localement lipschitzienne en =,

directionnellement différentiable en z et satisfait

sup  ||[Vs— flz,s)|| = O(||s|"*?) lorsque s — 0.
Vedf(z+s)

Nous noterons SP(U,R™), I’ensemble des fonctions semi-lisses & l'ordre p sur U (voir [27]).

Notez la différence entre le petit « o » pour les fonctions semi-lisses, tandis qu’il s’agit d’un
grand « O » pour les fonctions semi-lisses a ’ordre p.

Une fonction semi-lisse & Uordre p = 1 sera dite forlement semi-lisse.

Proposition 1.22. Si0 <p <1 et que f est semi-lisse ¢ ordre p en x € U, alors
| #(a+5) = () = )| = Ol ™) torsque s — 0.
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Démonstration. Voir [27]. O
De méme que pour les fonctions semi-lisse (voir proposition 1.10), la composée de fonctions
semi-lisses & l'ordre p l'est aussi.

Proposition 1.23. Soient Uy un ouvert de R™ et Uy un ouvert de R, Soient également les
applications localement lipschitziennes fi : Uy — Uy et fo 1 Uy — R™. Si fi est semi-lisse
a lordre p avec 0 < p < 1 en z € Uy et fo est semi-lisse a Uordre p en fi(z) € Uy, alors

Uapplication composée f = fao fi : Uy — R™ est semi-lisse @ l'ordre p en z. De plus,
f(z5) = fo(fr(@); fi(=; )
Démonstration. Voir [14], théoréme 21. O

Nous avons la méme relation entre la fonction et ses composantes dans le cas semi-lisse a

lordre p que dans le cas semi-lisse traité par la proposition 1.11 :

Proposition 1.24 (Composantes semi-lisses a I'ordre p). Une fonction f: U - R" ; z —
f(@) = (fi(x))ien est semi-lisse & Pordre p (0 < p < 1) sur Uouvert U C R™ si et seulement
si ses fonctions composantes f; (i € n) sont semi-lisses & Uordre p sur U. De plus, pour tout

i€mn, dfi(z) = egaf(:c) ot e; est le i-iéme vecteur de lo base canonique de R™.

Le résultat suivant est 'analogue de la proposition 1.12 mais cette fois, pour les fonctions

semi-lisses & 'ordre p :

Proposition 1.25. Si f admet en x une dérivée continue & Uordre p (0 < p < 1) au sens de

Holder, alors [ est semi-lisse o Uordre p en x.
Démonstration. Voir |13, proposition 7.4.5 (b). O

En particulier, la continuité au sens de Lipschitz étant synonyme de la continuité a 'ordre 1
au sens de Holder, nous pouvons en conclure que toute fonction contintiment différentiable

possédant une dérivée lipschitzienne est semi-lisse 4 'ordre 1, c’est & dire fortement semi-lisse.
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Chapitre 2.

Les problémes de complémentarité

2.1. Présentation du probléme

Différents problémes. Nous allons ici vous présenter le concept central sur lequel ce mé-
moire est basé : les problémes de complémentarité. En toute généralité [12], ils se présentent

comme la recherche de vecteurs z € R™ vérifiant

(f(z),9(x)) =0, flz)eK et g(z)e K"

oit K est un cone et K* le cone dual, tandis que f et g sont deux fonctions lisses de R™ dans

R™. Dans de nombreux cas, K = (RT)" = K*. Le probléme se récrit alors
(f(z),9(x)) =0, f(z)=20 et g(z)=0.
Lorsque la seconde fonction est l'identité g = id : © — x, nous arrivons aux conditions
(f(z),z) =0, f(z)=0 et >0

qui constituent le probléme de complémentarité non linéaire.
Dans le cas oi, en plus, f est affine, ie. f: 2z — a+ Mz (a € R",M € R™™"), nous

parlerons alors d'un probléme de complémentarité linéaire :
(a+Mz,z) =0, a+Mz>20 e z2=0.
1l existe une extension de ce cas linéaire aux problémes formulés comme suit :
(y,2) =0, Ny—Mz=a, y20 e z20;

on lui donne le nom de probléme de complémentarité linéaire étendu. Dans le cas ou N = I,
nous avons ¥ = a + Mz et donc, nous retrouvons le probléme de complémentarité linéaire.

Parfois, un systéme d’équations supplémentaire est aussi ajouté aux conditions du probléme
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de complémentarité non linéaire :
(f(a:,y),w):(], e(m,y)=0, f(.’L‘,y)BD et ©2=20

otz € R, y € R et fe: R x (RT)"2 — R™. Nous dirons qu’il s’agit de problémes
de complémentarité miztes car ils mélangent la condition de complémentarité & un systéme

d’équations non lié par les contraintes de positivité sur la seconde variable .

Adéquation de la dénomination. Le terme complémentarité se référe i 1'équation

(f(z), g(x)) =0

qui se développe, & cause des contraintes de positivités, en

fi(z)gi(z) =0, Vien.

Il y a complémentarité dans le sens que si I'un des deux facteurs est strictement positif, 'autre
doit étre obligatoirement nul. On retrouve cela dans les conditions de Karush-Kuhn-Tucker

développée ci-aprés.

2.2. Exemples de problémes de complémentarité

Il est intéressant de savoir résoudre les problémes de complémentarité car ils forment une
classe de problémes trés large et dont on peut trouver des applications dans de nombreux

domaines. Nous n’en présenterons ici que quelques uns.

2.2.1. En optimisation

De tels problémes surgissent fréquemment en optimisation; songeons par exemple aux
conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker pour la recherche d’extrema d’une fonction

objectif non linéaire avec contraintes de positivité :

{ min f(z)

s elz) =20

o f:R" - Retc:R™ — R™: x+— (ci(x))icn. Les conditions de Karush-KKuhn-Tucker sont

alors :

Vi@) = X AVe(z) = CT(z)A
(c(z),\) = 0, ¢(z)=20, Az0

avec A € R™ et C'(z) = ¢(x) est la matrice jacobienne de la fonction ¢. 1l s’agit d’un probléme

d’un probléme de complémentarité mixte ot le couple (z,y) de la définition est ici remplacé par
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(A, ) et ot les fonctions f(z,y) et e(z,y) sont devenues c(z) et V f(z) — CT X respectivement.

2.2.2. En physique

Comme toujours, la physique regorge d’exemples pour les concepts mathématiques. Les
problémes de complémentarité permettent ainsi de modéliser notamment des problémes de
contact avec friction ou encore des problémes d’élasticité/plasticité de matériaux (voir [12]

pour un développement de ce second exemple).

Problémes de contact avec friction. Les problémes de contact consistent & prédire le
mouvement de plusieurs corps qui peuvent entrer en contact. Ce probléme a de nombreuses
répercussions dans I'imagerie virtuelle ou la robotique. Dans ce dernier domaine, le phénoméne
de friction joue un réle particuliérement important : c’est par exemple grace a lui qu’un bras-
robot peut saisir une charge a déplacer.

Nous trouvons de fagon naturelle une relation de complémentarité (les conditions de contact
de Signorini) entre d'une part la force de contact normale et d’autre part, I'éloignement des
objets considérés. Elles représentent en effet toujours des quantités positives et dont chacune
est nulle si ’autre ne l’est pas.

Physiquement, cela veut dire que si les objets ne se touchent pas, il n'y a pas de force de
contact et inversement, que si la force de contact est non nulle, les objets sont obligatoirement en
contact. La positivité de la force de contact normale correspond au fait qu'il ne peut s’agir que
d’une force de compression sur l'autre objet en contact. De méme, la positivité de 1’éloignement
des objets signifie qu’ils ne peuvent s’interpénétrer. Il ne s’agit pas forcément d'une distance
au sens classique mais simplement d’une fonction qui est négative si les objets s’interpénétrent,
nulle s’ils se touchent seulement et positive s’ils ne sont pas en contact.

Si nous prenons I’exemple d’une sphére (repérée dans I’espace par son centre (zg, ¥o, 20)) et
d’un plan (supposé fixe avec pour équation z = (), I’éloignement entre ces deux corps est alors

|z0| — & ot R est le rayon de la sphére.

Fia. 2.1. — Hlustration d'un probléme de contact : une sphére roulant sur un plan.
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Les phénomeénes de friction font intervenir, en sus des forces normales F;,, des forces de
contacts tangentielles Fy. Ensemble, elles doivent satisfaire le principe de dissipation maximale
de P’énergie. Le probléme d’optimisation qui en résulte (développé dans [2, 12]) peut aussi étre
reformulé comme un probléme de complémentarité mixte. Un cas particulier de ce principe
est la loi de friction de Coulomb qui indique que la force de frottement est en sens opposé du
glissement (v).

Les deux problémes de complémentarité ainsi obtenus doivent encore &tre complétés par la
troisiéme loi de Newton qui indique que la somme des forces (extérieures et de contact) agissant
sur un corps est égale au produit de la masse de celui-ci et de son accélération. Au final, le
systéme formés par ces corps éventuellement en contact se traduit mathématiquement par un

probléme de complémentarité linéaire mixte [1].

2.2.3. En économie et en finance

Equilibre walrasien. En 1874, ’économiste frangais Léon Walras a mis au jour un probléme
de base en économie mathématique dans un contexte de pur échange et qui porte aujourd’hui
son nom. Dans les années 1950, Arrow et Debreu y ont inclu les composantes de production et
de consommation. Les travaux de Debreu furent méme récompensés par le prix Nobel d’éco-
nomie en 1983, en remerciement de son réle de pionnier dans ’économie mathématique. La
présentation que nous donnons ici du probléme d’équilibre walrasien est celle de L. Mathiesen
(reprise dans [12]).

Considérons m activités économiques et n biens de consommation. Le coiit unitaire de
réalisation de l'activité ¢ € m est ¢; et la quantité initiale du bien j € n est b;. Les inconnues
sont les volume d’activité y; et les prix de vente des biens p;. La fonction de demande du bien j
notée d;(p) est une fonction des prix des différents biens. On note encore par A(p) la matrice de
production : a;;(p) représente la quantité de bien j produite par 'activité ¢ lorsque le vecteur
de prix est égal & p. Ainsi, A(p)”y donne la quantité de chaque bien produite par 'ensemble
des activités économiques et A(p)p indique le chiffre d’affaire unitaire de chacune des activités.
Nous dirons qu'une paire d’activités et de prix (y,p) est un équilibre si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :
(y,c— Alp)p), c—AlP)p=0 et y=0;

(p,0+ A(p)Ty—dp), b+APTy—d(p) =0 et p>0,

La premiére condition signifie que le volume des activités économiques est positif et que la
perte (colits — recettes = ¢ — A(p)p) est positive. Toutefois, les activités non rentable (i.e.
qui génére une perte strictement positive) ne sont pas effectuée (y; = 0); inversement, si le
volume d’activité est strictement positif, alors la perte générée par cette activité est nulle,
c¢'est-a-dire qu'il y a équilibre. La seconde condition signifie que les prix sont positifs et que
Poffre (b+ A(p)Ty) doit étre suffisante pour satisfaire la demande d(p). De plus, si le prix est

strictement positif, alors 'offre correspond exactement a la demande ; inversement, si I’offre est
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strictement supérieure a la demande, cela implique que le bien considéré est gratuit.

Nous avons ainsi abouti & un probléme de complémentarité non linéaire avec

z=(y,p) et f(z)=(c—A(p)p,b+Alp)Ty— d(p)).

Pour facilité la compréhension de ce probléme, nous avons explicité ce que peuvent repré-
senter les différentes variables dans un cas concret. Par exemple, nous pouvons prendre comme
activités économiques, m exploitations agricoles et comme biens de consommation, n produits
agricoles. Le volume d’activité peut prendre la forme du nombre d’hectares cultivés y;, avec un
coiit de culture & I'hectare constant qui vaut ¢;. Les inconnues sont ainsi la superficie cultivée
par chaque agriculteur ¢ ainsi que les prix p; des productions. Toutefois, chaque exploitant
ne produit pas forcément de tout ni dans les mémes quantités ; la matrice A(p) reprend cette
information : a;;(p) indique la production de 'agriculteur ¢ pour le bien j lorsque les prix sont

fixés a p.

Modélisation des options en bourse. En bourse, il est intéressant de pouvoir décrire les
variations du cours des produits financiers ; en particulier, les options' sont des placements trés
risqués pour lequel il est évidemment utile de connaitre la fagon dont ils fluctuent. En 1973,
Black et Scholes ont ainsi modélisé le comportement des options européennes, ce qui a valu le
prix Nobel d’économie & Scholes en 1997.

Dans [12], Facchinei et Pang formulent le cas (plus compliqué) des options américaines sous
forme d’un probléme de complémentarité. Une méthode de résolution multi-grilles du probléme

des options américaines est en outre présentée dans [22] par Oosterlee.

2.3. Piste pour la résolution

Il faut distinguer les problémes linéaires et ceux qui ne le sont pas. En effet, pour les
premiers, les méthodes de résolution connues sont plus nombreuses : outre les techniques non
linéaires qui leur sont évidemment applicables, il est possible d’utiliser des algorithmes tels que
celui de Lemke (qui converge en un nombre fini d’itérations; voir [7]) ou le logiciel PATH de
Dirkse et Ferris [9].

En ce qui concerne les problémes non linéaires, la plupart des méthodes existante (voir par
exemple [6]) passent par une fonction (mérite) de complémentarité ¢ : R2 — R qui satisfait la

condition :
dz,y)=0 & z20,y=20, zy=0

Admettons pour U'instant qu'une telle fonction existe et utilisons-la pour reformuler le probléme

'Une option est un instrument financier octroyant a son propriétaire le droit (et non I'obligation) de vendre
(put) ou d’acheter (call) une action a un cours déterminé endéans une période déterminée (option américaine)
ou bien & une date fixée (option européenne).
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de complémentarité. Avec f = (f;)ien €t g = (i)icn, nous construisons la fonction

P = ((P‘i)‘iEﬂ R" > R":z— (¢(fi($)!gi($)))162’

de sorte que le probléme se récrit de fagon équivalente comme

& #(fi(z),0i(z)) =0, Vien
& fi(z)gi(z) =0, fi(z) 20, gi(z) 20, Vien
& (f(z),9(z)) =0, f(z) 20, g(z) = 0.

Ainsi, il sera possible d’appliquer & ce probléme les techniques connues pour la résolution des
systémes d’équations. Mais encore faut-il que la fonction ® remplisse certaines caractéristiques
de régularité pour satisfaire les hypothéses imposées par ces méthodes de résolution. Le choix
de la fonction de complémentarité a ainsi toute son importance car elle va déterminer (en

partie) les propriétés de régularité de la fonction @ dont nous cherchons les zéros.

2.4. Quelques fonctions de complémentarité
Une premiére possibilité pour ¢ est la fonction minimum :
min : R?* - R : (z,y) — min (z,y).

Elle remplit bien les conditions de la définition puisque si min(z,y) =0, alors z =0 ou y =0
donc zy = 0, et de plus 0 = min(z,y) < z,y; si réciproquement z,y > 0 et zy = 0, c’est-a-dire
que z = 0 ou y = 0, alors min(z,y) = 0. Cette fonction est en outre concave, continiiment
différentiable sauf sur la premiére bissectrice du plan {(z,z):z € R} C R? et dont le carré

min? est contintiment différentiable sauf sur cette méme droite.

min(x,y)

JTTTT] T7C

06} [ ‘

o s ' L L L s . L 1
=1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1
X

F1G. 2.2, — La fonction minimum.
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Le fait que le carré de la fonction soit de classe C! serait pourtant fort utile car cela
permettrait que le carré de la norme (euclidienne) de @ soit continiiment différentiable pour
peu qu'il en soit de méme pour f et g (puisque ||®[|* = 3= ¢*(£, g)). Nous souhaiterions garantir
cette propriété afin de pouvoir minimiser le carré de la norme de ® par des méthodes avec
dérivées connues (du type Newton) et ainsi trouver des candidats-solutions de I'équation ®(z) =
0.

En 1976, Mangasarian [19] a proposé un large choix de fonctions de complémentarité, en

démontrant la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit ( : R — R une fonction strictement croissante avec {(0) = 0. Alors,

Oran : R? = R : (2,9) = ((la = b)) = {(b) — {(a)
est une fonction de complémentarité.
Démonstration. Voir [12], page T4. O

En particulier, lorsque ¢ est l'identité sur R, nous trouvons —2 min(z, y) qui est & un fac-
teur prés la fonction de complémentarité proposée précédemment. L’avantage de ce résultat
est qu'en choisissant correctement la fonction ¢, nous pouvons obtenir des fonctions ¢aran
aussi différentiables que souhaité. Par exemple, en prenant ¢ : ¢ + t|¢|, la fonction ¢psqy, est

de classe C1; ou encore, avec ¢ : t — t3, cette fonction est deux fois continiiment différentiable.

Néanmoins, les approches les plus modernes préférent utiliser des reformulations non conti-
niiment différentiables, mais seulement semi-lisses [30]. La raison en est que lorsque I'on fait
le choix d’une reformulation contintiment différentiable, alors le gradient de la fonction mérite

est donné par :

V() = ding ( 52(0(0), (o)) V(o) + ding (500, 1u(0))) V).

Or, comme ¢(¢,0) = 0 = #(0,t) pour tout ¢ = 0, nous avons que V$(0,0) = (0,0). Par
conséquent, si la condition de complémentarité stricte est violée pour la 7-iéme composante, i.e.
gi(z) = 0 = hi(z), alors la i-iéme composante du gradient de @ est nulle et donc la méthode de
Newton n’est pas applicable dans ce cas. Au contraire, avec des reformulations semi-lisses non
continfiment différentiables, il sera possible de garantir que tout élément du gradient généralisé
soit en dehors d'un voisinage de 0 en chaque point du plan R2. Il n’y aura alors pas besoin
d™une hypothése de complémentarité stricte comme dans le cas de reformulations de classe C1.

Une fonction couramment utilisée dans ce cadre est celle de Fischer-Burmeister :

drp:RE SR (z,9) — a2+ 42—z —y.
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Fia. 2.3. — La fonction de Fischer-Burmeister.

Proposition 2.2. La fonction de Fischer-Burmeister ¢ppp est une fonction de complémentarité
contindment différentiable sauf a l'origine, convesze et dont le carré % est partout contindiment
différentiable. Cette fonction est en oulre fortement semi-lisse avec ||V| = V2 — 1 pour tout
V € 0¢rp(x) et pour tout z € R

Démonstration.

(i) Siz,y = 0 et zy = 0, alors & ou y est nul. Disons qu'il s’agit de z; alors ¢pp(z,y) =
\/372'— y = 0 car y = 0. Réciproquement, si ¢pp(z,y) =0, z+y = m et en
prenant le carré des deux cotés, nous trouvons z? + y? + 2xy = 22 + y?, d’ott zy = 0. Il
suit que soit z soit y est nul; admettons qu’il s’agit de x. Dés lors, y = \/y_g = |y| et par

conséquent z,y = 0.

(ii) Par la définition de ¢pp, nous trouvons directement que pour (z,y) # (0,0),

ratei) = (71 =1
ra(@Y) = are — 1 Vateg
et que cette dérivée est continue sur le plan R? privé de l'origine.

(iii) Pour montrer que la fonction de Fischer-Burmeister est convexe, il faut prouver que
Vte0,1], Va,beR?: torpla) + (1 — t)dprp(b) = drp(ta+ (1 —1)b).

Toutefois, comme ¢prp est continue sur le plan réel, il suffit de prouver cette inégalité
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pour ¢ = 3 [17]. L'expression se récrit alors :

1

5 (\/a%-i—a%—al—ag-i-\/b%-ivb%bl ~62)
> a1+b1 & az+bs 4 ai1+by ag+by
A7) + ( 2 - Tz T2

& a%+a%+\/b%+b§>\/(a1+b1)2+(a2+bz)2
& lall + ol = [la + o

qui est vraie par I'inégalité triangulaire avec a = (a1, a2) et b = (b1, ba).

(iv) En ce qui concerne ¢2 5, elle est contintment différentiable avec comme dérivee

(¢%5) (z,y) = 26rB(2,y) (\/mzwﬂz =1 \/Engyz h 1)

sauf en (z,y) = (0,0). A lorigine, cette dérivée (¢%5)'(0,0) vaut (0 0), c¢’est-a-dire
que
o Bp(0+ 51,0+ 52) — ¢55(0,0) — (0, 9)
s=(0,0) s

=0
ou s = (81, 82). Cette limite vaut en effet :

. ¢%‘B(51a32) - . (\/S%‘FS% — 8 —82)2
lim —=———= = lim
s—(00) s s—(0,0) /53 + 52
; 81+ 52)2
= lim /s?4+52—2(s1+ (—
S VoLt —2st et Tamg
2, 2
: 48 28189
= lim §2 4 52 — 2(s1 + 89) + 1T %
I A I AR I v RN
2 3
= lim 2¢F‘B(31: 52) -+ 5152

s=(0,0) Vst +s3

28182

= lim =0
=00 /52 + 53
car par la positivité du carré (|s1| — |sa])* = s? + 52 — 2|s189| = 0, nous avons
23182

2
< |.s152\ f—2|s132 -0
£/ 2 |s132

o]

lorsque s tend vers 0.
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Posons r = /2% + y?2 et vérifions que (¢p%p) (z,y) est continue en 0 :

lim  [(¢%p) (z,9))

lim 2(\/$2+y2—:ﬂ—y)(L 1)

()~ (0,0) (2.4)—(0,0) V2
= li o r—2— -
(@1 )IEIEU»U) ey -r)
. TE — BT — YT
= 2 lm —FFF——=(r—az-
(=,y)—(0,0) r ( v)
- 2. lim -—z— TH 0.

(zy)—(0,0)  /x?+y? B

En effet, par I'inégalité des moyennes? (cas 1 < 2),

2 2
|33|+|y|g |2+ 2| + |y] < V3.
2 2 /$2+y2

et par conséquent,

Tty =] + [yl

lorsque (z,y) — (0,0). Le méme raisonnement est applicable pour la seconde composante

<V2lz| -0

OS'— < |z

(il suffit de permuter et y), d’out finalement (¢%5) (z,y) — (0 0) lorsque (z,y) — (0,0).
Dés lors, QB%B est partout continiiment différentiable.

(v) La fonction de Fischer-Burmeister ¢pp est fortement semi-lisse sur RZ en tant que fonc-
tion différentiable (proposition 1.12) avec un gradient lipschitzien (car de classe C'™)
sur cet ensemble. Il reste & voir que ¢pp est aussi fortement semi-lisse a ’origine. Nous

pouvons calculer que :

¢rp(td) — dpp(0) _ . drp(td) _ . térs(d)
t t—0t t t—0t t

Prp(0;d) = tl_i}gl+ = ¢rp(d).

Alors par la proposition 1.22, ¢ppg est fortement semi-lisse a 'origine puisque
|prB(0+d) — drp(0) — ¢rp(0;d)|| = |l¢Fa(d) — 0 — ¢pp(d)|| =0= o(|ld|*)

quand d — 0. Nous en concluons que ¢rp est fortement semi-lisse sur le plan réel.

(vi) Vu la définition du gradient de ¢pp sur ]R%, celui-ci appartient au cercle C de centre

(—1,—1) et de rayon 1. Nous constatons que le gradient de ¢pp a la méme valeur sur

?Inégalités des moyennes ([17], p. 19) : Soient r < s deux réels non nuls et {z;}._ C R™, alors la moyenne

ien

1/r 1/s
PRt B i . e . : Yo 3 i r L 5
d’ordre r de ces nombres x; est inférieure a leur moyenne d’ordre s, i.e. (n_ > ien a:i) < (n > ién zi) :
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n'importe quelle demi-droite partant de 'origine, car

ia T

@@ VEiE
pour tout ¢ > 0. Par conséquent, la jacobienne limite & 'origine comprend le cercle C.
Mais, elle ne peut comprendre davantage de points car elle est incluse dans la fermeture
de 'ensemble des gradients sur R3 qui est ledit cercle. Ainsi, Og¢rp(0) = C et dppp(0)
est la boule de centre (—1,—1) et de rayon 1. Il suit que ||V| = /2 — 1 pour tout
V € O¢rp(z) et pour tout z € R2.

O

Plusieurs variantes de cette fonction de Fischer-Burmeister ont été développées durant les

derniéres décennies. Ainsi, Luo et Tseng 18] ont notamment utilisé la fonction :

¢LT: (:n,y)»—» ||($,y)||q—w—y, (q> 1):

ot |||, est la norme q. Pour ¢ = 2, nous retombons évidemment sur ¢pp. Nous trouvons aussi

chez Kanzow et Kleinmichel [16], la fonction de complémentarité

Vi -y)?2+q 2zy-z—y
2—gq

bxi : (z,y) - ; (0<€g<2).

Celle-ci redonne la fonction ¢pp pour ¢ = 1 et la fonction —min pour ¢ = 0. Chen, Chen et
Kanzow |3] ont, pour leur part, proposé plusieurs versions pénalisées de la fonction de Fisher-
Burmeister :

dcex : (m,y) = dpp(z,y) —qriyy, (¢ 20),

def el
avec 4 = max(0,x); ou encore de fagon équivalente,

bcoxe  (z,y) = (1= q)drp(z,y) —qriyy, (0<g <),

qui sont toutes deux égales & ¢pp pour g =0

Chacune de ces fonctions est fortement semi-lisse. Les fonctions ¢rr et ¢y sont conti-
niiment différentiable sauf & l'origine, tandis que ¢ocxi 'est sauf sur la frontiére du premier
quadrant. Comme pour la fonction de Fisher-Burmeister, on peut montrer que le carré de
ces différentes fonctions est partout continiment différentiable. Pour de plus amples informa-
tions sur ces fonctions de complémentarité, le lecteur est invité a consulter [13], pages 859 et

suivantes, ainsi que les trois articles susmentionnés.
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Chapitre 3.

Résolution d’équations par une
méthode de région de confiance non

monotone

Comme indiqué précédemment, nous avons besoin d’'une méthode pour résoudre la refor-
mulation équivalente du probléme de complémentarité : ®(x) = 0. Nous allons ici développer

I'algorithme que Michael Ulbrich propose dans son article [29].

3.1. Définition du probléme

Nous envisageons un systeme d’équations non linéaires et non lisses sous contraintes simples :
Hiz)=0, e X (3.1.1)

ot H est une fonction & valeurs dans R™ et définie sur un ouvert /' C R" contenant le domaine
admissible X = [ [, [li, w] (avec l; € RU{—00}, u; € RU{+00}); nous supposons que l; < u;
pour tout ¢ € n, sinon la valeur z; est complétement déterminée et il n’y a plus de raison de la

chercher. Nous faisons deux hypothéses :
(H1) la fonction H est semi-lisse ou mieux, semi-lisse & ordre p (0 < p < 1);

(H2) les composantes H; de la fonction H sont continiment différentiable sur U\ H;'(0).

Reformulation. Nous reformulons (3.1.1) en un probléme de minimisation :

{ min  h(z) (3.1.2)

sc. zeX

ol i
h:U—-RY iz §||H(m)||2
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Equivalence. Lorsque le probléme initial posséde une solution, il est équivalent & sa refor-
mulation. En effet, si z* est solution de (3.1.1), i.e. H(z*) = 0, alors h(z*) = | H(z*)||* = 0et
z* est donc un minimum (global) pour (3.1.2). Réciproquement, si z est solution de (3.1.2) et
qu’il existe une solution z%; de (3.1.1), cette derniére valeur est aussi une solution du probléme
de minimisation; par conséquent, h(z}) = h(z}) = 0 et z}, est de ce fait, une solution du
probléme initial. Il faut toutefois remarquer que cette seconde implication ne vaut que si le
minimum trouvé est global, ce qui est difficile & garantir dans la pratique algorithmique en
I’absence de convexité. En résolvant numériquement le probléme de minimisation, nous par-
venons par conséquent & des candidats-solutions qu'il faut vérifier en les substituant dans le

systéme d’équations initial.

Différentiabilité de I’objectif. Comme cela sera démontré au lemme 3.6, les deux hypo-

théses que nous avons posées garantissent que h est contintiment différentiable sur U, ce qui

va nous permettre de remplir un certain nombre d’hypothéses des techniques de région de

confiance que nous allons utiliser par la suite pour résoudre le probléme de minimisation.
Comme nous souhaitons que cette propriété soit vérifiée par la suite, nous la prenons comme

hypothése a la place de (H2) :

(H2bis) h est continiment différentiable sur U.

Notez qu’en conjonction avec hypothése (H1), ’hypothése (H2bis) est plus faible que (H2).

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker. Le probléme de minimisation s’écrit encore comme

{ min  h(zx)

sc. z—1{=20, u—x2>=0.
Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker de ce probléme sont donc :

Vh(z) = Y0 MiVa(i — L) + V(s — @) = X — p
I<z<uy, A2z0, pu=0;
(z; — )X =0, (u;— zi)pi =0, Vien.

oll A, it € R™ sont les multiplicateurs de Lagrange du probleme. Nous pouvons aussi réexprimer
ses conditions en fonction de la valeur des z; (¢ € n). En effet, si l; < @; < u;, alors \; = 0 = p;
et donc il faut que [Vh(z)]; = 0. Si &; = l; < w;, alors y; = 0 et donc [Vh(z)]; = A =2 0. Si
enfin, z; = u; > l;, alors \; = 0 et donc [Vh(z)]; = —p: < 0. En rassemblant les trois cas, nous

trouvons donc que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont équivalentes a

[Vh(z)]; = 0 lorsque l; < z; < u
[Vh(z)];, = 0 lorsque z; =1I; , Vi€En. (3.1.3)
[Vh(z)], < 0 lorsque z; = u;
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Pistes pour la résolution. Pour obtenir une convergence locale superlinéaire voire quadra-
tique de l'algorithme, nous utiliserons tout d’abord une méthode de type Newton accompagnée
d’une projection sur X afin de sauvegarder la réalisabilité des itérées (section 3.2.). Toutefois,
ces méthodes de type Newton ne sont pas globalement convergentes. Pour garantir la conver-
gence globale, il faut utiliser en plus d’autres techniques comme les recherches linéaires ou les
régions de confiances (voir [13], chapitre 8). Suivant le choix de M. Ulbrich, nous avons opté
pour les techniques de région de confiance non monotone pour globaliser la convergence de

notre premier algorithme (section 3.3.).

3.2. Meéthode de type Newton avec projection

Dans cette section, nous développerons un algorithme de type Newton avec projection pour
résoudre le probléme de minimisation (3.1.2). Une étude de sa convergence locale sera ensuite
réalisée. La convergence globale n’est pas développée car nous savons que les méthodes de type

Newton n’en sont pas pourvue.

3.2.1. Présentation de I'algorithme

Soit C' une partie fermée convexe non vide de R™. L’opérateur de projection sur C' est défini
comme

Po:R" = C: 2z argmingeo |y — 7 .
En ce qui concerne notre probléme, nous allons projeter chaque nouvelle itérée sur X afin
de maintenir sa réalisabilité; le coiit de cette projection est minime puisque la projection sur
X = [Lienlli, us] est donné par

Px(z) = max (I, min (z, u))

ol les minima et maxima sont pris composante par composante :

A
[P (@), = P ()
Uy
L
R — > T
l; Uj
Fia. 3.1. — Graphe de la projection agissant sur une seule composante.
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Nous sommes maintenant prét pour dévoiler notre premier algorithme :

Algorithme 3.1 (Méthode de type Newton avec projection).
Etape 1. Choisir zo et poser k= 0.
Etape 2. Si H(xy,) =0, alors STOP.

Etape 3. Choisir une matrice non singuliére My, € R™ ™ et calculer le pas de type Newton

sV en résolvant le systéme Mysy = —H(zy).
Etape 4. Calculer la projection de sf) sur X —wy, : stV = Px(zy, + sy) — zp.

FEtape 5. Mettre & jour : xpyq = z5 + SEN s k=k+1; aller a Uétape 2.

Ce premier algorithme présente deux différences par rapport & la méthode de Newton
classique. La premiére réside dans le calcul du pas SL{V & ’étape 3 ol nous tolérons de prendre
une matrice My légérement différente de la jacobienne généralisée (celle-ci étant réduite a la
simple matrice jacobienne dans le cas de fonction de classe C1); la latitude permise & cet égard
sera explicitée dans la théorie de la convergence développée infra. L'idée d'une telle méthode de
Newton semi-lisse fut introduite en 1993 par Qi et Sun [27], puis en 1995, Martinez et Qi [20]
en développérent une version avec dérivée inexacte. La seconde modification est la projection
sur X & 'étape 4, qui permet comme nous ’avons déja mentionné, de maintenir la réalisabilité

des itérées.

Lk

F1G. 3.2. — Projection du pas de type Newton sy sur le domaine admissible X .
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3.2.2. Convergence locale

La projection supplémentaire n’affectera pas la vitesse de convergence de 'algorithme par
rapport & une simple méthode de type Newton. En effet, cette projection est lipschitzienne

avec une constante de 1, a la suite de la proposition ci-dessous.

Proposition 3.2. Soit C une partie fermée non vide et conveze de R™, alors lopérateur de
projection Po @ R* — C : x v+ argmin, o ||y — x| est lipschitzien avec une constante de 1,
c’est-a-dire

|1 Po(z) — Pe()|| < llz —yll
pour tout x,y € R™.

Démonstration. Soit w € R™. Par définition, Pz(u) est 'unique solution du probléme (en la

variable £)
min [ - |
sc. eC.

Etant donné que C est fermé convexe et que [|€ — u||2 est de classe C'!, nous savons qu’une
condition nécessaire d’optimalité (voir [12], p.13) pour Pg(u) est 'appartenance de 'opposé

du gradient de l'objectif au cone normal, c’est-a-dire

Yved

(U - u)TVdHf - qu)|5:pC(u) 0,
0, VveC.

& (v — u)T(Po(u) —u)

VoW

Soient z,y € R™ et prenons u = x et v = Po(y) € C, puis u = y et v = Po(z) € C dans cette

équation ; nous trouvons alors que

N
E
|
B,
~
~ X
a
B,
|
S
=,
NN
o O

et en sommant,

(Po(z) — 2 — Po(y) +y)" (Pe(z) — Po(y))

0
& (Pe(@) = Po(y))" (Po(w) — Po(y)) (z -

<
s« )T (Po(z) — Po(y)) ;

d’ou finalement,

IPe(@) — Pe@)I* < (2~ ) (Pol@) = Po(y)) < llz - yll | Po(a) — Po(y)|
= |Po(z) = Pe)ll < llz—yl.

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
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Dans le théoréme suivant, nous démontrons la convergence locale de l'algorithme 3.1

Théoréme 3.3 (Convergence locale de la méthode de type Newton avec pro-
jection). Supposons que H : U — R"™ soit localement lipschitzien. Soit 2* € X un zéro
BD-régulier de H auquel H est semi-lisse. Nous prenons ||xg — z*|| et § > 0 suffisamment

petits. Si Ualgorithme 3.1 génére une suite infinie d’itérées et que pour tout k, on a

def .
pe'= | min (M — Vs || <6k || (3.2.1)

alors (zp)ren converge vers x*.

St de plus,

lim 3.2.2)
S o (

alors la suite (xp)ren converge superlinéairement vers x*.

Par ailleurs, si H est semi-lisse ¢ Uordre p (0 <p < 1) en z* et que

limsup o

— < 400, 3.2.3
e o < (3:2:)

alors la suite (zx)pen converge & Uordre (1 + p) vers z*.

Démonstration.

(i) Comme H est localement lipschitzien, il existe un voisinage de z*
d(Jf n *
Be, (27) = {w € R : |lz — 27| < e}
sur lequel H est lipschitzien, i.e.
Va,y€ B (z%): |H(z) - Hy)| < Lz -y (3.2.4)

pour un certain L > 0. Par ailleurs, * est BD-régulier pour H et donc par la proposition
1.19, il existe egp > 0 et C > 0 tels que

V& € Beyp(z*), VV € 8pH(z): |V < C. (3.2.5)

En prenant 0 < ¢ < min(ez, egp), nous obtenons a la fois (3.2.4) et (3.2.5).

Soit maintenant un point arbitraire x; € Be(z*) et prenons Vi, € dgH(zy) tel que le
minimum est atteint pour Vj, dans I'expression (3.2.1), i.e

e = || (Mi = Vi) ||, (3.2.6)
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ce qui est possible puisque que dpH (z) est compact (par la proposition 1.4 (a)) et que

Vi ||(17\/Lyc —V)sl || est une fonction continue. Nous définissons alors

dy, 0 g et : (3.2.7)
ey = xp+sh —at. (3.2.8)

Comme nous avons supposé que § était suffisamment petit, nous pouvons imposer que

d < 20 Par conséquent,

st = Vi (M + (Vi = Mi))si |
<Vl UM ||+ 1M = Vi si ]

< Vi U =H @)l + || (M5 - Vi)si||] car Mysly = —H(zy)
< C[H (@)l + ] par (3.2.5) et (3.2.6)
< C | H(zp)ll + C8 |5 | par (3.2.1)
<CH @)l + 5 [|si |
= |lsi’]l < 2C|H ()l (3.2.9)

Il vient ainsi que

Ist']l < 2CNH)l = 2C|H (ws) - H(z")|

(3.2.4) (3 2. 7}

< 2CL ||z — 2| 2CL ||dy|| - (3.2.10)

De plus, comme H(z*) = 0, nous avons que

Vier = Visy + Vidy, = [Msg + (Vi — My)s}] + Vidy  par (3.2.8)
= — H(zp) + (Vi — Mp)s} + Vidy
= [H(z") — H(zy) + H'(&*; di)] + (Vi — Mi)si, | + [Viedy, — H'(a*;dy)] (3.2.11)

L

I }; I3
Par la proposition 1.9, nous savons que ||I1]| = o(||dk||) ; la proposition 1.7(b) permet

quant & elle, d’affirmer que ||/3]| < o(||dx||). Nous avons en outre que

(3.26) (321) (3.2.10)
172 =" <8 s < 0QOL fldg])-
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Ainsi, pour des ¢, § suffisamment petits,

(3.2.11 .
lexll CEY Vot + L+ B)|| < [V (13l + 10+ 1))
(3.2.5)
< Clo(lldell) +d(2CL) ||dw|| + oflldkl])]
= (e + s2c?D)) llaxl
< Sl (3.2.12)

car O(Iﬂﬁ:’“”) — 0 quand € = ||| — 0. Maintenant, comme z* € X et que Px a une

constante de Lipschitz égale a 1, nous avons que

ldet1ll = lzrsr — 2%l = || Px( $h+5k)*~’ﬂ || = || Px (2 + 52 ) (™)

(3.2:8)

21
< 1 [|loe + s — 2| n%u %wm. (3.2.13)

En conséquence, il suit par induction que ||dg| — 0 et qu’ainsi, la suite (zy)ren converge
vers z* si 6 et ||zp — o*| sont suffisamment petits (notamment pour permettre zo €
Be(z7)).

(ii) Si l'équation (3.2.2) est vérifie, cela signifie que Io = pp = o ||s,,C || < o(||dg]|) par
Iéquation (3.2.10) et donc I'équation (3.2.12) devient

lexl = Vi (B + L+ B)|| < ||Vl (1l + 1520 + 1 Z1)
< Clollldell) + oflldll) + ol )]
= oflldell (3.2.14)

ce qui permet de trouver en lieu et place de I'équation (3.2.13) que

(3.2.14)
ldesall < lleell < o(lldil)- (3.2.15)
Dés lors, la suite x;, converge superlinéairement vers z* car

||33ls+1 — ¥ - ”dk+1” y O(Hdkﬂ)
lzx — 2*|| Il |l Il |l

— 0

quand k — oo et donc que ||di|| — 0.

(iii) Dans 'hypothése on I'équation (3.2.3) est satisfaite, In = g, = O([|si]|""?) < O(||di||*'P)
par I'équation (3.2.10). Si en outre, H est semi-lisse a l'ordre p, nous trouvons par la
proposition 1.22 que || I1|| = O(||dk||***) et par la définition 1.21, que || Ls|| < O(||dx||*™P).

© Vincent Malmedy  Juin 2006 32



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

Il suit que cette fois

Vi (h + B+ B)|| < [V A8+ 120+ 1 231)
C [OQ1dl™?) + Ol ) + Ol +7)
O(||dx)|*?) (3.2.16)

Il

llex |l

V/A\

ce qui permet de remplacer 1'équation (3.2.13) par

(3.2.16) 16
ldsall < llexll < OClldel ™). (3.2.17)
Dés lors, la suite zj converge a 'ordre 1 4 p vers z* car

et ot el OU™)

ek — 2|77 |+ [

pour un certain @@ > 0 et pour tout k£ € N.

3.3. Meéthode de région de confiance non monotone

3.3.1. Présentation de I’algorithme

Introduction. Ainsi que nous ’avons signalé antérieurement, les méthodes de type Newton
n’apportent qu’une convergence locale. Pour remédier & ce défaut, nous utiliserons des tech-
niques de régions de confiance. Nous espérons dés lors pouvoir prouver la convergence globale
de notre méthode de résolution pour le probléme (3.1.1).

Grace & I’hypothése (H2bis) : h est contintiment différentiable sur U, il est possible de
calculer le gradient Vh de la fonction mérite. Nous posons g = Vh(zy).

La premiére étape des méthodes de région de confiance consiste en la définition & chaque
itération, d'un modéle de la fonction relativement facile & minimiser dans une région déterminée,
classiquement une boule; il faut donc également choisir une norme pour définir la région de

confiance (voir |6]).
Définition du modéle. Notre choix se porte ici sur un modéle quadratique
g R = R:sm— qk(s) (o h(:l:k -E—S) = h(ﬂ:k)

cohérent au moins au premier ordre avec h(zy + s) — h(zy) autour de zy, i.e. vérifiant h(zy +

0) — h(zk) = 0 = gx(0) et A'(zx + 0) = gr = ¢,,(0). Ainsi, nous construisons :

ax(s) = gi s + & || Mys|®. (3.3.1)
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Ce modéle est inspiré de la méthode de Gauss-Newton. En effet, dans le cas ot H est
contintiment différentiable, le développement de Taylor de H(xzj, + s) au premier ordre autour

de xy, existe et vaut H(zy) + Mgs ou My, = H'(xy). La fonction mérite associée est alors

3 1 H (z) + Mgs||* YIH@OI? + (H(wr), Mys) + 5 | Mys|)*
= M)+ (MIH(zi))" s+ § | Mys|?
S’

9k

car g = V (% ||H(5.;k)||2) = H'{z)T Hlzy) = ]\JEH(.’L‘;;). En soustrayant h(zy) de chaque

membre, nous trouvons ainsi le modéle g (s) proposé.

Lorsque l'on cherche un modéle quadratique d’une fonction, une autre approche possible
est celle de la méthode de Newton. On prend alors le développement & 'ordre 2 du demi-carré

de la norme de la fonction :
1 2
h(zk) + (Vh(zg), s) + = (s, (V*h(zk))s)

= h(z) + (M H(zp),s) + % <s, [J7J + Z H;V*H,) s>

iEn

o l'on suppose cette fois que H est de classe C2. Nous ne la retiendrons pas car elle demande
une connaissance de H plus approfondie et dont nous ne pourrons probablement pas facilement

disposer.

Par contre, pour le modeéle quadratique de type Gauss-Newton, sa construction a partir de
la norme du développement de Taylor a ’ordre 1, nous fournit une indication sur la matrice My,
a utiliser : une approximation de la jacobienne de H en z; Dans le cas général, nous prendrons
une matrice My € R®*"™ avec les mémes propriétés que précédemment, a savoir qu’elle est non

singuliére et satisfait la condition

min ||(Mk - V)sp|| < 6||sf 3.3.2

s 0=V < oot (332
pour un certain § > 0 relativement petit, c’est-a-dire que dans la direction si, M}, est assez
proche de 'un des éléments du B-sous-différentiel dg H (z};). Ainsi, notre théorie de convergence
prendra en considération un choix plus vaste de matrices My, que celles de la jacobienne limite,
permettant ainsi d’utiliser des méthodes quasi-Newton et/ou de tolérer certaines erreurs d’ar-

rondis dans les calculs.
Le calcul explicite du gradient g, ne sera pas nécessaire car par le lemme 3.6, nous verrons

qu’en droite ligne de la relation existant pour les fonction de classe C?, le gradient g, peut

s'exprimer comme VI H(zp) ou Vj est choisi arbitrairement dans 0H(zy). Il ne faut donc
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calculer que l'action de VkT sur le vecteur H(zy); cette opération est généralement moins
onéreuse que le calcul complet de la matrice V.

Pour la résolution des problémes de complémentarité non linéaire

{f(z),z) =0, f(z) >0, z>0.

(avec f: R"™ — R™) reformulés avec une fonction de complémentarité telle que celle de Fischer-
Burmeister, les V' € 9H (x),) possédent une forme particuliere D, + Dy f'(z) (avec Dy et Dy
diagonales) qui sera développée plus en détail au lemme 3.18 (voir aussi [13], p. 808 pour une

méthode explicite de calcul dans le cas de la fonction de Fischer-Burmeister).

Choix d’une norme. Nous optons par ailleurs pour la norme infinie |||, par cohérence avec
la forme géométrique du domaine admissible X = (I, u] = [[;c,[li; us]. De la sorte, il sera aisé
de prendre 'intersection de la région de confiance By (zg, Ag) = {z € R™ : ||z — o o € Ax}

et du domaine admissible X ; celle-ci gardera en outre la forme d’une boite rectangulaire.

Choix d’une mesure de criticalité. Nous définissons également une mesure de criticalité

continue y : X — R, satisfaisant
x(z) = 0 & z vérifie (KKT) pour le probléme (3.1.2)

ot (KKT) sont les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation. Un choix

classique [5] pour x est la norme du gradient projeté :
= |lz — Px(z — Vh(z))|.

Définition du sous-probléme. A chaque itération, la méthode de région de confiance va
résoudre approximativement le sous-probléme défini comme la minimisation du modéle g, dans

région de confiance intersectée par le domaine admissible :

min  q(s)
sc. [<xp+s<u

l[slleo < A
{ min  g(s)

s.c. se Xy

. def . . .
ou Xi = [l — 2z, u — z] N [—Ag, Ag]™. 11 s’agit donc d’un probléme de programmation qua-
dratique sous contrainte de boites avec comme domaine admissible X}.
Nous supposerons que les itérées vérifient des contraintes légérement relaxées en ce sens

que nous tolérerons de sortir un peu de la région de confiance pourvu que l'itérée reste dans le
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domaine admissible, i.e.
Iz +sp<u et |sill € Pl (3.3.3)

pour une constante 41 = 1 indépendante de k. De plus, nous voulons que la réduction prévue

(f(sk) def qr(0) — gr(sx) = —qr(sk) soit suffisante, i.e.
st (sk) = Pax(ze) min (1, Ag, x(zx)) (3.3.4)

pour une constante s > 0 indépendante de k.

Chacune des trois composantes de cette condition de décroissance correspond & un cas
de figure bien précis. Le 1 est 1a pour le cas oil le minimum est trouvé sur la frontieére de
X — x; le A, pour celui ot ce minimum a lieu sur la frontiére de la région de confiance
[— Ay, Ag]™; enfin, le x(xx) provient du cas ou le minimum global se trouve & l'intérieur de
ces deux domaines. Ainsi, cette condition requiert une décroissance suffisante quelle que soit
la position du minimum global du modéle par rapport & la région de confiance et au domaine

admissible (pour plus de détails, voir la preuve du lemme 3.17).

Calcul du pas. Afin d’obtenir une convergence locale et globale rapide, nous utiliserons
algorithme de type Newton 3.1 dans la méthode de région de confiance 3.4 pour calculer le
pas-candidat s{. Mais comme celui-ci doit satisfaire la condition de réalisabilité (3.3.3), nous
le calculerons de maniére légérement différente de sf N alors que skP N est la projection de
sy = M, Y[ (zy) sur X — z, nous obtenons ici sf en le projetant sur I'ensemble admissible
X}, du k-iéme sous-probléme :

p def N
s, = Pxi(sy).

X
Xk
PN P
Ski Sk:
T,
o
5
¥ < >
sf Ay

Fia. 3.3. — Projection du pas de type Newton s sur le domaine admissible inter-

secté par la région de confiance : Xj.

Toutefois, nous montrerons par la suite que s,f N — st lorsque l'on s’approche d’une solution

BD-réguliére et donc que cette modification ne change rien aux vitesses de convergence locale
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des méthodes de type Newton.
Si sf: satisfait en plus la seconde condition (3.3.4), il devient notre pas-candidat ; autrement,
il faudra trouver un autre pas vérifiant les deux conditions (3.3.3) et (3.3.4). Nous indiquons &

la section 3.3.4. comment agir pour ce faire.

Acceptation du pas. Classiquement, l'acceptation d’un pas est implémentée en fonction
de la réduction effective ¢F(s) = h(xr) — h(zx + s). Le rapport de réduction py est alors deé-
fini comme le quotient de la réduction effective sur la réduction prévue. Nous n’imposerons
pas ici la décroissance monotone de la suite h(zy) mais seulement une condition de décrois-
sance globale. Pour ce faire, nous considérerons une version relaxée de la réduction effective.
De nombreux résultats numériques témoignent d’améliorations significatives de la vitesse de
convergence en utilisant ce genre de techniques non monotone; par ailleurs, cela permet parfois
a la méthode d’éviter un minimum local non global puisque la valeur de la fonction peut par
moment augmenter.

Ainsi, un pas sy sera accepté si le rapport de réduction py est suffisant, c’est-a-dire cu’il

est supérieur & une valeur 7 fixée. Nous noterons S, I'ensemble des itérations réussies :
def 7
S'= {k e N: le pas s est accepté}.

Détermination du rapport de réduction. Au lieu de ne tenir compte que de la derniere
itération, nous considérerons (a terme) les m derniéres itérées réussies x; (k € §) qui seront
utilisées pour calculer la décroissance. Cependant, comme l'ensemble S est vide au départ, nous
prendrons tous les indices qu’il contient, en attendant qu’il soit suffisamment rempli pour ne
plus prendre que les m derniers.

Dans cet algorithme, nous n’imposons pas une décroissance de la fonction h & chaque
itération, mais seulement une décroissance en moyenne pondérée sur les my = min(m,|S|)
derniéres itérations réussies :

mp—1

R (s) < max | hzy), Y Mph(ws,) | — hlag + s).
=0

Si m = 1, nous retrouvons par ailleurs 1’algorithme monotone classique puisque alors ¢¥ = ¢¥%,
Par ailleurs, la constante ), choisie au début de la méthode, est 14 pour empécher de choisir
des poids nuls ; 'algorithme doit ainsi tenir compte un tant soit peu de chacune des my, itérées

réussies précédentes.

Cette fagon de procéder est légérement plus exigeante que 'idée habituelle pour les mé-
thodes non monotone qui prennent comme décroissance de la fonction :

EROO(S) d:Cf

Sje max h(zj;,_.) — h(z, + ).

0<r<my,
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Dans ce cas, la moyenne d’ordre +oo (i.e. le maximum) est préférée a notre hypothése de
moyenne d’ordre 1 (i.e. arithmétique) pondérée. Notre choix provient du fait que la théorie
de convergence globale n’est pas garantie pour notre algorithme en utilisant sPZF%® au lieu
de q;fR. Nous pouvons toutefois parvenir & des résultats trés semblables sans modifier notre

implémentation : il suffit de prendre un A suffisamment petit et de choisir les poids comme

/\IMZ{)\ sir#£re;

’ 1—(mp—DA sir=rg;

suit :

ol T} = argmaxyg, <m, MZji_,)-
Une autre possibilité souvent utilisée pour imposer une décroissance non monotone est de

définir le rapport de décroissance comme

B(s, B(zes) = ‘
Pr = max (q})(sk) U(Zr () (zr + sk) )

So (3k)" S0 kg des M (@) — M (T + 58)

ot (k) est l'itération de référence pour l'itération k. De cette fagon, on considére la réduction
effective intervenue depuis l'itération de référence par rapport & la réduction intervenue en
travaillant sur chaque modele depuis Uitération de référence. Diverses manicres d’actualiser

cette itération de référence existent, notamment celle proposée par |6].

Mise i la jour de la région de confiance. Le rayon de la région de confiance est actualisé &
chaque itération de fagon classique. Michael Ulbrich introduit cependant un paramétre Apin =
0 pour garantir une taille minimale des régions de confiance aprés chaque itération réussie :
Aji1 2 Apin pour tout j € S. Si Anin = 0, il ne joue aucun réle; en revanche, si Ay, > 0

alors cela nous permettra d’utiliser certaines techniques dans les preuves.

Présentation de ’algorithme. Nous sommes 4 présent en mesure de dévoiler 'algorithme

de région de confiance pour notre probléme de minimisation :

Algorithme 3.4 (Méthode de région de confiance).

Etape 1. Initialisation : choisir n1 € ]0,1[, Amin = 0 et une mesure de criticalité x. Choisir
zg € X, Ao = Anin €t une matrice non singuliére My € R™™ ™. Choisir un entier
m =1 et fizer A € )0, %} pour le calcul de py. Poser k=0 eti= —1.

Etape 2. Calculer xi, = x(zx). Si xx = 0, alors STOP.

Etape 3. Calculer un pas-candidat sy, satisfaisant les conditions de réalisabilité (3.3.3) et de
réduction (3.34) :
3.1. 5i Uon vient du point 6, alors poser skN = skal.
Sinon, résoudre Mys;' = —H(xy) pour trouver sfcv.

3.2. Calculer le pas de Newton projeté skP = Px, (skN)
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3.8. 51 sf satisfait la condition de décroissance (3.3.4), alors poser s, = sf.

Sinon, caleuler un autre pas vérifiant (3.3.3) et (3.3.4).
Etape 4. Calculer le rapport de réduction py = pr(si) -

4.1. Déterminer le nombre de poids my, = min(i+1,m) et choisir ces poids A, €

R de sorte que

= A, Yr=0,...,mp—1;
2 ' i (3.3.5)
ZT:kO )\k>r = L.
4.2. Caleuler lu réduction effective relazée cFFR = ¢FR(s),) avec
def L
C}?R(S) = max (h(.’ﬂ,{;), Z )\k,-rh(mj.;,)) — h(zy, + 5). {3.3.8)
r=0

4.3. Calculer le rapport de réduction py, comme étant py(s) = cEB(a) /L ().

Etape 5. Calculer le nouveau rayon de la région de confiance Npyq :

fizerm <me<let0<yp<m<l<y.
5.1. Si py < m1, alors choisir Apyq € [y00k, 114
5.2. Sim < pr < ma, alors choisir Ak+1 € [mAk, Ag] ; Agy1 = max(Amin, Ak+1).
5.3. Si py = 19, alors choisir AkH € (A, V2lk]; Agy1 = max(Amin,AkH)
Etape 6. Si pr, < m1, alors rejeter le pas sy et poser Tpy1 = T, M1 = My, k= k+1 puis
aller a Uétape 3.
Etape 7. Accepter le pas : zpp1 = g + S et choisir une matrice My, € R™ ™. Poser
Jivi=k, k=k+1eti=1+4+1 puis aller a I’étape 2.

La suite croissante (j;);>0 = S énumére les indices k des pas acceptés, de sorte que

T = Zj, Vi1 <k<i, Vizl (3.3.5%

1

Réciproquement, si k ¢ {j;};,, alors le pas sy a été rejete.
Notez aussi que lorsque ¢ = —1, m est nul et donc la somme dans (3.3.6) est prise sur un

ensemble d’indices vide ; de ce fait, elle est nulle et (,'ER(S) = gf (s) puisque h(zy) = 0.

3.3.2. Convergence globale

Nous commencerons par établir que la fonction mérite h est continGment différentiable. A

cet effet, nous prouverons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.5. Soit la fonction f : U — R localement lipschitzienne sur l'ouvert non wvide
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U C R*. Si f est contindment différentiable sur U\ £~1(0), alors le carré de la fonction : f*
est contindment différentiable sur U. De plus, V f2(z) = 2f(z)vT pour tout v € df(x) et pour
tout x € U.

Démonstration. Par hypothése, f et donc f2 sont de classe C! sur U \ f~1(0) et le gradient
de f? vaut Vf%(z) = 2f(z)Vf(x) sur cet ensemble. Mais, 8f(z) = {Vf(z)T} pour tout
z € U\ f~1(0) comme nous 'avons vu & la proposition 1.4 (), d'ott Vf2(z) = 2f(z)v” avec
v € Of(z). De plus, f est localement lipschitzienne, i.e. il existe L > 0 et § > 0 tels que

[F(y) = (@) < Ly —=|

pour tout i € U tel que ||z — y|| < 8. Il suit que la fonction f? est différentiable en tout point
x € f~1(0) avec Vf%(z) =0 € R™ car alors

|£2(y) — f2(z) — (y — 5)V ()] 1f(y) — F(@)| - |f () + (=)

0< lim = lim
i PEE] o fy = ol
Ly —
< i Ely=2l150) + £)
y—e ly — |

= lim L|f(y) + (&) =0.

Donc, Vf23(z) =0=2-0-vT = 2f(z)vT pour tout v € f(z). Nous pouvons dés lors affirmer
que Vf3(z) = 2f(z)v? pour tout v € df(zx) et pour tout € U. Ainsi, f? est différentiable
sur U tout entier.

Enfin, si € f71(0) et v(y) € 8f(y), alors Vf2(y) = 2f(y)v(y)T — 0 lorsque y — =
comme produit du scalaire f(y) tendant vers f(z) = 0 (par continuité de f) et du vecteur
borné v(y) € df(y) (qui est compact et donc borné par la proposition 1.4 (b)). Nous concluons

dés lors que f? est contintiment différentiable sur U tout entier. O
Lemme 3.6. Sous les hypothéses :
(H1) la fonction H est semi-lisse ou mieuz, semi-lisse ¢ Vordrep (0 <p <1);

(H2) les composantes H; de la fonction H sont contindment différentiable sur U \ H;*(0) ;

la fonction h : z %HH(:C)”E est contindment différentiable sur U avec comme gradient
Vh(z) = VT H(z) pour n’importe quel V € OH (z).
En particulier, les hypothéses (H1) et (H2) impliquent (H2bis).

Démonstration. Pour ¢ € n, la composante H; de la fonction H est semi-lisse (par le corollaire
1.11) et donc localement lipschitzienne sur U. De plus, par hypothése, H; est aussi continfiment
différentiable sur U\ f~1(0). Dés lors, H? est de classe C! sur U en vertu du lemme 3.5. Il en

est de méme pour h = % >-% | H} en tant que somme de fonctions continiment différentiables.

T
Par ailleurs, quel que soit V = (U1 e vn) € 0H(zx), nous avons que v; € O0H;(z),Vi€n
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(corollaire 1.11) et il vient ainsi que

n

Vh(a) & 23 V(HA) = Y Hi(o)w = VI H(z)
i=1 =1

grace au lemme 3.5. O

Dans le lemme suivant, nous montrerons une importante propriété de décroissance de la

fonction A le long des itérations .

Lemme 3.7. Soient données les variables xy, sy, Mg, ji,... générées par Ualgorithme de région

de confiance 3.4. Alors pour tous les indices calculés i > 1, nous avons

1—2
h’(:vji) < h’(mO) —mA (Zgjj:(sjr)) - Wl?ﬁ_l(sji_l) (3'3'8)
=0

Démonstration. Par souci de concision, nous utiliserons les notations raccourcies qf’ = q,fj (sk),
PR = ¢R(si) et ¢f = ¢f'(s). Nous pouvons dés & présent noter que ¢f > 0 a cause de la
condition de décroissance (3.3.4). La preuve est réalisée par induction sur ¢. Pour ¢ = 1, nous

avons .

(3.3.7)
Mzj) =7 hlzi) = hlzg) — () — MTje+1))
= h(a;jn) - 313
< h(zjy) —msj,

= h(zo) — 7?1§£

car Vitération jo est réussie, i.e. pj, >m d’on ¢ff = I > micl (en effet au départ, § = ) =

E _ .ER
Sjo = S -
Supposons maintenant que (3.3.8) soit vérifié pour ¢ = 1,...,k. Si quk = qfiR, alors nous

aboutissons a

h(@jpp,) = M®ji11) par (3.3.7)

E FR
= h(zj,) —j, = h(zj,) — <,

k—2
< (h(ﬁ:n) —mA (Z gﬁ) —nlgj:_]) — s, par (3.3.8) et car pj, >m

r=0
k—1
< h(zo) — mA (Z §f-:) = 7]1§;;: car A < 1.
r=0
ER E.

., alors qﬁR > ¢’ ; en posant ¢ = myg — 1 = min(¢,m — 1), nous

Si en revanche ¢’ # ¢; i
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obtenons que

(3.3.7) (3.3.6)
h’(xj:.-q_]) = h( J,H—l) = Z/\Jk Ph Ty p) — qﬁ"R
p=0
(3.3.8) a k—p-2 . .
L > New [ Mzo) —mA| Y < | —msj_, | | —msh (3.3.9)
p=0 r=0

car pj, >m.Or (gxk—g—2)C{(p,r):0<p<q, 0<7<k—p—2} (puisque le —p > —¢
permet d’obtenir davantage d’éléments dans le second ensemble) et par définition des poids,

Zgzo Ajip = 1 et Aj;, p = A. Dés lors, nous pouvons développer 'expression précédente :

& !

q P q
. P P P
h‘(Iijrl) Z Xjkp | — mA Z Ajp Z -] Z Ajip Sh—per | — TSy,
p=0 '

p=0 r=0 =0 >

/N
=
=3
=
|
=
—
v
[]=
b)*
Eod
3
S ¥
ol
)=
o
A
Bl
\____/
I
=3
ey
()=
=
S
o
|
=
Va)
2

De la sorte, nous venons de prouver que I'inégalité (3.3.8) était vérifiée pour ¢ = k + 1, ce qui

nous permet de conclure par induction qu’elle est satisfaite pour tout ¢ > 1. |

Nous montrons & présent que chaque fois que l'on n'est pas & un point critique mais suf-
fisamment proche de celui-ci, il existe un rayon de confiance suffisamment petit pour que
I'itération suivante soit réussie. En conséquence, les itérations ne pourront pas étre indéfini-
ment non réussies ; ou encore dit autrement, tant qu’'un point critique n’est pas atteint (mais
que l'on en est suffisamment proche), 'algorithme ne reste pas en permanence au méme point.
De plus, le rayon de la région de confiance ne pourra pas tendre vers zéro lorsque 1’algorithme

se rapprochera (sans y étre encore parvenu) d’un point critique.
PP Y

Lemme 3.8. Soient données les variables xy, sk, Ay, ji,... générées par Ualgorithme de région
de confiance 3.4. Alors, pour tout point non critique x € X (i.e. avec x(z) # 0) et pour
nimporte quelle valeur 0 < n < 1, i existe des A >0 et § > 0 tels que

Pk 21
chaque fois que ||z, — z|| < 6 et que A < A.

Démonstration. Puisque x(x) # 0, il existe par continuité de x, des € > 0 et § > 0 tels que
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x(xy) = ¢ pour tous les k avec ||z — || < 8. Prenons & présent A € |0, min(1, ¢)] et n’importe
quel k satisfaisant ||z, — z|| < 6 et 0 < Ay < A; nous obtenons de la condition de décroissance
(3.3.4) que
» et (3.3.4)
i (sk) = —qr(sk) = Pax(zk) 1n111(1 Ak,x(m)) Baely. (3.3.10)
= A
=€ =0k

De plus, avec la condition de réalisabilité (3.3.3), il vient que

(3.3.10)

(3.3.3) b
“5k||oo < Bde < E% (sk). (3.3.11)

Par ailleurs, comme h est contintiment différentiable, nous pouvons prendre son développement

en série de Taylor au premier ordre. De la sorte, nous avons que pour un certain 7 € [0, 1],

FElse) Y hlmr) — ke +s) "2 —Vh(ag + mes) sk
3.3.1
GZY (—Qk(é‘k) +gisk+3 ||Mk8k||2) ~Vh(zy, + Tsk)" sk
=0

= —qu(sk) + (gk — Vh(z + 7isk)) sk + 5 | Mysiel|®
N—_————
>0
> of (sk) + (9k — Vh(zk + 751)) sk (3.3.12)

En outre, Vh est continu et il existe de ce fait, un § > 0 tel que

Pae

IVA(=) = Vh(@)], < (1 =55

pour tout ' € X tel que ||z’ —z| < ¢&. En réduisant A et d si nécessaire, nous pouvons
garantir que § + /nB1A < §. Alors, pour tout k satisfaisant ||z —z| < d et 0 < Ay < A,

nous trouvons que
I (wp + i) — all < ok — @l + 7 liskll <3+ Vallsille < 5+ VABIA < 6. (3.3.13)
<1
D’ou, pour de tels indices &,

lgr = Vh(ze + sl < llgs — VR(@)[ + [[Vh(2k + 7rsk) — VA(@)],

= |[Vh(zk) — VA()|; + [[VA(zk + Tisk) — VA(z)]|;
_ Pac Pae . Pae
< (gt U= mgg ==,

car |zx — z|| < 8 < & et ||(mk + Trsk) — x| < &' par (3.3.13). Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

+(1=n)

© Vincent Malmedy — Juin 2006 43



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

nous obtenons que

Pae
llgk — Vh(zr +mesi))Tsk] < gk — V(e +7esi)) skl < (1—n)—= a llsll oo
(3.3.11)
< (- (se)-
Cela implique que pour tous ces k, nous avons que
ER By 018 5 -
icl(sk) = sii(sk) = Sk (sk) + (9x — VA(zs + Trsk))” sk
> < (s) — | (g — Vh(zr + mies)) " sk
> o (s£) — (1 —m)si; (sx)
= el (s )
Finalement, nous trouvons ainsi que p = ¢Z%(si)/s{ (k) = 1. O

Lemme 3.9. L’algorithme de région de confiance 3.4
— soit aboutit aprés un nombre fini d’itérations & un point xy vérifiant les conditions de
Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2);

— soit produit une suite infinie (s;,) de pas acceptés.

ieN
Démonstration. Supposons un instant que I’algorithme 3.4 ne se termine pas en un nombre fini
d’itérations, ni ne produise une suite infinie de pas acceptés. Alors il existe un indice minimal
ko a partir duquel tous les pas sont rejetés. En particulier, zy, = xy, pour tout k = kg et la suite
des rayons des régions de confiance (Ay) tend vers 0 lorsque k — oo puisque par définition de
la mise & jour de ce rayon,

Ako+j < 7{Ako

avec 0 < v < 1 et j € N. Mais comme l'algorithme ne se termine pas, nous pouvons en
déduire que x(zk,) # 0 et qu’en application du lemme 3.8, le pas s; devra étre accepté dés
que Ay deviendra suffisamment petit (I’hypothése ||z — x|l = 0 < & est d’office vérifiée).
Nous arrivons ainsi & une contradiction avec notre hypothése, prouvant ainsi que l'assertion du

lemme est vérifiée. 0

Lemme 3.10. Supposons que l'algorithme de région de confiance 3.4 produise une suite infinie

(8j:);en de pas acceptés avec S = {ji};5,. S'il existe un sous-ensemble &' C S tel que

> Ay = +oo, (3.3.14)
kes’
alors

hmlnf Xx(zx) = 0.

k—oo, kE
Démonstration. Nous supposons par ’absurde, que la thése soit fausse et qu’en conséquence, il

existe € > 0 tel que y(z) = € pour tout k£ € &’ C §. Comme une somme finie de nombres finis
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est finie, il suit de (3.3.14) que &’ est infinie. Pour chaque indice k € &', 'itération est réussie

et satisfait donc la condition de décroissance suffisante (3.3.4) :
(;jf(sk) > ﬁ2X($k) min (1: Ag, X(mk)) 2 ﬁZX(“Tk) min (1: Ag, E) i

Alors, en application de la positivité de h = 3 | H||* et du lemme 3.7,

R-2 R-1
h(zo) = h(zo) — h(z;) > mA (Z q;fj) tmsh_ >mAD sh
=0 r=0
= mA D, wEmh Y o
keS k<) keSS k<j
=2 mA Z Bax(zr) min (1, Ay, €)
keS k<
= mAFae Z min (1, A, €)
kES k<]

pour tout j = jr € & et car A < 1. Nous avons ainsi construit une suite bornée (par h(z))
et qui tend vers l'infini lorsque 7 — 4oco. Menant & une contradiction, notre hypothése est

absurde et de ce fait, la thése du lemme doit é&tre vérifiée. |

Grice a cette série de lemmes, nous allons & présent pouvoir montrer notre premier théoréme
de convergence globale. Notez que nous imposons dans ce premier résultat, qu’a la fois vy > 0 et
Amin > 0, i.e. il existe, lors de toutes les itérations, une bornes inférieure (relative ou absolue)
pour le rayon de la région de confiance. Nous affaibliront cette exigence par la suite. Sous
cette hypothése, tout point d’accumulation de la suite des itérées (zy) vérifie les conditions de

Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2).

Théoréme 3.11. Supposons que o > 0 el que Apin > 0 et qu’ainsi, Ualgorithme de région
de confiance 3.4 ne se termine pas aprés un nombre fini d’itérations avec un point vérifiant
les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2). Alors il génére
une infinité de pas acceptés (s;;) tels que tout point d’accumulation de la suite (zy) est un

point satisfaisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker de ce probléme.

Démonstration. Supposons que 'algorithme de région de confiance 3.4 ne se termine pas aprés
un nombre fini d’itérations. Alors par le lemme 3.9, une infinité de pas acceptés (s;,) est générée.
Admettons par I’absurde, qu’il existe un point d’accumulation z* de la suite (z}) qui ne vérifie
pas les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2). Alors par
définition de la mesure de criticalité, x(z*) # 0. 1l suit du lemme 3.8 qu’il existe des A > 0
et > 0 pour lesquels k € S dés que ||z — z*|| < d et Ay < A. Mais comme z* est un point

d’accumulation de () (i.e. il existe des points de la suite (x}) aussi proches que l'on veut de
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z* sans y étre égaux), il existe un suite croissante d'indices (jj)ien C S tels que |lzy —2*|| < 6
et @ -z, Vien.

Maintenant, si (j/—1) € S (i.e. 'itération précédente est réussie), alors le rayon de la région
de confiance a un diamétre minimum : Aj£ = Apin > 0. Sinon Sji—1 a tté rejeté, ce qui n’a
pu se produire que si Ay = A en effet, dans ce cas, Ty et g seraient égaux et ainsi, le
lemme 3.9 trouverait & nouveau & s’appliquer si cette inégalité n’était pas vérifiée, menant a
l’acceptation du pas. Il suit que dans cette seconde hypothese, Aji = ’ygAj;,1 = vA. Dans
tous les cas, Aj; = min(Apin, ¥04) > 0, ce qui permet d'affirmer que >,y AJ",‘ = +oco. En
conséquence, le lemme 3.10 (8" = {j;},oy) nous apprend que

ih_glo x(zj) = ]iz-nling(mji) =1k

Or, cette limite est précisément x(z*) # 0 par continuité de la mesure de criticalité; nous
arrivons ainsi 4 une contradiction. Dés lors, notre hypothése de 'absurde est fausse et nous
concluons finalement que tout point d’accumulation z* de la suite des itérées (zj) vérifie les

conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2). O

Le théoréme suivant traite du cas plus large o (au moins) l'une des hypothéses vy > 0 ou
Amin = 0 est remplie. Il est basé sur les résultats de Powell dans les années 1970 |24, 25, 26|,

mais y inclut le cas de matrices M), différant légérement de la jacobienne.

Théoréme 3.12. Supposons que yg > 0 ou que Anin = 0 et qu’ainst, Ualgorithme de région
de confiance 3.4 ne se termine pas apreés un nombre fini d’itérations avec un point vérifiant
les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2). Alors il génére

une mfinité de pas acceptés (s;;) tels que
liminf x(z) = 0. (3.3.15)
k—oo

En particulier, si (xzy) converge vers x*, alors x* vérifie les conditions de Karush-Kuhn-
] k )

Tucker de ce probléme.

Démonstration. A nouveau par le lemme 3.9, une infinité de pas acceptés (s;;) est générée et

donc 8 est infini. Supposons par 'absurde que I'équation (3.3.15) ne soit pas vérifiée, i.e.

lim inf x(z) > 0. (3.3.16)

k—o0

Alors, en appliquant la contraposée du lemme 3.10, pour tout &’ C S, D okest Ak < +o0; en

articulier si &’ = S, nous obtenons
b

> Ay < +oo. (3.3.17)
keS
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Mais la série infinie ), - Ay est croissante (Ag > 0); elle converge donc soit vers un réel, soit
vers +oo. Vu que ce second cas est exclu, la série converge dans RT et est par conséquent une

série de Cauchy, i.e. Ve >0, 3 N € N, Vj;_1,jk—1 € S tels que j;—1 > jr—1 > N, nous avons :

i—1 k—1 i—1 i—1
Do = 2N = DAk =D A <
a=0 a=0 a=k a=k

En se rappelant ’hypothése de faisabilité (3.3.3) du sous-probléme, nous savons que ||sg|, <
B1A, pour tout k € N. Il vient alors que la suite des itérées (z;,) est de Cauchy puisque
Ve>0, AN eN, Vi, jr €S tels que 7; > jr > N, nous avons :

i

Z (Cﬂja - :Cja—l)

a=k+1

”33.?}' - mjk“OO =

o0
7 7 i—1
€ D % = Tiasllo = D I8iacsllo =D lIsialleo
a=k+1 a=k+1 a=k
i—1
< Y Bid, < Pie
a=k

Nous en déduisons que la sous-suite des itérées (x;;) converge vers un point z* € R™ tel que
x(@*) = lim x(w;,) = liminf x(;,) # 0
1—00 72— 00

par continuité de la mesure de criticalité. Nous distinguons & présent deux cas de figure :

Casl. Apin >0
Par hypothése, nous avons alors forcément 49 > 0; le théoréme 3.11 s’applique pour
le point d’accumulation z* (limite de la sous-suite (z;)) en donnant pour résultat que
x* satisfait les conditions de Karush-Kuhn-Tucker, autrement dit que x(z*) = 0; cela

entraine ainsi une contradiction avec notre supposition initiale.

Cas 2. Apin=20:

En prenant z = z* et ) = 12 dans le lemme 3.8, nous trouvons qu'’il existe des constantes

A > 0eté > 0 telles que pp = 72 chaque fois que ||z —2*|| < Aet Ay < Ajen

conséquence, 'itération k est réussie (donc k € §) et Apy1 = Ay lorsque ||z — z*|| < A

et Ap < A. Mais comme z; — z*, il est possible de trouver un K7 > 0 suffisamment

grand pour que ||z — 2*|| < A dés que k > K;. A nouveau, nous traitons deux volets

séparément :

2.1. Supposons qu’il existe une constante Ko > Kj telle que Ay, < A pour tout & =
K5. Dans ce cas, les hypothéses du lemme 3.8 sont pleinement rencontrées ce qui
entraine que toutes les itérations sont réussies pour & = Ks et que le rayon de la

région de confiance Ay augmente a chaque itération (Agy1 = Ay pour k > Kj). 1l
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est donc a fortior: supérieur & A, puisque par récurrence,
Ap2Ap1 2 2 Age1 2 Ap,.

Mais cela ne se peut car sinon, nous aurions que

Sz D> Az Y Ak, =+,

kes kES, k2K keS, kzKs

ce que nous avons exclu précédemment par ’équation (3.3.17).

2.2. Nous avons donc Ay > A pour des valeurs de k aussi grande que nous le désirons.
De ce fait, il existe un nombre infini de telles valeurs de k. Par ailleurs, la série
> 1es Ay étant convergente dans R, son terme général A; doit tendre vers 0 quand
Il = +oo (et I € S) et donc il existe Ky > K tel que Aj, < A pour tout j; = Ko
(i € S). Comme dit précédemment nous pouvons trouver pour chaque j; = Ksy,
un indice k; > j; minimal tel que Ay, > A,

Cet indice k; ne peut étre dans S parce sinon avec k; > j; = Ko, nous aurions
Ay, < A. Posons alors j} = k; — 1 2 j; 2 Ky > K. Par la méme application du
lemme 3.8, j! est dans S puisque AJ,,-:_ < A du fait du caractére minimal de k;. De
plus, il résulte de la mise & jour du rayon de la région de confiance (avec Ay, = 0)
que Ay, = Aj2{+1 < fygAj; et donc que A < Ay, < *yz/_\j;, d’on AJ,,-:, > %. Nous
avons ainsi créé une suite croissante d’indices (j) C S telle que Ay > ,% Ainsi,

en prenant la série correspondante, nous constatons que

> 8> Y S
wcs 12

(iHcs

Cela nous améne & nouveau & contredire 1'équation (3.3.17).

Finalement, toutes nos suppositions étaient absurdes, ce qui prouve que la thése du théoréme

était en revanche vraie. O

Sous une hypothése supplémentaire, le résultat suivant nous permet de remplacer la lim inf
du théoréme précédent par une simple limite. Il est issu des travaux de Thomas 28] qui souligna.
en particulier 'importance de ’hypothése n; > 0 qui passe un peu inapercue dans la définition
de D'algorithme. Un exemple de non-convergence dans le cas m = 0 fut d’ailleurs donné par
Yuan dans [31].

Théoréme 3.13. Supposons que yg > 0 ou que Ay, = 0 et qu’ainsi, Ualgorithme de région
de confiance 3.4 ne se termine pas aprés un nombre fini d’itérations avec un point vérifiant
les conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2). Alors il génére

une infinité de pas acceplés (s;;). De plus, s’ existe un ensemble Q contenant la suite (xy)
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et sur lequel x est uniformément continu et borné, alors

lim x(zx) = 0. (3.3.18)

k—oo

Démonstration. Comme nous ’avons mentionné en introduction, le seul apport de ce théoréme
est la transformation de la limite inférieure en une simple limite. Supposons par 1’absurde,
l'illicéité de ce remplacement, c’est-a-dire que limy_, o x (k) soit n’existe pas, soit existe mais
n’est pas nulle. Toutefois, si cette limite existe, elle est égale & la limite inférieure dont nous
savons par le théoréme précédent qu’elle est nulle; il y a déja ainsi contradiction. Il nous
faut donc conjecturer que ladite limite n’existe pas. Cela montre, qu’en plus d’une sous-suite
convergeant vers 0, il doit nécessairement exister une sous-suite ne tendant pas vers 0. Il existe
donc une constante ¢ > 0 telle que x(z;) = 2e pour une infinité de j € N. Cependant, nous
avons indiqué antérieurement (équation 3.3.7) que pour chaque indice j € N, il existe un j; € S
tel que z; = x;;. Quitte & supprimer des éléments de la suite (j;) C S, nous pouvons sans perte

de généralité supposer qu’elle est imbriquée avec une suite (k;) C S de telle sorte que
Jo<ko<j< - <H<ki<fipr1 <.
Nous choisissons en outre les k; de fagon & ce que
x(xg,) <€ et x(x) > e pour tout { € S tel que j; < < k;,

c¢’est-a-dire que xy, est le premier éléement de la queue (z)es, 1>, & étre inférieur ou égal a ¢;
cet élément existe toujours & cause de 'existence d’'une sous-suite tendant vers 0 et dont les
indices sont pris comme précédemment dans &, sans perte de généralité. Posons &' = ;":08 S!
avec Si = {l € §: 7; <l < k;}. Alors,

liminf x(z) = e
1—s+-00, leS’K( )=

Il suit dés lors du lemme 3.10 que

Z Ay < 4o0.

les’
A cause de cette convergence dans RT, le terme général A; de cette série doit tendre vers 0
quand | — oo (et I € §&’). En prenant seulement quelques uns de ces termes, leur somme (finie)
doit aussi tendre vers 0 lorsque leur indice tend vers l'infini. C’est le cas en particulier de la
somme Zzesg Ay lorsque 4 — 400, étant donné que ! € 8 = | > j; — +oo quand i — +o0.

En se rappelant alors la condition de faisabilité 3.3.3 imposée, nous trouvons que

Z($!+1 — x)

leS;

<Dl —@illoe <D lsille < B DA >0

«© les! les; les;

2k, — x5l =

(© Vincent Malmedy  Juin 2006 49



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

lorsque 4 — +00; nous pouvons ainsi affirmer que

li . —x5)=0.
L—}-Iﬁloo (mkl $Jz)
Par ailleurs, en vertu de la définition des deux suites (j;) et (k;), x(zj;;) = 2¢ et x(zr,) < €
d’on
Ix(zx,) — x(z5)| 2 € Viz0,

ce qui est manifestement inconciliable avec la continuité uniforme de la mesure de criticalité

x- Nous en déduisons alors immédiatement la véracité de la theése. [

3.3.3. Convergence locale

Pour étudier la convergence locale, nous utiliserons les résultats de la méthode de type New-
ton avec projection décrite précédemment. En effet, nous montrerons que sous des hypothéses
assez peu contraignantes, 'algorithme de région de confiance 3.4 se confond avec I'algorithme
de type Newton 3.1 a partir du moment ot les itérées se rapprochent suffisamment d'une so-
lution z* BD-réguliére de H(z) = 0. Mais pour que le pas de Newton projeté 3;’: soit accepté
par Palgorithme de région de confiance, il va falloir qu'’il satisfasse (3.3.3) et (3.3.4) & proxi-
mité de z*; nous savons déja que (3.3.3) est vérifié puisque sf € Xy ; reste & garantir que la
condition de décroissance (3.3.4) soit aussi remplie. Nous verrons qu'il suffit alors d’exiger que

I'implication suivante soit vérifiée :
loe — 2"l < Bs et < (si) = Bab(zr) = ' (sf) > Bax(@x) min (1, Ag, x(zr)) (3.3.19)

ol A3 > 0 et 0 < B3 < 1 sont des constantes indépendantes de k. Vu que h(z) = 0, cette
hypothése signifie que la condition de décroissance (3.3.4) est vérifiée dés que l'on est proche
de z* et que la réduction prédite est au moins égale & une certaine fraction 34 de la réduction
effective maximale qui soit envisageable : h(xy) — h(z*) = h(xy). Cette exigence n’est donc pas
déraisonnable et nous en donnerons d’ailleurs des implémentations au moyen du pas de Cauchy

dans la sous-section 3.3.4.

Théoréme 3.14 (Convergence locale). Supposons vérifiées les hypothéses
(H1) la fonction H est semi-lisse ou mieus, semi-lisse a lordre p (0 <p < 1),
(H2) les composantes H; de la fonction H sont contindment différentiable sur U\ H;(0).

Soit Amin > 0 et supposons qu’ainsi, 'algorithme de région de confiance 3.4 ne se termine
pas aprés un nombre fini d’itérations avec un point vérifiant les conditions de Karush-Kuhn-
Tucker du probléme de minimisation (3.1.2). Soit z* € X un zéro BD-régulier de H vérifiant
(3.3.19). Alors, il existe & > 0 et € > 0 tels que chaque fois que k' vérifie a la fois (K'—1) € S,
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||lzg — z*|| <€, et

i 2 Jodnin (M = Vs || < 8lsh ||, Vk=F,
nous avomns .

(a) pour tout k > k', le pas st est égal & sEN o Px(zy, + ) — g, est choisi comme
candidat et est accepté, i.e. k€S ;

(b) zp — a*;

(c) si pour tout k = k',

lim £ =0, (3.3.20)

k=-too ||

alors la suite (z1,) converge superlinéairement vers x* et de plus,

lim g = lim %(SQ’) =
k—+oco h(mk) k—+o00 h(wk)

s (3.3.21)

(d) si pour tout k = k',

lim sup 'U—I”H_p

< +
v P

alors la suite (zy,) converge o Uordre (1+p) vers x* et de plus, (3.3.21) est aussi vérifié.

Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe des € et § suffisamment petits que pour vérifier
les différentes assertions du théoréme. En particulier, nous pouvons choisir ¢ < 3 (o f3 est
la constante introduite dans (3.3.19)).

Etant donné que x* est un zéro BD-régulier de H qui est semi-lisse en z*, il existe, en vertu
de la proposition 1.19, des valeurs ¢ > 0, ¢ > 0 et C' > 0 telles que

|H(z)|| = |H(z) — H(z*) | =¢llz—a*| et HV_ln <C, VVedpH(z) (3.322)
=0

def {z e R": ||z — z*|| < €'}. Sans perte de généralité, ¢ < € et nous

pour tout z € Be(z*)
pouvons donc remplacer B (z*) par B.(z*) C B (z*).

Prenons maintenant un & arbitraire tel que (k — 1) € §, zx € Be(z*) et up < 6 “skN” Si
aucune valeur de k ne vérifie ces trois conditions, le théoréme est démontré a défaut de pouvoir
remplir ses hypothéses.

Comme dans la preuve de la convergence de la méthode de type Newton (théoréme 3.3,
p. 30), nous définissons dj, det zp—1* et ey e ) +skN —z* ; nous prenons aussi un Vj, € OgH ()
tel que

pe = || (Mg, — Vi) ||
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ce qui est possible car dgH(zk) est compact (par la proposition 1.4) et V' — ||(1M;c — V)Sh{v H
est une fonction continue. En prenant § > 0 suffisamment petit, nous pouvons imposer que

é < 515 Par conséquent, comme dans la preuve précitée,

Istll = Vi (M + (Vie = Mi))si |

<V Tt |+ Nl (i = V)i ]

< ClIH @)l + p]

< C|H(zp)| +C6 ”SkNH

< ClH@)+ g st

= |lst || < 20| H ()l (3.3.23)
car le calcul du pas de Newton provient de la résolution de M'ksf = —H (xz;). Il suit ainsi que
st 2C || H (zg) || = 2C || H (i) — H(z")|

<
< 2CLIj — 2|l = 2CL |l
< 2CLe

ot L est la constante de Lipschitz de la fonction H localement lipschitzienne sur son domaine

U et donc, quitte & réduire ¢, lipschitzienne sur B (z*). Dés lors, nous trouvons que

Ist']] < 2CLe
L\l car Apin > 0 et e suffisamment petit
LAy car (k—1) € S. (3.3.24)

Il suit que

st = Px,(sR) = Px—a,(sk) = Px(z + s ) —zp = sp.

car la projection sur Xy = (X — zp) N [—Ag, Ag]™ revient & celle sur X — xy, étant donné que
skN € [~ A, Ag]™ par (3.3.24). Comme z;, € X et que la projection Px est lipschitzienne (avec

constante de 1), il vient que

IsE1l = || Px (x + &) — Px(ze) || < |5k || - (3.3.25)
S——

=Tp
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X . b L e T
Xk
P _ _NP
Sk = Sk
Tk
N
Sk
eips]
< >
Ay

F1G. 3.4. — Projection du pas de type Newton sur le domaine admissible : cohérence
des deux approches.

En outre, vu que g = VkTH(mk), M’ksfy = —H(zy,) et par définition de pg, nous obtenons que

Il

(aF s + 31| Mt ") + how)|
|(H(z)"Vi)st + (k) + h(zt)]
|H ()T (M, + (Vi — M))sh + 2h(zy)]

|ae(sk ) + h(zy)|

Il

< |H(wr)" Misy + 2h(m)| + | H ()| o

< [=2h(wk) + 2h(ze)| + | H (k) || 1k

= [|H(@e)|| p (3.3.26)
< [[H (@)l (8 ]| ]))

< [ H (@)l 62C || H (z)||) = 4C R (). (3.3.27)

De fagon équivalente,

—4C6h(zy) < qk(s )+ h(zy) < 4C6h(zy)
& —4C6h(zy) — h(zk) < qr(sy ) < 4C6h(xy) — h(zy)
s —(1+ 405)h(m) ak(sy) < —(1 — 4CO)h(zy) (3.3.28)

De plus, comme z* € X et que par définition d’une projection, Px (zx + sfcv ) est le point de X

le plus proche de xy + skN , nous pouvons affirmer que

||sk — Sp, || = || Px(zx + si Y — (g + sfcv)u < ||l=* = (=i + skN)H = |lek|l . (3.3.29)
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Alors, nous obtenons que

lak(s) — au(st)| = |gk sF + 3(st)T M Mysf, — g s — L) M Mysy |
= |g¥ (sk — %) + 3(sF + s )" M My (s}, — s7)|
= |(gF + 5(sk +si)" M My)| (s, — st)
< (IRl IE G+ |1 10I2) lsf = s¥]| - par (33.25)

< (HVkH +20 ||Mk||2) IH (zo)l llexll  par (3.3.23) et (3.3.20). (3.3.30)
Il est & présent possible de borner qk(skp ) en reprenant (3.3.28) :

—(IVil+2C I M P IH @) lllexll < ar(sD)—ar(sh) < (IVill+2CT Ml ) 1 H (@)l el
= —(IVell+2CIMe P H@lllexll+an(st) < anlst) < (IVRllH2CIMel?) 1H (zi)lllexll+ax (sy)
—(IViel+2CI M P | H (i) llexll—(14H4CHR(e) < arlsy) < (IVell+2CIME I )IH (@) x| - (1-4C8) A(zy)

2 f‘_[\l

= —(1+[(|\mi+zc||m||2) Aol vacs Juw < atsh) < - (1= (vatrecnan®) el sacs] e

De plus,

Vier = VkskN + Vi dy,
= [Mysl + (Vi — My)s| + Vids
= —H(z) + (Vi — Mg)sh + Vidy
= [-H(z) +M+H’(x di)] + (Vi — My)sy] + [Viedi — H' (z*; di)],

=0
ce qui implique que
lel < C(||-H(ze) + H(*) + H'(z* di)|| + || (Vie — Mi)sy || + || Vid — H' (=*; di)||)

= Clo(lidkll) + ps + oldr)]
= o(lldxl))

par les propositions 1.9 et 1.7. En combinant cette inégalité avec (3.3.22), nous concluons que

llexll 1 llexl
I H @)l ~ < lldll

— 0 lorsque §,¢ — 0. (3.3.31)

Prenons maintenant @ € )0, 1] arbitraire. A cause du caractére localement borné de dpH (pro-
position 1.4 (c)), du fait que || M| est borné et de (3.3.31), nous aboutissons, en prenant § et
¢ suffisamment petits, & :

||€k||
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En combinaison avec les bornes données précédemment sur gy (skp ), cela montre que
—(1 4 Oh(z) < qr(sh) < —(1 — O)h(xy). (3.3.32)
Si de plus, 6 est choisi inférieur a 1 — 84, alors
def (3.3.32)
S (s£) S —a(st) = (1—0)h(ax) > Bah(ay).
Dés lors, en vertu de notre hypothése (3.3.19), s; = sf = st. Or,

ldisill = llowsa = o*ll = || Px(a* + s - *

= HPX(m'lc + skN) — Px(z")

< 1 ”mk rsl - :cH = lex] (3.3.33)
car la projection Py est lipschitzienne de rang 1. Ainsi, il vient que :

| H (i + si)|| = | H(ze + si) — H@*) || < L ||z + s, —a*|| = Llldgsall < L lex|(3.3.34)
——
=0
ol L est comme précédemment, la constante de Lipschitz de H sur B((z*). Nous savons par

ailleurs que

] 2
FRsE) = F(sh) =hmk) — Az + st) = h(zi) — 3 || H(zx + st)|

(3.3.34) 2 2 lexl)?
> h(zg) — & el = (1 — L*——— | h(z)
? 1H ()]
> (1-0)h(zx) (3.3.35)

parce que par (3.3.31), H_PHI% — 0 lorsque ¢,6 — 0. Si maintenant, nous imposons en plus,

que @ soit strictement inférieur & }—:%, alors par (3.3.32) et (3.3.35), nous trouvons que

0 L
_ @R L A=0he) 1oy (dm)—(L-m) _

pk(sg) - Pr P = 1 Nh > 1—m; - =m-:
Sk (53,) (1 + 0)h(z) l-f-lJﬁ?1 (1+m)+ (1 -m)

Dés lors, le pas sf est accepté; puisque € et § sont suffisamment petit, nous obtenons aussi
que Zp41 € Be(z*) car ||dis1]l < |lex|l = o(||dk|]) < o(e) par (3.3.33), (3.3.31) et le fait que
xy, € Be(x*). 11 suit inductivement que tous les pas suivant s; seront eux aussi acceptés puisque
le précédent est accepté, qu’il est dans la boule Be(z*) et que la majoration des ju, est toujours
supposée vérifiée par hypothese. Le point (a) est ainsi démontré.

Du fait que 'algorithme de région de confiance 3.4 se réduit aprés sufisamment d’itérations
a celui de type Newton avec projection, les conclusions sur la convergence locale sont identiques :
la suite des itérées x; converge vers z* (point (b)) ; la convergence superlinéaire (point (c)) et
a l'ordre (1 4 p) (point (d)) nous sont données par le théoréme 3.3. Quant a la limite de

I’équation (3.3.21), nous remarquons d’une part, qu’avec (3.3.20), i.e. pp = o(“sﬁ’”), nous
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pouvons renforcer (3.3.27) pour parvenir &

(8.3.26)

1 (@)l e = NI o) o8 11)
1 H (@)l o(H (z1)) = o(h(zt)), (3.3.36)

N 3:3:2
lax(st) + h(zp)| <
<

car HskN” < 2C ||H(zy)| en vertu de (3.3.24). D’autre part, en reprenant (3.3.30) et (3.3.31),

nous observons que pour les points (c) et (d),

lak(sE) — aes)] CEY o EE@I el PE o(hiar)). (3.3.37)

Finalement, par I'inégalité triangulaire, nous trouvons

lae(sk) + hz)| < aw(st) — a(si)| + |aw(sk ) + hlaw)| < o(h(ax)),

P P
lim |Qk(sk)+h($k)| =0 < lim —|qk(sk)|

=-1.
k—oo h(SB,t;;) k—o0 h(ﬂ?k)

3.3.4. Implémentation d’un pas satisfaisant la condition de décroissance

Introduction. La théorie de convergence présentée ci-dessus repose sur la condition de dé-

croissance abstraite (3.3.4) :
S (sk) 2 Pax(we) min (1, Ay, x(z4))
impliquant une mesure de criticalité y. Nous avons aussi fait I’hypothése que
ok — 2|l < Bs et <f(st) = Bahlms) = o (si) = Pax(x) min (1, A, x(24))

(avec B3 > 0 et 0 < B4 < 1, indépendants de k), pour obtenir une convergence locale rapide de

notre méthode.

Pas de Cauchy. Nous donnons & présent une implémentation concréte du choix du pas s
permettant de vérifier ces deux conditions, dans le cas o1 le pas de Newton projeté ne pourrait
satisfaire la condition de décroissance précitée. 1l s’agit du pas de Cauchy préconditionné sg

défini comme solution du probléme d’optimisation :
min  gx(s)

sc.  s=—tD(zx)¥ gk
seX,t=0
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_vzz(;k) &*D”Vh(wk)
mk\wb(f%)

X

KD

FI1G. 3.5. — Interprétation du préconditionneur pour le pas de Cauchy.

ot v = 1 est fixé et ot la matrice diagonale (semi-définie positive) de préconditionnement
D(z) € R™*" est définie par

min (kp, x; — {;) si [Vh(z)); > 0;
[D(z)] = § min (kp,u; — z;) si [Vh(z)]; <0;
min (kp, x; — lj,u; — ;) s [VA(z)]; =0;

pour une constante kxp > 0.

Voyons concrétement ce que signifie cette matrice D(z). Supposons que la i-iéme compo-
sante du gradient de h (que nous cherchons a minimiser sur X = [[, u]) soit strictement positive
et donc que [s]; soit négatif ; alors l'itérée suivante [z]; sera plus proche de la frontiére {; du do-
maine admissible X. Or, comme nous ne pouvons pas sortir de ce domaine (pour la résolution
du sous-probléme), il est intéressant de diminuer I'avancée selon [z); lorsque que l'itérée est
proche du bord ; ([z]; — I; < kp) afin de pouvoir progresser de maniére significative dans les
autres directions. Il en va de méme avec les bornes u; lorsque la i-iéme composante du gradient
de h est strictement négative. Lorsque la i-iéme composante du gradient de h est nulle, [s];
est forcément nul. La valeur de [D(z)];; peut alors est choisie arbitrairement ; notre choix sera
justifié par I'utilisation qui en sera faite par la suite.

Par exemple, si g = Vh(z) = (2,—1) et v = 1 = kp, alors nous trouvons
1 4 1
19 9 1
DY, = —| 4 — 2
Ceci est illustré a la figure 3.5.

Nouvelle condition de décroissance. Considérons maintenant une mesure de criticalité y

telle que

Bex(z) < xas(z)Z |D@)Vh(z)|, YzeX (3.3.38)
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pour un certain 35 > 0. Nous allons montrer que si la décroissance avec le pas s est égale a

une fraction de la décroissance due au pas de Cauchy préconditionné, i.e.

qr(sk) < aqk(sg) (3.3.39)

avec « € |0, 1] constant, alors il existe B > 0 tel que pour cette mesure de criticalité x, la

condition de décroissance (3.3.4) est satisfaite :

St (sk) = Bax(zx) min (1, A, x (k)

Un choix naturel pour y est alors xas//s; mais encore faut-il que x4 soit une mesure de
criticalité, c’est-a-dire qu’elle soit continue et s’annule aux et seulement aux points vérifiant les

conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation (3.1.2).
Lemme 3.15. La fonction x a5 : R®* = R . 2 — || D(z)"Vh(z)|| est une mesure de criticalité.
Démonstration.

(i) Nous avons que xag(z) est nul si et seulement si D(z)YVh(z) =0, i.e.

[D(@)5[VI(=))i =0, Vien.

En vertu de la définition de D(z), si [z]; = [, alors [D(z)];; = 0 si et seulement si
[Vh(z)]; = 0; si [z]; = u;, alors [D(x)];; = 0 si et seulement si [VA(z)]; < 0; enfin si
li < [x]; < u, alors [D(z)]; = 0 si et seulement si [Vh(z)]; = 0. Il y a donc annulation
de D(z)"Vh(z) = 0 si et seulement si

[Vh(z)];, 20 lorsque [z]; = I;;
[Vh(z)]; <0 lorsque [z]; = u;;
[Vh(z)]; =0 lorsque I; < [z]; < u;.

Nous constatons alors qu’il s’agit des conditions de Karush-Kuhn-Tucker du probléme

de minimisation de (3.1.2) comme souhaité.

(ii) Il nous reste encore a prouver la continuité de x4g. Soit z un point arbitraire de X et
posons

L Gen: V@), >0} et I ¥{icn: [VA@)] <0}.

Puisque h est continiment différentiable, Vh est continu et par conséquent, [Vh(-)];
ne change pas de signe sur un petit voisinage de z lorsque [Vh(z)]; # 0; en d’autres
termes, il existe § > 0 tel que pour tout y € Bs(x) et pour tout 4 € I, U I_, nous avons
[Vh(z)]):[VR(y)]; > 0. Prenons dés lors y € Bs(z) et définissons

r(z,y) = D(y)"Vh(y) - D(z)"Vh(z).
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Alors pour tout ¢ € I, nous trouvons

(@, y)lil =

]([D(y) 1Vh()]; - DWIHIVAE)L) - (IDE@IEVAE), - [DWIVAE)L)

< DOV, — [Vi(z) |+ (V)] [P} — [D()]]
<

113

&DHVh — Vh(z)); |+ (Vh(z |1n1n kp,¥i — i) —min (kp,z; — 1;)" |,
par définition de D(z) et D(y). Lorsque ¢ € I_, nous obtenons de méme que
\[r(z,y)] nD|[Vh — Vh(z |+| (VR(z)]; || min (kp,w; — ¥;)” —min (kp, u; — ;)7 ‘
Enfin si ¢ ¢ I1 U1, [Vh(z)]; = 0 et il s’en suit que

|[r (=, y)lil

[IDWILIVR@)L| = PDWIE|VA®)]]
= [DOIE|[VA@)]; - [Vh(=)]; |

=0
< Kp|[VAy) — V()]

Ainsi, dans tous les cas, |[r(z,y)]:| — 0 lorsque ¥ — 2 par continuité des fonctions min

et Vh. En conséquence, 7(z,y) — 0 quand y — z et donc

[ 1D@)" Vi)l - |1D(z)"Vh(2)] |
< 1D()"Vh(y) — D(z)"Vh(z)|
= |lr(z,y) =0

I

Ixas(y) — xas(z)|

lorsque y — x, i.e. xag est continue.

Avec ces deux éléments, nous avons ainsi prouvé que yag était une mesure de criticalité. [

Comme nous 'avons vu dans le théoréme 3.13, il est intéressant d’avoir la propriété de
continuité uniforme pour la mesure de criticalité car & ce moment, nous savons que la limite
inférieure du théoréme 3.12 se transforme en une véritable limite pourvu que cette mesure soit

aussi bornée.

Lemme 3.16. La mesure de criticalité x o est uniformément continue sur toute partie Q C U

sur lagquelle Vh est borné el uniformément continu.

Démonstration. Les trois inégalités du lemme précédent pour les casott i € Iy, I et (1L U )¢
sont toujours valables pour des x,y € £ C U suffisamment proches. Pour montrer la continuité
uniforme sur €2, il suffit de montrer que lorsque x et y se rapprochent, [r(z,y)]; — 0. Cette
convergence se déduit facilement du fait que d’'une part, Vh est uniformément continu sur €2,
ce qui implique que [Vh(y) — Vh(z)]; — 0 lorsque ||y — z|| — 0 avec z,y € Q, et que d’autre

part, Vh est borné sur £ et que la fonction minimum est aussi uniformément continue sur €,

© Vincent Malmedy — Juin 2006 59



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

ce qui entraine que |[VA(z)];| - | min (kp,u; — )" — min (kp,u; — ;)7 | tend également vers

7ErOo. O

Notez que les hypothéses du lemme précédent sont immédiatement vérifiées si 2 est com-
pact et que h € C'. Or, nous avons supposé le caractére continiment différentiable de A, de
sorte que la compacité de £ suffit pour que yag soit uniformément continue sur €. Lorsque
—o00 < | < u < +00, le domaine admissible X est compact et contient les itérées xy, ce qui
permet de vérifier directement ’hypothése supplémentaire du théoréme 3.13 pour la mesure de

criticalité x as.
Nous disposons & présent des outils nécessaires pour montrer que la condition de décrois-
sance tirée du pas de Cauchy suffit pour obtenir la condition (3.3.4) :

Proposition 3.17. Soit x une mesure de criticalité satisfaisant

Bsx(z) < xas(z), VzeX (3.3.40)

pour un certain P5 > 0. Supposons que la suite (||Myl||),cy soit bornée supérieurement par une
constante Cyy. Alors, il existe une constante By dépendant uniquement de «, Bs, v, kp et Cyy,

telle que st x(xr) # 0 et si le pas-candidat sy, vérifie qi(sx) < aqk(s&) alors

s (sk) = Box(zy) min (1, Ag, x(zx)) -

Démonstration. Pour faciliter ’écriture, nous noterons Dy = D(zy), d = —Dzvgk et gr =
D] gy, de sorte que ||gr] = xas(zx). La preuve se décompose en deux étapes : d’abord, nous

donnerons une borne supérieure pour
ar(s$) = qu(t*dy) = min {qg(tdy) : t = 0, tdy € X3},

puis nous l'appliquerons a g (s;) < agp(t*dy).

Nous observons en premier lieu que dy est une direction de descente de g en 0 car
Var(0)Tdy = gt di, = —gt Dy g = — || DYgk||” < 0.

Comme il faut rester dans la région de confiance, le pas t doit étre inférieur a

= min min L
o {2 of = min{ e a0}
Ay Ay,
shllawll &) - xas(@k)

(3.3.41)

La longueur du pas ¢ est également limitée supérieurement par I’ensemble admissible X — z},.

Nous distinguons d'une part les contraintes x; = I; et d’autre part, x; < w;. Pour les premiéres,
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le pas maximum autorisé est

def . f[zx—Us _oin ] (sl N
2= “{ [EAY [d’“]‘“}‘ieﬂ{[m AT ’[‘“]m“}

Tk — J]t

> 0, lowls > &

lerélr}a {mm (6D, [ — 1) lgell Lt g P }

min (kp, [z — 1))

p- ki > 0, i > I

lergn {1‘[1111 (5D, [k — 1:)7 || Gel i Wit =4

. 1—vy 1—vy
., min (s, e =) 7 _#p (3.3.42)
xas(zg) xas(zk)

car v = 1 et donc (1 —«) < 0. Il en est de méme pour les contraintes de borne supérieures : le

pas maximum est alors

gy min{%‘fﬁwdmo}mm{ v o <0, o < i

ien Ji] ien | [Del; [gxli]
[u — zp)i
= ; < 0, . .
> min{ o Tl o <0, bl <
min m) — Tklq

= min 1 q] gl <0, [ze)i < ug

ien | min K,D, U — Cﬂk] ) Hgk”

1- 1—
5 min (5D, [u—zp)s) 7 s, BD ! (3.3.43)
xAs(zx) xas(zr)

car v = 1 et donc (1 —+) < 0. Si Mydy, = 0 (le modéle est affine), nous posons t4 = +oo. Dans

le cas contraire, le modéle
gr(tdi) = gi (bdi) + § | Mi(tdi)|* =t - gl di + 1% - 3 | Mrdi|> (> 0)

atteint son minimum global sur R* en ¢ = ¢4 défini comme

N ~gtde _ gt D9k _ gl
|Medpl* || Mydy)? ||MkD /g |
al> 1
1M DY lawll® (M) HDEH2
1
(3.3.44)
CZ!“’“D

Nous obtenons alors que t* = min (¢, 2, t3,t4). Si t* < t4, nous avons par définition de t4 que
t* || Mydy||* < ||gw]* et donc que

ae(t'di) = —t"|gl® + & (1) || Midy|?
- 2 TS
—t* (1l + 3 llgw])® = —3t*

—1t* yas(ze)® = =3 min (t1, o, t3) xa5 (k)2 (3.3.45)

AN
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A
gk (td)
X
Lk
F min
11 ty i3 to 4 Ty, Iy dy,
Fia. 3.6. Cas oit t* = t1 : on s’arréte sur la frontiére de la Tégion de confiance.
A
X
qr(td)
Tk
to ta  # t3 > 1 m?m Jdk
FIG. 3.7. — Cas ou t* = ty (similaire @ t* = t3) : on s’arréte sur la frontiére du
domaine admissible.
A
i (L) X
I T |
| | \\ |
-
» T 4 d
21 1 la t3
Fic. 3.8. — Cus ou t* =ty : le minimum global du modéle (sur R) se trouve dans

la région de confiance et dans le domaine admissible.
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Grace aux minorations (3.3.41), (3.3.42) et (3.3.43) trouvée pour t1, {3 et t3, nous pouvons

affirmer que
min (A, Kk
min (tq,t9,13) = M :

"{’}IDXAS(xk)
il s’en suit que
¥ min (Ak, H:D) 9
#d.) < —imin(tite,ts) vas(@e)? € ———— "y ss(xn
qr(t"d,) 2 ( ,13) (zx)” < ) NEXAS(-T.%) €7y
min (Ag, kp (3.3.40)  min (A, &p
= _%“)XAS(J’;[@) = ——(2—.},—),65}((2%). (3.3.46)
KD K
En revanche, si t* = t4, nous trouvons
~ 2
@t dr) = —t" |Gl + 5 ()7 | Mad]|?
= —t"[|gxll* + 52 191> = — 52" 13ul® = —gtaxas(er)®
1 9 1
& —— B\ S X (3.3.47)
= ZCMrD ( )'\ 20}2\/ 275( )

En rassemblant les deux cas de figure, il vient que

i min (A, K Be
ar(sk) < oqu(t*dy) < amax (—ﬁ5 21({; D)X(Ik)a 207, T — X k) )

. fafs . a3
= —x(zx) min | —=- min (Ag, kp), ———==x(zr) | . (3.3.48)
(2'{}5 2C3 5y

Mais puisque gfj (sk) = —qx(sk), nous concluons que

1—y 2
P > . . aﬁ5ﬁ’D aﬁf) s A aﬂ ,
Gi (sk) =2 x(zk)min (—2 2T, —C’%f ?;)L( Tk)

o L= 2
> min (2550 805 OB ), min(L, Ak (). (3.3.49)
2 2K C;%; D"’

-

5250
O

Notez que par le biais de cette preuve, nous avons retrouvé I'interprétation des trois compo-
santes de cette condition de décroissance : le 1 est 1a pour le cas ot le minimum est trouvé sur
la frontiére du domaine admissible X ; le A, pour celui ot ce minimum a lieu sur la frontiére
de la région de confiance ; enfin, le x(zy) provient du cas ot le minimum se trouve a U'intérieur
de ces deux domaines.

Ainsi, pour toutes les mesures de criticalité qui satisfont fsx(z) < xas(z), ¥V z € X, nous
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pouvons remplacer la condition de décroissance (3.3.4) par la condition (3.3.39) :

ar(sk) < agr(sy)

pour une certaine constante o > 0.

En particulier, le pas de Cauchy s, = .skc vérifie toujours cette condition et est donc toujours
un pas-candidat envisageable; nous pouvons donc 'utiliser lorsque le pas de Newton projeté
ne satisfait pas la condition de décroissance (3.3.4).

Avant d’obtenir un algorithme implémentable, il nous reste encore & définir une mesure de
criticalité x

— qui soit uniformément continue et bornée (pour garantir les résultats du théoréme 3.13);

qui permette de vérifier rapidement la condition de décroissance (3.3.4) ;

— qui satisfasse la condition (3.3.19), & savoir que la condition de décroissance (3.3.4) doit

atre vérifiée pour s = sf chaque fois que
lzx —2*|| < Bs et o (sf) = Bah(zx)

pour des constantes (33 > 0 et 0 < 4 < 1 indépendantes de k.

Plusieurs approches sont possibles pour définir une telle mesure.

I. Approche universelle. Nous débuterons par une approche applicable dans tous les cas.

Définissons
xr:R" = R : 2+ min (XAs(ﬂZ), \/ﬁ4h(w))

avec B4 € ]0, 1[. Cette fonction x; est une mesure de criticalité puisqu’elle est continue et qu’elle
n’est nulle que si A(z) = 0 ou xa5(z) = 0, ce qui implique dans les deux cas que z vérifie les
conditions (nécessaires) d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker du probléme de minimisation

(3.1.2). Choisissons & présent une mesure de criticalité vérifiant
Psx(z) < x1(z), =€ X, (3.3.50)

pour un certain 85 > 0. Alors d’office, la majoration Fsx(z) < xas(z), V@ € X est satisfaite.

Nous pouvons dés lors changer le point 3.3. de ’algorithme de région de confiance comme suit :

3.8 51 skP satisfait la condition

a(sk) < max (age(sf), —Bah(zr)) , (3.3.51)

alors poser sp = sf .

Sinon, calculer un autre pas vérifiant (3.3.3) et (3.3.51).

Notez que cette nouvelle condition (3.3.51) est une relaxation de la condition (3.3.39) qui
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elle-méme était moins exigeante que la condition de décroissance (3.3.4) comme mentionné
ci-dessus.
En effet, d’une part, si gg(sg) < —B4h(xy), alors

L) > (VEiBGR) > xHa) > Bt (oe) > B x(we) min (1, A, x(z)
B2

et donc, la condition (3.3.4) est immédiatement vérifiée. D’autre part, si gx(sg) < aqk(sg), alors
la, proposition 3.17 est applicable. Finalement, il est facile de voir que le choix de x = xy est
uniformément continue si yas et H sont uniformément continus sur £2; la continuité uniforme
de yas peut &tre obtenu a cet effet par le lemme 3.16 qui requiert la continuité uniforme et le

caractére borné de Vh.

II. Nous discutons maintenant d’une situation dans laquelle il suffit que x remplisse la
condition (3.3.38). Supposons que minycg,p(r) [V € Cv < oo sur X. Alors, avec V(z) =

argminy ¢, (2 |V ]|, nous avons que
def
xas(z) = | D()"Vh(z)|| < 65 V(@) 1H ()] < £5Cy || H ()]

puisque Vh(z) = V(z)T H(z) par le lemme 3.6. Par conséquent, si 34 € |0, 1] est fixé et que
la mesure de criticalité x vérifie SLx(z) < xas(z), V € X, alors nous trouvons Bsx(z) <
x1(z), = € X pour tout G5 > 0 inférieur ou égal &

AL min (1, "54/2).

H—YDOV
En effet,
. v Ba/2 ; Ba/2
2 ;r’ ) 64/ ; o 4
Bsx(z) B min (1, Ty x(z) € min | 1, ¥TCy xas(z)

= min (XAS(w),MX S(m)) = min (XAS(ZE), V ﬁdh(ﬂ’)) = x1(m)

%
KLCv || H (z) |

De la sorte, le paragraphe I est applicable. Nous pouvons en particulier choisir ¥ = yag.
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III. Décroissance d’une fraction du pas de Cauchy. Enfin, nous établissons une condi-
tion suffisante pour que ’algorithme 3.4 puisse étre implémenté au moyen de la simple condition

de décroissance de Cauchy :

3.8. 51 skP satisfait la condition
ak(si) < agr(sf) (3.3.52)

alors poser sy, = skP.
Sinon, calculer un autre pas vérifiant (3.3.3) et (3.3.52).

Supposons que la mesure de criticalité y remplisse la condition (3.3.38), que les suites

(1Ml pen et ([|3457) ep SOient bornées et que
||AJEH($;€) - ng = o(||H(z)|]) lorsque k — +o0.

Notez que cette derniére affirmation est vraie pour tout My € 9H (zy) car alors le membre de
gauche est nul. Aussi, sous ces hypothéses, nous obtenons a cause du fait que la valeur au point

de Newton est inférieure & celle au point de Cauchy,

a(sg) > an(—(Mi M) gi) = — 398 (MiF M) gi

—h(z) + 5 (M H (i) — )T (M7 My) ™ (M7 H () + gi,)

—h(zr) — (M H (i) — g1)T (M M) (MEH (z1) — gr) — 2MF H(xy))
—h(ax) — $o (|| H (zx)|)) || My M) (M H (k) — gi) — (M M) ™ - 2M H ()|
—h(a) + o (I H(@)|I?) = ~h(or) + oh(z)).

A\ I |

ol la derniére inégalité est obtenue en prenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En conséquence,
pour tout B4 pris arbitrairement dans |a, 1], nous pouvons trouver 33 > 0 tel que pour tous les
indices k satisfaisant ||z — z*|| < B3 et sF (sf) = Bah(zy),

(st ) = —<f (s) < —Bah(zr) < agr(sf),
ce qui implique finalement, que la condition de décroissance (3.3.4) est vérifice.

3.3.5. Application de la méthode aux problémes de complémentarité

Considérons le probléme de complémentarité non linéaire mixte

(3.3.53)

o Fi(z) =0, F(z) 20, 20, pouri=1,...,m;
Fi(z) =0 pouri=m+1,...,n;
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ot F': U — R" est définie sur ouvert U C R" contenant X et [0, 400" xR*™™ (avec

0 < m < n). Nous reformulons ce probléme grace & une fonction de complémentarité ¢, de

sorte que
def 3
Hi(@) ' g(o Fi@) powi=1,...,m; ,
def {3304)
Hilwz}] = Fii) pouri=m+1,...,n.

Nous obtenons ainsi la fonction H : U — R"™ définie sur 'ouvert U contenant le domaine
admissible X.

Nous supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(H3) la fonction F': U — R™ est contintiment différentiable avec une dérivée lipschitzienne;
(H4) la fonction de complémentarité ¢ : R? — R est contintiment différentiable sur R?\ ¢—1(0)
et semi-lisse a l'ordre 1 sur R?; de plus, chaque fois que ¢(a,b) = 0 et que v = (vq,v9)
est pris dans d¢(a,b), on a v; = 0, va 2 0, v # 0 ainsi que vy7 = 0sia > 0et b =0,
tandis que vg =0sia=0et b > 0.

Cette derniére hypothese est par exemple vérifice pour la fonction de Fisher-Burmeister (pé-

nalisée ou non).

Lemme 3.18. Sous les hypothéses (H3) et (H}), la fonction H définie par (3.3.54) satisfait
les hypothéses (H1) avec p=1 et (H2). De plus, pour tout x € U et tout V € 0H(z), il existe

des matrices diagonales Dg, Dy € R™*" telles que

V =D, + DyF'(z) (3.3.55)
[Balu=0 # [Dhlz=1 pouri=m-+1,...,n. (3.3.56)

En outre, si x est une solution du probléme de complémentarité (3.3.53), alors Dy + Dy est

définie positive et pour toul i € m,

[Dal; = 0 sim>0 et Fiy(z) =
[Dpl;; = 0 siz; =0 et Fi(z) >

0,
0
Démonstration. Par la proposition 1.25, la fonction F' est semi-lisse & 'ordre 1, puisque différen-
tiable a dérivée lipschitzienne. Il résulte aussi des propositions 1.23 et 1.24 que H est semi-lisse
a l'ordre 1, puisque ses composantes sont semi-lisses & 'ordre 1 soit directement, soit en tant
que composée de fonctions présentant cette propriété. Nous avons ainsi vérifié 'assertion (H1)
avec p = 1.

Comme F; = H; pour i =m+1,...,n, il y a égalité entre les (n — m) derniéres lignes de
V et de F (i.e. les gradients transposés des F; pour ¢ = m + 1,...,n). De la sorte, [Dg]; = 0
et [Dplis = 1 (pour la méme plage d'indices) conduit a ’égalité des (n — m) dernieres lignes
de V et de D, + DyF'(x). Fixons a présent ¢ € m et prenons un z arbitraire dans U tel que
H;(z) = ¢(zi, F(x;)) # 0. Alors, en vertu de 'hypothése (H4), H; est de classe C! dans un
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voisinage de x (en tant que composée de fonctions contintment différentiable en x) ; Passertion
(H2) est ainsi vérifiée.

Prenons cette fois un z € U tout a fait arbitraire et désignons (z;, Fi(z)) par fi(z) € R",
de sorte que (par le théoréme 2.6.6 dans |4])

DH(x) = conv(96(fi(x))0fi(a))
= 0¢(fi(2)V fi(z)"
= {v]e? + 0 VEF(2)T 1 v = (v,v2) € Od(zi, Fi(z))} .

11 suffit donc de prendre ([Dg)ii, [Dslii) € el0H C 8¢(zi, Fy(x))) puisque (par la proposition
2.6.2 (e) dans [4]), nous savons que

OH (z) C 8cH (z) ¥ 9H  (z) x - x OHp(z).

Lorsque z est solution du probléme de complémentarité non linéaire mixte, ¢(z;, Fi(x)) = 0
pour tout i € m. Il s’en suit que v = 0 et v # 0 pour tout v € d¢(z;, F3(x)), ce qui implique
que v1 +ve > 0 et donc tous les éléments de la matrice diagonale Dy + Dy sont strictement
positifs, i.e. Dy + Dy est définie positive. Si z; > 0 et Fi(x) = 0, alors par (H4), v1 est nul et
il en est donc de méme pour [Dg);;. Si cette fois, z; = 0 et Fy(z) > 0, alors par (H4), v2 =0
d’Oll, [Db}i?l =0. O

Définition 3.19 (Régularité forte). Une solution z* du probléme de complémentarité non
linéaire mixte (3.3.54) est dite fortement réguliére s'il existe un voisinage Uy« C R™ de z* et
un voisinage Uy C R™ de 0 tels que pour tout y € Up, le probléme de complémentarité mixte

linéarisé

{ z;F(x) =0, F/(x)>0, 20, pouri=1,...,m; (3.3.57)

Fln) =0 pouri=m+1,...,n;
avec F¥(x) o F (z*) + F'(z*){z — z*) + y, admet exactement une solution z(y) vérifiant
z(y) € Uy~ ainsi que le caractere lipschitzien de I'application w : Up — R™ : y — z*(y).

Un autre critére nous est donné par le lemme suivant pour déterminer si une solution est

fortement réguliére ou non :

Lemme 3.20. Une solution x* du probléme de complémentarité non linéaire mizte (3.3.54)

est fortement réguliére si et seulement si la sous-matrice

OF;
ety (G
Oz, ijerr

est non singuliére et que son complément de Schur dans F'(z*), a savoir
/ / / -1
F (ﬂ}'*)N*N* - F (CE*)N*I*F (.’,ﬂ*)I*I*F,(w*)I*N*
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est une P-matrice, c’est-a-dire que ses mineurs principauz sont tous strictement positifs, avec
IF={ien:i>mouz; >0} et N*={iem:z; =0 et F;(2*) = 0}.

Il peut alors étre prouvé sans trop de difficulté que

Théoréme 3.21. St x* est une solution fortement réguliére du probléme de complémentarité
non linéaire mizte (3.3.54), alors tous les éléments de OH (z*) sont non singuliers. En particu-

lier, =¥ est un point BD-régulier de H.

Démonstration. Voir |11|, théoréme 3.4. O

3.3.6. Résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats numeériques obtenus par M. Ulbrich avec cet al-
gorithme, Ses tests sont basés sur 40 problémes de complémentarité mixte issus de la librairie
MCPLIB [8], ¢’est-a-dire des problémes qui peuvent s’écrire sous la forme (3.3.54). Ces pro-

bléme ont été reformulé grace a la fonction de Fischer-Burmeister pénalisée

decka(z,y) = (1 — @Q)drp(z,y) — qxyyy, (0<g<1),

de sorte que

£ .
Hix) = doorslesFilE)) pourd = 1w ghu
Hilm) = Hx) pouri=m-+1,...,n.

Les problémes se posait alors sous la forme
H(z)=0, z € X.

Toutefois, nous pouvons nous interroger sur la nécessité de garder la contrainte z € X, étant
donné que H(z) # 0 sur X°. Les tests furent effectués sur les deux versions (avec ou sans
contraintes) pour voir si 'algorithme s’en sortait mieux avec I'une ou l'autre. Deux valeurs
du paramétre ¢ ont aussi été prises en compte pour savoir s’il vaut mieux rester proche de la
fonction de Fischer-Burmeister (¢ = 0.05) ou s’il est préférable de prendre davantage en compte
la partie z;y4+ de la fonction de complémentarité ¢cocra.

Quatre variantes furent ainsi mises en compétition :

Algo. 1 : l'algorithme 3.4 avec ¢ = 0,3 appliqué a la version avec contraintes ;

— Algo. 2 : I'algorithme 3.4 avec g = 0,056 appliqué a la version avec contraintes;

— Algo. 3 : I'algorithme 3.4 avec ¢ = 0, 3 appliqué & la version sans contraintes ;

— Algo. 4 : Palgorithme 3.4 avec ¢ = 0,05 appliqué a la version sans contraintes.

Comme la jacobienne F' était disponible, les matrices M), ont été choisies parmi les éléments
de g H (z1,) avec la précision machine. Néanmoins, lorsque M}, était mal conditionnée, un petit

multiple de l'identité fut ajouté au produit M’E M;,. L’algorithme reprend le pas 3.3. dans la
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version du paragraphe (III) de la sous-section précédente. Au cas oil sf ne satisfaisait pas les

conditions, on a procédé a une résolution compléte du sous-probléme grace au solveur BPMPD

[21]. Le critére de terminaison avec réussite qui fut choisi est
max ({|min (z;, F;(x))| : i € m} U {|Fy(z)| : m <4 < n}) <107,

Notez qu’il ne s’annule que si |min (z;, F;(z))| =~ 0 pour ¢ € m et si |Fj(z)| ~ 0 pour m < ¢ < n,
c'est-a-dire si H(z) ~ 0. Un autre critére de terminaison fut aussi défini pour marquer que
l’algorithme a échoué :

AL <1071 ou k> 200.

Les paramétres de la région de confiance ont pris les valeurs suivantes : Ay = 1, Ag = 100,
m=10"% 1 =075, 71 =3, 72 =2et

QITAY? si pr < 1,
Apy1 = ¢ max (Amin, Ag) sim < pr < M2,
maX(Amim’YzAk) si pg = M2

Les paramétres pour la décroissance non monotone furent fixés & m =4, A =0,01 et

)\k:,fr -

{)\ Bl ¥ £

1—(mp— DA sir=rg;

Ol T = argmaXgg,«m, h(z;, ). Les paramétres de préconditionnement furent quant & eux pris
comme v = 1= Kp.

Un point de départ est fourni par MATLAB pour chaque probléme de MCPLIB. Toutefois,
il s’est avéré que pour les versions avec contraintes il est plus avantageux de prendre un point
a l'intérieur du domaine admigsible : le point de départ a donc été projeté préalablement sur
[l +0,1;u — 0,1] pour ces versions. Selon M. Ulbrich, le fait de partir d’un point intérieur
permet a 'algorithme de déterminer plus efficacement quelles sont les contraintes actives. Il
insiste toutefois sur le fait que cette projection du point de départ sur [[40, 1; u—0, 1] n’apporte
pas d’amélioration significative.

Les résultats complets sont repris dans la table 3.1

Pour faciliter leur analyse, nous avons construit les profils de performance correspondant
aux deus premiéres variables mesurées : le nombre d’itérations réussies (figure 3.9) et le nombre
total d’itérations (figure 3.10). Concernant le nombre de sous-problémes complétement résolus

c’est-a-dire pour lequel le pas de type Newton projeté sf n’a pas été accepté — nous ne
présentons pas le profil de performance correspondant, car il serait faussé par la présence de
nombreux zéros, ¢’est-a-dire de performances qui sont infinies !

Nous remarquons ainsi que les versions avec contraintes sont plus efficaces et plus robustes

que celles sans contraintes; nous pouvons aussi observer que le choix ¢ = 0,3 est préférable
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[tér. réussies Itér. Quad. prob.

Algorithme 1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4
badfree 4 5 4 5 4 5 4 5 0 0 0 0
bertsekas 191 19 20 20 43 48 40 39| 27| 31| 21| 23
billups = = = = =
colvdual 9] 12 21 12 9 12 30 14 0 0 9 0
colvnlp 8| 12 11 12 8 12 12 14 0 0 0 0
cycle 5 5 i 7 5 5 7 7 0o 0 0 0
degen 4 5 4 5 4 5 4 5 0 0 0 0
duopoly 11 12 11 - 12 9 10 -
ehl k40 11 ] 11 24 11 11 45 0 0 5 -
ehl k60 11| 13 32 31 11 13 57 65 2 0 8| 12
ehl k80 12 | 12 25 12 12 46 = 1 0 4 -
ehl kost 12| 13 - . 31 13 - — || 22 0

freebert 81| 10 12 22 8 17 23 83 0 0 0| 66
games 12| = -1 20 22 o= -1 40 13| -} -] 21
hanskoop 91| 10 11 10 24 19 31 19 6 2 9 2
hydroc06 12 | 12 7 7 22 19 7 7 8 5 1 1
hydroc20 12 | 12 11 11 13 15 12 12 1 2 0 0
jel 6 6 7 7 6 6 7 7 0 0 0 0
josephy 5 5 6 7 5 11 6 7 1 0 1 0
kojshin 6 6 7 6 12 12 7 11 0 0 0 0
mathinum T 7 8 4 14 14 18 4 0 0 1 0
mathisum 5 6 5 5 5 6 12 12 0 0 0 0
methan08 4 4 4 4 4 4 4 4 0 0 0 0
nash 8 8 8 8 8 8 8 8 0 0 0 0
ne-hard - - — - - = - - - - -
pgvonl0s - = = = - = - = - = —
pgvonl06 — — — = — = = = B — =
powell 7 9 7 9 7 16 7 16 0 0 0 0
powell mcp 6 6 6 6 6 6 6 6 0 0 0 0
ap 4 5 3 5 4 5 3 b 0 0 0 0
scarfanum 9 12 9 11 9 12 15 19 2 0 1 1
scarfasum 8 9 7 T 8 9 18 18 1 0 0 0
scarfbnum 12 | 15 18 20 12 21 18 31 1 3 1 5
scarfbsum 11| 15 14 14 11 22 14 24 4 8 4 7
shubik 16 | 25 25 32 31 62 69 82 || 23| 51| B9 | 70
simple-ex - -

simple-red 11| 11 10 10 11 11 10 10 0 0 0 0
sppe 8 9 8 8 8 9 8 8 0 0 0 0
tinloi 9 7 8 7 9 7 27 7 0 0 3 0
tobin 8| 10 11 14 11 16 15 17 0 0 3 0

[ Moyenne [81]94]10,0]10,5]10,7[138[16,1]1831[25[33[39]6,0]

TaB. 3.1. — Résultats numériques de lalgorithme de M. Ulbrich (la moyenne est
prise sur les seuls problémes résolus par les quatre algorithmes).
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Nombre d'itérations réussies

1 T T T T
Algo 1
— Algo 2
Algo 3
09} Algo 4 []
0‘2 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
log(o)
FiG. 3.9. — Profil de performance sur buse du nombre d’itérations réussies.
Nombre total d'itérations
1 T T T
— Algo 1
— Algo 2
—— Algo 3
0.9 L Agoaf]
o
//
= = |
02 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
log(c)

Fia. 3.10. — Profil de performance sur base du nombre total d’itérations.
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g = 0,05 tant sur le plan de l'efficacité que de la robustesse
Avec une version monotone avec contrainte et ¢ = 0, 3, ’algorithme échoue pour 9 problémes
au lieu de 5 autrement. Le choix de la non-monotonicité permet donc ici de résoudre davantage

de problémes.
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Chapitre 4.

Les méthodes multi-niveaux

Un nombre important de problémes d’optimisation sont formulés dans des espaces de dimen-
sion infinie ou de dimension élevée. Nous pensons ici aux problémes de controle des systémes
dynamiques typiquement décrits par des équations différentielles ordinaires ou aux dérivées
partielles, mais aussi aux nombreuses problématiques de l'assimilation de données dans les
domaines de la météorologie, de I'exploitation de ’énergie nucléaire ou de I'hydrologie.

Cette grande dimension nous pousse & les discrétiser pour étre capable de les résoudre
plus facilement. Deux méthodes sont en pratique souvent utilisées : les différences finies et les
éléments finis. Mais, la réduction de dimension peut intervenir via d’autres moyens comme par
exemple, une simplification du modeéle physique qui se trouve derriére les équations.

Mais de la sorte, différents niveaux sont en général possible et nous souhaiterions tirer profit
de cette diversité afin d’obtenir des algorithmes performants. Nous ne voulons pas choisir un
seul niveau auquel le probléme serait traité, mais plusieurs, en passant intelligemment de I'un

4 Iautre afin de tirer profit des avantages que chacun peut nous offrir.

Les problémes rencontrés s’expriment généralement sous la forme d’une fonction f : R* — R
a annuler ou & optimiser. Les divers niveaux de discrétisation sont des fonctions f; : R™ — R
(i € r) avec typiquement n; < ny41 < n, Vi € 7 —1; elles représentent la fonction f aux
différents niveaux, par exemple sur des grilles de discrétisation de plus en plus fines (on parle
alors d’algorithmes multi-grilles).

Nous supposons ici que plus le probléme est représenté & un niveau grossier (¢ petit), plus
il est facile & résoudre. Afin de pouvoir passer d'un niveau a un autre, deux opérateurs sont
nécessaires : un opérateur de restriction R; pour descendre d’un niveau fin vers un niveau
grossier (de R & Réfl) ainsi qu’'un opérateur de prolongation F; pour remonter d’un niveau
grossier & un niveau plus fin (de R*~! 4 R?). En régle générale, ces deux familles d’opérateurs

sont linéaires, de rang plein et satisfont la condition de Galerkin :
oy = R}
pour un certain a; > 0 (¢ € r). Les méthodes de résolution que nous pouvons raisonnablement
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Fi1c. 4.1. — Comparaison de modes ¢ haute et basse fréquence sur des grilles fine

(en haut) ou grossiére (en bas).

envisager aux différents niveaux sont des méthodes itératives. En effet, elles permettent d’avoir
rapidement une ébauche de la solution, tandis que les méthodes directes sont obligées de ré-
soudre complétement le probléme avant de fournir une solution. Ces derniéres ne pourront donc
étre utiles qu’aux niveaux les plus grossiers ot le cofit de résolution est relativement faible. Le
choix de méthodes itératives est aussi justifié par notre volonté de tirer parti des informations
aux différents niveaux de maniére judicieuse : ainsi, il est possible de ne réaliser que quelques
itérations & un niveau, puis de passer & un autre qui se révéle plus intéressant pour avancer
dans la résolution.

Il convient d’ailleurs de remarquer une différence importante entre les niveaux fins et les
niveaux grossiers, & savoir qu'il est impossible de représenter des hautes fréquences 4 un niveau
grossier, mais que par contre, les basses fréquences y apparaissent comme ayant une fréquence
plus élevée (en ce sens que nombre de points entre deux crétes diminue). Cette observation va
s’avérer fort utile dans un cadre multi-niveaux puisqu’en général, les méthodes de résolution
classiques (Jacobi, Gauss-Seidel, etc.) éliminent rapidement des composantes hautes fréquences
de l'erreur commise sur la solution, mais peinent & faire de méme avec ses composantes basses

fréquences, ce qui les empéche de converger rapidement.

Le motif de base des algorithmes multi-niveaux comprend donc deux niveaux. Ils partent

en général d’un point de départ au niveau fin, soit Zg; 14, quelques itérations sont effectuées

(© Vincent Malmedy  Juin 2006 75



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

pour éliminer les modes hautes fréquences de Ierreur. Ensuite, pour améliorer la résolution
qui devient lente au niveau fin, on prend la restriction de 'itérée courante au niveau grossier
#; = R%;. A ce niveau, on résout — partiellement ou totalement — le probléme grossier, ce qui
conduit & une solution &; qui est prolongée au niveau fin £; = P#;. Enfin, quelques itérations
de lissage peuvent encore étre réalisées pour améliorer la solution apres la réapparition de
modes hautes fréquences au niveau fin lors de la remontée. Avec les conventions L : lissage, R :
restriction, P : prolongation et S : résolution compléte, ce schéma se représente graphiquement

comme ceci :

fin

gl'ossicr

Fic. 4.2. — Motif de base des techniques multi-niveaus.

La solution obtenue n’est alors probablement pas satisfaisante. C’est pourquoi nous allons
assembler ces motifs de base horizontalement et/ou verticalement.
Dans le premier cas, nous choisissons comme point de départ, la solution du motif précédent

comme illustré ci-dessous :

=2

s )

F1a. 4.3. — Assemblage horizontel du motif de base

Ainsi, aprés étre remonté la premiére fois au niveau fin, on applique quelques étapes de lissage
(de l’erreur), puis on descend & nouveau au niveau grossier comme précédemment. LA, on résout
le probléme grossier dont on prolonge la solution au niveau fin et ainsi de suite.

Dans le cas d’une combinaison verticale, nous utilisons un niveau supplémentaire : en effet,
la résolution & un niveau grossier peut encore nous sembler trop difficile & mener jusqu’au bout.
L’idée est alors d’appliquer le procédé de résolution multi-niveaux au niveau grossier comme
g'll s’'agissait du niveau le plus fin. Dans cette perspective, au lieu de remonter au niveau
supérieur aprés quelques itérations, nous descendons au niveau inférieur. La, le probléme est
résolu — partiellement ou totalement — puis nous remontons au niveau intermédiaire ol sont
effectuées quelques itérations de lissage, avant de retourner au niveau fin, comme illustré dans
la figure 4.4 :
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T T
=3
L L
R P
=2
L L
R P
i=1
S

Fia. 4.4. — Assemblage vertical du motif de base

De la sorte, de trés nombreuses combinaisons du motif de base sont possibles. Les plus
connues sont le V-cycle, qui est un enchainement exclusivement vertical du motif de base :

§=45 $°L Lm*
P
i=4 - =
l R P
i=3 o =
R P
=4 T 5
2]
i=1 S

Fia. 4.5. — Schéma multi-niveauz en V-cycle

le W-cycle, sorte de V-cycle doublé & chaque niveau :

i=H -’COL f*
R P
i=4 L L L
R P|R P
=3 /i L T L T
R P|R P JR IP\R IP
= (o O ol R o B fIY FE¢ O Y I
RJP Jj’JP J:iJP RJP EJPEJP EJP R|P
i=1 5 - — o, . . . 5

Fic. 4.6. — Schéma multi-niveauz en W-cycle

et le schéma multi-niveaux complet, qui part du niveau grossier et remonte progressivement en

effectuant un V-cycle a partir de chaque niveau de cette remontée :
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=5 L L
PR P
i=4
L T L L
P|R P R P
=4 L L L L L L
PR P R P R P
as T L L i i L 57 7
P |R|P R|P R|P R|P
- o
S, e S = v
s g S s 5

Fi1a. 4.7. — Schéma multi-niveauz complet

Au delid de ces schémas prédéfinis, il est possible de construire un algorithme multi-niveaux
qui décide lui-méme §’il reste & un niveau donné pour continuer la résolution ou s’il passe au
niveau inférieur ou supérieur (voir [15]). Dés lors, I’algorithme travaille au niveau auquel il
est le plus productif, ¢’est-a-dire o il réduit rapidement des composantes de l'erreur sur la

solution.
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Chapitre 5.

Aspects multi-niveaux des problémes

de complémentarité

5.1. Introduction

Pour créer une méthodes multi-niveaux applicable & des problémes de complémentarité, il
faut pouvoir les définir aux différents niveaux de discrétisation. Ceux-ci peuvent &tre inclus dans
le probléme lui-méme, par exemple s'il s’agit de la discrétisation d’un probléme de dimension
infinie qui est tout naturellement réalisable & n'importe quel niveau.

Mais dans bien d’autres cas, nous ne disposons que du probléme au niveau le plus fin. Deux
possibilités sont dés lors envisageables :

— soit transformer le probléme de complémentarité en un systéme d’équations ®(z) = 0 an
moyen d’'une fonction de complémentarité ¢, puis & partir de 13, déterminer la version du
probléme ®(z) = 0 aux différents niveaux;

- soit créer une version du probléme de complémentarité a chaque niveaux et seulement

ensuite, reformuler chacune de ces versions au moyen d’une fonction de complémentarité.
La premiére approche est plus classique en ce sens qu’elle n’utilise pas le fait que le systéme
d’équations a résoudre par une méthode multi-niveaux provient d’un probléme de complémen-
tarité. La seconde démarche est plus délicate a mettre en ccuvre car il faut réussir a trouver
une version cohérente du probléme de complémentarité & chaque niveau.

Une autre possibilité aurait encore été d’appliquer une opération de linéarisation a 1'un des
stades de la transformation du probléme (avant ou aprés la reformulation ou la discrétisation).
Nous ne nous y attarderons pas ici car cela implique d’avoir un point autour duquel linéariser

— typiquement l'itérée courante — et donc de changer de probléme & chaque itération.

Dans ce chapitre, nous essayerons de donner une intuition des conséquences de ces choix, au
travers de plusieurs exemples. En général, nous nous limiterons & deux niveaux de discrétisation
pour ne pas surcharger le texte d’indice et étant donné que le multi-niveaux n’est qu’une

généralisation du bi-niveaux. Notre intérét se portera en outre sur les versions du probléme
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> T

0 ry X9 XT3 T4 Th 1

Fig. 5.1. — Prolongation de R? dans R® en considérant une annulation sur les
bords.

au niveau grossier car c’est seulement & ce moment qu'une différence apparait entre les deux
approches. Enfin, pour permettre d’illustrer graphiquement les exemples développés par la
suite, nous travaillerons avec les niveaux R? et R® ainsi qu’avec éventuellement un ensemble

de fonctions suffisamment lisses pour la dimension infinie.

5.2. Formalisation des deux démarches

5.2.1. Opérateurs de prolongation et de restriction

Comme nous le verrons par la suite, le choix des opérateurs de prolongation et de restriction
peut avoir de 'importance sur les résultats qu’il est possible d’obtenir & un niveau donné.
Un opérateur de prolongation habituel entre les espaces R? et R® est donnée par interpola-

tion linéaire :

10
2 0
5 1
Pﬂ{zHR":yHE 1 1|y
0 2
0 1

Dans la figure 5.1, cela correspondant au passage des valeurs en zg, x4 & celles en z1, 9, T3,
x4, x5 étant donné que la fonction modélisée par ces points est nulle aux bords (en 0 et en 1).

L’opérateur de restriction correspondant selon la relation de Galerkin est alors :

R:RF’—)RQ:mI—»llleOm
4%0 0 1 2 1

vérifiant RT = %P. Cet opérateur de restriction R signifie que la valeur de la fonction en un
point du niveau grossier est la moyenne entre celle au méme point au niveau fin et sa valeur
approximée linéairement & partir de ses deux voisins; par exemple, la valeur en x5 au niveau
grossier est égale & la moyenne entre ug et 31'—5—% avec u;, la valeur de la fonction au niveau fin

en ;. Nous avons représenté cela dans la figure 5.2.
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L

0 = xo a3 x4 w5 1

F1G. 5.2. — Restriction de R® dans R? en considérant une annulation sur les bords.

De facon générale, pour passer de R 3 R?"*! I'opérateur de prolongation par interpolation

avec valeurs nulles sur les bords est :

1 21
1 21

12 1
(5.2.1)

SR

1 21
1 2 1

Notez que si les conditions-frontiére sont plutét une « annulation de la dérivée » sur les
bords, un choix plus judicieux est de prendre ce méme opérateur de prolongation mais en

remplagant les deux valeurs « 1 » aux extrémités de P par des « 2 » :

i
2 21

1 2 1

12 1
(5.2.2)

Do =

1 21
1 2 2

Graphiquement, cela donne cette fois I'interpolation de la figure 5.3. La restriction correspon-

dante est toujours donnée par la relation de Galerkin RT = %P.

5.2.2. Explicitation des deux démarches

Considérons le probléme de complémentarité

(f(z),9(2)), flz) 20, g(z) >0, (5.2.3)

avec ¢ € R™ et f,g: R* — R™ suffisamment lisses.
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———» I

0 1 T3 T3 T4 Th 1

F1G. 5.3. — Prolongation de R? dans R5 en considérant une annulation de lu dérivée
sur les bords.

Premiére approche. La premiére démarche envisagée consiste a transformer ce probléme

grace & une fonction de complémentarité ¢ :
¢(f%(m)vgz(m)) — O; Vien & ‘I’(:E) =0

avec © € R™. Ensuite, nous discrétisons cette reformulation pour obtenir des versions du pro-

bléme ©(z) = 0 dans les espaces moins fins. Le niveau grossier est alors donné par :
Re(fi(Py),9:(Py)) =0, Vien <« RE(Py)=0.

Par facilité, nous parlerons ainsi du probléme « R® ».
Dans la perspective de 'utilisation d'une méthode de région de confiance & un probléme de
minimisation, il serait aussi parfaitement concevable de considérer une version multi-niveaux

du probléme min 3 [|®(z)||*.

Seconde approche. Avec cette seconde possibilité, nous devons définir le probléme de com-
plémentarité aux différents niveaux, c’est-a-dire trouver des fonctions f,§ : R* — R™ (avec

7 < n, la dimension de ’espace grossier) pour définir le probléme de complémentarité grossier

(Fw),5), fly) >0, §(y) >0,

oit y € R™. Une idée pour construire ces fonctions f et § est de les choisir égales & R f(P)
et Rg(P-), c’est-a-dire que nous prenons la valeur des fonctions f et g en 'argument prolongé
Py, pour ensuite la restreindre dans ’espace grossier. Aprés, nous appliquons une fonction
de complémentarité a chacun des problémes ainsi obtenus. Le probléme au niveau grossier se

présente alors sous la forme :

P([Rf(Py)]i, [Rg(Py)):) =0, Vi€ n.
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Cette fois, nous dirons qu’il s’agit du probléme « PR ».

Nous allons maintenant montrer que ce choix est cohérent avec l'optique multi-niveaux

classique. Considérons le probléme de minimisation d'un modéle quadratique
q:R”HR:ﬂ:r—)gT:EquTHa:.

Nous prenons les prolongation P et restriction R habituelles pour voyager entre R™ et R? avec
n = 27 + 1, & savoir celles données par (5.2.1). Classiquement [15], 'information qui est passée
au niveau inférieur est la version grossiére du gradient g et du hessien H, c’est-a-dire Rg et

RH P la version grossiére du modéle est alors construite comme

§:R* S R:y - (Rg) y+y  (RHP)y = og” (Py) + o(Py)" H(Py) = oq(Py),

c’est-a~dire, & un facteur positif prés, la fonction ¢ prise en la prolongation de I'argument y.
Si nous prenons cette fois un modéle quadratique ¢ & valeur dans R", autrement dit n
fonctions
qi:R"—>R:$»—>g§1$+wTHim (i € n),

il est possible de transmettre la méme information Rg; et RH; P, ce qui conduit a n fonctions
G (i € n) allant de R dans R. Hors, nous souhaitons ici trouver une version de ¢ allant de R™
dans R™; il faut par conséquent réduire la dimension de I'ensemble d’arrivée, ou en d’autres
termes, agréger 'information transmise pour qu’elle ne donne plus naissance qu’a 7 fonctions
4 valeurs dans R au final. Pour ce faire, nous « appliquons %» 'opérateur de restriction R aux
vecteurs (Rgi, ..., Rgyn) et (RH1P,...,RH,P) en considérant leurs composantes comme de

simples éléments et non comme des vecteurs ou des matrices ; nous obtenons ainsi

1 (R(g1 + 292 + 93), R(93 + 294 + 95), . . ., R(gn—2 + 2¢n—1 + gn))

et
1 (R(H1 + 2Hy + H3)P,R(H3 + 2Hy + H5)P, ..., R(Hy—2 + 2Hp 1 + Hy) P).

Dés lors, nous avons trouvé i valeurs pour les gradients et hessiens des fonctions ¢; (i € f) :

(Ii R LR Yy qv%(y) - (R921-1+2_?12:+92:+1) Y+ yT (RH2’—1+2112'+H2'+1 P) y

) . T ‘ ) )
= g |:(92.;1+25312L+923+1) (Py) + (P’y)T (H21.71+2112.;+H21+1) (Py)]

Par ailleurs, si nous développons Rg(Py) avec g : R® — R™ : & — (¢;)icn, nous trouvons

les mémes résultats (toujours au facteur o pres) :

Rq(Py) = § (1(Py) + 2¢2(Py) + 3(Py), . . ., ta—2(PY) + 2¢n—1(Py) + an(Py))

© Vincent Malmedy — Juin 2006 83



Aspects multi-niveaux des problémes de complémentarité

dont chacune des 7 composante peut se développer comme ceci :

i [g2i—1() + 2¢oi(z) + gaiy1(z)]
= % [92::;'_137 +a” Hy 1z + 2(9‘%;3: + 2T Hyx) + gth-Ha: —+ $TH21:+1$]

i rigmip NT Hpi—1+2Hzi+Ha;
- (gz 1+2i2+92+1) (Py)Jr(Py)T( 2i—1+ 42+ 2+1) (Py)

ol nous avons posé x = Py pour alléger les écritures.

Finalement, avec § = 0 Rq(Py), nous constatons que notre maniére de définir le probléme
grossier est bien cohérente avec la facon d’agir habituellement en optimisation multi-niveaux.
A vrai dire, il en est de méme pour la premiére approche ol nous construisons la version

grossiére du probléme ®(z) = 0 en « pré- et postmultipliant » ® par R et P respectivement.

Influence de la fonction ¢. Il faut par ailleurs remarquer que les solutions de ce second pro-
bléme sont indépendantes du choix de la fonction de complémentarité ¢. En effet, 'annulation

de cette fonction revient a dire que
[Rf(Py))i - [Rg(Py)li =0, [Rf(Py)liz0 et [Rg(Py)i20, Vien,

condition qui est identique quelle que soit la fonction ¢ considérée.
Au contraire, les solutions au niveau grossier peuvent étre fortement influencées dans la
premiére approche par le choix de la fonction de complémentarité comme nous l'observerons

dans les exemples qui suivent.

5.3. Quelques exemples

Premier exemple : cas linéaire. Considérons le probléme (5.2.3) avec les fonctions linéaires

f,g:R5 — RS correspondant aux matrices

1 06 47 720 3
027 45 9 8 1 4
A=]|6 6 7 2 6 et B=13 9 6 10 4
6 1 1 7 1 3 2 2 4 6
04 5 7 5 9 2 8 1

Selon 'approche R®, nous trouvons un probléme grossier en dimension 2 qui est donnée
par R®(Py) =0 avec y = (y1,92) € R?, i.e

(%fﬁ(gyﬁ- 5 Y5 y1+2y2) (
_1_
2

4¢( Y1+ Tyz, y1+15y2)

+10y2‘13y1+%y2) 4¢5( 2 ‘f1+17y2v%yl""15y2)) =8, (6:3.1)

11

Tu
9 9 1,15
(Q 1+8y2,§y1+8y2) 3¢(7y1+12y2,7y1+?y2)

En revanche, suivant autre possibilité ® R, les fonctions linéaires f, § : R? — R2 correspondent
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R (FB) ¢ R{(FB)
T T

30f" T BTN -1 30 B
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F1G. 5.4. — Nlustration des problémes (5.3.1) (& gauche) et (5.3.2) (a droite) avec
la fonction de Fischer-Burmeister.

Aprés la transformation de complémentarité, nous trouvons alors comme probléme grossier :

¢ (v + Fw Bv+ Fw) ) _
¢ (7’9’1 2 %’yz, %15311 + 78—7342)

aux matrices

73 33

3 27 39 3 45
A=RAP=(4% 4 et B=RBP=|[4
¥ 8 4

|3 |

(5.3.2)

La plus grande simplicité d’écriture de ce probléme provient du fait que les fonctions f =
RfP, g = RgP sont linéaires étant donné que les fonctions f, g le sont au départ.

Pour donner une idée du comportement graphique des problémes ainsi obtenus, nous allons
chaque fois illustrer notre propos par les courbe de niveau 0 des deux composantes de ces petits
vecteurs de R? & annuler (la premiére composante en bleu, la seconde en rouge). Les solutions
du probléme sont alors les points d’intersection de la courbe bleue (premiére composante nulle)
et de la rouge (seconde composante nulle).

Pour 'exemple précédant, la figure 5.4 nous confirme que la solution du probléme en dimen-
sion 2 est (0,0), ce qui est logique puisqu’il s’agit d’annuler (f(y),g(y)) = yT (AT B)y. Nous
constatons que méme si les deux graphes ne sont pas parfaitement identiques, ils présentent

cependant la méme allure et le méme point d’intersection. Mais tel n’est pas toujours le cas.
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F1G. 5.5. — [llustration des problémes R® (4 gauche) et PR (4 droite) pour des
f et g définis par (5.3.3) et (5.3.4) en wiilisant lo fonction de Fischer-Burmeister.

Deuxiéme exemple : cas trigonométrique. Prenons par exemple

i COS X9
o sin zg — cos x1
fiRS - R%: | a3 | = |sinzy +3coszs (5.3.3)
T4 cos 3 — sinxs
5 2sina
et g:R% = R®: (z1, 22,73, %4,75) — (21, T2, T3, T4, T5). (5.3.4)

Les graphiques des problémes R® et ®R correspondant & ces deux fonctions f et g sont
présentés a la figure 5.5 dans le cas de la fonction ¢ de Fischer-Burmeister. Nous donnons aussi
ceux pour la fonction de Chen, Chen et Kanzow pour les valeurs 0,2; 0,5 et 0,8 du parameétre ¢
(figures 5.6, 5.7 et 5.8). Comme les solutions du probleme ®R sont indépendantes de cette
fonction ¢ et étant donné que les courbes trouvées sont rigoureusement identiques, nous ne les
dessinerons plus & 'avenir que pour une seule fonction de complémentarité.

Nous observons des motifs complexes variant de figure en figure; il n’y a par ailleurs pas
forcément de correspondance entre les solutions découvertes sur 'une ou l'autre illustration,

tout au plus une certaine proximité.
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Ry (CCKZQ 0.2) ¢ R(CCK2g=0,2)
T

T T I TN
i i l&iﬂb
] it R Ry
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-30 -20 -10 o 10 20 30 -30 -20 -10

Fi1¢. 5.6. — IHllustration des problémes R® (4 gauche) et PR (¢ droite) pour des
f et g définis par (5.3.3) et (5.3.4) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow
avec ¢ = 0, 2.

R$ (CCK2=0,5) 4R (CCK2q=0,5)

M?T LY T AR IR T N T S W I (R W wf’
4

10 T 4o
KS \_ & f
gt i\mmm_

-a0f,
-30 -20 =10 0 10 30 =30

Fic. 5.7. — [llustration des problémes R® (& gouche) et ®R (a droite) pour des
f et g définis par (5.3.3) et (5.3.4) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow
avec ¢ = 0, 5.
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Fic. 5.8. — Illustration des problémes R® (& gauche) et ®R (4 droite) pour des
f et g définis par (5.3.3) et (5.3.4) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow
avec q = 0, 8.
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Fig. 5.9. — Illustration des problémes RP® (d gauche) et PR (@ droite) pour des
f et g égauz définis par (5.3.3) en utilisant la fonction de Fischer-Burmeister.

Troisiéme exemple : cas trigonométrique (bis). Nous avons ici choisi de prendre g := f
(avec la méme définition pour f que dans 'exemple précédent) pour voir ce qui se passait alors.

Remarquez que le probléme de complémentarité se réduit alors a

If@)I*=0,f(z) 20 & f(z)=0.

Il est facile de montrer que contrairement au précédent, cet exemple n’a pas de solution :
considérons les quatre composantes de f faisant intervenir les variables x1, x5 et z3; pour les
annuler toutes, il faudrait avoir cos®(z;) = 1 = sin®(23), d’ott cos?(z3) + sin®(z3) = sin®(z9) +
cos?(xy) = 2, ce qui est absurde!

Il faut cependant noter que de nombreuses solutions sont pourtant présentes au niveau
grossier & cause, selon nous, du brassage des composantes qu’effectuent les opérateurs R et P.

Les figures 5.9, 5.10 et 5.11 illustrent les problémes R® et ®R pour cet exemple. Nous y

remarquons directement le comportement périodique attendu vu la forme des fonctions f et g.
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F1G. 5.10. — Illustration du problémes R® pour des f et g égaux définis par (5.3.3)
en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec ¢ = 0,2 (d gauche) et ¢ = 0,4
(@ droite).
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FiG. 5.11. — Hlustration du probléme RP pour des f et g égauz définis par (5.3.3)
en ulilisant lo fonction de Chen-Chen-Kanzow avec ¢ = 0,6 (i gouche) et ¢ = 0,9
(@ droite).
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Quatriéme exemple : cas quadratique. Nous allons considérer ici la discrétisation d’'un
probléme de dimension infinie. Soient H = Ly[0, 1], 'espace de Hilbert des fonctions de carré

intégrable sur l'intervalle [0, 1], ainsi que les deux opérateurs F, G : H +— H définis par

[F(u)](z) =u?(z) -5, YueH, Vzel01]
et [Guw)l(z)=3—-u(z), YueH, Vzel0l].

Le probléme de complémentarité en dimension infinie (en la variable u € H) s’écrit :
(F(u),G(u)) =0, F(u)>=0, G(u)=0,

ot le produit scalaire est donné par (u,v) fo (z)v(z)dz (u,v € H) et la positivité par

uz0 & u(z)=0,Vzel01]. Notez que annulation de l'intégrale signifie ici que

[F(w)](z) - [G(w)](2) =

pour presque tout z € [0,1] et méme pour tous, si I'espace H est restreint aux fonctions
continues, ce que nous supposerons réalisé par la suite; ainsi dés & présent, H = C[0, 1].

Les fonctions solutions de ce probléme sont alors évidentes par continuité :

u(x) = 3, u(z) = V5 ou u(z) = —V/5.

Nous considérons & présent la discrétisation de ce probléme sur R® comme dans la figure 5.1.

Les fonctions f et g correspondant & ces opérateurs sur H sont définies par :

f iR = R®: (1, 29,73, 74, m5) — (@2 — 5,22 — 5,23 — 5,25 — 5,22 — 5) (5.3.5)

et g:R* > R®: (21,22,23,24,%5) — (3 — 21,3 — 22,3 — 3,3 — 74,3 — x5). (5.3.6)
Le probléme de complémentarité qui en découle s’exprime comme :
(2 -5)(3—) =0, 22 —5>0,3-2; 20, Vie5s

et ses solutions sont données par x; = 3, /5 ou —/5 (i € 5). Nous constatons donc une
multiplication des solutions par rapport au probléme initial, puisque toute les combinaisons
sont possibles.

La discrétisation des fonctions f et g au niveau inférieur va étre effectuée via le procede

que nous avons décrit précédemment : f = Rf(P-) et §j = Rg(P-) avec P et R toujours définis
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FiG. 5.12. — [llustration des problémes R® (4 gauche) et ®R (& droite) pour des
f et g définis par (5.3.5) et (5.3.6) en utilisant lu fonction de Fischer-Burmeister.
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FiG. 5.13. — Nlustration du problémes R® pour des f et g définis par (5.3.5) et
(5.3.6) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec ¢ = 0,2 (@ gauche) et
qg=0,4 (a droite).

par (5.2.1). Nous obtenons ainsi

3 1
fly,y2) = E(loy% + 2192 + ¥3 — 80, 9% + 2192 + 10y2 — 80) (6.3.7)

{
et gy1,y2) = §(24 — 6y1 — y2,24 — y1 — 6y2). (5.3.8)

Nous ne retrouvons pas dans ces deux fonctions, la méme forme que celle que nous aurions
obtenue & partir du probléme initial de dimension infinie; il reste néanmoins une bonne partie
des y2 — 5 dans les composantes de f et des 3—1; dans celles de §. Nous observons ainsi que les
opérateurs R et P mélangent légérement les composantes en incorporant chaque fois un peu
d’information provenant les composantes voisines au niveau fin. Cela aura notamment pour
effet de créer un effet de lissage (lorsque P est comme ici, une fonction d'interpolation).

Les graphiques correspondants & ce probléme quadratique sont présentés aux figures 5.12,
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Fia. 5.14. — Ilustration du probléme R® pour des f et g définis par (5.3.5) et
(5.3.6) en wutilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec ¢ = 0,6 (d gauche) et
q=0,9 (& droite).

5.13 et 5.14. Nous remarquons que pour le probléme RP, la seule solution trouvée est proche
de (—\/H , —V/5) mais que les deux autres solutions théoriques du probléme sont oubliées, sauf
pour des valeurs forts élevées (¢ > 0,8) du parameétre de la fonction de Chen-Chen-Kanzow ;
elles approximent alors (v/5, v/5) et (3,3).

Du coté du probléeme PR, les trois solutions situées sur la premiére bissectrice du plan
sont approximativement retrouvées, mais six autres solutions apparaissent. Elles correspondent
en réalité au phénoméne de multiplication que nous évoquions précédemment du fait de la
perte de la continuité en discrétisant. La forme des courbes de niveau (deux ellipses et deux
droites) correspond exactement & I'annulation des composantes de f et §, étant donné qu'ici,
les contraintes de positivité sont satisfaites dés que le produit scalaire est nul.

L’erreur sur les solutions qui existe dans ces deux problémes est due & 'impossibilité de
trouver un vecteur (z,z,z,z,z) € R® dans Im P, alors que toutes les véritables solutions se
présentent sous cette forme. Pour parvenir aux solutions correctes, il faut utiliser la seconde
prolongation dont nous avons parlé a la sous-section précédente. Avec celle-ci, 'image de (z, z)
par P est (z,z,z,,z), c’est-a-dire de la forme de la solution.

Avec ce nouvel opérateur de prolongation (5.2.2), nous obtenons les illustrations présentées
aux figures 5.15, 5.16 et 5.17. Nous remarquons qu’il n’y pas énormément de différence entre
les deux familles de graphiques, mais que néanmoins, la modification que nous avons réalisé, a
porté ses fruits : les trois solutions (—v/5, —v/5), (V/5, v/5) et (3,3) sont cette fois trouvées de

fagon précise.
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Fi1c. 5.15. — Illustration des problémes R® (4 gauche) et ®R (& droite) pour des
f et g définis par (5.3.5) et (5.3.6) en utilisant la fonction de Fischer-Burmeister
et lu prolongation modifiée (5.2.2).
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F1G. 5.16. — Illustration du problémes R® pour des f et g définis par (5.3.5) et
(5.3.6) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec ¢ = 0,2 (a4 gauche) et
q = 0,4 (a droite) et la prolongation modifiée (5.2.2).
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FiGg. 5.17. — Illustration du probléme R® pour des f et g définis par (5.3.5) et
(5.3.6) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec ¢ = 0,6 (d gauche) et
q=0,9 (4 droite) et la prolongation modifice (5.2.2).

Cinquiéme exemple : cas quadratique (bis). Nous reprenons la méme fonction pour
f que dans le cas précédent et pour g, nous prenons wune discrétisation de Vopérateur de

dérivation :
5 5.
g:R° — R : (z1, 22,23, 24, T5) — (T2 — T1,T2 — 21,23 — T2, T4 — T3, 5 — T4).  (5.3.9)

Notez au passage que si le passage entre des espaces de dimension finie peut étre effectué de
diverses facons, la liberté pour la discrétisation en dimension finie d’un opérateur de dimension
infinie est incroyablement plus large.

La contrainte de positivité de g va imposer que les variables soient en ordre croissant,
alors que celle sur f va les empécher d’étre dans lintervalle ]—+/5, v/5[. Au final, les solutions
sont données par (a,a,a,a,a); (b,b,b,b,+£v5); (bbb, £v5,£V5); (b,b, +/5,£/5, £/5) ;
(b, £v/5, £/5, £1/5, 1/5) avec a € R\|-v5, VB[ et b e ]—o00, V5]

La version de grossiére de g est donnée par

. 1
9(y1,y2) = 3 (2y1 + 92, 2y2 — 3y1). (5.3.10)

Les illustrations de cet exemple se trouvent aux figures 5.18, 5.19 et 5.20.

Concernant le probléme R®, une seule solution proche de (v/5, v/5) est trouvée ; toutefois
d’antres apparaissent (et ce, plus rapidement que dans 'exemple précédent), lorsque la valeur
du paramétre g de la fonction de Chen-Chen-Kanzow augmente.

Quant au probléme ® R, nous constatons cette fois que les contraintes de positivité ne sont
plus nécessairement vérifices dés lors que le produit scalaire s’annule; la figure comporte ainsi
deux droites amputées chacune d’un segment, de méme que seulement deux demi-ellipses. La

seule solution trouvée est proche de (\/5, v/5) pour les mémes raisons que précédemment.
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FiG. 5.18. — Illustration des problémes R® (4 gauche) et ®R (4 droite) pour des
f et g définis par (5.3.5) et (5.3.9) en utilisant la fonction de Fischer-Burmeister.
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FiG. 5.19. — Illustration du probléemes R® pour des f el g définis par (5.3.5) et
(5.3.9) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec q = 0,2 (4 gauche) et
qg=0,4 (a droite).
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Fia. 5.20. Hllustration du probléme R® pour des f et g définis par (5.3.5) et
(5.3.9) en utilisant la fonction de Chen-Chen-Kanzow avec q = 0,6 (i gauche) et
qg=0,8 (a droite).
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5.4. Quelques réflexions

Nous avons observé au travers de ces exemples que les deux approches R® et ® R peuvent
étre fort différentes; il n'est donc pas inutile de s’interroger pour savoir laquelle est la plus
appropriée et la plus cohérente pour résoudre des problémes de complémentarité.

Tout d’abord, il faut noter que l'indépendance des solutions du probléme ® R par rapport
a la fonction de complémentarité ¢ ne signifie pas que ces problémes sont identiques ; ils pour-
raient étre plus faciles & résoudre pour l'une ou l'autre de ces fonctions, tout comme c’est le
cas pour la résolution de systémes linéaires possédant la méme solution.

Par ailleurs, il semblerait que davantage de solutions soient en général présentes dans le
probléme ®R que dans celui R®. La question de savoir s’il est préférable d’avoir beaucoup
ou peu de solutions dépend surtout de l'apparition ou pas de solutions parasites, qui ne re-
présentent rien d’intéressant pour la résolution du probléme au niveau fin. Sous cet angle, la

premiére démarche apparait comme étant meilleure en général.

Dans le cas linéaire ot une certaine littérature est déja disponible, les problémes de complé-
mentarité ne sont en général pas reformulés par une fonction de complémentarité et la question
de ordre des opérations ne se pose pas : les différentes versions du problémes sont établies, puis
des algorithmes appropriés (par exemple, celui de Lemke) sont utilisés lorsqu'une résolution a
un niveau donné est nécessaire (voir notamment [22]). Cet démarche rejoint évidemment notre

seconde proposition.

Enfin, au niveau des opérateurs de prolongation et de restriction, nous avons pu constater
qu'ils jouaient un role important quant aux solutions qui peuvent étre trouvées & un niveau
donné, puisqu’ils préformatent en quelque sorte le type de solution qui est accessible. Ces
opérateurs agissent notamment en mélangeant légérement les composantes qui sont voisines,
induisant par la un effet de lissage, au sens ou elle tend & plutot faire apparaitre des solutions
qui sont « plates » plutét qu’oscillantes. Toutefois, cet effet dépend de la prolongation et de
la restriction qui sont choisies; le lissage est ici une conséquence du caractére interpolant de la,

prolongation P.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons découvert ce que sont les problémes de complémentarité et
les différentes variantes qui en existent. Plusieurs exemples ont permis de constater la diversité
et le nombre des applications pour lesquelles ils peuvent étre utilisés, justifiant d’autant plus
leur étude.

Nous nous sommes attachés aux versions non linéaires de cette classe de problémes et
sommes passé par leur reformulation au moyen de fonctions de complémentarité pour pouvoir
les résoudre. Au lieu d’une relation de complémentarité, nous trouvions alors simplement un
systéme d’équations & résoudre. Cependant, celles-ci n’étaient pas forcément différentiables, ce

qui nous a amené a étudier auparavant quelques notions d’analyse non lisse.

Ensuite, nous avons entrepris d’exposer ’algorithme proposé par M. Ulbrich dans [29]. Tout
d’abord, nous avons transformé le systéme d’équations en un probléme de minimisation d’'une
fonction mérite, différentiable sous certaines hypothéses. Il était alors possible d’appliquer une
méthode de type Newton au probléme. Mais puisque nous envisagions ’éventualité que le
probléme présente des contraintes, il fallait maintenir la réalisabilité des itérées successives;
pour ce faire, le pas de type Newton fut chaque fois projeté sur le domaine admissible défini
par ces contraintes. La convergence locale fut alors établie pour cet algorithme de type Newton
avec projection.

Il se posait aussi la question de la convergence globale, c’est-a-dire méme si le point de
départ n’est pas & proximité de la solution. Nous savions d’avance que les méthodes de type
Newton ne sont pas directement globalement convergente, c’est pourquoi nous l'avons intégrée
dans une technique supplémentaire comme le fait M. Ulbrich dans l'article précité. Il s’agit
ici d’une méthode de région de confiance non monotone. Grace & elle, la convergence globale
de l'algorithme ainsi obtenu est prouvée. Par rapport a I'approche classique des régions de
confiance, seule une décroissance non monotone est ici imposée au moyen d'une moyenne pon-
dérée sur les derniéres itérations. Davantage de pas sont ainsi acceptés et il est constant dans
la littérature que cela conduit presque toujours & une amélioration de la vitesse de convergence
des algorithmes qui usent de ce procédé. Nous avons aussi indiqué dans le chapitre 3, comment
choisir le pas a chaque itération. Au lieu de projeter le pas de type Newton simplement sur le
domaine défini par les contraintes du probléme, le pas est projeté sur son intersection avec la

région de confiance. Pour la convergence, cela ne change rien en fin de compte, étant donné
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que le pas de type Newton finit par toujours étre dans la région de confiance lorsque que les
itérées sont suffisamment proches d’une solution. Toutefois, nous avions imposé une condition
de décroissance suffisante pour accepter le pas de type Newton projeté; nous ne voulions en
effet pas qu’une itération puisse se solder par des progrés quasiment inexistants. Il fallait des
lors pallier la possibilité que le pas de type Newton projeté ne satisfasse pas cette condition,
soit en garantissant que tel ne serait pas le cas, soit en essayant de faciliter la vérification de

cette condition en prenant une mesure de criticalité appropriée.

Méme si la méthode de résolution proposée par M. Ulbrich est performante, nous nous
sommes interrogés pour savoir s’il n’y aurait pas moyen de 'améliorer par des techniques
multi-niveaux, comme cela a déja été réalisé dans d’autres branches de ’analyse numérique.

Une bréve introduction aux méthodes multi-niveaux fut ainsi inclue & ce mémoire pour
en expliquer le cadre général. Pour leur application aux problémes de complémentarité, nous
fimes confrontés & plusieurs difficultés. D'une part, il fallait choisir la représentation du pro-
bléme de complémentarité aux niveaux grossiers et donc la fagon d’utiliser les opérateurs de
restriction et de prolongation ; nous nous apergimes aussi que leur choix pouvait jouer un role
important dans le fait que I'algorithme trouve une solution correcte ou pas. D’autre part, une
alternative importante se présenta a nous : était-il plus intéressant de reformuler le probléme de
complémentarité en un systéme d’équations puis de leur appliquer une méthode multi-niveaux,
ou valait-il mieux commencer par discrétiser le probléme de complémentarité puis appliquer
une fonction de complémentarité pour transformer chaque niveau du probléme en systémes
d’équations.

A travers différents exemples, nous avons observé que les deux approches étaient distinctes
et ne menaient pas forcément aux mémes solutions. L'importance du choix des opérateurs
de prolongation P et de restriction R fut soulignée en montrant qu'ils permettaient de faire
apparaitre ou disparaitre des solutions. La facon de discrétiser le probléme de complémentarité
par pré- et postapplication des opérateurs P et R s’est avérée étre cohérente avec la maniére
de transférer I'information au niveau inférieur qui est habituellement utilisée en optimisation
multi-niveaux.

Au final, nous n’avons pas pu trancher définitivement en faveur de 'une ou ’autre approche.
Cette question mériterait ainsi une étude plus approfondie et notamment via I'implémentation
d'un algorithme dans les deux cas. Il serait alors possible de comparer non seulement les
problémes de maniére intrinséque, mais aussi de voir en pratique laquelle de ces démarches est

la plus rapide.
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