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Recherche polynomiale de compensateurs d’asservissement
stabilisants propres de systémes strictement propres

Résumsé :

Ce mémoire concerne des systémes linéaires-constants décrits par des matrices de transfert
rationnelles propres. On y étudie des compensateurs propres stabilisant pour un systéme
asservi strictement propre. Les matrices de transfert sont représentées par des fractions de
matrices polynomiales. Pour atteindre 1’objectif, on mettra en place I’équation polynomiale du
compensateur. Cette équation est conditionnée par la matrice caractéristique du systéme en
boucle fermée qui implique la stabilité du systéme asservi en boucle fermée. Ses solutions
sont en termes de numérateur et dénominateur d’un compensateur stabilisant représenté par
une fraction gauche de matrices polynomiales, si elle existe. Par un contrdle approprié du
degré des éléments des matrices polynomiales impliquées, on obtient tous les compensateurs
propres stabilisants dont les degrés-lignes du dénominateur sont prescrits. Un exemple

d’illustration est donné,

Abstract :

This work handles linear time—invariant systems described by their proper rational transfer
matrices. One studies here proper stabilizing compensators for a given strictly proper system
under unity feedback. Transfer matrices are represented as polynomial matrix fractions. The
objective is met by setting up the polynomial matrix compensator equation, which is
conditioned by the choice of a closed-loop characteristic matrix implying closed-loop
stability. The solutions are in terms of the numerator and denominator of a stabilizing
compensator represented by a left polynomial matrix fraction if it exists. By appropriate
degree control of the elements of the polynomial matrices involved, one obtains all proper

stabilizing compensators with preassigned denominator row — degrees. An example is given.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous considérons un systéme strictement propre qui n’est pas
nécessairement stable, ce qui est le cas de nombreux systémes. Nous voulons améliorer le
comportement de ce systéme. C’est pourquoi, nous allons I’asservir en le rendant stable a
I’aide d’un compensateur propre. Le systéme résultant, composé du systéme & asservir et du
compensateur sera appelé systéme asservi en boucle fermée, dont on espére un meilleur
comportement. Nous allons donc chercher la classe des compensateurs propres qui stabilisent
un systéme strictement propre donné. Cette recherche s’effectuera dans le cadre de systémes
lindaires-constants décrits par leurs matrices de transfert sous forme de fractions de matrices
polynomiales. Pour réaliser ce travail, Particle [1] a servi de fil conducteur. Nous nous
sommes basés également sur le cours de systémes optimaux asservis [2] pour étudier la
stabilité du systéme asservi en boucle fermée. De nombreux résultats, algorithmes et

définitions de I’ouvrage de F.M. Callier et C.A. Desoer [3] nous ont aussi été trés utiles.

Dans un premier temps, nous mettrons en place 1’équation du compensateur (chapitre 1).
Nous étudierons, tout d’abord, la stabilité du systéme asservi en boucle fermée a 1’aide de son
polyndéme caractéristique. Nous définirons ensuite une matrice particuliére, appelée matrice
caractéristique du systéme en boucle fermée. On verra que le placement des zéros du
déterminant de cette matrice détermine la stabilité du systéme asservi, c’est-a-dire que le
systéme asservi en boucle fermée sera stable si et seulement s’ils sont dans le demi-plan
ouvert gauche. Nous terminerons ce chapitre par un théoréme donnant toutes les solutions
stables de I’équation du compensateur. Ces solutions comprennent les numérateurs et

dénominateurs des matrices de transfert des compensateurs stabilisants.

1l faudra déterminer parmi ces solutions, celles qui ménent 4 des compensateurs propres. Pour
cela, il faudra contrdler le degré des matrices polynomiales (chapitre 2). En faisant
I’hypothése que le dénominateur d’une fraction de matrices polynomiales est réduit-ligne ou
réduit-colonne, selon que la fraction est droite ou gauche, on obtiendra une condition
nécessaire et suffisante pour que cette fraction de matrices soit propre. Nous définirons
ensuite une notion trés importante pour la suite, celle de matrice réduit-ligne-colonne. Grace a

la forme de Smith, on verra que beaucoup de matrices peuvent étre rendues réduit-lignes-
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colonnes. Nous terminerons le chapitre en montrant qu’une matrice dont la diagonale est

monique avec des degrés dominants est un choix facile de matrice réduit-ligne-colonne.

Trois théoréemes importants suivront reprenant parmi leurs hypothéses que la matrice
caractéristique du systéme en boucle fermée est réduit-ligne-colonne. Le dernier donnera une
paramétrisation compléte des compensateurs propres stabilisants sous forme de fractions de

matrices polynomiales dont les degrés-lignes du dénominateur sont prescrits (chapitre 3).

Afin de pouvoir appliquer ces théorémes & un exemple (chapitre 6), il faudra mettre en place
deux algorithmes, le premier pour diviser un vecteur ligne polynomial par une matrice
polynomiale (chapitre 4) et le second pour extraire un plus grand commun diviseur droit de

deux matrices polynomiales (chapitre 5).
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Chapitre 1.

Equation du compensateur

Dans ce chapitre, nous allons mettre en place [’équation du compensateur. Un des objectifs
qu’on s’est fixés est d’obtenir un compensateur stabilisant. C’est autour de cette hypothese
que va se construire cette équation. Nous terminerons par un théoréme donnant les solutions

de cette équation.

Dans I’annexe A, on trouve les définitions et les résultats principaux concernant les matrices
polynomiales et rationnelles. Afin de ne pas alourdir les écritures, de nombreux termes sont

abréviés, on trouve une liste de ces abréviations en fin d’ouvrage .

1.1. Cadre de travail

Nous travaillons avec des systémes linéaires-constants (on retrouve la définition et la
description détaillée d’un systéme linéaire-constant dans [6, chap III §3 et chap IV §3])
décrits par des matrices de transfert ( définition dans [6, p 4.31]) rationnelles propres.

Considérons le systéme S(P, C ) représenté a la figure 1, constitué d’un systeme a asservir et

d’un compensateur.

Systeme a
Compensateur u; asservir
uj €1 Y1 €2 y2
) P(s) g

Figure 1 : le systéme asservi en boucle fermée

Soient C(s) et P(s) les matrices de transfert du compensateur et du systéme a asservir
respectivement. On suppose que C, matrice propre, admet une réalisation [Ay, By, Cy, D]

observable et stabilisable et P, matrice strictement propre, admet une réalisation [Az, Bz, Ca,

Chapitre 1 : Equation du compensateur 7



0] minimale (pour plus de détails sur les réalisations minimales, stabilisables et détectables ,
voir cours [2, chapl p14,30,31] et sur les réalisations observables et contrblables, voir cours
[6, chap VT §2]).

1.2. Stabilité du systéme S( P, C)

Nous voulons que le systéme S( P, C) soit internement et externement stable (définition, voir
[2, p1]). Sous les hypothéses que P est strictement propre et admet une réalisation minimale,
que C admet une réalisation observable et stabilisable donc minimale (voir [2, conséquence
Thl p17]), le théoréme 1.2.1. nous indique que la stabilité interne est équivalente 4 la stabilité
externe. Nous nous limiterons donc a déterminer la stabilité interne du systéme c’est-a-dire

que nous imposerons que les zéros du polyndme caractéristique du systéme soient dans le

demi-plan ouvert gauche (Co. ). Le théoréme 1.2.2. nous donne ce polynéme caractéristique.

1.2.1. Théoréme[stabilité de S( P, C )] [2,Th2 p55]

Considérons la description d’état R, = [A, B, C, D] du systéme S( P, C ) avec R; description

du compensateur de R, description du systéme & asservir.
On admet que det[ T+ C(c0) P(c0) | £0
R, et R, stabilisables et détectables i.e minimales

Alors, sont équivalents :

a) Rint. exp.stablei.e. Re M(A) <0

A

b) Reext. exp. stableie. P[Hyu] < C .

A

¢) P[Heu] = C ..

ou P[H] est ’ensemble des poles d’une matrice de transfert rationnelle H.

A A

Heu et Hyu sont les matrices de transfert entrée-erreur et entrée-sortie du systéme S( P, C),

voir [2, p50].

Ici P(s) est strict. propre d’ou det[ I + C(c0) P(c0) | = det[I] = 1 est toujours # 0.

Chapitre 1 : Equation du compensateur 8



1.2.2. Théoréme[polyndme caractéristique] [2, Thl p50]

Considérons la description d’état R. = [A, B, C, D] de S( P, C ) sous I’hypothése
det[ I + C(e0) P(x0) ] # 0.
Alors le polyndme caractéristique s = det (sI-A) de R, est donné par

~ det[ I+ C(s) P(s)]
Xal®) =X, ) () GeiT T+ Coo) PEoo)]

Le polynéme caractéristique de R, est donc

Xa(9) =1, ()1, (s) det[I+P(s) C(s)].

1.3. Equation du compensateur

On ne connait pas & priori le polyndme caractéristique de S( P, C ), on va donc établir une
relation entre celui-ci et les matrices de transfert du compensateur et du systéme & asservir. Le
théoréeme 1.3.1 lie le polyndme caractéristique et la matrice de transfert du systéme a asservir
et le théoréme 1.3.2. lie le polyndme caractéristique et la matrice de transfert du

compensateur.

1.3.1. Théoréme [2, Matrices rationnelles Th5 p7]

Soit G(s) € R(s)™™ une matrice de transfert et T = [A, B, C, D] une réalisation minimale de

s

G.

Alors

1. Toute conversion dela fp.d. C (sT—A)' enfp.g.
ie. C(sI-A)Y'=pi'N,

fournit une f.p.g. de G par
G()=CGI-A)'B+D

=Di'[NiB+D;D]
et det (s I — A) ~ det D,

Chapitre 1 : Equation du compensateur 9



2. Toute conversion de lafp.g. (sI— A)Y'Benfp.d.
ie.(sI-A)'B= N,D;’
fournit une fp.d. de G par
GG =C(I-A'B+D
=[CN;+DD/] D}
et det (sI—A) ~det Dr

3. Si G admetune £p.d. ouunefp.g. ie.

G=N.D, =D Ny
Alors

le polyndme caractéristique d’une réalisation minimale ~ det D: ~ det D;.

Par les points 1) et 2) de ce théoréme il apparait que P peut étre représentée par une f.p.d. ou

une £p.g., soient N, D;' et D' N, ces fractions premiéres. Par le point 3), on obtient que le

polyndme caractéristique du systéme a asservir, X,, ~ det D; ~ det Dy.

1.3.2. Théoréme [2, Matrices rationnelles Corl p13]

Soient G(s) € R(s)™™ une matrice de transfert et x le polyndme caractéristique d’une
réalisation minimale de G .
Alors
1. Soit T =[A, B, C, D] une réalisation observable et stabilisable de G.
Alors

Toute conversion de la fp.d. C (sI—A)" enfp.g.
ie. C(sI-A)'=Di' Ny
fournit une f.g. de G par
G@E)=C@EI-A'B+D

= Dl_l |B+D1D] (11)
tq xa ~ det Dy

Chapitre 1 : Equation du compensateur 10



En outre, Dy et Ni B +Dy D admettent un p.g.c.d. g L stable tq
Det Dy ~detL . y.
Avec Z[detDj]={Ae C:rgAI- A B]<n}cC ..
Ainsi la fraction (1.1) est premiére ssi (A, B) est c.c. .
2. Soit £ =[A, B, C, D] une réalisation controlable et détectable de & .
Alors

Toute conversion de la fp.g. (sI—A)' Ben fp.d.
ie (sI-Ay'B=N,D;
fournit une f.d. de G par
G(s)=C(I-A'B+D

=[CN; +D D,]D}! (1.2)
tq yxa~det Dr

En outre, Dy et C N, +D D, admettent un p.g.c.d. g R stable tq

Avec Z[detR]={h e C: rg[;\L IéA} <n}c C’.

ou Z[p] représente I’ensemble des zéros du polyndme p.

Ainsi la fraction (1.2) est premiére ssi (C, A) est c.o.

Par le point 1) de ce théoréme, il suit que C peut étre représentée par une f .£., soit Xi'Y,

cette fraction et alors det X; ~X,,.

A la suite du théoréme 1.2.2, on a obtenu

Ta=%n s det[I+P C]

Oor

det [I+CP]=det [+ X;'Y, N,D:' ]

=det (X;'[XiD: + Y{N;] D' )

Chapitre 1 : Equation du compensateur 11



= Clet[)(l Dr + Yl Nr]

det [X/]det[D,]
avec Xa, ~ det Dr et det Xj~X,,,
on obtient xa~ det [X Dr+ Y N

D’ou Xa est stable ssi det [Xj D, + Y| N;] est stable, det [X; D, + Y; N;] est un décideur de
stabilité (interne et externe) du systéme S(P, C).

Posons Di : =X D, +Y| N; .

D et N; sont données, en choisissant la matrice Dy~ tq Z[det Dx(s)] = C.° pour que le
systeme S(P, C) soit stable, on obtient une équation dite équation du compensateur

X, D, +Y| N, = Dy (comp)

Le couple (X, Y)) est I'inconnue de cette équation, il correspond & la matrice de transfert C =
Xi' Y1. Le théoréme suivant donne toutes les solutions polynomiales de (comp), donc tous les

compensateurs stabilisants mais pas nécessairement propres.

1.3.3. Théoréme[solutions polynomiales de I’équation du compensateur] [3, Th39 p185-187]

Considérons (comp) ot P =N; D} est une fp.d.
Alors,

Le couple (X, Y1) € R[s]™™ xR[s]™" est solution de (comp)

<
I Nk € R[s]™™ tq Xi= X —Nk Ni (1.3}
Y=Y+ N Dy (1.4)
Ou (Xyp, Y1) est la solution particuliere de (comp) donnée par
Xip =Dy V;
Yip =Dk Ur

Et Uy, Vi, Dy, N sont des éléments de I’identité de Bezout généralisée.

Rappelons d’abord I’identité de Bezout généralisée ( dont une preuve se trouve dans I’annexe
B):

Chapitre 1 : Equation du compensateur 12



1.3.4. Théoréme [3,Th25 p60-62]

Soit H € R(s)"™ représenté par une f.p.d. N, D;'.
Alors il existe six matrices € Mat( R[s]) U;, V;, Ny, Dy, U, Vi

tq

De plus, D;' N, est une f.p.g. de H.

1.3.5. Preuve du théoréme 1.3.3
a) La condition est suffisante :
En substituant (1.3) et (1.4) dans (comp), on obtient
(Xip—Ni N)) D, + (Yip + N Dy) N; = Dy
si cette égalité est vérifiée, alors (Xj, Y1) est solution de (comp).
Le membre de gauche peut se réécrire comme
(Xip D -Ni Ny D)) + (Yip N; + N Dy N,)
cad

Puisque (X, Yip) est une solution particuliere de (comp), la premiere parenthese vaut Dy,

par I’identité de Bezout généralisée, la seconde parenthése est nulle.
Le membre de gauche vaut donc Dy et ’égalité est vérifice.
b) La condition est nécessaire :
Par I’identité de Bezout généralisée, on a
VD + Uy Ne =Ty .
En prémultipliant cette égalité par Dy, on obtient :
Dk V; D; + Dy Uy Ny = Dy

D’ou (Dk V;, Dy U;) est une solution particuliére de (comp).

Chapitre 1 : Equation du compensateur
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Recherchons une solution générale de 1’équation homogéne
XiD;+Y N, =0
Par I’identité de Bezout généralisée, on a
-NiD;+DN; =0
cad
N:. Di' = Di' Ni (1.5)
Pour chaque solution (X, Yin) de I’équation homogene, posons

_ -1
Nk=Yn Di (1.6)

Comme (X, Yn) est solution de I’équation homogene, on a
X Dr+Ym N =0

Cad
Xn= - Y N; D}

= - Ylh DII 'Nl par (1‘5)

=- Nk N par (1.6)
D’ou chaque solution de I’équation homogéne est de la forme
Xin=-NkN; et Yin=Ni Dy
N est polynomiale car
Nk = N (N} U; + Dy V)) par ’identité de Bezout généralisée
=- Xy, Uy +Y, Vi € Mat( R[s]).

En sommant la solution particuliére de (comp) et la solution générale de I’équation

homogeéne, on obtient la solution générale de (comp)

Toutes ces solutions ne correspondent pas & des compensateurs propres, on a besoin de
contrdler le degré des matrices intervenant dans ’équation du compensateur pour arriver a

une solution propre.
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Chapitre 2.

Contrdle du degré des matrices polynomiales

Notre but est d’obtenir des solutions propres a 1’équation du compensateur.

Nous allons voir qu’il est important d’imposer certaines conditions sur le degré des éléments
d’une fraction de matrices polynomiales pour que cette fraction soit propre ou strictement
propre.

Dans ce chapitre, nous allons donc étudier les notions de matrices réduits-lignes, réduits-
colonnes, ainsi que leurs relations avec les matrices propre et strictement propre. Nous
définirons aussi réduit-ligne-colonne et nous évoquerons la forme de Smith et son importance.
Nous verrons que les matrices dont la diagonale est monique avec des degrés dominants sont

des matrices réduits-lignes-colonnes.

2.1. Degrés des matrices polynomiales [3, §2.4.3]

2.1.1. Définition

Soit m € R[s]" un vecteur polynomial.

ie. O[m] = max o[m]

mxn

Si le vecteur m est la ligne i d’une matrice polynomiale M € R[s]"™" alors son degré est

appelé i degré-ligne et est noté oy[M].

11 1M

Si le vecteur m est la colonne j d’une matrice polynomiale M e R[s]"™™ alors son degré est

On a la convention suivante :
m est le vecteur nul <> d[m] = - o,
Nous remarquons que le maximum des degrés-lignes de M est le plus grand degré de tous les

éléments de M, c’est donc aussi le maximum des degrés-colonnes de M.

L’assertion suivante donne une condition nécessaire pour qu’une matrice soit propre

(respectivement stictement propre).

Chapitre 2 : Contrdle du degrés des matrices polynomiales 15



2.1.2. Assertion [3, Ass4 p68]

Soit H € Ry(s)™™ (resp. R, o(s)™™) tq H=N,D; fd.
Alors

(resp. Vj € m Og[N;] < acj[Dr]).
Preuve

On omet les sous-scripts r.
H=N D" ce qui revient a dire que N=H D

En notant n; les éléments de N et d;; ceux de D, on peut réécrire cette derniére égalité comme

Nij=k§hﬂ=dw ViemVjem

Posons 0q[D] = k;j et post-multiplions chaque membre de I’égalité précédente par sk
On obtient
Ni(®) s5= 20 ha(s) d(s) s

Or lim hy(s) est finie puisque H € Ry(s) et

£1_r>r010 dig(s) 8™ est finie car d[dy] <k;= 0[D] par définition de degré-colonne.
D’ou lim Nj(s) s est finie et donc dlng] = 04[D].
Dés lors O[N] = max d[nj] < 0q[D]
La condition est nécessaire. En imposant que D; est réduit-colonne, la condition sera aussi

suffisante. Définissons donc la notion de réduit-colonne.

2.2. Matrices polynomiales réduit-ligne et réduit-colonne [3, §2.4.3]

2.2.1. Définitions

Soit D € R[s]"" une matrice polynomiale non singuliére.
poly gu

Chapitre 2 : Contrdle du degrés des matrices polynomiales 16



On peut toujours supposer dans la f.p.d. P= N,D;' que D; est r-c. En effet, en appliquant des
opérations colonnes élémentaires (sous forme de la matrice unimodulaire R), on peut rendre
D; r-cetP= N,D;' = N,R(D,R)" avec D,R r-c . Par un raisonnement similaire, on peut

supposer que C = Xj'Y; avec X r-l .

Posons kj = 0[D] Vjen et
r;=81i[D] Vieg

On appelle matrice des coefficients des plus hauts degrés-colonnes de D, la matrice Dy, définie

par
lim D(s) (diag{s",j e n})=: Dy € R™.
On note D(s) (diag{s™,j € n}) : = D(s).

Et on appelle matrice des coefficients des plus hauts degrés-lignes de D, la matrice Dy, définie

par
lim (diag{s™,i e n})D(s) =: Dy € R™.

On note (diag{s™, i € n }) D(s): = D(s).

Remarque : Si D est r-1 ot r-c, D(o0) = Dy,

D’ou Dy est non singuliére

< D.(s) est bipropre.

2.2.2. Exemple

Considérons la matrice

Elle n’est pas r-c car d[det] = 3 # 0, [D] +0,, [D] =2 + 4.

En lui appliquant I’opération colonne élémentaire

Y2€ ¥2— 8211
on obtient
s 0
Dg =
0 s
qui est - .

Chapitre 2 : Contrdle du degrés des matrices polynomiales 17



En pratique, il est plus facile d’utiliser la condition nécessaire et suffisante suivante pour

vérifier si une matrice est r-c ou non.

2.2.3. Assertion [3, Ass21 p70]

Soit D € R[s]"" une matrice polynomiale non singuliére avec des degrés-colonnes k; et sa

matrice des coefficients des plus hauts degrés-colonnes D, € R™™
Alors,

Destr-c

Dy, est non singuliére.

2.2.4. Exemple

Reprenons la matrice D de I’exemple 2.2.2. Sa matrice des coefficients des plus hauts degrés-

11
Dh =
0 0

Elle est singuliére, ce qu’on savait déja puisque D n’est pas r-c.

1 O
Do =
0 1

est non singuliére, ce qui confirme que D; est r-c.

colonnes est

Par contre

Voici maintenant, la condition nécessaire et suffisante pour avoir une matrice r-c.

2.2.5. Théoréme [3, Th25 p70-71]

Soit H € R(s)™™ représentée par la f.d. H =ND!" avec D; r-c.

Alors
HeR,(s)"™™ (H eRy(s)"™)

(resp. V j € m 8g[N:] < 0g[Dx]).
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Preuve

La nécessité de la condition tient par ’assertion 2.1.2.
Il reste & montrer que la condition est suffisante.

Pour alléger les écritures, on omet les sous-scripts r.
Par hypothése, on a que D est r-c d’ou par I’assertion 2.2.3,
Dy, = lim D(s) (diag{s™,j € m }) € R™™ est non singuliére.
On a aussi
84[N] <04[D ¥ j € m
d’ou
li_l;l;lo N(s) (diag{s™,j e m }) € R™™
notons Nj, cette limite.

Dés lors,
H(s) = N(s) D"\(s)
= [N(s) (diag{s™,j € m })] [D(s) (diag{s™,j € m })]"

et en faisant tendre s— oo

lim H(s) =N,D;' € R™™

$-30

d’ou H(s) € Ry(s)"™" o

Une hypothése importante pour obtenir des solutions propres de I’équation du compensateur

sera que la matrice caractéristique en boucle fermée est réduit-ligne-colonne.

2.3. Matrice polynomiale réduit-ligne-colonne [3, §3.3.1]

2.3.1. Définition

Soit D € R[s]™™ une matrice polynomiale non singuliére.
poly

Il existe des entiers ;> 0, i e metk>0,j e m tq

lim diag{s™, i € m } D(s) diag{s™, j € m }= D, € R™™ non singuliére.
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Notons D(s) = diag{s™, i € m } D(s) diag{s™,j € m }.

Alors,
D est r-l-c
25
D.(s) est bipropre.

On remarque que si D est r-l-¢, D.(e0) = D,

Les puissances-lignes et les puissances-colonnes permettent de contrdler bilatéralement le
degré des entrées de D. Ceci sera utilisé dans le théoréme 3.1.2. ol on imposera une borne

inférieure aux puissances-lignes de Dy.

2.3.2. Exemple

Considérons la matrice suivante :

8%+ 8 s’
D = 0 §2 282+
3s>+2s  s-1  §°-1
Destr-l-cavecr; =2, 1n=1,13 =3,
ki=1,ky=1,k3=2.
1 0 O
et Dp=|0 1 O|festnon singuliére.
0 0 1

Le résultat qui suit donne une condition nécessaire et suffisante pour avoir une matrice r-l-c
avec une matrice des coefficients des plus hauts degrés diagonale. Il nous sera utile pour

démontrer I’assertion 2.5.3.
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2.3.3. Assertion [3, Ass65 p116-117]

Soit D e R[s]™™ une matrice polynomiale non singuliére avec des entrées dij € R[s] ou i,j €

m
Alors,
D est r-l-c avec des puissances-lignes r; >0, ie m,
des puissances-colonnes k;>0, jem et
Dy diagonale
=
Viemdldi]=r+k
Vijemaveci#] o[di] <ri+k.
Preuve

D.(s) = diag{s™, i € m } D(s) diag{s™,j e m }
Remarquer que, dans cette expression, la i ligne de D est divisée par s et la j™ colonne de

D est divisée par s" |

D’ou Ientrée dj est divisée par s .

Des lors,

Dy, = D(0) est diagonale et non singuliére (donc D r-1-c)

<
lim flj‘;(_:qqﬁOeR Viem et
s—)msl i
lim -di_=¢ Vijem,aveci#]
s—ews"l'*’kj ? ?

o

Odil=ri+k Viem et

ddil<ritk Vijem, aveci#jq

2.4. Forme de Smith d’une matrice polynomiale

On va voir dans ce paragraphe que toute matrice polynomiale est équivalente 4 une matrice de

forme particuliére, appelée forme de Smith (théoréme 2.4.1). Cette matrice est intéressante car
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elle est équivalente 4 un matrice r-l-c non singuliére de puissances-lignes et colonnes bien

choisies (théoréme 2.4.2.).

2.4.1. Théoréme [2, Matrices rationnelles Lem1 p1]
Soit M(s) € R[s]™"

Alors il existe des matrices unimodulaires L € R[s]™™ et R € R[s]"™"

tq
o 0]
S - LMR - é c R[S]mxn
0 9, i
o o
S est la forme de Smith de M

Et r=rang M = rang S < min(m,n)

Et ¢; € R[s], i € r sont définis uniquement par M et vérifient ¢; | Qi1 1 € r-1.

Donc toute matrice polynomiale et par conséquent aussi toute matrice polynomiale non
singuliére, peut étre réduite a sa forme de Smith S par opérations élémentaires lignes et

colonnes. Il est important de mentionner ici :

2.4.2. Assertion [7, Lem1 p840-841]

Noter la forme de Smith S = diag{¢;, i € m} tq
deg[e1] > deg[p2] = . . . > deg[Qm]

Considérer m entiers non négatifsr; tq 1 >r>...>r, et

m entiers non négatifs kj tq ki>ko>... >ky
Alors

11 existe une matrice D polynomiale non singuliére r-l-c ayant la forme de smith S et

ayant des puissances-lignes r; et des puissances-colonnes kj et Dp =1

<=
k k
pour k € m » deglo]]= D ritk;
= i1

avec égalité pour k=m .
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Donc, les matrices polynomiales non singuliéres peuvent étre rendues r-1-c par des opérations

élémentaires. Il suffit de passer de la matrice a sa forme de Smith puis a la matrice r-l-c qui lui

correspond.
ite. S=Li MR, avec L; et R; unimodulaires
D=1,SR, avec L, et Ry unimodulaires

=L, LiMR; R, ou L, L; et R;R; unimodulaires.

Miais les opérations élémentaires utilisées pour démontrer 1’assertion 2.4.2 sont compliquées
(voir preuve dans [7, Lem1 p840-841]). D’ou, il est nécessaire de trouver une méthode plus
raisonnable pour obtenir une matrice r-I-c. C’est ’objet du paragraphe 2.5 dans lequel on

considére une matrice polynomiale facile a construire : une matrice de type DMDD.

2.5. Matrice polynomiale de type DMDD [1, §3]

2.5.1. Définition

chaque entrée de la diagonale de D est monique et
pour tout (i, j) € m x m aveci#j et vi: = 0i[D],

0y4[D] < min (i , vy).

2.5.2. Exemple
Considérons la matrice suivante :
§3+s2+1 S s?
D= 0 s2 s+l
2425 s-1 s°—1

D est de type DMDD avec y; =3, y2=2 et y3 = 3.

L’ assertion 2.5.3. montre I’équivalence entre une matrice r-1-¢ et une matrice de type DMDD.

Pour construire facilement un matrice r-l-c, on prendra donc une matrice de type DMDD.
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2.5.3. Assertion [1, Ass3.2]

Soit D une matrice polynomiale non singuliére m x m.

Considérons m entiers non négatifs entiers y; tq 1 >v2> . .

Alors, sont équivalentes :

a) D est r-c avec des degrés-colonnes y; et D, =1 et

D est r-l avec des degrés-lignes v; et D=1

-Z'Ym

b) D est de type DMDD avec des degrés diagonaux v; (i € m)

¢) D est r-l-c avec des puissances-lignes r; , des puissances-colonnes k; et Dy, = I

pour toutes paires de m-uples d’entiers non négatifs r; et k;  tq

r=mn=...2m et
kizky>...>kn et
yvi=ritki Viem.
Preuve
On démontre a) => b) =>‘c) =>a).

soient d;; les éléments de D

1) a)=>b)

Par hypothése, on a
lim D(s) diag{s™,ien} =1

lim diag{s™ ien} D(s)=1

d’ou dj est monique et deg[di] =

Vi#i  deg[dy] <vi et
deg[dy] <7

donc b) tient.

2) by=>¢)

Ona
Vi>j deg[di] <yi=ri+k <r+k;
Vij>i degldj] <yj=1+ki<ri+k
Vi=j degldi]=vi=r+k;
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d’ou par I’assertion 2.3.3 et en tenant compte que d;; est monique, c) tient.

3) ¢)=>a)
Dans ¢),
en prenant r; = 0, on obtient que D est r-c avec des degrés-colonnes k; =y, et D, =1 et

en prenant k; = 0, on obtient que D est r-1 avec des degrés-lignes r; = y; et Dy =1,
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Chapitre 3.

Classe de compensateurs propres

Dans ce chapitre, nous allons mettre en place trois théorémes importants donnant les solutions
propres de I’équation du compensateur. Le théoréme 3.1.1 donne une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une solution soit propre mais il ne garantit pas I’existence d’une telle
solution. Le théoréme 3.1.2 donne une condition suffisante pour qu’une solution propre
existe. Et enfin, le théoréme 3.1.3 donne toutes les solutions propres de I’équation du
compensateur sous forme de fractions de matrices polynomiales dont le dénominateur posséde
des degrés-lignes suffisamment larges. Cette paramétrisation n’est pas unique, il en existe

d’autres, voir par exemple [4].

3.1.1. Théoréme [3, Th61 p187-188]

Considérons la fp.d. P(s) = N.(s) D;'(s) € R, o(s)™"
Ou D est r-c avec des degrés-colonnes k; et soit Dy sa matrice des
coefficients des plus hauts degrés-colonnes.

Soit Di(s) € R[s]™™ non singuliére.
Considérons X; D, + YI N, =Dy (comp)
Alors (comp) a une solution (X, Y)) tq

1) X; est r-1 avec des degrés-lignes r; et Xy, sa matrice des coefficients des plus hauts

degrés-lignes.

2) C(s) = Xi'(8) Yi(8) € Ry(s)™"
&>

a) Dy est r-l-c avec des puissances-lignes r; et des puissances-colonnes k;

b) &Y< Viem
De plus, sous les conditions a) et b), Dy, = Xi, Di.

Remarque : spdg, on peut considérer que X est r-1 (voir commentaire suivant les définitions
221y
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Preuve

Remarquer que les hypothéses peuvent se réécrire comme suit :
D, est r-c

& D, =D, diag [s%] ou D, est bipropre.

et  N,D; strictement propre

& OINiI<0y[Did =k Vjem

< N, diag [s%] strictement propre.

1) La condition est nécessaire.
On a,

X estr-l
<  Xj=diag [s"] X;. avec X bipropre
et XY, est propre
< Oy[Yi]snViem
< diag[s™] Y| propre
et donc b) tient.
Considérons maintenant : -
Dy. = diag[s™] Dy diag[s™]
= diag[s™] {Xi D; + Y1 N;} diag[s™]
= diag[s™] X, D, diag[s™] + diag[s™] Y1 N, diag[s™]
=X, D, + diag[s"] Y7 N; diag[s™]
ou le premier terme est bipropre car c’est le produit de facteurs bipropres
le second terme est strictement propre car c’est le produit d’un facteur propre et d’un
facteur strictement propre.

Donc Dy. est bipropre, d’ou Dy est r-l-c et a) tient.

Et Dy, = Di.(o0) = Xj.(00) Dy.(o0) = Xy, Dyp.
2) La condition est suffisante.
Considérons :
Diag]s"] Dy. diag[s'i] = Dy
=X D+ Y1 N;
=X D.. diag[s9] + Y1 N;

En prémultipliant par diag[s™], on obtient
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Dy. diag[s"] = diag[s™] X, D,. diag[s"] + diag[s"] Y N,
ie diag[s™] X D, diag[s"] = Dy. diag[s] - diag[s™] Y; N;
En post-multipliant par diag[s*], on obtient

diag[s"] X; D,. = Dy. - diag[s"] Y| N, diag[s™]
Post-multiplions aussi par D},

diag[s™] X = {Dy. - diag[s™] Y1 N, diag[s™]} D;'
ou Dy est bipropre car Dy est r-l-c

diag[s™] Y, propre car J;[Yi] <r;

N, diag[s'ki] strictement propre

D; est bipropre puisque D;. I’est
d’ou X, = diag[s™] X, est bipropre.
11 suit que X est -1 avec des degrés-lignes r;, donc 1) tient et

Xi'Y,= Xi' diag[s™] Y] est propre d’ou 2) est vraie ¢

3.1.2. Théoréme|existence de solutions propres] [1, Th4.2]
Soit P(s) € Ry o(s)"™
P(s) = N.(s) D;'(s) fp.d
= Di'5) N((s) fp.g.
avec D, r-c avec des degrés-colonnes k;
et D r-l avec des degrés-lignes L
Soit = max |y;
Soit
a) Dg € R[s]™"™ r-I-c avec des puissances-lignes r;
et des puissances-colonnes k;
b) n>p-1Viem
Alors,
I’équation du compensateur (comp) a une solution (X, Y1) tq

OlYi]<r; Viem

d’ou par le th 3.1.1, X| est r-l avec des degrés-lignes riet

C(s) = Xi'(8) Yi(s) € Ry(s)™™.
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Preuve
Toutes les solutions (Xi, Yi) de (comp) sont données par
Xi =X, — N Ni
Y=Yy + N Dy
Ou N est un paramétre libre.
La seconde équation peut se réécrire comme
Yip=-Ne Dy + Y,
On considére — Ni et Y; comme le quotient et le reste de la division & droite de Yy, par Dj.
Alors Y1Di" est strictement propre et donc 05[Y1]< 64[Di] Vj € n.
Doy, Viem

al'j [Yi] = rliréax ari[Y;]

= r&ax 6cj[Y1]

A

max acj[Dl]
= max Oy[Di] : = p

Des lors, Viem,ona d;[Y(] <p-1 <1,

3.1.3. Théoréme [1, Th4.3]

Supposons que les hypothéses du théoréme 3.1.2 tiennent et appelons (X, Yio) la solution
particuliére de 1’équation du compensateur (comp) obtenue par ce théoréme.
Alors pour ces puissances-lignes r;, toutes les solutions (X;, Y;) de ’équation du compensateur
(comp) tq X est r-1 avec des degrés-lignes r; et C = X;'Y, € R,(s)™" sont données par
X1 = Xio— Nk N;
Y11= Xy + N, Dy
ou Ny € R[s]" " est tq
Viem, Vjen, G§Ni]<ri-p=r-dDi. (3.1
Preuve
Définissons Au(s) : = diag{s"i, i € n}
et Ad(s):=diag{s" i € m}

Par le théoréme 3.1.2 : C, = XY, est propre et Xj, -1 avec des degrés-lignes ;.

donc A;'Yi, est propre.
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La condition a) du théoréme 3.1.1 tient par hypothese.
La condition b) est équivalente & A;'Y, propre.
D; est r-1 avec des degrés i donc Dy = A, Dy. avec Dy bipropre.
D’ou

Y=Yt Nk Ay Dy
En prémultipliant par A;' :

Al Y= A Yiot AP N Ay Dy

puisque A;' Y, est propre et Dj. est bipropre,

A Y1 est propre
< ANk A, est propre
< O[N] <ri-y Viem,Vjen
La condition b) est vérifiée ssi la condition (3.1) du théoréme est satisfaite.
Dés lors, par le théoréme 3.1.3,

on obtient tout X, r-1 avec des degrés-lignes r; et C(s) = Xi'(s) Yi(s) € Ry(s)™"
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Chapitre 4.

Division de matrices

Dans le théoréme 3.1.3, il apparait que pour avoir toutes les solutions propres de I’équation du
compensateur, on a besoin de connaitre la solution particuliére obtenue par le théoréme 3.1.2.
Dans la preuve de ce théoréme, on avait considéré les matrices polynomiales —Ny et Y,
comme quotient et reste de la division a droite de Y, par Dy. Ce chapitre indique comment
effectuer la division a droite d’une matrice polynomiale par une autre, de fagons théorique et

pratique.

4.1. Aspect théorique

Montrons tout d’abord qu’on peut diviser a droite toute matrice polynomiale par une matrice
polynomiale non singuliére et que les matrices polynomiales quotient et reste sont uniques

sous une certaine condition.

4.1.1. Théoréme de division [3, Th37 p71-72)

Soit D; € R[s]™™ une matrice polynomiale non singuliére.

Alors V N; e R[s]"™ 3! QretR; € R[s]"™ tq

N:=Q:D:+R; avec R.D; € R, ()" 4.1
De plus, si Dy est r-c, alors I'unicité de Q, et R, sera aussi assurée ssi
aCj[Rr] < aej[Dr] Viem.

Preuve

Posons H: = N, D;' e R(s)™™
D’ou Vien Vjem hj:=ny/dj e R(s)
ou nj et d;j sont des polynémes premiers.
Des lors, par I’algorithme d’Euclide,
VienVjem I!lgjetr; tq

n; = di_i qij trjj avec / dij (S FRp,o(S)
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Dou VienVjem hj=q;+r;/d;.
Posons Q: : = [q;] € R[s]"™ et
Hg 0 = [r/ dj] € Rpo(s)™™

Ona N,D; =H=Q,+H,
Posons aussi R, :=N;—Q, D, € R[s]"™
Alors R, D;l = N; D;l" Q=0+ I{sp -Qr= Hsp € I:Rp,o(s)nxm

Montrons maintenant "unicité de Q; et R,.

Soit Q, et R, vérifiant également (4.1)
Alors N; = Q,;D; +Rr=a, D+ Er

On a donc Q; - 6: = (E“RJD;'

1M nxm

Or le membre de gauche € R[s]'

Puisque R[s]"™ m R,o(s)"™ = {0},

et le membre de droite € R, o(s)

les deux membres sont nuls et Q = Q et R,=R, o

A partir de cette preuve, on peut tirer ’algorithme suivant :

4.1.2. Algorithme [division & droite d’une matrice polynomiale par une matrice polynomiale]

1. calculer N, D;' =H
2. calculer Q; : = m[H]
ou 7ty . R(s) = R[s]
p — mp
avec mip partie polynomiale de p.
3. comme N; = Q;D; +R;
calculer R, = N, — Q; D,.

En pratique, appliquer cet algorithme est un travail fastidieux. Il faut donc trouver une autre

méthode. Ce qui suit met en place un algorithme plus “ pratiquable .

4.2. Division du vecteur ligne polynomial n par une matrice polynomiale D [3, appendix C]

Tous les vecteurs de cette section seront des vecteurs lignes et nous noterons par IR[s]™*
(Rpo(8)"*) I’espace des vecteurs polynomiaux (respectivement rationnels strictement propres)

lignes de dimension n.
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Soient n(s) € R[s]"* et
D(s) € R[s]"" r-c et D, =
Alors D(s) = diag{s"i, i € n} + D(s)
Ot k= d4[D(s)]

Dy(s) € R[s]"™" contient les termes de degrés inférieurs a k; .

Avant de mettre en place un théoréme donnant le quotient et le reste de la division a droite

d’un vecteur ligne polynomial par une matrice polynomiale, on a besoin de deux lemmes, les
lemmes 4.2.1 et 4.2.2.

4.2.1. Lemme [3, Lem20 p255-256]

Soit D(s) € R[s]"™" r-c et Dy=1 et
soit Rp = {x(s) € R[s]"*: x(s)D’'(s) & Ryo(5)"*}
Alors

(a) Rp est un espace R-linéaire

(b) x € Rp ssi x(8) = (xi(8) Jien

ou xi(s) = xy 847+ xpp $2+ +xi; € R[s] Vien .

Preuve de (b)
Six(s) € Rp alors d[xi(s)] < 3,[D(s)] = ks

Xi(s) est donc un polyndme de degré k;. .

Nous savons, par le théoréme 4.1.1, que
V x € R[s]"*, 3 des vecteurs q et r € R[s]"* uniques tq
x=qD+ r et D" e Ry q(s)™
Definissons alors les opérateurs quotient et reste de la division & droite d’un vecteur ligne
polynomial x par la matrice polynomiale D.

q: R[s]™ - R[s™ :x —q(x) et

r: R[s™ > Rp: x = r(x)

ou x=q(x)D+r(x)
ona
(a) q et r sont des opérateurs R-linéaires

(b) V x(s) € R[s]™* 1 (s x(s)) = r(s r(x(5)) ) (4.2)
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Preuve de (b)
s x(s) = s [q(x(s)) D + r(x(s))]
=5q(x(s)) D + s 1(x(s))
=5 q((s)) D+ qs 1(x(s)) ) D + 1(s 1(x(s)) )
=[s q(x(s)) *+ q(s r(x(s)) )] D + 1(s 1(x(s)) )
or sx(s)=q(sx(s)) D+ (s x(s))
d’ou, par unicité du quotient et du reste

1(s 1(x(5)) ) = 1(s X(5)) o

4.2.2. Lemme [3, Lem35 p257]
Soit D(s) € R[s]"™ r1-c et D=1 et
Soit x(s) € Rp
Alors

sx(s) = q(s x(s)) D(s) + 1(s x(s))

ou  q(s x(s)) = (Xit)ien

et (s x(s)) D(s)" € Ry(s)"

Preuve

Pour alléger les écritures, on notera
q(s) aulieude q(sx(s)) et
t(s) aulieude 1(sx(s))
Partons de
s X(s) = q(s) D(s) + 1(s)

et post-multiplions par diag{s™, ien} :
s x(s) diag{s™, ien} = q(s) D(s) diag{s™, ien} + r(s) diag{s™, ien}

or D(s) est r-c avec des degrés-colonnes k; et D, =1 donc ggr}m D(s) diag{s™, ien}=1,
515130 r(s) diag{s™, ien}=0 puisque r(s) € Rp et
.‘;li_l;[}0 s x(s) diag{s™, ien}= (Xi1)iea puisque x(s) € Rp

Dés lors,

Q(S) = (Xil)ieg o
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4.2.3. Théoréme [division & droite d’un vecteur ligne polynomial par une matrice
polynomiale] [3, Th45 p257-259]

Soit n(s) € R[s]"* donné par n(s) =n, s+ ny s +. .+ ng

ot nmeR™ Viek

Considérons
Xir1(8) = r(s xi(s) ) + my (4.3)
yir1 = q(s xi(s) ) iek (4.4)
Xo(s) =0 € Rp (4.5)
Alors
(@) Viektl xi(s) e Rpety; € R™ (4.6)
(b) r(n(s) ) = xki1(s) € Rp 4.7
A(n9)= Yy € R @8
Preuve

(a) rest une fonction z‘,ivaleurs dans Rp et n; € Rp par le lemme 4.2.1.
Puisque Rp est un espace R-linéaire, xi(s) € Rp Vi e k+1 .
yi € R™ vient du lemme 4.2.2 .
(b) On montre par récurrence que
Viektl xi(s)=r(s" no+s7m+. .. +n) (4.9)
Rappelons que q et r sont des opérateurs R-linéaires.
(4.9) est vraie pour1=0:
x1(8) = 0o = 1(n,)
Supposons que (4.9) est vraie pour i et montrons qu’elle est vraie pour i+1
Xi+1(8) = (s xi(s)) + iy
=1(s r(si'1 n, + s ni+ .. o) )+ m
=1(s (s.i'1 no+sin +.. .+ n.1) ) +r(n)  par (4.2)
=r(sir10+si'1 m+...+sng+n)
d’ou (4.9) tient et donc
Xirr = 1($5 o + $0 ny + .+ s gy 1)
=r1(n(s) )

i.e. (4.7) est vérifiée.
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Maintenant, montrons par récurrence que
Viek Yin =02 yin s)D()+%i(s) (4.10)
j=0 j=1

(4.10) est vraie pouri=1
s N, + 01 = (s 0, t11) D(s) + (s no +ny)
= q(s x1(s) ) D(s) + r(s n, +n;) car q(n;) =0 et par (4.3)
=y, D(s) + x2(s) par (4.4) et (4.3)
Supposons que (4.10) est vraie pour i et montrons qu’elle est vraie pour i+1

i+1

- . N
DM =gs(s'no+s o .. s g +ng) + o

i=0
=s[(v2s" +. ..+ i) D)+ Xiu1(8)] + nis
= (y2 s+ ... +syi)D(s) + [s xit1(s) + nie]
=(y2 s+...+s vie1) D(s) + q( s Xis1(8) + nir1)D(8) + (8 Xj1(8) + Niv1)
=(y28' +. ..+ 5yir1) D(8) + yis2a D(s) + Xira(8) car q(nis1)= 0 et par (4.4)
i+l —
=3 yin s D(s) + xials)
j=1
Dés lors,

n(s) = q( n(s) ) D(s) + r(n(s) )

k .
= > 's"n; par définition de n(s)
j:‘O V

) | .
= (Z Vit sk'J) D(s) + xi1(s) par (4.10)
j=1
et donc, on a par unicité du quotient et du reste :

a(n) =3 yim 89,

j=1
Ce théoréme donne la marche a suivre pour diviser & droite un vecteur ligne polynomial par

une matrice polynomiale. Celle - ci est reprise dans ’algorithme suivant :
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4.2.4. Algorithme [division a droite de n(s) € R[s]"* par D(s) e R[s1"]
1. Décomposer n(s) en n,s*+n; s¢'+ .+ ny
Poserx, =0 d’oux;=n, et y;=0
2. Pouri=1,... .,k
[yir1]j= coefficient de s du polynéme [s xi(s)j Vjen (4.11)
Xi+1(8) = (s xi(8) — yis1 D(s)) + (4.12)

3. q(n®)= Yy, ¢ R et
1(s) = Xk+1(s) € Rp 4

Remarque : la notation [.]; signifie j*™ composante.

Justification de (4.11) et (4.12)
Comme s x;(s) = q(s xi(s) ) D(s) + (s xi(s) )

par le lemme 4.2.2, [q(s xi(s))]; = coefficient de s de [s xi(s)];
et xu(s) =r(s xi(s) ) +

= (s xi(8) — yir1 D(s)) + i

Pour diviser & droite une rﬁatrice polynomiale par une autre, on effectue la division ligne par
ligne.
1l existe d’autres fagons de procéder a la division d’une matrice par une autre, la réalisation de

Furhmann en inspire une autre. Pour plus de détail voir [5, p 615-617].

Cet algorithme sera appliqué au chapitre 6.
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Chapitre 3.

Plus grand commun diviseur droit

La recherche de la solution de 1’équation du compensateur passe par la solution particuliére
donnée par X; = D¢ V; et Y; =Dy U,. Ce chapitre indique comment trouver les matrices V; et
U,. Celles-ci sont issues de I’algorithme d’extraction d’un plus grand commun diviseur droit.
Cet algorithme sera mis en place a partir de la forme ligne d’Hermite. Le plus grand commun

diviseur droit (p.g.c.d. d) est défini a ’annexe A, §2.

5.1. Forme ligne d’Hermite [3, §2.3.4]

Dans le théoréme qui suit, on définit, pour toute matrice polynomiale, sa forme ligne

d’Hermite.

5.1.1. Théoréme[Forme ligne d’Hermite] [3,Th1 p33-35]
Soit M(s) € R[s]™™
Alors, il existe une matrice unimodulaire L(s) € R[s]™™™ telle que

Pr P2 Pr

X
X

LM:H=§

H est la forme ligne d’Hermite de M.
Il existe un entier r, 0 <r <min(m,n) avec rang H=rangM =r

tel que

ISpr<p<...<pr=n
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b) Vier,
si hip;=1 alors hjy, =0 Vj<i
“Tous les éléments au-dessus d’une entrée de téte qui vaut un sont nuls. ”
si hip, # 1 alors [ hjp, ] < Al hip; 1 Vj<i tq hjp #0

“Tous les polyndmes non nuls au-dessus de ’entrée de téte sont de degré inférieur 4

celui-ci,
) Vy; " colonne) tq j<p;, 7=0
“Les colonnes avant p, sont nulles. ”

VY tq pi <j <pin avec i € r-1 alors les m-i derniéres entrées de Y; sont

nulles.

“ Dans chaque bande i sauf la derniére, les m-i derniers éléments des colonnes sont

nuls. ”
V) tq j = pr, les m-r derniéres entrées de v; sont nulles.

“Dans la derniére bande les m-r derniers éléments des colonnes sont nuls. ”

5.1.2. Algorithme de réduction 2 la forme ligne d’Hermite [3, Alg5 p34]
Pouri=1,2, ...

ETAPE 1

Rechercher poury, , la premiére colonne de gauche qui est non nulle sous A;.;.
Si une telle colonne n’existe pas ou si i = m+1 ou si pi; = n alors STOP,

ETAPE 2

Choisir parmi les entrées non nulles dey, sous Ai; une entrée de plus petit degré et par une
permutation de lignes, la placer en position (i, p;).

ETAPE 3

Multiplier A; par une constante non nulle pour rendre entrée (i , p;) monique.
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LTAPE 4

Utiliser I"algorithme d’Euclide et additionner les multiples polynomiaux adéquats de %; pour
réduire les entrées non nulles dey,, en-dessous de A; a leurs restes aprés division par I’entrée
@, p).

ETAPE 5

Si les restes dans ¥,, SOUS Ai sont tous nuls > aller 4 ’ETAPE 6.

Sinon répéter 2 = 4 jusqu’a ce que tous les restes soient nuls.

ETAPE 6

Sii=1, passer ’ETAPE 6.

Sinon utiliser ’algorithme d’Euclide et additionner les multiples polynomiaux adéquats de A;

pour réduire les entrées non nulles dey, au-dessus de A a leurs restes aprés division par

’entrée (i, pi).

5.1.3. Preuve du théoréme 5.1.1

Montrons d’abord que I’algorithme 5.1.2 se termine :

A T’étape 5 , les entrées non nulles de y,i sous ;i ont été remplacées par leurs restes aprés
division par Pentrée (i , p;), leurs degrés sont donc plus petits que celui de I’entrée (i , p;).
D’ou, en répétant les étapes 2 a 4, les degrés sont décroissants et des restes nuls sont
finalement obtenus : 1’étape 6 sera atteinte aprés un nombre fini de passages de 2 4 4.

Puisque M a un nombre fini d’entrées, I’algorithme se terminera & I’étape 1 pour une valeur

finie de i = r+1 et la matrice aura une forme en escalier avec exactement r ‘marches’.

Rang H=rang M =r car
Seules des opérations élémentaires - lignes ont été appliquées & M pour obtenir H, leurs rangs
sont donc égaux sur R[s] et le rang de H sur R[s] est égal au rang de H sur R(s) qui vaut 1.

(Définition et propriétés du rang : voir Annexe A §5)

Les propriétés de la matrice tiennent par construction

Hlustrons maintenant I’algorithme 5.1.2 par un exemple.
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5.1.4. Exemple

Considérons la matrice suivante :

0 0 ¢
st1 0 §°
M = S
s+2 0 —g
#1li=1

étape 1 v, = 1°° colonne d’ou p; = 1

éfape 2 placer s+1 en position (1 ,p1)=(1,1)

MED N
s+1 0

0 0
s+2 0
s+l O

étape 3 Uentrée (1, p1) est déja monique

étape 4 s+2 = (st1)x1+1 d’ou A3 €A3 - M

€ h—N

[s+1 0 s |
0 0 g2
1 0 -2s
0 0 282

étape 5 toutes les entrées sous s+1 ne sont pas nulles > étape 2

étape 2 placer 1 en position (1, p1)=(1, 1)

MEDN
1 0
0 0
s+1 0
0 0

—2s% ]
S2
SZ

-2 SZ—
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étape 3 1 est déja monique

étape 4 A3 € A3 — (st M

1 0 25 |
0 0 §?
0 0 2s*43s?
0 0 -28% |

étape 5 toutes les entrées sous 1 sont nulles -> étape 6
élape 6 1= 1, on passe I’étape 6

#2i=2

étape 1 Vv,= 3" colonne , d’oti pp = 3
étape 2 un polyndme de plus petit degré est déja placé en (2, p2) =(2,3) : §°
étape 3 s* est déja monique

étape 4 s € A3 — (2s13) Mg

M €EMT+20
(1 0 -2s2|
0 0 §2
0 0 0
10 0 0 |

étape 5 toutes les entrées sous s* sont nulles > étape 6

étageé MEMT2M

1 0

0 0

0 0 0
0 0 0
#3i=3

Dans I’algorithme d’extraction d’un p.g.c.d. d, on va utiliser un cas particulier de la forme

ligne d’Hermite, celui ou sa partie supérieure est une matrice triangulaire supérieure. Le
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corollaire suivant nous indique que cette forme ligne d’Hermite particuliére est celle d’une

matrice de rang colonne plein.

5.1.5. Corollaire [forme lighe d’Hermite d’une matrice de rang colonne plein] [3, Cor9 p35]

Supposons que, dans le théoréme 5.1.1, M(s) € R[s]™™" posséde un rang colonne plein sur
R[s]i.e. rangM=n, m>n.

Alors, il existe une matrice unimodulaire L(s) € R[s]™™" tq

]

Avec R(s) € R[s]"" triangulaire supérieure et non singuliére, i.e. H la forme ligne d’Hermite
de M est triangulaire supérieure.

Et H satisfait a), b), ¢) du théoréme 5.1.1 avec p; =1, Vien.
Preuve

Par le théoréme 5.1.1, r = rang H est le nombre de ‘marches’ de la forme ligne d’Hermite .
Par hypothése rang M = n d’oul r = rang H = rang M = n et donc la matrice H(s) € R[s]"" a

exactement n “marches’

5.2. Plus grand commun diviseur droit [3, §2.3.6]

Voici la marche a suivre pour extraire un p.g.c.d. d.

5.2.1. Algorithme d’extraction d’un p.g.c.d. droit [3, Algl p51]
Soit N, (s) € R[s]"™ et D; (s) € R[s]"*™avec D, non singuliére.

ETAPE 1

51'
Poser M = {_ } e Mat(RR[s] )

N

Et observer que M est de rang plein sur R[s].
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ETAPE 2

Utiliser I"algorithme 5.1.2 (I’étape 6 n’est pas nécessaire) et obtenir une matrice triangulaire

supérieure.

5.2.2. Conséquence

On obtient des matrices unimodulaires W et W' € Mat(IR[s] ) avec

Ve 1 U . [De iU
Wim | g | g W gl momsacteomonss
-N; | Dy N; | Vi

tq

Ou R est triangulaire supérieure et non singuliére.

W est en fait une copie des opérations élémentaires effectuées sur M au cours de P’algo 5.1.2,

appliquées & la matrice identité.

L’algorithme 5.2.1 produit une matrice triangulaire supérieure qui est un p.g.c.d. d de N, et

D:.

5.2.3. Assertion [3, Assl0 p52-53]

Soit N; € R[s]"™ et D, € R[s]™"™ avec D, non singuliére et appliquer ’algorithme 5.2.1.

Alors la matrice R triangulaire supérieure est un p.g.c.d. d de N, et D,.

w23

On obtient D,R=D, et N;R=N,

Preuve

Ona

D’ot R est d.c.d. deN, et D, . (5.1)
Ona
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V: D: +U; N;.=R

D’ou chaque d.c.d. deN; etD;, est und.d. de R.
Par (5.1) et (5.2), R est un p.g.c.d. d deN, et D,

L’algorithme 5.2.1 sera appliqué au chapitre 6.

(5.2)
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Chapitre 6.

Exemple

Nous allons maintenant illustrer le théoréme 3.1.3 par un exemple.
6.1. Données
Considérons P(s)=N,(s) D;'(s)

[s+1 0
Ou Ni(s) = et
1 1

Dy(s) =

[s(s2) ©
1 s-1

Le p.g.c.d. d. de N; et D est I (voir 6.2.1), donc P(s) =N,(s) D;'(s) est une fp.d.

D;estr-caveck; =2etky =1

D;'(s) vaut:

L
pis) =| &2 i

Ts(s-2)(s-1) s

Dés lors,

1
1 0 0
P(S) = \:S—'- :| S(S-12) 1
1 - s(s-2)(s-1) sl

s+l 0
s(s-2 %
- (1 ) 1 c IRP,O(S)2 2
s(s-1) sl

Ses poles sont 0, 1 et 2 € €., d’ou le systéme a asservir est instable.

Prenons
(s+4) (s*+4s+8) 0

DK(S) = I:
0 (s+6) (s+8)

Di(s) estr-l-cavecr;= 1,1, =1
k1: 2 5 k2 =1
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Les zéros de son déterminant sont : -2 +2j,-2-2j,-4,-6et-8 c’.

D’ou le systéme S(P,C) est stable.

6.2. Solutions

On doit trouver un compensateur propre stabilisant sous forme d’une fraction polynomiale
gauche. Pour cela, il faut résoudre I’équation du compensateur X; D, + Y} N; = Dy. Les
solutions de cette équation sont données par le théoréme 3.1.3. mais ce théoréme utilise une

solution partic'uliére : celle donnée par le théoréme 3.1.2.

6.2.1. Solution du théoréme 3.1.2

Notons (Xio, Yio) la solution donnée par le théoréme 3.1.2.
Xio=Xp - N Ny

Yo=Y+ N Dy

O Xp=DyV: etY,=DU;

1) Calcul de V; et U,

D
Appliquons ’algorithme 5.2.1 d’extraction d’un p.g.c.d. droit a { } et a1
; N:

D I
pour obtenir W =
N; 0

V. U
ou W=

-N; Dy
5(s2) 0] (1 0 0 O]
D, 1 s—1 0 1 0 0

= et I=
N, s+1 0 0 0 1 0
1 1| 0 0 0 1]
#1 M € A

o1 1] 0 0 0 1]
1 s—1 0 1 0 O
s+ 0 0 0 1 0
s(s=2) 0 1 0 0 0]
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# Meh-M
A3 ("%3—(3"'1) M

A € Ag—s(s-2) M
1 1] 0 0 0 1]
0 s—2 0 1 0 -1
0 -(s+l) 0 0 1 -(s+l)
10 -s(s-2) | 1 0 0 -s(s-2)]
#H3 et
Mehtsh
(1 1] 0 0 0 1 ]
0 s2 0 1 0 -1
0 =3 0 1 1 —s-2
0 0 1 s 0 —s*s|
M e
h € =173\
1 1] | 0 0 0 1]
0 1 0 -1/3 -1/3 1/3(s+2)
0 s2 0 1 0 =]
0 0 1 s 0 -5%+s |
#5 M M-
MEeEl—(s2) M
(1 0] 0 13 13 153(1s) |
0 1 0 -1/3 13 13(s+2)
0 0 0 13(sH) 1/3(s2) -1/3(s*-1)
0 0 1 s 0 —54s |

Pour le point 2), on a besoin que D, soit r-¢c avec Dy, = I, on va donc modifier les deux

derniéres lignes pour que D ait cette forme.
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#6 d3 €33

A € -0

[0 13 13 13(-9)]
0 -1/3 -1/3 1/3(s+2)
0 s+l s-2 1-s?

-1 -s 0 S%—s

#1 M€+ Mg

0 13 i 1/3 1/3(1-s)]
0 13 i-13 153(s+2)

1 0 1 1 1 1-s
V= ‘g U= §
0 - -1 s+2

O0q[Di]=10[D)]=2 Djestr-c et Dy, =1

1 -

les degrés-lignes de Dy sont p; =1 et pp =2, Dy, = [ :|non singuliére

0 1
d’ou Dy est r-1.

Di'(s) Ni(s) est une fp.g. par le théoréme 1.3 .4.
p=max{l,2}=2

L’hypothése b) du théoréme 3.1.2 est vérifiée :
n=1zp-1=1 et np=1z2p-1=1

On peut maintenant calculer Xy, et Yy, :

0 (s+4)(s*-4s+8)
3 X]p = Dk Vr =
0 -(s+6) (s+8)
0  s34+8s2424s5+32
0 -52-14s-48
(s+4) (s*+4s+8)  (1-s) (s+4) (s>+4s+8)
3 Y[p = Dk Ur =

-(s+6) (s+8) (s+2) (s+6) (s+8)

Chapitre 6 : Exemple 49



$3+8s2+245+32  -84-75%-1682-85+32
3Yp, =
-§2-145-48 §3+16824+-765496

2) Calcul de N et Y,

s—2 1-s

Yp=-NygDi+Y, ouD= { } avec oci[Dy] = 1 et Ocz[D2] =2

0 §%2—§

On va appliquer ’algorithme 4.2.4. de division a droite d’un vecteur ligne polynomial par

une matrice polynomiale
e Division 4 droite de [s*+85+24s+32  -s*-7s*-165>-85+32] par D,

[0 -1]s*+[1 -71+[8 -l6]s*+[24 -8]s+[32 32]

o 0y 12 N3 N4
xi(s)=[0 -1]
#1 [0 -s]=yaDy+r
y2=[0 0]
X2(s)=[0 -s]-[0 O]Dy+[1 -7]
=[1 -s-7]

#2 [s -s*7s]=y3Dy+r

m=ll =]

x3(s)=[s -s>7s]—-[1 -1]1D;+[8 -16]
=[s -s-7s]-[s-2 1-s?]+[8 -16]
=[10 -7s-17]

#3 [10s -7s%-17s]=ys Dy tr
ya=[10 -7]
x4(s) =[10s -7s>-17s]-[10 -7]D;+[24 -8]
=[10s -7s2-17s] —[10s-20 -7s%-3s+10]+[24 -8]
=[44 -14s-18]

#4  [44s -14s>-18s]=ysDy+r
ys=[44  -14]
Xs(s) = [44s  -14s2-18s] - [44 -14]D;+[32 32]
=[44s -14s>-18s] — [445-88  -14s2-30s+44] +[32  32]
=[120 12s-12]
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D’ou 1(s)=[120 12s-12]
Et q(s) = [s*+10s+44  -s2-7s-14]

e Division a droite de [-s>-14s-48  §3+16s*+76s+96] par D,

[0 1]s+[-1 16]s2+[-14 76]s+[-48 96]

No np Ny n3
xi(s)=[0 1]
#1 [0 s]=y2Di+r
y2=[0 0]
X2(8)=[0 s]-[0 O]Di+[-1 16]
=[-1 s+16]

#2 [s sH16s]=ys Di+r
ys=[-1 1]
x3(s)=[-s s*16s]-[-1 1]D;+[-14 76]
=[-s s*16s]—[-st2 s>1]+[-14 76]
=[-16 16s+77]

#3  [-16s  165+77s] =ys Dy +r
ya=[-16 16]
X4(8)=[-16s  16s+77s] —[-16 16]D;+[-48 96]
=[-16s  16s*+77s] —[-16s+32  16s>-16] + [-48
=[-80 77s+112]

D’ou r(s)=[-80 77st+112]
Et q(s) =[-s-16  st16]

Dés lors,
s?*+10s+44  —s2-T7s-14
- 3 Nk, —_—
—s-16 s+16
120 12s-12
Et 3Y,=
-80  T7s+112

Onabien &, [Yi]=1<1=1
et O[Yi]=1=<r=1

96]
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Xio=Xp — N Ny

0  $*+8s+24s+32 35430  -s3-8s2-24s5-44
3 X]Q = +

0 —s2-14s-48

35+30 -12
0 35-32

6.2.2. Solutions données par le théoréme 3.1.3

0 s*+17s+16

Toutes les hypothéses du théoréme 3.1.2 tiennent et donc celles du théoréme 3.1.3 aussi.

Rappelons que u, =letu,=2, rn=1etr,=2.

Alors
Xi = Xio - Nk Nj
Y=Y+ N Dy

Ou on[Nk] <r - =0 doncny;; e R
O12[Ni] <1;- 1, =-1 donc nj3 =0
On[Nk] <r,-p =0 doncng; € R
Ona[Nk] <12- 1, =-1 doncng, =0

Dés lors,

N 0
3Nk=
N2 0
3s5+30 -12 np Of|1 -1
3X|= =
0 3s32] [nm OJ{1 s
[33"'(30'111\) N ‘\

— N 38+ (1’121 - 32)

120 12s-12 nip O0f{s2 1s

et 3Y,= +
-80  77s+112 na 0}l 0 s%s
nps+(120-2n,) (12-ns+@u—-12) }
n218— (2 nyu+80) (77— na)s+(ny+112)
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On vérifie que :
X est r-1 avec des degrés-lignesr, = 1 etr, = 1 et

oYl=12n,0,[Yil=1<n,

d’ou par le théoréme 2.2.5 (version gauche), on a bien que C = X;'Y, est propre
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Conclusion

Au terme du chapitre 3, nous voyons que si la matrice caractéristique en boucle fermée est
réduit-ligne-colonne avec des puissances-lignes suffisamment larges, on obtient tous les
compensateurs propres stabilisants (sous forme de fractions de matrices polynomiales dont les
degrés-lignes du dénominateur sont prescrits) qui asservissent un systéme strictement propre.
Le choix de la matrice caractéristique en boucle fermée est donc déterminant pour cette raison
mais aussi pour le placement des zéros de son déterminant qui implique la stabilité du systéme
en boucle fermée. Par facilité, on prendra cette matrice de type DMDD avec des degrés
appropri€s (c’est-a-dire suffisamment larges) et les zéros de son déterminant dans le demi-

plan ouvert gauche.

Dans la pratique, obtenir la classe de tous les compensateurs propres stabilisants peut étre un
travail fastidieux. En effet, au chapitre 6, nous avons appliqué le théoréme 3.1.3. & un
exemple. Cela a nécessité I'utilisation de deux algorithmes. Nous avons travaillé avec des
matrices de dimension deux et le nombre de calculs était déja important. Si la dimension des
matrices est trés grande, il n’est pas possible d’appliquer ces algorithmes a la main. Dans ce
cas, il existe des fonctions dans la “polynomial toolbox™ de Matlab nous facilitant la tiche,

mais les résultats obtenus a la main et par Matlab peuvent différer s’ils ne sont pas uniques.

On pourrait compléter ce mémoire par la conception d’un compensateur régulant. La
démarche est tout a fait similaire & celle que nous venons d’effectuer, on met en place
I’équation du compensateur régulant, puis on retrouve des théorémes donnant les solutions de

cette équation qui sont tres proches des théorémes 1.3.3, 3.1.1 et 3.1.2, voir [3, chap 7].

Nous avons travaillé avec les matrices de transfert des systémes, on peut étendre I’analyse en
€tudiant la PMD (description du systéme par des matrices polynomiales) du systéme asservi.

En parcourant [3], on retrouve des informations utiles d’interprétation dynamique temporelle.

Enfin, nous sommes partis d’un systéme a asservir donné par une fraction droite mais on

aurait pu partir d’une fraction gauche, dans ce cas tous les résultats qu’on a vus peuvent étre

dualisés.
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Annexe A :

Matrices polynomiales et matrices rationnelles

Cette annexe reprend les définitions et résultats principaux concernant les matrices

polynomiales et rationnelles.

existe des types particuliers de matrices polynomiales et rationnelles comme les matrices

polynomiales unimodulaires, les matrices rationnelles propres et strictement propres.

1. Opérations élémentaires [2,Matrices polynomiales p19-20]

1. Définitions

On note par IR[s] ’anneau des polyndmes, IR(s) le champs des fonctions rationnelles et

par Mat( R[s] ) ’ensemble ‘des matrices polynomiales.

Soit une matrice polynomiale D(s) € Mat( R[s]),

D(s) est unimodulaire ssi det D(s) = k# 0 (k € R).

D’ou, une matrice polynomiale est unimodulaire si et seulement si son inverse est une matrice

polynomiale.

Il existe trois sortes d ‘opérations élémentaires — lignes (0.e.1.) sur D(s) :

1) Interchanger deux lignes : A; <> A
2) Multiplier une ligne par une constante k non nulle : ; € k'

3) Pourj#1i, ajouter a la ligne i une autre ligne j multipliée parr: & € A +r1 A

Les o.e.l. sont équivalentes & prémultiplier D(s) par une matrice élémentaire gauche obtenue

en copiant sur la matrice unité I’opération.

1) Interchanger deux colonnes : y; €= ¥;
2) Multiplier une colonne par une constante k non nulle : y; ¢ kvy;

3) Pourj#1i, ajouter a la colonne i une autre colonne j multipliée parr: y; < ;i + 1A
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Les o0.e.c. sont équivalentes & postmultiplier D(s) par une matrice élémentaire droite obtenue

en copiant sur la matrice unité I’opération.

2. Exemple

Soit la matrice

[l s+l}
D(s) =
1 8

Cette matrice est unimodulaire car det D(s) = -1

Appliquons-lui I’opération élémentaire — ligne Ay ¢ A — 2 A, ou prémultiplions-la par la
1 -2
0 1
S |
1 s |

3. Assertion [3, Ex7 p28]

matrice

on obtient la matrice

Chaque opération élémentaire est inversible, d’ou chaque matrice élémentaire est
p

unimodulaire.

4. Théoréme [2, Matrices polynomiales p20]

Toute matrice unimodulaire est produit de matrices élémentaires.

5. Définition

Soient A et B € R[s]™",

alors A et B sont  équivalentes, ssi

Il existe des matrices unimodulaires L € R[s]™™ et R e R[s]""tq

A=LBR
(A=LB)
(A=BR)
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Les opérations élémentaires sont intéressantes car elles permettent de réduire les matrices &

des formes particuliéres comme, par exemple, la forme d’Hermite ou la forme de Smith.

2. Multiples et diviseurs [3, §2.3.1]

1. Définitions

a.

Soient les matrices polynomiales R(s), D(s), L(s) € Mat( R[s] ), avec D(s) = L(s) R(s)

alors,

D(s) est un multiple droit (m.d.) de L(s).

Soient les matrices polynomiales N(s) et D(s) € Mat( R[s] ),

N(s) = N (s) R(s) et D(s) = D (s) R(s)
ou N(s)et D (s) € Mat( R[s])

ssi
N(s) =L(s) N (s) et D(s) = L(s) D (s)
ou N(s)et D(s) € Mat( R[s] )

de tout d.c.g.

Soient les matrices polynomiales N(s) et D(s) € Mat( IR[s] ),

Elles admettent un p.g.c.d. d unimodulaire.
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elles admettent un p.g.c.d. g unimodulaire.

3. Fractions de matrices [3, §2.4.1]

1. Définitions

Soit H € R(s)™™ .
Soient N; € R[s]""™ et D, € R[s]™™

a) detDr#0 et
b) H=N: D}

a) detD;#0 et
b) H=Di' Ny

2. Assertion [3, Ass8 p58]

Chaque H € R(s)”™ a une fp.d N, D; et une fp.g. Di' N; .

4 Matrices rationnelles propre et strictement propre {3, §2.4.3]

1. Définitions

Soit H € R(s)™™
Alors

On notera par Ry(s) (R,+(s) ) ’anneau des fonctions rationnelles propres (respectivement

strictement propres) a coefficients dans R.
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2. Exemples

o La matrice
s24+1 a

(s+1)?
s>+1

H(s) =

est propre car

1 2
H(w) = \: .
1 1

o La matrice
§2+1 0

(s+1)?
s3+1

K(s) =

est strictement propre car K(e0) =0.

o La matrice

. 0
L(S)= s+1 s 4
0 5= =

S

est bipropre car elle est propre et

s+l 0
CRp=] ® P
s2—1

est également propre.

5. Rang des matrices polynomiales et rationnelles [3, §2.3.1]

1. Définitions

Soit De R[s]™" et soit r un entier tq 0 <r < min(m,n).

moins un mineur rxr qui n’est pas le zéro polynomial et V' s > r, chaque mineur sxs est le zéro

polynomial.

indépendantes dans (R[s]", R[s]).
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indépendantes dans (R[s]", R[s]).

SiD e R(s)™®, son rang normal est défini sur le champ IR(s).

2. Théoréme [3, Th10 p25]

Soit D e R[s]™", alors son rang normal est égal & son rang normal colonne et 4 son rang

normal ligne.

3. Théoréme [3, Th15 p26]

Soit D e R[s]™™, alors le rang de D sur R[s] est égal au rang de D sur R(s).

4. Théoréme [3, Th8 p28]

Chaque opération élémentaire sur une matrice polynomiale laisse le rang normal inchangé.
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Annexe B :

Identité de Bezout généralisée

Avant de prouver le théoréme 1.3.4, nous donnons quelques résultats qui nous seront utiles.

Assertion 1 [3, Ass11 p53]
Soit N, € R[s]"™ et D, € R[s]™™ avec D, non singuliére.
Alors tous les p.g.c.d. d de N, et D, sont équivalents a gauche.

Preuve

Nous savons par le théoréme 5.2.3, que la matrice triangulaire supérieure non singuliére R est
un p.g.c.d. d deN;etD,. Puisque 1’équivalence & gauche est une relation d’équivalence, il
suffit de montrer que pour tout p.g.c.d. d R> deN, etD,, R et R’ sont équivalents a gauche.

Puisque R et R’ sont des p.g.c.d. d de N; et D, ils sont aussi d.c.d. de N, etD,.
D’ou, par définition d’un p.g.c.d. d,
JdLetL’ e Mat(R[s]) tq R’ =L°R etR=LR’.
Des lors,
R=LL’R ou R non singuliére.
On doit donc avoir I=LL’> ie L’ =L" e Mat( IR[s] i

L et L’ sont donc unimodulaires et R et R’ sont équivalents a gauche .

D’ou le p.g.c.d. d est unique 4 un facteur unimodulaire gauche prés.

Assertion 2 [3, Ass15 p53]

Soit N, € R[s]"™ et D, € R[s]™™ avec D, non singuliére.
Alors
N etD, sont p.d.

Tous les p.g.c.d. d deN, et D, sont unimodulaires.
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Preuve

Par I’assertion 1 si un p.g.c.d. d est unimodulaire alors tous les p.g.c.d. d sont unimodulaires 5

Théoréme 3[Identité de Bezout] [3, Th16 p54]

Soit N, € R[s]"™ et D, € R[s]™™ avec D, non singuliére.

Alors

N, etD; sont p.d.
<>

J UretV. e MAT(R[s]) tq. U Ne+V, D=1l . (1)
Preuve

=> : Par la conséquence 5.2.2 de I’algorithme d’extraction d’un p.g.c.d. d, on obtient
U,N,+ V,D,=R avecRunp.gc.d. dde N,etD, et 2)
U; et D, € Mat( R[s])
Or N, etD, sont p.d.

D’ou par I’assertion 2, R doit étre unimodulaire.

Dés lors, en prémultipliant (2) par R on obtient
ﬁr ﬁl‘ +‘_/1‘ BI‘: Im
ot U;=R'U; et V,=R"'V, e Mat( R[s] ).

<: Soit R un p.g.c.d. d, donc un d.c.d., de N et D,.

ie. N:=N;R et D,=D;R avecN;etD, € Mat( R[s])
Alors par (1)
U:N;R+V,D;R =1,
ie. (U:N; +V,D;)R =1,
ie.  R'=UN+V,D; € Mat( R[s])
D’ou R est unimodulaire.
Alors chaque p.g.c.d. d de N;etD; est unimodulaire et donc par I’assertion 2, N, et D, sont

p.d. o
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Théoréme 1.3.4
Soit H € R(s)"™™ représenté par une fp.d. N, D;'.
Alors il existe six matrices € Mat( R[s]) U;, V;, Nj, Dy, Uy, V)

tq

De plus, Di' N est une f.p.g. de H.
Preuve
Appliquer ’algorithme 5.2.1 4 D, et N,.

On obtient

OuR est unp.g.c.d. d de D, et N, il est unimodulaire car D, et N sont p.d.
s.p.dg R=1,
sinon multiplier le premier bloc - ligne de W par R et on obtient

RIV.D.+ R U:N; =1,

Soit Di'Nj une fp.g. de H dont Iexistence est garantie par I’assertion 2 de I’annexe A §3.

par le théoréme 3 (version gauche), 3 a Vl € Mat( R[s]) tq lef, + D[V[ =1,

On obtient

ot Q=-V,U,+U; v,.

En appliquant simultanément les opérations bloc - colonnes :

Annexe B : Identité de Bezout généralisée

63



(bloc y2) €< (bloc y2) - (bloc 1) Q

‘ D: | -U L. i Q
A A ] V' e
Nr : Vl 0 Iu

on obtient

Dr : -ﬁl_D;Q Im 0
“..._I..__: ______ et J ......
N, | Vi—N:Q 0 i1,

posons —Ui: =-E -D;QetVi:= V,-NrQ.

ce qui donne

{vf | Ur} {D, | -U} In | O
S ._...r..T._.ﬁH — ..J a
-N; | Dif [N | Vi 0 i1,
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Notations

m.g.
m.d.

d.g.

d.d.
dem.
d.c.d.
pgecd g
p.gcd. d

r-c
r-l-c

type DMDD

C.

R[s]
R(s)
Ro(s)
Rp,o(s)
R[s]"™
Rp,o(s)"*

multiple gauche

multiple droit

diviseur gauche

diviseur droit

diviseur commun gauche

diviseur commun droit

plus grand commun diviseur gauche

plus grand commun diviseur droit

premiers a gauche

premiers a droite

fraction gauche

fraction droite

fraction premiére gauche

fraction premiere droite

réduit-ligne

réduit-colonne

réduit-ligne-colonne

posséde une diagonale monique et de degrés dominants
demi — plan ouvert gauche de C

demi —plan fermé droit de C

anneau des polyndmes

champ des fonctions rationnelles

anneau des fonctions rationnelles propres

anneau des fonctions rationnelles strictement propres
espace des vecteurs lignes polynomiaux de dimension n
espace des vecteurs lignes rationnels strictement propres

de dimension n

Notations



Mat( E )
ien

c.C.

C.0.

ensemble des matrices dont les éléments appartiennent a E
I’indice i prend la valeur 1 (ou 0) jusqu’a la valeur n
complétement contrdlable (ou contrdlable par abus de
langage)

complétement observable (ou observable par abus de

langage)

Notations
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Errata

Cet errata concerne le mémoire de Julie Jocaille, “Recherche polynomiale de compensateurs
ppe—————
d’asservissement stabilisants propres de systemes strictement propres. ”

o  §1.2 Stabilité du systéme S( P,C ), page 8

Remplacer la deuxiéme phrase parla phrase : “Sous les hypothéses que P est strictement
propre et admet une réalisation minimale donc stabilisable et détectable, que C admet une
réalisation observable et stabilisable donc stabilisable et détectable, le théoréme 1.2.1 nous
indique que la stabilité interne est équivalente a la stabilité externe. ”

o  Théoréme 1.2.1., page 8

Dans la deuxiéme hypothése, supprimer “i.e. minimales™ :

“R; et R, stabilisables et détectables™

o  Théoréme 1.3.4., pages 13 et 63

Accord du mot “représentée” :

1 o

“Soit H € R(s)"*™ représentée par une fp.d. N, D; .

o  Pied de page du chapitre 2

Orthographe du mot “degré” :

“Chapitre 2 : Controle du degré des matrices polynomiales”
] Preuve assertion 2.1.2., page 16

Dans la quatriéme ligne, remplacer “Vie m”par“Vien”:

“Nij=2hikdkj Viep_,\fjem”
k=1
o  Remarque, milieu de la pagel7

Orthographe du mot “ou” :

“Si D est r-l ou r-¢”
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o  Preuve assertion 2.3.3., page 21

Dans la huitiéme et dixiéme ligne, souligner les “m ™ :

di

ftkj

“ lim
s0 g

=0 Vijem,aveci#j” et
“Oldgl<ri+k; Vijemaveci#]”

O  Assertion 2.5.3., page 24

Dans la deuxiéme ligne, supprimer le second mot “entiers™ :

“ Considérons m entiers non négatifsy; tq y1=>v2>...2VYm~

o  Preuve théoreme de division 4.1.1., page 31
Dans la deuxiéme ligne, souligner le “n” et le “m” :
“Dou Vien Vjem hj:=n;/dje R(s)”

o  Avant-derniére phrase de la page 37

Accord du mot “détail” :

“Pour plus de détails voir [5, p615-617]. ”

a  Annexe A, §1 Opérations €élémentaires, page 55
Dans la premiére ligne, orthographe du mot “champ” :

“R(s) le champ des fonctions rationnelles

o  Annexe A, §1 Opérations élémentaires, page 55

Dans les définitions de la troisieme opération élémentaire — ligne et de la troisiéme opération

élémentaire — colonne, ajouter r € R[s] :

3) Pourj #1i, ajouter a la ligne 1 une autre ligne j multipliée parr € R[s] : A € Ai+1 )

3) Pour j #1i, ajouter a la colonne i une autre colonne j multipliée par r € R[s] : yi € yi + 1 )
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