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Résumé

Ce mémoire concerne le contréle optimal dans le cadre des systémes dis-
crets linéaires constants. Nous avons un systéme discret linéaire constant a deux
entrées et une sortie : une entrée est appelée perturbation et l'autre controle.
Nous obtenons le meilleur contrdle qui minimise I'impact de la perturbation sur
la sortie équipée d’une norme dans l;.

Abstract

This report handels the solution of an optimal control problem for discrete-
time linear time-invariant systems. We consider a two-input one-output system ;
one input is the perturbation and the other one is the control. We obtain then the
best control to minimize the impact of the perturbation on the output equipped
with an lp-norm.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions I'impact de la perturbation d’un systeme
discret linéaire constant sur sa sortie en choisissant un contréle. Plus partic-
ulidrement, nous minimisons la norme-/; de la sortie d’un tel systeme en cherchant
pour quel contréle elle est obtenue. Nous nous sommes basés sur des résultats
tirés du livre “Optimal Sampled-Data Control Systems”, pp 131-143, de Tong-
wen Tchen et Bruce Francis ainsi que des résultats et définitions pp 65-88. Nous
nous somimes également appuyés sur le livre de .M. Callier et C.A.Desoer et la
philosophie des cours de contrdle optimal et de systémes optimaux asservis.

Ce probléme (minimisation de 1'impact de la perturbation sur la sortie) est
essentiel & la théorie du contréle optimal afin de résoudre le probleme de contréle
Hy-optimal (cfr le livre de Tongwen Tchen et Bruce Francis pp 143-150).

Afin de résoudre le probléme de minimisation de I'impact de la perturbation
sur la sortie, nous commencons (Chapitre 1) par donner un rappel des définitions
relatives aux systémes discrets linéaires constants. Ensuite (Chapitre 2), nous
introduisons des normes, des espaces et des produits scalaires en distinguant
les domaines temporels et fréquentiels . Puis (Chapitre 3), nous parlons de paires
symplectiques, d’équations de Lyapounov et Riccati et nous démontrons quelques
lemmes ainsi qu'un théoréme utile aux démonstrations du chapitre suivant. Par
la suite (Chapitre 4), nous démontrons trois lemmes techniques afin de pouvoir
réduire la démonstration du théoréme (5.2.1) qui résoud notre probleme d’optimi-
sation. Enfin (Chapitre 5), nous démontrons le théoreme (5.2.1) de minimisation
de I'impact de la perturbation sur la sortie.
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Chapitre 1

Les systemes discrets

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous donnons quelques définitions et théorémes re-
latifs aux systémes discrets linéaires constants. Toutes ces définitions ont bien
entendu leur analogue en temps continu. Toutefois, nous n’en parlons pas car
nous nous limitons dans cet ouvrage au cas discrel.

Nous définissons les concepts de systéme discret linéaire constant, d’accessi-
bilité, de controlabilité, d’observabilité, de stabilité, de stabilisabilité et de détectabilité.

Ces différents concepts seront utilisés par la suite en tant qu’hypothéses données
auz éléments de certains théorémes et lemmes.

1.2 Description du systéme discret
linéaire constant G=[A,B,C,D]

Définition : un systéme discret linéaire constant G=[A,B,C,D] est décrit
par

Ek+1) = AE(k)+ Bu(k) (L1}
W(k) = CE&k)+ Du(k) ke N (1.2)
ou encore
é = A€+ Bv
Y = C&+ Dv
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ol £ € IR™ est état A e IR™*"

v € IR™ est ’entrée B € ™™
Y € IRP est la sortie C € IRP*"
A,B,C,D sont des matrices constantes D e JRres

Remarque : le point sur le £ n'est donc pas Uhabituel symbole de dérivée comme
en temps continu. En effet, en temps discret, il marque 'avancement dans le
temps. Il nous faut considérer & comme équivalent a £(k +1).

Nous prenons la convention de représenter ces systeémes de la maniere
suivante :

1.3 Accessibilité, contrélabilité et observabilité

Nous pouvons définir les matrices de Controlabilité et d’Observabilité de notre
systéeme G=[A,B,C,D] de la fagon suivante :

@ := (BAB---A"'B)e RY"™
C
CA
O = . c lanX'n
6 L
n—1
Définition : un état £ € IR" est accessible si et seulement si £ = ZAH_]“tB'U(l)
=0

pour un certain contréle v i.e. ¢ € Im[C]:= C(A, B).

Définition : une paire (A,B) est accessible si et seulement si tout état est
accessible.

Par abus de langage : un état £ ou une paire (A,B) est controlable si et
seulement si il (elle) est accessible.

Note : C(A,B) est appelé sous-espace contrélable.

Définition : un état £ € IR® ou une paire (C,A) est inobservable si et seule-
ment si CA*¢ =0 ¢ IR? Vk > 0
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i.e. £ € N[O] := NO(C, A) par le théoreme de Cayley-Hamilton.

Définition : la paire (C,A) est observable si et seulement si I’état nul est le
seul état inobservable.

Note : NO(C,A) est appelé sous-espace inobservable.

Théoréme 1.3.1 (Contrdlabilité et observabilité)
Soit un systéme discret linéaire constant G=[A,B,C,D]

(A,B) contrélable <= rang C =n

rang(AFA B) =n VA €

C(A,B)=IR"

Y x(X) IF € R™" tel que X,y p5p(A) = T(A)

rang O = n

rang ( )\IgA )zn Viel

NO(C,A)={0} € IR"

V w(\) AL € IR™? tel que x,, ,o(X) =7(A)

ott m(\) est un polynéme monique de degré n en A

x,(N\)=det(\I — A) est la notation pour le polynéme caractéristique de la matrice A.

(C,A) observable

(N

1.4 Stabilité

Pour notre systéme G=[A,B,C,D] décrit par (1.1, 1.2), nous considérons (1.1)
avec une entrée v nulle, nous avons alors :

£ = At (1.3)
£0) € IR
Nous définissons alors :

Définition : Un systéme discret linéaire constant G=[A, B, C, D] est interne-
ment stable <= dans (1.3) £(k) — 0 quand k& — oo V£(0)

L’équation (1.3) peut s’écrire sous la forme : {(k) = A*¢(0), nous avons donc
la stabilité interne ssi o(A) < 1 (olt p(A) est le rayon spectral de A) ou encore ssi

les valeurs propres de A sont toutes & I'intérieur du disque uniteé.

Note : nous dirons que A€ IR™™ est stable <= p(A) < L.



1.5 Stabilisabilité et détectabilité

Soit G=[A, B, C, D] un systéme discret linéaire constant décrit par

¢Ek+1) = Aé(k) + Bu(k)
P(k) = C&(k)+ Dv(k)
Appelons :
L~(A) := le sous-espace stable (le sous-espace invariant engendré par les

vecteurs propres (généralisés) associés aux valeurs propres de A tel que [A| < 1).

Lo (A) := le sous-espace instable (le sous-espace invariant engendré par les
vecteurs propres (généralisés) associés aux valeurs propres de A tel que [A] > 1).

De plus les sous-espaces L~ (A) et L9 (A) sont complémentaires et A-invariant,
nous pouvons décomposer ’espace tout entier de la maniere suivante :

IR™ = L (A) & LOH(A)

Si nous prenons une base de IR qui est la réunion des bases de L7 (A) et
L+ (A), nous obtenons grace a la décomposition précédente :

= (5)+(2)

i (%1 ) € L(A) et ( 502 ) € LOH(A)

ou A; = AILﬁ(A] et Ay = A|Lo+(A)

B = (Bz
c = (C|GC)
D = [

Le systeme G devient :

Gk+1) = Ai(k)+ Bio(k

ba(k+1)
p(k)

)
Ayl (k) + Byv(k)
Créi(k) + Caba(k) + Du(k)

ol Gy = [Ajg, By, C3,0] est appelée partie instable de G.
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Définition :
Le systéme discret linéaire constant G=[A,B,C,D]
ou
la paire (A,B)
est stabilisable
P
A est stable ou la paire (Az, B2) est controlable
(i.e. une partie instable est contrélable).
Définition :
Le systéme discret linéaire constant G=[A,B,C,D]
ou
la paire (C,A)
est détectable
—
A est stable ou la paire (Cy, A3) est observable
(i.e. une partie instable est observable).

Définition : Soit un systéme discret linéaire constant G=[A,B,C,D], le sous-
espace indétectable est I’intersection du sous-espace inobservable et du sous-
espace instable ( i.e. ND(C,A) :=NO(C,A) N L°*(A)).
le sous-espace stabilisable est la somme du sous-espace controlable et du sous-

espace stable (i.e. S(A,B) :=C(A,B)+L7(A)).
Théoréme 1.5.1 (Stabilisabilité et détectabilité)

Soit un systéme discret linéaire constant G=[A, B, C, D]

(A,B) stabilisable <= rang(A\IFA B) =nV|A| > 1
<= I F tel que A+ BF est stable
&= S{A,B)=IT"

(C,A) détectable <= rang ICT 4 ):n VA =1

<= 3L tel que A+ LC est stable
< ND(C,A) ={0} ¢ R"

10
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Chapitre 2

Le domaine temporel et le
domaine fréquentiel

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous parlons d’abord de domaine temporel, ensuite de do-
maine fréquentiel et nous terminons en établissant des liens entre ces domaines.

Pour les deux domaines pré-cités, nous commencons par définir un concept
(signal pour le domaine temporel et fonction de transfert pour le domaine fréquentiel).
Ensuite, nous introduisons des normes, des espaces et un produit scalaire.

2.2 Domaine temporel

2.2.1 Signaux

Définition : un signal discret v est une suite {v(k)}, . 7 tel que chaque v(k)
donne la valeur du signal au temps k.

Remarque : lorsque v(k) = 0V k < 0, le signal est dit a support sur Z, tandis
que lorsque v(k) =0V k > 0, le signal est dit a support sur Z° = Z_\{0}. Dans
les autres cas le signal est dit a support sur Z.

Définition : 'impulsion unité de Dirac est le signal §4(k) & support sur Z
ol

an-{ 543! o

i |
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Considérons le systeme G=[A,B,C,D] décrit par (1.1, 1.2).

Avec £(0) = 0, Pétat au temps k d’un tel systeme est donné par :

0 k=10
k-1
f(k) = ZA}C—I—IBUU) Yk > 1 (2'2)
=0
La sortie au temps k d’un tel systéme est donnée par :
k-1
(k) =Y CA* "' Bo(l) + Du(k) (2.3)
=0

La réponse impulsionnelle du systeme G est

CAFLE pomr e e 1
g(k) = D pour k=10 (2.4)
0 pour k£ < 0

En considérant la sortie au temps k donnée par (2.3) ainsi que la définition
de réponse impulsionnelle (2.4) de notre systéme G=[A,B,C,D], nous avons suc-
cessivement :

b(k) = i:OAk‘I‘IBv(l)+Dv(k)
= Y gk =)
= (g*v)(k) (2.5)

i.e. la sortie au temps k est le produit de convolution de la réponse impulsionnelle
et de ’entrée au temps k.

Note : sans autre spécification de support, le produit de convolution de f par
[e )

g est donné par (f * g)(k) := Z flk—0g(l)

l=—0c0

2.2.2 Normes
a. Le cas scalaire (v € IR)

Dans le domaine temporel, les normes sont définies sur des signauz. Pour des
signaux 4 support sur Z, nous définissons les normes-1, -2 el -00.

12



La norme-1 est définie par

lolli= ) (k)]

k=—c0

La norme-2 est définie par

B

lolla = (00 + (1) ++--)% = ( > v(k)Z)

k=—o0

La norme-oo est définie par
| v [loo = sup | v(k) |
keZ

Note : ici nous avons défini les normes sur des signaux a support sur Zi, nous
obtenons les normes-1 et -2 des signauz & support sur Zy et Z° en réalisant
respectivement une somme sur k allant de 0 @ co et sur k allant de -0co a -1. Pour
la norme infinie, dans le cas des supports sur Z° et Z,, nous prenons le sup
sur les k respectivement dans Z° et Z, .

b. Le cas vectoriel (v € IR")

Pour des signauz a support sur Z, nous définissons les normes-1, -2 et -co.

-

La norme-1 est définie par

lolle:=> > Ik

k=—ocot=1

oit les v;(k) (1 <7 < n) sont les composantes de v(k) € IR".

La norme-2 est définie par

lollz= | >, (Z vi(k)2)

k=—co \i=1

2

ou les v;(k) (1 <4 < n) sont les composantes v(k) € IR".

La norme-oco est définie par

[0l = sup maxlui ()

oit les v;(k) (1 < ¢ < n) sont les composantes de v(k) € IR".

13
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2.2.3 Espaces et produit scalaire

%)
Hﬂ)‘llvllﬂw}

Définitions :
(7)) = { v

L.,

k

v: L

b(Z-) = { k

U

v(k

Le signe ~ doit étre remplacé par ( ), (+) et (-) selon que nous travaillons
respectivement avec des signaux a support sur Z, Z, ou Z°. (7)) représente
les signaux bien-définis et lo(Z.) ceux qui sont de carré intégrable.

Nous avons ly(Z) = lo(Z,) ® I2(Z2°). Nous pouvons définir les produits
scalaires sur l3(Z.) ol ~ doit &tre remplacé pas ( ), (+) et (-) selon que nous
travaillons sur Z,Z, et Z° et oil la somme est prise respectivement de -co a oo,
de 0 & oo et -0o a -1 de la fagon suivante :

Vu,v € lo(Zn) <vyp> = Zu(k)’,u(k)
k

Nous savons que ly(Z_) est le complémentaire orthogonal de l3(Z.), c’est-a-
dire que nous avons

Vo € lo( Z_ Wy € lo(Zy) < 2,y >=0 (2.6)

2.3 Domaine fréquentiel

2.3.1 Fonctions de transfert

Définition : la transformée de Fourier de v € [(Z) est donnée par :

o0

H(e?) = 2 v(k)e’*

k=—oco

pour autant que la série converge.

Si nous considérons un signal v a support sur Zy, nous pouvons définir ses
. , LA o0 . k .
transformées en A pour des A tel que le série Y- v(k)A* converge.

Définition : la transformée en A de v € I(Z,) est

[ee]

5(A) ==Y (k)X (2.7)

k=0

14



Définition : la fonction de transfert d’un systéme G, notée g(A), est la
transformée en A de sa réponse impulsionnelle (g(k))22,, i.e.

g0 =) g(k)A* (2.8)

Pour notre systeme G=[A,B,C,D] décrit par (1.1, 1.2), nous avions que la
réponse impulsionnelle était donnée par (2.4). De ce faif, sa fonction de transfert
est donnée par :

4()) = D+CBMN+CABN +CABN + -
= D4+AC(I+AA+NA*+--)B
= D+MXC(I-)A)'B (2.9)

Par la transformée en A du produit de convolution (2.5), nous avons que :

P(N) = §N)D(N) (2.10)

Eneffet :  gA)s(\) = O g&)A)Dv(h)X)

= 3> glk)(n— k)"
= D, v(k)g(n—k)) X"
= D b

2.3.2 Normes
a. Le cas scalaire (f € IR)

Dans le domaine fréquentiel, les normes sont définies sur des fonctions de
transfert. Nous allons utiliser les éléments el? quee 0 < 0 < 2m, c’est-a-dire des
éléments appartenant @ la frontiére du disque unité.

15
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Définition : La norme-1 est définie par

SR Y ST
1 Fl= 5 [ 17

Définition : La norme-2 est définie par

1= (5 [ rf(ef“)lzcw)%

Définition : La norme-oco est définie par

I 7 1o := max /(e

b. Le cas matriciel (f € RP*™)

Définition : La norme-2 est définie par

7= (o [ ey ey an). 1)

ol * est le transposé conjugué de ’élément considéré.

Définition : La norme-oco est définie par
Il f oo 1= Sl;p Jmaw[f(ejg)]

ol O €8t la valeur singuliere maximale.

2.3.3 Espaces et produit scalaire

Notations :
D = {Aedl tel que || <1} (Disque unité fermé)
D = {Xel tel que |\ <1} (Disque unité ouvert)
D = {X€eCl tel que |\| =1} (Frontiere du disque unité)

16
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Définitions :

. Ffi D — @™ ||| fll2< o0
wiom) o= {15
_ [Fr D — e | f < 00
f est holomorphe sur D
Ha@) = (&%) = lim f(re?) € Lo(dD)
r—»
<
f est holomorphe sur IB)
HoD) = F(e) = lim f(re?®) € Loo(6D)
r?}l
RH,(D) := { éléments rationnels de Hy(ID)}
RHoo(D) = { éléments rationnels de Ho, (D)}

Nous pouvons également dire que :

RH,(D) est 'ensemble des matrices réelles rationnelles qui n’ont pas de poles
dans D, c’est-a-dire les matrices qui ont leurs poles A tel que |A] > 1.

RHy(D)* est I’ensemble des matrices réelles rationnelles qui ont leurs poles A
tel que |A| < 1 (ou * signifie que nous prenons le complémentaire orthogonal de
I’ensemble considéré).

Remarque : nous définissons un produit scalaire sur Ly(6D) par :
1
2

Vf,i € £a(6D) < f,5 5= (& Ji" tracelf(e)" (1)) d9)

2.4 Liens entre le domaine temporel et le do-
maine fréquentiel

1. Dans le cadre de la théorie de Fourier, nous avons les premiere et deuxieme
égalités de Parseval qui sont respectivement :

Vi€ h(Z) | f .=l s (2.12)
Vf)gelz(z)<f:g >9=< f‘.\g >2 (213)

2. Nous admettons sans démonstration, les théoremes suivants :

Théoréme 2.4.1
La transformée de Fourier est un isomorphisme de lo(Z) dans Ly(6D) tel que

1o(Z,.) est envoyé dans Hy(D) et lp(Z°) dans Hy(D)*

4
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Théoréme 2.4.2
La transformée en X est un isomorphisme de ly(Z) dans Hq(ID).

Ces théoremes nous donnent alors :
L
L(Z) = (7)) ® L(Z°)
|| F [[|A il
&
Ly(6D) = Ho(D) & Ho(D)*

Note : “||| ” est une notation pour “isomorphisme” tandis que “F” el “\”
sont respectivement des abréviations pour “Fourier” et “transformée en A”.

Nous avions ly( Z) = lo(Zy) & 15(Z°). Gréce aux isomorphismes précédents,
nous obtenons : Ly(dD) = Hy(D) @ Ho(D)*

Remarque : nous parlerons dorénavant de norme-ly et norme-lo, dans le cas
temporel et de norme-Hy et norme-H,, dans le cas fréquentiel pour désigner les
normes qui ont ét€ définies précédemment afin de distinguer les normes du cas
temporel de celles du cas fréquentiel.

18



Chapitre 3

Paire symplectique et fonction
Ric

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de paire symplectique, de fonc-
tion Ric (pour résoudre une équation de Riccati), d’équation de Lyapounov et
de Riccati et nous montrons comment il est possible de construire la solution
symétrique stabilisante d’une équation de Riccali a partir d’une paire symplec-
tique. Nous montrons également des conditions suffisantes d’appartenance au do-
maine de la fonction Ric.

3.2 Paire symplectique

Nous définissons dans cette section la notion de paire symplectique et démontrons
un théoréme la concernant. Ce théoréme nous permettra, a la section suivante,
de donner le domaine de définition d’une certaine fonction Ric.

Définition : une paire symplectique est une paire ordonnée de matrice

A 0 I P
smas-((4 ) (0 2)) -
o A,ILP,Q € IR™" et P,Q sont symétriques.
Définition : soit (M,N) une paire ordonnée de matrices carrées

de dimension n X n. A € € est valeur propre généralisée de (M,N) si et
seulement si il existe un vecteur x € €™ non nul tel que

Mz = ANz.
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x est appelé vecteur propre associé & la valeur propre généralisée A.

En outre A = oo est une valeur propre généralisée de (M,N) s’il existe un
vecteur x € €™ non-nul tel que Nx=0.

Remarque : les valeurs propres généralisées sont les racines de [’équation car-
actéristique det(M-D\N)=0. En outre, si N=I, une valeur propre généralisée est
une valeur propre de M.

Théoreme 3.2.1
Les valeurs propres généralisées de la paire symplectique S= (51, 5,) (3.1) sont
symétriques par rapport au disque unité (i.e. A € o(5) <= 3 € o(S5))

Preuve

Nous allons diviser la preuve en 2 cas :

1.Casot A=0o0u A =00

Nous avons alors un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes qui nous
montrent que A = 0 est valeur propre de S si et seulement si A = oo est valeur
propre de S :

0€a(S) < det(S)=0
< det(A)=0
< det(S,) =0
< o0 € o(S)

2. Casou A #0 et A # o0

a. Montrons que si A est valeur propre de la paire symplectique S=(.51, S;)

alors % est valeur propre de la paire symplectique 5~ = (S, S7)

(ot le ” représente la transposée de la matrice considérée).

1
A€ a[(S, )] = A e o[(S), 5)] = 5 € o[(S5,S))]
Nous avons alors
1

St = 5 Sfo (3.2)
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b. Montrons Sjz # 0

Par ’absurde, supposons Sjz = 0.

: Zq . , .
Ecrivons x sous la forme x= " ol z; et x4 € IR". En vertu de ’équation
2

(3.2), Siz = 0 implique S’z = 0. Par définition de S; et S, en (3.1), Sjz = 0
implique 3 = 0 et S’z = 0 implique z; = 0.

Comme 2, et zo sont nuls, nous voyons que le vecteur x est nul, ce qui est
2 3 )
impossible étant donné que x est un vecteur propre associé a la valeur propre %

cfr (3.2).

2. Monirons que-uls) = ST8 o J= ( ?[ ~Ofn )

En effet, par définition de S; et S, en (3.1), nous avons :

, [ A 0 0 —I A -Q\ (0 -A A =iy
susi= (% 1) (7)) (5 ) =0 )0 7)-
|
A0

(T PNf0 —IN[(T 0 (P —IN(T 0Y_(0 -4
SrJSf“(o A’)(I 0)(}3 A)“(A’ 0)(13 A)—(A’ 0

d. Montrons que —/1\: est valeur propre de S.

Pré-multiplions (3.2) par S,J, nous avons :
1
B JB8 = XSrJSI’:E
Splbe = }l\—SrJS{:c par c.

1
Sy = X.S'ry oty =JSz #0

Nous avons donc finalement i est valeur propre de S.

3.3 Fonction Ric

Ici, nous définissons la “fonction Ric” et nous inlroduisons ce qui sera v
dans le reste du chapilre.
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Définition : X;(S) € IR*™ est 'espace engendré par I’ensemble des vecteurs
propres (généralisés) associés aux valeurs propres généralisées stables de la paire
symplectique S (c’est-a-dire qui ont leur module strictement inférieur a 1).

Définition : dom Ric est ’ensemble des paires symplectiques S qui n’ont pas
de valeurs propres sur la frontiere du disque unité et tel que les sous-espaces

Yi(S) € IR™ et Im 19

Remarque : X;(S) est de dimension n car S n’a pas de valeur propre sur la
frontiére du disque unité et les valeurs propres de S sont symétriques par rapport
d ce dernier en vertu du théoréme (3.2.1).

sont complémentaires.

Définition : la fonction Ric est :

Ric : dom Ric — IR™*"

3 ~y X (3.3)

tel que X=Ric(S) satisfait & X;(.S)=Im ( 2 )

En effet, supposons que X;(S)=Im i (avec X, et X, € IR™™) et Im

X
0 ’ . V k(3 n n
( ] ) sont complémentaires, nous avons alors que ( §1 ?, ) £ JR*™H3 gt
n 2 n

non singuliere, ce qui nous permet de dire que X; est non singuliere.

Nous pouvons alors dire que X;(.5)=Im ( §1 ) =Im ( % ) oun X = X X; !
2
est déterminé de fagcon unique par S (X=Ric(5)).

Note d’introduction & ce qui va suivre dans ce chapilre : en utilisant une base

réelle de X;(S)=Im ( ;l ) , nous déduisons que :
2

(1) (%)-(0 2)(x)s

ot S; € IR™*™ est stable.

En prenant X = X2 X', cette derniére équation s’écrit :

(—AQ ?’)(Jff):(g ,];)(f()(XleXfl)

Nous obtenons alors que X=Ric(S) est une solution de l'équation algébrique
de Riccati :

AX(I+PX)'"A-X+Q=0 (3.4)
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telle que (I + PX)™' A = X, S, X[ est stable (pour plus de détails, se référer a
la prewve du lemme 3.5.2).

Il s’avérera, de plus, que X=X (i.e. X est symétrique). Nous disons que
X :=Ric(S) est une solution symétrique stabilisante de I’équation algébrique de
Riccali (3.4).

La fonction Ric produit donc une solution symétrique stabilisante de I’équation
algébrique de Riccati (3.4) & partir d’une paire symplectique S € dom Ric.

3.4 Equation de Lyapounov

Nous définissons la notion d’Equation de Lyapounov et nous en donnons une
solution lorsqu’une certaine condition est vérifiée. Nous pourrons alors utiliser
cette solution pour démontrer le lemme (3.5.1) ainsi que la derniere partie du
théoréme (3.5.1).

Définition : Soit A,X et Q € IR™™ ou Q est symétrique, nous appelons
équation de Lyapounov, I’équation

AXA-X+Q=0 (3.5)

Si nous supposons connues les matrices A et Q, résoudre '’équation de Lya-
pounov consiste & trouver la matrice X qui vérifie (3.5).

Lemme 3.4.1
Si A est stable alors 'unique solution de ’équation de Lyapounov (3.5) est

X =3 Akt (3.6)

k=0

Preuve

1. Montrons que (3.6) est solution de (3.5)

Introduisons I’expression (3.6) de X dans (3.5), nous avons successivement :

AXA-X+Q = AY A 'QA*A - > oAk QAk +Q
k=0 k=0

— ZAk!QAk_iAleAk'{"Q
k=1 k=0
= Q+Q=0
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2. Montrons que (3.6) est solution unique de (3.5) si A est stable

Définissons la fonction @ :

d . anX'n SN ¥ IRnxn

X ~ AXA-X (3.7)

L’équation de Lyapounov aura une solution si et seulement si Q € Im . 5i
I’équation de Lyapounov admet une solution alors elle est unique si et seulement
si @ est injective.

a. Nous avons que () € Im ® par 1.

b. Montrons que ® est injective i.e. Ker ® = Opxn
i. Montrons que o(®) = {MA; —1: A, A2 € 0(A)}
Notons que o(A) = o(A').

Si A € a(A) alors day %_ﬂ € IR" tel que A'zy = M\zy. Si Ay € o(A) alors
Jazy # 0 € IR® tel que A'zy = Agzq ou encore z3A = x3Ag car A € IR™™.

Nous avons successivement avec X = @25 # 0

B(X) = AXA-X
= AzigiA—z2)
= A1$1.’L‘§/\2 — .’ElfL‘;

(Ad2 —1)X (3.8)

ii. Comme A est stable (ses valeurs propres sont & l'intérieur du disque unité),
A n’a pas deux valeurs propres réciproques, d’oit Ker ® = Onxn par (3.8).

3.5 Lemmes et Théoréme

Nous commengons par définir un premier lemme. C’est un lemme technique
qui nous permet d’abréger la démonstration du lemme (3.5.2).
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Lemme 3.5.1 (Propriétés de la matrice X{X3)

Si la paire symplectique S (3.1) n’a pas de valeurs propres sur 6I) alors

i. X| X, est symétrique.

ii. X| X; est semi-définie positive si les matrices P et () sont semi-définies positives

ot Xy, X, tel que X;(S)=Im ( §1 ) (avec X et X, € IR™™")
2

Preuve

i. X{ X, est symétrique.

a. La paire symplectique S n’a pas de valeurs propres sur 6D, nous avons vu
3 la section 3.3 qu’elle avait n valeurs propres (généralisées) stables (i.e. qui sont
A Iintérieur du disque unité) associées a n vecteurs propres. Ses vecteurs propres

’ . Xl
sont rangés dans une matrice colonne X, )
2

1 est possible de construire une matrice S; dont les valeurs propres sont les
valeurs propres (généralisées) stables de S de sorte que nous avons la relation :

s(%)=+(x)s
(1) ()= a) (%)

AX, = XiSi+ PXaS: (3.9)
X, = QXl-I-A’XgSI‘ (310)

ou encore

autrement dit

b. Montrons que X{X; — X4X; = 0, nous aurons alors le résultat attendu.

Nous avons :
X;Xg — XéXl — X{(QXl + A’ngz) - (QXl + AIXQS{)IXI par (310)
= XjA'X,S; — S;X;AX, car Q est symétrique
= (X184 PX35:) XS; — SIX5(X1Si + PX2S;) par (3.9)
= SIX|X,S; — S;X3X1S; car P est symétrique
= Si(X{ X2 — X3 X1)Si
Nous avons donc

SUXEX = X2 )8 — (XX - XXy =10 (3.11)
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A = 5y
nous retrouvons I’équation de Lyapounov (3.5) avec ¢ X = X[Xp; — XpX,
Q = Onxn
comme S; est stable (ses valeurs propres sont a I'intérieur du cercle unité par a.),
le lemme (3.4.1) nous dit que ’équation de Lyapounov (3.5) admet une solution
unique

X Xo — X3X1 = ) S 0uxnSf = Onxn

k=0

ii. X! X, est semi-définie positive si les matrices P et Q sont semi-définies positives.

Notons M = X|X, = X3X;. Nous devons montrer que M est semi-définie
positive.

Pré-multiplions (3.9) par S;X}, nous avons :
SIXIAXy = SIMS;+ S{X;PX,S; (3.12)
Transposons (3.10), nous avons :
5= X1Q + SIX,A car Q est symétrique
Post-multiplions cette équation par X;, nous avons alors
SIX,AX) = M — X1QX, (3.13)
Soustrayons (3.13) de (3.12), nous avons alors :
SIMS; — M + SIX,PX25:+ X{QX, =0

Nous obtenons & nouveau une équation de Lyapounov (3.5) avec :
A = S;

X = M

@ = SIXiPX2S:+ X(1QXy

De méme qu’en i. S; est stable, la solution unique de cette équation de Lya-
pounov est M = ZSf "(SIXLP X358+ X, QX:)SF. Nous avons donc grace a cette

k=0
expression que M est semi-définie positive car P et Q sont semi-définies positives

par hypothese.
=
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Nous montrons par le lemme qui va suivre qu’a partir d’une paire symplec-
tique, la fonction Ric permet de construire une solulion symétrique stabilisante
d’une équation de Riccat.

Lemme 3.5.2 (Construction d’une solution de Riccati)
Soit une paire symplectique S de la forme :

((% 7)-(o %)

ot A,ILP,Q € IR™™ et P,Q sont symétriques et semi-définie positives.

Soit S € dom Ric et X=Ric(S). Alors

1. X est symétrique.

2. (I + PX)™' A est stable.

3. X satisfait ’équation de Riccati (3.4) i.e. AX(I + PX)'"A-X+Q=0.

Preuve

i. X est symétrique

Nous savons par hypothése que S € dom Ric, S n’a donc pas de valeur propre sur
la frontiére du disque unité. Nous pouvons donc appliquer le point i. du lemme

(3.5.1) avec X; = I et X; = X et Ric(S)=X ou X;(S) = Im( )I{ ), nous avons
alors X{X; = X; X, donne X=X’ d’ou X est symétrique.

ii. (I + PX)~!A est stable

a. De méme qu’en i., prenons X; = I et X, = X dans les équations (3.9)
et (3.10) du lemme (3.5.1), nous avons alors (en remplagant S; par une matrice
semblable) :

A = (I+PX)S; (3.14)
X = Q+AXS; (3.15)

b. Montrons que I4+PX est réguliere.
Nous savons que les matrices P et Q sont semi-définies positives par hypothese.

Appliquons le point (ii) du lemme (3.5.1), nous avons X| X, = X est semi-définie
positive.
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Les matrices P et X étant semi-définie positives, les valeurs propres de PX
ne sont pas négatives car les valeurs propres non-nulles de PX sont des valeurs
propres de X PPX? qui est semi-définie positive. Nous avons donc que la mafrice
[4+PX est réguliere.

c. Comme [4+PX est réguliére, (3.14) nous dit que
S, = (I+PX)"'A (3.16)

Nous savons que S; est stable (lemme 3.5.1), nous avons donc (I + PX)™'A
est stable.

iii. Montrons que nous avons I’équation de Riccati (3.4)

Introduisons (3.16) dans ’équation (3.15), nous obtenons :
X = Q+AX(I+PX)'A (3.17)
ou encore
AX(I+PX)T'A-X+Q=0 (3.18)
qui est le résultat attendu.

Le théoréme suivant ne va étre utilisé que dans la démonstration du lemme
(4.2.1). Il donne des conditions telles que si.elles sont respectées, nous avons que
la paire symplectique appartient & dom Ric.

Théoréme 3.5.1 (Conditions suffisantes d’appartenance & dom Ric)
Soit une paire symplectique S de la forme :

A 0 I BB’
(% 1)-(5 %))
ot Al € IR™"™ et P=BB’,Q=C’C € IR*™" sont symétriques et semi-délinies
positives,
- Al— A
avec (A,B) stabilisable et rang o =nVA tel que |A| =1

Alors S € dom Ric et Ric(S) est semi-défini positif. Si de plus, (C,A) est observable
alors Ric(S) est défini positif
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Preuve

Etape 1

Montrons S € dom Ric

1. S n’a pas de valeurs propres sur 61D

Par I’absurde, supposons que S & la valeur propre ei? et que ( 2 ) est le

vecteur propre associé, nous avons :

(<6c 1)(2)== (5 W) (%)

ce systéeme donne lieu d'une part a :

Az = &%z +e’BB'z

(A—e®)z = BBz (3.19)
e A -z = || B'z|? (3.20)
et d’autre part a :
—C'Ca+1z = Az

—C'Cz = (°A'-1I)z (3.21)

—Cz|*? = e’z*(A —e )z
—Cz|? = e(A—e")z (3.22)

(3.20) et (3.22) donnent : — || Cz ||*=|| B’z ||* ou encore

Bla=Ce=1 (3.23)

Ce résultat, dans les équations (3.19) et (3.21), nous dit que :

(A—e®z = 0 (3.24)
(A =Dz = 0

De (3.23), (3.24) et (3.25), nous tirons les équations :

A= B) = 0
S 1
(AOG )3, I
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Comme par hypothese (A,B) stabilisable, le théoréme (1.5.1) implique z=0.

A ) — 1 VA tel que |A| = 1. Nous avons ici A = &/’

Par hypothese rang( c

ce qui implique x=0. Par conséquent le vecteur ( j ) est le vecteur nul, ce qui

est impossible car le vecteur ( ) est un vecteur propre.
z

S n’a donc pas de valeurs propres sur la frontiere du disque unité.

2. Les sous-espaces X;(.5) et Im ( Nl

I ) sont complémentaires
T

Remarque : par le point 1., S n’a pas de valeurs propres sur la frontiere du
disque unité et comme de plus @ = C'C et P = BB’ sont semi-définies positives
nous pouvons utiliser les résultats du lemme (3.5.1).

a. Montrons que KerX; est Si-invariant i.e. z € Ker X; — S;z € Ker X,

Prenons un vecteur x € Ker X; et montrons que S;z € Ker Xj.
Pré-multiplions I’équation (3.9) par @’S{X} et post-multiplions la par x, nous
arrivons a :

o'SIXEAX iz = 2'SIX, XSz + 2’ S{X;BB' X, Siw

Le membre de gauche est nul, en effet, X;z = 0 car = € Ker X;. Le premier
terme du membre de droite est non-négatif car X)X, est semi-défini positif par
le lemme (3.5.1). Le deuxiéme est non-négatif car il peut se mettre sous la forme
| B'X,S:z ||*. Nous avons donc deux termes non-négatifs a droite et un terme
nul & gauche, ce qui implique que les termes du membre de droite sont nuls et
entre autre que

B'X,Siz =0 (3.26)

Post-multiplions maintenant ’équation (3.9) par x, nous obtenons :

AXiz = X15iz + BB' X, 5z ou encore XSz =0 car Xjz = 0et B' X35z =0.
Comme X;S;z est nul, nous avons que S;z € Ker Xj.
Nous avons donc obtenu Ker X; est S;-invariant.

b. Montrons que X; est non singuliére.
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Par ’absurde, KerX; # 0

Comme Ker X; est S;-invariant 3u € o(S;) et x € Ker X; tel que
S;'LE = ur (327)

Comme S; est stable, nous avons || < 1.

Cas1:p#0

Post-multiplions (3.10) par x, nous avons :

Xoz = QXiz+ A X3Sz
Introduisons (3.27) dans cette expression :

Xoz = QXiz+ pA' Xz
Comme z € Ker X, nous avons :

(pA' — Xz =0
(3.27) et (3.26) donnent B'X;S;z = B'Xypa = 0, de sorte que :
B'X,x=0
Associons les deux derniéres équations obtenues pour former I'expression :
* X, (A— % B)=10

Par hypothese, nous avons (A,B) stabilisable. Il en résulte, par le théoreme

(1.5.1), que Xpz =0 car |%| >1

b e X
Nous avons donc X;z = Xpz = 0 implique ¢ = 0 car rang( Xl )zn, c’est
2

une contradiction car x est un vecteur non nul de Ker Xj.
Cas2:p=0

Il suit aussi que X,z = Xpz = 0, nous avons donc la méme contradiction que
dans le cas 1.

¢. Preuve de 2

X, est non singuliére par b. par conséquent X;(5) = ( X1 ) et Im ( ? )

sont complémentaires
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Etape 2

Montrons que Ric(S) est semi-défini positif

A DPétape 1, nous avons obtenu S € dom Ric, soit X=Ric(S). Nous avons que X
est semi-défini positif en vertu du lemme (3.5.2) et du fait que P=BB’ et Q=C"C
sont semi-définies positives.

Etape 3

Montrons que Ric(S) est défini positif si la paire (C,A) est observable

1. Etant donné que X=Ric(S) (Etape 2) et que S € dom Ric (Etape 1) et que
P=BB’ et Q=C’C sont semi-définies positives, nous pouvons utiliser les résultats
obtenus au lemme (3.5.2). Dans ce lemme, nous avions I’équation de Riccati :

AX(I+BBX)'A-X+C'C=0 (3.28)

Nous allons transformer cette équation de fagon & obtenir une équation de
Lyapounov.

Commencons par définir deux matrices :

F = —(I+BXB)"'B'XA
= —B'X(I+BB'X)'A
et Ar = A+ BF
= A-BB'X(I+BB'X)'A
= (I+BB'X)'A

Notons que F'= —B'X Ap.
L’équation de Riccati (3.28) devient successivement :
AX(I+BBX)"A-X+CC =
AXAp - X+C'C =
AL(I+ XBB)XAp - X +C'C =

LXAp —X + ALXBB X Ap+6'C =
L Kl — X FFAOE =

o o O O O
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(Vest une équation de Lyapounov, comme A est stable, elle admet une solu-
tion unique :

X = Y AR'(F'F+C'C)A}
k=0
2. Nous avons montré & I’étape 2 que Ric(S) est semi-défini positif, montrons
maintenant que X=Ric(S) est défini positif i.e. si x’Xx=0 alors x=0.

Par 1., nous savons :

Xz = 2 (ZA{; "(F'F + G’O)A’;) x (3.29)
k=0
= Y | FAe | +) || CAfe|? (3.30)
k=0 k=0

De par cette derniére équation, nous avons que si x’Xx=0 alors

CAbz =0Vk>0et FALz =0VEk > 0.

Ces équations nous donnent par récurence C'A*z = 0 Vk > 0. (C,A) étant
observable par hypothese, nous avons par définition que le seul état inobservable

est 1’état nul : x=0.
[
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Chapitre 4

Lemmes préliminaires au
théoreme 5.2.1

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous démontrons trois lemmes qui nous permettent d’alléger
la démonstration du théoréme (5.2.1) : minimisation de l'impact de la perturba-
tion sur la sortie du systéme H décrit par :

¢ = Ci{+ Dnw+ Dygv '
o £€ IR avec £(0) =0 A€ RV C, € RP*"
v e IR™ B, € Rnx{ Dy, € b
C E lRp B2 & IRnXm D12 = H%;pxm

w = bqwp € IR 0t wy € IR et &4 est Uimpulsion unité de Dirac
A, By, By, C1,Dy1,D12  sont des matrices constantes

soumis aux hypothéses :

1. (A, By) est stabilisable (4.2)
2. M := D,Dy; est réguliere (4.3)

A=) B ) est de rang (colonne) plein VX € 6. (4.4)

3. La matrice (01 Dy

4.2 Lemme : paire symplectique associée au systeme

H =[A, (B By),Ci, (D1 Dig)]

Nous construisons dans ce premier lemme une paire symplectique Sy de dom
Ric a partir de la description du systéme H. Nous nous basons sur le théoréeme
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(3.5.1) qui donnait des conditions suffisantes d’appartenance au domaine de la
fonction Ric.

Lemme 4.2.1 (Paire symplectique associée au systéme H)
Soit A, By, Cy, D12, M qui vérifient (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4)

alors la paire symplectique

o A— B,M™'D},C 0 1 By, M~'B,
2T —Ci(f — D12M_1Df12)01 I ’ 0 (A = BgMﬁlD’mOl)’
appartient a dom Ric

Preuve

Nous allons appliquer le théoréme (3.5.1) avec

A = A—B,M™D,,C

B = B,M% (4.5)
(‘3 = ([ = DlgM—lDiz)%Cl (46)

Remarque : les éléments du théoréme (3.5.1) ont été écrits en lettres rondes
afin de les distinguer de ceuz de ce lemme.

A. Montrons que Sy vérifie effectivement les hypotheses de ce théoreme, c’est-
a-dire

1. (A, B) stabilisable (4.8)

Par I'absurde :
(A, B) n'est pas stabilisable
<= rang(A— A B) < n ol Aest tel que [A| > 1 par le théoréme (1.5.1)
< rang(A— I\ — ByM~iM~3D),Cy ByM™%) < n ol A est tel que |A] > 1 par (4.5)
or (A—I\—B,M :M~iD,,C; B,;M~%)=
1 e 0
(A—I)\ BM~%) ( T I )

<= rang (A— I\ BZM_%) <n ou A est tel que |A] > 1
I 0
0 Mz
rang(A — IX Bs) <n ou A est tel que [A] > 1
(A, By) n'est pas stabililisable par le théoreme (1.5.1)

ce qui est en contradiction avec (4.2).

or (A—1I\ BZM_%) =(A—I\ B,) ( ) olt M™% est réguliere (4.3)

17
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Nous obtenons donc (4.8).

2. rang ( /\I(;A ) =n VA€ iD (4.9)
1. Montrons
_ A—BM™D,Cr— 1A\
rang ( (I — DyuM-1D!,)C, =nV €D (4.10)

A—ByM™'D{,Ci—1IX 0 )
N g 12 = V ) €D
ous avons : rang ( (I— DIZM_lDig)Cl Dy, n+m S

on offet. [ A~ ByM™D,C1 —IX 0 )
"\ (I =DM~ 'D{,)C; Dy

[ A=BM'D,Ci—IN 0 I 0

a Cl D12 '—'M_i_D,lzCl I )

. 1 '—"BgMﬁlD’lz A=Al Bg I 0 )
- ( 0 I & D —MD,0 1) PH 3).

Les premiere et troisieme matrices du membre de droite sont non singulieres
tandis que la deuxiéme est de rang n+m par (4.4).

_ ~Tnr o .
Nous avons donc rang ( A(I B%M’ MQPDC:I )C’L\ ) =nVAecdéD
- 12 12 1

ar [ A B M~1D\,C, — I\ ) _( A=BMD,Ci—1IX 0 ) I
(I - DIQM_1D12)OI o (I - DleﬁlD’IZ)Cl Dlg 0
Note : observons que (4.10) ressemble trés fort a (4.9), car par (4.6) la seule
différence réside dans la puissance moitié pour I — Dia M~ D,.

2. Montrons (4.9) i.e.

M—A A— ByM'D,Cy — I
1‘ang( e )zrang( (I—;)le_ll.f)i:)%Ol >:nV/\EJID)

a. Montrons que (I — Do M~1D},) est semi-définie positive.
Commencons par définir la matrice P := DlgM_IDiz.

Nous pouvons observer que :

P = P’ est semi— définie positive
P = pP?
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Nous avons par conséquent que les valeurs propres de P sont égales, soit a 0,
soit a 1 (l.e. o(P) C {0,1}) et

Vo € R* o' Pe < Moo P) || & [IP<| 2 ||
Nous obtenons I-P est symétrique tel que
Ve e IR* 2'(I — P)z >0
Nous avons donc finalement (I-P)=(I-P)’ semi-définie positive.

b. Montrons (I — Dy M™'D},)Chz = 0 <= (I — Dy M™'D},)7Chz = 0 ou
encore avec £ = (I — DioM™1D},) : ECiz =0 <= EzCyz = 0.
=% BCha=0=3'ClECiv=10= E%Clcc ==
EiCiz=0= E1EiCiz =0 => ECiz =0

vral car

c. Nous avons donc

( A — BaM~1D/,Cy — I\
rang

(I — DioM~1D},)Ch ) =n VY A € éD par (4.10)

( A— ByM-LD, 0 — IA
rang

SRS D12M_1D’12)%C’1 ) =n VY A € 6D par a. et b.

B. Preuve du théoréme.
Les hypothéses du théoréme (3.5.1) sont vérifiées (cfr point A). Nous I'ap-
pliquons et nous obtenons S; = & € dom Ric.

4.3 Lemme : espace d’appartenance de §;”g.

Nous montrons dans cette partie Uappartenance de 47 §. (Gi, g. seront définies
respectivement en (4.20) et (4.19)) @ Uensemble RH (D). Ce résultat sera utilisé
a Uétape 2 du théoréme principal (5.2.1).

Lemme 4.3.1 (Espace d’appartenance de §;’g.)
Soit A, Ba,Cy, D12, M qui vérifient (4.1) , (4.2), (4.3) et (4.4)
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alors G g. € RH2(D)* ot

5 A— ByM~'D},,Cy 0 I B,M~'B,
B —CI(I = DyM™'D,)C I )\ 0 (A— B.M™'Di,Ch)

X = Rie(S:)
F = —(M + B,XB;) ' (ByX A+ D,C1)
Fy = —(M+ ByXB;) Y (ByX By + Di,Dyy)
Arp = A+ BF
Cir = Ci+ DieF
Bir = B+ B:lo
Diyr = Du+ Diako
ge = Dur+ ACip(I — Mp) ' Bir
G = D+ MCip(I — )\AF)_IBQ
) = gy
La démonstration qui va suivre est assez longue. Pour vous en faciliter la lec-
ture, nous avons encadré les différentes étapes qui la décrivent. Chaque étape est

suivie d’une explication ou démonstration afin de montrer que ce qui est annoncé
est vrat.

Preuve

Métode de travail (4.22)

1. Rappel : nous savons que RH,(D) est I'ensemble des éléments rationnels

de H,(ID) qui est 1’ensemble des fonctions holomorphes sur D de carré intégrable
sur ID. Notons que RH,(D)* est le complémentaire orthogonal de RH;(ID), c’est
donc P’ensemble des fonctions de transfert holomorphes sur [A| > 1 et de carré
intégrable sur 6.

2. Nous allons calculer le développement en série de Laurent de gi"g.. Nous
=i

allons montrer qu’il peut se mettre sous la forme Z EL)* et que Ap est stable.
k=—o0

Nous aurons alors que §7 g, appartient & RH,(D)* car, par son développement

en série, le support de la fonction temporelle correspondante est dans Z° . 11 suit

alors que §7§. sera holomorphe sur |A| > 1 et de carré intégrable sur I
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Montrons que nous avons ’équation (4.23)

’FvXAF—X—I—C{FClF =10

1. Par le lemme (3.5.2), si § est une paire symplectique telle que
= (2 1) %)) ((%e 1) 2" )
N Q1 /7 V0 A - €ee1/)’\o0 A
ot § € dom Ric et X=Ric(§), alors X satisfait a ’équation de Riccati :

AXIT+PX)TA-X+Q = 0
AX(I+BBX)TA-X+C€ = 0 (4.24)

avec X symétrique.

Nous allons montrer que I’équation de Riccati (4.24) peut se mettre sous la
forme de ’équation de Lyapounov (4.23).

Définissons :
F = —(I+BXB)'B'XA
= -B'X(I+BBX)'A (4.25)
Ay = A+ BF
= A-BB'X(I+BBX)'A
= (I[+BB'X)'A (4.26)

ot Ap est stable par le lemme (3.5.2).

Gréce a cette derniére égalité, (4.24) se met sous la forme :
AXAz—X +€C = 0 (4.27)
or (4.26) donne :
A = Ag'(I +BB'X)

= As + A5 XBB'
dans (4.27) :
A XAz — X + A XBB' XA5+CC = 0 (4.28)
or, en vertu de (4.25) et (4.26) :
F = -BX(I+BBX)'A
= —B'XAg
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dans (4.28) :
XA — X +FF+CC=0 (4.29)

2. Identifions les paires symplectiques 8 et .5,
Ici, nous avons la paire symplectique
g — A— BgM_lD’mGl 0 I BgM_lBé
2=\ —Cl(I =DM~ 'D)C, T )\ 0 (A— ByM™'Dj,Ch)

qui vérifie les hypothéses du lemme (3.5.2) en vertu du lemme (4.2.1). Identifions
les éléments de S3 a ceux de 8, nous avons :

A = A—-BMD,C (4.30)
B = ByM: (4.31)
€ = (I—DuM™1D,):C, (4.32)
3. Montrons
Ap = Ap (4.33)

Note : comme Ap est stable par le lemme (3.5.2), nous avons que Ap est
stable tel que par (4.20) et (4.19) G §. n'a pas de poles sur le cercle unité : nous
obtenons 7 g, € Lo(0D).

En effet (4.26),(4.31),(4.30),(4.13) et (4.15) donnent :

Ar = (I+BB'X) A
== (I + BQM_IB;X)_l(A = B2M_1D;201)
= (I+B:M™'BX) "A— (I + ByM ™' ByX)™ '\ ByM ™ D},C,

— A—(I+BM ™ 'BLX) ' ByM ™ ByX A — (I + BoaM ™' ByX) ' ByM ™' D1,Cy

= A—(I+B,M'B,X)"'\B,M~"(B,X A+ D,C1)
A— By(I + M7'B,X By) ' MY (B3X A+ D1,Ch)
A — By(M + B,X By) ' (B3 XA+ Di,Ch)

A+ By F

= Ap

I

I

4, Montrons
Gixlip = FTF 4+ CC (4.34)

a. M3F =% — M~2D/,C,
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Nous allons le montrer en utilisant (4.13),(4.31),(4.30),(4.26) et (4.25)

—M
= =M
—(I+B'XB)""M~3(B,X A+ D},Ch)
= —(I+BXB) (B'XA+ M 3D,C))
(I + BXB) (B X(A + ByM™ D}yCh) + M7 D3,0h)
= —(I+BXB) (BXA+(BXB+ )M D},C1)
— _B'X(I +BB'X)A - M"ED,,C,
—BIXAp — M3 DG

M:F (M + ByXBy) " (BLXA + D, Chy)

(M5(I + M~5ByX ByM~2) M) (ByX A + D,C))

B b=

b. Cip = D1aM~% + (I — DysM~1D},)C,
Nous allons le montrer en utilisant (4.16 et le point 1)

Cir = Ci+ Dy F
= O+ DM iMiF
= Cy+ DM 3(F — M™3D,C)
= DuM-tF 4 (I— DuM1D3)C,

c. Résultat de I'étape.

ClpCip = (DM~ 5F) (DM~ 3 5)
+ (DuM=2FY((I — DM~ D))
+ ((I — DeM™D.,)CiY(DM™3F)
+ ((I = DM~ D)0 (I — DiM ™ Dy,)Ch) - (4.35)

L

Or par (4.3) : M=2D, Dy ;M™% = M- iMM~: = I.
Nous avons alors (I—D12M~1D’,Y DiaM~% = DygM~% = DygM ™' D}y Dy M™% =
0 et M~3D'y(I — DisM™D}y) = M~3 D}y — M~ D}y D1, M5 M~3 D}, =0
et ﬁnalement (I == Dle—lDIw)I(I == DlgM_lD’w) = = DlgMnlDiz

Au moyen de cette information, nous pouvons déduire de (4.35 et 4.32) :

OtilF = g’g+01(f ﬁDlgMﬁlD;?‘)Ol
FF+CC
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5. En introduisant (4.33) et (4.34) dans (4.29), nous avons le résultat (4.23).

Montrons que nous avons :
(I — A\ TAR)1CpCir(1 — Mp)t (4.36)
= ([ = XTAR) ' X + X(I - Mp)™t =X

Nous savons (4.23)

CipCir = X — ApXAp
= 2X — X - MTARXAr)
= X(I—=Mp)+ (I = NTAR)X — X + XMAF + XTARX — X ARX ApA
= X(I=Mp)+ (I - XTAR)X — (I = X" AR)X(I - M)

En prémultipliant et postmultipliant cette inégalité respectivement par
(I =A"'AL) et (I —AAp)~!, nous arrivons effectivement a I’expression voulue.

Montrons : By X Bip + D{,D11r=0 (4.37)

Par (4.17),(4.18),(4.3) et (4.14)

BXBip+ DjyDur = ByX(Bi+ BaFo) + Dip(Din + DiaFo)
= I

Montrons : By X Ap + D},C1r=0 (4.38)

Par (4.15),(4.16),(4.3) et (4.13)

B.XAp + D'\yCip = BLX(A+ ByF)+ Diy(Cy + D12F)
— B.XA+ D,,C+ (B,XB;, + M)F
= 0

Montrons : AXByp + CipDur = AR X By + ClrDii (4.39)
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Par (4.17),(4.18),(4.15),(4.16) et (4.3) :

wXBip + CigDur = ApX(By+ BFo)+ Clp(Dr11 + Di2Fp)
= ARpXBi+ CipDi + (ApX By + CipDi2) Fo
- j'F)(;Bl —|— C{FDII

car F'= —(M + ByXBy) Y (B,X A+ D!,Cy) par (4.13)

donne (M + By X By)F = —(ByXA + D{,Ch)
ou encore F'(M + By X By) = —(A'X B, + C{D13)

en réarrangeant les termes
A'XBZ -I— F’B;XBQ + CiDIz + F’Dileg = 0
(A"+ F'B))X By + (C] + F'D},) D1
IFXBQ + C{FDIZ =

Calcul de la matrice g;”g.

Les matrices de transfert de ¢ et §. sont données respectivement en (4.20) et
(4.19). La fonction de transfert g, est donc (cfr 4.19) :

gc = Dur + ACip(I — MAFp) ™' Bir
Nous savons (4.21)

g = &y

= Dip + X' By(I = A AR) T Clp

Il

Nous avons alors :
G 9e = (Dig + A7 By(I = X AR) T O1p)(Dur + ACip(I — AAF) ™' Bir)
= Dy, Dup + AD},Cir(l — M) ' Bip
+ AT By (I — )\_lA%‘)ﬁlO{FDMF
+ B;([ — )\_IA’F)—IO{FCIF(I s )\AF)MlBlp
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En introduisant (4.36) dans cette équation :

e = D\yDur + AD,Cir(I — Mr) ' Bip
- AVBUT — X AL CpDur
+ BL((I = ATTAR) X + X(I — MAp)™' = X)Byir
= D\, Dyr + AD,,Cip(I = ANAp) ™' Bip + A1 By(I — A AR) ' CipDur
+ By(I — A" 'A% X By — ByX Bip
+ BLX(I — AMyp)'Byp — BsXBip + ByX Bip
= BYX By + Dy Dir + AD,Cir(I — AAF) ' Bir
£ X LB — XA p Dy
+ BY(I — A YAR) TN T AL X Bip + ByXAAp(I — Mp) ' Bir
= (B,X Byp + D', Dur) + A(ByX Ap + D},Cip)(I — Mp) ' Bip
+ AIBY (T — X AR Y (ClpDur + AR X Bir)

En introduisant (4.37),(4.38) et (4.39) dans cette derniére équation, nous
obtenons finalement avec Ay stable : pour |A| > 1 et A% stable p(A™'A%) < 1 tel

que (1 — A\ AR =Y (A tAR)kE =) AkAL!
k=0 k=0

070 = AT By(I — X1 AR) TN (ARX By 4 Cip D)

Nous avons maintenant un développement en série qui ne contient que des
coefficients A\=* avec k > 1, ce qui termine notre démonstration (cfr (4.22)).

4.4 Lemme : nouvelle formulation de la matrice
9; 9i
Nous donnons ici une formulation plus simple de la matrice g7 g; qui sera
utilisée a Uétape 8 du théoréme principal (5.2.1).

Lemme 4.4.1 (Nouvelle formulation de la matrice ¢ )

SOH'I A, Bg, 02, D12, M Q‘LH Vériﬁent (41), (42), (43) et (44)

alors §7 i = M + B,X By ot M, By, §; et X sont respectivement définis en (4.3),
(4.1), (4.20) et (4.12).
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Preuve

Nous savons par le lemme précédent que

g = D12+)\O1F(I—/\AF)—IBZ
G~ = Dl NI - XA Clp

et donc

078 = (Dy + A1By(I — A AR) T Clp) (D12 + AC1r(I — AAp) ™' By)
= D!, Dys + AD,Cip(I — NAF) ™' By
+ A‘IB;(I = X AR O pPia
-} B;(I — /\"IA})_l(){FOlp(I — )\AF)—lBg

par (4.36)

g:f,f, = D;2D12 + )\Digolp(f — )\AF)_lBQ
+ A1By(I — A AR) ' CipDrz
+ BY((I = NTAR) T X 4+ X(L — AAF)™ — X)Bs
= D|, D12 + By X By + By(I — ATTAD) (AT Clp D + X By) — By X By
+ (AD,Cir + ByX)(I — MAp) ™' By — ByX B,
= D!yDyy + By X By + By(I — X AR) (A ClpDia + M TALX B,)
+ (AD},Cir + AB,X Ap)(I — NAp) ™' B,

En utilisant (4.38) et sa transposée ainsi que (4.3), nous obtenons finalement :
070 = M + By X B,
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Chapitre 5

Minimisation de la norme-/y de la
sortie du systeme H

5.1 Introduction

Nous montrons que sous certaines hypothéses (voir théoréme 5.2.1) le contréle
optimal du systéme discret linéaire constant H=[A, (B Ba), C1, (D11 Di2)/ lorsqu’il
est soumis ¢ une perturbation w = dqwy est un asservissement d’état additionné
a une anticipation de perturbalion. Nous montrons également que lorsque nous
appliquons le controle optimal au systéme H, ce conirdle est dans lo(Z,) et que
le systéme en boucle fermée w ~» ( est internement stable.

5.2 Minimisation de I’impact de la perturbation
sur la sortie

Nous énongons et nous démontrons ici le résultat principal de ce mémoire.
Nous avons, en effet, un systéme discret linéaire constant H a deuzx entrées w
et v et une sortie (. L’entrée w est appelée perturbation et l'entrée v est appelée
controle.

Dans un premier temps, nous soumettons le systeme H a une perturbalion
w = dgwg et nous montrons le contréle v qui parmi tous les contréles v € I(Z)
minimise la norme-ly de la sortie ¢ (i.e. || € ||2). Le contréle pour lequel le mini-
mum est atteint est appelé controle optimal et est noté vop.

Dans un second temps, nous soumettons le systeme H a la perturbation w =
Sqwo et au controle optimal vy = F'E+Fow et nous montrons ce que cela tmplique.
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Théoréme 5.2.1 (Minimisation de "impact de la perturbation sur la sortie)
Etant donné le systéme discret linéaire constant H décrit par :

¢ = Cié+ Duw+ Digv '
ot &€ R avecl(0)=0 AelIR™" C, € IRP*"
v € IR™ By € R™ Dy € IRP¥
¢ € IR? By € IR™*™ D,; € IRP*™
w = dywg € IR ott wp € IR et §; est 1 ‘impulsion unité de Dirac
A, By, By, Cy, Dyy, Dys  sont des matrices constantes
soumis aux hypothéses :
1. (A, B,;) est stabilisable (5.2)
2. M := D},D;5 est régulicre (5.3)

A—X B

3. La matrice
( Ch Dyg

) est de rang (colonne) plein V A € 6D (5.4)

Le seul contréle optimal qui minimise || { ||z pour v € I(Z}) est donné par

Vopt = Fé+ Fow (5.5)

et
i =|| g, 5.6
min ¢ lla=] oo [ (5:5)

ou F, Fy, §. et X sont définis comme suit :

& A— B;M~'D},C, 0 1 B,M~'B),
<= —Ci(I — DigM'D\)C, I )\ 0 (A—B,M~'D,,C,)

X = Rie(Sy)
F = —(M+ ByXB;) {(ByX A+ Dy,Ch)
Fo = —(M+ B,XB;) Y(ByX By + D}, D)
Arp = A+ ByF
Cirp = CiL+ Dyl
Bir = Bi+ Byly
Dur = Du+ Diako
go = Dur+ ACir(I — MAp) 'Bip

Nous avons également que Ap = A+ ByF est stable (5.7)

de sorte que vy € lo(Zy) et nous minimisons || { ||z sur v € o(Zy) (5.8)
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Le probleme peut étre représenté graphiquement de la facon suivante :

¢ H 4_*“—”
5.3 Preuve
Etape 1
Montrons ¢ = ewo + id (5.9)
ol §; est défini par (4.20) et p:=v — F'{ — Fow

Nous allons considérer la description de notre systeme H (5.1) :

—  Af+ Biw + By

g = Cif{+ Duw+ Do (5:10)
Introduisons 1’expression de o (5.9) dans ces équations, nous avons :
£ = (A+BF)+ (Bi+ ByFo)w+ Bao (5.11)
¢ = (Ci+ DiF)e+ (Du + DigFo)w + Digo
qui donne par (2.10) avec g, et § donnés par (4.20) et (4.19)
€ = §eio + i (5.12)

Or, nous savons par hypothese que w = dqwy, c’est-a-dire :

w(0) = wo
{ww — 0 VE>0 (5:18)

par la définition d’impulsion unité (2.1).

Par la définition de transformée en A (voir (2.7)), @(X) = w(0) + Aw(1)
+ A2w(2) + -+ +. Avec les informations tirées de (5.13), w(A) = wo.

Réécrivons (5.12) en tenant compte de cette derniere égalité. Nous obtenons :
( = gowo + G0, qui est effectivement le résultat attendu par I’étape 1.
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Etape 2

Montrons : || ¢ ”% = || gewo ||§ + || gio “% (5.14)

En effet, multiplions I’équation (5.9) par son complexe conjugué, nous avons :
¢ = (oo + §i) (gewo + i)
= (gowo)"Jewo + (§:6)" Gewo + (Gewo)™Gi0 + (9:6)"(4:0)
En évaluant cette équation en e/ :
C*(e){ () = (e )wo) g Yo + (:(7)8(e7))* e o
+wsdt (€1)3:(e)a(e7) + (&(e™)e(e)) (G:(e")a(e™))
Montrons que nous avons 1’égalité suivante :

§* () = g () (5.16)

(5.15)

Introduisons (5.16) dans (5.15), nous obtenons :

E() () = (Gule o) Gl o + B G (Ve o
()3 ) 2(e) + (@(Me(e) ()il e”)
(5.17)

Montrons :
6* (87 9c) = (9: §e)*8 =0 (5.18)

Nous avons que § . € RHy(D)+ C H,(D)* par le lemme (4.3.1). La fonction
temporelle associée & §iJ. appartient & lo(Z°) par 'isomorphisme (2.4.1) (i.e.
cette fonction temporelle est nulle V& > 0 ). La fonction temporelle associée a
37 ge est g * go olt g7 (k) = gi(—k)Vk.

Nous avons que o € [(Z,) car tout signal de p est a support sur Zy.

Notons que p(k) est un vecteur de dimension m et que (g7 * g)(k) est
une matrice de dimension m x [. Soit pour tout j = 1,2,...,[ : ¢; € IR tel
que ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)" avec 1 en position j. Nous avons alors pour tout
7=1,2,...,0 que < (g7 * gc)ej, 0 >= 0 et par la seconde égalité de Parseval (2.13)
< (879 )ej, & >= 0. 1l suit que le résultat (5.18) est vrai.
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Avec cette information, reformulons (5.17), nous obtenons que :
¢l =1

Or en vertu de la premidre égalité de Parseval (2.12) : || ¢ |2 = || ¢ ||2. Nous
avons alors le résultat attendu par ’étape 2.

gewo [I3 + 11 G2 113

Etape 3

Montrons : || ¢ [[3 = || gwo [} + Il (M + B3 X Ba)24 |I3 (5.19)

Comparons (5.14) & (5.19), il nous reste & montrer que I’égalité suivante :

5 % 1,
lgél; = II(M+B;XBy)24 |3 (5.20)
est vraie et nous aurons alors le résultat de 1'étape 3.
Nous avons successivement :
0 1 6 NPYRL
lgells = 5~ ] trace[(gi(e”)é(e”))"5:(e’")d(e”")1db
] g , . , :
S / traceld*(¢°)2 () (e)a(eM]d (5.21)
0

Or, en vertu du lemme (4.4.1), nous avons 1’égalité suivante :
§7(€%)g:(e”") = M + By X B,
En utilisant ’équation (5.16), elle peut se mettre sous la forme :
3 (e*)gi(e”) = M + B; X By
De plus, M est définie positive. En effet, M := D{,Di, est réguliere par (5.3).
Nous avons aussi que X est semi-définie positive. En effet,

1. (A— ByM~1D},Cy, BQM_%) est stabilisable car (A,B;) est stabilisable par
(5.2) (La démonstration a été réalisée dans la partie A (4.8) de la preuve du
lemme (4.2.1)).

M — A+ BoM~1Di,Cy A—X B,
2. rang ( (- D M-'D1,)Cy n ¥V Atel que|A| =1 car c, D.y

est de rang (colonne) plein VA € &D (La démonstration a été réalisée dans la
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partie A (4.9) de la preuve du lemme 4.2.1).
3. X=Ric(S;) par hypothese.

En appliquant le théoréme (3.5.1), nous avons effectivement que X est semi-
définie positive.

Nous pouvons alors prendre la racine carrée de M + B,X B, et avoir I’égalité
suivante

Gu(e*V () = (M + By X Ba)?) (M + ByXB;)?
En introduisant cette expression dans (?7), nous obtenons finalement que
o 1 2m oy 1, 1
13218 = 5 [ tracelg™(eP)(M + ByXB)) (M + BLX Br) (e}

= || (M + ByXBy)74 ||} par (2.11)

Etape 4

Preuve de (5.5) et (5.6) (5.22)

A étape précédente, nous avons montré 1’égalité suivante :

11 = 1l gewo 13 + I| (M + B3 X B2)=6 |5 (5.23)

Nous cherchons & minimiser || ¢ ||3. Nous ne pouvons agir que sur ¢ car g,
wo et M + BLX B, sont des quantités fixées par le probleme. Le ¢ qui minimise
|| ¢ ||5 est donc ¢ = 0.

Nous avons alors : min || |3 = || gewo ||5 qui peut également s’écrire

min || € [|2 = | gewo |2

Nous avons donc démontré (5.6).

Si ¢ = 0 nous avons g = 0 et en vertu de (5.9) nous avons alors :
Vopt — Fg + F{]UJ (524)

qui est Iégalité (5.5).
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Etape 5

Preuve de (5.7).

Nous savons que X=Ric S par hypothese et que S; € dom Ric par le lemme
(4.2.1), les hypothéses du lemme (3.5.2) sont alors vérifiées pour la paire sym-
plectique S;. La deuxiéme propriété de ce lemme implique que :

Ap

ble.

(I + BoM™'ByX) ™ (A — ByM ™' D{,C1) est stable (5.25)
Nous avons que
= A+ BF
= A-— BQ(M—i—B;XBQ)‘I(B;XA—l-D’wCI)
= A- Bg([-l-M_lB;XBg)_lM_l(BéXA-l-Dizcl)
= A-(I+ BZM‘IB;X)“IBgM_l(B;XA + D1,C4)

= (I—(I+BM 'ByX)"'B;M ™ ByX)A — (I + ByM ' By X)™ B, M~ D, C

= (I+B;M'BX) ™ (A— B:M ™' D},C4)

Nous retrouvons 1’expression (5.25), nous avons donc Ap = A + By I est sta-
Nous avons (5.7).

Etape 6

Preuve de (5.8).

En appliquant v,,; au systéme H, nous avons par (5.1) : £ = A+ Biw+ Bavops

avec w = dawy € IR et &0) =0

1l suit alors en utilisant (5.24), (4.15) et (4.17) que

£ = (A+ ByF)é+ (By + BaFo)bawo
= Apé+ Bipdawo avec £(0) =0 (5.26)

En prenant la transformée en A, nous trouvons :

MUY = Ap€(N) + Bipwo
E(\) = M — AAp) ' Bipwo

e

Ainsi par (524) . @opt()\) = (/\F(I = )\AF)_IBM? + F())L{J()
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Comme Ap est stable D,(A) € RH(D) et vope € [(Zy) en vertu des
théoremes (2.4.1) et (2.4.2).

En notant par ((v,p) la sortie du systéme H lorsqu'’il est soumis a ’entrée
Vopt, NIOUS Obtenons :

I Gaon [B= mmin 11 ¢ 1< min 1 € 1B Coe) [3=1 G I

d’ou || gewo ||3= 1{11(1%;1 ) | ¢ ||2 atteint pour vy, € l2(Z4). Nous avons (5.8).
vEig(iy

Note : le systéme en boucle fermée w ~ ¢ est décrit par [Ar, Bir, C1r, D11F]
ou Ar est stable : il est donc internement stable.

En effet, nous avions déja (5.26) :
§ = Apt+ Bipw
En outre, en utilisant (5.1), (5.24), (4.16) et (4.18) :

¢ = Ci€+ Duw+ Digvop

Cié + Dyw + Dyo[FE + Fow]
(C1 + D1aF)E + (D11 + Dizfo)w
= Cir€+ Durpw

Il
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Notations

systeme G.

fonction de transfert du systeme G.
réponse impulsionnelle du systeme G.
est égale & g(A\)~'.

description du systeme G.

disque unité fermé.

frontiere du dique unité.

disque unité ouvert.

espace de Hardy muni de la norme-2.
espace de Lebesgue muni de la norme-2
complexe conjugué transposé de x.
ensemble orthogonal a ’ensemble .
transposée de la matrice H
impulsion unité de Dirac.

maftrice unité.

spectre de A

valeur singuliére maximale
isomorphisme

produits de convolution de f et g
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Conclusion

Au terme de ce mémoire, nous avons atteint ’objectif que nous nous étions
fixés, c’est-a-dire que nous avons résolu le probléme de minimisation de I'impact
d’une perturbation sur la sortie d’un systéme discret linéaire constant (Théoreme
5.2.1). Nous avons pu constater que le contrdle qui donnait la sortie minimale en
norme-[y était constitué d’un asservissement d’état ainsi que d’une anticipation
de perturbation. Nous avons également pu constater que, grace a cette minimi-
sation, nous obtenions un systéme de la perturbation vers la sortie internement
stable. Le prix & payer est la solution d’une équation de Riccati associée.

Nous aurions pu par la suite étudier le probléme de minimisation de la norme-
H, de la fonction de transfert de la perturbation vers la sortie d’un systeme as-
servi $(G,K) internement stable : systéme obtenu en munissant le systeme de
départ G d’un compensateur K qui le stabilise internement, voir [2] pp143-158.

Dans ce mémoire, nous avons traité le probleme de I'impact d’une perturbation
sur la sortie d’un systeme linéaire constant discret uniquement dans le cas ot nous
avions un controle w = 4wy, il serait utile d’étudier le pobléme avec d’autres
entrées w (par exemple optimiser la partie transitoire de la sortie avec w(k) =

1 Vk > 0).
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