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Résumé

Nous nous intéressons aux méthodes de minimisation de fonctions convexes
non nécessairement différentiables. Nous commengons par introduire les dé-
finitions et notions classiques de I'analyse convexe non différentiable. Nous
décrivons ensuite une famille de techniques appelées méthodes faisceaux.
Les méthodes faisceaux sont alors réinterprétées dans le cadre de travail plus
général des méthodes du point proximal. La théorie de convergence de la
méthode du point proximal est alors étendue au traitement du cas ol la
fonction est évaluée inexactement et la méthode du point proximal inexact
est présentée. Nous terminons par 'étude de la méthode de Solodov qui four-
nit une analyse de stabilité pour les méthodes faisceaux standards.

Abstract

We are interested in methods for minimizing nonsmooth convex func-
tions. The paper opens with some classical definitions and notions from
nonsmooth convex analysis, and proceeds to provide background on exis-
ting solution methods. We introduce a family of techniques called bundle
methods. Bundle methods are then reinterpreted in the more general frame-
work of proximal point methods. The convergence theory of the proximal
point method is extended to handle inexact function evaluations and the in-
exact proximal point method is presented. We end by studying the Solodov’s
method which provides a stability analysis of standard bundle methods.
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire consiste en ’étude de méthodes permettant de résoudre le
probléme de programmation mathématique sans contrainte

min {f(z) | z € R"}

zelR"
ott f:IR™ — IR est une fonction convexe non nécessairement différentiable a
valeurs finies. Les principes généraux de I'analyse convexe non différentiable
sont succintement décrits dans le chapitre 2 et illustrés par les méthodes
de plus forte pente, d’e plus forte pente et du sous-gradient. Le chapitre 3
introduit les points de vue primal et dual d’une famille de techniques appe-
lées méthodes faisceaux. Les méthodes faisceaux sont réinterprétées dans le
cadre de travail plus général des méthodes du point proximal au chapitre 4.
La théorie de convergence de la méthode du point proximal est modifiée dans
le chapitre 5 afin de permettre des évaluations inexactes de la fonction et de
ses sous-gradients. La méthode du point proximal inexact qui gére automati-
quement le degré d’approximation est présentée a la fin de ce chapitre. Nous
terminons au chapitre 6 par une étude approfondie de la méthode de Solodov
qui fournit une analyse de stabilité pour les méthodes faisceaux standards.
Les apports récents de la recherche présentés dans ce mémoire sont :

. une présentation unifiée de la théorie de convergence de la méthode du
point proximal approximé;

. une extension de cette théorie qui produit un algorithme (et une ana-
lyse de convergence associée) basé sur des évaluations inexactes de la
fonction ;




. la méthode de Solodov qui fournit une analyse de stabilité aux mé-
thodes faisceaux.

1.1 Notations

Commencons par définir différentes notations standards. Pour z,y € IR",
le produit scalaire est noté 7y ou < ,y >. La norme par défaut ||z|| est la
norme euclidienne classique /< z, >.

Soit S™ I’espace vectoriel des matrices réelles symétriques de dimension m X
m. Pour X € 8™ arbitraire, les valeurs propres de X sont ordonnées et
notées A (X) > Aa(X) > ... > Ap(X). Une matrice symétrique X est définie
positive (négative) si toutes ses valeurs propres sont strictement positives et
on écrit X >0 (X <0).

Etant donnée M € S™ ou M > 0, nous écrirons ||z|ar = /< @, Mz > et
dans ce contexte, M est appelée métrique.



Chapitre 2

Analyse Convexe Non
Différentiable

Puisque ce mémoire consiste en I’étude de méthodes permettant de mi-
nimiser des fonctions convexes non différentiables, ce chapitre résume les
principes généraux de I'analyse convexe non différentiable.

Afin d’illustrer 'utilité des différents outils développés, les méthodes de plus
forte pente, d’ ¢ plus forte pente et du sous-gradient sont succintement dé-
crites. Nous ne développerons pas ces différentes méthodes aux multiples
inconvénients, nous préférerons par la suite étudier les méthodes faisceaux
pour des raisons a la fois pratiques et d’efficacité.

Le détail des concepts et les preuves des théorémes sont repris dans [4, 5] et

[8].

2.1 Sous-gradient et sous-différentiel

Tout au long de ce mémoire, on considére une fonction f : R" — IR
convexe et & valeurs finies. Par conséquent, f est localement Lipschitzienne,
continue sur IR™ et différentiable presque partout (par le théoréme de Rade-
macher).

1l existe différentes fagons de généraliser la notion de gradient et la plupart
d’entre elles sont équivalentes dans le cas de fonctions convexes. En ce qui
nous concerne, nous considérons la définition géométrique suivante :




Définition 2.1.1 Soient f : IR" — IR une fonction conveze et x € IR".
Alors, £ € IR"™ est un sous-gradient de f en x si

fy) 2 fle)+ <éy—=z> Vye R™

L’ensemble des sous-gradients de f en z est appelé sous-différentiel de f
en = et est noté Of ().

Autrement dit, £ est la pente d’une fonction affine qui minore f et qui passe
par le point (z, f(z)). Ce concept généralise le point de vue géométrique du
gradient V f(z) qui consiste & définir un plan tangent au graphe de f en

(=, f ().

Exemple 2.1.1 Considérons la fonction f(z) = |z|. Aprés observation du

FiG. 2.1 — Graphe de f(z) = |z|.

graphe de cette fonction, on peut immédiatement conclure que
af(0) = [-1,1], 8f(wo) = {1} sizo >0 et df (xo) = {1} sizo <O.

Le sous-différentiel peut aussi étre caractérisé a ’aide de la dérivée direction-
nelle.

Proposition 2.1.1 La propriété suivante est vérifice :

£E€if(z) +— <&d><f'(z,d) Vde R™




Autrement dit, nous avons I’égalité

f’(fﬂ,d): sup < §,d>.
£edf(z)

La proposition suivante fait le lien entre différentiabilité et sous-différentiabilité.

Proposition 2.1.2 Soient f : IR" — IR conveze et zo € IR". Alors,
1. Si f est différentiable en zg, alors 8f (zo) = {Vf(z0)}-
2. Si 3f(zo) = {€} alors f est différentiable en zg et V f(zo) = &.

En fait, 8f(z) est réduit au singleton {V f(z)} si et seulement si f est diffé-
rentiable en z. L’exemple 2.1.1 ne faillit pas & la régle puisque

of (wo) = {1} = {Vf(z0)} si 20 > 0,
9 (z0) = {1} = {VF(z0)} si z0 <.

De plus, le sous-différentiel est un ensemble non vide, convexe et compact.
La condition d’optimalité est présentée dans la proposition suivante, elle gé-
néralise la propriété familiére disant que Vf(z) = 0 en un point optimal z.

Proposition 2.1.3 Soient f : IR® — IR conveze et z* € IR". Alors,
f(z*) = ming f(z) si et seulement si 0 € Of (z*).

11 existe plusieurs régles de calcul concernant le sous-différentiel qui nous per-
mettent de dériver le sous-différentiel d’une fonction convexe décrite a partir
d’autres fonctions convexes. Voici quelques unes des plus simples d’entre elles.

Proposition 2.1.4 Soient f1, fo : IR® — IR fonctions convexes et soient
oy, g > 0. On définit f : IR™® — IR par

f(z) == arfi(z) + aafa(z).

Alors,
af({L‘) =a1df1 (.’E) + agafg (:B)




Proposition 2.1.5 Soient fi,..., fm : IR™ — IR fonctions convezes. On
définit f : IR™ — IR par

f(z) := max{fi(2), ..., fm(2)}

et on définit pour tout z Uensemble des indices actifs I(z) := {i | fi(z) =
f(z)}. Alors,

of(z) = conv U afi(z).

iel(z)

Corollaire 2.1.1 Soient f1, ..., fm : IR® = IR fonctions convezes et diffé-
rentiables. On définit f : IR"™ — IR par

() 1= max{ f1(z); s frn(2)}

et on définit pour tout x ensemble des indices actifs I(z) := {i | fi(z) =

f(z)}. Alors,
af(z) = conv {Vfi(z) | i € I(z)}.

Nous terminons par une proposition qui sera utile dans une démonstration
du chapitre 4.

Proposition 2.1.6 Soit f : [R" — IR une fonction conveze. La multi-

fonction Of est monotone i.e.
Vzy1,ze € IR®, V& € (9f(ﬂ’21), Vés € 8f(z2) <& —&,20—21>20.

2.2 Méthode de plus forte pente

2.2.1 Généralités

On considére toujours une fonction f : IR® — IR convexe et & valeurs
finies. Le but de cette section est de présenter une méthode numérique pour
trouver le minimum de f (s8'il existe). Par méthode numérique, on sous-
entend une procédure qui génére, & partir d'un point de départ z¥ , une suite

10



de points {mk}keIN qui converge vers un minimum de f. La méthode est
entierement déterminée lorsque la fagon dont on passe d’un point & I'autre
est décrite, c’est & dire quand une itération est définie. La stratégie pour
passer de z¥ 3 2%+ est la suivante :

1. définir une direction de recherche d*,

2. poser zktl = gh 4 t*d* ot t* > 0 est une longueur de pas choisie in-
telligemment.

La direction d¥ est habituellement choisie de fagon & ce qu'il soit possible de
diminuer la valeur de f le long de d* en partant de z¥. Une telle direction
est appelée direction de descente. En ce qui concerne le pas t* un choix
théorique consiste & trouver celui qui minimise f le long de la direction d*
en résolvant le probléme & une dimension :

min f(z* + td*)
s.c. t>0.

Une telle procédure est appelée recherche linéaire exacte.
On peut également choisir un pas t* permettant (si possible) une diminution
“suffisante” de la valeur de f le long de d* c’est a dire tel que

F(z® +t#d¥) < f(z*) —e one > 0 fixe.

Cette fagon de procéder sera utilisée dans la section 2.4.2

2.2.2 Direction de descente

Puisque nous sommes & la recherche d'un minimum de f, il est logique
d’exiger que la valeur de la fonction diminue au cours des itérations c’est-a-
dire que f(z*+!) < f(z*) (saufsi z* est optimum). Puisque z¥+! = z* +tkdk,
on exigera que la direction d* soit une direction de descente pour f en zk
ce qui signifie que pour des petits pas le long de d*, 1a valeur de la fonction
diminue. Plus précisément,

Définition 2.2.1 Une direction d € IR™ est appelée direction de descente
en x pour f st

36 > 0 tel que Vt €]0,6] f(z+1td) < f(z).

11



Puisque f est convexe, on peut démontrer que d est une direction de descente
en x pour f si
34§ > 0 tel que f(z + dd) < f(x).

En effet, si ¢ € |0, d] alors % € ]0,1] et par convexité de f, on a

fl@+td) =fk(@+dd)+(1- %))
%f(ﬂéd) +(1-4)/f(=)
}.f(fc)+f(w) — 11 (x)

().

La proposition suivante caractérise le concept de direction de descente.

I AIA

Proposition 2.2.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. d est une direction de descente en x pour f;
9. f'(z,d) <0;
3. <&d><0 VEedf(x).

Quand f est différentiable en =, le sous-différentiel 3f(z) est réduit au sin-
gleton {Vf(z)} et 'on retrouve le résultat bien connu :

d est une direction de descente en & pour f <= Vf(z)7d < 0.

De plus, dans ce cas, d = —V f(z) est une direction de descente en = pour f
si Vf(z) # 0. Par contre, quand f est non différentiable en z, 'opposé d’un
sous-gradient de f en z n’est pas nécessairement une direction de descente
en z pour f.

La proposition suivante énonce une condition nécessaire et suffisante a I’exis-
tence d’'une direction de descente.

Proposition 2.2.2 Il existe une direction de descente en © pour f si el
seulement si 0 ¢ Of ().

Afin de généraliser la méthode de plus forte pente aux fonctions convexes
non différentiables, nous considérons la “meilleure” direction de descente (lo-
calement).

12



Définition 2.2.2 Soit z € IR™ tel que 0 ¢ 0f (z). La plus forte direction
de descente en x pour f est définie par la solution du probléme :

ming f(z,d)

se. Jldl <1, @)

ot ||.|| est une norme sur IR™.

Observons que le probléme (2.1) admet toujours une solution car la dérivée
directionnelle f/(x,.) est une fonction continue. Puisque f'(z,d) < 0 pour un
d € IR" (car 0 ¢ 3f(z) ) et f'(z,.) est positivement homogéne c’est-a-dire
f'(z,td) = tf'(z,d) Vd € R" et ¢ > 0, on a que infysg f'(x, td) = —oo. Pour
obtenir une solution, il faut donc bien imposer une contrainte de norme sur
d. Notons que la norme considérée dans cette section est la norme euclidienne
classique.

Théoréme 2.2.1 Soit € IR" tel que 0 ¢ Of (x). Alors,

1. le vecteur de norme minimale dans 9f (z) existe et est unique. Il coin-
cide avec la projection orthogonale de 0 sur df(z) ;

2. la plus forte direction de descente en x pour f est le vecteur —m/||m/||
ot m est le vecteur de norme minimale dans 3f ().

Si f est différentiable en x et V f(z) # 0 alors m = V f(z) et on retrouve le
résultat bien connu :

d = —V[f(z)/||Vf(z)| est la plus forte direction de descente en & pour f.

2.2.3 Algorithme

On suppose dans cette section que pour tout z, il est possible de calculer
la valeur de f(z) et le sous-différentiel 8f(x) en entier. Quand f est différen-
tiable, une itération de la méthode de plus forte pente consiste & se déplacer
& partir de z* le long de la plus forte direction de descente d¥ = —V f (3:’“)
jusqu’a ce que le minimum soit atteint le long de cette direction. Quand f
est convexe et non nécessairement différentiable, la méthode de plus forte
pente devient :

13



Méthode de plus forte pente

0. Choisir un point de départ ° € IR™ et poser k = 0.

1. Calculer m i.e. le vecteur de norme minimal dans df (z¥).

2. Si m =0 alors STOP = 1z minimum de f car 0 € 8f(x).

3. Poser d* = —m et calculer ¢* solution du probléme mingsg f(z* + td¥).
4. Poser z*t1 = gk 4 tkgk,

5. Poser k := k + 1 et retourner a I'étape 1.

Exemple 2.2.1 Soit f(z1,z2) = max{fi(z1,z2), fa(z1,%2), f3(®1,22)} ot

fi(m1,20) = 21 + 232 fo(z1,72) =31 — 222 f3(®1,%2) = —21.

Le minimum de f est (0,0). Par le corollaire 2.1.1, le sous-différentiel en
(z1,z9) est

f (z1,z2) = conv {V fi(z1,72) | ¢ € I[(z1,22)}

oty I(w1,20) = {4 € {1,2,3} | fi(z1,22) = f(z1,22)}. Etant donné le point
de départ (2,2)T, on a que I(z®) = {1} et 8f (z°) = {Vf1(z®)} = {(1,2)T}.
Le vecteur de norme minimale est m = (1,2)7 et d° = —(1,2)7. La re-
cherche linéaire ezacte donne t® =1 d’ou z' = (2,2)T — (1,2)T = (1,0)T. A
lo. seconde itération, I(z') = {1,2} et 8f(z') = conv {(1,2)T,(1,-2)T}. Le
vecteur de norme minimale est m = (1,0)7 et d* = —(1,0)T. La recherche
linéaire ezacte donne de nowveau t' = 1 d’ou 2% = (0,0)T. Finalement,
I(z?) = {1,2,3} et 8f(2®) = conv {(1,2)7,(1,-2)T,(~1,0)"}. Le vecteur
de norme minimale est m = (0,0)T d’ott 22 = (0,0)” est minimum de f.

Dans cet exemple, la méthode converge vers le minimum. Néanmoins, il
peut arriver que la méthode de plus forte pente converge vers un point non
optimal. Plusieurs exemples sont présentés dans la littérature. En particulier,
Lemaréchal a considéré une fonction de IR? dans IR définie par

f(z1,2) = max{fo(z1,22), fa1(21,72), fra(21, 22)}
ol
fo(z1,m2) = =100  fii(m1,30) =321 £ 229 fia(z1,22) = 221 £ 5zg.
La valeur minimum de cette fonction est —100.

En partant de 20 = (9,-3)7, on a que I(z°) = {-1,-2} et 8f(z°) =
conv {(3,-2)T,(2,—5)T}. Le vecteur de norme minimale dans 8f(z") est

14



m = (3,-2)T d’out d® = —(3, —2)7. La recherche linéaire exacte donne V=g
d'ou z! = (9, —-3)T — 2(3,-2)T = (3,1)T. A la seconde itération, I(z') =
{1,2} et 8f(z") = conv {(3,2),(2,5)T}. Le vecteur de norme minimale
dans 8f (z!) est m = (3,2)7 d’on d' = —(3,2)T. La recherche linéaire exacte
donne ¢! = 2/3 d’oit 22 = (1,—1/3)”. On obtient ensuite =3 = (1/3,1/9)T
et le phénoméne de zig-zag entre les deux rayons d’équations

$1:]:33;2=0
.',[2120

devient évident. La suite {z*} converge lentement vers l'origine z* = (0,0)T
qui n’est pas optimal. La non convergence de la suite {z*} est due & la discon-
tinuité du sous-différentiel & 'origine. A chaque itération, le sous-différentiel
est égal a conv {(3,—2)7T, (2, —5)T} ou a conv {(3,2)T, (2,5)"} et ce, méme
si zF est trés proche de l'origine. Ensuite, le sous-différentiel devient brus-
quement, & Porigine conv {(3, —2)%, (2, —5)T, (3,2)", (2,5)" }. La méthode ne
s’apercoit pas de la discontinuité du sous-différentiel & la limite de la suite
générée. Plus précisément, la propriété de continuité qui n’est pas vérifiée,
en général, par le sous-différentiel est

E€df(z)etz; >z = Vi 3¢ € 0f(x;) tel que & — &, (2.2)

Afin de surpasser cette difficulté, Wolfe et Lemaréchal eurent I'idée d’agran-
dir le sous-différentiel 8f(z) en incluant des informations au sujet du voisi-
nage de z (Proposition 2.3.1) afin que la propriété de continuité (2.2) soit
vérifiée. Ce sera le sujet de la section suivante.

Finalement, remarquons que pour calculer le vecteur de norme minimale
dans @f(z), nous supposons que le sous-différentiel est connu dans son en-
tidreté. Malheureusement, il est trés souvent beaucoup trop cotiteux (d’un
point de vue numérique) de calculer tout le sous-différentiel. En témoigne
I’exemple suivant :

Exemple 2.2.2 Considérons la fonction A1 : S™ — IR. Remarquons que
cette fonction est convexe et que son sous-différentiel en M € S™ est donné
par '

OM(M) = comv {qq" | ¢"q =1, Mq = M(M)g}.

Par conséquent, si on désire calculer le sous-différentiel de Ay en M, il est
nécessaire de calculer tous les vecteurs propres associés & A (M) ce qui est
trop cotiteur. Heureusement, calculer un sous-gradient l’est moins car cela
revient seulement a déterminer un vecteur propre normalisé associé a A (M).
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2.3 Sous-gradient et sous-différentiel approximés

Le concept de sous-gradient peut lui aussi étre généralisé par la pente
d’une fonction affine minorant f mais non nécessairement égale & f en un
point. Cette généralisation porte le nom de sous-gradient approximé ou e-
sous-gradient.

Définition 2.3.1 Soient f : IR® — IR une fonction conveze, © € IR" et
e > 0. Alors, £ € IR"™ est un e-sous-gradient de [ en © 51

fly) > flal+ <&y-z>-e VyelR™

L’ensemble des e-sous-gradients de [ en x est appelé e-sous-différentiel de
f en z et est noté O f(x).

On a immédiatement que
O:f(z) C 8 f(z) pour € < €

et
9o f(z) = 0f(z) = Nex00: f ().

Les fonctions affines qui correspondent aux sous-gradients en © doivent tou-
cher la fonction en 2 alors que les fonctions affines qui correspondent aux
g-sous-gradients en x se trouvent en dessous de la fonction en & une dis-
tance €. Intuitivement, on remarque que 9. f(z) capture davantage le com-
portement local de f dans un voisinage du point = que ne le fait 9f(z) et
ce, au prix d’une certaine perte de précision. En fait, 9. f(z) contient tous
les sous-différentiels d’une boule centrée en .

Proposition 2.3.1 Soit f : IR® — IR une fonction convese. Pour tout
et tout € > 0, il existe un § > 0 tel que

%f@)> |J o).

yEB(m,&)

Tout comme le sous-différentiel, le sous-différentiel approximé est un en-
semble non vide, convexe et compact. Il admet des propriétés similaires &
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celles du sous-différentiel.
La propriété suivante n’est valable que pour ’e-sous-différentiel ot € > 0.

Proposition 2.3.2 Soient {zx}r, C IR" une suite convergeant vers x €
IR" et & € Of:(x). Alors, il eziste une suite {{}r convergeant vers & telle
que &, € df(zy) pour tout k.

Rappelons que cette propriété n’est pas toujours satisfaite par le sous-différentiel.

C’est I'une des raisons pour laquelle la méthode de plus forte pente peut ne
pas converger.
On peut définir la notion d’optimalité approximée de deux fagons :

Définition 2.3.2 Un point z* € IR" est dit e-optimal si

fl@)> fle*) —¢ Vze R

La proposition suivante est analogue a la Proposition 2.1.3.

Proposition 2.3.3 Soient f : IR" — IR une fonction conveze, z* € IR"
et € > 0. Alors, z* est un point e-optimal si et seulement si 0 € 9:f(z*).

Définition 2.3.3 Un point x* € IR" est dit e-stationnaire si

3£ € 0.f (x") tel que [i€]| <.

En réalité, un point e-stationnaire z peut étre arbitrairement éloigné de
l'optimum z*. En d’autres termes, |f(z) — f(z*)| et ||z — z*|| peuvent étre
arbitrairement grand. Cependant, le concept de point e-stationnaire est utile
car il fournit un critére d’arrét pour les méthodes faisceaux.

La proposition suivante est utile dans les preuves de convergence d’algo-
rithmes utilisant des sous-gradients approximés.
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Proposition 2.3.4 Soit f : IR" — IR fonction conveze. Soie@t {z*}, {¢'}
des suites dans IR™ et {'} une suite de réels positifs. Si z* — x, §' €
A f(z?), & — 0 et g; = 0 alors, © minimise f.

Les régles de calcul pour le sous-différentiel approximé sont semblables &
celles du sous-différentiel.

Proposition 2.3.5 Soient f1, fo : IR® — IR fonctions convezes et € > 0.
On définit f : IR™ — IR par

f(=) = filz) + fol=).
Alors,

8ef(z) = {8e. f1(=) + e, fa(z) | £1,62 > 0, €1 462 < €}

Proposition 2.3.6 Soient f1,...,fm : IR® — IR fonctions convezes et
e > 0. On définit f : R"® — IR par

f(@) = max{fi(z), ..., fm(2)}.
Alors,

Ocf(z) =U {2211 aibi | & € Ay, & € Oy, filz) 81 0 >0,
(2.3)

E?ll (Ei + a,;ez-) < E}

ot Ay, est le simpleze unité {a € R™ | o; > 0, > i, o3 = 1} et

e == f(z) — fi(z).

Les sous-gradients approximés en un point peuvent étre obtenus de multiples
fagons. Une fagon de faire consiste a “transporter” un sous-gradient exact ou
approximé d’'un autre point.
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Proposition 2.3.7 (Formule de transfert) Soient f : IR" — IR fonc-
tion conveze, € > 0 et T,y € IR™. Alors,

E€ofly) = (¢ 85+a(m,y)f(fﬂ) (2.4)

ol
a($1y) !=f(93) H.f('y)_ <1§,3:—y bl

La proposition décrit le transfert d’un sous-gradient approximé en y en un
sous-gradient approximé en z c’est pourquoi (2.4) est appelée formule de
transfert. La quantité a(z,y) est appelée erreur de linéarisation car elle ex-
prime P’erreur entre la valeur de la fonction en z et la valeur de la linéarisation
de la fonction (définie par un sous-gradient £ en y) en .

2.4 Meéthode d’ € plus forte pente

2.4.1 Direction d’ e-descente

Pour présenter la méthode d’ € plus forte pente, nous avons-besoin de la
définition suivante. Une direction d € IR™ est une direction d’e-descente en
z pour f olt € > 0 s'il est possible de diminuer la valeur de la fonction d’une
valeur € en partant de z le long de d. Plus précisément,

Définition 2.4.1 Une direction d € IR" est appelée direction d’e-descente
en T pour f st

3t>0 telque f(z+td) < f(z)—e.

La proposition suivante caractérise le concept de direction d’ e-descente.

Proposition 2.4.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. d est une direction d’e-descente en x pour f,;
9 <&d><0 VEEaflz)
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La proposition suivante énonce une condition nécessaire et suffisante d’exis-
tence d’une direction d’ e-descente.

Proposition 2.4.2 Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. 0 ¢ Ofc(z) <= 3de€ IR" tel que d est une direction d’ e-descente
en z pour f.

2. 0¢3f.(x) = d=—Proj0/0:f(x) est une direction d’e-descente
en © pour f.

2.4.2 Algorithme

On considére toujours une fonction f : IR® — IR convexe, a valeurs fi-
nies et non nécessairement différentiable. On suppose dans cette section que
pour tout z et pour € > 0 fixé, il est possible de calculer la valeur de f(z) et
’e-sous-différentiel d; f(z) en entier.

Méthode d’ € plus forte pente

. Choisir un point de départ % € IR™, € > 0 et poser k = 0.

. Calculer le vecteur m de norme minimale dans df.(z*).

.Sim=0alors STOP =—> 2" est un e-minimum de f car 0 € . f(z*).
. Poser d¥ = —m et calculer t*F tel que f(z* + t*dk) < f(z*) —e.

. Poser zft! = z¥ 4 tkdk,

. Poser k := k + 1 et retourner a I’étape 1.

O b W N - O

Contrairement & la méthode de plus forte pente, la méthode d’ € plus forte
pente converge. En témoigne le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1 Soit {z*}y la suite générée par la méthode d’ € plus
forte pente. Alors, f(z*) = —oo ou le processus d’optimisation s’arréte au
Pas 2 aprés un nombre fini d’itérations donnant lieuw a un e-minimum de

/.

Les inconvénients de la méthode d’ £ plus forte pente sont premiérement, son
mangue de flexibilité. En effet, I'objectif est de diminuer & chaque itération
la valeur de f d’au moins une quantité e > 0 fixée & priori et ce, quel que soit
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le comportement de f. Il serait plus intéressant de pouvoir changer la valeur
de £ & chaque itération. Le second inconvénient réside dans les exigences
de la méthode. En effet, comme pour la méthode de plus forte pente, le
sous-différentiel approximé de chaque itéré est supposé connu.

2.5 Meéthode du sous-gradient

Comme nous I’avons vu dans les sections précédentes, la méthode de plus
forte pente et la méthode d’ £ plus forte pente nécessitent la connaissance res-
pectivement du sous-différentiel et de ’e-sous-différentiel a chaque itération.
Malheureusement, de telles connaissances ne sont pas souvent disponibles
en pratique. Cependant, dans la plupart des exemples pratiques, on peut
supposer I'existence d’une boite noire qui & chaque point =z € IR" renvoie la
valeur f(z) et un sous-gradient £ € df (x). Une telle boite noire est souvent
appelée oracle. Par exemple, un oracle pour une fonction max

f(z) = max{f1(z), f2(@), ., fm(2) }

oil les f; sont différentiables consiste (par le corollaire 2.1.1) & trouver un in-
dice i € {1,...,m} tel que f(z) = fi(z) et & renvoyer f;(x) ainsi que V fi(z)
(un sous-gradient de f en z).

Puisqu’on considére une fonction f : IR® — IR convexe, & valeurs finies
et par conséquent différentiable presque partout, le sous-différentiel est ré-
duit au gradient presque partout. On peut donc simplement prétendre que
la fonction est différentiable et le sous-gradient donné par l'oracle peut jouer
le réle du gradient dans la méthode de plus forte pente classique (cas diffé-
rentiable). Plus précisément, l'itération pend la forme
gl = g _ gheh

ou &¥ € 3f (z*) est donné par 'oracle et t* > 0 est une longueur de pas. Cette
méthode, appelée méthode du sous-gradient, a quelques inconvénients. D'une
part, comme nous ’avons vu dans la section 2.2.2, 'opposé d’un sous-gradient
n’est en général pas une direction de descente c’est pourquoi sélectionner la
longueur de pas est trés difficile. D’autre part, il n’existe pas de critére d’arrét
pratique car l'oracle peut retourner n’importe quel sous-gradient (méme au
minimum, un sous-gradient différent de zéro peut-étre obtenu).
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Chapitre 3

Méthodes Faisceaux

Ce chapitre introduit une famille d’algorithmes, appelés méthodes fais-
ceaux, adaptés & la minimisation de fonctions convexes non différentiables et
il présente les points de vue primal et dual de ces méthodes. Tout comme la
méthode du sous-gradient, les méthodes faisceaux sont construites a partir
de I’hypothése suivante :

Hypothése 3.0.1 Une sous-routine qui pour tout = caleule f(z) et un
sous-gradient £ € Of (x) est disponible.

Les preuves de convergence sont présentées au chapitre suivant puisque ce
dernier décrit une classe plus générale d’algorithmes a laquelle les méthodes
faisceaux appartiennent.

3.1 Point de vue dual des méthodes faisceaux

Soit f : IR™ — IR une fonction convexe. Nous avons vu dans la section
2.4.1 qu’une direction d’ e-descente en z pour f se calculait en cherchant le
vecteur de norme minimale dans ; f(z) c’est & dire en résolvant le probléme

min  |¢]|
s.c. &€ 0.f(z).

Puisque 1'entiéreté de ’e-sous-différentiel n’est en général pas disponible en
z, nous allons construire une approximation de 9. f(z) & 'aide de l'oracle
disponible par 'Hypothése 3.0.1. L’approximation sera construite & I’aide de
sous-gradients calculés dans un voisinage de z. Plus précisément, supposons
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que z* est le point d’itération actuel et que pendant le processus d’optimisa-
tion, nous avons obtenu les points ¢/ € IR™, j = 1,...,k et les informations
correspondantes f(y7) et & € 8f(y”) grace a loracle. Alors, par la formule
de transfert (Proposition 2.3.7), nous avons que

£ € 0,/ (o) (3.1)

ou off = a(zF,yi) = f(zF) — fy?)— < &, 2F —yF > est Verreur de linéari-
sation. Soit Ji C {1, ..., k}. L'ensemble {(&’, of )}Jejk est appelé faisceau. Le
faisceau représente une collection de sous- gTadlents approximés disponible
au point d’itération actuel z*. La proposition suivante nous montre que le

faisceau nous permet de construire une approximation intérieure de & f (z oy,

Proposition 3.1.1 L’ensemble
G(z*,e) = {Z)\JHM >0, 5 €Jg, Z)\ =1, Z)\J "’<5}

J€Jx JeJ JEJk
est un sous-ensemble conveze de 8. f (z").

Preuve :

1. G(z*,€) est convexe car V 3¢ ;. Ajé, e pstl € G(z*,¢) et
Vg3 €]0,1[, on a que

BY NE+(1-B) D i€ =D (BN + (1= By’

JEJ JEJk JEJ
tel que
BAj+ (1= PBp; 20,

Ejejk(ﬁ)‘j +(1-Bp) =8 Eje.]k A +i1—B) Eje.fk Hj

=p+1-5
=1,
ZjeJk(ﬁAj F41— ﬁ)ﬂj)a? =p ZjeJk Aja;: +(1-5) Zje.]k Njaf
<Be+(1-Pe
=¢.
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2. Par (3.1), & € Ba;gf(a:k) Vg € Ji, c'est & dire

VjeJp, YweR® f(y) > f(e¥)+ < &y —ab > —ab.

Donc, pour Aj > 0, j € Ji tels que EjeJk Aj=1et zjeJk )\ja;‘? <e,
nous avons que

Vi e Jy, Vg €R®  Aif(y) 2 Nif(@®)+ < N,y — ab > — ol

En sommant les |Ji| équations, on obtient Yy € IR"

SN 2 Y NfE+ <Y My —aF > =) Aol

JEJx JEJ JEJ JEJ)
ou encore
VyeR™ f(y) > flaf)+< D Mey—af > =) Naf.
JEJk JEJy

On obtient alors que »;c s, PN szeJ Aok f(z*) et puisque
k

2 ied )\ja;? < g, on obtient finalement que

D N €05 | e f(a") € 0 f(a"). (3.2)
JEJx
On peut alors conclure que G(z*,e) C 8, f(z*).
O

Grace a cette proposition, on peut construire une approximation de la plus

forte direction d’ e-descente en calculant le vecteur de norme minimale dans
G(z*,¢).

Approximation de la plus forte direction d’ ¢ descente
1. Résoudre le probléme quadratique convexe
min %“ Eje.]k A:ffj“2
s.c. Aj=>0 Vjiedg

i )‘j:k 1
Yjes, i S €

(3.3)

pour obtenir la solution A3, j € Ji.
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2. Poser dy, = — ZjEJk A J

Remarquons que le probléme (3.3) admet une solution si son ensemble ad-
missible est non vide c’est & dire si min;e g, oz? < g. Par ailleurs, puisque
G(z*, ) n’est qu'une approximation de &, f(z*), on ne peut garantir que d*
est une direction de descente en z* pour f. On ne peut donc pas utiliser une
recherche linéaire classique pour trouver z*+! c’est pourquoi on utilise une
recherche linéaire & deux sorties. La premiére sortie (appelée pas sérieux)
correspond au cas olt G(z*,€) est une bonne approximation de 9. f(z*) et
la seconde sortie (appelée pas nul) correspond au cas oit G(z*,¢) est une
mauvaise approximation de 0. f (:ck) Plus précisément, un pas t > 0 est ap-
pelé pas sérieux si la diminution de f : f(z¥) — f(z* + td*) est suffisamment
grande et si la longueur de pas ¢ n’est pas trop petite. Dans ce cas, z* est
mis & jour : zFtl = z* 4 td*. Par contre, si en diminuant la valeur de ¢,
ces deux conditions ne sont jamais vérifiées, alors le pas est nul. L’itéré z¥
n’est pas mis & jour : ¥+t = z* et le sous-gradient, obtenu en z* + td* pour
t petit est ajouté au faisceau afin que P’approximation de 8. f(z*) soit de
meilleure qualité & D'itération suivante. Cette stratégie est assez compliquée
et difficile & implémenter. De plus, en pratique, aucun élément nous permet
de choisir & raison dans (3.3) une valeur particuliére de €. En effet, la valeur
de £ doit refléter la possible diminution de f en z* qui est inconnue & priori.
Par conséquent, nous résoudrons un autre probléme quadratique convexe &
la place de (3.3) afin de calculer d* :

Approximation de la plus forte direction d’ ¢ descente

1. Résoudre le probléme quadratique convexe

min :,15|| Yicd, &2 + U ie, Ajag?
s.c. Aj>20 Vje (3.4)
Eje-]k )\J =1

pour u > 0 afin d’obtenir la solution A}, j € J.
2. Poser di, = — ) e, A€

Les deux problémes quadratiques (3.3) et (3.4) sont équivalents dans le sens
de la proposition suivante dont la preuve est disponible dans [5].
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Proposition 3.1.2 Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Si {M}jes, est solution optimale de (3.3) et siwy > 0 correspond au
maultiplicateur de Lagrange associé a la contrainte

> Aiof <&,
Jedy
alors {/\;?}je;k est aussi solution optimale de (8.4) pour u = uy.

2. Si {)\;?}je J. €est solution optimale de (3.4), alors {)\?}jeJk est aussi
solution optimale de (3.3) o

£ = Z )\fa;?.

JEJk

Remarquons qu’ la place de choisir € dans (3.3), le probléme revient mainte-
nant 3 choisir la valeur de u dans (3.4). En pratique, les méthodes faisceaux
(sous la forme duale) résolvent le probléme (3.4) pour trouver la direction
de recherche d*.

Notons que le vecteur &% = 2ied, )\;?fj ol {)\?}jejk est solution du pro-
bléme (3.4) jouera un rdle pratique central dans les méthodes faisceaux. Nous
avons par (3.2) que £F € 85 f(a%) ou & = Yjed, Afa;?. Ce sous-gradient
approximé est appelé sous-gradient agrégé. Il nous permettra de limiter la
taille du faisceau.

Finalement, mentionnons que les méthodes faisceaux actuelles réduisent la
recherche linéaire en une décision de prendre ou non un pas de longueur fixée
dans la direction de d*. Si la diminution f(z*) — f(z* 4+ d*) est suffisante
alors le pas est sérieux et zF+t1 = z¥ + d*. Sinon, le pas est nul et z#+! = z*.
Il est plus simple de décrire ceci & partir de 'approche primale des méthodes
faisceaux.

3.2 Point de vue primal des méthodes faisceaux

Dans cette section, nous n’utilisons plus les sous-gradients pour approxi-
mer O f(x) mais pour définir des fonctions affines minorant f. Tout comme
dans la section précédente, supposons que z* est le point d’itération actuel et
que pendant le processus d’optimisation, nous avons obtenu les points ¢/ €
IR?, j = 1,..,k et les informations correspondantes f(y?) et & € 8f(y’)
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grace A l'oracle. Par définition d’un sous-gradient en 9 pour f, nous avons
que . _ '
fl@)> f@ )+ <€&z-y > VreR™

Par conséquent, la fonction convexe définie pour z € IR™ par
¢F(z) = max {f(y/)+ < &,z -y > |j € Ji}

minore f oit Jy C {1,...k}. Cette fonction est appelée modéle du plan sécant.
En utilisant I'expression de ’erreur de linéarisation

of = f(@k) — )~ <ok —yf > e,

le modéle de plan sécant peut étre réécrit en terme de z*

¢*(z) =max {f(zF)— < &,aF —yf > -+ <&,z -y > |j € Ji}
= max {f(z*)+ < &,z — z* > —ag? | 7 € Ji},

ou encore
o*(z) = f(zF) + max {< ¢z —zh > —a?ljeJk}. (3.5)

En utilisant ce modeéle, une direction de recherche en z* pour f est obtenue
en résolvant le probléme

d* = argming, {©*(zF + d) — (=)}

= argming max {< ¢’,d > Ha;? |7 € Jx} (3:6)

En ajoutant une variable, le probléme (3.6) peut &tre reformulé en un pro-
bléme de programmation linéaire ordinaire

ming, g v

sc. <&,d>-af<v je (8.7)

L’inconvénient du modeéle du plan sécant est que la solution du probléme (3.6)
peut ne pas étre bornée. Pour éviter cela, une stratégie consiste a ajouter
une contrainte de norme sur d dans (3.7). Le probléme devient alors

mingg v
s.C. <gd>-ach<v jed (3.8)
slldll® < p,

olt p > 0 est le rayon de la région de confiance. Une autre stratégie consiste
4 ajouter un terme quadratique & la fonction objectif du probléme (3.7).
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Ceci permet d’éviter 'apparition de la contrainte quadratique. Le probléme
devient alors
min, ¢ v+ %u“d“2

s.C. <&.d> —a;-“ <v jeEJ, (8:9)

otl u > 0. On peut démontrer que les problémes (3.8) et (3.9) sont équiva-
lents de la maniére suivante :

— Si (v*, d*) est solution de (3.8) et si u* est le multiplicateur de Lagrange
associé & la contrainte quadratique alors (v*,d*) est solution de (3.9)
ol u = u*.

— Si (v*,d*) est solution de (3.9) alors (v*,d*) est solution de (3.8) ot
p = 3zlld*|.

Puisqu’il est difficile de choisir la valeur de p dans le probléme (3.8), les mé-
thodes faisceaux (approche primale) utilise le probléme (3.9) pour calculer
la direction de recherche d¥. L'intérét de 'utilisation du probléme (3.9) ré-
side également dans 'expression de son dual Lagrangien. En effet, comme le
montre la proposition suivante, le probléme dual de (3.9) n’est autre que le
probléme (3.4) qui consistait & calculer une approximation de la plus forte
direction d’ € descente.

Proposition 3.2.1 Le dual Lagrangien du probléme (3.9) est

min %” EjeJk )\jfj”? ¥ uzje.]k /\jag?
s.c. Aj 20 Vjied;
Yienti=1

Si {A‘l;}je_]k est solution du dual lagrangien alors la solution (vF,d*) de
(8.9) est donnée par

S 1 .
Ik:—-— k2_—f\7 k’:—-— kj
L T e D LN

JEJ

v ek ke ~k __ k k&
0w £ =) e, A8 et & =3 e 5 Ao
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Preuve :

1. Le Lagrangien associé au probléme (3.9) est

1 )
L(v,d,)) = v+ sulld]® + 3 (< &,d> —af — v).
JjeJ

La fonction duale est 0(\) = min, 4 L(v, d, A). Pour trouver le minimum
de L(v,d, \), on résout le systéme

Vol(w,d ) =1-Yenk =0,
VdL('Ua d: )\) = ud + EJ'EJk /\jfj = 0.
v=0etd= —% Zje g ;€7 est solution du systéme. La fonction duale

devient alors

0(A) =2es A< &, —% 2 e, A&l > *04?)
+3ull = £ Xjeq MEI
= 5l 2ien, MEN2 = 3 < Yjes, M Yges, M€ >
- Eje.fk )\jaﬁ
= _2%“ szJk Aj§j||2 - EjEJk }‘jaf-

Par conséquent, le probléme dual est

1 .
max —g:l Xjeq, MEN? — Ejes, Ajo
S.C. ZJGJ.I: AJ - 1

)\3" >0 VjeJd,

ou encore

—min || 3 e MNP+ X e, Nk

Aprés multiplication par u > 0 de la fonction objectif de (3.10), on
obtient ’expression désirée du probléme dual.
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2. En utilisant la condition de complémentarité, nous avons

Yo M(< g, d* > -k k) =0.

Jjedx
Or,
ko k _ k k k .k
Z'\ Yien Ay <&,d° > = Yjep Ajoy
JEJk
=1
=< & —2 ZJEJk Ajed >~
— _lncky2 _ 7k
= —|I€"I* — a*.
O
On déduit immédiatement de (3.9) que la solution en v est v = (33’"' +

d*) — f (m") c’est a dire la dlmmutlon attendue de f lorsque l'on se deplace
de z* a z* + d*. Remarquons que v* est nécessairement négatif car ab est
positif par définition.

— Si v* = 0 alors ¥ minimise f car &* € 94 f(zF) et

P =g, = E=d=y,
=5 =

d’'ot 0 € af (zF).

— Si v* < 0 alors on s’attend & ce que d¥ soit une direction de descente.
Cependant, I1 peut arriver que cela ne soit pas le cas puisque ’'on
travaille avec ©F, une approximation de f. La stratégie des méthodes
faisceaux est alors la suivante :

— On pose y"“"'1 = z* 4+ d* le nouveau point de test.

— Si f(y**!) < f(2*)+mo* pour un m € (0,1) alors la diminution de f
est jugée suffisante et un pas sérieux est pris en posant g¥+1 = yh+l,

— Sinon, la diminution n’est pas jugée suffisante et un pas nul est pris
en posant zF*! = z¥. Dans ce cas, le nouveau modéle de plan sé-
cant pFt1 doit inclure le sous-gradient en y*+1 ie. k+1 € Jy4q afin
d’obtenir une meilleure direction de recherche & l'itération suivante.
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Remarquons que la procédure dans son entiéreté peut étre interprétée en
terme de deux boucles imbriquées : une boucle intérieure définie par des pas
nuls consécutifs qui est & la recherche d’une direction de descente adaptée et
une boucle extérieure définie par des pas sérieux qui produisent la diminu-
tion de la fonction objectif.

Pour clarifier les idées décrites précédemment, nous résumons la méthode
faisceau par l'algorithme suivant :

Méthode faisceau

Soit % > 0, m € ]0,1[ et un point de départ z° € IR".

1. Obtenir f(z°) et £° € 8f (z°) par l'oracle.

2. Initialisation : Jo = {0}, o = 0.

3. Pour £ =0,1,...

4.  Résoudre le probléme (3.9) ou son dual (3.4) pour obtenir v* et d*.
5 Si v* =0 alors STOP = z* est minimum de f.

6. On pose yht! = gb 4 g,

7. Obtenir f(y*+1) et 81 € 8f(y*+1) par l'oracle.

8. Si f(y*t1) < f(2*) + mat alors {pas sérieux}

9

: Poser ghtl = yk+l,
10. Poser a;?“ = off + f(z*+) — fla*)— < ¢idb > Vje .
11. Poser a‘;gﬂ =0.
12.  Sinon {pas nul}
13, Poser g#t1 = gk,
14. Poser aﬁﬂ_ = f(z*) — FtT)+ < £FHL,d >,
15.  Fin si
16. Poser Jyp1 C JpyU{k+ 1} avec k+ 1 € Jpy.
17. Fin pour

3.3 Améliorations pratiques

Pour obtenir un algorithme efficace, il reste a discuter du choix du para-
métre u et de la taille du faisceau. Faire varier intelligement u est essentiel
pour que la méthode faisceau soit performante. En effet, si u est grand, la
solution en d du probléme (3.9) sera assez petite et si u est petit, la solu-
tion en d du probléeme (3.9) sera plutdt grande. Quelques heuristiques ont
é&té inventées sur base de cette remarque. Quand frop de pas nuls sont pris,
u doit étre augmenté pour forcer le point de test & étre plus proche de z*
et ainsi obtenir un modéle plus précis. D’autre part, quand trop de petits
pas sérieux sont pris, u doit diminuer pour permettre au point de test de se
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trouver & une plus grande distance de zF pour ainsi espérer prendre de plus
grands pas.

Par ailleurs, remarquons que rien n’est mentionné dans la méthode faisceau
pour éviter que la taille du faisceau |Ji| ne grandisse sans borne. De plus,
la méthode peut ne pas converger si Ji est choisi trop petit. La solution
proposée par Kiwiel consiste & ajouter au faisceau le sous-gradient agrégé
& = Ycn Mt et @ = Y 4e, Aok, Plus précisément, Kiwiel a démon-
tré la convergence de la méthode faisceau en incluant dans le faisceau (de
I'étape k+1) €L £F et tout sous-ensemble de sous-gradients présents dans
le faisceau & 1’étape k. On s’attend bien entendu & ce que des faisceaux riches
en informations donnent lieu & des convergences plus rapides. Il faudra donc
faire un compromis entre vitesse de convergence et utilisation de mémoire.
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Chapitre 4

Méthodes du Point Proximal

Dans ce chapitre, nous examinons les méthodes faisceaux d’un point de
vue différent. Nous construisons un algorithme qui généralise les méthodes
faisceaux en différents points. Par exemple, il permet l'utilisation de modéles
plus généraux que le modéle du plan sécant utilisé dans les méthodes fais-
ceaux. De plus, cet algorithme est conceptuellement facile & généraliser pour
qu'il tienne compte des erreurs produites lors de I’évaluation de la fonction
objectif et de ses sous-gradients. Nous développerons une telle extension dans
le chapitre suivant.

Jusqu'ici, notre objectif était de construire & chaque itération une direction de
descente pour la fonction objectif convexe non différentiable f & partir d’in-
formations collectées dans un voisinage de l'itéré. Dans ce chapitre, nous dé-
sirons construire une fonction convexe différentiable approximant la fonction
f telle que les minimums de f et de son approximation coincident. Puisque
la fonction approximante, appelée régularisation de Moreau-Yosida de f, est
convexe et différentiable, nous pourrons alors utiliser les méthodes d’opti-
misation classiques telles que la méthode du gradient, la méthode BFGS

4.1 Régularisation de Moreau-Yosida

Soit f : IR" — IR une fonction convexe. Considérons la perturbation
quadratique fpr : IR™ x IR™ — IR définie par

Fual@,) = 1) + 3y — all3

ol M est une matrice symétrique définie positive. Pour = € IR™ fixé, la fonc-
tion y — fa(z,y) est fortement convexe puisque f est convexe et la fonction
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y — ||y — 2|3, est fortement convexe (Vy € R" V; tlly—z|3 =M ot M
est définie positive). Dés lors, pour z fix¢, la fonction y — far(z,y) admet
un unique minimum et la définition suivante a du sens.

Définition 4.1.1 Soient f : IR™ — IR conveze et M € S™ ot M > 0. La
fonction far: IR — IR définie par

fu(x) := rx;in fM(m,y) (4.1)

est lo régularisation de Moreau-Yosida de f associée & la mélrique M.
L’unique minimum dans (4.1) noté p}fu (z) est appelé point prozimal de x
associé ¢ f et M.

Remarque 4.1.1 Le minimum dans (4.1) est obtenu lorsque 0 € 3, fru(z,y).
Par la Proposition 2.1.4, il est clair que

Oy fu(z,y) =0f(y) + 30 lly — =y

=0f(y) + M(y — x).

Puisque y = pid(:c) est l'unique minimum, on conclut que p{v_, (z) est unique
point y € IR" tel que
M(z —y) € 0f(y).

Commencons par établir les propriétés de la régularisation fas.

Théoréme 4.1.1 La régularisation de Moreau-Yosida posséde les proprié-
tés sutvantes :

1. fum est conveze et minore f.

2. fum est différentiable avec pour gradient
Viu(@) = siy(@) = M(e — pjs(2)) € 0 (p}s(a)).  (4.2)
3. Vfu est Lipschitz continu sur IR™ de constante Amax(M) i.e.

Vz,z € R ||V frm(z) = VIin(2)] < Amax(M)||z — 2]|.

34




Preuve :

1. Soient z1,m9 € R™ et ¢ € |0, 1[. Posons y; = pﬁ,f(:r:l) et yo = p{d(mg).
On peut écrire successivement

tfm(z1) + (1 — ) fm(22)
=t (1) + (1 = )7 (w2) + $llwn — mll%, + S5 lye — 2ll3,
> £ty + (1= t)y) + Sllys — 21l + 52 e — 3l
> f(tys + (1~ hye) + Slitn — z1) + (1 — ) (va — 22) I3
= (&) + 5113 — tz1 — (1 — t)zall},
> min, e {f () + 3lly — to1 — (1 — H)zal3,}

= fm(tz1 + (1 — t)za),

d’olt fpr est convexe. De plus,
Vo € R fi(z) = min Fu(z,y) < fulz,z) = f(2),

d’oll fps minore f.

2. 11 suffit de prouver que fj,(z,d) = (M(z —piJ(m)))Td VYd € R" car
alors

Ofu(z) ={{€eR"| <{d>< f'(z,d) VdeR"}
={teR"| <&d>< < Mz —pl (z)),d> VdeR"}
={teR"| <&—M(z—pl(z),d><0 VdeR"}

= {M(z — pl,(2))},

et par la Proposition 2.1.2, on peut conclure que fas est différentiable
et que Viy(z) = M(xz — pjfw(m)) De plus, par la Remarque 4.1.1,
M(x — ply(a)) € 8f (ph(@)).
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Soient d € IR"™, d # 0 et t > 0. Alors

fulattd—fuls) £l @)1/l (@) —a—tdl|}, — far ()
o] t

_ [l @)+ /2)llph ()R +(E 2l
t

E? t< M(m—p{l{w)),{b—fM (z)
t

= (t/2)ldl3,+ < M(z — pl,(z)),d >

d’ou fi(z,d) << M(:E—p{/[(a:)),d > Vd € IR™. Puisque f},(z,.) est
convexe (admis), nous avons

0= Fhyle, 3+ 5(-D) < 3 Tbe(m ) + 5 frelo,—d)
et
fjlw(m:d) 2 —fﬂd(ﬂ'),—d)
> — < M(z — ply(2)), —d >
=< M(z — pl;(2)),d > .

Par conséquent, fis(z,d) = (M(z — pL(a:)))Td pour tout d € IR™.

. Soient z,z € IR"™. Par la deuxiéme partie du théoréme, nous avons
Viu(e) - Viu(z) =M@ - pl(@)) - M(z —pj(2))

=M(z—2z)— M(p{/f(m) —pf:d(z))

En prenant le produit scalaire des membres de gauche et de droite avec
MYV fm(z) — Vfa(z)), on obtient

IV i (@) = Vim(DN3- =< Viu(@) = Vim(z),z -2 >

— < Vim(@) — Viu(2), ph(z) — 0y (2) > .

Puisque Vim(z) € Bf(pﬁ,[(w)), Viu(z) € af(p{,[(z)) et I'opérateur
Of est monotone (par la Proposition 2.1.6), nous avons

< Vfu(z) - VfM(z),pﬁd(a:) -—pﬁ,[(z) >>0.
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En utilisant ’expression précédente et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on obtient

IV (@) — Vi@ Byer < < Vinela) = Vim(e)z— 2 >
< IV fu(@) — Vin(@| Iz - 2.

On obtient finalement que

Amin(M NV far(z) — Vim(2)|| < [z — 2.

O

La régularisation de Moreau-Yosida est en fait une approximation de classe
C! qui peut &tre rendue arbitrairement proche de la fonction originale non
différentiable. Le lemme suivant en témoigne.

Lemme 4.1.1 Si Apin(M) — o0 alors fu(z) = f(z) et P{A(ﬁ‘f) — & pour
tout x € IR™. De plus, pour M > 0 fizée, si p [ oo alors

fum (@) 7 £ (=),
lp s (z) — =]l \ 0.

Il est maintenant temps de démontrer ’équivalence entre minimiser fas et
minimiser f. Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1.2 Pour tout z € IR",

F@0he(@)) < F(2) = sty (@) 301 (4.3)

Preuve : Par (4.2), s (¢) = M(z — pl,(z)) € 8f (p),(z)) d’on
f(z) > f(pﬁ,[(:c))+ & si,[(:ﬂ),:v —pr(sc) >
Or, z — p{,[(a:) = M‘lsﬁf(w). On obtient alors

f@) > fl @)+ < sl (@), M~1st (z) >
= f(ph(@)) + 5 (@)1
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Théoréme 4.1.2 Les assertions sutvantes sont équivalentes :
1. T minimise f;
2. ph,(z) =%;
& 3{,[(5:) =il
4. T minimise far;
5. f(pl (&) = £(®);
6. fm(z) = F(Z).

Preuve : _

1= 2. SiZ minimise f, alors y T mlmmlse la fonction y — fm(Z,y) =
f@) + lly — 2% donc z = ;pM( Z) car pM (Z) est I'unique minimum de
y = fu(@,y).

23 carsh, (%) = M(T — pl,(3)).
34 car Vigy(Z) = S}fﬂ(i‘) et far est convexe.
4=5 card=3=2=05.

5=4 car b =3 = 4. En effet, par le lemme 4.1.2 , ||3{4(:T;)||%4_1 <0 dou

st (%) =0.

s 2||PM($) — %||2,. Puisque 5 = 2, on

5 = 6 car fy(T) (pi,f(
u(®)) = ().

conclut que fup(Z) = (
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6 = 1.

1@ =@
= [(p}s(3)) + 31, (@) — 213,
< 1(3) — llsfgll— + 310, () — 23, (par (4.3))
= f(@)- < M7IM(Z — p}, (7)), M(z - p},(3)) >
+lp, @) - 23
= [(3) - I}, (@) — 313 + 3lIphe(2) — 213,

= 1(@) - 3llpl(3) — 3113,

d’ot 2 et 3. Par conséquent, 0 = s{,f(.f?:) € Bf(pi,‘,(i)) = 0f(Z).
O

On remarque suite a ce théoréme que minimiser fas est équivalent & mini-
miser f dans le sens ol elles ont les mémes valeurs minimales et les mémes
minimums. Par ailleurs, fas posséde un gradient Lipschitz continu sur IR™.
La fonction fjs est donc une candidate idéale pour une méthode d’optimisa-
tion différentiable classique telle que la méthode BFGS. Malheureusement,
une telle approche présente un inconvénient de taille. En effet, 'évaluation de
far(z) et de son gradient est elle-méme un probléme d’optimisation aussi dif-
ficile que le probléme de départ (excepté le faible gain de la forte convexité).
Pour commencer, nous allons ignorer cette difficulté afin de décrire le concept
de I’algorithme du point proximal. Cet algorithme servira ensuite de fonda-
tions pour une version plus implémentable oil des erreurs dans I’évaluation
de far(z) et de p{,[ (z) seront tolérées.

4.2 Algorithme du point proximal

Par le Théoréme 4.1.2, minimiser f est équivalent & trouver un point
fixe & Vopérateur prox p{,I d’ou litération zf+! = p{d (z*) pour trouver un
minimum de f. Cet algorithme est connu sous le nom d’algorithme du Point
Proximal.
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Algorithme du Point Proximal (métrique fixée)
1. Choisir 2% € IR”™ et M > 0. Poser k = 0.
2. Calculer zFt! = pﬁ,[(m’“) en résolvant le probléme

: 1 k(2

min {f(y)+=|ly — = .

min (70) + 5l ~ =)

3. Si zF+1 = zF alors STOP = z**! est minimum de f.
4. Remplacer k par k + 1 et retourner & I'étape 2.

On peut démontrer que pour lalgorithme du Point Proximal, z* converge
vers un minimum si il en existe. La convergence de 'algorithme n’est pas
démontrée car ce dernier constitue une base théorique pour des versions plus
implémentables ol les preuves seront décrites dans les détails.

Remarque 4.2.1 En remplagant pif(ﬂ:) par © — M~'st (z) (voir (4.2)),
Valgorithme du point prozimal peut étre réinterprété tel une méthode du gra-
dient préconditionné appliquée & far

bt = of — MV far(aF),
ou tel une méthode du sous-gradient préconditionné appliquée & f
o+l = ok — MR, € = of (a¥) € B (P} () = OF (=" ),

ot le sous-gradient utilisé & litération k est un sous-gradient du point d’ité-
ratton k + 1.

4.3 Algorithme du point proximal & métrique va-
riable

I’algorithme du point proximal fonctionne quelque soit le choix de la ma-
trice symétrique définie positive M dans la régularisation de Moreau-Yosida
d’ott la question du choix de M pour obtenir une convergence rapide. Nous
étions déja confrontés & une telle question concernant le parameétre u dans
la, méthode faisceau. Considérons la taille de M en terme de valeurs propres
pour comprendre 'intérét d’un choix judicieux de ce paramétre.
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De grandes valeurs propres de M produisent moins de lissage, moins de
“smoothing”. En effet, selon le Lemme 4.1.1, plus Amin(M) est grande
et plus les distances |f(z) — far(z)| et |l — p{,f (z)|| sont petites ce qui
signifie que far(z) et p{w (z) sont plus faciles & évaluer. Cependant, un
plus grand nombre de pas dans ’algorithme du point proximal sont
nécessaires pour converger vers un point e-optimal.

De petites valeurs propres de M produisent plus de “smoothin fg
donc davantage de travail dans I’évaluation de far(z) et de py, (:c)
Cependant, un plus petit nombre de pas dans lalgorlthme du point
proximal sont nécessaires pour converger vers un point e-optimal.

Le choix de la métrique M s’apparente donc & un choix entre la quantité de
travail d'un pas de I'algorithme du point proximal et le nombre de pas néces-
saire pour obtenir un point e-optimal. Une métrique “optimale” en terme de
travail total nécessaire est donc difficile & définir mais il est clair qu’elle doit
dépendre & la fois du comportement de la fonction objectif et de la nature
du critére d'arrét pour 'approximation de p{/[(:r:) C’est pour cette raison
que l'on utilise une métrique variable My, qui sera ajustée par ’algorithme
a partir d’informations (collectées pendant le processus d’optimisation) au
sujet de la fonction et ce, dans le but d’accélérer la convergence et au prix de
I’interprétation de Moreau-Yosida qui disparait. L'algorithme de la section
4.2 devient alors :

Algorithme du Point Proximal (métrique variable)
1. Choisir z° € IR™ et My > 0. Poser k = 0.
2. Calculer zh+1 = p&k(mk) en résolvant le probléme

1 k)2
min f@)+=lly—= e

3. Si zF+l = 2* alors STOP =  z**! est minimum de f.
4. Choisir My41 > 0, remplacer k par k + 1 et retourner & 1’étape 2.

4.4 Méthode du point proximal approximé

Dans cette section, nous admettons que 1’algorithme du point proximal
pur est irréalisable en pratique car chaque itération consiste en un probléme
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d’optimisation qui doit &tre résolu itérativement. Pour surmonter cet obs-
tacle, nous utilisons une condition d’arrét afin d’obtenir une terminaison
finie de cette boucle “intérieure”. L’algorithme en résultant doit ensuite étre
analysé afin de s’assurer que 'utilisation de la condition d’arrét ne détruise
pas la convergence de la boucle “extérieure”. Commengons par étudier un
critére d’arrét conceptuel qui ne peut &tre implémenté pour ensuite déduire
un critére d’arrét suffisant qui peut l’atre.

4.4.1 Condition d’arrét conceptuelle

A Vitération k, nous avons le point z* et une matrice symétrique défi-
nie positive My jouant le réle de la métrique qui rappellons le peut varier
d’une itération extérieure & I'autre. La boucle intérieure qui calcule faz, (z¥)
et p{dk (z*) s’arrétera en un point zF+1
dérons le critére d’arrét suivant

satisfaisant un critére d’arrét. Consi-

F(5*) < F(ab) — mo® (1.4)
ot m € (0,1) est une constante et

&% := f(2*) — fag, (25). (4.5)

Notons que 6% > 0 avec égalité si et seulement si z*¥ minimise f par le

Théoréme 4.1.1 (1) et le Théoréme 4.1.2 (6). Cette condition ne peut bien
entendu pas étre testée directement car fas, (z*) n'est pas calculable. Plus
tard, le Théoréme 4.4.3 décrira une condition d’arrét implémentable qui en-
trainera (4.4) mais pour l'instant, nous considérons directement (4.4). Les
deux théorémes suivants nous montrent que le critére d’arrét (4.4) entraine
une terminaison finie de la boucle intérieure et la convergence de la boucle
extérieure.

Théoréme 4.4.1 Soient M* et a* qui n’est pas minimum. Soit {y’} C
IR™ une suite qui converge vers p{lk (z%). Alors, il eziste un J € IN tel que
bt = yJ satisfait la condition (4.4).
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Preuve : Par (4.5), nous avons

&% = f(z*) - far(z¥)
= f(z*) — F ol (%) — 3Pl &) — 2113, (4.6)

< J(ab) - 1oy, (2).
Puisque 3/ — p{,[k (z*) et f est continue, on sait que f(y’) — f (pﬁ,[’L (z*))
d’ott il existe un J € IN tel que

IF(7) = £ (ply, @) < (1 — m)o*
ce qui entraine que
—f (o} () < (1= m)s* — f(y”).
Combiné 3 (4.6), on obtient
8 < fab) - fy") + (1 - m)o*

ou encore
fy7) < f(z*) - ma",
d’ou zF*! = 5/ satisfait la condition (4.4).
O

Théoréme 4.4.2 Soit la suite {M} C S™ telle que My > 0 pour tout k
et © ,

— =00. 4.7
)\max(Mk) ( )

k=0

Supposons que la suite {z*} est bornée et qu’elle satisfait la condition
(4.4) pour tout k. Alors, tout point d’accumulation de {z*} minimise f et

f(z*) = ming f(z).

Preuve : La suite {f(z*)} est décroissante car la suite {z*} satisfait la
condition (4.4) et {f(z*)} est bornée car {z*} est bornée et f est continue.
Par conséquent, f(zF) = f ot f > —o0.

De nouveau par (4.4),

mé* < f(a*) - fa*).
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Pour tout K > 0, on obtient
K K
my_ & <N (F(@*) - f@*) = F°) - Fle™ ).
k=0 k=0

La suite des sommes partielles {3 1, 6%} xeIN est une suite croissante alors
que le membre de droite tend vers f(z°) — f quand K — oo. Par conséquent,
>k 0F converge et 6% — 0.

En partant de la définition de 6%, on obtient la suite d’inégalités suivantes :

& = f(a") — fag(z")
= f(a*) — f(ply, (@) — §llphs, (&%) — 13,
> f(a¥) — £(@*) +lIshy, ()31 — $lipg () — 2¥IRg,  (par (43))
= 3llshs, @I, (par (4.2))

> Ly llshe, @)

Puisque 3", % converge, ¥, %[lsﬁ,[k (2*)]12/ Amax (M}) converge. Par (4.7), on
conclut que {ska (z*)} doit avoir 0 comme point d’accumulation. Puisque
{z*} est bornée, on peut en extraire une sous-suite indicée par I C IN telle
que limyer ¥ = 7 et limges sﬁ,‘, (z*) = 0. On peut alors utiliser la formule
du transfert pour transformer le sous-gradient sf M, (2 k) € af(pf M, (z*)) en un

k k

g"-gsous-gradient de f en x

e = f(a*) - flply, (a")— < s (a%), 2% — pl, () >
= [(a*) — F(ply, (%) = llz* — plz (29) 1134,

= f(a*) = fan(2F) — Fll=* — phy, (@3,

ol

= o* gﬁm _PMk( ”

44



Dot ¥ — 0 implique e — 0. Par la Proposition 2.3.4, on peut alors
conclure que # minimise f i.e. f(Z) = min, f(z). Puisque f est 'unique point
d’accumulation de {f(z*)} et limges f(2*) = min, f(z), f doit étre égal &
ming f(z) et tout autre point d’accumulation de {2*} doit aussi minimiser
i

O
L'hypothése (4.7) du Théoréme 4.4.2 mérite quelques commentaires. La condi-
tion (4.7) sur la suite { M}, } signifie grossiérement que M}, peut grandir jusque
I'infini mais pas “trop rapidemment”. Remarquons que le théoréme est for-
mulé de telle facon que la suite {My} est spécifiée a priori mais, en fait,
chaque matrice M, peut étre générée a postériori par la boucle intérieure
pour peu que toute la suite obéisse a (4.7).

4.4.2 Condition d’arrét pratique

Cette section présente une condition implémentable suffisante pour la
condition d’arrét conceptuelle (4.4). Elle est basée sur le remplacement de
f par un modéle minorant ¢ pour lequel le calcul du point proximal est direct.

Théoréme 4.4.3 Soient z* et M. Soit ¢ : IR® — IR une fonction
conveze qui minore f. Définissons m := p‘}’f{k (z*). Alors,

f(m) < f(ab) = m(f (") - o(m) (4.8)

implique la condition (4.4) avec z*+' = 1. De plus, si ¥ ne minimise pas

f alors il eziste p* > 0 indépendant de ¢ et de w tel que f(m) —p(w) < ok
implique (4.8).

Preuve :
1. Pour la premiére conclusion, il suffit de prouver que far, (z¥) > ()
car dans ce cas, (4.8) implique
f(m) < £(2*) = m(f (@) - fa, (7))

&k

qui implique & son tour (4.4) avec zF*!

Puisque ¢ minore f, il suit que @py, minore fag, d’oll

=T.

Fin (@) > oug, (&) = olm) + 5llm — HBg 2 0(m). (49)
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2. Soustrayons @(7) des deux membres de I'inégalité (4.8) pour obtenir
la condition équivalente

() = p(m) < (1 =m)(f(z") = (m)). (4.10)

Puisque §* = f(z*) — far, (z%) < f(&*) — (), posons p* = (1 —m)é*
pour montrer que f(m) — p(m) < p¥ implique (4.10) et donc (4.8).
Finalement, p* > 0 car 6* est strictement positif si z® ne minimise pas
;A

O

Remarque 4.4.1 La preuve du Théoréme 4.4.3 ne nécessite pas vraiment
que @ minore f. La preuve a uniquement besoin de l'inégalité cp(pM (z*)) <

f(pMk z*)) afin dobtenir far, (z%) > oug, (aF) dans (4.9). Mais puisque

pﬂdk (mk) est inconnu, il est plus sdr d’utiliser un modéle minorant f glo-
balement.

Les deux affirmations du Théoréme 4.4.3 nous permettent de conclure que si
l'on dispose d’un algorithme construisant un modéle ¢ suffisamment proche
de f, alors 'utilisation du point proximal de ¢ suffit pour obtenir la conver-
gence décrite dans le Théoréme 4.4.2. De plus, le modéle ¢ doit seulement
étre proche de f au point proximal 7.

Le rapport entre la méthode du point proximal approximé et la méthode
faisceau peut maintenant étre décrit. Pour que la méthode du point proxi-
mal approximé ressemble & la méthode faisceau, la métrique utilisée dans la
régularisation de Moreau-Yosida doit étre de la forme My = ul et la fonc-
tion modéle doit correspondre au modéle du plan sécant construit a partir
des linéarisations de f aux différents points proximaux approximés. Le cal-
cul de pf; (z*) correspond & la résolution du sous-probléme de direction de
recherche pour calculer le nouveau point test. Les itérations extérieures de la
méthode du point proximal approximé correspondent évidemment aux pas
de descente de la méthode faisceau. Les itérations intérieures sont les pas
nuls qui améliorent le modéle en ajoutant de nouveaux sous-gradients jus-
qu’a ce que la condition d’arrét (4.8), identique au test de descente dans la
méthode faisceau, soit vérifiée.

La méthode du point proximal approximé est évidemment plus avantageuse
que la méthode faisceau puisqu’elle généralise en quelque sorte la méthode
faisceau. En effet, la méthode du point proximal approximé permet 1'utili-
sation d’une métrique arbitraire My, d’un modeéle convexe arbitraire ¢ et
d’une boucle intérieure arbitraire pour améliorer le modéle.
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4.4.3 Ameélioration du modéle

I’algorithme de recherche d'un modeéle ¢ tel que f(m)—¢(m) soit suffisam-
ment petit détermine les itérations intérieures, indicées par j, de la méthode
du point proximal approximé. Pour simplifier les notations, on supprime l'in-
dice k de la boucle extérieure des quantités comme z* et M}, puisque toutes
les actions prennent place & I'intérieur d’une itération extérieure. La notation
du point proximal peut alors &tre simplifiée par :

Y o=pl(z) ¢ = sl(a) = M(z— ') € 0 (3). (4.11)

Finalement, pour toute fonction convexe 47, 1a notation de la pertubation
quadratique est simplifiée par :

P @) = Byo,m) = 1) + 5ly — 1By

Nous allons construire une suite de modéles {p7} de tel facon que f(y7) —
@l (y?) = 0. Par conséquent, le Théoréme 4.4.3 nous garantit que la condi-
tion d’arrét (4.8) sera satisfaite en un nombre fini d’étapes si  ne minimise
pas f. Si 2 minimise f alors nous verrons que y? — z. L’algorithme utilisera
la fonction agrégation I9 : IR™ — IR définie par

Bly) =)+ <gy—v' >. (4.12)

Puisque ¢/ €d¢7(y7), ¥¥ minore /. Le lemme suivant nous montre que la
perturbation quadratique de la fonction agrégation I7 est centrée en y7.

Lemme 4.4.1 L’égalité suivante est vérifice :

B(w) = F) + 5l -1 (413)

Preuve :

Uy) = @)+ <gy—9 > +3lly -2l
=@l (yf)— < M@y —2),y — v’ > +3ll7 —2) + (v — 1)l
= () + 5! — =i + 3y — 9 ll3s
= V() + 3lly? — 2llas + 3lly — 113
=0 (y?) + 5lly — 113
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Nous imposons trois conditions sur les modeéles @’ pour tout j :

¢tHy) < f(y) VYyeR", (4.14)
ety) > fh)+ <s()y—y > VYyelRY, (4.15)
e tly) >V (y) vyeR", (4.16)

ot s(y7) est le sous-gradient de f en y! retourné par l'oracle. La premiére
condition est I’habituelle propriété de minorisation, les deux suivantes in-
diquent comment le nouveau modéle doit &tre généré une fois I calculé. Par
exemple, les modéles

. Choix maximal (modéle du plan sécant) :
Pt (y) = max { f(y")+ < s@y)y—y' > [i=0,.5}

; Choix minimal : . ' .
ot (y) = max { F(y), fy)+ < s(@)y—9 >}

. Choix intermédiaire : . . _
Pt (y) = max [ {¥(y)} U{f @)+ < s(y)y—y' > [i €/ }]ou
P c{l,..j}avecjel’.

vérifient les trois critéres. Bien entendu, d’autres modéles sont possibles.
La matrice M définissant la métrique ne peut étre totalement arbitraire. En
effet, la suite { M} doit satisfaire (4.7) pour qu’il y ait convergence. Il est
donc raisonnable d’imposer une borne telle que

M < vl < oo. (4.17)

Par conséquent, le spectre de M est compris dans V'intervalle (0,v] C (0, 00).
Avec ces définitions et contraintes, la convergence des itérations intérieures
peut étre démontrée.
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Théoréme 4.4.4 Etant donnéx € IR". Supposons que les fonctions convezes
{¢7}, la métrique M et les points de test {3’} vérifient (4.11),(4.12) et
(4.14)-(4.17). Alors,

@) - (@) = 0, (4.18)
v’ —)pfu(:c). (4.19)
Preuve :
1. Considérons la suite d’inégalité suivante :
f(@) 2 ¢t () (par (4.14))
= "t (z) + 3lle — =l
= ¢t (z)
> G () (par (4.11))

— () + Hll -l

= Uyt + glly* —alf,  (par (412))

- fj+l(yj+1)

> P + 3l - alll,  (par (4.16))

= H(y*)

=0 + 5l =5 (par (413))
De ces relations, on peut déduire que

- la suite {I7(y7)} est croissante et bornée supérieurement par f(z)
d’ou {V/(y’)} est convergente.

- ?j“(yﬁ"“) _ fj(yj)l ) %“yﬂl — 4|2, > 0 don Yy tt — gyl 0.

—+ 0
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9. Soit y € IR™. Puisque f > ¢/ > %, nous avons que

F@) +3lly -l =8 +3ly - =l
=) .
=U(y) +3lly -7 l13  (par (4.13))

Puisque {i7(y7)} est convergente, la suite {y — 3’} doit étre bornée.
Par conséquent, la suite {y’} est bornée.

. Les conditions sur les modéles impliquent que

@Y - @) > et - f0)  (par (4.14))
> <s(y), "t —y? > . (par (4.15))

Puisque {yj } est bornée et que la fonction f est Lipschitz continue sur
les ensembles bornés, nous obtenons

1@+ — )] < Ll =47,

d’o f(yt!) = f(y7) — 0 (car y/*! —¢7 = 0).

D’autre part, la suite {s(y”)} est bornée car {7} est bornée et le sous-
différentiel est borné sur les ensembles bornés. Par conséquent,

< s(y?), 7t —yf >— 0 car ¢t — ¢ > 0.

On peut alors alors conclure que i+ (y7*+1) — f(y?) — 0 et

Pt — fY) = o - £ + F(7) - FPTY) - 0.

. Puisque la suite {y7} est bornée, il suffit de prouver que tout point
d’accumulation ¥ de {37} est égal & pﬁl(:c)

Supposons que ¢/ — ¢ pour j € K C IN (K infini). Alors, pour tout
j € K et y € IR™, il suit de la définition du sous-différentiel que

f) 2o y) > ')+ <gy -9y >. (4.20)

Puisque limjex f(y/) = f(#) (continuité de f) et o (y? =g (") — 0,
nous avons que limjex ¢’ (y?) = f(§). De plus, limjex ¢/ = M(z — §).
En passant 3 la limite pour j € K dans (4.20), nous obtenons pour
tout y :

fly) > f@)+ < M(z—g),y—§ >
ie.g=M(z—19) €df(y)doug= p{d(m) par la Remarque 4.1.1.
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Corollaire 4.4.1 Sous les hypothéses du Théoréme 4.4.4, * minimise f
si et seulement si y! — x.

Preuve :
= : Si z minimise f alors, par le Théoréme 4.1.2, pfu(sc) = dott y/ —
pﬁ,[(:c) = z par (4.19).

< : Si g/ — z alors, par (4.19) et par unicité de la limite, pi,[(:r:) = &
d’olt £ minimise f par le Théoréme 4.1.2.

O

4.4.4 Algorithme du point proximal approximé

Terminons par assembler les différentes piéces du puzzle pour obtenir
I’algorithme du point proximal approximé. La convergence de I’algorithme
est démontrée dans un unique théoréme et un théoréme supplémentaire nous
indique qu’un point &-stationnaire peut étre obtenu en un temps fini.

Algorithme du point proximal approximé

Soient Umax > 0, €101 > 0, m € (0,1) et un point de départ z? € IR™.
1. Pour £ =0,1,...

2. Choisir My, tel que 0 < My < Umax.

3. Choisir un modéle ¢! minorant f tel que o' (z*) = f(z*).

4 Poser j =0.

5.  Répéter

6. jei+l |

7 Calculgr ) = pﬁk (z*) et ¢ = s""M]k (z*).

8 Si f(17) — @' (y) < w1 €t [|g°]| < Etor alors

9 Poser 7 = ¢/ et STOP = T est un point &;o-stationnaire.

10. Fin si

11. Choisir un modéle ¢/*! satisfaisant (4.14)-(4.16).
12.  Jusqua ce que f(y’) < f(z*) — m(f(z*) — 9i(y7))
13.  Poser Pl =y,

14. Fin pour
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Théoréme 4.4.5 Soit f : IR® — IR conveze et soit la suite {z*} donnée
par Ualgorithme du poz’nt prozimal approzimé avec €4 = 0. Si la suite
{zh} est finie et si ¥ est le dernier élément de la suite, X minimise

f. Sinon, si {z*} est bornée, ses points d’accumulations minimisent f et
f(a*) = ming f(z).

Preuve :

1. Supposons que {z*} est finie et considérons la suite {v'} de litéra-
tion extérieure K. Cette suite doit &tre infinie et nous avons f(yj) -
@ (7} — 0 par le Théoréme 4.4.4. Par le Théoréme 4.4.3, =X doit
minimiser f car sinon, la condition d’arrét en ligne 12 devrait &tre sa-
tisfaite pour un certain j ce qui est contraire au fait que {47} est infinie.

2. Supposons que {z*} est infinie. Par le Théoréme 4.4.3, la suite satis-
fait (4.4) et (4.7) est vérifice car My < Umax pour tout k. Il reste &
appliquer le Théoréme 4.4.2 pour compléter la preuve.

O

Rappelons qu'un point # est e-stationnaire si il existe £ € 0.f(Z) avec

€1l < .

Théoréme 4.4.6 Soit f : IR™ — IR conveze et bornée inférieurement.
Soit e1o1 > 0. Alors, Ualgorithme du point prozimal approzimé se termine
en un temps fini avec un point €4o-stationnaire .

Preuve : Remarquons que

g € 3y, f(7) ot m; == F(7) — ¢’ (). (4.21)
En effet, Vy € IR" 7 _
fly) 2¢(y) _ (par 4.14))
> i)+ < gy -y > , ~ (par 4.11))
=f)+ <g,y—v > -(f(&°) — ' (%))

Par conséquent, si algorithme se termine (& la ligne 8), I'expression (4.21)
nous indique que & = 37 est nécessairement un point &g,-stationnaire. Il ne
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nous reste donc plus qu’a prouver la terminaison de 'algorithme :

Procédons par contradiction, supposons que I’algorithme ne se termine pas.
Tout comme dans le théoréme précédent, il y a deux cas & considérer : {z*}
est finie ou {z*} est infinie. Dans les deux cas, nous allons montrer que la
condition d’arrét & la ligne 8 sera finalement satisfaite en un certain point
afin de contredire ’hypothése de non terminaison.

Supposons que {z*} est finie et considérons la suite infinie {17} (car I’algo-
rithme ne se termine pas) de l'itération extérieure finale K. Par le Théoréme
4.4.4, nous avons que 7; — 0. D’autre part, par le Théoréme 4.4.3, £ doit
minimiser f car sinon, la condition d’arrét en ligne 12 devrait étre satisfaite
pour un certain j ce qui est contraire au fait que {47} est infinie. De ce fait,
le Corollaire 4.4.1 nous indique que 37 — = et implique que g/ — 0 puisque
gl = [|Mx (2" —47)|| < Vmax||z™ —37]|. Par conséquent, les quantités n; et
ll¢’|| deviennent finalement plus petites que 401 ce qui contredit 'hypotheése
de non terminaison.

Supposons que {z¥} est infinie et que §*,7* et @* correspondent aux der-
niers g7, n7 et ¢! de Pitération extérieure k. Puisque la condition (4.8) est
satisfaite avec 7 = zF+1, nous avons que

[T = F(a¥) < m(@b () = f(2¥) < —md* <0

d’ou {f(z*)} est une suite décroissante bornée inférieurement (car f bornée
inférieurement). Par conséquent, {f(z¥)} est convergente d’on

gt (z*) - f(=*) = 0. (4.22)
L’expression suivante

f(wk) _ @k($k+1)’2 f(sck-l'l) _ (ﬁk(mk'l'l) s ,ﬁk >0

—0

nous permet alors de conclure que 7* — 0. Par ailleurs, la suite d’inégalité
f(:r:k) _ ¢k(mk+1) % ¢k($k) _ @k($k+1)
>< gk ok — bt > (car gF € 9@k (zFt1))
= 512,
>0

combinée & (4.22) et M 1> 1/thmax] > 0 implique que " — 0. De nouveau,
la condition d’arrét doit finalement &tre satisfaite ce qui contredit I’hypothése
de non terminaison.

O
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4.5 Reésultats numériques

Nous nous proposons de traiter & 1’aide de la méthode du point proximal
approximé le probléme test d’optimisation non différentiable appelé Max-
quad. La fonction & minimiser est définie sur IR" et correspond au maximum
de cing fonctions quadratiques :

fi(z) = 2Tz — d?a:, j=1..,5

ot C7 est une matrice symétrique n x n définie par

ka = exp(%) cos(ik)sing, i < k sz = %| sin j| + Z [ka|
i#k

et d’ est un vecteur de IR™ dont les composantes sont dg = exp(i/7) sin(zj).
L’implémentation a été réalisée en langage MATLAB. Les principales carac-
téristiques de algorithme sont :

. le paramétre m est initialisé & 0.4,

. le point de départ est g = (1, ...,1),

. le critére d’arrét pour la boucle extérieure est ||z¥+! = zF|| < n ou
n =103,

. la condition d’arrét de la boucle intérieure est supprimée,

. le faisceau est vidé aprés chaque pas sérieux,

. il permet de résoudre le probléme via les modéles maximal et minimal,

. le nombre n de variables dans le probléme & résoudre est fixé & 10.

Code MATLAB :

fip=fopen(’résultat.doc’,’w’);
n=10;m=5;
x0=ones(n,1) ;xold=x0 + ones(n,1);
[phi,s]= maxquadf (x0,n,m);
eta = 0.001;
Al= [1; b1=[1;
lambda = 25; sigma = 0.4;
H= zeros(n+l,n+l1);
for j=1:n
H(j,j)=lambda;
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1b(j)=-Inf;

ub(j)=Inf;
end
1b(n+1) = -Inf; ub(n+l) = Inf;
1b=1b’ ;ub=ub’;
k=1; itkmax = 100; itimax = 200;
x=x0; v=0;
fprintf(fip,’Starting point : \n’);
fprintf (£ip, *%6.0£°,x0) ;fprintf (fip, ’\n’);
fprintE(fip,; *\n?);
fprintf(fip, ’Lower bounds : \n’);
fprintf (fip,*%6.0£?,1b) ;fprintf (£ip, ’\n’);
fprintf(fip, ’Upper bounds : \n’);
fprintf (fip,’%6.0f?,ub) ;fprintf (fip,’\n’);
fprintf(fip, "\n'};
fprintf(fip,’lambda = %6.4f \n’,lambda);
fprintf (fip, ’sigma = %6.4f \n’,sigma);

fprintf (fip, ’Stopping criterion: norm(xold -x) <= %7.6f \n’,eta);

fprintf(fip,’\n’);
fprintf(fip,’Initial value of phi : %8.4f’,phi);
fprintf(fip,’\n’);
fprintf(£fip,’Iterations k phi i \n’);
t=cputime;
while (k <= itkmax)& (norm(xold -x)> eta)
xold=x;
[x,ii] = bundle(H,x,v,1b,ub,Al,bl,sigma,k,n,m,itimax);
[phi,s]= maxquadf(x,n,m);
k
phi
ii
fprintf(fip,’%6.0f \t %12.8f \t %6.0f\n’,k,phi,ii);
k=k+1;
end
e=cputime-t;
fprintf(fip, *Solution & \m ?);
fprintf(fip,’%8.4f7,x);
fprintf(fip,’\n’);
fprintf(fip, ’cputime (in seconds) : %8.4f’,e);fprintf(fip,’\n’);
[phi,s]= maxquadf(x,n,m);
fprintf(fip,’phi : %12.8f’,phi);fprintf(fip,’\n’);
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Fsnorm=norm(s) ;

fprintf (fip, ’Norm of s : %8.4f’,Fsnorm);
fprintf (£ip,?\n?);

dist=norm(xold - x);
fprintf (fip, ’Norm(xold-x) : %8.6f’,dist);
fclose(fip);

function [x,ii]= bundle(H,x,v,Ib,ub,A,b,sigma,k,n,m,itimax)

f=[-H(1:n,1l:n)*x; 1];

i=1;

y=x; [phi,s]= maxquadf(y,n,m);
phik=phi;

A= [A; s? -1]; b=[b; s’*y - phil;

z = [x; v];

z = quadprog(H,f,A,b,[],[],1b,ub,z);
y=z; y@+1)=[1;

[phi,s]= maxquadf(y,n,m}); v=z(n+1);
left = sigma*(phik - v);

right = phik - phi;

while (left > right)&(i<= itimax)
Y% MAXIMAL CHOICE:

A
b

(A ; s’ -1];
[b;s’*y - phil;

I

% MINIMAL CHOICE:

hA=01;

wo=01;

%A= [A; 8’ -1; (H(1l:n,1l:n)*(x-y))’ -1];
%b=[b;s’*y - phi;(H(1l:n,1:n)*(x-y)) *y-v];

z = quadprog(H,f,A,b,[1,[],1b,ub,z);
y=z; y(n+1)=[1;

[phi,s]l= maxquadf(y,n,m}; v=z(n+l);
left = sigma*(phik - v);
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right = phik - phi;
i=i+1;
end

x=y, ii=i+1;
function [F,G] = maxquadf(x,n,m)

for j=1:m
for i=1:mn
c(i,j)=exp(i/j)*sin(ixj);
end
end

for j=1l:m
for i=1:n
for k=i+l:n

q(i,k,j) = exp(i/k)*cos(i*k)*sin(j);

q(k,i,j) = qa(i,k,j);
end
end

end

for j=1:m
for i=1:n
q(i,i,j) = (i/n)*abs(sin(j));
for k=1:n
if k™=i

q(1,1:J)=q(1,1,J)+ab8(q(1,k:3)),

end
end
end
end
for j=1:m

phi(jy= x?* q(:,:,3) * = - ¢(2,j)* x;

end

[F,mi] = max(phi);mil=mi(1)};
G=2%q(:,:,mil)*x - c(:,mil);
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L'algorithme (version modeéle maximal) a été lancé avec différentes métriques
(constantes pendant le processus d’optimisation) afin de mesurer Pinfluence
de ce paramétre sur le comportement général de la méthode du point proxi-
mal approximé. Dans le tableau suivant, M est la métrique, k correspond
au nombre de pas sérieux et p correspond au nombre moyen de pas nuls par
itération extérieure.

M| k 1 | Valeur optimale
diag(1,...,1) | 15 | 55.8 -0.8414065
diag(25,...,25) | 19 | 9.47 -0.8413951
diag(50,...,50) | 29 | 7.27 -0.8412801
diag(75,...,75) | 42 | 7.14 -0.8411583

Ces résultats numériques correspondent bien au comportement (en fonction
du choix de la métrique) décrit a la section 4.3.

Notons que les modéles maximal et minimal ont tous les deux été testés.
Le modéle maximal a bien entendu entrainé une convergence plus rapide
et ce, au prix d’une utilisation de mémoire plus importante. Le choix entre
ces deux modeéles s’apparente donc & un choix entre vitesse de convergence
et utilisation de mémoire. Un autre argument qui entre en ligne de compte
quant au choix du modéle est la difficulté rencontrée lors de la résolution des
sous-problémes quadratiques. En effet, plus le modéle est riche et plus les
sous-problémes quadratiques risquent d’étre difficiles a résoudre. Par consé-
quent, un bon compromis consiste 4 utiliser le modéle intermédiaire.
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Chapitre 5

Méthode du Point Proximal
Inexact |

Toutes les méthodes développées jusqu'ici étaient basées sur I'Hypothése
3.0.1 qui supposait I'existence d’un oracle. Cette hypothése est sensée pour
un grand nombre de fonctions mais il existe des fonctions qui ne peuvent
étre évaluées exactement et pour lesquelles aucun sous-gradient exact n’est
disponible. Cependant, certaines de ces fonctions peuvent étre’évaluées avec
n’importe quel degré de précision (dans les limites de I'arithmétique & préci-
sion finie) en utilisant une méthode itérative. Ce chapitre est une tentative
de correction de la section 4.5 de [6], il consiste & adapter la méthode du
point proximal approximé étudiée précédemment afin qu’elle puisse minimi-
ser ce type de fonctions. A ce titre, observons ce qu'il arrive dans I'analyse
de la section 4.4 lorsque la fonction objectif est évaluée inexactement. La
valeur exacte de la fonction est utilisée par I'algorithme & deux endroits :
la condition (4.15) dans la mise a jour du modele et dans la condition d’ar-
rét de la boucle intérieure (4.8). Dans la section suivante, nous considérons
uniquement une modification de (4.15) pour utiliser des valeurs approximées
et des sous-gradients approximés de la fonction. Nous modifirons ensuite la
condition (4.8).

5.1 Mise & jour du modéle modifiée
Commencons par remplacer (4.15) par

Py) > f)+ < 8(f)y—y > —e VyeRY, (5.1)
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ot € > 0 et 5(37) € O:f(v’). Les résultats du Théoréme 4.4.4 sont bien
entendu pertubés suite & cette modification. En particulier, les points d’ac-
cumulation de {7} ne sont plus des points proximaux mais des points &-
proximaux.

Définition 5.1.1 Soient f : IR® — IR conveze, x € IR", M € S" définie
positive et € > 0. § est un point e-prozimal de @ associé a [ el M si g est
un e-minimum de la fonction y — far(z,y).

Remarquons que I’on retrouve la définition classique du point proximal pour
e=0.

Lemme 5.1.1 Soient f : IR* — IR conveze, x € IR, M € S" définie
positive et € > 0. Si § satisfait

M(z —7) € 0:f(}) (5.2)

alors i est un point e-prozimal de x associé & f et M.

Preuve : Définissons g : IR® — IR ol g(y) := %Ily — ||, et définissons
h:IR™ - IR par B
h(y) := fu(z,y) = f(y) + 9(y). (5.3)

Alors, 7 est un point e-proximal en z associé & f et M si et seulement si
0 € 8.h(%). Par la Proposition 2.3.5,

dch(y) D O f(y) + dg(y)

= Bsf('y) % M(y - 33):
d’ott (5.2) implique 0 € d:h(7).
a

Nous pouvons maintenant présenter les versions perturbées du Théoréme
4.4.4 et du Corollaire 4.4.1.
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Théoréme 5.1.1 Soit £ > 0. Supposons que les hypothéses du Théoréme
4.4.4 ot la condition (4.15) est remplacée par (5.1) sont vérifiées. Alors,

limsup (f(37) — ¢’ (4’)) <e. (5.4)

j—ro0

De plus, tout point d’accumulation § de la suile {yj} est un point -
prozimal de © associé & f et M.

Preuve :
1. Puisque I’argument (4.15) n’est pas utilisé dans les deux premiéres par-

ties de la preuve du Théoréme 4.4.4, nous pouvons donc de nouveau
conclure que y/*! — 9 = 0 et que la suite {77} est bornée.

2. Les conditions sur les modéles impliquent que

FOY = £ > oyt - f (YY) (par (4.14))
> < 8(y9), " —y? > —e. (par (5.1))

Puisque {7’} est bornée et que f est une fonction Lipschitz continue
sur les ensembles bornés, nous obtenons

17 @7 = F&9)| < Ll =44,

d'ott f(yi*!) — fy?) = 0 (car $7*1 — 37 = 0).

D'autre part, la suite {8(y7)} est bornée car {7} est bornée et I'e-sous-
différentiel est borné sur les ensembles bornés. Par conséquent,

< §(yi), it —yf > 0car yfH —yf 0.

On peut alors conclure que liminf;_yoo (@71 (y7+!) — f(y7)) > —¢ et

P — T = P W - S0 + {60 - £,

B

—0

d'oll
liminf (' (/1) — F(7 1) > —

j—+oo
Ol encore . ) )
limsup (f(y7") — (i7" 1)) <e.

j—ro0

61



3. Supposons que ¥ — § pour § € K C IN (K infini). Alors, pour tout
j € K et y € R", il suit de la définition du sous-différentiel que

@) 2o @) 2@ W)+ <gy—y >, (5.5)

Puisque limjex f(y7) = f(7) (continuité de f) et liminf; o0 (¢’ (y7) —
f(¥?)) > —e, nous avons que liminfjex W (y?) > f(§) — e. De plus,
limjex g = M(z — §). En passant & la limite pour j € K dans (5.5),
nous obtenons pour tout y :

fW>2f@+<Mz-9),y—9§>—¢ (5.6)

ie. §g= M(z —§) € 8-f(§) ce qui implique par le Lemme 5.1.1 que §
est un point e-proximal de z associé & f et M.

O

Corollaire 5.1.1 Supposons que les hypothéses du Théoréme 5.1.1 sont
vérifides. Soit § un point d’accumulation de {y’}. Si § = x alors x est un
e-minimum de f. Par contre, si z est un o-minimum de f ot o > 0 alors,

M—wusdiﬁﬁﬁ. (5.7)

Preuve :
1. La premiére conclusion suit immédiatement de (5.6) avec § = =.

2. z est un o-minimum de f d’ou

f@) - f=@) 2 —o. (5-8)

Remplacons y par = dans (5.6) pour obtenir

f@-F@) <<ME-9,§—-s>+¢
—|l7 — 2|3 + &

On peut alors conclure que Amin(M)||7 — |12 < |7 — z|3; < e+0 d’ou
(5.7).

a
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Tout comme pour le Théoréme 4.4.4, la signification du Théoréme 5.1.1 est
en rapport avec la condition d’arrét du Théoréme 4.4.3. Si £ ne minimise pas
f et si

e < p=(1-m)d, ' (5.9)

alors le Théoréme 4.4.3 nous indique que des erreurs d’évaluation de la fonc-
tion de moins de € impliquent malgré tout (4.8) en un nombre fini d’itéra-
tions intérieures. Bien que la condition (5.9) ne peut &tre testée puisque & est
inconnu, on peut au moins conclure qu’il existe une tolérance positive indé-
pendante du modéle qui est suffisante pour la terminaison finie du processus
intérieur tant que = n’est pas minimum de f.

5.2 Condition d’arrét modifiée

Le but de cette section est de construire une régle pratique pour choisir &
et de modifier la condition (4.8). Le paramétre e doit &tre choisi de fagon a ce
que (4.8) soit vérifiée c’est pourquoi nous considérons la condition équivalente
(4.10). Si

e< (1 -m)(f(z) -’ (") Vi, (5.10)

alors le Théoréme 5.1.1 nous dit que (4.10) est en fin de compte satisfaite.
Pour maintenir (5.10), nous devons bien entendu diminuer £ & chaque fois
que Pexpression en question n’est pas vérifiée. Par conséquent, on permet a la
tolérance de varier dans la boucle intérieure. Nous remplagons donc (5.1) par

et (y) > F)+ < 30,y —y' > —&f VyeR” (5.11)

ol
— la suite {¢’} est positive et décroissante,
— 8(y’) € 0. f(y).

Cependant, ce n’est pas suffisant de maintenir (5.10) car la condition d’arrét
(4.8) (ou (4.10)) nécessite les valeurs exactes f() et f(x). Bien que la condi-
tion d’arrét est en fin de compte satisfaite, elle ne peut étre testée. Le lemme
suivant établit une condition testable utilisant les valeurs approximées de la
fonction et qui implique la condition (4.8).
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Lemme 5.2.1 Soient z € IR" et M € S™ définie positive. Supposons que
@ : IR® — IR est une fonction conveze qui minore f. Posons m := o' (z).
Etant données les tolérances € > 0 et e > 0, les valeurs approzimées de
la fonction f et fu satisfont

f<fm<i+e
fm < f(z) Sfa: + Eg.

Alors,

f“i’ < f:c - m(fcc +Eg — ‘P("T)) (5.12)

implique (4.4) avec z* = =, gt =g et M = M.

Preuve : Nous obtenons successivement

fm) <f+e
< fo —m(fz + €z — p(m))
< f(z) — m(f (=) — ¢(7))

d’ott (4.8). Il reste alors appliquer le Théoréme 4.4.3.

Remarquons que (5.12) est équivalente & la condition
f—o(m) < (1—m)(fe + ez — (n)) — € — €a. (5.13)

Donc, & la place d’utiliser (5.10) et le Théoréme 5.1.1 pour obtenir (4.10),
on peut combiner la condition

< (l—m)(f$+5x—tpj(yj))—g—gm Vi (5.14)
avec le Théoréme 5.1.1 afin de conclure que pour j suffisamment grand
f(yj) - ‘Pj(yj) <(1- m)(fm +Ex — ‘Pj(y"?)) —&E— &g

ce qui implique (5.13) car f < f(«). Nous maintenons (5.14) en diminuant €
a chaque fois que I’expression en question n’est pas vérifiée et nous diminuons
si nécessaire e afin de garder le membre de droite de (5.14) strictement po-
sitif. Le Théoréme 5.2.1 décrit les régles pour choisir £/ et & afin d’obtenir la
convergence. La démonstration de ce théoréme nécessite un lemme technique
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similaire & la deuxiéme partie du Théoréme 4.4.3.

Lemme 5.2.2 Soient f : IR" — IR conveze, v € (0,00) et & > 0. Suppo-
sons que £ € IR" ne minimise pas f. Alors, il existe p > 0 tel que pour
toutes fonctions convexes @ : IR® — IR qui minorent f et VM € S™ ot
0 < M < vl avec m:= p%(z), Vinégalité f(m) — p(r) < p implique

f(x) — p(m) < & (F(@) — @(m). (5.15)

Preuve : Tout comme dans (4.9), nous avons fa(z) > ¢(n) d’ou

7= (@) = fur(z) < f(@) - fu(2) < flz) — o(m)

et v > 0 car z ne minimise pas f. Posons p = kv pour établir I'implication
désirée.

a
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Théoréme 5.2.1 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.4.4 ot la
condition (4.15) est remplacée par (5.11) sont vérifides. Soient o € (0,1),
m € (0,1) et B € (0, 1=%]. Posons
__a(l-m)
T 14 a+maB

Supposons que {7} et {e}} satisfont

el =min{e 1, o (f] — ¢’ (1))}, (5.16)
e} € [0, 8¢7), (5.17)

ot € > 0. Supposons que les suites de valeurs approzimées { fi }oet{ fg}
satisfont

F<rof) < fi+d, (5.18)

<)<+ (5.19)

Supposons aussi que les modéles {¢’} satisfont
o (z) = fi. (5.20)

Alors, les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si z ne minimise pas f alors (5.12) est vérifiée avec ¢ = ', w =y’,

f=Ff, fo=F, e=¢’ et ey =€l pour un certain J € IN.

2. Si x minimise f alors y — x et €,e) — 0.

Preuve :

1. Par définition de ¥, nous savons que ¢’ (y?) < ¢/ (z) d’ot (5.20) im-
plique que la suite {&’} est positive. Cette suite est décroissante par
définition. Par conséquent, la suite {&’} s’approche d’une limite & > 0.

Supposons que £ > 0. Soit f € (0,1) tel que 6 > «. Alors, pour tout
4 suffisamment grand, ¢/ < £/0 et les hypothéses du Théoréme 5.1.1
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sont vérifiées avec € = £/6. Par conséquent,

limsup (f(57) - ¢’ (")) < &/0 < /o

J—roo

d’o il existe un J € IN tel que

)y -’ (W) <gla<é /e (5.21)
Bornons &7 /o pour tout j de la fagon suivante :

(5.16) =&l < o(fd — p/(y))
& (1 +a+maB)ed < ol —m)(fi - ¢I(¥))

= (1+ )¢’ + maed < a(l —m)(f — (")) (par (5.17))

&2 <-m)(fy+el—iy) - -

Par (5.18), nous avons que f/ — ¢’(y”) < f(y”) — ¢’ (y”). Nous pou-
vons alors conclure que (5.13) (ou (5.12)) est vérifiée avec les substitu-
tions prescrites dans 1’énoncé du théoréme.

Supposons que £ = 0. Soit £ > 0 non spécifié temporairement et p > 0
obtenu grace au Lemme 5.2.2. Alors £ < -21-,0 et pour tout j suffisam-
ment grand, nous avons que &/ < %p d’otl les hypothéses du Théoréme
5.1.1 sont vérifiées avec € = %p. Par conséquent, nous obtenons que

limsup () — /() < 50 < p

jroo

d’ont il existe J € IN tel que f(y’) — ¢’ (y’) < p. Appliquons alors le
Lemme 5.2.2 pour obtenir -

F -7y < fl)-¢'(y")
< K(f(z) — ¢’ (y"))

<k(ff +el — ¢’ (")), (par (5.19))
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Afin de compléter la preuve, choisissons & de facon & ce que 'expression
ci-dessus implique (5.13) (ou (5.12)). Nous avons besoin que

J+ J
k<l—m-— m (par (5.17))
o 14+8)e’
= Kmlem f+el—ot (")
2 i — g - 1
& k<1l-m (1+ﬁ)f§,_<pu,(yu,) (par (5.16))

& k<l-m—-(1+p)o.

Si nous prenons k£ = 1 —m — (14 f)o alors £ > 0 car B < /(1 —ma)
implique

(1+B)0 = (1L+p)r2=ml

1—
<(l+a+ maﬁ)ﬁ&—ﬁrg—g

<1-—m.

Par conséquent, avec cette valeur de &, nous obtenons (5.13) avec les
substitutions prescrites dans I’énoncé du théoréme.

2. Nous devons avoir ¢/ — 0 car sinon, la premiére partie de la preuve

de (1) s’applique et un pas de descente est généré ce qui est impos-
sible puisque £ minimise f. Remarquons que la deuxiéme partie de la
preuve de (1) ne s’applique pas car le Lemme 5.2.2 employé dans cette
partie nécessite que & ne minimise pas f. La convergence de {e%} suit
immédiatement de (5.17).
Soit £ > 0 arbitraire. Pour tout j suffisamment grand, nous avons que
eJ < e. Les hypothéses du Corollaire 5.1.1 sont donc vérifiées pour &
et on l'applique avec o = 0 pour conclure que |7 — z|| < v/&/Amin(M)
pour tout point d’accumulation  de {y7}. Puisque € est arbitraire,
nous obtenons y/ — .

a
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Mentionnons que dans une implémentation pratique, on ne poserait pas sfc
a Pel & chaque itération puisque cela empécherait un raffinement de I’esti-
mation de f(z) & chaque itération intérieure. A la place, si € ~1' > Bed alors
on donnerait une valeur a &) bien plus faible que Bef, disons 1/10 de cette
valeur, afin de réduire la fréquence de réévaluation.

Pour terminer, remarquons que si £ ne minimise pas f, alors les tolérances
prescrites pas (5.16) et (5.17) ont des bornes inférieures strictement positives.

Proposition 5.2.1 Supposons que les hypothéses du Théoréme 5.2.1 sont
vérifiées. Si & ne minimise pas f, alors lim;_,o0 €’ > 0. De plus, si el > el
pour un certain v € (0, 8], alors limj_yo0 €% > 0.

Preuve :

La deuxiéme conclusion suit immédiatement de la premiére. Prouvons la
premiére conclusion par ’absurde en supposant que e/ — 0. La condition
(5.16) implique Pexistence d’une sous-suite {7+ } telle que

el = a[fgk = ‘ij_(yj'“)]_ .
> olf(s) — el — P (par 5.1

Par conséquent, par la condition (5.17), nous obtenons que

> gl (@) — o™ )
Par ailleurs,
P yr) < () + 3l -l
= @k (y’k) .
< @k (z) (Par déf. de y7*)
= k()
< f().

Puisque ¢ — 0, les inégalités ci-dessus deviennent des égalités & la limite.
En particulier, ceci implique que  est un point d’accumulation de la suite
{y7}. D’autre part, le Corollaire 5.1.1 s’applique pour tout € > 0 car el = 0.
On conclut alors que z est minimum de f ce qui contredit les hypothéses.

O
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5.3 Algorithme du point proximal inexact

Nous concluons ce chapitre en résumant les modifications apportées &
'algorithme du point proximal approximé. De nouveau, la convergence de
Palgorithme est démontrée dans un unique théoréme et un théoréme sup-
plémentaire nous prouve qu’un point e-stationnaire peut étre obtenu en un
temps fini.

Algorithme du Point Proximal Inexact
Soient ¥max > 0, €101 > 0, m € (0,1), & € (0,1), B € (0, =%~] et un point

') 1—am
de départ z° € IR™.

1. Poser o = 1—1%_%‘(}3
2. Pour k=0,1,...

3. Choisir " > 0 et &) satisfaisant (5.17).

4. Caleuler f0 € [f(z*) — €2, f(z*)].
5. Choisir un modéle ! minorant f tel que o!(z¥) = 0.
6.  Choisir My tel que 0 < M}, < Vmax!.
7. Poser j =0.
8. Répéter
9.  jj+1 ‘ |
10, Calculer ¢/ = p‘ﬁk (z*) et g7 = s‘pMZ (z*).
11. Choisir &/ et &) satisfaisant (5.16)-(5.17) et calculer f7 et fi satis-
faisant R ‘ :
P elfy) -, fy),
fi € [f(a*) — el £ (a¥).
12. Si fi4 el — I (y7) < era et [|g7]| < etor alors
13. Poser Z =y et STOP = % est un point e-stationnaire.
14. Fin si
1b; Choisir un modele /! satisfaisant (4.14),(4.16) et tel que

et y) > 4+ <8@')y—-¢' > VyeR"
ol 3(y?) € 8.4 f (7). B
16. Jusqu’a ce que fj + el < fd"; &= m(f:ﬁ +Eg: - ‘P](yj))

17.  Poser zftl =47,
18. Fin pour
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Théoréme 5.3.1 Soit f : IR® — IR conveze et soit la suite {a*} donnée
par Ualgorithme du point prozimal inezact avec €10 = 0. Si la suite {m’“}
est finie et si < est le dernier élément de la suite, X minimise f. Sinon,
si {x*} est bornée, ses points d’accumulation minimisent f et f (z*) —

ming f(z).

Preuve :
Pour commencer, mentionnons que la troisidéme contrainte & la ligne 15 im-
plique (5.11) et que la condition d’arrét 4 la ligne 16 est exactement (5.12).

1. La premiére conclusion suit simplement de la contraposée du Théoréme
5.2.1 (1) puisque la condition (5.12) n’est jamais satisfaite pour
z =g

2. Supposons que {z*} est infinie. Elle satisfait alors la condition de la
ligne 16 pour tout k d’ot, par le Lemme 5.2.1, la suite satisfait (4.4).
Par ailleurs, (4.7) est vérifiée car My, < vmax] pour tout k. Il reste &
appliquer le Théoréme 4.4.2 pour compléter la preuve.

O

Théoréme 5.3.2 Soit f : IR® — IR conveze et bornée inférieurement.
Soit €101 > 0. Alors, Ualgorithme du point prozimal inevact se termine en
un temps fini avec un point 4 -stationnaire I.

Preuve :
La preuve de ce théoréme est semblable & celle du Théoréme 4.4.6 c’est
pourquoi nous ne rentrerons pas dans les détails. Remarquons que

g7 € By, f (i) o my o= f7) — (1) < fT+ 60 — (). (5.22)

Par conséquent, si I'algorithme se termine (4 1a ligne 12), P’expression (5.22)
nous indique que T = yJ est nécessairement un point eyoi-stationnaire. Il ne
nous reste done plus qu’a prouver la terminaison de 'algorithme :

Procédons par contradiction, supposons que l'algorithme ne se termine pas.
Dans ce contexte, il y a deux cas & considérer : {z*} est finie ou {z¥} est
infinie. Dans les deux cas, il faut montrer que la condition d’arrét a la ligne
12 est finalement satisfaite en un certain point afin de contredire I’hypothése
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de non terminaison. Nous ne considérons que le cas ol {z*} est finie.
Supposons donc que {z*} est finie et considérons la suite infinie {y/} (car
'algorithme ne se termine pas) de litération extérieure finale K. Par la
contraposée du Théoréme 5.2.1 (1), nous avons que z¥ minimise f d’ot, par
le Théoréme 5.2.1 (2), ¥/ — 25 et &/ — 0. Il reste & appliquer le Théoréme
5.1.1 pour tout € > 0 pour conclure que n; — 0. D’autre part, y = zK
implique g7 — 0. Par conséquent, la condition de la ligne 12 doit étre en fin
de compte satisfaite.

O

5.4 Application : LMI & grande échelle

5.4.1 Définitions de LMI et SDP

Considérons une fonction affine ' : IR® — S™. Une telle fonction peut
étre écrite de la fagon suivante :

F(z)=Fy+z1Fi + ... + 2, (5.23)

o F; € ™, i = 0,...,n. L’affirmation F(z) < 0 est un type d’inégalité
matricielle linéaire (LMI) et exprime une contrainte convexe.
Un probléme d’optimisation avec une fonction cofit linéaire et une contrainte
de type LMI
: T
min gr €T

S.C. F(z) <0 (5.24)

est un programme semidéfini (SDP) ot ¢ € IR™ est le vecteur cofit. Comme
classe de programmes non linéaires, les programmes semidéfinis ont deux
avantages. Premiérement, les exemples pratiques de SDP sont abondants. Ils
incluent un grand nombre de programmes convexes non linéaires et tous les
problémes de programmation linéaire. En effet, si les F; dans (5.23) sont des
matrices diagonales alors F' est une matrice diagonale dans (5.24). Dés lors,
F(z) < 0 correspond & m contraintes linéaires d’inégalité. Deuxiémement,
les SDPs peuvent &tre résolus en un temps polynomial.. Un algorithme en
temps polynomial (algorithme qui résout le probléme en un nombre d’étapes
borné par une fonction polynomiale de la taille du probléme) est considéré
comme efficace théoriquement bien que efficacité pratique dépend aussi de
I’ordre du polynéme. :

Dans sa thése, A. Miller présente plusieurs exemples de SDP ayant deux
caractéristiques en commun. Premiérement, les exemples pratiques de ces
problémes peuvent étre tellement grands que les méthodes de point intérieur
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deviennent trop cofiteuses en dépit de la borne polynomiale sur le temps
d’exécution. Deuxiémement, chaque probléme posséde une structure parti-
culiére pouvant étre exploitée pour accélérer la résolution.

5.4.2 Meéthodes au valeur propre

Dans sa thése, A. Miller s’intéresse uniquement & la résolution du pro-
bléme d’admissibilité F'(z) < 0 et se base sur les méthodes au valeur propre.
Cette approche consiste & minimiser

Mz) = M (F(2)).

Si ming A(z) < 0 alors le minimum fournit un point admissible sinon le pro-
bléme est non admissible. Il est évident que 1’on peut stopper le processus
de minimisation dés que A(z) < 0.

I’avantage des méthodes au valeur propre est qu'une représentation implicite
de F peut étre utilisée dans un algorithme itératif (algorithme de Lanczos)
pour estimer A(z). Cela signifie que la matrice F'(z) n’est jamais vérita-
blement construite, la matrice F'(z) est présente & travers des produits de
matrice-vecteur F(z)q et & travers des solutions de systémes linéaires dépla-
cés [0l — F(z)]y = b. Notons que ces opérations sont rapidemment réalisées
pour les problémes structurés décrits dans la thése de A. Miller.
L’inconvénient de cette approche est qu’elle nécessite des techniques spéciales
d’optimisation. En effet, la fonction A(.) est convexe et non nécessairement
différentiable. Par ailleurs, la fonction A(.) et ses sous-gradients ne peuvent
étre évalués exactement mais ils peuvent étre estimés avec n’importe quel
degré de précision & l'aide d’une méthode itérative. La méthode du point
proximal inexact est donc adaptée & ce type d’approche. Notons que le cha-
pitre 5 de [6] décrit une adaptation de la méthode du point proximal inexact
3 la minimisation de A(z) := A1 (F(z)). I décrit la fonction modele, comment
mettre a jour le modeéle, comment mettre & jour la métrique...

73



Chapitre 6

Méthode Faisceau Inexacte et
Analyse de Stabilité

Nous considérons toujours le probléme
min {/(s) | = € R"} (6.1)

ou f : IR™ — IR est convexe et non nécessairement différentiable. Nous nous
intéressons toujours au cas out étant donné un point, nous ne disposons que
d’une valeur approximée de f et d’une valeur approximée de I'un de ses sous-
gradients. Plus précisément, étant donnés x € IR™ et £€ > 0, nous supposons
que l'on peut trouver f € IR et y € IR™ tels que

Fl@) > f 2 flz) -6

fz)> f+<y,z—z> VzeR™

Ce chapitre consiste & présenter une méthode de type faisceau basée sur ses
hypothéses. Malgré le fait que nous nous situons dans un contexte compa-
rable & celui de la méthode du point proximal inexact, la méthode faisceau
qui sera développée est d'un grand intérét. En effet, elle permet de répondre
aux questions suivantes : )

. Etant donné un niveau d’optimalité Agp; > 0 désiré pour le probléme
(6.1), avec quelle précision doivent étre évalués f et ses sous-gradients
afin de garantir une terminaison par un point satisfaisant la tolérance
donnée Agpt 7
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. Etant donnée une erreur d’approximation non nulle qui ne tend pas
nécessairement vers zéro, quelles sont les propriétés de convergence ?
Quel type de solutions approximées au probléme (6.1) peut-on obtenir
et comment dépendent-elles de 'erreur d’approximation ?

Questions auxquelles la méthode du point proximal inexact était incapable
de répondre.

6.1 Algorithme de Solodov

L'algorithme considéré par la suite est, excepté le fait d’étre basé sur des
données inexactes et d’utiliser une condition d’arrét spéciale, une méthode
faisceau standard ot la taille du modéle est contrdlée par la technique d’agré-
gation. Néanmoins, il est important de détailler nos notations.

L’ensemble des approximations linéaires habituelles de la fonction sont col-
lectées dans 'ensemble Bf et sont notées l;(), ¢ < k. L’ensemble des approxi-
mations linéaires obtenues aprés agrégation sont collectées dans I'ensemble
B¢ et sont notées I$(x), i < k. Les deux ensembles It et I} contiennent les
indices d’itération des membres de Bj et de By respectivement.
Quand le nombre d’éléments dans Bf U By, atteint la borne supérieure ) 5 T—
deux éléments ou plus sont supprimés du faisceau et sont remplacés par
la pigce d’agrégation (étape 8 de I'algorithme). Ceci controle la complexité
de 'approximation de f par les plans sécants i.e. ¢ donnée par (6.6). De
cette maniére, le sous-probléme (6.5) a I’étape 2 de I'algorithme reste trai-
table efficacement. Le sous-probléme (6.5) est résolu via une méthode de
programmation quadratique appliquée & son dual (voir (6.12) et le Lemme
6.2.1) dont la dimension est précisément |Bf| + |Bj|.
Nous ne donnons pas de régle particuliére concernant le choix du parameétre
v & Détape 2 de l’algorithme. Rappelons tout de méme que ce choix est
important pour P’efficacité pratique des méthodes faisceaux.
A Pétape 3 de I’algorithme, la valeur de la “diminution prédite” est calculée
et la solution de (6.5) est acceptée comme étant le meilleur itéré si la véri-
table diminution est supérieure au produit de o € (0,1) et de la “diminution
prédite” (étape 6 de l'algorithme). Les indices de tels “pas de diminution”
sont collectés dans I'ensemble Ky et la meilleure valeur (approximée) de f
est notée f.
Par la Proposition 6.2.1, si le critére d’arrét (6.8) est vérifié & I'itération &,
nous obtenons que

d* € 8., f (=*) (6.2)

75




tel que ’
Ap = 2—[[d’“||2 + g5 < Dopts (6.3)
Yk

ot d* est calculé en utilisant la solution de (6.12) (dual de (6.5), voir Lemme
6.2.1).

Dans le Théoréme 6.2.1, nous montrons que notre critére d’arrét sera finale-
ment satisfait si les approximations sont contrélées par la régle suivante :

l—-0o

onpt > limkSllp (max {é-% l 1 € I’g}) (64)

oil ¢ est le paramétre utilisé dans le test de diminution (étape 6 de 'algo-
rithme). Autrement dit, si les approximations de la fonction objectif et de ses
sous-gradients sont suffisamment précises au sens de (6 4), alors ’algorithme
se termine aprés un nombre fini d’itérations en un point zF vérifiant (6.2) et
(6.3). Notons que la précision requise est finie (§; ne doit pas tendre vers 0)
et que 1’expression (6.4) indique clairement le degré de précision nécessaire
pour obtenir la solution approximée désirée de (6.1). Il est maintenant temps
de présenter ’algorithme de Solodov.

Algorithme de Solodov

Choisir o € (0,1), 2° € R™ et Bmax > 2.

Poser Kd,B 1B IS =1

Calculer fy € IR et y° € IR" tels que f(z°) > fo > f(z°) — éo, &0 > O,
f(x) > lo(z) —fg+<y z —z° > Vz € R™.

Poser 20 := 2, fj = foet k:=0.

1. Ajouter la nouvelle piéce & Papproximation de f.
Poser

Bf :=Bf_; U{le(z)}, UL(z):= fit < yf,z— 2% >,
It i=-{0 2 ¢ k| d:d{e) € BE):

2. Minimiser 'approximation de f.
Choisir 44 > 0 et calculer zF+1 solution de

min {pi(@) + 4 llo — 2** | = € R}, (6.5)
ol

ok (z) := max{max{l;(z) | 1 € I}, max{i}(x) | i€ I¢}}. (6.6)
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3. Calculer la valeur de la “diminution prédite”.

B = i — on(F 1) — Lo hH1 — b2 (6.7)

4. Condition d’arrét.
Stop si
o + 2max{s",- I i€ Ig} < Aopt. (6.8)
Sinon, aller & 1'étape 5.

5. Approximer les valeurs de f et de ses sous-gradients en PLaR
Calculer frq1 € R et y*+1 € R™ tel que

FEAY DS 2 PO — By By 20, (6.9)
f(@) > g1 (z) = frpt <yPhz— 281 > vz e R™
6. Test de diminution.
Si ) )
fo— fe41 — Eky1 2 00, (6.10)
poser gh*1 1= 21 fi 1= friy, K= KgU{k+1} et aller a 'étape
8.
7. Pas nul.

Poser zf*t! := o et fiy1:= fi-

8. Gestion de la complexité de l’approximation de f.
Si | Bf| + |Bf| < Bmax, alors poser Bj,, := By, et aller a I'é¢tape 9.
Sinon, choisir Cy, C Bf U Bj tel que |Ck| > 2, Uy, (2) ¢ Ci, o by =
max{s | ¢ € Kq}. Poser

B{ := Bi \ Ck, Bg,,:= (Bg\ Cy) U{lE(z)},
18(0) = () ol = kP £ o < ok — 20— ok >,
I ={0<i<k+1|l(z) € Bgyi}

9. Poser k:=k+ 1 et aller a I’étape 1.

6.2 Propriétés de convergence

Nous commencons par étudier la caractérisation duale de la solution de
(6.5). Soient (v, vt u') € R x R® x IR, ¢ = 1,...,|B§| + |Bj|, les données
qui définissent ¢y, dans (6.6). Nous utiliserons la. représentatlon

o+ <1ﬁ :t:—u >=lj(z) € BE, i € I,

a;i+ < v,z —ut >=1}(z) € BE, i € I. (6.11)
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Formellement parlant, certains indices se répétent dans (6.11) puisque I N
I} # (. Malgré cela, nous utiliserons cette représentation puisqu’elle ne meéne
4 aucune réelle confusion et qu’elle simplifie singuliérement les notations. Soit
I}, Punion des indices qui définissent ¢y, (|Ix| = |Bf| + |Bgl|) et considérons
le programme quadratique suivant

maxy —z|| Tier, M2 + Tiey, Milait < vy af — ot >)
sc. A20 (6.12)
Eierk Ai=1

ott A € R,

Lemme 6.2.1 Soit \* une solution de (6.12) et notons
dk = Z S\f'vi.
1€l

Alors, les assertions suivantes sont vérifiées :

ZhH = b — iax’“, (6.13)
Yk

dF € B (2FH1), (6.14)

d* € 8;, f (a"), (6.15)

ou ey, =¢€f+ep 20,

ef = M(f(a¥) - f(#) - <yt a® — 2 > +8&) 20,
i€t

et = 3 M (f(ab) — i) - %ndﬂ'u?— <digb—zi>)>0.

Preuve :
Le probléme (6.5) est équivalent au programme quadratique convexe

min {t + %]lm |2 | L) <t i€ TG, (@) <t i€ TP} (6.16)
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La fonction lagrangienne associée au probléme (6.16) est

L]

L(z,t,\)=t+ 5

|z — =% + Z Ailai+ < of, o — ot > —1).
i€y,

La fonction duale est d(A\) = ming L(z,t,A). Pour trouver le minimum de
L(z,t, A}, nous résolvons le systéme

ViL(z, 8, ) = 1 = Y, N =0,

VoL(z,t,A) = (@ — 2F) + Xiep At = 0.
Le probléme dual de (6.5) est donc

maxg ey &+ B lle — 2|2+ Tieq, Mileit < vt —ut > i)
Z?:Efk Ai =1
A >0,

(6.17)

et devient le probléme (6.12) aprés élimination des variables x et .
L'assertion (6.13) du Lemme est maintenant évidente par les contraintes de
(6.17), I'unicité de 2t et la forte dualité.

Puisque 2Ft! est solution optimale de (6.5), nous avons que

0 € Bpr(#+) + BV o — oH2(zH+)
= B (1) + W (eFH - 2F)
- a(pk(zkﬂ-l) — d*.

L’assertion (6.14) est donc vérifiée.
En ce qui concerne la derniére assertion, commengons par démontrer par
induction que

f(z) > pp(z) VzelR", VE. (6.18)

Pour k = 0, c’est évident puisque wq(z) = lo(x). Supposons que (6.18) est
vérifiée pour Vindice k. Si |Bf| + |Bj| < Bmax, alors

pr+1(z) = max{pg(z), lks1(2)} < f(2),
par (6.9) et (6.18). Si |Bg| + |Bf| = Bmax, alors

or+1(z) < max{pi(x), ii(2), l+a(2)} < f(z),
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car
B(z) = () +pllehH — 2|2 4y <ob - 2o -k >
= Qi (2FY) dyp < 2P —gf L gk g >
= () + < db,z — 2 >< (),
par (6.14). Par conséquent, (6.18) est vérifiée.

Les valeurs optimales de (6.5) et (6.12) sont égales par la dualité forte, nous
obtenons donc

1 - ; y
op(25H1) = —£||d"°||2 + ) M(ait < o', zb -t >). (6.19)
1€l

Par (6.18), nous obtenons pour tout =z € IR™,
F(@) = ep(e) > (2Pt + < &bz — 2FFL >

= LI < dtye ok 4 Rt >
+ e, Mo+ < oty ab —ut >)

= f(z")+ < dF,z — zF >
— Dlick, Me(f(zF) — i— < vty b — b >)

> f(#*)+ < d¥,x — zF >
e M) = f()- <o, 7¥ — 7 > +8)
— Siere M(f (@) — i) — LI~ < &, 2t — a7 >)

= f(a®)+ < d*,z — z* > —f — €,

oil la seconde inégalité est une conséquence de (6.14), la premiére égalité
vient de (6.19) et (6.13), et la troisiéme inégalité vient de (6.11) et (6.9). La
quantité ef est positive car y* € 95 f(2*) par (6.9). Il reste & estimer ef. Par
(6.13),(6.14) et (6.18), nous obtenons
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&y = Eie;g Xf(f(ﬂfk) — i (2H1) — ;fl;||di||2— < dihzh — 2t >)
= Yierp M (f(z¥) — @i(2+1) — + < d, di 4 yi(ak - 2?) >
= Yierg M(f(2*) — @i(2H1)— < d',ak — 21 >)

2 Zz‘erg M (f(a*) — i(a®))

o |
O

Le résultat suivant indique que le critére d’arrét de algorithme garantit la
précision désirée dans la solution de (6.1).

Proposition 6.2.1 Supposons que le critére d’arrét (6.8) est satisfait @
Uitération k. Alors, z* est une solution approzimée de (6.1) au sens de
(6.2) et (6.8) o d¥ est défini dans le Lemme 6.2.1.

Preuve :

Soit kp = max{i | ¢ € K} l'indice du dernier pas de descente avant que la
condition (6.8) ne soit satisfaite. Par (6.7) et puisque fx = fi,, nous avons
que

& = fr — op(Z*H) — o |ld*|?
= fko _ ‘Pk(zk+1) _ -271,;||de|2
= fro + ﬁlld’“liz - ziej’k Mt < vt zh —ut >)

= ﬁlldkHQ + E":EIF: Xf(f(g;ko) — - < vt,zh —ut >) - Eky

ot la troisiéme égalité et I'inégalité sont des conséquences de (6.19) et (6.9)
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respectivement. Puisque gho = gk

Eie[ﬁ }f(f(mko) —oi— < ’Uiaick — >) = Ez‘erg 5\f(f(f'ck) = fz

, nous obtenons

— <y, zh — 2 >)
z Zierlg Xf(f(ﬂ?k) - f(z)
— <yt xk -2 >)
= €8 — Y icre MG
k icIg MG

> ef — max{é; | i € I}

ol la premiére inégalité vient de (6.9). Par ailleurs, nous savons que
Z M(f (2P — ai— < vty zb -t >) =¢f.
ierg

Nous pouvons alors conclure que

8k 2 o ld*|? + ef, + eff — &k, — max{&; | i € I}

> g [ld*|I* + e — 2max{&; | i € I{}

ol la derniére inégalité suit du fait que ko € If, par 'étape 8 de I'algorithme.
La derniére relation implique (6.3) quand (6.8) est vérifi¢e.

O
Etant donnée la Proposition 6.2.1, il reste & prouver que le critére d’arrét

(6.8) est nécessairement vérifié si la précision des approximations satisfait la
condition (6.4).

Théoréme 6.2.1 Supposons que la valeur optimale de (6.1) est finie et
que Yip1 > Vi et Exp1 < Ex pour tout k suffisamment grand, k ¢ K.
Alors, les assertions suivantes sont mutuellement exclusives :

1. L'algorithme exécute un nombre infini d’itérations.
2. La condition (6.4) est vérifiée.

82



Preuve :
Supposons que la suite {z*} est infinie ce qui signifie que le critére d’arrét
(6.8) n’est jamais satisfait i.e.

et supposons que la condition (6.4) est vérifiée afin d’obtenir une contradic-
tion.

Pour commencer, supposons qu'il y a un nombre infini de pas de diminu-
tion. Pour tout k + 1 € Ky, (6.10) et (6.9) implique que

obe < fr— (forr + &)
< f(a*) = f(a*).
D’oi,
0 Yrier, O < Lprier,(F(@*) = F(*1)

< f(z°) — min{f(z) | z € R*} < +oc0.

En particulier, il suit que liminfg ek, dp < 0. Par (6.20), nous obtenons

donc que
A
limsup (max{&; | i € I{}) > —.
k+1eK, 2

Par conséquent, nous obtenons que
limsupy, (max{&; | i € If}) > limsupyicg, (max{é; |3 € I})

> Aogt
= 2

~ (1—0) Aopt
= (2—-0) 2

ce qui contredit (6.4).

Pour terminer, supposons que le nombre de pas de diminution est fini. Soit
ko = nga.x{z' | i € K4} Vindice du dernier pas de diminution tel que zk = gho,
fr = fo pour tout k > ko. Pour tout k suffisamment grand, disons k> ki,




nous obtenons que
i = 0+ BlM2 = AU = B (| — gl 4 [la442 = SHHP)

+‘Pk(zk+1)

=g, < gho — gkl k42 _ ph+l 5

2| 2hH2 — gho||2 oy (2FHT)

< dk,zk+2 _ sz-l S _|_'lf=_2-Ii“zk+2 _ wkg"Z
+(pk(zk+1)1

oll la premiére égalité suit de (6.7) et la seule inégalité vient de (6.13) et

Te < Yht1:
Par ailleurs, si |Bf| + |Bf| < Bmax, nOus avons que

or(Z )4 < df, 22 = AL S < (2R )
< max{pr(25+2), L1 (2542)}

= (Pk+1(zk+2)a

o la premiére inégalité suit de (6.14). Si |Bf| + |Bf| = Bmax, nous avons
que
or(Z 1)+ < dF, M2 — 2K > = 18(252) < g ().

En combinant les deux cas, nous obtenons que
i Bt B2 = R < i (aHH7) + 42 — ol

= fk - 5k+1:
oil 1'égalité suit de (6.7). D’ou, pour k > ki,
Bt o %llzk” _ A2 > G (6.21)

En particulier, la suite {63} est décroissante (pour k > ki) et bornée infé-
rieurement par (6.20) et (6.4). Par conséquent, elle converge :

6 = lim dj. (6.22)

k—oo
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Montrons que la suite {zF} est bornée. Nous avons que
o= B+ Bk = 292 = pu(HY) el — |
= (2P + < dF, gho — A1 >

< Pk (mko),

ol linégalité vient de (6.14). Par conséquent, pour k suffisamment grand
(k > k1), il suit que

2+ - ool

IA

Z (8, + 9u (@) = fro)

IA

%(5#& + f(wku) - fko)

< %(Jkl + éko)a

ol la seconde inégalité vient de (6.18), des hypothéses sur y; et de la dé-
croissance de {8} (pour k suffisamment grand). La derniére inégalité est une
conséquence de (6.9). Par conséquent, {2*} est bornée.
Puisque pour k& > kg, le test de diminution (6.10) n’est jamais satisfait, nous
avons que ;

It — fr+1 — Ekg1 < 00

D’on,
(1= 0)0k < frgr+Erar — fi + %
< F(ZHY) + Eppr — pr(2hTT) — Rel|2F T — gbo|?
< f(PY) = i+ or(2F) — o (ZFH) + G
< f(2HHY) = F(24) + 8, + on(2F) — () + Erpa
< 2L||2k*! — 2¥|| + 2 max{&; | i € If},

ol la seconde inégalité vient de (6.9) et (6.7), la troisiéme vient de ¢y (2"} >
I(2%) = fi, la quatriéme vient de (6.9) et la derniére est une conséquence
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de la Lipschitz continuité de f et @y, (la suite {2*} étant bornée).
En combinant la derniére relation avec (6.21), nous obtenons que

e

- >
Ok = Ok+1 2 g7

(1 = 0)0k1 — 2max{é; | € Iy 1)

Puisque &; — §g+1 — 0 (par (6.22)) et yx > &, > 0, cette derniére relation
implique que

. _F_ . = i e IO,
klﬂlj\rgo 0 = = kll)rgo(ma,x{sz |2 €I}

En passant 3 la limite dans (6.20), nous obtenons donc que
2 . o [
(2 + E) kli)rgo(max{ei |7 € If}) > Aopts

ce qui contredit (6.4).
O

Pour terminer, notons que cette analyse fournit un résultat de stabilité pour
la. méthode faisceau. En effet, au lieu de s’interroger au sujet des erreurs
d’approximation £ afin de garantir la terminaison de l'algorithme par un
point satisfaisant un niveau d’optimalité donné Agpg, nous pouvons nous
poser la question suivante : étant donnée une borne supérieure € sur les
erreurs d’'approximation £ i.e.

¢ > lim sup(max{&; | ¢ € I} }),
k

Quelles sont les propriétés de convergence de la méthode faisceau 7 Quel type
de solutions approximées peut-on obtenir ? Comment dépendent-elles de la
valeur de €7

Nos résultats nous garantissent de trouver une solution approximée de (6.1)
au sens de (6.2) et (6.3) ou

2(2-o)e

l—-0o

Agpt = + ¢, t > 0 arbitrairement petit.

6.3 Application : Relaxation Lagrangienne

Considérons le probléme primal suivant :

maxg Q(w)
s.c. h(z) = (6.23)
z € P,
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ot P C R™ compact, ¢ : R™ — R et h: R™ — IR". La fonction lagran-
gienne est L(z, p) = q(z)+ < p, h(z) > ot p € IR™ et la fonction duale est
par conséquent

d(p) = max q(z)+ < p,h(z) > . (6.24)
T
On peut alors écrire le probléme dual
Hlellﬁln max g(z)+ < p,h(z) > . (6.25)

Dans certaines situations, il est intéressant d’essayer de résoudre le probléme
primal (6.23) en résolvant le probléme dual (6.25). La relaxation lagrangienne
donne lieu au probléme convexe non nécessairement différentiable (6.25) in-
dépendamment de toutes hypothéses au sujet de (6.23). Bien entendu, sans
aucune autre hypothése sur (6.23), il peut exister un saut de dualité entre
les valeurs optimales primale et duale. Par ailleurs, aprés avoir résolu le pro-
bléme dual, il faut encore retrouver les solutions primales. Malgré cela, cette
approche reste intéressante pour certaines applications puisqu’elle fournit
une borne supérieure sur la valeur optimale de (6.23).

Puisque la fonction duale est convexe et non nécessairement différentiable,
la méthode faisceau du chapitre 3 peut &tre utilisée pour résoudre (6.25).
Rappelons que la méthode faisceau reposait sur l'existence présumée d’un
oracle (Hypothése 3.0.1). La proposition suivante indique en quoi I'oracle
consiste réellement pour la fonction duale (6.24).

Proposition 6.3.1 Soit p € IR™. Si z* est solution de (6.24), alors
1. d(p) = q(z*)+ < p, h(z*) >,
2. h(z*) € dd(p).

Preuve :
1. Evident.
2. En effet, Vy € IR" :

d(y) = maxgep q(z)+ <y, h(z) >
> q(z*)+ <y, h(z*) > — < u,h(z*) > + <u,h(z*) >

=d(u)+ < h(m*j,y —u>.
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Autrement dit, supposer 'existence d’un oracle pour la fonction duale revient
a supposer que ’on peut calculer exactement la solution de (6.24) pour tout
p € IR™. Or, calculer la solution exacte de ce probléme peut étre trés coliteux
et numériquement irréalisable puisque les méthodes utilisées pour ce type de
probléme renvoient une solution approximée en accord avec un critére (fini)
de terminaison. Par ailleurs, il vaut mieux ne pas passer plus de temps que de
nécessaire pour résoudre ce probléme puisque ce n’est pas I'objectif premier.
C’est dans cette optique que la méthode de Solodov est d’un grand intérét.
En effet, les hypothéses de Solodov nécessitent que ’on sache calculer deR
et y € IR™ tels que B
d(p) > d > d(p) - &

d(z) >d+ <y,z—p> VzeR"

pour tout p € IR™. La proposition suivante indique que ces hypothéses seront
satisfaites en calculant un £-maximum du probléme (6.24).

Proposition 6.3.2 Soit u € IR". Siz* est un e-mazimum de (6.24), alors
d = q(z*)+ < p, h(z*) > et y = h(z*) vérifient les hypothéses de Solodov.

Preuve :
1. d(p) > q(z*)+ < p,h(z*) > > d(p) — € par définition de ™.
2. Vz € IR",

d(z) = maxgepg(z)+ < z,h(z) >
> q(2*)+ < 2,h(z*) > = < gy h(a*) > + <y,h(w*) >
= q(z*)+ < ]A,h(w*) > + < h(z*),z —}L> .

O

Par conséquent, dans le contexte de la relaxation lagrangienne, la méthode de
Solodov se contente du calcul d’un &-maximum de (6.24) & chaque itération.
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6.3.1 Reésultats numériques

Considérons le probléme quadratique suivant

max izTHz+ [T

sc. Azx=1b (6.26)
z € [-10,10]*
=1 @ 0 0 -1 1 5 2 —3
— 0 -2 0 0 B 0 2 01 41
el = o o o5 1|77 9 PA=|3 2 5 o
0 0 ] =i7 " 4 0 2 -2
et b=

On se propose d’approcher la valeur optimale du probléme quadratique (6.26)
via la méthode de Solodov appliquée & son dual. Autrement dit, nous allons
minimiser la fonction duale

11 T T
= ax —z Hzx+ + Az — b).
d(y) %[r_lrlw,m]‘1 23: z+f x4y (Az —b)

L’implémentation a été réalisée en langage MATLAB. Les principales carac-
téristiques de P'algorithme sont :

. le paramétre o est initialisé & 0.4,

. le point de départ est yo = (1,1,1,1),
. le paramétre <y, est constant pendant tout le processus et vaut 10.

Code MATLAB :

fip=fopen(’Résultat.doc’,’w’);

H= zeros(4,4);
H(1,1) = -1;H(2,2)=-2;H(3,3)=-1/2;H(4,4)=-T;H(4,3)=1;H(3,4)=1;

f=[-1;0;2;-71;
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A=[1 52 -3;201 -1;3 -2 5 0;4 0 2 -2];
b=[-2;3;4;6];

LB(1)=-10;LB(2)=-10;LB(3)=-10;LB(4)=-10;
LU(1)=10;LU(2)=10;LU(3)=10;LU(4)=10;

fprintf(fip, ’Probléme de départ : \n’);
fprintf (fip, ‘maximiser 1/2*x*Hkx+fxx \n’);
fprintf(fip,’s.c. A*x=b ol \n’);
fprintf (fip,’\n’);
fprintf(fip,’H= \n’);
for i=1:4 _
fprintf (fip, *%3.1f %3.1f %3.1f %3.1f \n’, H(i,1),
Hii,2); H(1,8), H(i,4));
end
fprintf(fip,’\n’);
fprintf(fip,’A= \n’);
for i=1:4
fprintf(fip, °%3.1f %3.1f %3.1f %3.1f \n’, A(i,1),
A(i,2), R(i;3), 4(i,4));
end
fprintf (fip,’\n?’);
fprintf (fip,’f= \n’);
for i=1:4
fprintE(£ip, *%3.1F \n?, £(1));
end
fprintf (fip, " \nr) ;
fprintf (fip,’b= \n’);
for i=1:4
fprintf(fip, *W3.1f \n?, b(i));
end
fprintf(Xip,’\n’);
fprintf(fip, *-10<=x(i)<=10 i=1,...,4 \n’);
fprintf (fip, ’\n?’);

a0=[rand(1) ;rand (1) ;rand (1) ;rand(1)];

[a,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=QUADPROG(-H,-£, [1,[],A,b,LB,LU,a0);
FVAL=-FVAL
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fprintf(fip,’Valeur optimale du primal :%4.6f \n’,FVAL);
fprintf(fip,’\n’);
fprinkE(fip"\n’ )y

% Algorithm de Solodov
% initialisation
t=cputime;

sigma=0.4;

gamma=10;

G= zeros(5,5);

for j=1:4

G(j,j) = gamma;
end

% Tolérance

epsilon=0.0001;
deltaopt=0.00055;

YTolFun - Termination tolerance on the function value
h [ positive scalar ]

OPTIONS = OPTIMSET(’Tolfun’,epsilon);

% Dimension du faisceau

Bmax=5;

Bcompteur=0;

B=[1;

ineq=[];

% Point de départ

x=[1;1;1;1];

fprintf(fip,’Algorithme de Solodov pour la relaxation
lagrangienne \n’);

fprintf (fip,’ \n’);
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fprintf(fip, ’sigma=%1.4f \n’,sigma);
fprintf (fip, ’gamma=%3.2f \n’,gamma);
fprintf (fip, ’epsilon=%3.5f \n’,epsilon);
fprintf (fip, ’Delta optimal=}3.5f \n’,deltaopt);
fprintf(fip,’Taille'maximale du faisceau=%3.0f\n’,Bmax);
fprintf(fip, ’Point de départ= %3.5f %3.5f ¥%3.5f U3.5f \n’,
x(1),x(2),x(3) ,x(4));
fprintf (fip,’\n’);
fprintf(fip,’ Iter Fappr norm(sousgrad) \n’);
fprintf (fip, *\n*);
fbis=f+A?*x;
[a,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT, LAMBDA]=QUADPROG (-H, -fbis, [1,[1, 1, [,
LB,LU,a0,0PTIONS) ;
Sousgrad=A*a-b;
Fappr=-FVAL-x’*Db
k=0;
fprintf (fip,’ %3.0f \t %5.4f \t %5.4f \n’,k, Fappr,
norm(Sousgrad));
zZ=X;
fbar=Fappr;
lbarimax= [Sousgrad’ -1];
lbar2max= [Sousgrad’*z-Fappr];
varquad = [rand(1);rand(1);rand(1);rand(1);rand(1)];
for k=1:100
fobj=[-gamma*x; 1];
lbaril= [Sousgrad’ -1];
lbar2= [Sousgrad’#*=z-Fappr];
B= [B; lbarl]; ineq=[ineq;lbar2];
Bcompteur=Bcompteur+1;
varquad = quadprog(G,fobj,B,ineq, [1,[],[]1, [1,varquad);
z=varquad;
z(5)=[1;
model=varquad(5) ;
delta=fbar-model-gamma/2*norm(z-x)~2;
if deltat2*epsilon <= deltaopt
break
end
fbis=f+A’%*z;
[a,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT, LAMBDA]=QUADPROG (-H,-fbis, [1,[],
n,on,Ls,Lu,a,0PTIONS) ;
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Sousgrad=A*a-b;
Fappr=-FVAL-z’*b
if fbar-Fappr-epsilon >= sigmakdelta
lbarimax= lbari;
lbar2max= lbar2;
if Bmax <= Bcompteur
B=[1;
B=[B;gamma*(x-z)’ -1;lbarimax];
ineq=[1;
ineq=[ineq;gamma* (x-z) ’*x-gamma*norm(z-x) ~2-model;
lbar2max] ;
Bcompteur=2;
end
X=z;
fbar=Fappr;
fprintf(fip,’ %3.0f \t #5.6f \t %5.4f \n’, k, Fappr,
norm(Sousgrad)) ;
else
if Bmax <= Bcompteur
B=[1;
B=[B;gamma*(x-z)’ -1;lbarimax];
ineq=[1;
ineq=[ineq;gamma*(x-z) ’ *x-gamma*norm(z-x) ~2-model;
lbar2max] ;
Bcompteur=2;
end
end
end
t=cputime-t;
fprintf(fip.*\n?);
fprintf (fip,’\n’);
fprintf (fip, ’Valeur optimale duale finale=%4.6f \n’,Fappr);
fprintf (fip, ’norme du sous-gradient final=%4.6f \n’,
norm(Sousgrad)) ;
fprintf{fip, *\n?);
fprintf(fip,’cputime (in seconds) : %#8.4f%,t);
fclose(fip);
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Notons que la valeur optimale de (6.26) est 0.085577.

L’algorithme avec Bpax = 5 a été lancé avec différents niveaux d’optimalité
Agpt afin de mesurer I'influence de ce paramétre sur le comportement géné-
ral de la méthode. Notons que les degrés de précision & (constants pendant
le processus d’optimisation) ont été choisis de maniére & vérifier la relation
(6.4). Dans le tableau suivant, k correspond au nombre d’itérations et d*
correspond & la valeur optimale (du dual) obtenue.

- £l k &
055 | 0.1| 5| 0.138289
0.055 | 0.01 | 10 | 0.091966
0.0055 | 0.001 | 20 | 0.085736

0.00055 | 0.0001 | 17 | 0.085587

Les résultats de ce tableau se résument de la facon suivante :
si Agpy Ny alors €Ny, k 7 et d* N 0.085577.

Autrement dit, plus le niveau d’optimalité désiré est grand, plus le paramétre
€ doit &tre faible (pour assurer la terminaison), plus le nombre d’itérations
est grand et plus la valeur optimale obtenue s’approche de la valeur optimale
du primal.

Dans le tableau suivant, CPU correspond & un indice du temps d’exécution
(CPU=1 pour Bpax = 10).

By | & | CPU
2139 ] 6.616
5117 | 1.001

10 | 15 1

Selon ce tableau, plus la taille maximale du faisceau est grande et plus le
nombre d’itérations et le temps d’exécution sont faibles.
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Chapitre 7

Conclusion

Les différentes méthodes développées dans ce mémoire ont été construites
en appauvrissant successivement les hypothéses de départ. Les hypothéses
les plus faibles étant celles de la méthode de Solodov, on remarque malgré
tout que celle-ci reste simple, efficace et paramétrable a souhait. D’autre
part, cette méthode repose sur une théorie précise et riche en informations
commentant la fagon dont doit étre implémentée la méthode en fonction du
degré d’optimalité souhaité.

Pour terminer, notons qu’aucun résultat numérique n’a été fourni pour
la méthode du point proximal inexact et ce, pour une raison trés simple.
La théorie corrigée du chapitre 5 semble correcte. Cependant, les hypothéses
imposées sur le modéle ne paraissent pas & premiére vue étre simples & sa-
tisfaire. Par ailleurs, les conditions (5.16)-(5.19) imposées sur les tolérances
et sur les approximations de la fonction ne semblent pas plus évidentes &
vérifier. Il serait donc intéressant de vérifier le bien fondé et la consistance
pratique de toutes ces hypothéses.
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