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RESUME

Dans de nombreux problémes statistiques, nous devons travailler avec un
nombre important de variables. Les méthodes factorielles nous permettent de
diminuer ce nombre de variables afin d’obtenir une représentation graphique
des données. Dans ce mémoire, nous étudierons deux de ces méthodes :
Panalyse en composantes principales et 'analyse factorielle discriminante.
Nous les développerons dans le cas classique et dans le cas symbolique et
nous les appliguerons & aide du logiciel d’analyse de données symboliques
Sodas.



ABSTRACT

In many statistical problems, we have to work with a considerable number
of variables. Factorial methods allow us to reduce this number of variables
in order to get a graphical representation of the data. In this thesis, we
will study two methods : the principal component analysis and the factorial
discriminant analysis. We will develop them in the classical case and in the
symbolic case and we will apply them to the analysis of symbolic data with
the Sodas software.
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Introduction

Les statistiques cherchent & étudier les faits de la vie courante {qu'ils soient
économiques, sociaux, politique, ... } & travers un ensemble de données
reflétant au mieux ces différents faits. Pour cela, nous considérons des indi-
vidus sur lesquels nous mesurons des variables, ce qui nous permet d’obtenir
un ensemble de données sur lequel nous pouvons travailler.

Dans le cas le plus simple, lorsque nous mesurons une variable sur un indi-
vidu, nous obtenons une et une seule valeur. Par excmple, le nombre d’en-
fants dans une famille sera un et un seul nombre. Nous appellerons alors les
données que nous obtenons des données classiques.

Mais il arrive que, pour mesurer certains faits, une seule valeur ne suffisc
pas. Par exemple, si la variable correspond & la description de la couleur de
certaines fleurs, une valeur ne suffit pas toujours. La valeur de la variable
sur un individu est un ensemble de valeurs. Ces données seront appelées
données symboligues.

Lorsque P'on étudie un cnsemble de donndes, une des premicres choses que
nous souhaitons est d’avoir une représentation de ces données. Pour cela,
nous réalisons un graphique dont les axes sont les différentes variables.
Cependant, cela n'est possible que dans un espace de dimension 2 ou 3 (IR?
ou IR3) alors que, dans un grand nombre de problémes statistiques que nous
rencontrons, le nombre de variables mesurées est supéricur a 3, ce qui nous
empéche de réaliser cette représentation.

Pour résondre ce probiéme, des méthodes ont été mises au point afin de di-
minuer le nombre de variables intervenant dans la description des données,
comme par exemple Panalyse en composantes principales (ACP) et 'analyse
factorielle discriminante (AFD). Ces méthodes nous permettennt de rame-
ner ce nombre & 2 ou 3 sans perdre trop d’informations sur les données et
nous pouvons ainsi obtenir notre représentation.



L'analyse en composantes principales cherche & diminuer le nombre de va-
riables d’un probléme en tenant compte de la variabilité des données. Pour
cela, nous chercherons un nombre inférieur de nouvelles variables (généralement
9 ou 3), que nous appellerons composantes principales, afin de représenter
les données de départ dans l'espace formé par ces composantes principales.

Il arrive parfois que les données sur lesquelles nous travaillons forment
des classes. Dans cc cas, nous utiliserons l'analyse factorielle discriminante
qui cherche & diminuer le nombre de variables et qui tient en plus compte
des classes que les différents objets peuvent former. Nous chercherons donc
également de nouveaux axes que nous appellerons ici axes factoriels, qui nous
permettront de retrouver ces classes dans 'espace de dimension inférieure.

Par exemple, si nous cherchons & étudier ce qui influence le prix d’une mai-
son, nous allons définir un grand nombre de variables : la superficie totale
de la maison, le nombre de pidces, les travaux & effectuer, la proximité de la
ville, ... Nous ne saurons pas représenter directement les différentes maisons
sur lesquelles nous avons mesuré ces variables sur un graphe. Nous devrons
done chercher de nouveaux axes afin de trouver de nouvelles coordonnées
pour ces maisons. Nous utiliserons donc l'analyse en composantes pringci-

pales.

Nous pourrions également vouloir tenir compte des quartiers ot se situent ces
maisons. Nous aurions alors plusieurs classes, chacunc représentant un quar-
tier, et nous voudrions alors retrouver ces classes dans l'espace de dimension
inférieure. Dans ce cas, nous préfererons 'analyse factorielle discriminante.

Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur analysc en compo-
santes principales. Nous détaillerons la méthode dans le cas classique pour
passer & l'analyse en composantes principales symboliques. En effet, dans
le cas symbolique, nous chercherons & nous ramener & une analyse en com-
posantes principales classiques. Pour ccla, nous devrons fransformer nos
données pour obtenir des données classiques. Cette transformation sera a la
base des deux méthodes que nous allons envisager : la méthode des sommets
¢t la méthode des centres. Nous finirons cette partie en illustrant la mise en
oetivre de ces méthodes par quelques exemples.

Nous passerons alors & l'analyse factorielle discriminante. De fagon simi-
laire, nous envisagerons le cas classique pour passer au cas symbolique. Dans
cotte méthode, nous chercherons également & transformer nos variables sym-
boliques. Cette étape demandera la mise en place d'un systéme de codage.



Puisque nous voulons retrouver les classes auxquelles appartiennent les in-
dividus, nous aurons ici une étape supplémentaire : une fois les coordonnées
des individus sur le plan factoriel connues, il nous faudra définir une regle
qui nous permettra de les reclasser.

Nous terminerons par quelques applications & I'aide du logiciel d’analyse
de données symboliques Sodas.



Les données

Comme nous Pavons signalé, les données peuvent étre de deux types différents :
classiques ou symboliques. Commencons par décrire ces données.

TLes données classiques

Soit :

- E={1,...,n} un ensemble de n objets
- Y1,...,Y,, pvariables que 'on mesure sur chacun de ces objets
- Y1,..., Yy los domaines de ces variables.

Nous avons alors :

L—)}/Q(L)Z‘BM

@y correspond & une seule et méme valeur. Cette valeur est caractérisée par
le type de variable classique auquel nous avons a faire. Elle sera :

— réelle dans le cas de variables quantitatives
— une catégorie dans le cas de variables qualitatives ou catégoriques.

Les variables quantitatives peuvent elles aussi étre de 2 types différents :

— variables quantitatives continues qui prennent un nombre infini non
dénombrable de valeurs dans IR
Exemple : le chiffre d’affaire d’une entreprise

- variables quantitatives discrétes qui prennent un nombre fini ou infini
dénombrable de valeurs dans IR
Exemple : le nombre d’habitants dans une ville.



Ainsi que les variables qualitatives :

— variables qualitatives nominales oll aucun ordre ne peut étre défini sur
les catégories de la variable
Exemple : I'état civil d’une personne

— variables qualitatives ordinales oti un ordre peut étre défini
Excmple : le grade obtenu A une session d’examen.

L'ensemble E

L’ensemble des objets E sur lequel nous mesurons nos variables peut étre
composé :

— d’'individus k appelés objets du preinicr ordre ou
— de classes d'individus C; appelées objets du second ordre.

Les objets du second ordre généralisent les objets du premier ordre. Par

exemple, un objet du premier ordre peut étre un homme et 'objet du se-
cond ordre correspondant, I'ensemble des hommes.

Des données classiques aux données symboliques

Les statistiques cherchent & étudier des faits, que nous appellerons concepis.
Il arrive que ces concepts ne puissent pas étre déerits par des données clas-
siques car leur description nécessite des données plus complexes. Ces données
seront appelées données symboliques.

Les objets symbolicues

Les objets symboliques correspondent & la modélisation des concepts que
nous souhaitons étudier. En effet, dans notre esprit, les concepts sont modélisés
par une description du concept ¢t un ensemble de caractéristiques nous per-
mettant de reconnaitre ce concept. Un objet symbolique correspond donc &

un triplet :
(a, R,d)

ol a est une fonction de reconnaissance, R une relation qui nous permet de
reconnaitre un objet observé en fonction de sa description et d est la descrip-
tion de Pobjet que 'on a en téte, c’est-a-dire 'ensemble des caractéristiques
qui nous permettent de reconnaitre cet objet.



Les données symboligues

Dans le cas des données symboliques nous avons :

Vi B
E—Y(k)

olt Y (k) est un ensemble de valeurs.

Comme dans le cas classique, les variables symboliques peuvent étre de
différents types :

— des variables intervalles : Y (k) est alors un intervalle fermé borné de

R
Exemple : la température d’une journée

— des variables multivaluées : Y (k) est un sous-ensemble fini de ),
Exemple : la couleur d’une fleur

— des variables modales : Y (k) est de la forme (U(k), m3,) ot U (k) est un
ensemble de catégories et 7 une distribution de fréquences associces
4 cos catégories.
Exemple : les résultats d’un lancer de dé

On distingue deux types de variables multivaluées :

- les variables multivaluées catégoriques ott Y(k) a un nombre fini de
catégories

- les variables multivaluées quantitatives ot Y(k) est un ensemble fini
de nombres rvéels



Premiere partie

L’analyse en composantes
principales



Chapitre 1

Analyse en composantes
principales classique

1.1 Introduction

Comme nous venons de le voir, nous altons chercher & diminuer le nombze de
variables intervenant dans la description des données. Pour cela, nous allons
chorcher des axes, que Pon appellera composantes principales, qui s’expri-
meront comme une combinaison linéaire des variables de départ.

Ces axes devront tenir compte au maximum de la structure des données,
c’est-a-dire de la dispersion des données. Pour cela, nous chercherons des
composantes principales qui conserveront la plus grande proportion possible
de la variance totale des données.

Dans un premier temps, nous considérerons des données quantitatives clas-
siques c’est-d-dire que les variables sur lesquelles nous travaillerons auront

pour domaine IR.

I'idée de I’analyse en composantes principales classique cst de projeter 'en-
semble des données sur un hyperplan de dimension inféricure a la dimension

de Pespace de départ.
Cet hyperplan sera determiné par les vecteurs propres de la matrice de dis-
persion des données et, les composantes principales seront construites a partir

de ces vecteurs.

Dans ce chapitre, nous commencerons par représenter les données par une
matrice X. Nous décrirons ensuite de fagon détaillée les différentes étapes
de 'analyse en composantes principales.



1l nous faudra ensuite définir quelques parameétres pour évaluer la qualité
des résultats obtenus.

Nous terminerons ce chapitre par un exemple trés simple pour illustrer les
différents concepts mis en place et par un exemple plus concret afin de voir

les interprétations que l'on peut faire des résultats d’'une analyse en compo-
santes principales.

1.2 Représentation des données

Considérons :

— n objets ou individus appartenant & un ensemble Q = {1,...,n}.
A chacun de ces objets, on associe un poids p; = %; i=1,...,n

- Y1,...,Y, pvariables quantitatives dont les domaines que nous note-
rons YV; sont R (5 =1,...,p).

— n données z1,...,%, telles que 2; € RP (i = 1,...,n).

Chaque vecteur colonne z; = (241, . .., %;p) représente les différentes valeurs
des variables Y; pour 'objet i. En d’antres mots :

g = Y;(0).

L'ensemble des données peut dtre représenté par une matrice de données
classiques X de dimension n x p dont les lignes sont les vecteurs ] :

!

1

Ty1 ... Tlp
X = =|
Tpl -+ Tnp



1.3 La méthode

1.3.1 Idée générale

Nous allons considérer un hyperplan H* de dimension s dans R? (s < p) sur
lequel nous projetterons orthogonalement I'ensemble des points 1,.. ., %x.

Ces projections sur H* seront notées :

25 = mge (1), .o, 2 = TH(20)

L’hyperplan H* sera choisi de manitre optimale parmi toutes les possibilités
d’hyperplan H de dimension s dans Pespace de dimension p, c’est-a-dire en
minimisant la distance entre les points et leurs projections :

QUH) =) o~z
i=1

ot z; = wp(w®;).

'
LX 3
® )
® a o8 ®
°
e
L3N]
? o
@
o %
@90
. &

Fic. 1.1 — Projection des points sur le sous-espace (User manual for Sodas
2 software http ://www.info.fundp.ac.be/asso)
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1.3.2 Premiére étape : Calcul du centroide de ’ensemble des
points

On détermine le centroide de I'ensemble des points :

Tt
- _ _ _ 1
= (Bhyee s &jyon oy Bp) == E T
ni—l

olt la j¢ composante est donnée par la moyenne de la j¢ colonne de X :

n

_ 1 1

Ty == E 20 1=1,...,0
3§ n 2 iy J 3 vy

Par facilité dans des calculs ultérieurs, on soustrait cette moyenne & cha-
cun des vecteurs de données, c’est-a-dire que l'on calcule les vecteurs

On obtient ainsi des vecteurs de moyenne nulle c’est-a-dive que le centroide
des vecteurs Z; se trouve a 'origine.

On obtient alors une matrice centrée X :

T

3]
Il
2

1.3.3 Deuxiéme étape : Calcul de la matrice de dispersion

On caleule ensuite la matrice de dispersion S de dimension p X p définie par :

Tt n
§=S(wi—d)wi—-a) =) @#=XX

i=1 i=1

11



Ou encore :

]

T
{(S)r; = Z(-’Uir — Zp)(wyy — F5) = Z?Eir Ty Hr=1...,p
i—1 i1

Nous pouvons voir que, en sommant les éléments de la diagonale principale
de la matrice S, on obtient l'inertie totale de 'ensemble des points :

n k1]
Ip=> llz—z = %
i=1 i=1

1.3.4 Troisitme étape : Calcul des valeurs propres et des
vecteurs propres de S

On calcule ensuite les valeurs propres Aj, Ag, ..., Ap = 0 de S ordonnées par

valeur décroissante et les vecteurs propres orthonormalisés correspondants

Vi,..., v € RP.

Les vecteurs propres nous permettent en cffet de discerner la. structure
générale des données.

Par excmple, considérons deux variables Y; et Y, ct représentons un en-
semble de données sur un graphique ainsi que les vecteurs propres associés

U1 ¢t va.

Fi1a. 1.2 - Les vecteurs propres d’un ensemble de données

12



Nous pouvons remarquer que le vecteur propre relatif & la plus grande valeur
propre (v;) indique la direction principale de dispersion des données.

Pour tenir compte au maximumn de la dispersion des points, nous retien-
drons donc les vecteurs propres correspondants aux valeurs propres les plus
importantes.

1.3.5 Quatridme étape : Construction des composantes prin-
cipales

Pour calculer les s composantes principales, on retient les s vecteurs propres
de & qui correspondent aux s plus grandes valeurs propres, le j® vecteur
propre correspondant 3 la j¢ plus grande valeur propre. Ce sont ces vecteurs
propres qui déterminent ’hyperplan H* que nous cherchons.

Puisque les composantes principales s'obtiennent par combinaison linéaire
des variables initiales, la 1° composante principale Y;* est alors donnée par :

Y =Y ; [=1,...,8

ot Y = (¥1,...,Y,).

Remarques :
— Calculons la variance de la 1° composante principale :
Var(Yy) = Var(v)Y) = vjSu,.
Or, v; est un vecteur propre orthonormé de § done :
Sy = Ny

ot

Var(Y}) = vj\u = Ao = A

13



— La variance totale (ou inertic) des données de départ est
P
It = Z)\j = {race(S)
=1
— La 1° composante principale prend done en compte la proportion :

f= L
' trace(S)

de la variance totale.

— Et les s composantes principales prennent en compte la proportion :

5
>
=1

" trace(S)

de la variance totale.

En considérant les vecteurs propres qui correspondent aux s plus
grandes valcurs propres pour la construction des composantes prin-
cipales, on tient compte de la plus grande variance possible.

Ce rapport T' doit donc étre le plus proche possible de 1.

1.3.6 Cinquitme étape : Représentation des données dans
I’espace de dimension s :

Les coordonnées des points dans 'espace de dimension s sont données par :

i1
. S~ T
Yi = : =V7;; i=1,...,n

is

14



\
ou

Vi = (v1,...,vs) est la matrice de dimension p X s contenant les vecteurs
propres de S ct gy est la valeur de la I° composante principale pour Pobjet ¢

P

[ o ~
Y =0 T = E vy Ey s (=108
j=1

1.4 Choix du nombre de composantes principales

Pour évaluer le nombre s de composantes principales nécessaires pour avoir
une bonne description des données, on regarde combien de valeurs propres
ont une valeur significative. En effet, nous avons vu qu’une petite valeur
propre ne nous apporte pas une grande information sur la variance des
donndes.

Le critére le plus utilisé consiste & garder un nombre de composantes prin-
cipales suffisant pour que T, la proportion de variance expliquée par les s
premidres composantes principales, ait une valeur élevée (0.8 ou 0.9). Citons
d’autres critéres possibles :

Le critere de Kaiser :

On considdre autant de composantes principales que de vecteurs propres
associés A des valeurs propres plus grandes que 1.

Le critére de Joliffe :

Cle critére est équivalent & celui de Kaiser mais ici, on ne retient quec les
valeurs propres dont la valeur est supéricure a 0.7.

Le critére de la valeur propre moyenng :

On considére autant de composantes principales que de vecteurs propres
associés 3 des valeurs propres dont la valeur est supérieure & la moyenne des

* pvaleurs propres.



La courbe de décroissance des valeurs propres :

On représente sur un graphique les différentes valeurs propres ordonnées
par ordre décroissant. Le nombre de valeurs propres nécessaire & une bonne
valeur de T sera déterminé par les points olt la pente diminue fortement.
Nous aurons donc autant de composantes principales que le nombre de va-
leurs propres indiquées par ce coude.

Fic. 1.3 — Courbe de décroissance des valeurs propres

1.5 Interprétation des résultats

Nous pouvons définir quelques parametres pour estimer la qualité de représentation
obtenue avec les composantes principales ainsi que la contribution de chaque
composante principale & cette représentation.

x Le premier paramétre sera appelé la contribution relative, il mesure la
qualité de représentation du vecteur x; par rapport a la 1° composante prin-
cipale :

_ Vi
|| @ |2

CORG,Y;)

oll ¥y est la valeur de la 1° composante principale pour 'objet 4. Il s’agit en
fait du carré du cosinus de I’angle formé par la j¢ composante principale et

le point ;.

Si nous obtenons une valeur faible pour ce paramétre, nous devrons éviter
d’interpréter la position de I'individu ¢ sur le plan formé par les composantes
principales.

16



% Un deuxidme paramétre est appelé la contribution absolue, il mesure la
contribution de z; & la variance de la 1° composante principale :

vk i
CTR(, V") = A—:y?z

ol p; est le poids de 'objet <.

Une valeur importante pour ce paramétre indique que V'individu est fort,
éloigné de Vorigine.

« La contribution de @; & la variance fotale des données est :
_ ol &P _pil &P

o
PR N
=1

INR(#)

Remarque :

Les interprétations les plus significatives seront celles obtenues a partir dune
composante principale dont le pourcentage de variance expliquée est impor-
tante.

1.6 Exemples

1.6.1 Sur des données artificielles

Résumons les différentes étapes de I'analyse en composantes principales :

1. On caleule le centroide des points ct les vecteurs Z; pourt=1,...,n.
9. On calcule la matrice de dispersion .S ainsi que ses valeurs propres et ses

vecteurs propres.
3. On détermine le nombre de composantes principales nécessaires.
4, On construit ces composantes principales :

& !
Y‘l = 'Ut}/.
5. On calcule les nouvelles coordonnées des points :

yi = V3.

17



Soit 10 individus ¢ (2 = {1,...,10}) sur lesquels on mesure 3 variables
quantitatives Y7,Ys et Y3 :

s
o
o

W oo =1 TR WD~
— ok W O N W O
Co o O = b B e
O O = NN O = =N

[y
s

F1G. 1.4 — Représentation des individus dans I'espace formé par les 3 va-
riables de départ

18



La matrice X de données classiques est :

X =

— O o DO WD
[T O T = IR 7= 2 - SO
O O NN O R - DD

On peut alors appliquer les différentes étapes de l'analyse en composantes
principales :

Premidre étape : Calcul du centroide des points

Le centroide des points z = (27, T2, T3) est donné par :

On caleule ensuite les vecteurs 2; = (x; — T) ce qui revient & calculer :

Z1

X =

Z10

19



On obtient alors :

112 2 2 1 -1 -1 1
0 4 1 2 21 -2 2 0
2 11 2 2 1 0 ~1 0
32 1 2 21 1 0 0
g_l230| 221 _| 0o 11
0 2 2 2 2 1 -2 0 1
41 2 2 2 1 2 -1 1
3 0 1 2 2 1 1 -2 0
430 2 21 2 1 -1
130 2 2 1 -1 1 -1

Deuxieme étape : Calcul de la matrice de dispersion

Calculons la matrice de dispersion S qui sera de dimension 3 x 3 :
10
— —=\/
S = E (i — T — T).
i=1

Ce qui revient a caleuler :

5=X"X.

On a donc :

2.2222 —0.6667 —0.2222
§= | -—-06667 15556 —0.5556
—0.2222 -0.5556 0.6667

On peut alors calculer les valeurs propres de § :

Ay = 0.2662
Az = 1.5379
Az = 2.6403

20



Les vecteurs propres correspondants sont :

0.8367 0.4807 0.2623
v = —0.6444 },; = 0.6786 v vz = | (.4930
0.059 —0.5563 0.8295

Troisitme étape : Evaluation du nombre de composantes princi-
pales

On caleule la variance totale des données, ce qui revient & caleuler inertie
ainsi que le pourcentage ¢; de variance expliqué par chaque valeur propre :

3
I= Z N = 4.4444
i=1
AL
= "— =(.h941
1y 40 59
by = 2 = 0.3460
40

A3
= — = (.0599
t3 40 059

On décide alors de conserver 2 composantes principales (relatives an va-
leurs propres A ot Az) qui prendront en compte la proportion :

M b 41782

10 4444 = 0.9401

T

de la variance totale des données.
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Quatriéme étape : Construction des composantes principales

Nos deux composantes principales sont alors donmées par :

Y1
x Y =vY = (08367 —05444 0059 ) [ Y3
Y3

Yy = —0.8367 Y1 — 0.5444 Y, -+ 0.059 Y3
Y
% Yo =0y Y = (04807 0.6786 -0.5553 ) | Yo
Ys

Y, = 0.4807 Y7 + 0.6786 Y, — 0.5553 Y3

Cinquiéme étape : Représentation des données dans 'espace de
dimension 2 :

Les coordonnées du i° objet dans 'espace des deux premiéres composantes
principales sont alors :

ot X; est la i® ligne de X et V cst la matrice contenant les vecteurs propres.

e (VN o [ —0.8367 —0.5444 0.0590 \ o
z’?( )(X)“( 04807 06786 05553 ) V)i

22



On obtient alors les coordonnées des 10 objets de départ dans P'espace a
2 dimensions formé par Y7* et Y5' :

Objets Yy Yy
1 -(0.2332 -1.7147
2 -2.7623 0.3957
3 0.5444 -0.6786
4 (.8367 0.4807
5 -0.6035 1.2339
G -1.6144 -1.5168
7 2.2769 -0.2724
8 1.9256 -0.8764
9 1.0699 2.1954
10 -1.4402 0.7532
25
ot
15¢
+
it
05+, '
o
05 . '
~i} *
=15 + R
2 > I 2 3

]
Yi*

Fic. 1.5 — Représentation des individus dans le plan formé par les deux
premiéres composantes principales
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1.6.2 Sur des données réelles : Travail dans les différents pays
d’Europe

e A
“‘:ﬂ - L

FIG. 1.6 — L’Europe en 1979 (L. Swysen and G. Seret, Atlas Erasme, espace
et société, 1996)

Présentation des données

Analysons le pourcentage de personnes travaillant dans différents secteurs
dans les pays d’Europe en 1979.

Les différentes variables sont les suivantes :

— Y7 Agriculture

— Y5 Exploitation miniére

— Y3 Industries

— Y, Electricité

Y5 Construction

Ys Industries de services

Y- Finance

Yz Social

Yy Transport et communication

|

|

|

Ces données sont, disponibles sur http ://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/EuropeanJobs. html.
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Pays Vi | Yo | V3 | Va!l Y5 | Vs | V7 | Y5 | ¥
Belgique 33 (0927609 82 | 191 ] 62 | 266 | 7.2
Danemark 92 [01]21.8]|06| 83 | 146 6.5 |322 |71
France 108 (08 |275109| 89 | 168 6 |226]5.7
Allemagne de 'Ouest | 6.7 | 1.3 | 358 /09| 73 | 144 5 |223 6.1
Irlande 2321 1 | 207113 75 168 28 | 208 6.1
Luxembourg 77 131138108 92 |185 ) 46 {192 6.2
Pays-Bas 63 101(2251 1 | 99 | 18 | 68 ;285 | 6.8
Royaume-Uni 27 114(302:14| 69 |16.9| 57 {28364
Autriche 127111302 14| 9 | 168 | 49 (168 7
Finlande 13 104 (25913 74 | 147 5.5 | 24376
Grece 41406176 06| 81 [11.5| 24 | 11 | 6.7
Norvege g 105224 08| 86 |16.9 ] 4.7 | 27694
Portugal 278 03245106 | 84 | 133 2.7 116,71 5.7
Espagne 229 108285107115 97 | 85 | 11.8 | 5.5
Suede 6.1 104125908 72 (144 | 6 | 324|638
Suisse 77 1021378 08| 95 (175 | 53 | 154|567
Turquie 668 1 07| 79 (01| 28 {52 | 1.1 11932
Bulgarie 2361191323106 7.9 8 0.7 | 18.2 | 6.7
Tchécoslovaquie 165129135 12| 87 92|09 179 7
Allemagne de 'Est 42 (297412 |13 7.6 112 | 1.2 | 22.1 | 84
Hongrie 217131 1296(19] 82 | 94 | 0.9 | 17.2| 8§
Pologne 311 (25| 2671091 84 | 75 1 09 | 161 |69
Roumanie 3471211301 |06| 87 | 59 | 1.3 |11.7] 5
URSS 237 114|258 |06 92 | 61§ 05 |23.6]93
Yougoslavie 487 | 1.5 168 11| 49 | 64 {113 | 53 | 4

Premigre étape : Calcul du centroide des points

Calculons le centroide des points T = (

25
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Ona:

% = (19.1,1.2,

La matrice X est alors :

Ty =19.1
To = 1.2
Ty = 27
T4 = 0.9
Ty = 8.2
ag = 13
Fr =4
Ty =20
To = 6.5

97,0.9,8.2, 13,4, 20, 6.5).

15,8308
-9.9308
-8.3308
-12.4308
4.0692
-3.2308
-11.4308
-12.8308
-16.4308
-6.4308
~6.1308
22,2692
-10.1308
8.6692
3.7692
-13.0308
-11.4308
47.6692

-0.3538
-1.1538
-0.4538

0.0462
-0.2538
-0.6638

1.8462
-1.1538

0.1462
-0.1638
-(0.8538
-(.6538
-0.7538
-0.9538
~0.4538
-0.8538
-1.0538
-0.5538

0.5923
-5.2077
0.4923
8.7923
-6.3077
0.56923
3.7923
-4.5077
3.1923
3.1923
-1.1077
-0.4077
-4.6077
-2.5077
1.4923
-1.1077
10.7923
-19.1077

-0.0077
-0.3077
-0.0077
-0.0077

0.3923
-0.4077
-0.1077

0.0923

0.4923

0.4923

0.3923
-0.3077
-0.1077
-0.3077
-0.2077
-0.1077
-0.1077
-0.8077

0.0346
0.1346
0.7346
-0.86454
-0.6654
1.8346
1.0346
1.7346
-1.2654
0.8346
-0.7654
-0.0654
0.4346
0.2346
3.3346
-0.9654
1.3346
-5.3654

6.1423
1.6423
3.8423
1.4423
3.8423
5.1423
5.5423
5.0423
3.9423
3.8423
1.7423
-1.4577
3.5423
0.3423
-3.2577
1.4423
4.5423
~7.7877

2.2

2.5

-1.2
-2.4
0.6
2.8
1.7
0.9
1.5
-1.6
0.7
-1.3
4.5

1.3
-2.9

6.5769
12.1769
2.5769
2.2769
0.7769
(0.0769
-(1.8231
8.4769
8.2769
-3.2231
4.2769
-9.031
7.5769
-3.3231
-8.2231
12,3769
-4.6231
-8.1231

0.6538
(0.5538
-0.8462
-0.4462
-0.4462
-0.8462
-0.3462
0.2538
-0.1462
0.4538
1.0538
(.1538
2.8538
-0.8462
-1.0462
0.2538
-0.8462
-3.3462
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4.4692
-2.6308
-14.9308
2.5692
11.9692
15.5692
4.5692
29.5692

0.6462
1.6462
1.6462
1.8462
1.2462
0.8462
0.1462
0.2462

5.2923
8.4923
14.1923
2.5923
-1.3077
3.0923
-1.2077
-10.2077

-0.3077
0.2923
0.3923
0.9923

-0.0077

-0.3077

-0.3077
0.1923

-0.2654
0.5346
-0.5654
0.0346
0.2346
0.5346
1.0346
-3.2654

-4.9577
-3.7677
-1.7877
-3.5577
-5.4577
-7.0577
-6.8577
-6.5577

-3.3
-3.1
-2.8
-3.1
-3.1
-2.7
-3.5

7.3

-1.8231
-2.1231
2.0769
-2.8231
-3.9231
-8.3231
3.5769
-14.7231

0.1538
.4538
1.8538
1.4538
0.3538
-1.5462
2.7538
-2.5462

Deuxiéme étape : Calcul de la matrice de dispersion

Nous pouvons alors calculer S qui sera ici de dimension 9 X 9 :

Troisiéme étape : Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres

de S

§=X

Les valeurs propres de & sont :

X.

Ap = 303.4581

Ay = 43.7017
Az = 15.2074
Ag = 5.6394
As = 2.4434
Ag = 1.0460
A7 = 0.4208
Ag = 0.0649
Ag = 0.0019.
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L’inertie totale T est de 9299.6 et les pourcentages de variance expliquée par
chaque valeur propre sont :

t; = 0.8158
to = 0.1175

ta = 0.0409

t4 = 0.0152

t5 = 0.0066

tg = 0.0028

¢7 = 0.0011

tg = 1.7454.107%
tq = 5.14.107°.

On décide alors de prendre 2 composantes principales.

Les vecteurs propres correspondant aux 2 premiéres valeurs propres sont :

0.8918 —0.0068
0.0019 0.0923
—0.2713 0.7703
—0.0084 0.012
vy = | —0.0496 |; vy = 0.069
—0.1918 —(1.2344
—-0.0311 —0.1301
—0.298 —0.5668
—0.0454 —0.0099
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Quatrieéme étape : Construction des composantes principales

Nos deux composantes principales sont données par :

!

0.8918 ( Y \

0.0019 Ya
—0.2713 Ys
—0.0084 Y,
Y=Y =] —0.0496 Ys
~0.1918 Yo
—0.0311 Yy
—0.2980 Ya
—0.0454 Yo

Yy =0.8918Y7 + 0.0019Y; — 0.2713Y3 — 0.0084Y; — 0.0496Y5 — 0.1918Y5 — 0.0311Y7
— 0.298Yg — 0.0454Ys.

-0.0068 Y

0.0923 Ys

0.7703 Y

0.012 Yy

Yy =vpV = 0.069 Ys
—0.2344 Ys

—0.1301 Yy

—0.5668 Ya

—0.0099 Yo

Yy = — 0.0068Y; + 0.0923Y; + 0.7703Y3 + 0.012Yy + 0.069Y5 — 0.2344Ys — 0.1301Y7
— 0.5668Yg — 0.0099Y5.
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Cinquidme étape : Représentation des données dans 'espace de

dimension 2 :

Les coordonnées du i® objet dans Pespace & deux dimensions sont alors
calculées par :

2

F=Vy (X7)

olt (X*); est la i® ligne de X* et V5 est la matrice contenant les vecteurs
propres de S correspondants aux 2 plus grandes valeurs propres.

On obtient alors les résultats suivants pour les 26 pays :

Belgique | Danemark | France | Allemagne | Trlande Ttalie | Luxembourg
de 'Ouest
Y1 -17.5167 | -11.4967 | -9.1287 -14.3934 4.4582 | -4.0267 -12.0898
Yy o -4.9262 -11.6618 | -2.1683 5.0475 -6.1316 | -0.3889 2.3324
[ | Pays-Bas | Royaume-Uni | Autriche | Finlande | Gréce Norvége | Portugal
Y| -13.9005 -18.7287 -6.4714 -6.837 25.4271 | -10.972 9.4039
Yy -9,7236 -3.3318 3.35666 -3.9763 | -1.8047 8.8588 -0.0857
Espagne | Suéde Suisse | Turquie | Bulgarie | Tchéco- | Allemagne Hongrie
slovaquie de I'Est
_Yl* 5.775 -15.312 | -12.6838 | 52,1166 | 4.1568 -3.2461 -17.4155 3.1357
YZ | 6.1587 | -8.5267 | 9.7792 | -8.6417 6.7069 9.2347 10.7323 4,987
Pologne | Roumanie | URSS | Yougoslavie
Y1 13.3167 17.0113 4.587 34.8326
Yo | 29448 0.1252 -().872 0.6927

30




5+

g 2Rt

[chég

Bylge, Esp
+ Hengrie
At Pol

URSS
Z Frafjeo

*>Roum

_ "¥ougo

*Gréce

TLnqu

" L
—20 o 20

Fic. 1.7 — Représentation des pays dans lespace formé par les deux
premiéres composantes principales

Interprétation des résultats :

Nous pouvons calculer les différents parameétres d’interprétation.

CORMG,Y]) | CORMi,¥{) [ CTR;(i,Y]) | CTR;(1,Ys) | INRi(i)

Belgique 0.8096 0.0719 0.0016 8.5431.10~* 0.0014

Danemark 0.4642 04777 6.7009.10™% 0.0048 0.0012
France 0.8635 0.0487 492481074 | 1.6551.107% | 3.9915.10~1
Allemagne de 0.8598 0.10567 0.0011 8.9689.107% | 9.9692.10~*

I’Ouest

Irlande 0.2685 0.508 1.0076.1074 0.0013 3.061.1074
Ttalic 0.3431 0.0032 8.9202.10°5 1 5.3242.10°% | 1.9717.1071
Luxembourg ©0.8057 0.03 7.4101.10~* | 1.9151.107% | 7.5028.10~4

Pays-Bas 0.6561 0.3211 9.7959.10 0.0033 0.0012

Royaume-Uni 0.9506 0.0301 0.0018 3.9079.10~* 0.0015
Autriche 0.5323 0.1432 2.1232 3.9664.10°% | 3.2539.10~1
Finlande 0.7195 0.2434 2.3699.1074 | 5.5662.10"* | 2.687.107*

Gréce 0.9634 0.0049 0.0033 1.1465.10™% 0.0028
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CORL(4, YY) | CORMNi, YS) | CTR(i,Y{) | CTR;(3,Yy) | INR;(3)
Norvege 0.5838 0.3806 6.1032.10™4 0.0028 8.5288.1074
Portugal 0.9205 7.6451.107% | 4.4833.107* | 2.5856.10~7 | 3.9733.10~*
Espagne 0.2618 0.2978 1.6908.10~* 0.0013 5.2682.104
Sudde 0.7061 0.219 0.0012 0.0026 0.0014
Suisse 0.5464 0.3248 8.1562.104 0.0034 0.0012
Turquie 0.9655 0.0265 0.0138 0.0026 0.0116
Bulgarie 0.1977 0.5148 8.76.10°% 0.0016 3.6139.10~4
Tchéco- 0.0953 0.7713 5.3422,10~5 0.003 4,5728.1071
slovaquie
Allemagne de 0.6797 0.2581 0.0015 0.0041 0.0018
'Est
Hongrie 0.1964 0.4967 4.985.1075 | 8.7551.10~* | 2.0706.10~%
Pologne 0.88 0.043 8.9891.107% | 3.0529.10~% | 8.3334.1071
Roumanie 0.7579 0.2181 0.0015 0.0029 0.0016
URSS 0.2039 0.0074 1.0667.10~% | 2.6767.107° | 4.2673.10~4
Yougoslavie 0.927 3.6666.10 0.0062 1.6894.10°° 0.0054

Nous pouvons également calculer les indices de corrélations entre les va-
riables initiales Y7,..., Yy et les composantes principales Y7 et Y5 que nous

avons obtenucs :

Yy vy
v, | 0.9992 | -0.0029
Y, | 0.0345 | 0.6293
Yy | -0.6743 | 0.7266
Y, | -0.3884 | 0.2111
Y | -0.525 | 0.2771
Ys | -0.7303 | -0.3387
Yo | -0.1932 | -0.3064
Yy | -0.7602 | -0.5486
Yo | -0.5679 | -0.0470
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Nous pouvons alors voir que la premidre composante principale est princi-
palement corrélée avec la variable Y] représentant 'agriculture. Elle peut
done étre vue comme distinguant les pays A tendance agricole (Y7 > 0) et
les pays plus industriels (Y7* < 0).

La deuxitme composante principale est quant 4 elle principalement corrélée
avec les variables Y (les mines), Y3 (les industries) et Yz (lc secteur social).

Nous pouvons donc conclure que les pays fortement industrialisés (également
dans I'industrie minitre) et agricoles auront une valeur positive pour les deux
composantes principales. Les pays ayant une premiére et une deuxiéme com-
posante principale négatives seront les pays industriels ou le sccteur social
est bien développé. Les pays qui ont une premidre composante principale
positive ¢t une scconde négative seront les pays principalement agricoles ol
le secteur social cst développé. Les pays qui ont une premitre composante
principale négative et une deuxidme positive seront les pays industriels (y
compris Pindustrie minidre) oti le secteur social n'est pas développé.

Trois pays se distinguent des autres :

— La Gréce et la Turquie qui ont leur premidre composante principale
positive et la seconde négative (surtout la Turquie) ce qui signifie
¢ue ces pays sont principalement agricoles, que le secteur social y est
développé.

— La Yougoslavie avec les deux composantes principales positives (sur-
tout la premidre) ce qui signifie que c’est un pays agricole mais ol les
industries sont un minimum développées ainst que les mines.



Chapitre 2

Analyse en composantes
principales pour des données

intervalles

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons chercher & généraliser Panalysc en compo-
santes prineipales classique. La méthode que nous allons développer ici ne
sera valable que pour des données de type intervalle. C'est-a-dire que nous
travaillerons avec des variables qui auront pour domaine Z, I'ensemble des
intervalles fermés bornés de R,

Nous aborderons deux méthodes de généralisation :

— La méthode des sommets
— La méthode des centres.

Ces deux méthodes se différencient par la fagon dont les données sont représentées :
par des sommets ou par des centres comme l'indique le nom des méthodes.
Nous verrons que la méthode des centres est préférable lorsque nous avons

un grand nombre de variables.

Dans les deux cas, nous nous raménerons & une application de I'analyse
en composantes principales classique.

Nous chercherons également A généraliser les paramétres d'interprétation

de la méthode classique et nous terminerons par un exemple simple sur des
données artificielles et un exemple de données rélles.
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Lorsque nous avons des données symboliques autres que des données inter-
valles, la généralisation de 'analyse en composantes principales classique se
fait par une analyse canonique généralisée symbolique que nous aborderons
dans le cadre de I'analyse factorielle discriminante.

2.2 Représentation des données de type intervalle
De maniére similaire au cas classique, nous partons avec :
— 7 objets que nous noterons u € Q= {1,...,n}

-~ Yi,...,Yp, pvariables intervalles dont les domaines V; (1=1,...,p)
sont Z, Pensemble des intervalles fermés bornés de IR

— n dounées intervalles @y,...,%, ol @ = (@y,..., %) € RP avec
iy = Yi(w:) = [z, Tig)-
Ces dounées ; seront done de la forme :

Nous pottvons également représenter ces données par une matrice de données
intervalles :

"Bl T11 . 3:1p

[
I
I

’ . .
n Lpr -+ Tup

ol I'élément w;; représente Uintervalle [z45, %] € 7.
Soit @} = (i1, ..., Tip) = ([Tar, T s - - - [:_LQ,'E_LP]) le vecteur de données sym-
holiques relatif & Pobjet i ct soit ¢; le nombre d’intervalles ;; non triviaux.

Remarque :

Un intervalle [z, %3] est dit trivial si @;; = Ty; ’est-d-dire s il ne contient
qu'une seule valeur.



Dans un espace de dimension p, 'objet z; sera représenté par un hyper-
rectangle R; & 2% sommets o g; est le nombre de variables intervalles in-
tervenant dans la description de Pindividu ¢ et dont les longueurs des cotés
sont données par les longueurs des différents intervalles xj; intervenant dans
la description de l'objet 1.

. ; ; s ot R S I P
Par exemple, si on prend p = 2, Vintervalle = = ([zi1, Ti1), [zi2, Tiz]) peut
gtre représenté par le rectangle suivant ou les différents sommets sont :

(é’iﬂ ) Eiz)

(gﬂaf’i?)
(Ti1, 2i0)
(Ti1: %)

Y, A

o ;
EE
é

.. (B
] 1
i '4 }. \(’l
X Xil

FIG. 2.1 — Représentation d’un individu déerit par deux variables intervalles
Prenons le cas ot 7 objets notés ¢ (i = 1,...,7) sont décrits par 3 variables
intervalles.

Nous pouvons alors voir sur la figure suivante que, suivant la valeur de
qi, un hyperrectangle peut aussi désigner :

— un point si ¢; = 0 comme l'objet 7

— un segment lorsque ¢; = 1 comme l'objet 6
— ou un rectangle si ¢; = 2 comme l'objet 5.
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71

Fic. 2.2 — Différentes représentations d’individus décrits par des variables
intervalles

2.3 Pondération des individus

Comme pour 'analyse en composantes principales classique, a chaque in-
dividu ¢, nous associons un poids p;. Cette pondération peut s’effectuer de
différentes manicres.

La plus fréquente, et celle que nous adopterons ici, consiste & attribuer aux
objets i des poids identiques :

Nous pourrions également envisager un systéme de pondération dans lequel
nous attribuons & chaque objet un poids p; proportionnel & 'amplitude de
la variation représentée par son intervalle, ¢’est-d-dire qu’un objet aura un
poids plus important si le volume de ’hyperrectangle I2; est plus important
ou encore si la précision des intervalles est plus faible.

a7



on V; est le volume de 'hyperrectangle R; représentant Pindividu 1.

Un dernier systéme de pondération consiste, & I'opposé du second, & at-
tribuer des poids importants aux objets représentés par des hyperrectangles
de faible volume, c’est-a-dire qu’un objet aura plus de poids si la précision
des intervalles intervenant dans sa description est plus importante :

1- 5%
Pi= 5 - i=1,...,n
S (- 5%
=1

2.4 La méthode des sommets

2.4.1 Idée générale
Nous allons représenter chaque donnée x; par un hyperrectangle R; a 2%

sommets de IRP,

Iidée de la méthode des sommets est d’appliquer Panalyse en composantes
principales classique a 'ensemble des sommets appartenant aux n individus.

Les composantes principales intervalles seront alors construites a partir des
composantes principales classiques obtenues sur I’ensemble des sommets.

Fia. 2.3 — Projection des individus sur le sous-espace formé par les compo-
santes principales (R. Verde, Analyse des données symboliques, Université
de Namur, 2006)
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2.4.2 Premiére étape : Représentation des données

Chaque hyperrectangle 12; peut aussi étre représenté par une matrice M; de
dimension 2% x p dont chaque ligne contient les coordonnées d’un sommet
de Phyperrectangle.

Exemples :
Pour l'individu 1 = ([214, Z11], [212, T12)s (213, T3]}

L iz T3
Z11 Tz T13
Zi1 Tz T3
Ty Tz Tis
Tl Ty2 T3
T1r &g 13
T11 T2 &3
Tyl Tz T3

My =

Pour V'individu 5 = ([2s, 51), [Z52: T52], [Zs3, ¥s3]) :
Z51  #Epz 63
My = | o1 52 53
Tr1 L5z Th3

Tr1 Tez s3

Pour 'individu 6 = ([3,‘61, :L‘m], [IEGQ,IEGQ], {:1':63:563]) :

Msz( 6L H62Fes
Tl Te2 Ta3

Pour Vindividu 7 = ([z71, &71), [272, ¥72), {473, 273])

My=(=an an 3 ).

Remarque :

Dans chaque colonne j, on retrouve 291 fois Jes 2 bornes de Uintervalle
;7 qui correspondent aux valeurs prises par la j® variable sur le i objet.
Pour retrouver les bornes de Vintervalle j & partir de la matrice M;, il suflit
done de prendre le minimum et le maximum de la j° colonne.
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2.4.3 Deuxiéme étape : Construction de la matrice M

On regroupe toutes les matrices M; dans une nouvelle matrice M de dimen-
sion > 2% x p:

Cette matrice contient donc les coordonnées de tous les sommets apparte-
nant aux différents objets.

2.4.4 Troisitme étape : Application de ’analyse en compo-
santes principales classique

On applique 'analyse en composantes principales classique a la matrice M
cest-i-dire que Von va chercher i réduire le nombre de coordonnées de

chaque sommet.

Soit Y5, ..., Y, les s premiéres composantes principales obtenues par 'ana-
lyse en composantes principales classique et M > ... 2 X 2 0les valeurs
propres associées.

2.4.5 Quatriéme étape : Construction des composantes prin-
cipales intervalles

On construit alors les s composantes principales de type intervalle }/—11 .
4 partir des s composantes principales classiques Y7°,..., ¥/

Pour cela considérons :

— L; Pensemble des indices & de lignes de la matrice M qui se réferent
aux sommets de ;.

— yu est la valear de la composante principale classique ¥;* pour le som-
met de R; dont 'indice de ligne est k.
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Pour chaque ensemble L;, on construit ainsi une matrice M} de di-
mension 2% x s dont les lignes (€ L;) représentent les coordonnées des
sommets de I'hyperrectangle R; dans un espace de dimension s.

— Comme nous 'avons v, pour retrouver les bornes de 'intervalle cor-
respondant. aux valeurs prises par la j° variable, il suffit de prendre la
valeur minimale et la valeur maximale de la j® colonne de la matrice
représentant les coordonnées des sommets de R; c'est-a-dire de la ma-
trice M.

La valeur de la 1° composante principale de type intervalle Yf pour le

i® objet est alors :
Yii — [@5 ﬁ]

.
ou

g o= N Yy
b keL; Yl

Y = max yul-
il keL; Ykt

2.4.6 Interprétation des résultats

On peut généraliser les parameétres d'interprétation obtenus pour la méthode
classique au cas des données intervalles.

+ La qualité de représentation du vecteur @; par rapport a la 1° compo-
sante principale Y[I cst donnée par :

z W, yzz

CORYi, Y)Y = = ——

Z U d2(k: G)

kel

ott G € RP est le centroide des n.2P lignes de la matrice M et d(k, G) est la
distance (euclidienne) entre la ligne k € L; de la matrice M et G c'est-d-dire
la distance entre le sominet & de R; et G, wy, est le poids du sommet & de [;
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Zdz(k, G) = Z | 2 — G || est linertie totale des sommets de K.

kely kel;

Les poids wy, étant identiques pour les sommets d’un méme hyperrectangle
R; dont l'ensemble des indices de ligne dans la matrice est I, nous avons :

> vh

keL;

Ty Eh6)

keLl;

COR}(,Y/)

Ce paramétre indique le rapport entre la contribution de I’ensemble des som-
mets de L; & l'inertie A; de la j* composante principale et la contribution de
I'ensemble des somimets & 'inertie totale,

Nous avons en effet que :
A = var(Y))

ki
::EE: :{:yizyu

i=1 kel;

T
=" > v

i=1 keL;

x Nous pouvons définir un deuxiéme parametre pour évaluer la qualité de
représentation du vecteur @; :

qui indique le cosinus moyen des angles entre chacun des 2% sommets de E;
et la. j® composante principale.

Remarque :

Le premicr paramétre nous donnera des contributions plus faibles que le

second puisque :

Eeall
+|+
o
o R

1A
e



oit a,b,c,d € RT et donc :

Y-+ <Y I Vi

B0,6)+ ...+ 2k C) ~ &(1,0) 2k, C)

« Ta contribution de 2; & la variance ); de la 1° composante principale
est :

2
Z Wi Ypt

kel

Al
Or wi = pi/2% est le poids du sommet & de K; (p; étant le poids de I'objet
i) donc :

CTR:(4,Y}) =

. Pi
CTRi(3, V) = ) > v
A kel

£ La contribution de z; au SST° des n.2% sommets représentant les n hy-
perrcctangles est donnée par :

> wpd’(k, @) > d(k,G)

, keL; Pi kel
INRy(i) = == _ Pioke
Iy 2r Ip
P
olt fr = z A;j est la variance totale du nuage des n.2% sommets dans l'es-
j=1

pace de dimension p.
Cles deux dernitres contributions reviennent i effectuer des moyennes pondérées

(p;/2P) des contributions des sommets de L; associés & 'objet a D'inertie
) du I® axe factoricl et & I'inertie totale respectivement.
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2.4,7 Lien avec la méthode classique

Nous pouvons montrer que Panalyse en composantes principales classique
est un cas particulier de la méthode des sommets.

Les données classiques sont en effet un cas particulier des données inter-
valles @ ce sont des données décrites par p intervalles friviaux :

Til = &1 = ity - -5 Tip = Tip — Lip.

Les hyperrectangles R; sont alors des points de coordonnées (i1, .-, &ip),s
les matrices M; sont des matrices lignes et la matrice M est en fait la ma-
trice X des données classiques.

On doit donc appliquer 'analyse en composantes principales classique 4 la
matrice X,

Il ne nous reste alors plus qu’a montrer que la construction des composantes
principales intervalles ne modifie pas les résultats obtenus par la méthode

classique.
— L’ensemble L; ne contient qu’un seul indice de ligne : 2.
— On a une scule valeur pour yy et donc :
Y = min gy = Y = max iy = Y.
Yit heps Yk il e r, Yt = Ya
- On a alors que vy, la valeur de la composante principale intervalle Yt‘r

pour U'objet 4, est la valeur de la composante principale classique Y®
pour l'objet .

On peut done voir que cette dernidre étape ne modifie pas les valeurs obte-
nues avee la méthode classique et donc que 'analyse en composantes prin-
cipales classique est bien un cas particulier de la méthode des sommets.
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2.5 La méthode des centres

2.5.1 Idée générale

Dans cette méthode, nous caractériserons chaque hyperrectangle f2; par son
centre que 'on notera c¢;.

De nouveau, ces centres auront p composantes réelles et nous pourrons done
leur appliquer 'analyse en composantes principales classique. Les compo-
santes principales intervalles seront alors construites & partir des résultats
obtenus sur Pensemble des centres.

o p— ¢ -C - . A .
Chaque centre ¢; = (5, . .. ,:Lip) a pour coordonnées :

P R Ly
mij_T’ j—l,---,P, 7’21:"'an'

2.5.2 Premiére étape : Construction de X

On calcule les centres des n hyperrectangles pour construire la matrice X
définie par :

G

11 Tip
X=1 :
.C .C

Tnt ﬂ’np

ot la ligne i représente les coordonnées du centre ¢; de I;.

Les colonnes de X représentent les nouvelles valeurs des variables Y1,...,Y),
mesurées sur les différents sommets et sont notées : Y°,..., ¥

2.5.3 Deuxiéme étape : Application de I’analyse en compo-
santes principales classique

On applique I'analyse en composantes principales a la matrice X c’est-d-dire
ailx centres des n hyperrectangles.

Soit y§ la valeur de la I° composante principale pour ¢;.
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2.5.4 ‘Troisitme étape : Construction des composantes prin-
cipales intervalles

Nous pouvons alors déterminer les valeurs des composantes principales in-
tervalles pour chaque objet .

Soit :
n
.
Z Tiy
i=1

:’LJ n

la. moyenne de la variable Y c’est-a-dire la. moyenme des éléments de la j°

colonne de X,

Par définition dans la méthode classicue, la 1° composante principale du
centre ¢; est donnée par :

B
yh = (v — %) vy
=1

ot vy = (viy, ..., vp) est le 1° vecteur propre de 5.

Puisque les coordonnées 'ij du i® centre sont localisées entre wi; et T,
nous pouvons trouver un intervalle [y;, 7i;] dans lequel les valeurs possibles
de la 1° composante principale yf; doivent se trouver.

Puisque, lorsqu’on caleule les valeurs obtenues, on ne fait qu’une projection
orthogonale, il nous suffit de projeter I'ensemble des points de Pintervalle
pour trouver les nouvelles bornes de U'intervalle. On obtient alors les borties
suivantes pour la I° composante principale du i° objet :

3 T P
Yi 111 Ty — T3] Vg1
dil . ijfE{jSﬁ} ( ij ;,u) J

P
B=2,
j=1
P
i=2
j=1

P -T T
max T — L) s
vy S ST (ol = 45) vi

7
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Nous pouvons remarquer gue, pour le calcul de gy ¢

— si vy < 0 : le minimum est atteint en Ty
—siv>0: e minimum est atteint en @y,

et pour le calcul de gy :

— st yy < 0 le maximum est atteint en 2;;
— sty >0 le maximum est atteint en ;5.

Les bornes de la. 1 composante principale intervalle ¥ pour Pobjet i peuvent
i 1%
alors aussi s'écrire

{7l <0} {.?|Uﬂ>0}
ga= ), g—ePunt Y, (T-H v
{7lw;r<0} {jlus>0}

2.5.5 Interprétation des résultats

Nous pouvons également adapter les paramétres d'interprétation dans le cas
de la méthode des centres.

« Pour mesurer la qualité de représentation de l'individu ¢ par rapport a
la 1 composante principale :
2 2
we; Yo Yeu

ORNi,Y{) = COR}(,Y]) = =
COR(i,Y;") = CORF(i, Y ) we, &G, Gy dHC;,G)

ol wg; est le poids du centre ¢; et est donc égal & p; puisque toute Pinfor-
mation concernant R; est ramenée sur ¢;.

Ce paramétre indique le rapport entre la contribution du centre ¢; du i®
hyperrectangle & l'inertie de la 1° composante principale et la contribution
de ce centre & l'inertie totale.

% Pour mesurer la contribution de x; & la variance A; de la 1° composante
principale :

: we
CTRi(6 YY) = =0 vy
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+ Pour mesurer la contribution de x; au SST des n centres représentant
les n hyperrectangles :

‘18l 2 R
LNRAQ::de(C“G):u@.d(C“GX

I i 4
T Z)\J
j=1

2.5.6 Lien avec la méthode classique

Montrons que l’analyse en composantes principales classique est aussi un
cas particulier de la méthode des centres.

Puisque les données classiques sont un cas particulier des données intervalles
ott la borne inféricure et supéricure de Pintervalle coincident, on a :

B
.'sz = 3’13'

La matrice X dont les lignes sont les coordonnées des centres est donc la
matrice X des données classiques.

On construit alors les composantes principales intervalles :

- 1,; la moyenne de la j° colonne de X est égale & T; la moyenne des

éléments de la j® colonne de X puisque X = X.

_ La valeur de la 1° composante principale pour le centre ¢; est égale &
la valeur de la 1° composante principale pour 'objet <.

— On a alors que
Yit = Ya = Yit = il

puisque le minimum et le maximum ne sont pris que sur Ia valeur x;;.

De nouveau, cette étape ne modifie pas les valeurs obtenues par la. méthode
classique et on a bien que 'analysc en composantes principales classique est
un cas particulier de la méthode des centres.
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2.6 Comparaison des 2 méthodes

Une premiére remarque 3 faire concerne les intervalles de petite longueur.
Nous avons dans ce cas que les résultats fournis par la méthode des sommets
et par la méthode des centres fournissent des résultats trés similaires puisque
les sommets et les centres ont des coordonnées trés semblables.

2.6.1 Analyse inter-classes et intra-classes

Nous allons maintenant comparer les expressions des moyennes, des va-
riances et des covariances que ’on obtient avec les différentes méthodes pour
montrer que la méthode des sommets correspond & une analyse inter-objets
et intra-objets alors que la méthode des centres correspond uniguement &
une analyse inter-objets.

Moyenne des variables ¥j :

Pour la méthode des sommets, la moyenne de la j° variable que nous note-
rons Y} correspond & la moyenne de la j© colonne de la matrice M. Comme

nous l’avons vu, cette colonne contient, pour chaque objet ¢, 29~ ~1 fois les
bornes de @;;. Nous avons donc :

n i—1 (o = oo, T

v =3 210 (25 + Tyy) _ 3 Ty + i

- 7,24 . on
i=1 i=1 !

Pour la méthode des centres, nous avons directement :
Z % - Z e,

Nous avons donc :

Yi=YE
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Les variances :

Calculons la variance vj; pour la méthode des sommets :

n 2%
53 % e
i=1 k=1 =gij ou T
sommets de i
o e )
; Z n24 Y nos U9
i=1  ktels que (Mi)r;=2;; k tels que (M;)k;=;
1 1.1
= 129 =0
n
— \2n AR
S
1

1 _
= 52y + Tij)-

La variance 'U;j pour la méthode des centres se trouve directement par :
n
1
c o o =. 32
i = E 4(@1';,' + i)
i=1

Calculons la différence entre ces deux variances :

113

1, L
ogy =5 = (5l + wy) - (D gles+ 7ii)?)

i=1
7
1, 1, 1 _
=2 4% T g% T g%y
i=1



Nous avons donc :

1 - 2
vjy = v+ g (i + Tig)

& __. . C .
Ui = Vg5 GG

ej; sera appelé le facteur d’amplitude de la variable ¥j. Il exprime I'infor-
mation de variation ou d’imprécision de la variable dc type intervalle. Nous
noterons E la matrice diagonale regroupant les facteurs d’amplitude des
différentes variables ¥ :

0 ... ep

Les covariances :

Par un caleul similaire au précédent, nous pouvons montrer que les cova-
riances sont identiques dans le cas de la méthode des sommets et dans le cas
de la méthode des centres.

Conclusion :

Nous pouvons établir les rclations suivantes entre les matrices variance-
covariance V' et V°© !

Vi=Ve+ L.

La méthode des sommets apparait donc comme une analyse inter et intra-
objet puisqu’elle prend en compte :

— la variabilité entre les centres des hyperrectangles & travers V°

- la variabilité ¢ I’intérieur des hyperrectangles & travers &.
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2.6.2 La complexité des calculs

Dans la méthode des sommets, nous devons appliquer 'analyse en compo-
santes principales classique A la matrice M qui est de dimension n2% x p.
Lorsque nous travaillons sur un nombre important de variables, le nombre
de calculs & effectuer devient assez important.

Dans la méthode des centres, nous appliquons I'analysc en composantes
principales classique & la matrice X de dimension n x p. Le nombre de cal-
culs & effectuer est donc nettement moins important.

2.7 Exemples

2.7.1 Sur des données artificielles

Prenons 5 individus sur lesquels nous allons mesurer 3 variables de type
intervalle. Nous obtenons les mesures suivantes :

i Y2 Y3
1 [0,1] L2 [0,1]
2 [-1,0] 0,0 [1,3]
3 [2,-1] [-1,0] [-2,0]
4 1,2] 2,2 2,2]
5 2,3] [1,1 0]

Nous aurons alors la matrice de données symboliques suivante :

(0,1  [1,2] [0,1]
[_1: 0] [Ov 01 [15 3}
A= [*2, _1] [_1: 0] [*2}0]
(L,2]  [29] (22
(2,3 (1,1 [0,0]
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La méthode des sommets

Résumons brigvement les étapes de la méthode des sommets :

1. On représente chaque donnée x; par une matrice M;.

2. On construit la matrice M.

3. On applique I’analyse en composantes principales classique & la matrice M
ol yx; est la valeur de la 1° composante principale classique pour le sommet &.
4. On obtient les composantes principales intervalles par :

yir = [y, il
oll

Yy = I Y,

ﬂ kGL{ JAE

Y = Max ypr.
Yil = ax

Premiére étape : Représentation des données

On représente chaque donnée z; par une matrice M; représentant les différents
sommets de Uhyperrectangle R;

010

01 1

0 20 -1 0 1

0 2 1 10 3
Mi=11 10 Ma=1 9 o1

111 0 0 3

1 20

1 21




~2 -1 -2

2 -1 0

2 0 -2

2 0 0 1
Ms=| 1 -1 =2 M“Z(z

-1 -1 0

-1 0 -2

10 o)

2 1 0
M"’*(:a 1 0)'

Deuxiéme étape : Construction de la matrice M

On obtient alors la matrice M suivante :

0o 1 0
o 1 1
0o 2 0
0 2 1
1 1 0
1 1 1
i 2 0
1 2 1
M= -1 0 1
-1 0 3
0 0 1
0 0 3
-2 =1 =2
-2 -1 0
-2 0 =2
-2 0 0




-1 -1 -2
-1 -1 0
-1 0 =2
-1 0 0
1 2 2

2 2
2 1 0
3 1 0

Troisitme étape : Application de Panalyse en composantes princi-
pales classique

Nous devons alors appliquer Panalyse en composantes principales a la ma-
trice M. On commence donc par calculer le centroide des points m =
(niiy, Tz, Ma)

124

m = ;mﬂ — —0.0833

1 24
My = o ;mm = 0.5833

124

ms = oy ch,g = 0.3333.
i=1

On calcule alors la matrice M:

0.0833 0.4167 -0.3333
0.0833 0.4167 0.6667
0.0833 1.4167 —0.3333
0.0833 1.4167 0.6667



1.0833  0.4167 -0.3333
1.0833  0.4167  0.6667
1.0833  1.4167 —0.3333
1.0833  1.4167  0.6667

—0.9167 -—0.5833 0.6667
—0.9167 —0.5833  2.6667
0.0833 —0.5833 0.6667
0.0833 —0.5B33  2.6667

-1.9167 —1.5833 -—2.3333
—1.9167 -—-1.5833 —0.3333
—1.9167 —0.5833 —2.3333
-1.9167 -—-0.5833 —0.3333
—0.9167 —1.5833 —-2.3333
—0.9167 -1.5833 —-0.3333
—0.9167 —0.5833 —2.3333
—-0.9167 —0.5833 —0.3333

1.0833  1.4167  1.6667
2.0833 14167  1.6667

2.0833 04167 —0.3333
3.0833 04167 -0.3333

Tt 1a matrice de covariance 5 :

o 1.9058 1.06507 0.7246
§=XX=1| 10507 1.1232 0.5797
0.7246 0.5797 1.9710

et les valeurs propres et les vecteurs propres de S :

& Les valeurs propres :

A = 3.2875
Az = 1.3225
Az = 0.3900.
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> Les vecteurs propres :

—0.6644 0.5039 0.5519
= | —04767 |; vp = 0.2830 ; vy = | —0.8322
—0.5756 —0.8161 0.05622

Pour évaluer le nombre de composantes principales nécessaires, calculons
la. variance totale des données ainsi que le pourcentage de variance expliqué

par chaque valeur propre :

=5
t; = 0.65675
te = 0.2445
tz = 0.0780.

On voit alors que deux composantes principales suffisent & expliquer la pro-

portion :
T =0.922

de la variance totale des donndes.
On construit alors nos deux composantes principales :
Y =v Y = —0.6644 Y; — 04767 Yy — 0.5756 Yy
YS = vy ¥ = 0.5039 Y1 4+ 0.283 ¥ — .8161 Yi.

On trouve alors les coordonnées des sommets dans 'espace & 2 dimensions

-
z; =

—0.6644 04767 —0.5756 (M%)
0.5039 0.283 —0.8161 '

ot (M*); est la i® ligne de M™.
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On obtient les résultats suivants ott R;(f) est le j° sommet de R; :

Ry (1) -0.0621 0.4319
R1(2) -0.6377 -0.3841
R (3) -0.5388 0.715

Ry(4) -1.1145 -0.1011
Ry(5) -0.7265 0.9359
Ry(6) -1.3021 0.1198
Ri(7) -1.2032 1.2189
Ry(8) -1.7788 0.4029
Ro(1) 0.5034 11711
Ry(2) -0.6479 -2.8032
Ry(3) -0.161 -0.6672
Ra(4) | -1.3122 -2.2993
Rs(1) 3.3713 0.4901
Ry(2) 2.2201 -1.142
R3(3) 2.8946 0.7732
Ry(4) 1.7434 ~0.8589
R3(5) 2.7069 0.0941
R3(6) 1.5557 -0.6381
R3(7) 2.2302 1.2771
R3(8) 1.079 -0.355
R4(1) -2.3545 -0.4132
R4(2) -3.0188 0.0907
R5(1) -1.3909 1.4398
Rs(2) -2.0553 1.9437
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Flia. 2.4 — Représentation des sommets des différents hyperrectangles

Quatridme étape : Construction des composantes principales in-
tervalles

On commence par définir les ensembles L; :

Li={1,...,8}
Ly={9,...,12}

Lz = {13,...,20}
Ly = {21,22}

Ly = {23,24}.

On définit ensuite les matrices M qui nous permettront de trouver les va-
leurs des composantes principales intervalles pour chaque objet. En effet,
nous savons que les bornes de V'intervalle de la j° composante principale
pour Pindividu ¢ sont données par la valeur minimale ¢t maximale de la j°

colonne de la matrice M;.
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On a alors :

—0.0621
—0.6377
—0.5388
—1.1145
—0.7265
—-1.3021
—1.2032
[.7738

M; =

> Y (1) = [~1.7788, —0.0621]

0.5034
—0.6479
—0.1610
—1.3122

Mj =
> Y{(2) = [-1.3122,0.5034]

3.3713
2.2201
2.8946
1.7434
2.7069
1.5557
2.2302
K 1.079

Mj =

> Y{(3) = [1.07903.3713)

M;{:(

> Y (4) = [~3.0188, —2.3545]

3.018¢
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—2.3545
)
bl

0.4319
—0.3841
0.715
—0.1011
0.9359
0.1198
1.2189
0.4029

V(1) = [-0.3841,1.2189)

—-1.1711
—2.8032
—0.6672
—2.2993

Y (2) = [-2.8032, —0.6672]

0.4901
—1.142
0.7732
—0.8589
0.9941
—0.6381
1.2771
—0.355

Y{ (3) = [-1.1420,1.2771]

—0.4132
0.0907

Y (4) = [~0.4132,0.0907]




. [ —1.3909 1.4398
M. = ( 2.0553 1.9437 )
b Y{(5) = [-2.0553,—1.3909] Yy (5) = [1.4398,1.9437]

Graphiquement, on a alors :

8
stk
°
™
.O‘ i
B ul Objet5
5 ] objet 4
; ]
g
a0 =1
5 Objetd —- I |
b Otjet3
:5 ki i\ ‘
é =[=
[a} Objet P
4}
T8 . i ; .
i -4 -2 0 2 4 [

Premiére compasarte principale

FIG. 2.5 — Représentation des individus dans I'espace formé par les deux
composantes principales intervalles
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La méthode des centres

Résumons les différentes étapes de la méthode des centres :

1. On calcule les centres ¢; (i = 1,...,n) et on construit la matrice X.
2. On applique P'analyse en composantes principales classique & la matrice X.
3. On construit alors les composantes principales intervalles ¢y = [gil,@]ﬂ] par:

i = Z (&5 — :Lg v + Z ’ng 34 ) vt

{glv;1<0} {ilv>0}
it = Z (wiz — ’Uler Z (i — 3” ) Vit
{ilvji<0} {jlu; >0}

Premiére étape : Construction de X

On reprend nos données de départ :

0,1 (1,2 [0,1]
(=10 [0,0] [1,3]

X=1 [-2,-1] [0 [-20]
(1,2]  [2,2] (22
2,3 (L1 [0,0]

On calcule les centres ¢; = (af),. .. ,: 2p) de chaque hyperrectangle ol :

Tig =~ 9 ;

On obtient alors :

05 1.5 05
05 0 2
X=| ~15 —-05 -1
15 2 2
25 1 0
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Deuxidme étape : Application de "analyse en composantes princi-

pales classique

On applique alors 'analyse en composantes principales classique & la matrice
X. Calculons le centroide des centres des hyperrectangles ¥ = (21, 22,%3) ©

1
= gZ(.’EQ)l =0.b
i=1

5 i=1
On a alors que :
0 0.7 -0.2
- -1 -08 1.3
Xt=X-X=]| -2 -13 -17
1 1.2 1.3
2. 02 =07

On peut alors calculer la matrice de covariance 5 :

25 125 0.5
S=1 1256 1.075 0.6125
0.5 06125 1.7

Ainsi que ses valeurs et vecteurs propres :

AL = 3.6297 Ag = 1.4597 Az = 0.2856

—0.7829 0.4386 0.4412
v = | —0.4933 vg = | —0.0056 v = | —0.8699
—0.3791 —0.8987 0.2207

Pour évaluer le nombre de composantes principales nécessaire, calculons :



t; = 0.6691
ts = 0.2767
13 = 0.0641.

On voit alors que deux composantes principales nous suffisent pour expli-
quer la proportion :

T =10.946

de la variance totale des données.

On obtient alors les coordonnées suivantes pour les sommets dans 'cspace
4 deux dimensions formé par les composantes principales :

Centres Y Yy
C1 -(.2695 0.1758
Ca . 0.6847 -1.6024
Ca 2.8516 0.6577
€4 -1.8677 -0.7363
Cs -1.3991 1.5052
2 T 1 T T
151 +
_i5lL
FAE a4 s o oh 3 15 z 2% 3

Al

F1c. 2.6 — Représentation des cenfres des individus

64



Troisieme étape : Construction des composantes principales inter-
valles

Pour calculer les valeurs des composantes principales intervalles pour chaque
individu ¢ représenté par le centre ¢, il nous suffit alors de calculer ;

vii= Y. @m—aog+ D (ww—af) vy

{klvx; <0} {kjvy; >0}
vii= Y, Ga-aPug+ D @r-—a)uy
{klvr; <0} {k|vs; >0}

= (05 08 0.7)

vj = ( 0.7829 0.4933 0.3791 )
vy = ( 0.4386 —0.0056 —0.8987 ).

On a ainsi, par exemple, pour le premier individu :

3
Y12 = (T —T1°) viz + Z(m ~ EE°) vpa
k=2
Y1z = —0.49563
3
iz = (F11 — F1%) via + D (@1k — FF°) vk
k=2

13 = 0.84727
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Et ainsi de suite pour tous les individus, On obtient alors :

Individus

}flf

Y*21

[1.0071; 0.5582]

[-0.4956 ; 0.8473]

[-0.0858 ; 1.4553]

[-2.7204 ; -0.4845)

[1.8384; 3.8687]

[-0.4631 ; 1.7784]

e | Q3| B[ =

-2.2691; -1.4762

[-0.9556 ; -0.5170]

=1

~1.7906 ; -1.0077

[1.2859; 1.7245]

Et la représentation suivante :

Li:@mIe CEMPoeRnte prncpile

Da

Fia. 2.7 — Représentation des individus dans l'espace formé par les deux

&

Obeth
L Ctetft
— ,I
(- Obet3
Ooet4
Obet
L
-2 o

s ¢
2 4 6

Preim&re ompatarke panope

premiercs composantes prineipales
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2.7.2 Sur des donndées réelles : les données d*Ichino

Présentation des données

1l s’agit de la description de 8 types d’huiles par 4 variables intervalles :

Nous avons alors les données suivantes :

: Gravité spécifique

: Point de congélation
: Valeur iodine

: Valeur de saponification

¥ Y, Y3 Yy

Linsced | [0.93 ,0.94] | [-27 ,-18] | [170 , 204] | [118 , 196]
Perilla | [0.93,0.94] | [5,-4] | [192, 208] | [188 , 197]
Cotton | [0.92,0.92] | [6,-1] | [99,113] | [189 , 198]
Sesame | [0.92,0.93] | [6,-4] | [104, 116] | [187 , 193]
Camellia | [0.92,0.92] | [-21,-15] | [80,82] | [189, 193]
Olive |[0.91,092 | [0,6 | [r9,90 | [187, 196)
Beef | [0.86,0.87] | [30,38] | [40,48] |[190, 199]
Hog | [0.86,0.86] | [22,32] | [53,77] |[190, 202]

Notons par :

: Linseed
: Perilla

: Cotton

: Sesame

: Camellia
: Olive

: Beef

: Hog
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La méthode des sommets

Premiére étape : Représentation des données

On représente alors chaque huile 7 par une matrice M; :

0.93 —27 170 118 093 —5 192 188
0.93 —27 170 196 093 -5 192 197
0.93 27 204 118 093 —5 208 188
0.93 —27 204 196 093 -5 208 197
0.93 —18 170 118 0.93 —4 192 188
0.93 —18 170 196 0.93 —4 192 197
0.93 18 204 118 093 —4 208 188
My | 093 —18 204 196 | | 093 —4 208 197
0.94 —27 170 118 0.94 —5 192 188
0.94 —27 170 196 0.94 —5 192 197
0.04 —27 204 118 0.94 —5 208 188
0.94 —27 204 196 0.94 -5 208 197
0.94 —18 170 118 0.94 —4 192 188
094 —18 170 196 0.94 —4 192 197
0.94 —18 204 118 0.94 —4 208 188
0.04 —18 204 196 094 —4 208 197 )
0.92 —6 104 187

0.92 —6 104 193

0.92 —6 116 187

0.92 —6 116 193

092 —6 99 189 092 —4 104 187
0.92 —6 99 198 092 —4 104 193
092 —6 113 189 092 —4 116 187
M= | 092 6 118 198 | | 092 —d4 116 19
092 —1 99 189 0.93 ~6 104 187
092 -1 99 198 | 093 —6 104 193
092 -1 113 189 0.93 —6 116 187
092 -1 113 198 093 -6 116 193
0.93 —4 104 187

0.93 —4 104 193

093 —4 116 187

093 —4 116 193
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My =

My =

0.92
0.92
0.92
.92
0.92
0.92
0.92
0.92

0.86
0.86
0.86
0.86
0.86
(.86
0.86
0.86
0.87
0.87
0.87
0.87
0.87
0.87
0.87

\ 0.87

=21
-21
—~21
-21
~15
—15
—15
—15

30
30
30
30

38
38
38
30

30
30
38
38
38
38

20
80
82
82
80
&0
82
82

40
40

43
40
40
48
48
40
40
48
48
40
40
48
48

189
193
189
193
189
193
189
193

190
199
190
199
190
199
190
199
190
199
190
199
190
199
190
199
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Mg =

My =

0.91
0.91
0.91
0.01
0.91
0.91
0.91
0.91
0.92
0.92
0.92
0.92
0.92
0.92
0.92
0.92

0.86
0.86
0.86
0.86
0.86
0.86
0.86
0.86

LR e B ) R e i v Y s N e B - > B o B o T e B e T e S

22
22
22
22
32
32
32
a2

79
79
90
90
79
79
0
a0
9
79
90
90
79
79
a0
90

187
196
187
196
187
196
187
196
187
196
187
196
187
196
187
196

190
202
190
202
190
202

190
202 ]




Deuxiéme étape : Construction de la matrice A

On regroupe ensuite toutes les matrices M; dans unc matrice M qui scra de
dimensions 104 x 4 :

M
My
My
My
M5
Mg
My
Mg

Troisieéme étape : Application de I’analyse en composantes princi-
pales classique

On applique alors I'analyse en composantes principales classique & M. Pour
cela, on calcule la matrice de variance covariance § de dimension 4 x 4. On
obtient :

0 —~0.0005 0.0012 —0.0002
—0.0005 0.3628 -0.7477 0.1514
0.0012 —0.7477 3.2330 —0.4195
—0.0002 01514 —-0.4195 0.4204

S =10°%«

On calcule ensuite les valeurs propres et les vecteurs propres de § :

AL = 3480.3

Ae = 367.7607

A3 = 168.0101

A4 = 0.0001
0.0004 0
—0.2374 0.2012

YT pge08 |0 2T o031 |

—0.1435 0.9603
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0.001
~0.9503 |
—0.1991 |’

0.2392

U3 =

La variance totale et les pourcentages de variance expliquée par chague va-

leur propre sont donnés par :

I =4016.1
t; = 0.8666
ty = 0.0916
t3 = 0.0418

=

1

0.0011
—0.0002
—0.0001

£ty = 2.6194.1078.

On décide alors de garder 2 composantes principales qui correspondent & A

et )\2:

Y = 0.0004Y; — 0.2374Y; + 0.9608Y3 — 0.1435Y)
Yy = 0.2012Y5 + 0.1931Y3 + 0.9603Y;.

Nous pouvons alors calculer les nouvelles coordonnées des sommets dans
Pespace & 2 dimensions ol () est le r® sommet de Phyperrectangle R; :

Yy vy
Ri(1) | 68.8381 | -61.4433
Ri(2) | 57.6487 | 13.4615
Ry(3) | 101.5042 | -54.8776
Ry(4) | 90.3147 | 20.0272
Ry(5) | 66.7017 | -59.6321
Ry(6) | 55.5123 | 15.2727
Ri(7) | 99.3678 | -53.0664
Ry(8) | 88.1783 | 21.8384
Ry(9) | 68.8381 | -61.4433
R (10) | 57.6487 | 13.4615

71




[¥~)

Yl* }r2=-=
101.5042 | -54.8776
90.3148 | 20.0272
66.7017 | -59.6321
55.5123 | 15.2727
99.3678 | -53.0664
88.1783 | 21.8384
747100 | 14.4547
73.4198 | 23.0075
90.0831 | 17.5444
88.7920 | 26.1873
74.4735 | 14.6550
73.1824 | 23.2088
80.8457 | 17.7457
88.5547 | 26.3885
74,7109 | 14.4547
73.4198 | 23.0975
00.0831 | 17.5444
88.7920 | 26.1873
74.4735 | 14.6559
73.1824 | 23.2088
80.8457 | 17.7457
88.5547 | 26.3885
Ry(1) | -14.5465 | -2.7453
Ra(2) | -15.8376 | 5.8975
Ra(3) | -1.0958 | -0.0418
Ra(4) | -2.3869 | 8.6010
Rs(5) | -15.7334 | -1.7391
Ra(6) | -17.0245 | 6.9037
Ra(7) | -2.2827 | 0.9644
Ra(8) | -3.5738 | 9.6072
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‘1/1*

-9.4558
-10.3165
2.0734
1.2127
-9.9305
-10.7912
1.5987
0.7379
-0.4558
-10.3165
20734
1.2127
-9.9306
-10.7912
1.5987
0.7380

-3.7004
2.0615
-1.3831
4.3788
-3.20980
2.4640
-0.9806
4.7813
-3.7004
2.0615
-1.3831
4.3788
-3.2980
2.4640
-0.9806
47813

-29.2404
-20.8142
-27.3189
-27.8927
-30.6647
-31.2385
-27.3189
-29.8142

-9.4331
-5.5018
-0.0469
-5.2056
-8.2256
-4.3843
-9.0469
-5.6918

-34.8992
-36.1903
-24.3308
-25.6219
-36.3235
-37.6146
-25.7550
-27.0461

-7.3207
1.3222
-5.1965
3.4464
-6.1132
2.5206
-3.9890
4.6538
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Yi#

}/2*

-34.8992
-36.1903
-24.3308
-25.6219
-36.3235
-37.6146
~25.7550
-27.0461

-7.3207
1.3222
-5.1965
3.4464
-6.1132
2.5296
-3.98%0
4.6538

-79.9208
-81.2119
-72.2347
-73.5258
-81.8199
-83.1109
-74.1337
-75.4248
-79.9208
-81.2119
-72.2347
-73.5258
-81.8199
-83.1109
-74.1337
-75.4248

-5.9337
2.7092
-4.3888
4.2541
-4.3237
4,3191
-2.7788
5.8640
-5.9337
2.7092
-4,3888
4,2541
-4.3237
4.3191
-2.7788
5.8640

-65.5318
-67.2533
-42.4734
-44.1949
-67.9050
-69.6271
-44.,8472
-46.5687

-5.0332
6.4900
-(0.3986
11.12562
-3.0208
8.6031
1.6138
13.1377
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FIG. 2.8 — Représentation des sommets dans U'espace formé par les deux

premiéres composantes principales

Quatriéme étape :
tervalles

Construction des composantes principales in-

Pour obtenir les composantes principales intervalles pour chaque type d’huile,
il suffit alors de prendre le minimum et le maximum des coordonnées des
sommets correspondant & ce type d’huile. On a alors :

vi(1) = [55.5123, —101.5042]
v{(2) = [73.1824,90.0831]
Vi (3) = [—17.02459, —1.0958]

Y (4) = [-10.7912,2.0734]

Y{(5) = [-31.2385, —27.3189]
Y (6) = [37.6146, —24.3308]
Y{(7) = [—-83.1109, —72.2347]
Y (8) = [-69.6271, —42.4734]

5

Yy (1) = [61.4433,21.8384]
VI (2) = [14.4547, 26.3885]
v (3) = [2.7453,8.6010]

Yy (4) = [—3.7004, 4.3788]
Yy (5) = [~9.4331, —4.3843]
Y (6) = [—7.3207, 4.6538)
Y4 (7) = [—5.9337,5.9337]
v{ (8) = [—5.0332,13.1377).



Representation dans le plan des composantes principales
T T T T T T T T

3or Perilla

201 Linseed

Deuxidéme composante principale
L
o
g
o8
w

-60 L
-80 -60 40 -20 0 20 40 60 e 100 120
Premigre composante principale

Fic. 2.9 — Représentation des huiles dans l'espace formé par les deux
premiéres composantes principales

I.a méthode des centres

Premiére étape : Construction de X

On calcule la matrice des centres X :

0935 —225 187 157 \
0035 —4.5 200 1925
092 -35 106 1935
g_ |09 -5 110 19

092 —18 81 191
0915 3 845 1915
0965 34 44 1945
\ 08 27 65 196
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Deuxidme étape : Application de Panalyse en composantes princi-
pales classique

La matrice de variance covariance est donnée par :

0 —0.0005 0.0013 -0.0062

G 10 % —0.0005 03954 —0.7334 0.1484
0.00013 —0.7334 3.1309 —0.4241

—0.0002 0.1484 —0.4241 0.1632

Les valeurs propres et les vecteurs propres de S sont :

A = 3377.4
Ay = 224.3179
As = 87.8006
Ay = 0.00006
0.0004 0.0009 0.0009 1
| -o2es0 | -oous | 03325 ) 0.0012
1= ooe02 |7 2T —o2rar |P BT oost1 {7 T | —0.0002
—0.1379 —0.3068 0.9417 —0.0006

Oun peut alors calculer la variance totale des données et le pourcentage de
variance expliqué par chacune des valeurs propres :

I = 3689.6
¢) = 0.9154
to = 0.0608
{3 = 0.0238

tq = 1.7867.107%.
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On décide alors de garder 2 composantes principales :

Y} = 0.0004Y; — 0.243Y3 + 0.9602Y3 — 0.1379Y;
Ys = 0.0009Y) — 0.9113Y; — 0.2747Y3 — 0.3068Y}.

On trouve alors les coordonnées des centres dans l’espace & 2 dimensions :

c; | 84.3294 | 10.0500
co | 87.5419 | -20.8155
cs | -3.0052 | 3.7877
cq | 1.5927 | 5.1296
cs | -23.2311 | 24.6355
co | -25.0426 | 4.384
cr | -71.8765 | -13.6607
cs | -50.2187 | -13.5106

Yzr
x

s . f : L ' . ' PR
-8 -60 A0 20 0 20 40 &0 80 100 20
Yir

Fia. 2.10 — Représentation des centres dans l'espace formé par les deux
premiéres composantes principales
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Troisieme étape : Construction des composantes principales inter-
valles

Pour calculer les valeurs des composantes principales intervalles pour chaque
individu i représenté par le centre ¢;, il nous suffit alors de calculer :

vii= ., (@k—a)uyt >0 (w2 vey

{kl?)ki<0} {kl'ﬂk]‘)ﬂ}
Ti= ., (wa—af) v+ > (ww —w) vy
{klug; <0} {klog;>0}

Et on obtient alors :

YII }/2 H

Linseed | {61.5346 , 107.1242] | [-10.6860 , 30.7861]
Perilla [79.1184 , 05.9654] | [-24.8494 , -16.7817)
Cotton | [-11.0445,4.8541] | [-1.7940 , 9.3694]

Sesame [-4.8251 , 8.0105] [1.6498 , 8.6095]

Camellia | [-25.1061 , -21.2661] | [21.0133 , 28.2576)
Olive [-31.6731 , -18.4121) [-1.2413 , 10.0093]
Beef [-77.3097 , -66.4432) | [-19.78562 , -7.5362]
Hog | [-63.7832 ,-36.6541) | [-23.2041 ,-3.8171]

Representation ¢ans le plan des composantes princpa‘es
T T 1 u T v T T

40
30 —
I]Game! a
20F
% Lneeed
g for ) i ]iSesame 1
g Clive } Id““ "
s 0 R —
g Ceften
b .
é 10 Hog
€ H
8 201 peur Peri'a
o .
£ a0t
E]
& —dor
501
801

-80 -0 40 20 i3 20 40 80 ] wo 120
Premigte composante prinzpile
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Troisiéme étape : Construction des composantes principales inter-
valles

Pour calculer les valeurs des composantes principales intervalles pour chaque
individu i représenté par le centre ¢, il nous suffit alors de calculer :

yi= > @E-mugt ) (@a—ef) vy

{k]vr; <0} {k|or; >0}
T = Z (zi — ZE) Vrj + Z (Tik — 2F) kg
{k|vg <0} {klvx; >0}

Tt on obtient alors :

YII Ygf
Linsced | [61.5346 , 107.1242] | [-10.6860 , 30.7861]
Perilla | [79.1184 , 95.9654] | [-24.8494 , -16.7817]
Cotton | [-11.0445 ,4.8541) | [-1.7940 , 9.3694]
Sesame | [-4.8251 , 8.0105) [1.6498 , 8.6095)
Camellia | [-25.1961 , -21.2661] | [21.0133 , 28.2576]
Olive [-31.6731 , -18.4121] | [-1.2413 , 10.0093]
Beef | [-77.3097 , -66.4432] | [-19.7852 , -7.5362]
Hog [-63.7832 , -36.6541] | [-23.2041 , -3.8171]
Representation dans e plan das composantes principales
40 T T T T T T T T
30 =
. il |:|Came| a
=2 Linseed
g 10} -
"é_ , Ofive[_J ‘ll lisesa_ma
£ ———  Cdgton
% =or Hog
E —P0F Beef Perilla
£ ool
3
& —0f
50
-60
rB.D ﬁio —4IU —EID 0 ZIU 4ID BIO 80 160 120

Pramigre composante principale
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2.7.3 Interprétation des résultats

Calculons les corrélations entre les quatre variables initiales ¥1,...,Ys et les
deux composantes principales Ylf et YQI pour la méthode des sommets ct la
méthode des centres :

v/ Yy Y/ v
Y7 | -0.8024 | -0.122 Y7 | -0.7979 | -0.4493
Yo | 0.7324 | 0.2906 Yo | 0.7102 | 0.6864
Y3 | -0.9976 | -0.0413 Y3 | -0.9973 | 0.0735
Yy | 0.4021 | 0.9341 Yy | 0.6273 | 0.3597

La premiére composante principale est essenticllement corrélée avec Y3 (va-
leur iodine) tandis que la deuxiéme composante principale I'est avec Yy (in-
dice de saponification).

Les huiles & valeur iodine importante auront donc une valeur négative pour
Y{ et les huiles avec un indice de saponification important anront une valeur
plus importante pour la deuxiéme composante principale.

Nous pouvons remarquer que les huiles Perilla et Linsced sont regroupées.
Elles ont en effet une valeur iodine plus faible que toutes les autres. Linseed
a en plus un grand intervalle sur Yy puisque sa valour de saponification est

fort variable.

Les huiles Cotton et Sésame sont elles aussi fort regroupées puisqu’elles
ont des valeurs assez similaires powr les quatre variables.

Comparaison des résultats obtenus avec les deux méthodes

Les deux méthodes nous donnent des résultats relativement similaires : nous
retrouvons & chaque fois les groupes d’huiles Perilla-Linseed, Cotton-Sesame

ainsi que celul Beef-Hog,

La différence essenticlle vient de Phuile Camellia au miveau de la deuxitme
composante principale et s’explique par les corrélations. En cffet, dans la
méthode des sommets, la deuxitme composante principale est surtout corrélée
avee la variable Yj alors que dans la méthode des sommets, clle I'est prinei-
palement avec la variables Ya. Or, si nous examinons les valeurs des variables
pour Camellia, nous pouvons remarquer qu’elle se distingue de huile ¢’Olive
par son point de congélation c’est-a-dire par sa valeur de Ya. Elle a donc une
valeur plus importante pour sa deuxidme composante principale dans le cas
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de la méthode des centres.
En ce qui concerne le pourcentage de variance cxpliquée, nous pouvons

voir que la méthode des centres explique un pourcentage plus élevé que
la méthode des sommets.
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Chapitre 3

L’analyse factorielle
discriminante classique

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons voir une deuxiéme méthode qui nous permet-
tra de diminuer le nombre de variables avece lesquelles nous devons travailler :
I'analyse factorielle discriminante.

Nous allons égatement chercher des axes que nous appellerons axes factoriels
qui détermineront un plan factoriel sur lequel nous projetterons nos données
initiales.

Ici, nous envisagerons en plus l'aspect classificatoire : les objets appar-
tiendront & différentes classes. Les axes factoriels seront donc construits de
maniére & maximiser les variances inter-classes mais aussi de maniére & mi-
nimiser la variance intra-classes pour pouvoir retrouver les différentes classes
sur le plan factoriel.

Dans ce chapitre, nous commencerons par quelques définitions pour en déduire
la méthode qui nous permettra de construire los axes factoriels. Il nous fau-
dra ensuite définir une régle d’affectation afin de reconstituer les différentes

classes.

Pour évaluer la qualité des résultats que nous avons obtenus, nous définirons
les notions de taux de bons et de mauvais classements.

Nous terminerons également ce chapitre par un exemple sur des donndes ar-

tificielles pour illustrer les différentes étapes de la méthode et par un excemple
sur des donmées réelles dont nous pourrons interpréter les résultats.
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3.2 Les données

Considérons :

— n objets appartenant & un ensemble E = {1,...,n} appelé ensemble
d’apprentissage

— Yi,...,Y,, p variables cxplicatives quantitatives dont les domaines V;
sont IR

- n données z1,...,2, € IR?

~ m classes II;, ..., IT,, auxquelles appartiennent les différents objets.

Chaque individu de £ appartient & unc des m classes et leurs appartenances
sont connues a priori. Elles sont décrites par une variable nomineale c sur &
avec m catégories !

cky=tsi kell;, t=1,...,m.

Comme pour analyse en composantes principales classique, on commence
avec une matrice de données classiques X = (@gj)uxp avec zp; = Yj(k)

#
i ... Tip

X = =1 =z}
Tpl - Tnp

@y

Nous supposerons, sans perdre de généralité, que les variables sont centrées
c’est--dire que :

Tt

Zﬂfijzoi j=1...,p

i=1

Sinon. nous pouvons définir une matrice X comme pour Vanalyse cn com-
) ¥y
posantes principales.
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On définit également une matrice C' = (cry) de dimension 1 x m associée a
la variable ¢ telle que :

[ 1 sic(k)=1t cest-d-diresi keIl
=1 0 sinon.

Cette matrice indique donc appartenance de chaque objet aux différents
groupes. Chaque ligne représente un individu, elle contient donc un seul 1.

Nous noterons par C; l'ensemble des éléments de E qui appartiennent &
la classe II; et par n; = {C:| le nombre de ces éléments.

1

Nous considérons ici que chaque individu k a le méme poids py = —-. Chaque
k n

classe a alors un poids égal & 7%,

3.3 Quelques définitions

Si nous voulons retrouver au mieux les différentes classes sur le plan factoriel,
les variables discriminantes doivent étre construites de maniére & maximiser
la variance inter-classes et & minimiser la variance intra-classes.

Pour en arriver & la définition des variances inter et intra-classes, il nous
faut encore voir quelques définitions.

3.3.1 Matrice de covariance et matrice de poids

Puisque X est une matrice centrée, la matrice de covariance de X est donnée
par :

n

- —_ 1 R . —_ T
T = (5 ; wij mzz)m — X'HX

ot H est la matrice des poids des n individus. Nous avons supposé que
chaque élément a le méme poids done :
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La matrice diagonale des poids 2t des classes sera notée () et sera définie par :

(Q)nxrn - diag(nl Caey Eﬁu) — OIHG

n

Preuve .

C'HC = c’(lfn)c ~tee
n n

Or, ’élément (¢,t') de C'C est :

n
(C'CYpr =Y e

i=1
Avec :
y 1 sic(i) =t cest-d-dire si 4 € 1l
s = O34 == .
ta it 0 sinon.

On a donc que :

cyep =1 si i€lly et i €y cest-d-dire si = ¢

C'HC sera done bien une matrice diagonale puisque si ¢ # t/, (C'Chw = 0
et les éléments diagonaux scront donnés par :
1 7 1 n 1 1
f = — ",. g ——= ; 3 = - 2 - — :
(C'HC )y = - Zbuczt - Z CitCit - Z G, =, Z ¢y O

i=1 i=1 4o o gell, i€lly ] iell,

3.3.2 Matrice des centroides

Le centroide de la classe Cy est donné par z¢, = (T, - .-, (@ )p) oL :

_ 1 ,
(mgt)jzgzlfckj; t=1,..m; ji=1,...,p.
tkECt
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Nous pouvons alors définir une matrice G de dimension m X p dont la t°
ligne contiendra les coordonnées du centroide de la classe Cy

Y
il

=Q Y (C'HX).

Cm

Preuve :

1
o Q@ detQ Q°

Or (@) = Cype = (ﬁl)tH' My,

0 si t #t car Q est une matrice diagonale

avec My =

1o —1141---. 1 1 ot
ot si t=1.

Nous avons done que Q™1 est une matrice diagonale dont les éléments dia-
gonaux sont donnés par :

N1 T—1T g1 e T T

-1y, = . e
(Q Ju = nm—1 -

o (CHX)=C'(n)Xx=1+0CX

4 } :
C X ch’bm = Zcitmij = Thgr

i=1 kelly
Puisque c; = 0 si i ¢ 1. On a done :
(CTHC) Z -
hElIe

Pour simplifier I'écriture, nous noterons (C'HC)y; par yiy-
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o On obtient alors :

n

(@) = (Q(C'HX)),; = Z Qu' vy = Qn'vij
S
=0sii#1
n 1
= EE Tpi = — Z Trj = (’Lct [3
k€Ll LGH

Avec toutes ces notations, nous pouvons enfin définir les matrices de cova-
riance inter-classes et intra-classes.

3.3.3 Matrice de covariance inter-classes

La matrice de covariance inter-classes, notée B, sera de dimension p X p et

sera, définie par :

m
=3 "% e, = (X'HC) Q™' (C'HX)
=1

Preuve :

= (X’HC) Q™' (C'HX) = (X'HC) G

Or nous pouvons voir que (X'HC) = ,17 X'C est de dimension p X m et est

de la forme :
] (ECI)I v nm(E‘Cm)l
m@a)p - wlTon)p

Ou encore :

, ny _ M
(X'HC) = (— Ty ey TCy -
n n
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Nous aurcns alors que :

—t
To,
n o N )
B = ( ‘rECl’ } Tcm) .
=t
(Lcm
Et done :
m n
P
B = E . a;ot:r:’ct g
t=1
Remarque :

La trace de la matrice B est la variance inter-classes des vecteurs de données
Bi1y.. -3 Tp.

Nous avons en effet qu’un élément (7,7) de la diagonale principale de la
matrice B est donné par :

On a donce bien que :

m

Tr(B) =Y (Y ),

=1 t=1

o

-
=

¥ »

nt 2 )
= — T
( n Gt 3§

=1 j=l

-

— variance inter-classes des vecteurs de données z1,...,%y,

:IB
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3.3.4 Matrice de covariance intra-classes

Nous supposerons que les matrices de variance-covariance 4 l'intérieur des
différentes classes Iy, ..., Il sont identiques.

La matrice de covariance intra-classes W est alors définie par :

m
W = %Z g Wi
=1

ott W; est la matrice de variance-covariance de la classe Cy qui est donnée
par:

W = — Z (T — Tey ) (@ —Ect)f.
¢ keCy

Remarque :

La trace de W est la variance intra-classe des vecteurs données de E.

En effet, un élément (7,j) de la diagonale principale de la matrice W est
donné par :

1 B -
;{Z Z(a"k_m(h)? i=1...,m

t=1 kcCy

On a donc :

Tr(W) =

S
hgh
T
o
2
Eol
|
1=
2
S’
B,
M

Il
2
=
N
~
&~
>
I
=
Q
g
o
S

= variance intra-classes des vecteurs de données xy,...,%y,

= Iw

90



3.4 La méthode

3.4.1 TIdée générale

Nous allons construire nos axes factoriels & partir des matrices de covariance
totale et inter-classes 7' et B. De nouveau, nous projetterons nos données
sur le sous-espace des deux premiers axes factoriels, appelé plan factoriel.

Une fois notre plan factoriel construit, nous chercherons a reclasser nos in-
dividus. Les individus seront affectés & la classe dont ils sont la plus proche.
Nous devrons donc construire une régle d’affectation qui nous permette de
trouver cette classe.

3.4.2 Premiére étape : Construction des axes factoriels

Nous cherchons s axes factoriels F} € RP (i = 1,...,5 < p) tels que les
groupes C1,...,Cnp, solent aussi distincts que possible. Le critére que nous
utiliserons ici est la maximisation du rapport entre Vinertie inter-classes /g
et l'inertie intra-classes Iy.

Pour trouver les axes, nous allons considérer la métrique de Mahalanobis
T sur I'espace RP.

Distance de Mahalanobis :

Avec la distance cuclidienne, nous avons que tous les points dont la distance

4 lorigine est identicque, par exemple, & = (@1,...,2p) tel que || 2 || = ¢,
satisfont 2% 4 ... a:% = ¢ qui est I’équation d’une hypersphére. Ceci signifie

que toutes les composantes de l'observation @ contribuent de fagon ¢gale &
la distance euclidiennc entre x et le centre.

Mais en statistique, chaque composante correspond & une variable ct nous
aimerions donc avoir une distance qui prenne en compte la variance des
variables pour déterminer la distance au centre. Les composantes avec une
grande variabilité devraient recevoir moins de poids que celles avec unc pe-
tite variabilité. Pour ccla, on pondére les composantes par un facteur a;.

On considére alors

U = ;1,. ,'(g)
Y1 Y

v=(" )
aj ap
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La distance euclidienne entre « et v devient alors :

du,v) = (& =9/ D~ & )

olt D = diag(d?,...a}).

Nous avons aussi que :

|2 ||= Va'D-1a
et tous les points qui ont la méme distance & l'origine satisfont :
T1y2 Tpy2
2+ (5=
1 ap

qui est 'équation d’un ellipsoide centré & 'origine dont les axes sont u et v.

Nous souhaitons aussi tenir compte de la corrélation entre les variables, Pour
cela, il suffit de prendre comme matrice D de poids, la matrice de variance-
covariance S et nous avons alors la définition suivante pour la métrigque de
Mahalanobis :

d(z,y) = {z —y)'S ez —y).

Construction des axes :

Avec cette distance, on peut alors voir que linertie totale dans une di-
vection u € RP unitaire, oit F est un vecteur unitaire au sens de la métrique
dc Mahalanobis dans la direction u, est donnée par :

IL,=FTF=1

Or, nous avons que : T'= W + B, ce qui permet de décomposer [, en :

I,=u'F'WF + F'BF.

Nous aurons donc que le pouvoir discriminant de la direction u sera d’au-
tant plus grand que inertie inter-classes 'BF sera grande ou, ce qui est
équivalent, que l'inertie intra-classes F'WF est faible.
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Nous devons alors résoudre le probleme d’optimisation suivant :

max F'BF sous la contrainte F'TF = 1.

Les solutions de ce probléme sont obtenues par les solutions de ’équation :

BF = XTF ou T 1BF = \F.

Si on considere I'équation 771 BF = AF, nous pouvons voir que les solutions
sont les vecteurs propres v; de la matrice 7' B.

De maniére équivalente & Panalyse en composantes principales, nous pren-
drons comme axes factoriels Fi,...,F, les vecteurs propres de T71B qui
correspondent aux s plus grandes valeurs propres Ar,...,As classées par
ordre décroissant.

Remarque :

En général, pour que m classes solent bien séparées sur le plan factoriel
et éviter que des individus soient affectés & une mauvaise classe, m — 1 axes
factoriels seront nécessaires. Ce nombre coincide avec le nombre de valeurs
propres non nulles maximum de la matrice 718 et avec le rang de la ma-
trice B.

3.4.3 Deuxiéme étape : Représentation des données dans
I’espace de dimension s

Les coordonnées de Uindividu ¢ € F sur le plan factoriel formé par F1,..., Fy
sont données par :

7
e . _ V.f .,
yl - . - sa"t'
!
Yi
Les coordonnédes du i° centre sont :

— I —
yCI- = ‘/S ﬂ’Ci'

Le 1¢ axe factoriel est donné par :

=Y.
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3.5 Définition d’une régle d’affectation

Nous avons maintenant obtenu un sous-espace factoriel qui optimise la séparation
des classes. Nous allons reconstituer une partition des individus dans l'es-
pace & s dimensions.

Pour cela, nous allons définir une régle d’affectation qui réaffectera les obser-
vations & une des classes 11y, ..., II,,. Nous comparcrons ensuite la partition
obtenue & la partition initiale & l'aide de cette régle.

Plusieurs régles d’affectation géométriques ont été proposées. L'une d’elle
propose d’affecter un individu & A la classe II; si la distance de la projection
de a1, sur le plan factoriel, y, & la projection du centroide de la classe 11,
Yy, est inférieure aux distances de y,, aux projections des centroides des
autres classes.

Formellement, on a donc :

I’individu % est affecté & la classe T

«

Ay, yo,) =  min d(yr, yey).
j=l,.,m

1] nous reste alors & choisir une distance d : la distance euclidienne ou la
distance de Mahalanobis.

3.6 Validation de la régle d’affectation

Comme pour I'analyse en composantes principales, nous allons cssayer de
trouver une mesure de la qualité des résultats de l'analyse factorielle dis-
criminante. Les taux de bons et de mauvais classements nous permettront
d’évaluer cette qualité.

3.6.1 Définitions

Le taux de bons (mauvais) classements est le pourcentage d’individus af-
fectés A une bonne classe (A une mauvaise classe).

Ces taux doivent étre calculés sur Pensemble E et sur chacune des classes.
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On a par exemple dans le cas de 2 classes :

Affectation
Classes Cy Cy | Nombres total d’individus
Réalité 1 a b N;
02 C d Ng

ot a,b,¢,d, N1 et Ny sont des entiers positifs.
Les taux de bons classements sont donnés par :
— Pour la classe C 1 ¢ = Nil 0< <1
— Pour la classe Cy 1 {3 = N% 0<t <1

L1 Ly atd . Nitid-Nots
— Pour l'ensemble F : t = NN, = NN 0<t<1

Et les taux de mauvais classements par :
- Pour la classe € : &1 = N% 0<f <1 -

— Pour la classe Cs : g3 = Niz 0<ip <1

S C o bte  _ MNiey+Naes
— Pour l'ensemble F : e = 5785 = ~ N 1N, 0<t<1.

On peut alors voir pourquoi il faut tenir compte des taux des classes et
de ceux de l'cnsemble E. En effet, si on a, par cxemple, un mauvais taux
de bons classements pour un groupe (¢; petit) qui ne contient pas beaucoup
d’éléments {N; petit), le taux global ne sera pas fort influencé par ce mai-
vais taux ot on pourrait alors tirer de mauvaises conclusions sur le taux de
bons classements.

Les taux de bons et de mauvais classements calculés sur 'ensemble F sont
appelés les taux calculés par resubstitution.

Mais nous souhaitons savoir si la régle d’affectation que nous avons définie
nous permettait de classer correctement de nouveaux individus. Il nous faut
done définir les taux réels (ou théoriques) de bons et de mauvais classe-
ments.



3.6.2 Taux réels de bons et de mauvais classements
Pour les taux sur I’ensemble test :
Le tauz réel de bons classements TBC*(d) est la probabilité que la regle

de décision d classe correctement les individus d’un nouvel échantillon tiré

de la méme population totale.
Le tauz réel de mauvais classements R*(d) est la probabilité que la régle de
décision d classe mal les individus d'un nouvel échantitlon tiré de la méme

population totale.
Les taux calculés par resubstitution sous-estiment R*(d) ct surestiment

TBC*(d) puisque la régle de décision d peut étre influencée par certaines
particularités de I'ensemble B surtout lorsque K est petit.

Pour les taux sur chacun des groupes :

Supposons dans le cas de 2 groupes C) et Cy que les taux de hons clas-
sements réels soient 4 et £, On a alors que le taux de bons classements

global est :

t=mt + ol

otl 7; est la probabilité d'appartenance au groupe ¢ a priori.
Les taux de mauvais classements réels €1 ot €a sont :

G=1-F et & =1—1.

Cle sont ces taux &; et & que nous allons chercher a estimer pour avoir unc
mesure de la qualité des résultats que Pon obtient avec I'analyse factorielle
discriminante.

Pour les évaluer, nous verrons 3 méthodes :
— les échantitlons fests

— le leave-one-out et
— le bootstrap.
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3.6.3 Evaluation des taux réels :
Echantillon test :

Puisque nous essayons de voir si notre régle d’affectation d nous permet de
classer de nouveaux individus, nous pouvons considérer un nouvel ensemble
d’individus, appelé ensemble test, sur lequel nous appliquerons d. Nous pour-
rons alors calculer le taux de mauvais classements de cet ensemble qui sera
généralement plus élevé que celu calculé par resubstitution : ce taux ap-
proche en effet le taux réel.

Clet échantillon peut &tre obtenu de deux maniéres différentes :
~ Si nous disposons d’un ensemble de N individus différents sur lesquels

les mémes variables Y; ont été mesuréoes, il peut alors 8tre considéré
comme ensemble test que nous noterons Et={1,....N}.

— Si nous ne disposons pas de données différentes, on prend un sous-
ensemble de F, de dimension N (N < n) comme ensemble test E.
Mais de cette fagon, on se prive d’une partie des informations conte-
nues dans les données pour estimer les taux.

Méthode du Leave-one-out

Nousg allons considérer successivement les N ensembles

Ey=E—L, (v=1,...,N).

Sur chacun de ces ensembles, on appliquera la régle de décision d. On no-
tera par d™) 1a régle de décision lorsque celle-ci est appliquée & Pensemble E,,.

A chaque fois, nous calculerons R**(d®) le taux de mauvais classements

de Pensemble F,. La moyenne de ces N taux de mauvais classements nous
donne le taux de mauvais classements réel :

1 N
* s 3(v)
R N;_IR (d™).
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Méthode du Bootstrap

Pour cette méthode, nous allons effectuer B tirages de n éléments avec re-
mise parmi les n individus de l'ensemble £ pour construire B nouveaux
2 . 3 - -

échantillons appelés échantillons bootstrap.

Chaque individu a une probabilité % d'étre tiré. Puisque le tirage s’effec-
tue avee remise, certains individus seront tirés plusieurs fois et d’autres pas
du tout.

On calcule, pour chacun des B échantillons bootstrap, les pourcentages de
mauvais classements que nous noterons, pour le b® échantillon, B (b =
1,...,B). Nous pourrons alors estimer le taux de mauvais classements par
la moyenne des taux obtenus sur les échantillons bootstrap :

3.7 Exemples

3.7.1 Sur des données artificielles

Soit, 10 objets sur lesqucls on mesure 4 variables quantitatives réelles :

Yi|Ya| Ya | Vg

1 2 1-7] -1 -1
2|61 31-156| 56
3 | 4 14711 |-2
410 216 |1
5101 0]-3
61 9 710
7|-10(-2] 110
8| 5|0 |41
9| -1|-5|-514
016 (710 ;-5
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Commencons par rappeler les différentes étapes de l'analyse factorielle dis-
criminante :

1. On calcule les différentes matrices dont nous allons avoir besoin :

X,H,C,Q,T et B

2. On calcule 71 B ainsi que ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
3. On obtient les nouvelles coordonnées des individus sur le plan factoriel par

R
¥ = Vi

oft V! est la matrice contenant, en colonnes, les vecteurs propres que nous
avons retenus pour construire les axes factoriels.

4. On affecte les individus A la classe dont ils sont la plus proche c’est-a-dire
a la classe Cy telle que :

d(ykﬁyCa) = j:Iilill d(yk;ij)

faey

5. On valide les résultats obtenus soit par un échantillon test, soit par la
méthode du bootstrap ou encore par la méthode du leave-one-out.

Premidre étape : Définitions des différentes matrices

Matrice d’appartenance aux différentes classes C :

Les objets appartiennent & 3 classes Cy,Co et Cs suivant la valeur de la
variable Y¥7.

Bi:
— Y7 > 0 : Pobjet appartient a C)

— Y7 < 0: il appartient & C
- Y; =0:il appartient a Cs.
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On obtient alors la matrice suivante :

[ == S B e B O e B e S O e
O H BB =2 O 00 oD
fon B T wn B oo B o R P == e B s

Matrice de covariance T :

T=XHX

ott H est la. matrice des poids des objets :

1
H = Iy
. 10 ‘Lo

Nous avons alors :

288 67 195 74
6.7 182 12 =26
195 —-1.2 474 -114
74 26 -114 82

Matrice des poids des classes @ :

Q=C'HC
04 0 0
=| 0 04 O
0 0 02
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Matrice des centroides G-

G=Q YC'HX)

52 025 4256 -2
=4 —525 -1 -B7 25
0 15 3 -1

Matrice de covariance inter-classes B :

B=(X'HC)Q HC'HX)

22.5 2.625 21 —-9.45
2.625 0.875 3.625 -—1.5
21 3.625 2226 -9.75
-9.45 —-15 -—9.75 4.3

Deuxiéme étape : Construction des axes factoriels

Nous devons donc calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de
T-1B ¢est-a-dire de :

0.6273  0.0345 05172 —0.2421
—0.1673 —0.0262 -—0.0672 0.041
0.0405  0.0427  0.1143 —0.0426
—5831 —0.0841 -—0.5847  0.2597

TR =

On trouve alors :

Ap = 0.8989
Ao = 0.1286
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Az = 8.6221.107 7
M= — 3.4149.10°17,

En calculant linertie totale (1.0275) et les pourcentages de variance ex-
pliqués par chaque valeur propre, nous pouvons voir guie deux axes factoriels
nous suffisent & expliquer la presque totalité de cette variance :

)\1+)\2E1
-"—"I =1,

Les vecteurs propres correspondants sont :

—0.708 —0.6036
oy | 0] 06207
~0.0642 | 0.487
0.6818 ~0.1145

Troisidme étape : Représentation des données sur le plan factoriel

Les coordonnées des poinis sont données par :

yi=Viey; i=1,...,10

ou V's est la matrice contenant v et va.

On obtient alors :

i Yil Yiz
11 -3.2426 -5.925
2| R.4204 | -2.29978
3 | -5.5821 0.689
41 0.6422 4.0492
51 -1.8726 0.9643
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6 | -b.9574 | 1.0803
7 | 6.6702 | b5.2818
8 | 44783 | 0.9855
9 | 2.8924 | -5.3934
10 | -6.4478 | 1.2961

Quatriéme étape : Définition d’une régle d’affectation

Pour cela, calculons les coordonnées des centres des trois classes sur le plan
factoriel :

B —5.31 ) B 56176 \ - { —0.6152
voo =\ _griag )7 YT oy )0 YT 25087 )
Notre régle est d’affecter 'individu ¢ a la classe Cy si :

d(th ) yi) = ti}}igg d(th :yi)‘

Caleulons ensuite la distance de chaque objet aux centroides des différentes
classes :

Yo Yo, YCs

g1 | 5.6053 | 10.369 | 8.8315
yo | 13.9278 | 3.7356 | 10.5879
ys | 1432 | 11.267 | 5.2984
ye | 7.624 | 67677 | 1.9901
ys | 3.8256 | 7.6395 | 1.9

v | 1.9084 | 11.6876 | 5.5294
yr | 13.3972 | 5.9147 | 7.796

ys | 9.9208 | 1.8788 | 5.3245
vo | 8.9181 | 5.8901 | 8.4147
1,0 | 2.3106 | 12.2041 | 5.9569

Les individus 1,3, 6 et 10 sont affectés & la classe C1, 2,7,8 et 9 & la classe
5 et les individus 4 et 5 & C3. Tous les individus se retrouvent donc dans
leurs classes connues a priori.
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On a la représentation suivante :

-
LN

B S R T T VIR I
r N e e Tl O AN Al

Cinquiéme étape : Validation

La méthode utilisée ici est celle de Péchantillon test. Soit 6 individus tn
sur lesquels les mémes variables ont ét¢ observées :

(A RARAERS
i1 21113
o | -6 | 2 1 2
ts{ 0| 3]0 }-2
iz 1.5 |6 | 4 {-1
ts| 212 ]-4]-3
ts ] 0| 4 ]-2]1

A priori, les individus 4, ¢5 appartiennent i Cy, t1,t2 & Cy et t3 et tg a Cs.

On calcule alors les coordonnées de ces points sur le plan factoriel :
~{ 3.0346 \ [ 5.8927 \ _{ —0.8455 \
=1\ j9886 )3 #2 7 \ sa212 )7 T\ 20013 )’

o -Baam (28592, _{ 1.5009
wu=\ g9meg )7 T\ _15703 )} 6T\ 1.3944 /-
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On teste alors notre régle d’affectation sur ces nouveaux individus :

Ycu YCo YCs

¢ | 87715 | 3.6136 | 3.6864
to | 12.6317 | 5.6664 | 7.0134
ta | 5.2732 | 6.9776 | 7.0134
ts | 3.953 | 9.6446 | 2.839
ts | 2.5958 | 8.5304 | 4.6538
te | 713 | 4.5478 | 2.3907

t1 est donc affecté & Cf, 1 et t2 4 Cy et t3,t4 et tg & Cs.
Nous pouvons alors voir que le taux de mauvais classement est de 1/6.

3.7.2 Sur des données réelles : Les Iris de Fisher

Fia. 3.1 — Iris Setosa, Versicolor et Virginica (The species iris group of north
America, http ://www.badbear.com/signa/signa.pl)

Présentation des données

Ces données ont été proposées en 1933 par Ronald Aylmer Fisher. Elles
comportent la description de 150 iris de trois especes différentes :

— 50 setosa
— 50 versicolor
— 50 virginica
par quatre variables :
~ Y : la longueur du sépale

— Y3 : la largeur du sépale
— Y3 : la longueur des pétales
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— Y, : la largeur des pétales.
Cles 150 iris sont logiquement répartis en 3 classes qui correspondent aux 3
especes d’iris :

— (7 : les iris setosa

— (9 : les iris versicolor

— (3 : les iris virginica.
Chacune de ces classes comporte 50 individus.

Cles données sont disponibles sur http ://www.info.univ-anger.fr/ gh/Datasets/iris.htm.

Analyse factorielle discriminante classique :

Nous pouvons ramener ces variables sur un plan factoriel formé par :

;= —0.2087Y; — 0.3862Y3 + 0.5564Y3 + 0.7074Y}
Fy = 0.0065Y; + 0.5866Y> — 0.2526Y3 + 0.7695Y,

Nous obtenons alors la représentation suivante :

R -
—T—— T

F1
=

-2 X

L bk

L
=]

Regle d’affectation :

Maintenant que nous avons représenté les iris sur le plan factoriel, regar-
dons & quelle classe ils sont affectés.
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Natre rdgle d’affectation étant donnée par :
Pindividu i est affecté & C; si:

d(yor, i) = min. d(yo, vi)
ot (, représente le centre de la classe t (f = 1,2, 3).

Nous obtenons alors les classes suivantes :

Versicgor

#1

-2+ Setpea ._?:

Les taux ¢; de mauvais classements par classe sont :

e =0
2

g9 = -'1-'5-6 = 0.013
1

g3 — ﬁ = 0.006.

Et le taux de mauvais classements général e :

3
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Validation :

Nous allons ici utiliser la méthode du bootstrap. Pour cela, nous prenons
au hasard 150 individus parmi les individus de départ. Si nous formons 3
échantillons bootstrap B, nous obtenons :

-~ Pour By : E*l =0
- Pour By : 5*2 = 0.026
— Pour Bz : RB*3 =0.02.

La moyenne de ces taux de mauvais classements nous donne le taux de mau-
vais classements réel :

1
R =

u

B* = 0.015.
1

(]

3

Comme nous pouvons le voir sur le graphique, le probléme pour classer les
iris sur le plan factoriel vient des classes iris versicolor et virginica puisque
ces classes sont trés proches.
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Chapitre 4

Analyse factorielle
discriminante symbolique

4.1 Introduction

Nous allons généraliser 1'analyse factorielle discriminante classique aux données

symboliques.

De maniére similaire & ce que nous avons fait powr Ianalyse en compo-
santes principales pour des donnécs intervalles, nous allons nous ramener a
une application de I'analyse factorielle discriminante classique.

Pour pouvoir travailler avec tous les types de données symboliques simul-
tanément, nous allons commencer par leur donner une certaine homogénéité
on codant les variables. Nous pourrons , & partir de ces variables codées,
obtenir une représentation géométrique des objets symboliques par des hy-
perrectangles.

Le codage nous fera perdre la compacité des objets, nous la retrouverons
en quantifiant les variables coddes représentant les sommets appartenant
aux différents objets. Nous appliquerons Panalyse factorielle discriminante
classique sur ces variables quantifiées. Nous pourrons alors reconstituer les
données symboliques sur le plan factoriel par le rectangle d’aire maximum
couverte par les sommets des hyperrectangles.

Nous construirons ensuite une régle d’affectation et les méthodes classiques
de validation restcront applicables ici.

Nous terminerons ce chapitre par un exemple de données artificielles et par
un exemple de données réelles.
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4.2 Représentation des données

De facon similaire 4 la méthode classique, on part avec

]

n objets u appartenant a4 un ensemble £ = {1,...,n} également ap-
pelé ensemble d’apprentissage ou de base

- ¥1,...,Y,, pvariables symboliques de domaine Vi,..., Y, respective-
ment
£ - . Y. _
— n données 1, ..., Ty OU By = (Tuly ..., Tup) BVCC Tyj = Yy(u)

m classes [T, . .., I, auxquelles appartiennent les différents objets.

Suivant le type de variable symbolique auquel nous avons affaire, le domaine
Y; sera :

— IR pour une variable quantitative
— V’ensemble des intervalles fermés bornés de IR pour une variable inter-

valle
_ un ensemble de catégories pour une variable qualitative (nominale ou

ordinale) ou une variable multivaluée
— un ensemble de catégories auxquelles nous associerons des fréquences

pour une variable modale.

Tci aussi, on note par Cy Pensemble des éléments de £ qui appartiennent 3
la classe Ty :

C; = {u € Blu € I}

Nous pouvons déerire Cy (et donc 1I;) par un objet symbolique de type :

D;:DMX...XD”...XDLP

ol chaque D;; est un sous-ensemble du domaine Y;. On a donc :

D;Eylx...xyp.

Plus précisément, nous supposcrons que chaque domaine Y; a été partitionné
en un nombre d'intervalles ou de sous-ensembles et Dy; est un sous-ensemble
de la partition résultante P(Y;): Dy; € P(Y;).
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Nous devons ensuite pouvoir comparer la valeur réalisée de Pindividu w,
Y;(u), & Dy;. Pour cela, on considére p relations R; (j = 1,... ,p) et on
définit, la fonction boolénne g (pour t = 1,...,m) par :

_ 1 si Y},(u) Rj Dij pour jxl,...,p
gi(u) = { 0 sinon.

Les éléments w € F tels que g{u) = 1 satisfont donc les p relations. Ces
éléments font partie de Pextension des objets symboliques dans £ qui décerit
la classe ¢y {ou II;) :

Ext(C|E) = {u € Elg(u) = 1}.

De cette maniére, une classe Cy correspond & un objet symbolique du deuxieme
ordre c¢'est-a-dire & un ensemble de classes d’individus.

Cependant, nous considérerons ici seulement des objets symboliques du pre-
micr ordre et Pappartenance de chaque objet de 'ensemble K sera définie
par une variable qualitative c :

clu) =t si uwell.

Ou encore par p variables binaires :

1 st uwell
ce(u) = { 0 sinon.

4.3 La méthode

4.3.1 Codage des variables symboliques

Les variables symboliques avee lesquelles nous allons travailler pourront étre
de différents types : quantitatives, qualitatives, multivaluées, modales et in-

tervalles.
Pour pouvoir fravailler avec ces variables simultanément, nous allons cher-

cher 3 leur donner une certaine homogénéité cn codant ces variables suivant
feur type.

Les valeurs de codage de la variable ¥; obtenues pour chaque objet seront
placées dans une matrice de codage notée Xj.
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Pour des variables qualitatives ou multivaluées :

Pour ce type de variable symbolique, nous appliquerons un codage dit bi-
naire ou disjonctif complet c’est-a-dire que les valeurs de codage seront 0 ou
1 suivant que les différentes catégories se situent ou non dans la description
de Pobjet.

La matrice de codage X aura autant de colonnes que le nombre de catégories
de la variable explicative Y; et autant de lignes que de catégories intervenant
dans la description des différents objets.

Ezemple :

Soit la variable Y] représentant Je genrce d'un film. Cette variable est décrite
par 7 modalités : catastrophe, drame, thriller, action, science-fiction, comédie
et famille.

Soit 5 filins u, v, w,x et z. Le film w est une catastrophe dramatique, v un
thriller, w est un comédic et un film d’action et de science-fiction, @ une
comédie et z est un film familial.

Nous aurons alors la matrice de codage X suivante :

X =

oo 0 o0 o
[l B allall -
S OO O =00
oo O o0
o O = OO O o
o I R e B e T e B e B e
| R e B A S s

Pour des variables modales :

Dans ce cas, on utilise les modes associés & la variable modale Y; comme
valeurs de codage. X; sera alors une matrice ligne qui contiendra les valeurs
des modes.

Exemple @

Supposons qu’d la variable ¥7 nous associons la variable Y3 décrivant la
probabilité de choisir un film appartenant aux différentes catégories de Y7.
Si nous supposons que ces choix sont équiprobables, nous avons alors :

Xy = (17 1/7 17 17 1/71/7 1/7).
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Pour des variables quantitatives :

Nous utiliserons ici un systéme de codage flou pour préserver autant que
possible I'information numérique contenue dans les variables originales.
Dans ce but, une variable quantitative sera transformée en une variable qua-
litative en utilisant une fonction polynomiale comme les B-splines.

Afin d’obtenir un nombre raisonnable de catégories pour les variables codées,
on utilisera généralement des polyndmes de degrés faibles comme une fonc-
tion B-spline de degré 1.

Pour cela, divisons le domaine ); de chaque variable Y; en deux inter-
valles quelconques. Nous obtenons 3 noeuds que nous noterons x; : la borne
inférieure du premier sous-intervalle {xg), la valeur de coupure du domaine
(z1) et la borne supérieure du second sous-intervalle (w2).

Les trois fonctions B-splines sont alors définies de la fagon suivante :

(0 siz < Ti1
T=Tiol i . &
Tz, ST STIE
Bq(z) = «
vipi— ST <z < R
0 siz 2 @1

ota=1,23.

La matrice de codage X; aura donc 3 colonnes et 1 ligne par objet que
Pon souhaite coder :

Xj = (By(Y;(w)), Ba(Y3()) Bs(V;(w)))-

Fremple :

Soit Y3 une variable donnant le bénéfice moyen effectué par la location d'un
film. Vs est donc IR™.
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Nous avons les valeurs suivantes :

Ya(u) = 500
Ya(v) = 120
Ya(w) = 300
Y3(z) = 200
Y3(z) = 600.

Bi(Y;(w)) Ba(Yj(w)) Bs(Yj(w)) 0 1 0
Bi(Y;(v)) DBa(¥;(v)) Ba(Y;(v)) 0.6 04 0
Xs = | Bi{Yj(w)) Ba(Yj(w)) Bs(Y;{w)) |=| 0 1 0
Bi(Y;(z)) Ba(Yj(z)) Ba(Y;(z)) 1/3 2/3 0
Bi1(Yj(z)) Ba(Y;(2)) Bs(Yi(2)) 0 1 0

Pour des variables intervalles :

Tci aussi les variables seront codées de maniére floue au moyen de trois
fonctions B-splines.

On applique alors les 3 fonctions aux bornes de l'intervalle représentant
Yj(w).
3

La matrice de codage X; aura donc 3 colonnes et 2 lignes par objet symbo-
lique » sur lequel on mesure Yj :

Bilzuj) Ba(wy) Balzug)

A=
By(wa) Ba@w) Balwa)

Ezemple :
Soit Yy une variable de type intervalle décrivant le nombre moyen de loca-
tions des films u, v, w, & et z par semaine. On sait que le nombre maximum

de locations par semaine pour chacun de ces films est de 16. Le domaine de
Yy, V4, cst done [0, 16].
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Nous avons les données suivantes :

On divise alors )y en 2 sous-intervalles et nous obtenons {0, 8] et (8, 16] c’est-
a-dire : 29 = 0,1 = 8 et x5 = 16. Tl nous reste alors a calculer les valeurs
des 3 fonctions B-splines aux bornes supérieures et inféricures des données.

On obtient alors la matrice de codage suivante :

3/4
5/8
5/8
0
2/4
0
0
0
3/4
1/2

Remarque :

— Nous pouvons voir que dans le cas du codage flou, la somme des va-

1/4
3/8
3/8
7/8
1/4
3/4
7/8
3/4
1/4
1/2

leurs de chaque ligne cst égale & 1.

— Les valeurs des différentes fonctions B-splines peuvent étre interpretées
commme le degré d’appartenance des différents objets aux différents
niveaux de la variable ¥; : bas, moyen et haut. Dans notre cxemple,
nous aurons que la premidre fonction représentera un faible nombre de
locations, la deuxiéme un nombre moyen de locations et la troisieme

un nombre élevé de locations.

1/8

O o O O

1/4
1/8
1/4




4.3.2 Représentation matricielle des objets symboliques

Nous pouvons alors construire une matrice de codage globale X. Cette
matrice de codage peut étre construite en combinant toutes les catégorics
présentes dans les p variables symboliques ou encore en juxtaposant les p
matrices de codage Xj :

X = (X1 X5 1)

> Le nombre K de colonnes de la matrice est le nombre de modalités
présentes dans les p variables symboliques.

Pour un codage binaire, on a autant de colonnes que de modalités de la va-
riable et pour un codage flou, nous avons toujours 3 colonnes. Ces nombres
doivent étre additionnés puisque, dans la matrice X, nous combinons toutes
les possibilités.

On a alors :

q
K =3¢+ k
j=1

ol :
— g (< p) est le nombre de variables quantitatives et intervalles sur les-
quclles on applique un codage flon
— ¢ = p— g est le nombre de variables nominales, qualitatives et modales
- kj; est le nombre de catégories de la variable ¥; (4 = 1,...,q).
Eremple :

Si nous reprenons nos variables Y1,Y5,Y3 et Y3 et nos films w,v,w,x et
z nous obtenons :

g=2
g=4—-2=2
kj=745=1,2

Done, K =6+74+7=20.

116



> Le nombre N de lignes de X sera plus grand que le nombre n d’ob-
jets dans I'ensemble E puisque chaque objet est codé sur eu moins une ligne,

Pour un codage binaire, nous avons autant de lignes que de modalités
présentes dans la description de l'objet dans le cas des variables nominales
et 1 ligne pour des variables modales. Pour un codage flou, dans le cas de
variables quantitatives, on a toujours 1 ligne et dans le cas des variables
intervalles, & chaque objet correspond 2 lignes.

Ces nombres doivent étre multipliés pour chaque objet puisque 'on combine
toutes les possibilités. Nous aurons en effet que, pour un objet symbolique u,
& chaque modalité présente dans sa description, on associera les différentes
combinaisons possibles pour les modalités des autres variables.

Nous aurons donc :

ol :

— h (< g} est le nombre de variables intervalles

— 1 =q+ (¢ — h) est le nombre de variables multivaluées (catégoriques
ou quantitatives). Elles sont notées par ¥;,,...,¥;

— ky; = |Y;(u)| est le nombre de catégories de la variable nominale ¥; ou
le nombre de valeurs de la variable multivaluée quantitative Y; pour
Pobjet symbolique u.

Erxemple :
h=2
{=24(2-2)=2
kuj = kwj =2
ky; =1

Done, N = 2{2.1) 4+ 2.(1.1) + 2.(2.1) 4+ 2.(1.1) + 2.(1.1) = 14.
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On obtient ainsi la matrice de codage X suivante :

1/7
1/7
1/7
1/7

e R
ol e v B .}
o O OO
o O OO
o e T e I e |
o0 O w
o o OO

=
]
ek
=
=
=
=

1/7
1/7

L]
o
—
e
]
o
o

1/7
1/7
1/7
1/7

o e v B
o I o i v B
o O o o
[ B
== o O
oo oo
oo O @

=
<
=
=
=
=
o

1/7
0000010 1/7

000000 1 1/7
0000001 1/7

Remarque :

Les variables modales n’augmentent pas le nombre de lignes de X puis-
qu'elles sont codées en une seule ligne pour chague objet symboligue par les

valeurs de leurs modes.

Une fois la matrice de codage générale construite, nous pouvons également
construire une matrice G de dimension N X n dont les éléments seront 0 ou
1 suivant que la ligne correspondante de X appartient aux n objets symbo-

liques :

G = { 1 silai® ligne de X appartient au j° objet symbolique
ij =

0 sinon.

1/7
1/7
1/7
1/7

1/7
1/7

1/7
1/7
1/7
1/7

1/7
1)7

1/7
1/7

1/7
1/7
17
1/7
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FEremple :

Dans notre exemple, on a :

CO0OCOOO OO D e
DO OO OO D ODD
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— = O O C O C oo oo oo o

4.3.3 Représentation géométrique des objets symboliques codés

Le codage nous permet d’analyser les objets symboliques par des méthodes
numériques classiques, mais il nous fait perdre la compacité des objets sym-
boliques. En effet, au lieu d’avoir, par exemple, deux catégories pour décrire
un objet, nous avons une matrice de dimensions 2 x &; olt k; est le nombre
de catégories de Y;. L'interprétation doit donc nous permettre de retrouver
Pinformation relative & chaque objet symbolique. Généralement, ces infor-
mations seront retrouvées & partir d’une représentation graphique.

Comme nous lavons fait pour I'analyse en composantes principales inter-
valle, nous pouvons représenter chaque ligne de la matrice de codage X par
un sommet. Un objet symbolique « sera alors représenté par un hyperrec-
tangle & K sommets ot X est le nombre de colonnes de X par un ensemble
de sommets. Un objet symbolique u sera donc représenté par :

{
(2“l H R U) sommets.
v=1

Pour reconstituer un objet symbolique ¢ & partir de ses sommets, on considere
son rectangle d’airc maximum couverte (mear). Les cotés de ce rectangle,
paralldles aux axes, passent par les sommets dont les coordonnées sont maxi-
males et minimales. Ce rectangle contient donc tous les sommets représentant
l'objet symboligue .
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4.3.4 Quantification des variables symboliques sous contraintes

Nous avons obtenu un ensemble de variables homogenes grice a un codage bi-
naire et & un codage flon. Pour prendre en compte la cohésion parmi les som-
mets appartenant au méme objet symbolique, nous allons a présent quanti-
fier ces variables codées. Pour cela, nous allons considérer la généralisation de
Panalyse en composantes principales classique valable pour tous les types de
variables symboliques : Panalyse canonique généralisée symbolique (SGCA).

Principe de Panalyse canonique généralisée symbolique :

Tout comme 'analyse factorielle discriminante symbolique, cette méthode
part d’un ensemble de variables codées et d’une matrice de codage globale
X. Le critére qu’elle cherche & optimiser est I'inertie totale des sommets ap-
partenant aux différents objets symboliques en tenant compte de la cohésion
entre les sommets appartenant & un méme objet symbolique.

Pour cela, nous allons projeter les hyperrectangles sur les sous-espaces £
formés par les vecteurs colonnes de la matrice de codage de la variable Yj,
X;. On cherchera des axes de synthéses dans chacun de ces sous-espaces ct
des vecteurs orthogonaux #, qui seront une synthése de tous ces axes. Le
nombre de vecteurs 3, est donné par K —p+1.

Ces vecteurs 0, seront obtenus par les vectours propres de la matrice de
dimension n X n suivante :

1
= G'xAlx'e

ott Al est une matrice diagonale par blocs de dimension K x K ol les
différents blocs sont (X;Xj)‘l.

Nos variables quantifiées que nous noterons @, correspondent aux r® coor-
données des sommets sur le plan formé par ces vecteurs propres (généralement
au nombre de K — p + 1). Elles sont donc données par les colonnes de la
matrice de dimensions N X (K — p+ 1) suivante :

X =XALX'Gqv

ol V est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres ¥,.
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4.3.5 Application de ’analyse factorielle discriminante clas-
sique

Dans le méme ordre d’idée que pour 'analyse en composantes principales
symboliques, nous allons appliquer I'analyse factorielle discriminante clas-
sique aux variables symboliques quantifiées que nous venons de construire.
Pour cela, considérons une matrice indicatrice C' qui indique Pappartenance

de chacun des N sommets & une des m classes C}.

0 si lindividu auquel appartient le sommet ¢ appartient a la classe ¢
Civ = 0 sinon.

Soit X la matrice dont les colonnes représentent les nouvelles variables @,
et les lignes les nouvelles coordonnées des objets symboliques :

X = (@] .. (D] [RRc—pra].

On applique Panalyse factorielle discriminante classique & X.

Les solutions sont alors données par la résolution de :

T IBF = \F

oil : o
T=XHX

avee H la matrice des poids des différents sommets : H = 5 Iy

B=(X'HCC'HC) H(C'HX).

Nous devons done trouver les valeurs Ay et vecteurs propres v de :

(R'HXY (X' HCWC'HC) YC'HX).

Les coordonnées des sommets des hypercubes associés aux différents objets
symboliques dans le plan factoriel & s dimensions sont alors données par :

yi:V;(f)f i=1,...,s

oit ¥, est la matrice contenant en colonne les vecteurs propres que nous avons
retenus avec s inféricur & m — 1. Le nombre de composantes principales que
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'on gardera ne pourra, en effet, pas dépasser m — 1 puisque B a, au plus,
m — 1 valeurs propres non nulles.

Clomme nous Pavons vu, les objets symboliques sont représentés sur le plan
factoriel par le rectangle d’aire maximum couverte des sommets associés a

chaque objet de .

Pour représenter les classes sur le plan factoriel, on utilise également des
rectangles d’aire maximum couverte. Les classes seront donc représentées
par des rectangles contenant tous les individus appartenant a cette classe
(représentés également par des rectangles).

Fic. 4.1 — Représentation des classes par des rectangles d’aire maximum
couverte (R. Verde, Analyse des données symboliques, Université de Namur,

2006)

4.3.6 Regle d’affectation

Nous avons & présent obtenu une représentation des objets symboliques dans
un espace de dimension inférieure. Dans 1'analyse factorielle discriminante
symbolique, les objets appartenant a 'ensemble d’entrainement sont affectés
& leurs classes d’appartenance connue a priori et nous allons chercher a clas-
ser de nouveauz individus sur lesquels les mémes variables ont été mesurces.

Remarque :

Si nous désirons voir la classe a laquelle serait affectée un individu de l'en-
semble d’apprentissage, il nous faut appliquer I'analyse factorielle & ’en-
semble d’apprentissage sans cet élément et le reclasser.

Dans le méme ordre d'idée que pour Panalyse factorielle discriminante clas-
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sique, nous allons affecter un individu & la classc dont il est le plus proche.
Mais ici, les classes et les objets étant représentés par des rectangles, nous
ne pourrons pas utiliser une distance euclidienne ou une distance de Maha-
lanobis.

Nous classerons un objet v dans la classe Il si il est inclus dans une et
une seule représentation d’un objet symbolique v de E qui appartient a la
classe II; c’est-a-dire si I'objet v se trouve dans le rectangle d’aire maximum
couverte de u.

Sinon, si 'image de v est en dehors de tous les rectangles d’aire maximum
couverte de tous les objets symboliques de F ou si elle est sur une aire de
recouvrement de 2 rectangles d’aire maximum couverte (ou plus) d'objets
symboliques appartenant & des classes différentes, nous devons définir des
mesures de similarité entre les éléments et les classes : on assignera alors
'objet v appartenant & la classe IT; dont les éléments ont la plus grande
similarité par rapport & v.

Descripteur de potentiel

Pour définir une régle de classification géométrique, nous proposerons deux
approches basées sur le concept de descripteur de potentiel w(.) défini comme
le volume du produit cartésien des domaines des variables. Ce potentiel peut
&tre défini pour un objet u sur les axes factoriels par :

() = [ [ i(Su)
=1

oit Sy ost le domaine du I° axe factoriel couvert par Uindividu u et p(Sy)
est une mesure de S, définie par :

au nombre de catégories  si nous avons des variables nominales
MEME ou multivaluées
la longucur de Iintervalle pour des variables intervalles.

Définition de 2 régles do classification

Une régle de classification basée sur une extension de la mesure
de dissimilarité de Minkowsky

Cette mesure est généralement appelée mesure de dissimilarité d’Ichino-
Carvalho.
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La dissimilarité d'un objet u de I’ensemble I & un objet v appartenant aux
différentes classes :

s
d(’U, u‘) =5} Z (pl¢(5vl, Suf))r
=1

ol :

— pr > 0 sont des poids (1 =1,...,5)

-rz>1

~ ¢ est une fonction définie par :
B(Sot, Sut) = (S @ Sut) = (S N Sut) + ¥(20(Su N St — 11(Su) — 1(Sw))

. JU'(SUI. 2] Sul)

avec vy € [0, 1] un poids.

o e sl e e e o s S

Sl
,u(.Sa GIvSa

FiG. 4.2 — Ilustration de la fonction ® (R. Verde, Analyse des données sym-
boliques, Université de Namur, 2000)

Pour prendre en compte la différence de variance des s axes factoriels, nous
prendrons les valeurs propres A; obtenues dans I'analyse factorielle classique

comme poids p; (1 =1,...,s).
Nous choisirons une valeur pour +y suivant 'importance que nous voulons

donner au terme p(Sy N Sw) — p(Sur) — p(Sw)-

Les mesures de dissimilarité précédentes sont calculées pour toutes les images
des objets symboliques u appartenant a la classe Cj.
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Rappel :

@ désigne une somme directe. Nous aurons que Sy; et Sy sont cn somme
directe si et seulement si pour tout élément w de Sy + Sy il existe un
unique couple {uy, v} de Sy X Sy tel que w = wuy + v;. c'est-a-dire si la
décomposition de tout élément de 5, + Sy en un élément de S, et cn un
élément de S, est unique.

On caleule alors la distance moyenne de v & tous les éléments de la classe C; :

- 1
d(v,Cy) = — Z d(v,u) avec ny = |Chl.

Ty
HeCy

Finalement, nous assignerons v 4 la classe II; pour laquelle la dissimilarité
moyenne d(v, Cy) est minimale.

Une régle de classification basée sur 'augmentation minimale du
descripteur de potentiel

Une autre régle est basée sur 'augmentation du descripteur de potentiel
(pdi) des images des objets symboliques 4 € Cy sur le sous-cspace factoriel

lorsqu’on ajoute l'image de 'élément v que ’on souhaite classer.

Cette mesure est définie par :

E

TS @ Su) — ] [14(Sur)
=1

pd’i(Su:SU) ==t s
H#(Su.l)
=1

et doit étre calculée pour tous les éléments u € F.

Elle représente, par exemple pour o = 2, l'aire du rectangle qui posséde
Vextension maximale des objets symboliques u de la classe €t qui est inclus
dans le rectangle associé avec 'objet v sur le plan factoriel.



T P e

e &

: Sjr): "

Fic. 4.3 — Ilustration de du descripteur de potentiel ((R. Verde, Analyse
des données symboliques, Université de Namur, 2006))

Remarques :

S ]
- Si H,u,(Su; @ Sy) = HM(Sut) alors S, est contenu dans ’ensemble

=1 I=1
d’extension de 'image de u.

— Sipdi(Sy, S,) = 0 alors I'image de v coincide parfaitement avec I'image
de u.

Un objet symbolique v sera assigné & la classe de I'objet symbolique u pour
laquelle pdi(S,,Sy) est minimal pour tous les éléments u € F.

4.3.7 La validation

La dernitre étape de notre analyse consiste alors & évaluer la qualité des
résultats que nous venons d’obtenir. Pour ce faire, nous utiliserons les mémes
méthodes que pour I’analyse factorielle discriminante classique, par exemple
en définissant un ensemble test ou en utilisant la méthode du leave-one-out.
Ces méthodes restent applicables puisque nous avons considéré ici le cas o
les différentes classes C; sont composées d’objets symboliques u du premier
ordre.
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4.3.8 Lien avec la méthode classique

Comme nous Pavons fait pour 'analyse en composantes principales classique,
nous pourrions montrer que Panalyse factorielle discriminante classique est
un cas particulier de la méthode symbolique. Nous ne détaillerons pas la
preuve puisqu’elle nécessiterait une connaissance plus approfondie de I'ana-
lyse canonique généralisée symbolique pour I'étape de la quantification des
variables.

Nous pouvons cependant remarquer que 'analyse factorielle classique pour
des variables quantitatives correspond & une analyse factorielle symbolique
oit toutes les variables sont des variables intervalles ol la borne inférieure cst
égale A la borne supérieure. Pour la preuve, nous devrions montrer gue nous
appliquons I'analyse factorielle classique & la matrice de données classiques
X. Autrement dit, nous devrions montrer que Pétape de quantification des
variables nous permet de retrouver la matrice X (X = b'e )
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4.4 Exemples

4.4.1 Sur des données artificielles

Reprenons l'exemple de nos 5 films u, v, w, @ et z, sur lesquels nous avions
mesurés 4 variables :

— ¥ une variable qualitative représentant le genre d'un film
— Y5 une variable modale mesurant la probabilité de choisir un film dans

une des 7 catégories de Y
— Y3 une variable quantitative donnant le bénéfice moyen des locations

des 5 films
— ¥, une variable intervalle décrivant le nombre de locations par semaine

des 5 films.
Les 5 films sont répartis en 3 clagses formées de la manieére suivante :
— (' regroupe les films familiaux et les comédies
— (% les films d’action de science-fiction et les thrillers
— (3 les films catastrophes et les drames.

Nous avons done que x et z appartiennent & Cy, vet w & Cy ot u & Cs.

Rappelons brievement les différentes étapes de I'analyse factoriclle discrimi-
nante symboligue :

1. On code toutes les variables et on construit la matrice de codage globale X.
2. On quantifie les variables en calculant les vecteurs propres ®; de

1 F v Al vt
N GXAX'G
ce qui nous permet de construire la matrice X.
3. On applique I'analyse factorielle classique. Pour cela, on calcule les valeurs

propres et les vecteurs propres de :

(X'HX)"YX'HC)(C'HC) {(C'HX).
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Les 1° coordonnées des sommets dans le plan factoricl seront alors donnés par :

1]:11 = )?U,g.

4. On définit notre rdgle d’affectation afin de classer nos nouveaux individus.
5. On valide les résultats que 'on a obtenu soit par un échantillon test soit
par la méthode du leave-one-out ou encore par la méthode du bootstrap.

Premidre étape : Codage des variables symboliques

Nous avions obtenu la matrice de codage X suivante :

1000000 17 1/7 17 17 17T )7 /7 0 1 0
1000000 1/7 1/7 1)7T 1)7 1/7 1y7 1/T 0 1 0
0100000 /7 1/7 17 1/7 17 17 /1 0 1 0
0100000 17 1/7 17 17 /7 Y7 Y1 0 1 0
0010000 17 1/7 17 17 /7 17 )T 06 04 0
0010000 I/7 1/7 1/7 17 1/7 1/7 1/7 06 04 0
0001000 1/7 17 Y7 17 1/7 /7 /7 0 1 0
0001000 1/7 1/7 1/7 17 17 /7 1/7 0 1 0
0000100 17 1/7 17 17 Y7 yyryr o 1 0
0000100 1/7 17 17 17 1/7 1y7 /7 0 1 0
0000010 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 /7 1/3 2/3 0©
00000 1 0 1/7 1/7 1/7 /7 17 /7 /7 1/3 2/3 0
000000 1 1/7 1/7 17 /7 17 /7 )7 0 1 0

000000 L 1/7 17 1/7 1/7 /7 )7 /7 0 1 0

Chagque ligne correspondant aux coordonnées des 14 sommets représentent
les 5 objets symboliques dans un espace de dimension 20.
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Nous avions aussi obtenu la matrice & :

C OO0 OO0 OO0 O o
O OO O C OO ~FHO OO

O O oo HEHEMFROODOoOOoOD
fan R an ) o v B v s B e i e B - e T e - T )
OO OO0 oo ooo

Deuxiéme étape : Quantification des variables symboliques

Nous devons trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de :

1
¥ axalx'a

ot Al est une matrice diagonale par blocs de dimension 20 x 20 ot les blocs

sont (X5X;)" j=1,...,4:
Xix\rl = I7

2,067
—(.455
0.6825

X}X =

.7991
—0.9152
3.4777

XiXq =

X} Xy = 401
—4.55  0.6825
0.4841 —0.7262
—0.7262  7.3393
09152 34777
1.942  —7.3795
—7.3795  34.442
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Nous devons done trouver les valeurs propres A, et les vecteurs propres Phi,
(r=1,...,56)de:

4.05631
2.1708
4.1233
2.4780
2.0045

4.0893
2.0312
4.0357
2.0045
2.6161

8.6655
3.9674
0.3492
4.1233
4.0357

3.9967
2,5075
3.9674
2.1708
2.0312

9.3237
3.9967
8.66565
4,0531
4.0893

Ce qui nous permet de construire les variables quantifiées par :

o, =X A;l X' G@®, avec r=1,...,5.

On obtient alors la matrice X suivante oli la j® colonne représente la j° va-

riable quantifiée :

—38.3279 —2.0286 —12.3037 19.9100 -23.9988
—38.0784 —1.9069 —12.4679 19.9562 -—23.85206
—38.3279 —2.0286 12,3037 19.9100 -—23.9988
—38.0784 —1.90698 —12.4679 19.9562 —23.8520
—-34.8343 1.3820 —12.7699 222734 -—-20.9766
—34.1693  1.9580  —12.7537 224742 —20.9065
%= —38.3838 —1.2391 —9.8412 21.0494 -—-24.1075
—38.0516 —0.5737 —9.1518 21.2664 —24.5524
—38.3838 —1.2391 —9.8412 21.0494 -—24.1075
—38.0516 —0.5737 —0.1518 21.2664 —24.55624
—33.6846  1.1097 —12.3972 22.0392 -—23.8068
—34.26690  1.0773  —11.5597 22.0093 —24.4680
—34.6040 -3.6610 —11.400 23.5198 —21.6957
—34.1051 -3.4176 —11.9685 23.6120 --21.4032

Troisidme étape : Application de Panalyse factorielle discriminante
classique

Pour cela, nous devons tout d’abord construire la matrice ' indiquant I'ap-
partenance des différents sommets des films aux différentes classes C;. Nous

aurons donc :

Oit:{

0 sile film auquel appartient le sommet 7 appartient & la classe Gy
0 sinon.
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Nous obtenons alors :

La matrice diagonale des poids [T est donnée par : -1131 t4. Nous pouvons alors
applicuer ’analyse factorielle discriminante classique en calculant :

— la matrice T~ 1B ainsi que ses valeurs et vecteurs propres A; et 4

— le nombre d'axes factoriels nécessaire (ici, 2 axes nous permecttront
d’expliquer environ 99% de la variance totale)

— les coordonnées des sommets dans un espace de dimension 2 par :

00
00
00
0 0
01
01
01
01
01
g 1
10
10
1o
10

o T s T e R TR L < J e SO S ST G WGy B

y[:f'u;; =12

Nous obtenons alors les résultats suivants :

Fl F2
Yu1 | -0.5480 | -0.0913
e | -0.0816 | -0.0013
Yus | -0.5489 | -0.0913
Yua | -0.5816 | -0.0913
yu1 | 0.2803 | -0.4385
yor | 0.2902 | -0.4385
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w1 | 0.1822 | -0.4385
Ywz | 0.3326 | -0.4385
Yus | 0.1822 | -0.4385
Yut | 0.3326 | -0.4385

ye1 | 0.0678 | 0.7490
Yoo | 0.2410 { 0.7490

ys1 | 0.2088 | 0.7490
yne | 0.1434 | 0.7490

Nous pouvons alors représenter nos films par des rectangles. Ici, ces rec-
tangles correspondront & des droites puisque nous n’avons que deux som-
mets différents par film. Cela vient du fait que les coordonnées des sommets
sont déji trés proches dans la matrice de codage global X.

Nous pouvons alors former nos classes, de nouveau par des rectangles et
ces rectangles correspondent également a des droites.

08—

€1
08

[E]

-1

Deuxiema exe factorel

04

08

L 1 P . y L
L8 014 a2 [} a2z a4 0% oa
Prerver ave factanat

IF1G. 4.4 — Représentation des différentes classes par des rectangles

Quatriéme étape : Définition d’une régle d’affectation
Pour cela, supposons que nous ayons 3 nouveaux films que nous noterons

t1,ty ot {3. t; est une comédic, tz est un film d’action et 3 un drame. A
priori, ces films appartiennent aux classes (1, C'9 et (5 respectivement.
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Les coordonnées des sommets les représentant sur le plan factoriel sont
données par :

v | -0.3022 | -0.2024
Yo | -0.2714 | -0.1814
o1 | 0.1814 | 0.4178
mae | 0.3221 | 0.4312
s | -0.2314 | 0.5114
yeaz | -0.1708 | 0.6724

R a
06 aD
04 2
-]
]
]
g 02
=
H
s 0 3
£ - o
3
Y =n
04
06
; . , Y . .
05 04 02 0z 04 06 08
Premier ae facteriel

FIG. 4.5 — Représentation des nouveaux films sur le plan factoriel

Pour classer ces différents films, nous utilisons la régle de classification basée
sur Paugmentation minimale du descripteur de potentiel. Commengons par
évaluer les différentes mesures Si; avec k = u,v,w,, 2,01, t2, 83 ¢t j = 1,25

Sy1 = 0.4576 Sy2 = 0.000001
Sy1 = 0.0099 Sy = 0.000001
Sw1 = 0.1504 Swa = 0.000001
Sy = 0.1732 Szo = 0.000001
5,1 = 0.0664 S, = 0.000001
S;11 = 0.0308 St = 0.0210
Sio1 = 0.1407 Sioa = 0.0134
Sig1 = 0.0134 Stz = 0.1610
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Hemargue :
Les mesures sur le deuxieme axe factoriel sont posées 4 0.000001 puisque les

objets sont représentés par des droites.

Nous pouvons alors caleuler les descripteurs de potentiel pdi(k, k') on
k=wuv,wzyct k' =t1,,13.

Pour pdi(u,tq), nous avons :

2
T 105w + St1s) — 1(Ss)
. =l
pdi{u, t) = 11(S)

ott p(Syi + Sii) est la longueur du domaine couvert sur le i° axe factoriel
entre le fihm u et le film £1. Ce qui nous donne :

(0.4108)(0.7637)

i, 8y} = = 5848, 245
pdi(u,ty) 0. 7506.103 5848, 2452
Nous obtenons alors :
th ta i3

U 5848,2452 1027748,842 | 664273,0769
v | 1531911,5150 | 3672066,667 | 57544327,27
w | 910250,6649 | 796447,141 | 4101003,989
z | 2980102,0790 | 475397,1132 | 591718,4758
z | 742383,1804 | 1522090,826 | 1450075,229

Nous avons donc que tq est affectd & la classe de u c’est-d-dive (1, ta et {3 &
celle de x, Cs.

Ces résultats sont bien logiques puisque, comme nous pouvons le voir pour
t1, Paugmentation de volume de la classe Cs est minimale lorsque l'on ajoute
t1.
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F1G. 4.6 — Représentation de la classe C) lorsque l'on y ajoute le film ¢;

08 T T T =

02t 1

- ¢ e o T i
02}t | e SESRIREES s 4

Deuxiéme axe factoriel

04} :

06F g
L ) 1 ) L L
05 0.4 02 1] 02 04 06 08
Premier axe factoriel

FIc. 4.7 — Représentation de la classe Cy lorsque 'on y ajoute le film #;

Cinquiéme étape : la validation

Nous pouvons utiliser la méthode de I’ensemble test & partir des films %1, %2
et ¢3 et nous obtenons alors un taux de mauvais classement de 0.33 puisque
seul g n’est pas affecté & la bonne classe.
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FIG. 4.8 — Représentation de la classe C3 lorsque 'on y ajoute le film

4.4.2 Sur des données réelles : Caractéristiques de voitures

Analysons un ensemble de 23 voitures sur lesquelles nous avons mesuré les
variables suivantes :

- Y] le prix

Y3 la cylindrée
Y3 le carburant
— Y, la traction

— Y5 la vitesse maximale
— Yg l'accéleration
Y7 empatement
— Y3 la longueur
- Yy la largueur

— ¥7p la hauteur
— Y11 la catégorie

1

Les variables Y7, Ya, Y5, Y5, Yo, Ys, Yy et Yig sont des variables intervalles, Y3
et Y; sont des variables catégoriques dont les différentes catégories sont les

suivantes :

Pour Y3 :
—~ Kssence
— Diesel

Pour Y; :
— traction avant
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— traction arriére
— traction avant et arricre

Y71 est une variable qualitative dont les catégories sont :

— Utilitaire
— Berline

— Limousine
Sportive

[’appartenance aux classes a priori est donnée en fonction de la variable Y1,
'est-a-dire de la catégorie de 1 iture. Nous aur 1 tre cl :
¢’cst-d-dire de la catégorie de la voiture. Nous aurons donc quatre classes :

— les utilitaires
les berhines

— les limousines
les sportives

Ces données sont extraites d’une base de donnée contenue dans les bases du
logiciel Sodas sous le nom cars, sds.

La premidre chose que nous devons faire est le codage des variables. Les
variables intervalles seront codées a aide de fonctions B-splines et chacune
des matrices dec codage correspondante sera de dimension 66 x 3.

Pour les variables catégoriques et qualitatives, nous utiliserons un codage
binaire.

Une fois ces matrices codées, nous pouvons construire notre matrice de co-
dage globale X, cette matrice sera de dimension NV x K ot :

33 3
N=>Y" (28+Zkij)
i=1 =1

olt k; est le nombre de catégorie de la variable Y; intervenant pour la voiture
1ot
K =33

La deuxiéme étape consiste & quantifier nos variables & l'aide de K —p+ 1
vecteurs propres de dimension n X 1 pour pouvoir appliquer 'analyse facto-
rielle discriminante classique. Nous aurons donc ici 23 vecteurs propres de
dimensions 33 x 1.
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Nous devons ensuite appliquer 'analyse factorielle discriminante classique
3 ces variables quantifiées et nous avons que deux axes factoriels nous per-
mettent d’expliquer environ 95% de la variance totale des données.

Nous pouvons alors calculer les coordonnées des sommets sur le plan facto-
riel et représenter les 33 voitures par des rectangles.

Ft nous pouvons définir nos classes C; par des rectangles sur le plan factoriel :

0.03 T T

Spacieuses Sportives |

0.02

0.01f | Berlines 1

Deuxiéme axe factoriel
o
i
i
|
|

-0.01f f Utilitaires -

-0.02f N = -

_003 L 1
-0.04 -0.02 0 0.02

Premier axe factoriel

Fic. 4.9 - Représentation des 4 classes

139



Si nous construisons une régle d’affectation & partir de la mesure de dissi-
milarité d'Ichino-Carvalho, nous obtenons un taux de mauvais classements
d’environ 30%.

Les différentes classes sont formées des voitures suivantes :

C, : Alpha 156, Fiesta, Punto, Lancia Yaris, Nissan Micra, Corsa, Porsche,
Twingo, Rover 25, Skoda Fabia, Skoda octavia

(' : Alpha 145, Audi A3, Audi A8, BMW série 3, Focus, Punto, Opel Vec-
tra, Rover 75, Mercedes SL et Passat

(5 : Alfa 166, Mercedes classe C, E et S, Lancia K, Audi A6, BMW serie 5
et 7

C4 : Aston Martin, Lamborghini, Ferrari, Maserati G et Honda NSK.

Une premidre remarque A faire est qu'aucune des voiturcs ne se retrouve
classée en sportive (C4) si elle ne I'était pas a priori.

Les seules voitures qui sont classées a posteriori dans la classe des limousines
(C) et qui ne Pétaient pas a priori sont des berlines (C3).

Les mauvais classements proviennent surtout des deux permiéres classes.
Nous avons en effet la matrice de classification suivante :

Cy|Cy i C3| Chy

c,l8l2i010
Col 21 4{270
;10206710
al1i1]lols

oil les lignes correspondent aux classements a priori et les colonnes aux clas-
sements a posteriori.

Ces mauvais classements sont quelque part assez logigues. En effet, si cer-

taines limousines sont plus courtes ou si des voitures utilitaires sont plus
grandes alors elles peuvent se retrouver classées en berlines.
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Chapitre 5

Utilisation du logiciel Sodas

5.1 Introduction

Sodas 2 est un logiciel prototype public issu du projet ASSO (Analysis
System of Symbolic Official data). Ce projet est la continuation d’un premier

projet Eurostat appelé Sodas.

ASS ()

Le logicicl Sodas 2 peut étre télechargé gratuitement a Padresse suivante :

www.info.fundp.ac.be/asso/

Sodas a pour but P’analyse des données symboliques. Il travaille donc &
partir d’un fichier de données symboliques (des fichiers .sds). Pour obtenir
ces fichiers, nous devons, par exemple, construire une base de données a
I'aide de Microsoft access et utiliser le logiciel DB2SO inclus dans Sodas.
Les différentes étapes de la construction de tels fichiers seront dévelopées en

anncexe.

Remarque :

N’oublions pas que les données classiques sont un cas particulier des données
symboliques. Le logiciel fonctionne donc également avec des données clas-
siques lorsqu’elles sont représentées sous forme symbolique.
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A partir du fichier de données, nous pouvons appliquer toute une série de
méthodes d’analyse de données comme la classification, la régression linéaire,
la construction de différents type de graphiques, ...

Sodas suit donc le schéma suivant :

4D+5rf;t‘.'a
Stetzhos

Dhsgimisntes

Cluzterirg

Desurimnelian

SYMDOLE
CBUECTS

Selerteact beet
Sy, Oh‘edi_
I: Sa208
[-Gfaphcs of mjb_abieds

Syreh. Obizds
Piopagatca

Caher
Dsta Basy

G, 5.1 — Etapes effectudes par le logiciel Sodas

Principes de base du logiciel

Dans Sodas, une analyse de données se représente par une filiere. Les différentes
méthodes possibles sont représentées par des icones et ces icones sont lices
dans la filidve (chaining). Les différentes méthodes possibles sont reprises
dans le menu déroulant de la fenétre methods. Elles sont répertoriées suivant
lour type (descriptive statistics, clustering, factorial, )
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Pour sélectionner la méthode, il suffit de faire glisser le carré correspondant
3 la méthode choisie dans Ponglet chaining entre la base et le end.

La premiére chose & faire pour appliquer une méthode est d’ouvrir une base
de données. Pour cela, il suffit de faire un clic droit sur I'icone base et de

rechercher cette base.

Elle apparait alors dans l'onglet chaining.

=lolx]

T1a. 5.2 — Sélection d'une base

Nous pouvons ensuite choisir la (ou les) méthode(s) que nous souhaitons
appliquer. Ces méthodes seront executées suivant lordre dans lequel elles
apparaissent de haut en bas.
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Fic. 5.3 — Exemple de filitre executée par Sodas

5.2 Visualisation des objets symboliques

Pour visualiser les différentes valeurs des variables contenues dans notre base
de données, Sodas propose la méthode view. Cette méthode nous permet
d’obtenir le tableau de données symboliques représentant notre base ainsi
que des graphiques appellés zoom stars.

Ces graphiques en forme d’étoile sont une représentation des valeurs des
différentes variables pour chaque individu (1 variable correspond a une
branche de Pétoile).

Nous pouvons obtenir ces graphiques en étoiles :

— en deux dimensions : les valeurs des différentes variables sont alors

reliées entre elles
_ ou en trois dimensions : les valeurs des variables sont alors représentées
sous forme d’histogramme.

La méthode view se situe dans la section Descriptive statistics des
méthodes.



I [ 3

IF1¢. 5.4 — La méthode view

Nous devons tout d’abord fixer les paramétres de la méthode. Pour cela, il
suffit de faire un clic droit sur I'icéne de la méthode et de choisir parametres.
Une fois ces parametres fixés, la méthode apparait en rouge dans notre
chaine.

Les paramétres & choisir ici sont les individus et les variables que nous
souhaitons représenter. Nous obtenons la liste des variables présentes dans
notre base de donnédes (avalaible variables) et celles que nous choisis-
sons (selected variables).

fotwer = T T e e e e |

[:;, i g m-ii_
s v e 1 7 Suboc bimts
o ' Cyed I e

F1G. 5.5 — Choix des objets
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F1c. 5.6 — Choix des variables

Nous pouvons alors exécuter la méthode. Pour cela, il suffit d’aller dans
P'onglet Method et de sélectionner run chaining. Nous devrons alors sauver
la filicre (en .£il) et, éventuellement, lui donner un titre.

Aprés avoir exécuté la méthode, nous obtenons deux sorties : une sortie
texte et une sortie graphique. La sortie texte nous donne simplement le
nombre de variables et d’individus que nous avions sélectionnés. La sortie
graphique nous donne le tableau de nos données symboliques.

Bl Fe £R Vew Sebton Pododm Guhc Widw Heb S i PETES]
alalElal - | [|2[E] 1] =l B
s | i | & R g 3]
bk (200, pres (350) | rep (500,100 050) | C mem | emeQmbms) |
it 0501 s 0) | 19 G050 | e (100) WO QR | ara (), w050
dorin (0 50, sher (3.50) grare (100} Hiesing Vahe date (100 | il (1.00)
i (.50), s (750 geone (100) Am s | e @SR
e A e T o N
Yo (1) [ QI ek O [ war G WO | heumy | WOD) | w0
T(‘@mmt@ _wwoem | EO) | ) | emOSsmQS)
| o009 |HHOm Ee0D) | wdd00) T LT wima(100)
tronz (1.00) | dorin (0.50), s (0.50) goone (100) hach(1 ) | aot(100) i (033), sy (039),plad (033)
i) (MO nOm |  menm | weosy | mom | =seomewos | T
T w2 (00 | @m0 | Mergvae | hAGO) | wE0m s 00 %
o (1 00) |ttt (50, e (157) | repea QEVRRE) | she(10) | AIOO0) soma(100)
T (00 | Qe EE) | e | se0m WO | eeQs)am 0w
voanin |aen G| oema00y | renon | sme(oy | Mesgves
e e e P e T S
N @S, e O ) | 1R OR)NMQE) | he(100) | W00 | adeQu) ()
1500 Vs | MERGOD | ek 00  Mergvae
memaiom | aenm | w0m T mmtm
e | w00y | MOSMARS) | el
o (10) | b QS0 et () | A Q) e 050) Maskavila | w0 | Rk (109
() | SrnQm e 0| gueei0) | M@ | amem eE @ pLO0) |
e ot T N R e B ) _wapmetc: |
twa(i) [ahomawnn| Vegvas  jeesnon]| Weovas | el
T beeeor 110 | goin (150 showe 5 | et (0 ‘ bR i 0 amnmm e INEM ciad 105 1 ;fd
Reaty wom | mH[

F1G. 5.7 — Tableau de données symboliques
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A partir de ce tableau, nous pouvons également obtenir une représentation
graphique des données en deux ou trois dimensions sous forme de zoom

stars :

AASY

_Fusen

ARS1 Intaying Plate

Batkground ./ o Fixatien
guime BAR{ sha T4

siver
Centours Damascening

FIG. 5.8 — Exemples de zoom stars & deux ou trois dimensions

Pour cela, nous utilisons les icones suivantes :

FIG. 5.9 — Représentation graphique des données symboliques

Nous obtenons alors un graphique par individu.
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Nous pouvons également représenter tous les individus sur un méme gra-

phique.

- ll[
S B Bl B

FIG. 5.10 — Exemples de zoom stars superposés & deux ou trois dimensions
Pour cela, nous utilisons :
FIG. 5.11 — Représentation graphique des données symboliques

Si nous ne souhaitons pas représenter tous les individus ou toutes les va-
riables, nous pouvons les sélectionner & partir du tableau. Les variables et/ou
individus sélectionnés apparaissent alors en gris.
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F1G. 5.12 — Sélection de certains individus et variables

De nombreuses autres options sont disponibles. Elles sont décrites dans le
manuel utilisateur du logiciel Sodas.
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5.3 L’analyse en composantes principales sous So-
das

Aprés avoir sélectionné notre base, nous devons sélectionner la méthode que
nous souhaitons utiliser, ici analyse en composantes principales. Pour cela,
nous choisissons factorial dans le menu déroulant de la fenétre methods.
Nous avons deux choix :

— SPCA : P’analyse en composantes principales symbolique
— et SGCA : 'analyse canonique généralisée symbolique.

[+ S00AS vers 3 |
fasf
fethods TE thaining 1 1 (na name) A [=] 3
[Foctoiad <] | Charing Model Method Window
(method name)
Tmethod description] R &
fpcr
Priscipal Conposent (1] ﬂ
Aadyciz
(ExD)

Fia. 5.13 — Sélection d’une méthode

Nous pouvons alors choisir les parameétres de I'analyse en composantes prin-
cipales. Pour cela, il suffit de faire un clic droit sur licone de la méthode et

de sélectionner parametres.

Le premier choix & faire est celui des variables intervalles qui interviendront

dans notre analyse.
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1Gc. 5.14 — Choix des variables

Nous pouvons également choisir les individus :

Principal Component Analysis

Vaistler __ Symbolic objects Pamden

x| ewa | we |

Ti1a. 5.15 — Choix de la totalité les individus

152



Frincoal tomponentpnatysts ]

3 Dbjects Selaction
Bioesio
Statuy selection Eotve syrbobe chiects ¥
Avidls U
F A6 B
F_19
F 1012
F 1315
F_1E18
F_2224
F 3
F 53
5
Selected 0 E B D
Varatiay S)M &Pdl it Parameters
o | e | ww |

FIG. 5.16 — Choix d’une partie des indivdidus

Le dernier onglet nous permet de choisir les parametres de la méthode.

Fiincipal Companent Analyss
...... e
Select ratey | O Vedices Spca i
O Range Trantomsion Spea iesag|
Save
@ Mxed shtep Spea
SoWheitis
® Uriom
Ovsitie | |
O MetsduaVaitle
MasigVales rlegdanstatedy | o) yaiatte pean O Thies nasest S0
s ot
r rdsn |
Varties 1t e | Paamsiers
o | o | ww |

Fi¢. 5.17 — Choix des paramétres

Nous avons le choix entre trois méthodes. Celle qui nous intéresse ici est la
premitre (vertices Spca), il s'agit de la méthode des sommets. La méthode

des centres n’est en effet pas reprise dans le logiciel.
Trois méthodes de pondération des individus sont également proposées. Nous

avions choisi de donner des poids identiques & tous les individus, ce qui cor-
respond & la premiére proposition : S0-weights uniform.
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Nous pouvons également décider de la maniére dont d’éventuelles données
manquantes seront traitées :

_ yariable mean : elles seront remplacées par un intervalle dont la
borne inférieure est la moyenne des bornes inféricures de la variable
et la borne supérieure est la moyenne des bornes supérieures

— three nearest S0 : elles seront remplacées par la moyenne des trois
individus les plus proches.

Nous pouvons également sauvegarder dans un fichier sodas :

_ les coordonnées des objets symboliques sur le plan formé par les com-
posantes principales (save symbolic objects)

les corrélations des variables symboliques (save correlation)

les corrélations des variables intervalles (save interval correlation).

Nous obtenons deux fichiers en sortie : un fichier texte et un fichier gra-
phique.

]ﬂ'-gr:\.'- 250 |

“teth §T abalone £ 1L L-[Olx]
Factorial ]| Pk Mol Hettod Wirnde

Spea
- Anasom 3ot
Principal Componert 2
o e 2002k

2 &

(119

I'1c¢. 5.18 — Exécution de la méthode
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La sortie texte

Clette sortie contient :

Ia liste des objets et des variables que nous avions sélectionnés

les valeurs propres de la matrice de covariance, le pourcentage de
variance expliqué par chaque valeur propre ainsi qu'un histogramme
représentant le pourcentage cumulé de variance expliquée

les coordonnées des objets sur le plan formé par les composantes prin-
cipales sous forme d’intervalle

la contribution absolue des objets aux axes (ce qui correspond a notre
indice CTR)

une mesure de qualité de représentation des objets sur chague compo-
sante principale (¢’est-a-dire notre indice COR)

les corrélations entre les vaviables originales et les composantes prin-
cipales

les corrélations intervalles entre les variables et les composantes prin-
cipales.

La sortie graphique

Nous obtenons également trois graphiques :

la représentation des objets par des rectangles (S0s interval coordinates)

le cercle de corrélation : les variables originales sont représentées en
fonction de leur corrélation avec les composantes principales sur le
cercle unitaire (Variables cixcle of correlation)

les corrélations intervalles : ce graphique est identique au précédent

mais on y représente les corrélations intervalles (Variables Int Coordinates).

Remarque : L’analyse en composantes principales classique

Comme nous I'avons vu, I’analyse en composantes principales classique est
un cas particulier de 'analyse en composantes principales symbolique.

Pour appliquer la méthode classique, il nous suffit donc d'appliquer la méthode
symbolique & un ensemble de données ot les données classiques sont représentées
par des intervalles ol la borne inférieure est égale & la borne supérieure.
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5.4 L’analyse factorielle discriminante sous Sodas

Comme pour Panalyse en composantes principales, aprés avoir choisi notre
base de données, nous devons sélectionner notre méthode. Pour analyse fac-
torielle discriminante, nous devons aller dans 'onglet Methods et sélectionner
Discrimination & regression.Nous trouvons alors notre méthode : SFDA.

i ECO_ICOLOGY.$D8
i shos 20Waserd w

Fic. 5.19 — Choix de la méthode

Lorsque la méthode est sélectionnée, nous pouvons choisir les différents pa-
ramctres.

Clommengons par choisir nos variables. Ici, il y a une différence. Nous devons
en effet définir deux types de variables :

_ la variable qui séparera nos individus en différents groupes : class

identifier variable.
— les variables qui interviendront dans notre analyse : explanatory
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Fia. 5.20 — Choix de la variable classificatoire

Factorial Discriunant e Analysis
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Fic. 5.21 — Choix des variables
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Ensuite, nous devons sélectionner les individus qui interviendront dans notre

analyse.
De la méme facon que pour I’analyse en composantes principales, nous pou-
vons les sélectionner tous (A11) ou n’en choisir qu'une partie (List).

I’étape suivante consiste & définir les différents paramétres de Panalyse fac-
torielle discriminante symbolique.

s toria phicminaree Anabhy - |

Ed| Prefeencer
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Ases O Thetia [___]' =
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"__“‘_—_]
| [Smde o : i
Varaties [ eboecios | Pawmsii | Ru
o | erd | b

I'1G. 5.22 — Choix des parametres
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Nous devons tout d’abord choisir notre régle de décision. Sodas nous en pro-
pose trois :

— Ichino-De Carvalho
— Pangmentation du descripteur de potentiel
— Hausdorff.

Dans notre cas, nous utiliserons les deux premicres.

Lorsque nous utilisons la distance d’Ichino-De Carvalho (ou celle de Haus-
dorff), nous pouvons choisir le lien :

— simple : la disshmilarité entre les ohjets ct les classes est calculée en
considérant la distance minimum entre le nouvel objet que 'on sou-
haite classer et tous les objets de I'ensemble

— moyen : on utilise ici la dissimilarité moyenne entre le nouvel ohjet et

tous ceux de F
— ou complet : la distance considérée est la distance maximale entre le
nouvel objet ¢t les objets de E.

Le nouvel objet est affecté a la classe de 'individu dont la dissimilarité est
minimale.

Nous avons considéré que les objets avaient des poids identiques, nous uti-
lisons donc la valeur par défaut : uniform.

Ici, nous pouvons choisir le nombre d’axes factoriels que nous souhaitons
avoir (the first... axes) ou les calculer tous (A1l factorial axes).

Nous pouvons également sanvegarder dans un fichier sodas :
- la rogle de classification (save discrimination rule)

— les coordonnées des objets symboliques sur le plan factoriel (save
symbolic objects representation).

Lorsque nous avons défini les paramétres, nous pouvons exécuter la méthode.
Tci aussi, nous obtenons deux fichiers en sortie : un fichier texte et un fichier

graphique.
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. B ecorll JS [=] E3
Discrimination & regressi 7| | Chaining Model Method  Window
Sida

Facloiial Discriminante
Analysis

ECO_ICOLOGY.3DS
Aion 20ssert

i
Factorid Discimnsate (0]
Andeds

Fic. 5.23 — Exécution de la méthode

La sortie texte
Ce fichier contient :

— Pidentifiant des classes et le nom des classes

les résultats de la procédure de sélection automatique qui assigne un
individu & une classe

la liste des variables que nous avons sélectionnées

Ia liste des classes avec les différents objets qui y appartiennent

— les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice T-1B

les coordonnées des individus sur le plan factoriel sous forme d’inter-
valles

la matrice de distances entre les différents objets

la table d’assignation des différents individus aux différentes classes en
fonction de la régle de décision que nous avions choisie

la matrice de classification contenant le nombre d’individus affectés
aux classes a priori et le nombre d’individus affectés aux différentes

|

|

|

|
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classes en fonction de notre régle d’affectation
— le taux de bons classements.

La sortie graphique

Nous obtenons la représentation des objets et des classes par des rectangles.
Remarque : L’analyse factorielle discriminante classique

Pour effectuer une analyse factorielle discriminante classique, il nous suffit

de prendre une base de données ol les données classiques sont représentées
par des intervalles ol la borne inférieure est égale & la borne supérieure.
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Chapitre 6

Application de ’analyse en
composantes principales

6.1 L’analyse en composantes principales classique :
I’évolution des créanes égyptiens

6.1.1 Présentation des données

Les données consistent en une série de mesures effectuées sur des crénes
d’hommes Egyptiens de cing périodes différentes. Nous avons 150 individus
sur lesquels cing mesures ont été effectuées :

~ la largeur maximale gue nous noterons M B

— la taille BH

— la longueur BL

— la taille du nez NH

— Pannée de formation du crine YEAR

Ces données sont disponibles sur http ://lib.stat.cru.edu/DASL/Stories/
EgyptianSkullDevelopment.html.

6.1.2 Choix des parameétres

Pour travailler avec ces données classiques, il faut tout d’abord les trans-
former en variables intervalles on la borne inférieure est égale & la borne
supérieure.

Une fois cela fait, nous pouvons choisir les variables et les individus qui
interviendront dans notre analyse ainsi que la méthode utilisée. Nous pren-
drons ici nos cing variables, nos 150 individus et nous choisirons la méthode

des sommets.
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6.1.3 Résultats

Tes valeurs propres de la matrice de variance-covariance ainsi que le pour-
centage de variance expliquée par chacune d’entre elles sont donnés par :

Eigenvalues Explained

Insrtia %
Ev.1 1.77416 35.48319 35.48319
Ev.2 1,250357 25.01130 £0.49458
Ev.3 0.76:14 15.22285 75.71742
Ev.4 0.71405 14,28110 89.99852

Curculatec Histogram

% e 25%~mm———— EO%————--— 75%

I EEEEEXRAREAETEL X
I EEEEREXRTLS

I EAEKEF

I EExTEkK

FIG. 6.1 — Pourcentage de variance expliquée par chaque valeur propre

Aucune des valeurs propres n’explique un pourcentage important de la va-
riance, le maximum étant de 35% pour la premiere. Nous pouvons voir que
si nous ramenons nos individus dans ’espace formé par les deux premieres
composantes principales, nous n’expliquons que 60, 5% de la variance totale

ce qui est peu,

Examinons tout de méme les résultats que I'on obtient dans ce plan.
Nous obtenons la représentation suivante des 150 individus :

Axis 25 011%)

F1G. 6.2 — Représentation des
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Pour y voir plus clair, représentons les individus en fonction de la période a
laquelle ils appartiennent.

Axis 226 011%)

20 45 o 15
Anis 1(35.433%)

FIG. 6.3 — Représentation des individus dont 'année de formation est -4000

Axis 2025 011%)

-0 A5 ] 15
Auis {(35.463%)

FIG. 6.4 — Représentation des individus dont 'année de formation est -3300
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Axis 225011%)

30 15 ] 15
Axis 1(35.4583%)

FIG. 6.5 — Représentation des individus dont I'année de formation est -1850

Axis 2(25.011%)

Aniz 1(35.483%)

FI1a. 6.6 - Représentation des individus dont I'année de formation est -200

165



Axls 235 011%)

Anis 135 453%)

I1G. 6.7 — Représentation des individus dont 'année de formation est 150

Nous pouvons remarquer que plus les périodes passent, plus les individus se
déplacent vers la gauche.

6.1.4 Interprétation des résultats

Examinons les corrélations entre les variables et les composantes principales :

Correlations between variables and factors (& vars,4 facc)=

var., Factor 1 Factor 2 Factor 3 Factor 4
ME -0.61632 -0.37145 0,64419 -0.08188
EBH 0.3874% ~0.67633 0.00840 N.62640
BL 0.70627 -0.31032 0.34966 -0.37428
NH -0.z5421 -0.74364 -0.47198 -0.38655
YEAR -0.82507 -0.,07668 -0.03251 0.15485

I1G. 6.8 — Corrélations entre les variables et les composantes principales
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Axis 2
104

084

06

044

-110 -O‘B -0‘5 -0'.4 -O‘2 6 02 04 05 0’8 10
Fig. 6.9 — Cercle de corrélation

La premiére composante principale est corrélée principalement avec les va-
viables M B, BL et YFEAR et la deuxiéme avec BH et NH. La premiére
composante principale tient donc compfe principalement de la forme du
crane, la deuxidéme explique plutét le relief du eréne.

Si nous examinons les graphiques par période, nous comprenons done pour-
quoi plus les périodes sont lointaines, plus les individus ont une premiére
composante principale importante. De méme, plus la largeur du créne est
importante, plus les individus ont une valeur égative pour cefte premiére
composante principale. Nous aurons ¢galement que les individus dont la
longueur du visage est importante auront une premiére composante princi-
pale plus grande.

Les individus ayant une valeur négative pour la premidre composante prin-
cipale seront done des individus provenant d'une période plus récente, dont
la largemr du visage est importante et la longueur moins importante. Ceux
qui auront une premiére composante principale positive seront les individus
plus anciens dont la largeur du visage est plus faible mais la longueur plus
grande,

En examinant les données, nous voyons que la seule variable (Y EAR non
comprise) qui semble augmenter légérement au cours du temps est la va-
riable A B, la largeur maximale, ce qui explique bien que les individus ont,
au fil des années, une valeur négative pour la premiére composante princi-
pale.
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Les individus semblent répartis autour de la deuxiéme composante principale
el, ce, pour toutes les périodes, ce qui signifie que tous les individus ont des
tailles de crine et de nez équivalente quelle que soit la période mais que ces
valeurs sont trés variables d'un individu & un autre.

6.2 L’analyse en composantes principales intervalle :
la reconnaissance des visages

6.2.1 Présentation des données

La reconnaissance automatique de visage comporte trois phases :

— la phase de description des visages qui consiste & extraire les ca-
ractéristiques des visages. Pour ce faire, nous pouvons utiliser une
technique géométrique qui consiste en une description des visages par
un cnsemble de paramétres mesurant une série de distances entre
différents points de référence du visage;

Fig. 6.10 — Points de référence du visage

— la phase de classification qui revient & étudier les visages que P'on a
décrits lors de la phase précédente. Elie permet de déterminer les prin-
cipaux groupes de visages ainsi que les caractéristiques générales de
chacun de ces groupes. C’est lors de cette phase que nous utiliserons
I'analyse en composantes principales : celle-ci nous permet d’obtenir
les images des visages dans un espace de dimension réduite ;
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— la phase d’identification qui consiste & comparer les paramétres que
Pon obtient avec un nouveau visage et de le comparer avec ceux
contenus dans la base des visages qui ont été décrits dans les phases
précédentes au moyen de distances.

Notre base de données des visages est constituée d'un ensemble de me-
sures effectuées sur neuf hommes. Pour chaque personne, nous avons trois
séquences d’'images.

De par la mobilité du visage, les points de référence et les différentes dis-
tances que nous pouvons mesurer varient. Nous décrirons donc ces données
par des données intervalles.

La base de données contient 27 séquences d’images (3 par personnes) décrites
par 6 variables de type intervalle. Ces variables correspondent aux distances
entre deux points de référence du visage : AD, BC,AH,DH,EH et GH.

Ces données proviennent de la theése de doctorat de A. Chouakria, Extension
des méthodes d’analyse factorielle & des données de type intervalle, Univer-
sité Paris IX-Dauphine, 1998,

6.2.2 Résultats

Nous obtenons les valeurs propres et les pourcentages de variance expliquée
suivants :

Eigenvaluss Explained Cumulated Histogram
Inertia % % O0-=—-~- 255 ———mmm - 50— ——m
Ev.1 2.44608 49.24880 49,24880 IRAAA AR AL EEERRLELL)
Ev.2 1.56885 31.58889 B80.83762 | FHREERT R I AL
Ev.3 0.44357 8.93067 89.76836 | ¥¥%
Ev.4 0.25293 5.09238 94.86074 | **
Ev.8 0.20356 4.02840 98.95911 | *

T1G. 6.11 — Valeurs propres et pourcentages de variance expliquée

Nous prendrons deux composantes principales qui expliqueront 80% de la
variance totale des données.
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Nous obtenons alors la représentation des 27 séquences d’images suivante :

Axis 2(31.589%)
sp=17
301 18—
13
2t
sz, Ed 8
15 %5 27
]
7
E|
2
a 2q 24 \
5B 19i5
154
T r T T T
30 45 0 55 3p

Axis 1(49.249%)

F1G. 6.12 — Représentation des séquences d’images dans le plan formé par
les deux premiéres composantes principales

Si nous isolons les 3 séquences d’images relatives & la méme personne nous
pouvons voir que ces séquences se regroupent :

Auxis 231 L83

Eh]

AiID ~1'5 o 15 in
Axis T 24F%)

Fic. 6.13 — Séquences d’images relatives & la premiére personne
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Asis 2031 £55%)

a0

5.4

Y} 5 [4 15
Aais 1043 203%)

FIG. 6.14 — Séquences d’'images relative a la deuxiéme personne

Az 2G31 £d6%)

ELY

Az 1HI 3%

F1G. 6.15 — Séquences d'images relative & la troisiéme personne

6.2.3 Interprétation des résultats

Examinons les corrélations entre les variables et les composantes principales.

Nous pouvons alors voir que les corrélations les plus fortes apparaissent
au niveau de la premiére composaite principale. Cette composante explique
en effet 80% de la variance totale des données.

Cette premiére composante est principalement corrélée avec les variables
AH et DH cest-2-dire avec les distances entre les yeux et le dessus des
levres. Les corrélations étant négatives, nous aurons que les personnes chez
lesquelles cette distance est grande auront une premiére composante princi-

pale négative.
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Correlations hetween variables and factors

Var.

AD
BC
AH
DH
EH
GH

FI1G. 6.16 — Corrélations entre les variables et les composantes principales

La deuxiéme composante principale n’est fortement corrélée a aucune va-
riable. Les corrélations les moins faibles sont avec les variables AH, GH et
AD c'est-a-dire avec la distance entre les yeux, entre 'oeil droit et le dessus
des lévres, et entre le bord des lévres et le nez. Ces corrélations étant vrai-
ment tros faibles nous ne pouvons pas vraiment faire de déductions sur la

Factor 1
-0.41931
-0.18504
-0.65932
~0.70037

0.61i110

0.55305

Asiz )

Factor 2 Factor 3
~-0.26095 0.16823
-0.17660 0.46709
0.31450 0.40635
0.07720 0.040386
-0.11666 0.686E68
-0.28279 0.25994

10

03

[13

a4

02

L)

414

a1

08

]

B

A48 A4F 95 Dé 02 Q 92 D4 OB

o8 4
Arel

I'1c. 6.17 — Cercle des corrélations

(6 vars,5 fact)=

Factor 4
0.29725
0.249585
0.25672
N.,28524
0.54791
. 49983

position des individus par rapport & cette composante principale.
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Chapitre 7

Applications de ’analyse
factorielle discriminante

7.1 L’analyse factorielle discriminante classique :
pédagogie des mathématiques

7.1.1 Présentation des données

Dans le cadre d’une étude sur la pédagogie des mathématiques, 20 personnes
ont passé différentes épreuves :

— une épreuve combinatoire (COM B)

- une épreuve de probabilité (PROB)

— une éprenve de logique (LOGI)

— une épreuve de mathématique (M AT H)
— et une épreuve collective (EPCO).

Nous avons également mesuré le QI de ces individus.

Les personnes sont réparties en 3 classes en fonction des résultats qu’ils ont
obtenus & leur épreuve en mathématique. Ils appartiennent a :

— (4 ¢'ils ont eu moins de 10
— (4 s'ils ont eu entre 10 et 13

— (5 s'ils ont eu 14 ou plus.

Les classes Cy, Cy et C3 contiennent, respectivement 7,8 et 5 individus.

(Ces données sont disponibles sur :
http ://piaget.psycho.univ-pariss.fr/statistiques/donnees/psychom.him.
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7.1.2 Résultats

Les valeurs propres de la matrice T-1B sont données par :

Eigewvalues Inertia

1 0.02104
2 0.02826
3 0.,00948

Percentage Cumsulated %

of expl. inertia of inertia
70.695 70.695
21.941 92.636
7.364 100.000

Histogram

I FEEREEENRESEREEEETHFERLTENER
l TEREEFES

| &% I

I'1G. 7.1 — Valeurs propres et pourcentage de variance expliquée

Nous obtenons done 2 axes factoriels qui expliquent 92% de la variance to-

tale des données.

7.1.3 Reégle d’affectation

En utilisant la distance d’Ichino-Carvalho pour affecter nos individus, nous
obtenons le taux de bons classements suivant :

Classification matrix
the ravs are the apriori classes
the column are the asaigned classes

From y To| Claza 1 Clasa 2 Clazs 3

Class 1] 2,313 2.333 2,333
Class 2| 2.667 2.667 2.667
Clasa 3| 1.667 L.667 1,667
Correct classificatlon ratlo ===3>33,333

F1G. 7.2 — Taux de bons classements par la régle d’Ichino-Carvalho

Ce taux de 33% est trés faible. Essayons la régle d’affectation basée sur

'augmentation minimale du descripteur de potentiel.

Classificanion maerix
the roka ure the apriori clesses
the column are the amaignzd Glaszes

From \ To} Class t Claaz 2 Cluzy 3

Class 1] 5.040 1.000 1,000
Clasa 2l - T.000 1,000
Class 31 1,000 1.0090 3.000
Coerect closzification ratio ===375.G00 1

F1g. 7.3 — Taux de bons classements par le pdi
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Nous obtenons alors un taux de bons classements de 75% ce qui est nette-

ment, mieux.

Nous obtenons la représentation des individus sur le plan factoriel :

Axis 2 (21.94%)
]
. 1
20
62 19
7 14
A 1
1t 1
a0 - 12 18
E]
p &
4 : 2
0 0 H
15
0014 ’
3
an2
17
]
T T = T T
002 001 0 00s

Axis 1 70.69%)

Fig. 7.4 — Les individus sur le plan factoricl

ainsi que la représentation des classes :

Axs 2 @1.34%)

G

Lo

[Qm

Eilid «D‘E“ o o
Aus § (73 59%)

1@, 7.5 — Premiere classe
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I"1g. 7.6 — Deuxiéme classe
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Fia. 7.7 — Troisiéme classe

7.1.4 Commentaires

Si nous choisissons la distance d’Ichino-Carvalho, nous obtenons de tres
mauvais résultats. En effet, si nous regardons la répartition des points dans
lewrs classes d’appartenance a priori, nous pouvons voir que ces classes ne

sont pas bien séparées.
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Fia. 7.8 - Individus de la premiére classe
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F1g. 7.9 — Individus de la deuxiéme classe
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Fic. 7.10 — Individus de la troisitme classe

Les distances entre les différents objets sont toutes égales quelque soit la
valeur que nous choisissons pour 7 et quelque soit le lien choisi. De par
ce fait, les objets se retrouvent classés aléatoirement comme le montre la
‘matrice de classification que I'on obtient. Les objets sont affectés a une des
trois classes avec une probabilité de 0.3.

Assigneent Eatriy CER: rovTs are tha ohjeltd the colwans tha Clarses
in Brakets () the epriori olass of Lhz mivcloasified chizut

Class 1 Cla=a 2 Clasa 3

1 0. 0.3( 1} 8.3 1
z gtz 0.3 0,31 2)
3 G.3{ % 0303 8.3

2 a3 0.3{3) ©B.3

5 8.3 0.3t 1) 8.3(1)
6 0.3 o3 1) 031
7 0.3( ) 0.3 0.3 2}
8 0,3 0,31 1] 0.3( 1)
S 0.3( 2] 0.3 0.3¢ 2)
10 0.3( 2) 0.3 0.3( &)
13 .3 8) D33 0.3

12 0.3 3) 0.3 W 0.3

1 0.3 2.3 1) 0.3( 1}
14 0.3 0.3 1) 0.3 N
8 0.3{ 2} 0.3 0.a( 2}
16 p.3( 2} 0.3 0.3{ 2}
17 0.3( 3 0313 0.3

18 6.1 0.3( 1) 0.3{ 3}
19 0.3({ 2) @3 0.3{ 2)
20 0.312) 0.3 0,34 23

Fie. 7.11 — Matrice de classification obtenue par la distance d’Ichino-
Carvalho
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7.1.5 Représentation des différentes classes

Représentons les différentes individus suivant leurs classes a ’aide des zoom
stars afin d’obtenir certaines informations concernant les caractéristiques

principales de ces classes.

00
ALDS
laos
SA07
laatz
A3
It
oMBE

Fig. 7.12 — Représentation des individus de la premiere classe
La premiére classe correspond aux individus ayant obtenu moins de 10 a
leur épreuve en mathématique.

Nous pouvons voir que les résultats obtenus aux autres tests sont trés va-
riables mais que leurs QI se situe généralement entre 100 et 110.

AR
AAT4
AALS
AA1E
CYNT)

y COMB

F1a. 7.13 — Représentation des individus de la deuxieme classe
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Cette classe représente les individus ayant obtenu entre 10 et 13 & leur
épreuve en mathématique. Nous pouvons observer plusieurs choses :

— la note que les individus ont obtenue & leur épreuve en calcul combi-
natoire se regroupe en deux zones : autour de 2 et entre 5 et 7.

— la majorité des résultats obtenus & I’épreuve de probabilité se trouvent
entre 4 et §

— leurs résultats en logique sont entre 5 et 7.

AAG2
AA10
LAY
JAATE

FiG. 7.14 — Représentation des individus de la troisieme classe

La derniere classe représente les individus ayant obtenus plus de 14 & leur
épreuve en mathématique. Ces individus ont généralement de mauvais résultats
a épreuve combinatoire (entre 3 et 5) mais de trés bon résulats en logique
(plus de 7).

De toutes ces observations, nous pouvons déduire que :

— les résultats en logique sont meilleurs dans la classe 3, plus les individus
réussissent leur épreuve de mathématiques, plus ils sont logiques.

~ les individus ayant un Q7 plus élevé réussissent leur épreuve en mathématiques
(ils obtiennent plus de 10 c’est-a-dire qu’ils appartiennent a la classe

2 ou 3).
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7.2 L’analyse factorielle discriminante symbolique :
musique

7.2.1 Présentation des données

Te jeu de données est constitué de 33 chanteurs. Pour chacun de ces chan-
teurs nous avons les renseignements suivants :

sa nationalité, le pays et la région dans lesquels il habite

sa date de naissance

le genre de sa musique

— le nombre de récompenses qu'il a regues

— le nombre d’albums qu’il a enregistré

phusieurs titres de chansons qui ont regn une récompense

la durée de ses chansons

le nombre de ventes de ses chansons ainsi que les récompenses que
cette chanson a obtenues

la date de sortie de ses chansons ainsi que le nom et la date de sortie
de I'album sur lequel elles se trouvent

I’éditeur et le distributeur de cet album.

|

;

Ces renseignements sont représentés par 16 variables symboliques : 11 va-
riables modales, 5 variables intervalles, et 1 variable multivaluée.

Les chanteurs sont répartis a priori en différents groupes suivant leur natio-
nalité. Nous aurons les 9 classes suivantes :

1 les chanteurs Américains

(5 les chanteurs Frangais

(3 les chanteurs Australiens

— (4 les chanteuses Belges

— (s les chanteuses Francaises

Ce les chanteuses Canadiennes
C7 les chanteuses Américaines
(s les chanteuses Colombiennes
— (g les chanteurs Anglais

i

1

Ces données sont disponibles sur http ://www.ceremade. dauphine. fr/touati/sodas-
pagegarde.htm.
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7.2.2 Résultats

Les valeurs propres de notre analyse factorielle sont données par :

Eigenvalues Inertia Percentage Cuwulated % Histogram
of expl. inertia of inertia Dem e e e e e %o mmm e 100%
1 17.54219 99,770 59,770 [ 2RI AR R IR RTERCER T RN EANGENT AT

2 G.04010 0.230 100,000 |

['1G. 7.15 — Valeurs propres et pourcentages de variance expliquée

Nous aurons donc 2 axes factoriels. Mais nous pouvons voir gu’un seul axe
factoriel suffirait puisqu’il représente presque la totalité de la variance des

données.

Les individus sont représentés de la maniére suivante :

Axls 2 {3 23%)

I Cereld Oe Peimay
Akrismorssale Mete Lavolre
Wahale htuge Fert Foery
0(000C5 A B
CEA0XH Haane Segaa Terz
Klobreg4 Leuryn
0 AN ey oaviz
Axete Red Ssarel ous Aukad
Rotdie Wity Irey Spears " : i
) Patr b Bl
Frensd catesdgo
[ =
0000065 o dan
Lara Fabian
Sheiira Wohray Hou g KB5S {orrent Vouiy
Ceralien Tivain Sharish .
[rep—— . Jealonus Goldien
0000010 hj“:,"lwm
Marish oy
-DOCs
+ ¥ v T T
2030 LihsTH 00450 00525 0EN
Az 1 @774

FIG. 7.16 — Représentation des individus sur le plan factoriel
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7.2.3 Regle d’affectation

En utilisant la régle d’affectation basée sur 1'augmentation minimale du
descripteur de potentiel, nous obtenons le tanx de bons classements suivant :

Classification matrix
the rovs are the apriord classes|
the colurtn are the assigned clesses

Class a <lass a

-

From Y To| Cless 1 Class 2 Class 3 Class 4 Class 5 Class & Crass

Clagss 1} - - - - - - - - 5.000
Clasa 2| - - - - - - - - 10.000
Class 3 - - 0.500 - - - - - 1.500
Class 9] - - - 0.560 - - - - 0.500
Class 35| - - - - - - - - 4.000
Class 6] - - - - - - - - 4.000
Class 7t - - - - - - - - 5.000
Class Bl - - - - - - - 0.500 0.500
Class 2 0,131 0.1131 4.11% 0.1f1 0.111 D, 111 0.131 0,111 .11t
Correct clasgification ravio ===>4,882 %

Fia. 7.17 -~ Taux de bons classements

Ce taux de bons classements est trés faible. Nous pouvons voir d’aprés la
matrice de classification que presque tous les individus sont affectés a la
neuvieme classe. La raison est simple : la classe 9 n’est composée que d’un
seul individu. La classe est donc représentée par un point et de par ce fait,
'augmentation du descripteur de potentiel sera généralement plus faible avec
le seul individu appartenant a Cy.

Si nous retivons cet individu (et donc la classe Cy), nous pouvons voir que
nous obtenons de meilleurs résultats (un taux de bons classements d’environ

39%) méme si ces résultats ne sont toujours pas tres satisfaisants.

Enlever un individu nous a fait gagner 35% de bons classements.
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hssignment Hatkix

Eminem
Kadonna
Hickael Ja
Janet Jack
Britney 3p
Hariak car
Lenny Krav
Vhitney Ho
Lauryn Hil
<railg Davi
Florent Pa
Jean-Louis
Jean-Jacqu
Karc Lavoi
Laurant Vo
Zazie
Johnny Hal
Pascal Obi
Helena Seg
Francis ca
Paricia Ka
Nathalie I
Kylie Hino
Shakira
Celine Dio
Bylens Far
Tuain Shan
Alanis mwor
Patrick Br
Robbie Wil
Axelle Red
Lara Fabia
Gerald De

Class

the rovs are the chjects the columns the classes
in brakets () the apriori class of the misclassified ohject

1 Class

0.1 3)

Z Clasa

3 Class

0.1{ 9)

0.1
0.5

4 Class 5 Class & Class 7 Class 8 Class

{9) D.1( 9} 0.1¢ 9) 0.1( 9 D.r{ 2)

FiG. 7.18 — Matrice de classification pour les 33 chanteurs

From \ To| Class 1

Class
Clazs
Claas
Clasa
Clasa
Class
Clasa
Class

1]
2]
3l
4
51
6l
7l
8]

0.125

Class 2 Class

2.000
1.000
3,000
0.125

1.000

0.125

Correct classification ratio ===>3D0.453 %

3 Class 4 Clasgs 5 Clasz & Class 7 Class 8

Fie. 7.19 — Taux de bons classements sur les 32 individus

Et nous obtenons des classes différentes.
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F1q. 7.20 — Représentation des classes obtenues sur le plan factoriel

7.2.4 Commentaires

Le fait que nous obtenions un mauvais taux de bons classements peut tou-
tefois s’expliquer. En effet, lorsque I'on examine les classes que Pon obtient,
nous pouvons remarquer que certaines classes sont inclues dans d’autres :

— les classes Oy et Cs sont dans la classe Cy

Auxis 2 (3 20%)

BT ]

i gl

pro1s

snrm

DLiers

L0

(s 2

L]

2E78

I:.Dliﬂ ﬂ'.&:’s R
Fxat @ATIH)

Fic. 7.21 — Représentation des classes Cy, Cy et C



— la classe C est inclue dans la classe C7

A1 0%
BTG
Cleas 4 Jass 7
Bl it
ET S
Eliucal
s
[154 [1=1H) [EE otz [

Aris 1 EIE3%)

FiG. 7.22 — Représcntation des classes Cq et Cr

— la classe Cs est inclue dans la classe Cg et est en partie dans la classe

Cy.
Asis ) (D05
s a8
S T
o g /7////-?'
A
// ///f//
Ll
-OLOHTE %;// /?/ s
Wi
. //;{;/ i
e
N
DI0TN /// L
o ,/,/// 0
b
P TS 15 Bosss cEw

Az | @IEIR)

Fi1a. 7.23 — Représentation des classes Cg, C7 et Cg

Cles emboitements de classes s’expliquent par deux constatations.

Tout d’abord, aucune des variables que nous utilisons ne nous permet de
distinguer les chanteurs des chanteuses; il est donc logique que les classes
Ci et C7 (les Américains) ainsi que les classes Cp et Cj (les Frangais) se
retrouvent regroupées puisqu’elles correspondent A un méme pays.
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La deuxiéme constation vient du fait que a priori, trois classes ne com-
portent qu’un seul élément : Cy (que nous avons éliminée), Cy et Cg. Ces
classes diminuent donc le taux de bons classements global. Pourtant, méme
si on les retire de notre analyse, le taux de bons classements n’angmente pas.
En effet, ces classes se retrouvent groupées avec d’autres : Cy (les Belges)
avee les Francais et Cg (les Colombiennes) avec les Américaines (Cr) et les
Canadiennes (Cs) puisqu’elles sont toutes du continent américain.

La classe Cg (les Anglais) ne pouvait pas étre regroupée de cette fagon,

c’est pour cela que son élimination nous a permis d'augmenter le taux de
bons classements.
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Conclusion

Nous venons de voir deux méthodes qui nous permettent de réduire le
nombre de variables intervenant dans la description de différents individus :
Panalyse en composantes principales et Panalyse factorielle discriminante.

Grice 4 ces méthodes, nous pouvons obtenir une représentation graphique
des individus dans un espace de dimension 2 ou 3, quelque soit le nombre
de variables de départ.

Ces deux méthodes se différencient par la maniére dont nous allons cher-
cher & réduire cet espace. L'analyse en composantes principales cherche &
le réduire en tenant compte de la structure globale des données c’est-a-dire
de leur variance totale alors que ’analyse factorielle discriminante cherche
3 le diminuer en tentant de conserver au mieux unc éventuelle structure en
classes que ces données pourraient avoir. Il nous faut alors considérer les
variances inter et intra-classes.

L’analyse en composantes principales symbolique ne concerne que les va-
riables intervalles. Les individus sont donc directement représentés par des
hyperrectangles. Ces hyperrectangles peuvent étre définis par leurs centres
ou par leurs sommets, ce qui donne lieu aux deux méthodes que nous avons
abordées :

— la méthode des centres qui correspond & une analyse inter-classes
— la méthode des sommets qui correspond & unc analyse inter et intra-
classes.

Ces méthodes consistent 3 appliquer une analyse en composantes princi-
pales classique soit aux centres, soit aux sommets des hyperrectangles, et &
construire les composantes principales intervalles & Paide des composantes
principales classiques. Les individus sont alors représentés par des hyperrec-
tangles dans le plan formé par les composantes principales.
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Pour évaluer la qualité des résultats que nous obtenons, nous avons défini
plusieurs parametres. Ceux-ci nous permettent de voir si les individus sont
bicn représentés sur le plan formé par les composantes principales. L'in-
terprétation des composantes principales se fait quant & elle par Pétude des
corrélations entre les variables originales et ces composantes principales.

L’analyse factorielle discriminante symbolique est applicable & tous les types
de données symboliques. Afin de travailler avec toutes ces variables simul-
tanément, nous avons mis en place un systéme de codage qui nous permet de
représenter les individus par des hyperrectangles. Mais nous devons conser-
ver le caractére compact des variables symboliques ce qui donne lieu & une
étape supplémentaire : la quantification des sommets des hyperrectangles.
Nous appliquons alors 'analyse factorielle discriminante classique & ces som-
mets quantifiés. Nous obtenons alors une représentation des individus et des
classes par des hyperrectangles.

De par le caractére discriminant de cette méthode, nous devons construire
une régle d’affectation nous permettant d’affecter les individus aux différentes

classes.

Ici, Pévaluation de la qualité des résultats sc fera par Pestimation des taux
de bons et de mauvais classements par des méthodes comme I’échantillon
test, le bootstrap ou encore le leave-one-out.

Nous avons terminé 1'étude de ces méthodes par une série d’applications
réalisées avec le logiciel Sodas, ce qui nous a permis de mettre en évidence
certaines limites de ces méthodes ou d’une étape particuliere de la méthode.
Nous n’obtenons en effet pas toujours de bons résultats. Il peut arriver que
2 ou 3 composantes principales ou axes factoriels ne soient pas suffisants
pour obtenir unc bonne représentation des individus. Il peut aussi arriver,
avec I'analysc factorielle discriminante, que la régle de classification que nous
avons définie ne nous donne pas un bon taux de classement.

Dans ce mémoire, nous avons étudié les méthodes les plus classiques mais
d’autres versions de ces méthodes ont été mises au point afin de tenir
compte de certaines particularités des données comme l'analyse en com-
posantes principales classique normée, I'analyse en composantes principales
sous contraintes, ...

Clertaines étapes ont également été revues. On tronve ainsi différents types
de représentations ou de codage des données, d’autres techniques de valida-
tion, d’autres régle d’affectation, ...
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L’étude des méthodes factorielles ne s’arréte donc pas ici, les bases sont juste
posées afin de nous permettre d’aller plus loin dans ce domaine,

[
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Annexe I : Création d’une
base de données Access

Pour obtenir une base de données symboliques utilisable par Sodas, c’est-a-
dire une base au format . sds, nous devons tout d’abord construire une base
de données access et ensuite utiliser cette base avec le logiciel DB2SO qui
est inclu dans Sodas.

Quelques définitions

Une base de donnée relationnelle est un ensemble de données, représentées
sous forme de tables, entre lesquelles il existe des relations.

Dans le cas qui nous intéresse, les colonnes de ces tables représenteront les
variables et les lignes les individus.

Dans ces tables, nous devrons définiv une variable comme clé primaire.
11 8’agit d*un identifiaut qui nous permet de représenter les différentes lignes
de la table. Cette variable aura donc des valeurs distinctes.

Dans notre cas, il s’agira de 'identifiant des individus.

Création d’une nouvelle base de données

Pour créer une nouvelle base de données access, il suffit de selectionner
Nouvelle base de données dans 'onglet fichier.



1@, 7.24 — Création d’une nouvelle base de données

Nous pouvons alors choisir de partir d’une base de données vide ou d’une
base de données existante. Partons d’une base de données vide.

§ Mouveau fickier v x
@ raia |
Créer
1] ase de donndes vide
@ Page vierge d'accés sux données, ., H
] Projet utiisant des données existentes... |
ﬁ Projet utiisark de nouvelles données. ..
5‘_] Créer & partir dun Fichier existant, .,

Modéles
Rechercher enligne :

]

) Modles sur Office Onfine

F'1G. 7.25 — Options pour la création d'une base de données

Nous devons ensuite nommer (avec l'extension .mdb) et donner Pemplace-
ment de notre base de données (ici, nous aurons exemple .mdb). Elle est alors
créée et nous pouvons construire les différentes tables la constituant ainsi
que les requétes qui nous permettront de définir les liaisons entre ces tables.
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i exemple : Base de données (format de fichier Access 2000) ‘ [=] B3|

L/fouvrr &4 Modfier INouyeau | /L | *a

Objets Creest une table en mods Cr

| =1 Tables ] Créer une table & laide de Assistanit

Ij .
51 s ‘J Créer une table en entrant des données

3 Formulaires
i Eats

"Q Pages

2  Macros

& Modules

\&] Favoris

F1G. 7.26 — La base de données exemple.mdb

Création de tables

Pour créer les tables, nous avons trois choix : soit nous les créons en mode
création, soit & 'aide de ’assistant ou encore en entrant les données. Nous
choisissons ici le mode création,

Nous devons définir ici les noms des champs c’est-i-dire les noms des co-
lonnes et le type de données qu’elles contiendront. Nous pouvons éventuellement
entrer une description de ces colonnes.

Dans notre exemple, & partir de trois variables mesurées sur quinze indi-
vidus, nous allons construire une base de données qui nous permettra au
final d’obtenir une variable intervalle, une variable modale et une variable
multivaluée mesurées sur cingq concepts (objets symboliques).

Nous définissons les champs suivants :

IND : il s’agit de notre clé primaire qui nous permet d'identifier nos
individus

CONCEPTS : cette colonne nous permettra de construire nos objets
symboliques

— INTER : il s’agit d’une variable quantitative qui a été mesurée sur les
quinze individus

MODAL : c’est une variable qualitative composée de trois catégories :
A, B, C. Elle a également, été mesurée sur les quinze individus.
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B it Ackess =[E]]
Eder [don MPchep et el Fedne 2 Tamiwaasti
SRR

Mode Criation, FE = Aive wolet, Fl = Ada. MM

Fi1a. 7.27 — Construction d’une table en mode création

Nous devons ensuite enregistrer cette construction et donner un nom a notre
table. Nous 'appelerons TINDIVIDUS.

IEnregistrer sous K4 B3

| Nom de latable :
~ |rnprvious|

Annuler

U3

F1G. 7.28 — Enregistrement de la table

Pour entrer les valeurs dans notre tableau, nous pouvons soit les entrer
directement soit utiliser les formulaires.
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Nous choisissons ici de les entrer directement. Pour cela, nous passons en
mode feuille de données par l'icone suivante :

TR A Al Y
Mode création

[ tode Feuile de données %
i Affichage Tableau croisé dynamique

il Graphique croisé dynamique

T T

Nous obtenons alors un tableau dans lequel nous pouvons entrer nos données.

INDIYIOUS : Table

INDI CONCEPTS | INTER

S

| s o e

W@~ O ;e W -

Gt s s WW W N R - —-—

TSI

F1G. 7.29 — La table TINDIVIDUS

Pour créer des variables de type multi-catégoriques, nous devons définir un
deuxiéme tablean TCATEGORIES & deux colonnes.

Ces colonnes sont :

— IND : il s’agit de la méme colonne que dans notre tableau précédent
— CATEGORIES : il s’agit d’une variable qualitative & trois modalités :
D, EetI.



B TCATEGORIES : Table

CATEGORES[

OAMOTMOoOMMMOoOmMoO ™M mo

F1c. 7.30 — La table TCATEGORIES

Création des requétes

Nous devons alors créer nos requétes. Ces requétes nous permettent de
sélectionner certaines parties d’une table ou de réaliser une table a par-
tir de plusieurs autres tables. Pour construire ces requétes nous avons deux
choix : soit le mode création soit la construction de requétes a l'aide de 'as-
sistant.

B cxemple : Base de données (format de fichier Access 2000) M [=]F3

(. ion

| vates |81 crterine tequito afakda do Passistart

Fia. 7.31 — Création d’'une requéte

Comme précédemment, nous choisissons le mode création.

Remarques :

La requéte que nous allons créer maintenant REQUETE_OS nous permettra,
avec DB2S0, de créer nos variables symboliques intervalle et modale.
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Nous devons tout d’abord choisir les tables qui apparaitront dans la requéte.

Ici nous ne prendrons que TINDIVIDUS.

Alficher la table

Tables IRequétesl Les deux |

TCATEGORIES :

TINDIVIDUS

7] x]

Fermer

F1G. 7.32 — Choix des tables pour la requéte

Nous devons ici choisir les identifiants, la variable qui nous permet de construire
nos objets symboliques ainsi que les variables qui apparaitront dans notre
tableau de données symboliques. Il s’agit donc ici de toutes les colonnes de

notre table TINDIVIDUS.

B! Requélel : Requéle Sélection

T
Champ 1 [TEI CONCEPTS INTER
Tabls : [TRDIVIOUS OIS TINDTYVIDUS TPOIVIDUS

i |
Afficher : =] =] | ] [=] [m] 8] 0
Crikres:

2L o]

£ »

1. 7.33 — La requéte REQUETE_OS

VII



Remarque :

Les individus doivent absolument étre dans la premiére colonne et que les
concepts soient dans la deuxiéme.

Nous pouvons visualiser notre requéte sous forme de table en sélectionnant
le mode feuille de données comme nous 'avons fait précédemment.

{ REQUETE_OS5: Requéte Sélection
INDI CONCEPTS
j] i
| |10 4
| |11 4
| |12 4
| 13 5
| |14 5
| |15 £
| |2 1
| |3 1
| |4 2
| |5 2
B 2
:‘7 3
Enﬁgj;"_jT > [n]re sur 15 128

I'1q. 7.34 — Visualisation de REQUETE_0S

Pour construire notre variable multivaluée, nous créons une deuxiéme requéte
RMULTI. Cette requéte contiendra la table TCATEGORIES.

1 Requétel : Requéte Sélection S | -loj x|
T 3
+
DL
CATEGORIES
o
Champ : [NDI CATEGORIES i =
Table : [TCATEGORIES TCATEGORIES
Trit
Afficher 3 %] =] a [m] [m] [m] [m] ]
Critices
ou -
. o]

F1a. 7.35 - La requéte RMULTI
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La base de données exemple.mdb

Notre base de données finale contient donc 2 tables et 2 requétes. Elle est
finalement représentée de la maniere suivante :

#8 exemple : Base de données (format de fichier Access 2000) M [=] F3

_ Obits L]
|1 Tables || B]  cCréer une requite & faide e PAssistant
|9 peaes | i e
| 2 Formuaies
0 fes ,
%3 Payes :
A2 Meaos
@ Moddes
| Guges
(&) Favors
|
& exemple : Base de données (format de fichier Access 2000) |10 ]|

Hounr Wpetfer Juogess X 22 W [EE]E

[ obts || @] Céerue table enmode Créstion
1 Tables @] crterune table & laids da Passistant
[ ETaea ] créer ure tatle en entrant des dornées
| | IS
| & |
| 3 Fomsies | 2 1rovous
UV {
{ ‘:i Pages
2 Matros [
@ Moddes |
_ Gupes |
&) Favers |

F1G. 7.36 — La base de données exemple.mdb
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Annexe 11 : DB2SO

A partir d’une base de données Access, nous pouvons construire des objets
symboliques & Paide du logiciel DB2SO. Ce logiciel est inclus dans Sodas.
Pour y accéder, il suffit d’aller dans 'onglet Sodas file et de sélectionner
Import... suivi de Import with DB2S0.

| sodasfla Chaining Options Window  Heb
- NewSodssfie...
| Edt Sodas fie...

Fra. 7.37 — Chemin d’accés vers DB2S0

DB2SO0 se présente de la maniére suivante :

| S e B A SO D R T e A PR S A
Be Bo¥y fee oy gras | SRV e NIRRT T3 & ey
ogareEr @2 s T aXE AN - BERFDEOS
[ 2 L1
LR
!
=
:\
B
11
. | O e | o N 2
Sy

Fig. 7.38 — DB250O



La premiére chose & faire est de sélectionner notre base de données. Pour
cela, il faut sélectionner New dans l'onglet open. La fenétre suivante s’ouvre

alors :

Sélectionner la source de données HE

Source de doredes fichier chedeﬂnméamac&e]

Nomdelasourcadedorndes | Type | Desoghon:

Avasts Systdma

dBASE Files Utlizat

Fickizrs Evcel Utdisat
Utdisat

Nw.:

FF1@. 7.39 — Choix du type de base de données

Puisque nous travaillons sur des bases de données Access, nous devons utili-
ser une source de données marchine MS Access Database. Une fois la source
choisie, nous devons choisir la base de donnée Access sur laquelle nous sou-
haitons travailler. Nous prendrons ici la base de données exemple.mdb.

Sélactionner la base de donnees _‘
Base de données ; Répertoires :
[*.mdb c:\...\Amémoire\bdf access =

= sl Annuler l
EEYF'}E.n’cnic'lJb =] | & Documents and Sel2l -
exemple.m = Mouslique .
ﬁ;hé?‘gmtﬁ (7= Mes documenls ,___Alde_,
VISAGE.mdb %Facs ™ Lecture seule

Mémoire 3
| /) BDF access B I Evchusi

Types de fichiers : Pilotes :

lBase de données Access 1 _:_l I c: Disque dur princif ;l Réseau... |

F1@. 7.40 — Choix de la base de données
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Nous devons ensuite décider de la requéte a exécuter. Cette requéte corres-
pond 3 celle qui a été définie dans la base de données Access pour construire
nos objets symboliques. 11 s’agit donc ici de la requéte REQUETE_0S.

Extraction of individuals | x|

-~Base
MS AccessDatabata Modily...

ST
Select 3 Table or a Query:

RMULTI

TCATEGORIES Wiite Queiy I

TINDIVIDUS

~Sellingt — ——————
™ Last column is ponderation
I™ Samnplingwith upto [1077  individuals pet group
i Grmwlhatlaast]i individuals per group

Lo e

Fic. 7.41 — Choix de la requéte a exécuter

L’exécution de cette requéte par DB250 nous permet d’obtenir une matrice
de données symboliques.

FRLWEY - HEH EIR00
o

. i T
f Entclic dits aatrix 33 oo -
ppdely sarisfles (1 gaalitatines) '] quasiftarives)
[ teartizes Blld frca 38 isdiviznals

 Varibles

Fi1G. 7.42 — Construction de la matrice de données symboliques pour les
données intervalles et modales

Remarquons cependant qu’a cette étape, scules les variables intervalles et
modales sont construites.
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Pour construire les données symboliques de type multivaluée, nous devons
modifier la matrice symbolique obtenue & 1’étape précédente. Pour cela
il nous faut sélectionner Add single-valued variables... dans l'onglet
Modify.

R <& Add one set-valued multiple varisble...

P

iy
= i rs
i’E % Remove veriables,..

125" Create ataxcnomy...
) y Remove taxonomes, ..
38t pdd a dependence...
{A] Reduce assertions...

[B] Dividz assettions...

[ Reduce Hordzs...

EY' variable properties. .. Ctrl+v

F1G. 7.43 — Modification de la matrice de données symbolique

Nous devons alors choisir la requéte correspondant & notre variable catégorique :
il s’agit ici de RMULTI

Add individuals 4 | |

-Base
MS Access Database

[l athes and Huslies e s o e s e s e
Select a Table or a Query:

REQUETE_OS

TCATEGORIES Wiite Quesy l
TINDIVIDUS
View I

TF1G. 7.44 — Choix de la requéte pour la construction de la variable multi-
valuée
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Nous obtenons alors une nouvelle matrice de données symboliques composée
de trois variables : 2 variables qualitatives et une variable quantitative.

Extraction done in 0.0 seconds.

ymbolic data matrix is composed by:

2 wvariables (1 gualitatives, 1 quantitatives)
% assertions build from 1% individuals

1 unique variable=s added:

CATEGORIES

Total 3 variables (2 gualitative=, 1 guantitatives)

FiG. 7.45 — Matrice de données symboliques finale

Nous devons ensuite sauver cette matrice dans le format DB2SO c’est-a-dire
avec Pextension .gaj (cette option se trouve dans onglet File).

5108250 - exemple
I&ﬂ‘y Yen TocBas Wi
O ew... arhh
& Open... ctro
E s Cuhs
n Save as...
Newby foin... e
% Espart...
¥ Evpeet Hoedes
|25 Export ard view...
Discerract
Ext S

F1G. 7.46 — Onglet File

Enregistrer sous ﬂ!ﬂ
Entegistrer dans : I'l‘ BDF access _:J = 5§ -
7@aba50negaj @ poisson.gaj @ psychoverif2.gaj

Qewptezgai psycho2.gaj (] psychoverif.gaj
) egypte3.gaj [Hpsychos.gsj [ visaGE. gaj
Heaypted.ga)  [Hpsvchot.gaf

= EGYPTE.gaj ) psychos.qaj

@ exemple,gsj Ej}psycho&.gaj

A|iscHING.gs) | PSYCHO.gaj

Nom du fichier : |exempJe.gaj
Type: [08250 fle (40 ' o e |

A

Fia. 7.47 — Enregistrement au format DB2S0O
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Pour obtenir notre base de données Sodas c’est-a-dire une base de données
avec I'extension .sds, il ne nous reste plus qu’a exporter le fichier DB250

(cette option se situe aussi dans onglet File).

Fie Jc:\Dacuments and Settings\Moustiqust Select... ’

Tite [Exempld
Subtile |
I Exportreduced a3

I Evpott reds

OK V Cancel
[ | |

Fia. 7.48 — Exportation du fichier DB25S0

Extraction done in 0.0 seconds.
Symbolic data matrix is conposed by:
2 variables (1 qualitatives, 1 guantitatives)
S assertions build from 15 individuals
1 unique variables added:
CATEGORIES

Total 3 variables (2 gualitatives., 1 quantitatives)

- Uriting Heta Data file -
C:\Documnents and Settings\Houstigque:He=z docunents\Facs\Hénoire\BDF access\exenple.gaj.znl

F1a. 7.49 — Sauvegarde et exportation de la matrice symbolique

Pour visualiser le tableau de données symboliques que nous avons construit,
nous pouvons utiliser la méthode View proposée par Sodas.

A(033),8(0.33), C (033) ‘ o
AD3),8(039,C033) | E
A(033),B(0.33), C (033) 5_ 7 _F_____
A(0.33),B(0.33), C (033) [ F

E A(0.33), B (0.33),C (0.33) ‘ D

Fig. 7.50 — Tableau de données symboliques obtenu avec le fichier
exemple.sds
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