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�����
 � � ��� ��� ����������� � �	� 
�����
 � � � �������� � � ����� ��� � � ������ �������� ���

q �����JN$"$#3�'�'� ��I!��� *(��)'���E)���@2*(B� ��`�3��)� � ��� � �
reverse(A, R)

= �C"$*3�6��"$/,/,����"$#3���� ��#2 .�
@2*(�L���	������������ ����! � "$#��3��)�).���(��"$)� �0�*(#(�L ���� � �S)���@2*(B� ��L#6� ���(��"$)� ���).�w)� ��#6H8�� .��#2 
��"$#(#(�,@2*6�  ����� ��-$  D���,���M)���@2*(B� ��Q�����(� *3��-$��#(��).��� �,@2*6� "$#S�(*(������;�JI$"$ )�=	$L�����#("$*3�
*� � � �����)�"$#3�E#(����#(/,"$ #3�C���� C��G���/,�(� �D��"$*()C � � *3�& �)���)C�K� *� � �   ��%���D�K� pWq / �(��#3��*(#L���$�
���Q#("$#�4K ���)�/, #3�����"$#6=V
7�;�3-$*()��Q��#A+�= *Q)����()�������#2 ��[�K� ��)�F()��Q���,)�����"$� *� � "$#g4�
7Y ��"$)�4
)�������"$#3�(��#2 �=

Y<�C���� 8��)�F()��$HJ"$#QI$"$  �@2*(���K� pWq / ��)�)�B� ��1���D����)� I!�! � "$#Q��*()`����F().��#3�.?(�E���C��)�"$  ��$H
��#M��UV�� #"

reverse(A, B) E reverse(Xs, Zs)
%Xm��Xu&5 d 9;*�p.g!m

A E Xs
d6 

B E Zs
%Xm��Xu&5 d 13* �
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A��H �V�.T H3���(����#3�6O��V��H � 
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E

"$#&%('*),+%+�= *.- q G�����*� � "$#v���D)���I$��).���A�JI$���<*(#(�D)���@2*(B� ����3��)� � ��� � �

^<#Q��"$  `��#3��*(  ��1�3�$������)+��*Q��"$#2 �)UT$� �8-$� "$F3���KH�")(%� ���+�! �"$/,���������79:��*( � � ���`���1�K� ��)�F()��
��"$#3�& �)�*(  `����)�"$#2 `� � "$*� ����+0<�K� ��#3����/%F(� ����"$#2 ���#3��#2 `��� � 0A���A).�$�� #(�E���E�K� ��)�F()��$=�>8"$/,/,�
reverse(Xs, Zs, )

���& [*(#(�; #3�& .��#3���W���
reverse(A, R)

H� ��#(�,9P��*� %�3�$�D� � "$*� ���)[���
����)�#( ��)�=`^<#	����*� ;��"$#3��������*( )��M���()�5��%���� � ����(?3�$���M@2*(��� ���Q�! �"$/,���%0S������������ �����)
����)�"$#2 "

reverse(A, R)
H
append(Zs, [X ], Y s)

=

7�Q������������ ����! � "$#���*��()���/, ��)1#(����������  ���).�[� �A/,B�/,����)�F()��A@2*6� ��#W�3-$*()�� +�= *$= �`��)

��"$#2 �)��$H! �(9P��*� 1����I$��� "$�(����)�*(#;#("$*(I$���3��)�F()��E��"$*()
append(Zs, [X ], Y s)

H2@2*6� "$#,����*� 
�� /,�(�  �3��)���#]#("� .��#2 

append(A, B, R)
H(�������,��"$#(#(��).�Q���%�3-$*()�� +�= ) =

���(����#3�6O , H �AH G<T

�

, � � �XH � ��G

���(����#3�6O 
%H �QH �'T

, � � p � 
 �8H � ����HSG � � p � � �
E

"$#&%('*),+H+�= ) - q G�����*� � "$#]���[���(����#3�]�JI$���<*(#(�D)���@2*(B� ����3��)� � ��� � �

6��������*�G]��)�F()���� 4�
7Y��3#(��E)����()�������#2 ���#2 �� ��#("$*(I$����*M�()�"$-$).��/,/,�

reverse
������4

������ ����$=��+"$*()��K� "$F� ���#( )�H� �7��*�\, A�����()���#3��)���� ����)�����*(�  .��#2 ���������������*�G]��)�F()�����=�YA��#3�
���L���$�&4���KH�"$#�)��� �)�"$*(I$��).�S� �L�()�"$-$).��/,/,�]���S�����3��)� �=E>8"$/,/,�v"$#��K� �JI!��  ���  ��()���4
��������/,/,��#2 �H������������� �����),*(#(�M ���� � �])���@2*(B� ��M#6� ��/,���  "$)��M��#�)� ��#Z� �]�()�"$-$).��/,/,�M���
F3�$���$H�/;�����#(�D� �D)���#3�M�3�$�E/,"$ #3������)�9:"$)�/;��#2 �#("$#]�(� *3��=V>8�� C��G���/,�(� �D#("$*3�C������D0
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�3��);�� )��]@2*6� *(#� #2 ���)��()��� ���*()Q���& ;*(#��()�"$-$).��/,/,�M@2*(E�   �H` �).�$��*(  �H+�� ;��G�����*� ��]*(#
��*� �)����()�"$-$).��/,/,�<�  -$#(�D�3��)E�  -$#(�$=

�+"$*()[������������ �����)�*(#w #2 ���)��()��� ���*()�HV� �,�()� #3�� ���;���& D� �,/,B�/,�W@2*(�,��"$*()D*(#_�()�"�4
-$).��/,/,�C"$).�� #3�� )��$=$
7�%�� UV��)���#3���<���& E@2*(�<� �A������������ ����! ���*()8�()���#3�W��"$/,/,�<��#2 �)������ "

-�*(#]�()�"$-$).��/,/,����"$*().���$=
-������C��#2 �)��������3��)� ����*(�  5�)�������"$*()C� �[�()�"$-$).��/,/,�$H(�����C��#2 �)��������� .��#2 A���(�(� �@2*(�����
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6�C�()�"$-$).��/,/,����"$*().���E���& 1��"$#3�������)�����"$/,/,�C�K� ��#2 �)����C�& .�! ��@2*(�$H! .��#3����8@2*(�C�K� ����4
������0W���D�()�"$-$).��/,/,�����& A��"$#3�������)��[��"$/,/,�[��N�#3��/,�@2*(�$=�
7�;������������ ����! � "$#]����)�/,�� 
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� ���E�()�"$-$).��/,/,������ C� ������"$#(#(�����E��"$#2 C��N�#2 .�!G��@2*(��/,��#2 E��@2*(I!��� ��#2 .��=����6#6� N��%�3�$�����
����& � #3�R � "$#3����#2 �)����()�"$-$).��/,/,�A�� A��"$#(#(������= �<*3��#2 <��*M/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()�H(���D#6����& 
)� ��#w�'� ��*� �)��;@2*6� *(#w #2 ���)��()��� ���*()D����)�  [�(��#3��� �;/,B�/,�;����#(-2��-$�,@2*(�,� �;�()�"$-$).��/,/,�
@2*(8��"$  %B� �)��; #2 ���)��()��� ��$= ��)���#("$#3�[��"$/,/,�;��G���/,�(� �;� �W/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*() 	���#( � ���
� ; � "

$v�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()�	���#( � ���
� 	 � �� � ��
�� � ���
� 	 � �� ��� � ��� ��� �	� � 	 � �� � ��� � � 	 � �� ��� ���
� 	 � �� � � � �	� ����� � � � � � ��� � � � 	 � �� ��� � �

><� ���& L*(#� #2 ���)��()��� ���*()M �)�5��L�� /,�(� �$=�+"$*()L��"$/,�()���#3��)�����"$# 9:"$#3�R � "$#(#(��/,��#2 �H
�$�(���� �"$#3�;� �L�()�"$-$).��/,/,�

append
��"$*()M@2*6�  �<�(*(������LB� �)��v��G�����*� ��L�3��)M���� � #2 ���)�4

�()��� ���*()�=�>8�����,��"$#(#(��).�%� �D�()�"$-$).��/,/,�A��*( I!��#2 �=
��)�"$-$).��/,/,� ����� ��� � �$�(���� �����"$*()�9:"$#3�R � "$#(#(��)C�JI$���<�K�  #2 ���)��()��� ���*()�	���#( � ���"

����� � � � � ����� ��������� ��� � � ��
�� � ���
����� � � � � ����� ��������� ������� ���� � � � � � ����� ������� � � � �����

>8�� � ���)����()�������#2 .�! � "$#;���& ��JI!��#2 .��-$��*3���<����)1� ���1)�����"$� *� � "$#3��4�
7Y ��*��()�"$-$).��/,/,�
"$F � �� L��"$#2 v /,/,������! �����HC��� � ���v���_9:"$#2 L��#�/,B�/,�w ���/,�3�L@2*(�w� ���v*(#( �����! � "$#3�]�� 
� �]F3�$�.�2 �).�$�.�� #(-w��*();� �v/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()�= 4� /%*(� "$#3�,/;�� #2 ���#3��#2 W��"$#2 ;9:"$#3�R � "$#�4
#(��/,��#2 W�JI$�������_)���@2*(B� ��

solve(append([a], [b], R))
H`� �])�����*(�  .�! ;���& W�K� ��)�F()��M��#Z�(4

-$*()�� F(= ) =
^<#_����*� [��"$#3�& .�! ���)D@2*(�,� �,#("$/%F()��Q�'� �� .�����������& DF( ��#_�(� *3�� /,��"$)� .��#2 D@2*(�;���  �

��� ��-$�������  8��*W�()�"$-$).��/,/,�E#("$)�/;���KH$ ��N,��*().�[��"$#3�C����)� .�� #(��/,��#2 8*(#(�<����)� ��A�'� ��\W���!4
��  ��$=3
7�Q)�����"$#3���<�3#3��� �D)����& ��D��������#3�(��#2 ����Q/,B�/,�$H

R = [a, b]
=

� �()���/, 5�)��DI�*(�$HV���� < #2 ���)��()��� ���*()<#6� ���(��"$)� ��D)� ��#L�'�  #2 ���)���������#2 �H3��"$*()� .��#2 	��!4
#( � ���W���& �*(#_ #2 ���)��()��� ���*()C �)�5��A*� � � ����$=�4�"$#S #2 ���)�B� A�()� #3�� �3���+)���������Q�(��#3�<������"2���� 4
F( �   ���������"$#3�& �)�*( )��<���A#("$/%F()���*3���<I!��)����#2 ����8@2*(KH���� � ����H2����*(I$��#2 ����(��"$)� ���)1@2*(����@2*(�
�.?("2���W���W�(� *3�%��*�Gw�()�"$-$).��/,/,���� #2 ���)��()��� �����=7
�� ������W���& Q���W����)�/,�� � �)��W�K� � � "$*� Q���
9:"$#3�R � "$#(#3���   ����+0A*(#Q�()�"$-$).��/,/,�1����#3�+�.?3��#(-$��)`��"$#Q��"����$=!��/;��-$ #("$#3��HJ�3��)+��G���/,�(� �$H
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�
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/,"��� �3��)��K�  #2 ���)��()��� ���*()�	���#( � ���(=3
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$L����["$#	����*� ,��)�)� I$��)%0v���L/,B�/,�M��"$#3��� *3�� "$#�-$)'&$���W��* pWq /]= q #	��UV�� �H+ �E���(�3�!4
).���� �@2*(�

solve(app(X, [c], R)) E solve(app(Es, [c], R))
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solve(app(X, [c], R))
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solve(reverse(A, B)) E solve((reverse(Xs, Zs), app(Zs, [X ], Y s)))
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solve(reverse(A, B))
�� 
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solve(X)
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solve(X)
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solve(reverse(Xs, Zs)), app(Zs, [X ], Y s)
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>8"$/,/,��#���"$#3�A�3��)A� ���A�(� *3���� /,�(� ����HV� �Q9:"$#3�R ���*()����,� ��& ��Q�3��)A��G���/,�(� �$H`� � �X� =7>8�
����)�#( ��)�����).�,��"$#3�������)�����"$/,/,�� #��3#(KH3�� .��#2 C��"$#(#(�D���,�����3#(  � "$#])�����*().�� I$�$=

[]
"
τliste →

 #��3#(
��)���#("$#3����#3��*(  ��<� ���1�� UV��)���#2 .���()���������! .���()�"$�()�������*;�()�"$-$).��/,/,�C0D #2 ���)��()��� ���)�H

��"$/,/,�� ���C��"$#2 E �"$*3�E� ��������*�GM)�����*().�� 9P��H�"$#]� ������"$#3�������).�Q��"$/,/,���� .��#2 C #��3#(K=

append(τliste

H
τliste

H
τliste)

"
τappend →

 #��3#(

reverse(τliste

H
τliste

T "
τreverse →

 #��3#(
G���-2��).��"$#3��/;�� #2 ���#3��#2 A� �Q���$�<�����<�()���������! .�<�()�"$�()����C0W�����& �)�*3�R �*()��%��*L/,�� .�!4

 #2 ���)��()��� ���*()�=R���2����/%F(� �`�(� *3�7�� \W�� � �8����� ���6�����$������)�HR/;����6�� .��#2 7��"$#(#(�8@2*6�  ���'����*(I$��#2 
�JI$"$ )���"$/,/,�;��)�-$*(/,��#2 �*(#(�,I!��� ��*()� �"$* � "$*().�<�3#( �$HV �)�*(�$H7��"$#3�������)�"$#3�<� ������#S .��#2 
@2*(�A�3#(K=

clause(τclause1

H
τclause2)

"
τclause →

�3#(
τclause1 → ∅

�
{append, reverse}

τclause2 → {true}
�
{append, reverse}

solve(τsolve1)
"
τsolve →

�3#(
τsolve1 → {true}

�
{τclause1, (τclause, τclause1)}

���7)����& ���).�%�3#3��� ��/,��#2 <� �%���$�C���[���,)����()�������#2 .�! � "$#]���[���;��"$# � "$#3�R � "$#���O�HVTR� H3���KH
��"$#3�������)�"$#3�+���[�'� ��F�"$).�;��"$/,/,�C�� .��#2 8 #��3#( �$H�����)���� � �C�()���#3�;��"$/,/,�<��)�-$*(/,��#2 8�����
 &N������E #��3#(���=

(τclause1, τclause1)
"
τand →

 #��3#(
$L�� #2 ���#3��#2 Q@2*(�W� ���()�"$-$).��/,/,�;�v�� ��M��"$/,�(� �� ��W�3��)Q�����%�����3#(  � "$#3�%���W &N����$H

#("$*3����"$*(I$"$#3�+ ����& ���)1���� �<~EF pWq / ���(��"$)� ��C*(#(�<��"$� *� � "$#W�(��#3�����%������������ ����! � "$#;���
	���#( � ���,��*()

reverse
=

�  8��}��P|#"��P��|�z ��� �
��*(���@2*(�A#("$*3�1�JI$"$#3����� � 0%� �A����F(*� ����<�K� ��)�F()��<���A)�����"$� *� � "$#;��#;�3-$*()��hF(= +�H2#("$*3�

��� � "$#3��)����()���#3��)��C���� E��)�F()��$H��� 8 ����& ���)1�����#W*� � � �����#2 1� �<~EF pWq /��(� *� UT� E@2*(�<�K� pWq /]H
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"$#]��"$  C��-2��� ��/,��#2 ���� ��)�)�B� ���)���*M/,B�/,�D��#3��)�"$  �H���#v�'� ��*� �)����E/,"� .�EI$��)� �3"$#3�E�� "

solve(reverse(A, B)) ET solve((reverse(Xs, Zs), app(Zs, [X ], Y s)))

~7"$*� A�'� ��F�"$).�M"$#vI$"$  <@2*6� "$#L�W�!U'�� )��D0W����*�GM9:"$#3�R ���*().��H("$#L��"$  A��"$#3�DI$��)� �3��)
���,��"$#3��  � "$#%3,���D���,�����3#(  � "$#v���[~EF pWq / "

f(s1, ..., sn) : τ ET g(t1, ..., tm) : τ ′

�+"$*()C�������(H� �'9P��*� <���! ���&9P�� )�������*�G]��"$#3��  � "$#3�DO:I$"$ )������3#(  � "$#�T "
*$=

(solve, τsolve) �F (solve, τsolve) →
^<*(KH(����)�� ���E�()���������! .����"$#2 ������#2 ��@2*(����=

) =
reverse(A, B) ET (reverse(Xs, Zs), app(Zs, [X ], Y s)) →

�&��`��*3����+ �+9P��*� 
@2*(�[����*�GM��"$#3��  � "$#3����"$ ��#2 �I$��)� �3�����E��"$*()C�����()�"$#("$#3����) "
OP�2T

(reverse, τrev) �F ((, ), τand) →
^<*(KH+����)Q"$#Z� � *(-$��F�"$#Z���M/,�� � �)��

��O&H TR�3�(��#3�E���,�3��)� � �� #��3#( �$=
O:F�T

A ET (reverse(Xs, Zs)
�� 

B ET app(Zs, [X ], Y s)) →
>8�D@2*('���& EI�).��

�(��#3�E� ��������*�G]���$��=

�&��C"$#�0_��-2��� ��/,��#2 ;������"$#3��  � "$#�I$��)� �3���$=1^<#���"$  ���"$#3�]��� ��)�)�B� ���);��*�/,B�/,�
��#3��)�"$  ;���M���S)�����"$� *� � "$#Z@2*6� �JI$���W�K� pWq /]=8
�� *� � � ����! � "$#���*�~EF pWq /��(��#3�,���]���$�
����/%F(� �8#(�1)� ��#%���(��"$)� ���)��'� *� � � ��0C���<������������ ����! � "$#6= $L����7"$#[����*� `)���/;��).@2*(��)7@2*6� "$#
��*().��  ��(*,��"$#2 � #�*(��)����A����)� I!�! � "$#Q��V��O�H$TR�!�JI!��  +�� ��E/,��+�(��#3���K� ��#3����/%F(� �E�����+"$F � �� .�
�3#(���=�^<)�H����1@2*(2#("$*3������"$*3�����10�� �1��"$#3�������)���)���"$/,/,�� #��3#(��� .��  �*(#(�8).�����"$#D�(� *� UT� 
��)�F(  �).�� )��$=6Y<"$#3��H����W���v/,B�/,�W/;��#( 5�)��$H7"$#�����*� Q��"$#3�������)���)%@2*(�L��ODH`TR�7��"$*()�).��  
���D �)�"$*(I$��)<�(��#3�C���;�3��)� � �D�3#( �$= , �()�5��� �"$*� �H�/,B�/,�Q��������A��)�-$*(/,��#2 .�C��"$#2 < #��3#(���H
���,9:"$#3�R � "$#S���Q��"$# � "$#3�R � "$#6H3��� � �$H3 ���)�/, #(��).�, �"$* � "$*().�C��#L*(#(�%�� .�����$='Y<"$#3��H�����K� "$#
��"$#3�����5�)��C@2*(�%��O�H�TR�2���& E���� &N����C�3#(KH2"$#W����*� E�� )��A@2*(�C���D)������! � "$#W�'� ��#3�.? &$������/,��#2 
#6� ���& 1�3�$�8I$��)� �3���$H$�� ���5��8� "$).��H2��"$#2 � #�*(��)8���%����)� I!�! � "$#W���A���[F().��#3�.?(�$=�><� ���& E���A@2*(�
�K� "$#�9P��  <�(��#3�E���%�3-$*()�� .�= *$=

^<#]I$"$  C@2*(��� �[�.?3��#(-$��/,��#2 C���A &N����[�Q��"$)� ��[�����19:)�*(  .�C�(��#3�����[���$�1�()��������= q #
��UV�� �H����W����)� I!�! � "$#v�W��"$#2 � #�*(�[*(#(�[�� .�����%�(� *3�C� "$ #6H3")(v"$#v)��� �)�"$*(I$�[����*�Gv�! �"$/,���
�(� *3�;�� /,�(� ���"

solve(reverse(Xs, Zs))
�� 

solve(app(Zs, [X ], Y s))
=8
6�v~EF pWq /

��G� -$��@2*6� "$#;��� ��)�)�B� ���0����� � ��<����)� I!�! � "$#6H!"$#,)��� �)�"$*(I$��).�<��"$#3������������*�G,�! �"$/,�����(��#3�
�K� ��#3����/%F(� �L�����W�! �"$/,���W0������������� �����)�H���*�/,B�/,�v �  �)��L@2*(�

solve(reverse(A, B))OP����)C��� ���& ����Q).�$�� #(�JTR=

6����"$#2 �)UT$� �+-$� "$F3����I!�EF( ��#D���()6-$��#(��).��� �����)

solve(reverse(Xs, Zs))
�� 

solve(reverse(A, B))
=

���E)����& ���).�S��"$#3�M����*�GZ�! �"$/,���Q0_������������ �����)�=+
7�_������*3�R � "$#��3��)� � ��� � �M��*��()���/, ��)�H
solve(reverse(X, Y ))

H(��"$#(#(�D��"$/,/,�A"$#MI� ��#2 ������ ��I$"$ )E�K� ��)�F()��<��#��3-$*()�� .�= *$=����
)����& ��<��"$#3�C0%��)�����)��K� ��)�F()�� 4�
7Y���"$*()

solve(app(Zs, [X ], Y s))
H���� ���& E���<@2*(����& 89P��  

��#]�(��#3�����%�3-$*()�� .�= ) =
, �()�5��7������"$#2 �)UT$� �`-$� "$F3���KHR"$#D����*� �������*( )���*(#(���()���/, 5�)��`I$��).�� "$#���*D�()�"$-$).��/,/,�

������������ ����W��#Z�()���#3��#2 %� ���%)�����*(�  .��#2 ����%�����,����*�G	��)�F()���� 4�
7Y ��)�������= �C"$*3�Q��*()�"$#3�
�(��#3�����D���$� "
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��"$� I$�2O:)���I$��).���2O , H ��T�T

������*3���2O:)���I$��).���2O � �XH � �:TRH2 �)�*(�JTRH ��"$� I$�2Ot �)�*(�JT

, � � �XH � � � �:T

��"$� I$�2Ot �)�*(�JT

�

������*3���2O:)���I$��).���2O � 
%H 
A� �XH �8�.TRH �DTRH3��"$� I$�2O �DT

, � � 
%H 
A� �XH � ���8�

��"$� I$�2O�O:)���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(�7O��V��H � 
 �XH �8�.T�T�T

� �QO:)���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(�7O��V��H � 
 �XH �8�.T�T

��"$� I$�2O:)���I$��).���2O 
A��H �V�.T�T�H3��"$� I$�2OP���(�7O��V��H � 
 �XH �8�.T�T

ET

"$#&%('*),+ .�= * - , )�F()��H4�
7Y ���M���_������������ ����! � "$#Z���S�(� *3�Q-$��#(��).��� �M��� 	���#( � ���_��*()
)���I$��).���A�JI$���

ET

� 	 � �� � ����� ��������� ��� ��� �
� 	 � �� � ����� ����������� ��������� ��� � � ��� �	� � 	 � �� � ����� ������� � � � �����
� 	 � �� � 
�����
 � � ���
�����
� �����
� 	 � �� � 
�����
 � � ��� � � � ��� ��� � ��� �	� � 	 � �� � 
�����
 � � � �������� ��� � � 	 � �� � ����� � ������ � ������� �����

^<#D�EF( ��#D*(#D�()�"$-$).��/,/,�+@2*(�����*� 7)�����"$#3��)���01 �"$*� ����'� ���' #3�& .��#3�����6���
reverse(X, Y )

=
$L����6����K� "$#[��"$*(?3��  ��`��#3��"$)��`��/,���  "$)���)6�����()�"$-$).��/,/,�$H. �$)����& ��`���E��"2���� F( �   ��8�'� � � "$*�4
 ���)�*(#(�D�(?3�$���[��� � 5  Km�g�u2dQi$dDh; Km;$3p6 B$�m�d � 6 �XH(")(]"$#]����*� C)���#3��)���� �D�()�"$-$).��/,/,�A�(� *3�
�� /,�(� �A��#M��*(�(�()� /;��#2 �����)� .�� #3��9:"$#3�R ���*().��=��`��)1��G���/,�(� �$H���"$/,/,�< �"$*3�1� ���E���(�������10
solve

"$#2 C��"$/,/,����)�-$*(/,��#2 E*(#(��I!��� ��*()���"$#2 E� �A9:"$#3�R ���*()���G� ���)� ��*()E���& 
append

"$*
reverse

H2"$#,����*� 1)���#3��)���� �C�()�"$-$).��/,/,�E�(� *3�8�� /,�(� �C��#W)���/,�(��������#2 ������8���(���������3��)
*(#����(�����V0[*(#M����*(���()���������! �=�>8�A@2*('��"$#(#(��).�A�3#3��� ��/,��#2 E� �<�()�"$-$).��/,/,�C������������ ����
��*( I!��#2 "
� 	 � �� ������� ��������� ��� ���
� 	 � �� ������� ����������� ��������� ��� � � � �	� � 	 � �� ������� ������� � � � ���
� 	 � �� � 
�����
 � � ���
�����
� �����
� 	 � �� � 
�����
 � � ��� � � � ��� ��� � � �	� � 	 � �� � 
�����
 � � � ��� ���	� � � � 	 � �� ������� � ������ � ������� ���
� �Vz �2{E �{!�2z�|�z ��� �@� ���,{!����� ":z�|�z��

���C���& ; #2 ���)���������#2 ;���vI$"$ );@2*(�]���w������������ ����! � "$#��'� *(#��()�"$-$).��/,/,�M #2 ���)��()��� ��
�3��) 	���#( � ���v�v��F�"$*� �10]*(#w)�����*(�  .�! [*� � � �$= $L����D �8����).��  [��#3��"$)��,�(� *3�[ #2 ���)���������#2 
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��"$� I$�2OP���(�7O 
%H �QH �'T�T

������*3���2OP���(�7O � �XH ��H �'TX �)�*(�JT H ��"$� I$�2Ot �)�*(�JT

 � � �XH � � �'T

��"$� I$�2Ot �)�*(�JT

�

������*3���2OP���(�7O � q � q � �XH �QH � q � G��:TRH ���(�7O q ��H �QHSG<T�T H3��"$� I$�2OP���(�7O q ��H �QHSG<T�T

 � � q � q � �XH G � � q � G��

��"$� I$�2OP���(�7O q ��H �QHSG<T�T

ET

"$#&%('*),+H.�= ) - , )�F()�� 4�
7Y �'� *(#(�[������������ ����! � "$#]��� 	���#( � ���;��*()C���(����#3�]�JI$���
ET

���L/,"$#2 �)���)�@2*(�L�K� "$#�����*� M-$��#(��).��� �����)W���S���$��H8�� M������*( )��S@2*6�  �A���& ���"2���� F(� �S���
������������ �����)E��\W���$����/,��#2 �#6�  /,��"$)� ��[@2*(���6��*� �)����()�"$-$).��/,/,���$�(���� ��D0 	���#( � ���(=
/ #(����"$#3��  � "$#���*�\W����#2 ��;��"$*()%@2*(�;���v������������ ����! � "$#w��"$  [��\W���$���;��"$*()[#6�  /Q4

��"$)� ��%@2*(���7�()�"$-$).��/,/,�����& A@2*(�[���, ���)�/, #3�����"$#v�����CF().��#3�.?(���C��*().��#2 C���W��"$#3�& �)�*3�R4
 � "$#L���[�K� ��)�F()�� 4�
7Y ��������#3���%*(#(�@2*(��/,��#2 A��*L/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()�H��� A#("$#L��*v�()�"�4
-$).��/,/,�$=�>8"$/,/,�`�K� ��G���/,�(� ���()�����������#2 '*� � � ����` �"$*� ��`� ���7�& �)�*3�R �*()����'��*D/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()
�� � ���)�/, #(�[��"$)�)����R ���/,��#2 �H(��6"$#v��)�)� I$��0,�()�"$*(I$��)�@2*(�D���;������������ ����! � "$#M#(�[��������#3�
�3�$�+��*Q�()�"$-$).��/,/,�80< #2 ���)��()��� ���)`�(��#3�&4����1���$�&4���KHJ"$#%����*� ��� )���@2*(�1���A������������ ����! � "$#
#(����������#3��).�v�3�$�%��*��()�"$-$).��/,/,�, #2 ���)��()��� ����(��#3�[#6�  /,��"$)� ���@2*(���1���$��= q �����JN$"$#3�
��"$#3�;���WI$"$ )%��8� ���%��"$#3��  � "$#3�D��"$*()%���v��"$#3�& �)�*3�R � "$#��'� *(#Z��)�F()��;��"$/,�(� �� %#(������4
����#3����#2 <@2*(�D��*]/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()�=

~7"$*� ��'� ��F�"$).�'H�"$#S��"$#3�& .�! ��%@2*(�Q����*(�+�����<�()���������! .�C�����#2 ��@2*(���<����*(I$��#2 A��G� -$��)
*(#Q��)�)�B� ����1���<����)� I!�! � "$#%�'� *(#(�1F().��#3�.?(�$HJ�������C��G(��� *(�1@2*6� *(#

solve
��"$  +��#3�.? &$�������3��)

*(#
clause

�� <@2*(�D*(#
solve(predicat1)

#(�[��"$  ���#3�.? &$�������3��)�*(#
solve(predicat2)

H
"$#M���& <��"$#3�����()C@2*(���K� ��)�)�B� C���D���,����)� I!�! � "$#M#(�D����9:��).�Q�3�$�1 �)�"$�� UT� �=
q #3��*(  ��$HV�(��#3�C� �%���$�C���[�K� *� � � ����! � "$#L����O&H TRH3 ��#(�D9P��*� <�3�$�C@2*(�[�K� ��)�)�B� <���D9P�$�����

 �)�"$�W UT� �#("$#M�(� *3��H(��"$/,/,���JI$���C�K� pWq /]='4�'"$#M)���-2��).���<���%I$��)� �����! � "$#��������,��"$#3�� 4
 � "$#6H�"$#DI$"$  7@2*6�  �$N��C@���/,B�/,��*(#(���3��)� � ��@2*(���������#3�D�����7������*3�����6��*D�()�"$-$).��/,/,����=
><� ���& ����,I$��)� �����! � "$#M��*( I!��#2 �� "
*$=

(reverse, τrev) �F ((, ), τand)) =
A ET (reverse(Xs, Zs)

�� 
B ET app(Zs, [X ], Y s))

=
, � "$).��@2*(�����Q�()���/, 5�)����3��)� � �����D���,��"$#3��  � "$#M#(�D��������#3�]@2*(�[��*� &N����[���,��O&H TR� H

@2*(����& `*(#%��� ��/,��#2 ���*Q/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()1HJ���A����*�G� 5�/,�E*� � � ����EF( ��#Q�����+��)�-$*(/,��#2 .�

;S*



��*D�()�"$-$).��/,/,�+ #2 ���)��()��� ��$=J>8������#3�(��#2 �H����C����*�G� 5�/,�`�3��)� � ��#6� �E�� ��` ����& ����8@2*(���3��).���
@2*(���K� "$#W��*(�(��"2����  8@2*(�C���D�()���/, 5�)����� .��  8I!��� ����$H�"$)�"$#W��I�*W@2*6� ���()�5����JI$"$ )`�.?3��#(-$�
� �� &N����[���;��O&H TR� H3���;��"$#3��  � "$#

(reverse, τrev) �F ((, ), τand)
#6� ���& C�(� *3�C��"$)�)����R ��$=����

����).�Q��� "$).�1 #�*� � � �[���� ����& ���)���-2��� ��/,��#2 ����,����*�G� 5�/,���3��)� � �$=
�� #3��� ��/,��#2 �H7I$��)� �3"$#3�D@2*(�;�K� ��)�)�B� D#(�����,9P�$�����,�3�$�� �)�"$�_ .��).�'=7YA��#3�D�K� ��G���/,�(� �

�()�����������#2 �H�"$#����& �"$�(���S����);"$#��w)��� �)�"$*(I$�]����)���@2*(B� ��L���LF3�$���$= 4�
append

O:"$*
#6�  /,��"$)� ��%@2*(���7�()���������! RTE��� �� .��  C �)�"$*(I$�[�JI!��#2 �H("$#L��*().��  C��*L� �%����I$��� "$�(����)�= $L����
�������A#6� ��*().��  `�3�$�+��"2���C���E�()�"$F(� 5�/,�$H$����)+�K� ��)�F()��E"$F� ���#�*,��*().��  `�� ��C����� *(3���

append@2*(+���% ���)�/, #(�Q��"$)�)����R ���/,��#2 <��-2��� ��/,��#2 �=6^<#S��*().��  <�3#3��� ��/,��#2 �)���*3����  �0; �)�"$*(I$��)
*(#])�����*(�  .�! �*� � � �$=

�+"$*()+@2*(�� �"$*3��� �������$�7���1�K�  #2 ���)��()��� ���*().� 	���#( � ���<��"$ ��#2 7 ����& �����H� �29P��*� + #2 �)�"���*( )��
���[��"$#�I$��#2 � "$#;@2*(�C���[��"$# � "$#3�R � "$#W���C�(� *3�1���<����*�G;�()���������! .������9:��).�� �"$* � "$*().�8�(��#3�
�����3��)� � �Q-2��*3�.?(�,���]��O&H TR� =+><� ���& �4�0!4��� )��Q@2*6� "$#S#(�,��"$*()�).���3�$���JI$"$ )

(A, (B, C), D)/;�����@2*6� "$#]��*().�Q0%���Q�(���$���
(((A, B), C), D)

= 4�'"$#M)����������R ��D���� � ��[��"$#�I$��#2 � "$#6H2"$#
����*� ���"$#3��� *()��]@2*(�]#6�  /,��"$)� ��v@2*(�����()�"$-$).��/,/,������)�  ;��"$*() 	���#( � ���(H`��"$*()�).�LB� �)��
������������ �������\W���$����/,��#2 �=

$L�� #2 ���#3��#2 D@2*(�%#("$*3���JI$"$#3�<����/,"$#2 �)��Q@2*(�Q���������������� ����! � "$#S��� 	���#( � ���W��"$*()
m�d�!d�m.h�d��])���*3����`�� Q@2*(�;�K� "$#	�]/,"$#2 �)��;@2*6� ��� � �W)���*3���� ).�W �"$* � "$*().�D��"$*()[#6�  /,��"$)� ��
@2*(���+�()�"$-$).��/,/,�$H� ������).��  A #2 ���)���������#2 ��'� �������JN$��)��'� ��I!��� *(��)��3��)� � ��� � ��/,��#2 �*(#(�,I!�!4
)����#2 �� $  Ko 5 dD��� 	���#( � ���(= , *]�.?3���(  �)�� +�H�#("$*3�E�JI� "$#3�1������)�  E*(#(��I$��).�� "$#���� 	���#( � ���
��"$/,�()���#3��#2 %*(#���"$/,�� ���*(),��*Z#( I$����*Z�����()�"�9:"$#3����*()Q���]����)� I!�! � "$#6H�#("$*3�Q��� � "$#3�
/;�� #2 ���#3��#2 E ���#2 ���)C���[������������ �����)����� C #2 ���)��()��� ���*()�=

; )



� ������� ����'!01%�4�=(# =�� %�4<;&= � , 0 '!:!:/, ,��14<5 57.1)8#&%�4<;&= 2&4 # =(. � .10 2&4<;&=
G����()���#("$#3�A�K�  #2 ���)��()��� ���*() 	���#( � ������"$*()

reverse
�� [� � "$*� �"$#3�A� *(`*(#(�Q9:"$#3�R � "$#

@2*(�����)�/,�� 8���C��"$#(#(��)+�����()�"�9:"$#3����*()`��*;����)�"$*(� ��/,��#2 `�������A)���@2*(B� ��$H!���A�()�"�9:"$#3����*()
����).�Q�!\W�.?(���;O

write(Depth)
T����()�5��E�.?3�$@2*(�D����)� I!�! � "$#]�'� *(#(�[������*3���$=

��{��'&3{!|(�	���
>8�����,��"$#(#(��).�Q� ���()�"$-$).��/,/,��0,������������ �����)���*( I!��#2 "

� 	 � �� � 
 ��� � � � ��	� � 	 � �� � ����� � �
� 	 � �� � ��
�� � ��� � � � � ���
� 	 � �� ��� � ��� � ��� � � � � � �	� � 	 � �� � � ��� � � � � � � � 	 � �	� ��� ��� � � � � � �
� 	 � �� � � ��� � � � � �� � ����� � � � � � ��� � ��� 
 � �� ��� � � � � � � � 	 � �� ��� � � � � � � � � ���
����� � � � � ����� ��������� ��� � � ��
��� ���
����� � � � � ����� ���
	�� � ����������	������ � � � ����� � ��� ��� �����
����� � � � � 
��� ������� � � � ��
��� � �
����� � � � � 
��� ��� ��� � ��������� � ��� 
� � � ��� ���� � �!����� � �	���� �� ��� � �������


7�;�()���/, 5�)��[�  -$#(�[����)�/,�� ����%�� /,�(�  �3��)A� ���C)���@2*(B� �����H3��� � �[#(�Q����).�,�3�$�C*� � � ������
�(��#3������ C��G���/,�(� �$=

	�
  ���
>8"$/,/,�Q���`� �Q�()���������! 

solve
���& D��"$/,�(� �� ��;�'� *(#(�QI!��)����F(� �%��#2 � 5�)��,���Q�()�"�9:"$#�4

����*()�H!"$#;��"$  �)��������3#( )���"$#% &N����$=�^<#;��*().�<��-2��� ��/,��#2 `F�����"$ #;�'� *(#(�C�����3#(  � "$#,��"$*()
� �A &N����D��#2 � ��)��� C*(#(�D��"$*()�� ��9:"$#3�R ���*()

write
H3���[@2*(6��"$#(#(��).� "

entier → {}
�
{N} →

 #��3#(

write(entier)
"
τwrite →

 #��3#(

solve(τsolve1, entier)
"
τsolve →

 #��3#(
τsolve1 → {true}

�
{τclause1, (τclause, τclause1)}

�  8��}��P|#"��P��|�z ��� �

7�]������������ ����! � "$#SI!�]���Q9P�� )��,��*()D����)���@2*(B� ��Mh�k=5 �!d&%Xm�d�!d�m.h�d&%9� (�fT*/( ��*!H�")( �����& 

*(#(�DI!��)����F(� �����D�()�"�9:"$#3����*()�H�� �D)�����*(�  .�! C�������;����)� I!�! � "$#]���D��  �*(�D��#��3-$*()�� .�= 3(=
^<#MI$"$  �@2*(��� ������I$��� "$�(����/,��#2 ����& E�()�����@2*(�A�����#2 ��@2*(�D@2*(����"$*()E� � 	���#( � ���%"$)� 4

-$ #3���K=$^<#,����I�).�C��-2��� ��/,��#2 �H����()�5��7� ����"$#2 �)UT$� �1-$� "$F3���KHJ������������ �����)+� ���+/,B�/,���! �"$/,����=
^<#M"$F� � ��#3��).�,��"$#3����"$/,/,��)�����*(�  .�! E�3#3���6� ���()�"$-$).��/,/,��@2*(7��*(  "
� 	 � �� � ����� ��������� ��� � ��� � �
� 	 � �� � ����� ����������� ��������� ��� � � � ��� � �	� � 	 � �� � ����� ������� � � � � ��� � � ���

; 3



��"$� I$�2O:)���I$��).���2O , H ��TRH��1T

������*3���2O:)���I$��).���2O � �XH � �:TRH2 �)�*(�JTRH���)�  ��2O �1TRH���"$� I$�2Ot �)�*(�JT

, � � �XH � � � �:T

��"$� I$�2Ot �)�*(�$H���� *JT

�

������*3���2O:)���I$��).���2O � 
%H 
A� �XH �8�.TRH �DTRH3��)�  ��2O �1TRH3��"$� I$�2O �DT

, � � 
%H 
A� �XH � ���8�

��"$� I$�2O�O:)���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(�7O��V��H � 
 �XH �8�.T�TRH ��� *%T

� �QO:)���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(�7O��V��H � 
 �XH �8�.T�T

��"$� I$�2O:)���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH ��� *JTAH3��"$� I$�2OP���(�7O��V��H � 
 �XH �8�.TRH ��� *JT

ET

"$#&%('*),+ .�= 3 - , )�F()��H4�
7Y ���M���_������������ ����! � "$#Z���S�(� *3�Q-$��#(��).��� �M��� 	���#( � ���_��*()
)���I$��).���A�JI$���

ET

� 	 � �� � 
�����
 � � ���
�����
� � ��� ���
� 	 � �� � 
�����
 � � ��� � � � ��� ��� � � ��� � �	� � 	 � �� � 
�����
 � � � � ������ � ��� � � � � � 	 � �� � ����� � ������ �� ����� � ��� � � ���
� �Vz �2{E �{!�2z�|�z ��� �@� ���,{!����� ":z�|�z��

^<#,��"$#3�& .�! ���@2*(�E���������������� ����! � "$#Q���C���� ` #2 ���)��()��� ���*()`��� ���& ` ���)�/, #(���E�� �����/%F(� �
��"$#(#(��)<*(#L�()�"$-$).��/,/,�D�()�"��.?(�%���Q���%@2*6� "$#S��"$*(?3��  .��  <"$F� ���#( )�='>8������#3�(��#2 �H�"$#L�
����).��*_� "$).�����;���]������������ ����! � "$#S� �Q9:"$#3�R ���*()

write
=+>8�����]�� -$#( �3�,@2*(�;/,B�/,�;��`"$#

��"$#3����)�I$�<�K�  #�9:"$)�/;�! � "$#]��*()����,�()�"�9:"$#3����*()�H������ � ��4���'#(�[����).�%�(� *3�C�!\W�.?(���$=
�C"$*3�+)���#3��"$#2 �)�"$#3�+��"$#3�1����*(#;����/, 4X���.?(����H!�� `"$#,����*� ���#,��"$#3��� *()���@2*(�E��"$*()`� ���

I!��)����#2 ����8��� 	���#( � ���%@2*('� � "$*� ���#2 E������9:"$#3�R � "$#3�E��* 	���#( � ���%���AF3�$���$H�������9:"$#3�R � "$#3�
����)�"$#2 � -$#("$)�������HV����)�"$#_#(�Q � ��#2 %��"$/,�� ��;@2*(�;�����D������*3�����A��"$*()����]������������ ����! � "$#6=
�C����#(/,"$ #3��H�"$#[�EI�*%@2*(���K� "$#D����*� +� � "$*� ���)7�����7I!��)����F(� ���6��*D�()���������! 

solve
���8F3�$���$H

����#3��@2*(�;�������M��"2���,���;�()�"$F(� 5�/,�$='Y<�;�(� *3��H6������I!��)����F(� ���A��"$#2 D/,B�/,�;������������ ��������
��"$)�)����R ���/,��#2 �=

Y<�D���� E��G���/,�(� �$H�"$#�-$��#(��).��� �����).����#]�������#2 E@2*6� *(#(��I!��)����#2 ��A��� 	���#( � ���%��"$*()�).�
B� �)��]������������ ������M��"$)�)����R ���/,��#2 �H+0_��"$#3��  � "$#�@2*6� ��� � �M#6� � � "$*� ��]��*3��*(#(��9:"$#3�R � "$#(#3�!4
�   ����(��#3�[� ����"$)��3�[���

solve
H7�� Q@2*6� ��� � �����W�  /,  ��M0]�K� � � "$*� Q���WI!��)����F(� ���[�(��#3�%�����

��)�-$*(/,��#2 .��=

q �����JN$"$#3�C��� "$).�C���%��"$)� � )<���%���� � ��Q�����3#(  � "$#L��"$*()<I$"$ )<���  �7Nv�,/,"!N$��#L���%������4
������ �����)������� #2 ���)��()��� ���*().�1��#3��"$)��A�(� *3�C�� UV��)���#2 .����* 	���#( � ���W^<)� -$ #3���K=

;>;



� ������� ����'!01%�4�=(# =�� %�4<;&=�� , 0 '!:!:/,64<0 :!'!+ %�4
��/;��-$ #("$#3�A*(#(�W��*� �)��QI!��)����#2 ��,��� 	���#( � ���(H'")(_�K� ������,���& [���;�& �"��.�$��)D�(��#3��*(#(�

� ��& ��Q �"$*3��� ���D��)�-$*(/,��#2 .����*_�()���������! 
solve

='
��  #2 ���)��()��� ���*()A �).��  ���).��  [�'� ��F�"$).�L� �
�()���/, ��)1��� ��/,��#2 ����A���[� ��& ��$H�� �A)�����*(�  .�! 1"$F� ���#�*M����).��  E��� "$).�8� � "$*� ��A��*M����F(*� ����A���
� ��& ��$=6>8�,��N��& �5�/,�% /,�(� �@2*(�,@2*(�Q�(��#3�<F�����*3��"$*(�S���,���$��H����W� ��& ��,����).�;�(� *3�<-$).��#3���
���()�5��`� ���8�()���/, ��).�` �).��  ���/,��#2 .��H2���A@2*(3���& 1*(#W�()�"$F(� 5�/,�<�(��#3�8� �A���$�8���� ����.?(#(�@2*(���
���8�& &N�� � pWq /]= 	`"!N$"$#3�6��2��� ���& ���-2��� ��/,��#2 6*(#[�()�"$F(� 5�/,�8�(��#3�6� �1���$�6�JI$���+� �1~EF pWq /]=
��{��'&3{!|(�	���


��  #2 ���)��()��� ���*()	���#( � ���Q��#]� ��& ������& C����)�  C���D���%9P����"$#]��*( I!��#2 �� "
� 	 � �� ����� ���
� 	 � �� ��� � � � ��� � �	� ����� � � � � � ��� � � ����� ��� � ��� � � ��� ��� � � 	 � �� � �����

, � "$*� �"$#3��0Q���� � #2 ���)��()��� ���*()1� ���()�"$-$).��/,/,�
reverse

�$�(���� ���0,���A#("$*(I$���V #2 ���)�4
�()��� ���*()�=
����� � � � � ����� ������������� � � ��� ���
����� � � � � ����� ���
	�� ������ ���
	��
��� � � � ����� � � ��� ��� � � ���
����� � � � � 
�����
 � � ������� � � � ��� ���
����� � � � � 
�����
 � � ��� ��� ����������� � � � 
�����
 � � � �������� � � ����� ��� � � ������ �������� � � ���
	�
  ���


6���8 &N�����#6� "$#2 ��3�$�1F�����*3��"$*(�M�.?3��#(-$���8�3��)E).���(��"$)� E0Q�K� ��G���/,�(� �A�()�����������#2 �=�
6�
9:"$#3�R ���*()����,� ��& ��]O&� � �X� TRH6�� #3��+@2*(�Q� ������ UV��)���#2 .�A�()���������! .�<�()�"$�()����<��*S�()�"$-$).��/,/,�
0_ #2 ���)��()��� ���)�H+-2��).����#2 ,� ���,/,B�/,�] &N�������= �`��)W��"$#2 �)��$H+� ���,�()���������! .�,�()�"$�()����Q0_���
�& �)�*3�R �*()��S��*�/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()���"$#2 M� ��-$5�)���/,��#2 M�� UV��)���#2 .��H8� ��*()� &N����SI!�	��"$#3�
I!��)� ��)�=

clause(τclause1, τliste)
"
τclause →

�3#(
τclause1 → ∅

�
{append, reverse}

solve(τliste)
"
τsolve →

�3#(

�  8��}��P|#"��P��|�z ��� �
q �����JN$"$#3�V/;�� #2 ���#3��#2 7���������������� �����)'���E)���@2*(B� ��Eh�k=5 �!d&%��Xm�d�!d�m.h�d&% �2( � * �B*!H���#[��"$#3�& �)�*( 4

����#2 ��K� ��)�F()�� 4�
7Y ��"$)�)�������"$#3�(��#2 DOt�3-$*()�� .�= ;�TR=
, )�)�B� �"$#3�'#("$*3�'��*D���$�'")(� ��9P��*� ' ����& ���)7��(h�k=5 �!d&%��Xm�d�!d�m.h�d&% �2( � * �B*

ET

h�k=5 �!d&%��Xm�d�!d�m.h�d&% ��h3(��6h`*/(
g�c$c3d�sVi %��6h3( � ���)( �6h`* �B*!= ��)�"�������"$#3�E��"$ #2 ��3��)���"$ #2 "
*$=

(solve, τsolve) �F (solve, τsolve) →
^<*(KH(����)�� ���E�()���������! .����"$#2 ������#2 ��@2*(����=

) =
[reverse(X, Y )] ET [reverse(Xs, Zs), app(Zs, [X ], Y s)] →

�&��6��*3����� �V9P��*� 
@2*(�[����*�GM��"$#3��  � "$#3����"$ ��#2 �I$��)� �3�����E��"$*()C�����()�"$#("$#3����) "

;P+
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%H �DT �:T
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 � 
A� �XH �8�.TCH � )���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(����#3�6O��V��H � 
 �XH �8�.T �+TAH
���(����#3�6O � )���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH(���(����#3�6O��V��H � 
 �XH �8�.T �XH � �XHV>ETRH3��"$� I$�2OX>ET


 � � 
 � 
A� �

��"$� I$�2O � )���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(����#3�6O��V��H � 
 �XH �8�.T �:T

> �#� )���I$��).���2O 
A��H �V�.TRH����(����#3�6O��V��H � 
 �XH �8�.T �

ET

"$#&%('*),+ .�= ; - , )�F()���4�
7Y����1���<������������ ����! � "$#%���1)���I$��).���8��*()����<I!��)����#2 ��8��� 	���#( � ���
0QF3�$���D����� ��& ��

OP�2T
([], τliste) �F ([], τliste) →

^<*(KH(����)�� ���19:"$#3�R ���*().����"$#2 ������#2 ��@2*(����=
O:F�T

reverse(X, Y ) ET reverse(Xs, Zs)) →
^<*(,O:�()���������! .�W�� �I!��)����F(� ���

�����#2 ��@2*(���.TRH+�������L��*�\, ,0v�()�"$*(I$��)[���L)������! � "$#��'� ��#3�.? &$������/,��#2 MOP����)%� �
����*(�V��� ��/,��#2 C�������%� ��& ��D����-2��*3�.?(�<���& ���#3�.?3�$�����<�3��)�H���*�/,"$ #3��H�*(#]�����
��� ��/,��#2 .�����D���Q� ��& ��[���[��)�"$  ��JTR=

^<# ��"$  _��"$#3�Z�& �"$�(����)S���Q� �Z����)�"$*(� ��/,��#2 _���Z�K� ��)�F()��$= �`�$����"$#3�L��#3��*(  ��Z��*
��"$#2 �)UT$� �W-$� "$F3���KH7")(	"$#	I$"$  ,@2*(�M� ���Q�! �"$/,���Q0S������������ �����)Q��"$ I$��#2 QB� �)���-$��#(��).���  4
������=(YA��#3�����,���$��H����Q-$��#(��).��� ����! � "$#M���

solve([reverse(X, Y )])
�� <���

solve([reverse(Xs, Zs), append(Zs, [X ], Y s)])
��"$#(#(��).��� �,�()���������! 

solve(X)
=V���

���& C������ )C@2*6� ��*3��*(#(�D������������ ����! � "$#M*� � � �D#(����"$*()�).�Q��#MB� �)��D)��� � )����$=
YA��#3���K� ��G���/,�(� ���()�����������#2 �H���#]�.?3��#(-$����#2 E� �� &N����D���[�� -$#(�D�'� *(#]�()���������! E"$#]�

�(*]��"$#2 � #�*(��)�0Q����)�"$*(� ��)�H��� E �)�"$*(I$��)����D���� � ��A9P����"$#M�����E #�9:"$)�/;�! � "$#3�1����)� � #(��#2 �����=
>8������#3�(��#2 �HV�()�"���������)A���Q����/,B�/,�%9P����"$#S�(��#3������ ���G���/,�(� �Q����/%F(� �Q #�*� � � �$HV�� .��#2 
��"$#(#(�v@2*(�M �"$*� ����Q� ���,I$��)� �����! � "$#3�,��"$#2 Q9P��  ����;��*()W�����Q�()���������! .�,�����#2 ��@2*(���vO

[]
H

reverse
H
solve

TRH(���Q)������! � "$#M��*v~EF pWq / ����).�Q��"$#3�< �"$* � "$*().�EI$��)� �3���$=

� �Vz �2{E �{!�2z�|�z ��� �@� �v{!����� ":z�|�z��
�C"$*3�+I$"$ ��0A��"$#3�E��"$#�9:)�"$#2 ��E0<*(#;��*� �)��1���.?(���E���E���< ����.?(#(�@2*(������~EF pWq /]=��C"$*3�

#6� �JI$"$#3����"$#3�D�3�$�� �)�"$*(I$�D*(#(�Q��"$� *� � "$#v��"$/,�(� 5� ��[9P�$���%��*v�()�"$F(� 5�/,�[���%������������ ����!4
 � "$#������% #2 ���)��()��� ���*().��= �C"$*3�%��"$*()�)� "$#3�%��#3��*(  ��]��"$#2 � #�*(��),���� ����& ���)Q� �]~EF pWq /
�JI$���C�'� ��*� �)�������G���/,�(� ����H2/;����8"$#WI$"$  E��� � 0[���V@2*6�  �����& �����)� .�� #W@2*(�C �"$*3�8� ���8/,�� .�!4
 #2 ���)��()��� ���*().��#(�%��"$*()�)�"$#2 <�3�$�CB� �)��%������������ ������<���[9P����"$#L"$#�4X�  #(�%0;�K� ������Q���Q���� � ��
 ����.?(#(�@2*(�,�(��#3������I$��).�� "$#S�$�R �*(��� � �$=6Y%� ��*� �)����A/,�� �?("�������I$"$#2 �����I$"$ )�B� �)��,������"$*�4

; F



I$��)� ����A��"$*()�H'����*� �4XB� �)��$H6��)�)� I$��)A*(# � "$*()D0M���M��"2���� F( �   ��W���;������������ �����)�#6�  /,��"$)� ��
@2*(���'/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()�����9P����"$#M"$#�4X�  #(�$=

; .
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, *]I�*]���D���A �).�JI!�� �KH�#("$*3�1��"$*(I$"$#3�E�� )��D@2*(�����[ ����.?(#(�@2*(�D��*�a�b�c3d�eKf<gJh�d.iQj%k!e
l;d.k!l;k!mKc3n�oPp<q1l;r.d.i$i!ots�u,#(�<����)�/,�� 8�3�$�8���C)�����"$*3��)��C��"$/,�(� 5� ���/,��#2 8� �����()�"$F(� 5�/,���
)���#3��"$#2 �)������3��)A���������������� ����! � "$#v"$#�4X�  #(�Q�'�  #2 ���)��()��� ���*().��=�
6���A�� UV��)���#2 .�<��G���/,�(� ���
���������������� ����! � "$#Q������)�  .�+�(��#3�`���1 �).�JI!�� ��/,�� � ���#2 ���#3��"$)��8��#,��I������#3���E�����+"$F3�& .�$��� ���
@2*(�8� �E~EF pWq / #6� �C�3�$�7�(*Q��*()�/,"$#2 ���)�= �C����#(/,"$ #3��HJ���� � ��8 ����.?(#(�@2*(�1�<@2*3��#3�[/,B�/,�
������;0])������ �����)D�����D�()�"$-$)�5����� -$#( �����! � 9P��= q #w��UV�� �H���� "$).��@2*6� ��*(�3��).�JI!��#2 �/,B�/,�;���
������������ ����! � "$#S��*_/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*()A�� /,�(� ��& �� 	���#( � ������"2����  ��()�"$F(� 5�/,�$H�"$#S����*� 
/;�� #2 ���#3��#2 Q������������ �����)%��\W���$����/,��#2 	���#( � ���S���W9P����"$#�"$#�4X�  #(�$H��� ,���W��"$*()Q#6�  /Q4
��"$)� ��D@2*(���6�()�"$-$).��/,/,�A�$�(���� ��D0,���� C #2 ���)��()��� ���*()�=

^<#Q�<��-2��� ��/,��#2 +������*(  ����E���� � ��������������� ����! � "$#%@2*6� *(#Q����)� .�� #[ &N����E���EI!��)����#2 ����
��� 	���#( � ���]����*(I$��#2 %��-2��� ��/,��#2 DB� �)��������������� �����������\W���$����/,��#2 [-$)'&$���;��*�~EF pWq /]=
$L����7��5��7@2*(�����C�& �)�*3�R �*()��8��*[#("$*(I$���� #2 ���)��()��� ���*()���� ��� "$ -$#(�+ �)�"$�[���8����� � �1��* 	���#( � ���
"$)� -$ #3���KH�"$#W����*� E���<)��� �)�"$*(I$��)`9P�$���<0%������"$F3�& .�$��� ����=�>8��*�G�4���3����*(I$��#2 E��"$#3����)�#(��)����
 ���)�/, #3�����"$#_��*3����`F( ��#�@2*(�;���M����)� ��;�'�  #�9:"$)�/;�! � "$#w�3��)�).���(��"$)� [0M�K�  #2 ���)��()��� ���*()
"$)� -$ #3���K=
, � "$).�1@2*(�A���Q������������ ����! � "$#W"�U�4X�  #(���'�  #2 ���)��()��� ���*().�8#(�A��"2���$H�@2*3��#2 E0%��� � �$H��(� *3�

���S�()�"$F(� 5�/,�L)������ � *:F �XH1"$# ��"$  ]��"$#3�v/;��� ?(��*()���*3����/,��#2 ]��"$#3�& .�! ���)�@2*(�S�K� "$#����& 
��#3��"$)��E� "$ #W���C)�����"$*3��)��1 �"$*3��� ���`�()�"$F(� 5�/,���`�  ���80����[������������ ����! � "$#Q"$#�4X�  #(�<�'�  #2 ���)�4
�()��� ���*().��H3� �Q~EF pWq / 0;� *(+����*(��#6� �� .��#2 A�3�$�C*(#(�,��"$� *� � "$#L��*�\W����#2 ��[��"$*()< �)�"$*(I$��)
*(#(�[��"$� *� � "$#]0% �"$*� ����E� ���C�� \W��*(�  ����E)���#3��"$#2 �)�������=

$L����W"$#����& M��)�"$  ]���S��*(�(��"2����)M@2*(�_�����W�()�"$F(� 5�/,��������)�"$#2 W*(# � "$*()�)�����"$� *3��H
����)C���;�(��& ��["$*(I$��)� ��D�3��)<� �%~EF pWq / ����������D /;��-$ #(��)C�K� ��G���& ���#3���%�'� ��*� �)����CI$��).�� "$#3�
��*���"$#2 �)UT$� �,���;���M ���)�/, #3�����"$#6= q  %��"$/,/,�;� �W~EF pWq /��M�� ��W����I$��� "$�(���;�(��#3�D*(#
F(*� ��� UV��)���#2 C@2*(������� *('���A���Q������������ ����! � "$#������1/,�� .�!4X #2 ���)��()��� ���*().��H2�����1#("$*(I$��� � ���
I$��).�� "$#3�E�$�(���� ������E�3��)� ����*(�  5�)���/,��#2 C0;���[���$���������� ��@2*(�[��"$*()�).�� ��#2 ���� �JI$��)������1�(� *3�
��\W���$���$H2�� �����*� �4XB� �)��A)�����"$*3��)��<��#2 � 5�)���/,��#2 ����A�()�"$F(� 5�/,������������������ ����! � "$#�"$#�4X�  #(�
�'�  #2 ���)��()��� ���*().��=

; 1
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� * �[
7��).�,^<� � , #3����).����#6= �1m�k�u�m�g!l �<sVg=5 bJhRo�hvg!sVi ��c3d.p�oPg=5 o ��g= KoPk!s .�k!m� :n(d�� �1m�k!e
u�m�g!lQlQots�u	�7g!s�u&$3g�u2d�= ��?3Y� �?(�������H / #( I$��).��  &NW"�9�>8"$����#(?3��-$��#6H *:6>6 ;3=

� ) �[
�= , *(-$*3�& .����"$#6= �`��)� ��������I!��� *3�! � "$#� #Z�� ).��).�!9t %��)���� �(����#(#( #(-3= ����� � �
	Ee
� �#�� �%k= KoPp.dRhRHS3 ) " * ) . -c*:3>F(H'*:6>6P.�=

� 3 � �[=JY<��).��?("!��  �$=!~7��)�/, #3�! � "$#D"�9�)�����)�  � #(-3=���k=$�mRsVg=5�kJ. ��b!l;r.k=5 oPp��k!lCc�$  �g= KoPk!s3H
3" F>6�-c*>*:F(HS*:6>1P.�=

� ; �[
6��"$#H42 ���)��  #(-;�� q ?�*3�B4�?3���( )�"3=[aVn(d �<m; EkJ. �1m�k=5 k�u�=8~E?(� $v�&~ ��)�������H *:6>1>F(=
� + � $v��.?3�����<
6��*3���.?(���C�� �$L��*()�����!�1)�*(N�#("�"$-$?(�$=�
6"$-$��M�()�"$-$).��/ ������������ ����! � "$#

 �?()�"$*(-$?_�3��)� ������������*3�R � "$# "+>8"$#2 �)�"$�+�����*(����=�aVn(d.k!mRb_g!sVi �1m�g$p6 KoPp.dMkJ. �7k�u�oPp
�1m�k�u�m�g!lQlQots�u�H ) " ; F#* -#+ *E+�H ) 9>9 ) =

� F � 4� #(-$?D�� $L���D�JN$= �`��)� ��������I!��� *3�! � "$#D"�9�?3��).���E��)��$= �7d.p6 B$�m�d��%k= �dRh8ots���k!lCc�$  �d�m
�'p�oPd�sVp.d�H�*�.�9>F�" )>) * - ) 3>9(HS*:6>6>6(=

� . �Q><= 
A"2�$�'= , *� �"$/;�! ���]��"$#3�& �)�*3�R � "$#	"�9�������������E�(*()���"2�����()�"$-$).��/;��= �7d.p6 B$�m�d
�%k= �dRhDots���k!lCc�$  �d�m �'p�oPd�sVp.d�H�*:3>1�" *:6 ; - ) 9>1(HS*:6>1 ) =

� 1 � $v -$*(��� 
�$/,����4 �V��/;��� � "2�LH 
A��)�/���# ��*(��F(���wH q � I� ).� , � F���)� [�� �$"$?(# 
���� ���!4
-$?(��)�=(~8N�������4XF3�$�����[?("$/,��"$/,"$)��(?(�����/%F����(�� #(-D��#3�%  .�`���(�(� ����! � "$#3�7 �"A"$#(�  #(�
�3��)� �����'��I!��� *3�! � "$#6= �7d.p6 B$�m�d �%k= �dRh�ots���k!lCc�$  �d�m �'p�oPd�sVp.d�H#; 6#*E+ " ) 3�-P; ) H ) 9>9>1(=

� 6 � �3= 
���� ����-$?(��)7�� $�= �1)�*(N�#("�"$-$?(�$=2~E?(�1����)� I!�! � "$#["�9���#Q��� -$"$)�  �?(/ 9:"$)��()�"$-$).��/
������������ ����! � "$#6= �%d���	Cd�sVd�m�g= KoPk!s���k!lCc�$  Kots�u�HS6 " 3>9 + - 3>3>3(H'*:6>6#*$=

� *:9 � �1)�*(N�#("�"$-$?(�$H(Y<� 4��.?()���N$�D�� $L��)� ���#3��= , -$��#(��).���6��)�  ���)� "$#�9:"$)<�JI$"$��� #(-, #��(4
#(  ���*(#�9:"$���� #(-D��*()� #(-A�3��)� ������������*3�R � "$#6= �%d��Lu2d�sVd�m�g= KoPk!s]p.k!lCc�$  Kots�u�H *>* " ; . -
.�6(H *:6>6 ) =

� *>* � �2�$��"$F3����#6H 
A"$/;��).�Z�� N4����& �"�9t �=�4��������� #(-w*(��F3�$�.�	�()�"$�3��-2�! � "$#	F�N	�3��)� �����
��I!��� *3�! � "$#6= �1m�k�p.d.d.i!ots�u!hQkJ.2 :n(d �Rs! �d�mRsVg= KoPk!sVg=5���k!sL.�d�m�d�sVp.d,k!s �<m; Ko
p�oPg=5 �%d6$�m�g=5 �%d6 Ph[g!sVi�	Cd�sVd6 KoPp�� 5 u2k!mRo  :n�l%hRH3�3��-$����F>3�- F>F(H'*:6>6>3(=

� * ) � �$"$#(����H 
A"$/;��).�;�� 4����& �"�9t �= ��g!m; KoPg=5Vq��!g=5 $3g= KoPk!s_g!sVi�� $  �k!l;g= KoPp �1m�k�u�m�g!l�	Cd�e
sVd�m�g= KoPk!s � ��)���#2 ����� p ��� �KH�*:6>6>3(=

� *:3 �%>8"$#��E�JN 4�"$/,"$-$N�KH p ��#3����).��"$#6=8~E?(�D��G�����*� � "$#]"�9`��� -$"$)�  �?(/ "�9`/,��).��*()�N!"3��#
��\W�� ��#2 D�(*()���� NL����������).�! � I$�[� "$-$��[�()�"$-$).��/,/, #(-W����#(-$*3��-$�$=���k=$�mRsVg=5�kJ.��7k�u�oPp
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