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Dynamique des satellites d'Uranuspar Emilie VerheylewegenRésumé : Uranus et son système omplexe et inattendu de lunes onstituent enore denos jours un mystère du système solaire. Cette thèse s'insrit dans la ompréhension dela dynamique de es satellites naturels et aborde la question de leurs évolutions, orbitaleset internes, futures ou passées. Les mouvements de es orps sont fortement perturbés pardes e�ets de résonanes orbitales ; en partiulier, la résonane 3 : 1 intervient à plusieursendroits du système uranien et onstitue une lé du problème. Dans ette thèse, un modèlede résonane analytique (tronqué et moyenné) est proposé, basé sur le problème restreintdes 3 orps ; il est omparé ave un modèle numérique omplet (N orps) et non moyenné.Ces modèles sont appliqués à la paire de satellites Cressida et Desdémone, tous deux enquasi résonane 3 : 1 ave Miranda. Couplé ave les e�ets de marées et l'aplatissementde la planète, e modèle propose, pour la première fois, un sénario d'évolution des deuxsatellites, ompatible ave les observations atuelles. La même résonane intervient entre leslunes Miranda et Umbriel ; Miranda est aratérisée par une surprenante haute inlinaison,expliquée dans les années 90 par la apture temporaire (dans le passé) dans une résonaneseondaire. Les résultats de ette thèse, basés sur des méthodes réentes de détetion duhaos, d'intégration numérique et d'analyse en fréquenes, ont globalement on�rmé etteexpliation, tout en la nuançant et en la omplétant. Toujours pour Miranda, une approheplus interdisiplinaire est également développée, où l'évolution orbitale est ouplée pour lapremière fois à l'évolution interne (thermique), ave des résultats prometteurs.Dynamis of the Uranian satellitesby Emilie VerheylewegenAbstrat : Uranus and its omplex and unexpeted system of moons are still today a mysteryof the solar system. This thesis fouses on the dynamis of these natural satellites, anddisusses their orbital and internal evolutions, in the future as in the past. These motions arestrongly perturbed by the orbital mean motion resonanes ; in partiular, the 3 : 1 resonaneis present at several plaes in the Uranian system and is one of the keys to understandits omplexity. In this work, a model of resonane (trunated and averaged) is proposed,based on the restrited 3-body problem ; it is ompared with a numerial full N-body model.Those models are applied to the satellites Cressida and Desdemona, both lose to the 3 : 1resonane with Miranda. Coupled with the tidal and oblateness e�ets, they propose, forthe �rst time, a dynamial senario for the two satellites, in agreement with the presentobservations. The same resonane appears between the huge moons Miranda and Umbriel ;Miranda is haraterized by a surprising high inlination, explained by several authors in thenineties, by a past temporary apture in a seondary resonane. The results of this thesis,based on reent methods of haos detetion, numerial integration and frequeny analysis,have on�rmed, nuaned and ompleted this explanation. Again for Miranda, an innovativeinterdisiplinary approah is developed, whih ouples the orbital and thermal evolutions andgives promising results.Thèse de dotorat en Sienes mathématiques (Ph.D. thesis in Mathematis)Date : 04/04/2014Département de MathématiquePromoteur (Advisor) : Prof. A. Lemaître
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CHAPITRE 1

Tour d’horizon du système uranien

1.1 Contexte et motivationUranus et le système qui l'entoure onstituent enore de nos jours un mys-tère de notre système solaire. Depuis la déouverte de la planète par Hershel W.en 1781, un seul survol par la sonde Voyager 2 en janvier 1986 a été e�etué.Cette approhe a permis l'obtention d'informations ruiales sur le systèmemais a également apporté son lot de zones d'ombre, laissant ledit système en-ore énigmatique aujourd'hui. Depuis lors, de nouvelles déouvertes, assoiéesnotamment à l'utilisation du télesope spatial Hubble, permettent des avanéesdans la onnaissane du système mais ertains points noirs persistent. Selon laproposition de mission Uranus Path�nder [Arridge et al., 2012℄, es points seregroupent en 3 grandes familles (f. Figure 1.1) résumées par :
• La géante de glae : Uranus,
• Le système assoié à une géante de glae (système d'anneaux, satellitesnaturels),
• La magnétosphère asymétrique.Cette thèse s'assoie au deuxième objetif déterminé par Arridge et al.[2012℄ et aborde la question des évolutions orbitales et internes des satellitesd'Uranus. La motivation déoule de e regain d'intérêt pour Uranus et son sys-tème. En e�et, longtemps ette planète fut un peu oubliée, onsidérée ommeune � petite s÷ur � des géantes gazeuses, Jupiter et Saturne. Désormais, sonstatut reonnu de géante de glae et la déouverte de planètes extrasolairessemblables à e type de planète relanent la ommunauté sienti�que vers une1



2 Chapitre 1 : Tour d'horizon du système uranienexploration plus approfondie du système uranien.Malgré e nouvel engouement, le projet d'une mission vers Uranus n'a pasété retenu par l'Agene Spatiale Européenne 1. Le omité de séletion sienti-�que souligne ependant la grande qualité sienti�que du projet notamment parson interdisiplinarité et enourage les oopérations ave les agenes spatialespartenaires qui �naneraient une mission vers Uranus qu'il juge de premièreimportane.Ce système est omposé de 27 satellites naturels, dont les noms sont toustirés d'÷uvres de William Shakespeare et d'Alexander Pope, et d'un systèmede 13 anneaux prinipaux. Ceux-i sont fortement liés aux 13 lunes intérieuresonnues (f. Figure 1.2 à gauhe) se situant toutes à l'intérieur de l'orbite du sa-tellite prinipal le plus prohe, Miranda. Les satellites intérieurs présentent deson�gurations dynamiques intéressantes, qu'on suppose fortement in�uenéespar les satellites réguliers. En partiulier, le système intérieur semble soumis àdes hangements dynamiques de grande ampleur et e, sur de ourtes éhellesde temps.Les satellites réguliers ou prinipaux dont il est question sont au nombrede 5 à savoir, du plus prohe au plus lointain par rapport à Uranus : Miranda,Ariel, Umbriel, Titania et Obéron. Ils sont de taille similaire aux lunes de taillemoyenne de Saturne mais sont aratérisés par des densités plus importantes.Le plus intrigant de es satellites est sans nul doute le plus petit, Miranda (f.Figure 1.2 à droite). En e�et, déouverte par Kuiper, G. en 1948, ette luneprésente une densité élevée et une surfae semblant être reomposée de mor-eaux issus de nombreuses fragmentations.Les strutures observées à la surfae de Miranda pourraient être le résultatde son histoire dynamique : en e�et, soumis à l'e�et dissipatif de marée, lesystème peut traverser des zones de résonanes se traduisant par des hange-ments dans les éléments orbitaux des satellites qui le omposent. Ces variationsentrainent des fritions entre les ouhes de matériaux des satellites onduisantà des modi�ations internes des orps visibles à leur surfae. La surfae de Mi-randa serait dès lors peut-être issue de sa di�éreniation interne.Bien qu'auune on�guration résonante ne soit de mise atuellement, er-tains ouples de satellites (Cressida-Miranda, Ariel-Umbriel, Miranda-Umbriel,et.) sont prohes de zones de résonanes en moyen mouvement. Les struturesen surfae de Miranda, assoiées à une grande inlinaison de son orbite, sontprobablement les signes d'une apture passée pour es ouples de satellites dansune de ses résonanes.1. f. Rapport �nal de l'ESA sur le site de l'agene spatiale Européennehttp ://si.esa.int/osmi-vision/53261-report-on-siene-themes-for-the-l2-and-l3-missions/.



1.2 Résonane en moyen mouvement 3 : 1 3

Figure 1.1 � Illustration des objetifs sienti�ques de la mission Uranus Path-�nder : les satellites naturels, le système omplexe d'anneaux, le hamp magné-tique hautement asymétrique et la magnétosphère, l'atmosphère et l'intérieur.La �èhe blanhe indique l'axe de rotation d'Uranus et la �èhe rouge indiquel'axe du dip�le magnétique. Les orbites des 5 satellites prinipaux sont repré-sentées en bleu et les lignes du hamp magnétique en jaune. Crédit : ChrisArridge/UCL/UP Consortium.1.2 Résonane en moyen mouvement 3 : 1Une résonane en moyen mouvement 2 est une résonane entre deux anglespériodiques rapides λ et λ′, dont les fréquenes assoiées sont données parleurs moyens mouvements n et n′ respetivement. Les angles λ et λ′ sont leslongitudes moyennes 3 des deux orps en résonane, la variable primée faisantréférene au satellite le plus extérieur par rapport à la planète. Cette notationest utilisée dans toute ette thèse lorsqu'elle n'entraine auune ambigüité. Enpartiulier, lorsque le problème onsistera en l'étude de plus de 3 orps, lesnotations � indiées � seront préférées, les indies suivant l'ordre roissant parrapport à la distane au orps entral.
2. La résonane en moyen mouvement étant le seul type de résonane onsidéré dans etravail, le terme � résonane � pourra être utilisé pour � résonane en moyen mouvement �.3. Les éléments orbitaux sont présentés de manière détaillée dans l'annexe C.



4 Chapitre 1 : Tour d'horizon du système uranien

Figure 1.2 � Satellites d'Uranus. À gauhe, le système intérieur omposé desanneaux et des satellites. À droite, image de Miranda par Voyager 2. Crédit :NASA/JPL.Les phénomènes de résonane, et en partiulier les résonanes en moyenmouvement, interviennent régulièrement dans les systèmes de satellites du sys-tème solaire. On ite par exemple la résonane de Laplae, bien onnue dansle as des satellites galiléens, Io, Europe et Ganymède, ainsi que la résonane
2 : 1 entre Enelade et Dioné pour le système de Saturne.On dira qu'il y a résonane en moyen mouvement lorsque le rapport desmoyens mouvements des deux satellites est rationnel : on parlera de ommen-surabilité entre les périodes. Soit, appliqué à la résonane 3 : 1, on observe lerapport :

n

n′ =
i+ j

i
= 3 ,ave j = 2, l'ordre de la résonane. Dès lors dans le as d'une résonane diteexate, on devrait observer :

n− 3n′ = 0 ,e qui s'avère non-valide dans notre système, ette ombinaison ne tenant pasompte d'un élément essentiel du problème : les préessions des n÷uds et péri-entres engendrées par l'aplatissement de la planète. Les arguments résonants



1.2 Résonane en moyen mouvement 3 : 1 5

Figure 1.3 � Loalisation des 6 ombinaisons de la résonane primaire 3 : 1onsidérant le rapport de demi-grands axes α = a/a′ en fontion des périodesdes angles θi. Les onditions initiales sont données dans les Tables B.1, B.2et B.3, exepté pour le demi-grand axe a de Miranda �xé dans l'intervalle
[127860 km− 127960 km]. L'aplatissement d'Uranus (J2) est onsidéré.se onstruisent alors omme la ombinaison exate orrigée par les longitudesdes n÷uds et périentres des orbites des orps onsidérés. Dans le as de larésonane 3 : 1, les 6 ombinaisons possibles sont :

θ1 = λ− 3λ′ + 2Ω [I2]
θ2 = λ− 3λ′ +Ω+Ω′ [II ′]
θ3 = λ− 3λ′ + 2Ω′ [I ′2]
θ4 = λ− 3λ′ + 2̟′ [e′2]
θ5 = λ− 3λ′ +̟ +̟′ [ee′]
θ6 = λ− 3λ′ + 2̟ [e2]

(1.1)où, dans la olonne de gauhe, θi sont les arguments résonants pour la réso-nane primaire, ave Ω et Ω′ les longitudes des n÷uds asendants et ̟ et ̟′ leslongitudes des périentres. La olonne de droite est le � type � de résonane : ilorrespond au premier terme non-nul assoié ave le osinus de l'angle θi lorsdu développement du potentiel perturbateur (f. Chapitre 4, Setion 4.2).L'e�et de préession des n÷uds et périentres joue sur la loalisation desrésonanes et tend à les éarter de la position de la résonane exate. Dansle système uranien, l'aplatissement d'Uranus est plus faible (J2 = 0.0033) quedans les as de Jupiter (J2 = 0.015) et de Saturne (J2 = 0.016) et diminue



6 Chapitre 1 : Tour d'horizon du système uraniensensiblement l'espae entre les résonanes dé�nies par les arguments (1.1) : ap-pliquer la théorie lassique de résonane isolée lorsque les exentriités ou lesinlinaisons des orbites sont élevées n'a dès lors auun sens.La �gure 1.3 loalise les 6 arguments résonants (1.1) dans un plan rapport dedemi-grands axes α = a/a′ en fontion des périodes de es angles. On y observela faible séparation entre es 6 arguments résonants ainsi que l'épaisseur dehaque résonane. Ces spéi�ités du système seront abordées plus longuementdans un hapitre ultérieur (f. Chapitre 4).1.3 Plan de thèse et ontributionsJ'aurais pu détailler plus largement le système uranien : j'ai préféré meonentrer sur les objets ave lesquels j'avais travaillé dans ette thèse. Bienque les systèmes étudiés soient di�érents, et les sujets interdisiplinaires aveune approhe d'évolution thermique, je suis heureuse de lier haque hapitrepar un aspet de méanique éleste, la résonane en moyen mouvement 3 : 1.Cette thèse est divisée en 4 hapitres prinipaux qui reprennent les résultatsmajeurs obtenus. J'ai hoisi une introdution assez brève pour �xer le ontexteet une situation plus détaillée dans une setion introdutive pour haun deshapitres ultérieurs résumant notamment les travaux préédemment réalisés.De même, haque hapitre ontiendra une onlusion reprenant les résultatsobtenus.Le hapitre Boite à outils reprend prinipalement la onstrution des équa-tions du mouvement du problème des N orps et la façon de le traiter numéri-quement lorsqu'il est soumis ou non à l'e�et dissipatif de marée. Les di�érentesinterations gravitationnelles ainsi que l'e�et de l'aplatissement de la planètey sont présentés. Dans le adre d'un problème non-dissipatif, les solutions nu-mériques y sont omparées aux éphémérides pour Miranda. Le problème des Norps onstitue le modèle de base de tous eux développés par la suite.Le hapitre Résonane 3 : 1 Cressida-Miranda, se réfère à une analyse de larésonane 3 : 1 dans le adre d'un problème des 3 orps restreint, appliquée ausystème intérieur d'Uranus. L'approhe est essentiellement analytique mais uneomparaison ave des simulations numériques du problème des 3 orps ompletsera e�etuée. Ce hapitre est basé sur la ontribution suivante :Verheylewegen, E., Lemaitre, A., The 3 : 1 mean motion reso-nane between Miranda and the inner Uranian satellites, Cres-sida and Desdemona, Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy,aepted.



1.3 Plan de thèse et ontributions 7Le hapitre Résonane 3 : 1 Miranda-Umbriel explique un sénario d'évo-lution menant à une grande inlinaison de Miranda par la apture dans larésonane 3 : 1 ave Umbriel. Les résultats présentés seront pour la plupartd'ordre numérique et permettront de déteter de nouvelles résonanes seon-daires, analysées analytiquement à l'aide d'un modèle restreint. L'ensemble desrésultats a été publié dans :Verheylewegen, E., Noyelles, B., Lemaitre, A., A numerial ex-ploration of Miranda's dynamial history, Monthly Noties of theRoyal Astronomial Soiety, 435, 1776-1787, 2013.Le hapitre intitulé Approhe ouplée est un aspet interdisiplinaire de ettethèse par le ouplage de l'aspet dynamique (i.e. orbital) présenté au hapitrepréédent ave l'aspet d'évolution interne des satellites. Il sera appliqué à unproblème des 3 orps omplet et donne des résultats numériques. Le hapitrese base sur une publiation en révision :Verheylewegen, E., Karatekin, Ö, Noyelles, B., Coupled orbital-thermal evolution of Miranda, Iarus, submitted.Vient ensuite un hapitre de onlusions et perspetives générales reprenantbrièvement les éléments du travail.La thèse se termine par la partie annexe. L'annexe A reprend les notationsprinipales du texte. Les onditions initiales des simulations numériques sontreprises du site du JPL 4 et sont présentées dans les tableaux de l'annexe B. Ony trouve également un résumé des valeurs hoisies pour les paramètres ther-miques de Miranda. A�n de ne pas alourdir inutilement le texte prinipal, lesannexes suivantes présentent ertains paragraphes non-essentiels à la leture.En�n, n'ayant pas de relation direte ave le sujet de e travail, la dernièreannexe (f. Annexe H) est un artile soumis rendant hommage au travail de J.Hadjidemetriou sur le problème des 2 orps à masse variable :Lemaitre, A., Verheylewegen, E., Hamiltonian formulation ofthe variable mass problem. In memory of John Hadjidemetriou.Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy, submitted.On y propose une version revisitée de son approhe présentée dans Hadji-demetriou [1963℄ utilisant le formalisme Hamiltonien et la transformation deMathieu. Ce sujet a été retravaillé à la suite de mon mémoire de Master.4. http ://ssd.jpl.nasa.gov/ ?horizons



8 Chapitre 1 : Tour d'horizon du système uranien1.4 Outils numériquesLes résultats présentés dans ette thèse ont tous été obtenus à l'aide deodes numériques en langage Fortran90 ou C++, élaborés ou retravaillés parmes soins, exepté pour le ode d'analyse en fréquenes dont la oneption re-vient à Benoît Noyelles. Les résultats graphiques utilisent le ode Matlab.Les longues simulations et les artes utilisent le luster PTCI de la plate-forme tehnologique de Namur (http ://www.pti.unamur.be). Les ressouressont loalisées à l'Université de Namur, Belgique et sont �nanées par le F.R.S.-FNRS. Le PTCI est un membre du Consortium des Équipements de CalulIntensif (CÉCI) (http ://www.ei-hp.be).



CHAPITRE 2

Boite à outils

Le hapitre � Boite à outils � présente le problème des N orps et la fa-çon générale de le traiter tout au long de e manusrit. De bonnes bases sontprimordiales à notre étude et la dé�nition du problème de manière génériqueest essentielle. Je ommene don par introduire les éphémérides des satellitesd'Uranus qui en dérivent le mouvement. Ces éphémérides sont approhées enpartiulier par la modélisation du problème des N orps, e modèle onsidérantles interations entre haque orps. La perturbation due à l'aplatissement de laplanète est ensuite ajoutée. Dans le adre de la déformation du orps entral,les e�ets de marée seront présentés brièvement.J'introduis ensuite l'intégrateur, outil permettant de résoudre numérique-ment le modèle. Nous verrons que le résultat obtenu ontient les e�ets essentielsà la desription de e mouvement par omparaison ave les éphémérides pré-sentées préédemment. Je valide ensuite l'intégrateur via le logiiel reonnuSWIFT 1.Commener par un hapitre �xant et traitant le problème des N orps est,selon moi, opportun ar e problème est déliné sous di�érentes versions etintervient dans l'ensemble de la thèse.1. Le logiiel SWIFT est un logiiel libre disponible à l'adressehttp ://www.boulder.swri.edu/ hal/swift.html
9



10 Chapitre 2 : Boite à outils2.1 ÉphéméridesLes éphémérides des satellites d'Uranus sont disponibles en aès libre etaisément sur le site du Jet Propulsion Laboratory (JPL) 2. La di�ulté résidedans l'obtention d'informations sur les perturbations impliquées dans l'élabo-ration de es éphémérides.Conernant les satellites prinipaux d'Uranus (Miranda, Ariel, Um-briel, Titania et Obéron), les éphémérides ont été développées de manièresanalytique et numérique en parallèle, es méthodes étant, dans haque as,omparées aux observations disponibles.On ite en partiulier une théorie analytique générale (GUST86 pourGeneralUranus Satellite Theory), développée par Laskar [1986℄ : ette théorie inlutles termes de ourtes périodes ainsi que les termes séulaires et fournit unepréision de l'ordre de la dizaine de km sur une éhelle de temps de 12 ans.Conjointement, Jaobson, R. du JPL, développa un outil d'intégration numé-rique néessaire lors de la mission spatiale Voyager 2. Par la suite, Laskar etJaobson [1987℄ présentèrent des éphémérides semi-analytiques onstruites entenant ompte des observations terrestres de 1911 à 1986 ainsi que de toutes lesdonnées radios et optiques obtenues lors du passage de la sonde Voyager 2 en1986. Ils en déduisirent une détermination des masses des prinipaux satellites.Une rédution des données astrométriques fut réalisée par Jaobson [1992℄ es-timant les orbites et les masses des satellites ainsi que la masse d'Uranus entenant ompte de l'ensemble des observations disponibles. La dernière étapea été de déterminer les orbites dans le plan de référene international (ICRF)[Jaobson, 2007℄.Selon la �he tehnique du site du JPL, les éphémérides des 5 satellites prin-ipaux d'Uranus onstruites par Jaobson R. datent de 2007 et orrespondentaux données astrométriques et à elles obtenues par la mission spatiale. Elless'étendent du 03 Janvier 1910 au 04 Janvier 2050. Ces éphémérides numériquessont développées à l'aide de polyn�mes de Chebyhev ave une erreur internede l'ordre de 2 m.Conernant les satellites intérieurs d'Uranus, les éphémérides sontonstruites à l'aide d'une ellipse préessante ajustée aux observations astro-métriques obtenues par le télesope spatial Hubble et les données d'imagerieobtenues par Voyager 2. Les éléments des 10 lunes déouvertes par Voyager 2ont été fournis par Jaobson [1998℄, tandis que le modèle lié aux 3 lunes dé-ouvertes par la suite est attribué à Showalter et Lissauer [2006℄. La grandeinonnue pour l'obtention d'éphémérides plus préises est la détermination desmasses des orps de e système.2. http ://ssd.jpl.nasa.gov/ ?horizons



2.2 Problème des N orps 11La dynamique des satellites d'Uranus sera étudiée dans le hapitre 3 pourles satellites intérieurs et dans les hapitres 4 et 5 pour les satellites prinipaux,dans le adre partiulier d'une résonane en moyen mouvement 3 : 1.2.2 Problème des N orpsPour modéliser le mouvement des satellites d'Uranus, on développe un oded'intégration numérique des équations du mouvement du problème des N orpsen oordonnées artésiennes et planétoentrique, où N est le nombre de orpstotal omprenant N − 1 satellites et la planète.À moins d'être dans le as partiulier du problème keplerien (N = 2), leproblème des N orps ne dispose pas de solution analytique générale mais onpeut l'étudier via des solutions approhées. On élabore alors une théorie desperturbations et on onsidère le problème des N orps omme N-1 problèmesdes 2 orps, haun perturbé par la présene des autres orps. C'est pourquoi leformalisme Hamiltonien est utilisé dans les hapitres ultérieurs, permettant parla suite le développement d'une théorie des perturbations lors de la onstru-tion d'un Hamiltonien moyenné (f. Chapitres 4 et 5). Dans e hapitre-i, parontre, seules les équations du mouvement dérivant des di�érents potentielsseront données en oordonnées artésiennes a�n de présenter exatement lesexpressions utilisées dans le ode numérique.2.2.1 2 orpsConstruisons le problème de manière progressive en onsidérant d'abord leproblème keplerien dérivant le mouvement d'un satellite naturel autour de sonorps entral sur une orbite elliptique �xe. Le orps en révolution est repéréà l'aide des éléments artésiens (r,v) = (x, y, z, vx, vy, vz) par rapport à laplanète. Dans le as de e problème à 2 orps, l'équation du mouvement estdonnée par :
r̈ = −G(m0 +m)

r3
r , (2.1)où G est la onstante de gravitation universelle,m0 la masse du orps entral, et

m elle du orps en révolution repéré par le veteur position r = (x, y, z), ave
r = ||r||, lui-même assoié au veteur vitesse v = (vx, vy , vz) ave v = ||v||, leséléments notés en gras représentant les veteurs dans l'ensemble de ette thèse.Le premier terme (dépendant de m0) de l'expression (2.1) est l'aélérationd'un problème des 2 orps dans un repère inertiel. Le seond terme (dépendantde m) tient ompte de l'aélération d'entrainement liée au hoix d'un repèreplanétoentrique. L'équation (2.1) est obtenue via la seonde loi de Newtonreliant la fore appliquée à un orps à l'aélération subie par elui-i, lorsque



12 Chapitre 2 : Boite à outilsette fore déoule d'un potentiel. Dans le as de l'interation gravitationnelle,ette fore est onnue et s'érit par unité de masse sous la forme :
F = −Gm0

r3
r . (2.2)2.2.2 N orpsAjoutons désormais un 3ème, 4ème,. . ., (N-2)ème orps : l'interation de ha-un d'eux ave la planète onstitue en elle-même un problème des 2 orpsdérit préédemment. Indépendamment du orps entral, e problème est per-turbé par l'interation gravitationnelle intervenant entre les orps présents enorbite. Cette on�guration est représentée à la �gure 2.1 dans le adre d'unproblème des 3 orps.

r1

r2

r12

m0

m1

m2Figure 2.1 � Con�guration du problème des N orps ave N = 3. Les masses
m0, m1 et m2 sont respetivement elles du orps entral et des deux satellites.Les veteurs r1, r2 et r12 repèrent les orps entre eux.Le potentiel par unité de masse lié à la présene des N − 2 autres orpss'érit pour haque satellite i :

Vi = −
N−1
∑

j=1

i6=j

Gmj

(

1

||rj − ri||
− ri · rj

r3j

)

, (2.3)où ri = r, et rj est le veteur position d'un troisième orps, ave rj = ||rj||.Le premier terme de la somme est un problème des 2 orps entre les satellitesde masse mj et m, le deuxième terme étant dû à l'aélération d'entrainementintervenant dans le as d'un repère non-inertiel.Reprenant la seonde loi de Newton et du fait que la fore impliquée déouledu potentiel, on érit le terme de l'équation du mouvement dû à la présenedes N − 2 autres orps par :
r̈i =

N−1
∑

j=1

i6=j

Gmj

(

rj − ri

||rj − ri||3
− rj

r3j

)

, (2.4)



2.2 Problème des N orps 13où on retrouve la perturbation direte dans le premier terme et la perturbationindirete dans le seond.2.2.3 Déformation des orps non-pontuelsJusqu'à présent, les deux setions préédentes onstruisent un modèle onsi-dérant des orps de masse pontuelle. Ce qu'il advient lorsque tombe ette hy-pothèse est l'objet de ette setion.Quand la fore gravitationnelle est appliquée à un système de orps non-pontuels, l'e�et de marée sur es orps non-rigides produit une distorsion deeux-i. De manière simpli�ée, lorsqu'un satellite est lié gravitationnellement àune planète, le hamp de gravité n'est pas uniforme dans la planète : il variede manière signi�ative entre le �té de la planète qui est fae au satellite etle �té le plus éloigné qui ressent une intensité moindre de la fore de gravité.Cei a pour onséquene une déformation quasiment instantanée du orps pla-nétaire se présentant omme deux ren�ements dits � bourrelets de marée � ; laplanète prend une forme ellipsoïdale. La déformation subie implique une dissi-pation d'énergie dépendante prinipalement des propriétés physiques de l'objetonerné : le phénomène de marée implique des fritions internes dans la pla-nète se traduisant par une perte d'énergie totale et un déalage dans la réponseà la fore perturbatrie (voir e.g. Murray et Dermott [1999℄). Par le priniped'ation-réation de Newton, et e�et s'applique également au satellite de parla présene de la planète.La rotation sur lui-même d'un orps non-pontuel et non-rigide joue égale-ment un r�le et implique un aplatissement au niveau de ses p�les (où l'aélé-ration est nulle) et un ren�ement au niveau de son équateur (où l'aélérationest maximale), ette modi�ation étant d'autant plus grande que la vitesse derotation est élevée.Réagissant aux ontraintes externes que sont les marées et la rotation, lesdéformations des orps dépendent bien évidemment des intensités des foressous-jaentes, mais pas seulement : les ompositions internes et les masses desnoyaux entrent également en jeu. La détermination préise de la déformationdonne dès lors des indiations sur la nature des orps, et en partiulier de laplanète.Déformation due aux maréesLevons l'hypothèse du orps pontuel sur le orps entral onsidérée jusqu'àprésent et onsidérons un système planétoentrique à 2 orps, dont le orpsentral est onstitué d'une multitude d'éléments de masse dm. L'objetif est dealuler le potentiel à un point P de la surfae de la planète dû à la présene



14 Chapitre 2 : Boite à outilsdu satellite (f. Figure 2.2). Ce point est repéré par rapport au entre de laplanète à l'aide du veteur position s. Le repérage du satellite est donné parle veteur r. On notera ∆ = ||r − s||, la distane entre un point en surfae dela planète et le satellite en orbite. Le potentiel gravitationnel déoulant de lafore (2.2), s'érit :
V = −Gm0

∆
, (2.5)où l'inverse de la distane est développé en polyn�mes de Legendre :

1

∆
=

∑

i≥0

Ri
p

ri+1
Pi(cosΨ) où cosΨ =

r · s
rs

,ave r > s où ||s|| = Rp, le rayon de la planète. L'expression Pi(cosΨ) est elledu polyn�me de Legendre de degré i dé�ni par :
Pi(x) =

1

2i i!

di

dxi

(

(x2 − 1)i
)

.La fore de marée déoule du potentiel (2.5). Appliquée à la surfae de laplanète, elle déforme la planète selon un bourrelet de marée.Comparant les périodes de révolution des satellites prinipaux d'Uranus,qui se situent tous au-delà de l'orbite synhrone, ave la période de rotationd'Uranus (∼ 17 h), on onstate une rotation asynhrone. Celle-i, ombinéeau fait que la réponse à la fore de marée n'est pas instantanée, implique undéalage α entre la droite reliant les entres de masse des deux objets et l'axedu bourrelet de marée (f. Figure 2.2). Il s'exere alors un ouple de marées'opposant à la rotation du orps a�n d'amener le système vers un état desynhronisation où les spins sont alignés, les orbites irularisées et les rota-tions synhronisées ave les moyens mouvements. Sur les éléments orbitaux,ei se traduit par un amortissement des exentriités et des inlinaisons. Lasynhronisation entre la rotation du orps et son moyen mouvement impliqueune variation du demi-grand axe et une migration du satellite vers l'intérieurou l'extérieur par rapport au orps entral.Le déalage dans la réponse à la perturbation est dû aux fritions internesintervenant lors de la déformation d'un orps visqueux. La onséquene de esfritions est une dissipation d'énergie sous forme de haleur. Le paramètre Q,mieux onnu sous le nom de fontion de dissipation, quanti�e l'énergie dissipéeet est dé�ni de manière simpli�ée suivant la formule présentée notamment parMurray et Dermott [1999℄ 3 :
Q =

2π E0

∆E
, (2.6)3. La fontion de dissipation peut également être quanti�ée via des modèles rhéologiquestenant ompte de la struture interne des orps (f. Chapitre 5).



2.2 Problème des N orps 15où ∆E est l'énergie dissipée sur un yle et E0 est le pi d'énergie lors de ladistorsion due à la marée. Ainsi, lorsque le fateur Q est petit, le système estsoumis à une forte dissipation. Dans le as ontraire, on sera en présene d'unedissipation d'énergie peu élevée. Cette dé�nition de la fontion Q est obtenueen mettant en parallèle la réponse de la planète et d'un osillateur harmoniqueforé [Murray et Dermott, 1999℄.
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Figure 2.2 � Shéma représentant l'e�et de marée agissant sur une planète parla présene d'un satellite. La déformation impliquée n'étant pas instantanée, ladéformation ausée par la marée onduit à un bourrelet de marée en déalagepar rapport à la droite reliant les entres de masse.La déformation de la planète, obtenue par appliation de la fore déoulantdu potentiel de marée (2.5), a elle-même un e�et sur le satellite perturbateur.A�n de pouvoir le quanti�er, analysons l'e�et d'un orps non-sphérique sur unorps extérieur.Soit un point P ′, élément appartenant à la surfae déformée. Celui-i peutêtre repéré à l'aide des oordonnées sphériques
P ′ = P ′(r′, θ′, ϕ′) ,où r′ est la distane du entre de la planète au point P ′, θ′ est la olatitudeet ϕ′ est l'angle de la longitude. La déformation restant petite, le rayon r′ seréérit sous la forme

r′ = RE (1 + E P2(cos θ
′)) ,où le oe�ient E est une onstante beauoup plus petite que l'unité et RE estle rayon de la sphère non-déformée. La distane r′ reste prohe de la surfaede la planète.De manière plus préise, e oe�ient E est le résultat d'un développe-ment en harmoniques sphériques, tronqué au premier terme non nul ; il estonsidéré omme diretement proportionnel au terme du potentiel qui rée la



16 Chapitre 2 : Boite à outilsdéformation. Ce oe�ient et les suivants (si on prend une approximation plusomplète), dépendent essentiellement de la omposition et de la rigidité de laplanète 4. Ils sont liés au nombre de Love et en partiulier au nombre k2 [Mur-ray et Dermott, 1999℄. À noter que lorsque la struture interne de l'objet étudiéest onnue, le nombre de Love k2 peut être alulé.Dans le as d'un orps solide homogène de rayon R, de densité ρ et de masse
m, le nombre de Love k2 est donné par [Love, 1906℄ :
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3

2

(

1 +
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2 ρ Gm

)−1

,

(2.7)où µ est la rigidité et g est la gravité à la surfae. Les nombres de Love sont aunombre de 3 : ensemble, ils mesurent la sensibilité du orps à hanger de formelorsqu'il est soumis aux e�ets de marée.Tout omme la fontion de dissipation Q, le nombre de Love k2 n'est pasfaile à estimer. Soulignons par avane que l'évolution du système ave e�etsde marée dépendra fortement du ratio di�ilement quanti�able k2/Q, pourhaque orps du système.Le potentiel de marée se développe par les polyn�mes de Legendre de lamême manière que dans le as de l'e�et du satellite sur la planète ave l'expres-sion du rayon r′ pour tenir ompte de la déformation. On obtient le potentielde marée sous la somme de deux termes, l'un étant le potentiel d'une sphèrehomogène et, l'autre, le potentiel extérieur dû à la déformation de la planète.2.2.4 E�et de marée sur les éléments orbitauxComme dit préédemment, les marées tendent à amortir ertains élémentsorbitaux puisque l'état de synhronisation reherhé par le ouple de maréeamène à une irularisation des orbites et la synhronisation des rotations aveles moyens mouvements, elle-i s'opérant par modi�ations du demi-grand axe(reul ou éloignement du satellite). Cet e�et dissipatif est modélisé via les équa-tions de Kaula [1964℄.L'e�et résultant des bourrelets de marée de la planète et de sa rotationsur les satellites est dérit par la perturbation introduite via le potentiel (2.5)4. On onsultera Murray et Dermott [1999℄ pour de plus amples informations quant audéveloppement en harmoniques sphériques lié au oe�ient E ainsi que le lien entre e oef-�ient et le paramètre k2.



2.2 Problème des N orps 17développé en polyn�mes en Legendre. Ce potentiel est ré-exprimé dans les élé-ments elliptiques dé�nis en annexe C. L'expression du potentiel V ainsi obtenuest développée à l'aide de séries de Fourier dont les oe�ients sont ensuitedéveloppés en exentriité et en inlinaison [Kaula, 1964℄ et est introduite dansles équations de Laplae 5 :
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,pour donner une expression simpli�ée, au seond degré en exentriité, sousla forme d'équations séulaires supposant que les satellites sont en rotationsynhrone (voir e.g. Yoder et Peale [1981℄) :
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Rp étant le rayon moyen d'Uranus, Rs et n représentant le rayon et le moyenmouvement du satellite. Observons, dans es formulations, la dépendane en
(k2/Q)p et (k2/Q)s, pour la planète et le satellite respetivement. Ces para-mètres sont di�ilement quanti�ables si on ne dispose pas d'informations surla répartition de masse à l'intérieur des orps.Ces deux équations omprennent haune deux termes prinipaux : le pre-mier est lié à la dissipation de la planète ((k2/Q)p) et domine en général ledeuxième terme lié à la dissipation du satellite ((k2/Q)s). Dans e as, l'évo-lution standard mène à un éloignement des satellites par rapport à la planèteet à une irularisation des orbites. Il se peut, dans le as de fortes dissipa-tions à l'intérieur des satellites (f. Chapitre 5), que le seond terme devienneprédominant, forçant les satellites à revenir vers la planète.2.2.5 Introdution de l'aplatissementIntroduisons désormais l'e�et de l'aplatissement dans le modèle à N orps :il est néessaire de onsidérer une planète non-sphérique et non-homogène pou-vant être approhée par un sphéroïde aplati. Dans e as, on développe enharmoniques sphériques, le potentiel (2.5) et on l'érit en oordonnées sphé-riques (longitude λ, latitude Φ) sous la forme omplète suivante [Montenbruk5. L'e�et de marée sur les inlinaisons sera négligé par rapport à l'amortissement desexentriités.
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V (r, λ,Φ) = −Gm0

r

∞
∑

n=0
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∑

m=0

(

Rp

r

)n

Pnm(sinΦ)(Cnm cos(mλ) + Snm sin(mλ)) ,(2.9)où Rp est le rayon moyen orrespondant aux valeurs de J2 et de J4, Pnm sont lesfontions de Legendre, Cnm et Snm, les oe�ients des harmoniques sphériques[Montenbruk et Gill, 2000℄ qui dépendent de la répartition de la masse dans leorps. Il est important de noter que, bien que la formulation mathématique dupotentiel de départ (2.5) est la même dans les as de l'étude de l'e�et de maréeet de l'aplatissement du orps entral, elle n'a pas le même sens physique. Dansle as dissipatif, Kaula [1964℄ donne le potentiel d'un orps déformé par l'e�etde marée uniquement. L'approhe de Montenbruk et Gill [2000℄ développe lepotentiel d'un orps de forme quelonque sans se souier de la ause de la dé-formation.Le potentiel d'aplatissement peut être grandement simpli�é dans notre pro-blème. On note qu'au degré zéro, le potentiel se ré-exprime omme elui duproblème des 2 orps. Par l'étude de Montenbruk et Gill [2000℄, au premierordre, les oe�ients Cnm et Snm sont nuls lorsque le système est planétoen-trique. De e fait, la série sur n démarre à 2 et le potentiel préédent s'éritsous la forme :
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Pnm(sinΦ)Jnm cos(mλ−mλmn) ,(2.10)où, pour obtenir ette dernière expression, les relations suivantes sont utilisées :
Cnm = −Jnm cos(mλmn)

Snm = −Jnm sin(mλmn) ,avemλmn = arctan(−Snm/−Cnm), les oe�ients Jnm étant sans dimension.Le premier terme du potentiel (2.10) est elui des 2 orps dans le as de orpspontuels.La onnaissane des paramètres d'aplatissement d'Uranus est assez réduite :elle se limite aux harmoniques zonales J2 et J4. De manière imagée, ei revientà modéliser l'aplatissement de la planète en onsidérant 4 parallèles et auunméridien. Cette limitation est sans onséquene étant donné que es paramètressont assez petits et assoiés au rapport (Rp/r)
n ave Rp << r et n étant l'ordrede l'harmonique zonale. Comme expliqué au point préédent, l'aplatissement dela planète est lié aux e�ets de marée mais également à la rotation de la planètesur elle-même. On note don le lien entre ette rotation et les oe�ients Jn,



2.2 Problème des N orps 19par exemple à l'ordre 2 :
J2 =

2 C −A−B

2m0R2
p

,où A, B et C sont les prinipaux moments d'inertie de la planète qui araté-risent la forme du orps et son inertie par rapport à la rotation. Notons que dansle as des planètes gazeuses, la symétrie de révolution est de mise et A = B,simpli�ant la formule i-dessus en l'expression :
J2 =

C −A

m0R2
p

.Sur la dynamique du système, les oe�ients Jn in�uenent les orbites dessatellites par leurs préessions dans l'espae. Le paramètre J3 étant inonnupour Uranus, on érira le potentiel lié à l'aplatissement (et sans reprendre lepotentiel lié au problème des 2 orps) omme :
V (r,Φ) = −J2
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p P4(sin(Φ)) , (2.11)où les expressions des polyn�mes de Legendre au seond et quatrième ordressont données par :
P2(sin(Φ)) =

1

2
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P4(sin(Φ)) =
1

8
(35 sin4 Φ− 30 sin2 Φ + 3) ,et peuvent se ré-exprimer en oordonnées artésiennes via les relations :

x = r cosλ cosΦ

y = r sinλ cosΦ

z = r sinΦ .La fore dérivant du potentiel, on érit les équations du mouvement assoiéesà l'aplatissement, en onsidérant à nouveau la seonde loi de Newton reliant lafore par unité de masse à l'aélération :
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20 Chapitre 2 : Boite à outils2.2.6 Modèle ompletLa généralisation à un système de N−1 satellites est direte. L'équation dumouvement pour haque satellite i, i = 1, . . . , N − 1 est donnée par la sommede l'aélération du problème des 2 orps (2.1), de elle due à la présene des
N − 2 autres orps (2.4) et de elle liée à l'aplatissement de la planète (2.12).L'équation résultante est elle intégrée dans le ode N orps.Les équations du mouvement sont intégrées en éléments artésiens ar ilssont toujours dé�nis en tous temps de la simulation. La géométrie des orbitesest mieux représentée via l'utilisation des éléments elliptiques ou kepleriens.2.3 Intégrateur Adams-Bashforth-MoultonL'intégrateur utilisé exlusivement dans e travail est un intégrateur Adams-Bashforth-Moulton (ABM) de type préditeur-orreteur d'ordre 10 basé surdes interpolations polynomiales à pas �xe. Cette méthode multipas se dérouleen deux étapes :1. dans un premier temps, initialisation de l'intégrateur à l'aide d'une mé-thode à pas unique de type Runge-Kutta. Ii, un ordre 5 est onsidéré aveun pas d'intégration dix fois plus petit que dans l'intégrateur prinipal.2. dans un deuxième temps, une formule à pas multiples en disposant ini-tialement des approximations de la solution exate via la première étape.On proède ensuite réursivement à des approximations suessives de lasolution.L'intégrateur est de type préditeur-orreteur, i.e. qu'il prédit la solution via laméthode Adams-Bashforth expliite pour ensuite la orriger si néessaire via laformule impliite attribuée à Adams-Moulton. Le orreteur Adams-Moultonsera utilisé tant que la solution approhée est supérieure à une erreur �xée.Cet intégrateur a l'avantage d'être plus préis (développé à l'ordre 10) tout enétant plus rapide que les méthodes lassiques type Runge-Kutta. Le ode a étédéveloppé suivant Hairer et al. [1993℄.2.4 Logiiel SWIFTCréé par H. Levison et M. Dunan en 1993, le logiiel SWIFT permet l'inté-gration numérique de systèmes omposés de orps massifs interagissant gravi-tationnellement. On peut également y onsidérer un groupe de partiule-testsperturbé par les orps massifs mais n'a�etant pas eux-i, permettant notam-ment l'étude de renontres prohes entre planètes et petits orps.Le logiiel dispose de 4 tehniques d'intégration :



2.5 Comparaisons 211. Mapping Wisdom-Holman (WHM) [Wisdom et Holman, 1991℄ : étudede l'évolution à long terme des problèmes des N orps disposant d'unemasse entrale dominante (systèmes planétaires ou systèmes de satellites).Cette méthode d'intégration est une généralisation de la méthode � map-ping � présentée par Wisdom [1982, 1983℄. Elle introduit un proédé demoyennisation basé sur l'utilisation de fontions delta [Chirikov, 1979℄permettant le remplaement de termes osillants rapides par d'autreshoisis judiieusement. L'Hamiltonien du système est déomposé sous laforme � problème des 2 orps + perturbations �.2. Regularized Mixed Variable Sympleti (RMVS) [Levison et Dunan,1994℄ : étude des orbites de petits orps sur des éhelles de temps prohesde l'âge du système solaire ave gestion de renontres prohes (omètes deourtes périodes de vie P < 200 ans). Cette méthode est un mixte entreles méthodes appeléesMixed Variable Sympleti [Saha et Tremaine, 1992℄et des méthodes de régularisation [Stiefel et Sheifele, 1971℄ permettantle hangement de oordonnées lorsqu'un orps approhe le rayon de Hilld'une planète.3. Méthode sympletique T+U d'ordre 4 (TU4) [Candy et Rozmus, 1991℄ :étude de problèmes de méanique éleste sur du long terme. L'intégrateursympletique d'ordre 4 est basé sur une déomposition de l'Hamiltoniende type � énergie inétique (T) + énergie potentiel (U) �.4. Méthode de Burlish-Stoer : méthode d'intégration ombinant une extra-polation de Rihardson, l'utilisation d'extrapolations via des fontionsrationnelles et la méthode de point modi�é. Elle a été implémentée sui-vant l'algorithme présenté par exemple par Press et al. [2007℄.Le logiiel SWIFT étant à disposition, il a été utilisé uniquement dans unbut de omparaison des résultats pour une validation omplémentaire du oded'intégration e�etué ave l'ABM.2.5 Comparaisons2.5.1 Ephémérides versus N orpsConsidérons Uranus ave ses 5 satellites prinipaux (Miranda, Ariel, Um-briel, Titania et Obéron) et proédons à la omparaison entre les éphéméridesalulées par le JPL [Jaobson, 2007℄ et les résultats obtenus ave notre oded'évolution orbitale. On e�etue des intégrations numériques de l'équation duproblème des N orps (f. Sous-setion 2.2.6) ave N = 6 à l'aide de l'intégra-teur numérique ABM d'ordre 10 dérit à la setion 2.3. Les onditions initialesdu problème des 6 orps sont identiques à elles des éphémérides du JPL.
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Figure 2.3 � Éléments orbitaux a1, e1 et I1 de Miranda en fontion de la date.Les �gures (a),() et (e) sont obtenues via les éphémérides numériques du JPL.Les �gures (b),(d) et (f) sont obtenues via notre intégration numérique ABMd'ordre 10.La �gure 2.3 donne les éléments orbitaux a1, e1 et I1 du satellite Miranda 6,obtenus via les éphémérides ((a),(),(e)) et via la simulation d'un problème des6 orps ((b),(d),(f)) en fontion du temps. De manière plus préise, le temps estreprésenté par une date basée sur l'époque standard du J2000. Dans l'ensemble,notre modélisation par un problème des 6 orps est prohe qualitativement desévolutions données par le JPL, malgré des données non-prises en ompte dansnotre modèle. On rappelle en e�et que les éphémérides du JPL sont onstruites6. Les mouvements de 4 autres satellites ont tous été véri�és de manière identique. Onnote ii l'utilisation de la notation indiée pour éviter toute ambigüité dans l'abord d'unproblème des 6 orps, les indies allant dans un ordre roissant par rapport à leur positionau orps entral.



2.5 Comparaisons 23à l'aide d'un modèle ajusté aux observations. Il aurait été judiieux de traerles di�érenes entre les ourbes. Les pas d'intégration n'étant pas exatementles mêmes, j'ai préféré aluler une di�érene sur la position artésienne dusatellite Miranda donnée par le JPL par rapport à la position artésienne don-née par le ode ABM. La �gure 2.4 présente la déviation angulaire en fontiondu temps entre les positions de Miranda données par le JPL et par le oded'intégration d'un problème des 6 orps.
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Figure 2.4 � Déviation angulaire (deg) en fontion du temps (ans) entre lespositions de Miranda données par le JPL et par le ode d'intégration du modèleà 6 orps.La onlusion à en tirer est que les e�ets dominants de la dynamique d'Ura-nus et de ses 5 satellites prinipaux sont bien représentés par un modèle à 6orps.2.5.2 SWIFT versus N orpsConsidérons le système à 6 orps omposé d'Uranus et de ses 5 satellitesprinipaux, et proédons à la omparaison entre deux méthodes de résolution :l'objetif est de valider l'intégrateur ABM développé par omparaison ave lessorties du logiiel SWIFT. Dans notre étude, i.e. sans renontre prohe, la mé-thode du WHM est hoisie pour ette omparaison. Ce hoix semble pertinentétant donné que l'ensemble de l'étude sur les satellites d'Uranus de Tittemoreet Wisdom [1988, 1989, 1990℄ a été réalisé ave une méthode de type WHM.Elle semble don mieux adaptée au problème.La �gure 2.5 ((a), (b), ()) donne les éléments orbitaux a1, e1 et I1 du satel-lite Miranda, obtenus via la simulation 6 orps en fontion du temps (en bleu)et via le logiiel SWIFT (en vert). On aurait pu traer les di�érenes entre lesourbes mais l'objetif ii est de montrer qualitativement que le omportement



24 Chapitre 2 : Boite à outilsest le même. Les résultats probants de ette omparaison valident notre inté-grateur, qui sera utilisé dans l'ensemble des simulations numériques de ettethèse.2.6 Résumé des points importantsLe problème des N orps a été introduit fournissant la base de travail pourl'étude de la dynamique dans ette thèse. Le problème présenté tient omptedes e�ets gravitationnels entre les orps, de l'e�et de l'aplatissement de la pla-nète (J2 et J4) et onsidère l'e�et dissipatif des marées sur les demi-grands axeset les exentriités.Les équations du mouvement assoiées sont présentées sous leur forme arté-sienne a�n de se rapproher du ode numérique implémenté. Ce ode utilise unintégrateur Adams-Bashforth-Moulton d'ordre 10 initialisé par un intégrateurde type Runge-Kutta d'ordre 5. Dans le as des satellites prinipaux d'Ura-nus, l'évolution des éléments orbitaux obtenue a été omparée ave suès auxéphémérides du JPL. Une véri�ation supplémentaire a été réalisée par ompa-raison des sorties de notre logiiel ave elles du logiiel SWIFT, validant ainsile adre de travail de ette thèse.Ces outils présentés seront dès lors utilisés tout au long des hapitres ulté-rieurs.
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Figure 2.5 � Éléments orbitaux a1, e1 et I1 de Miranda en fontion du temps,obtenus via l'intégrateur ABM d'ordre 10 (en bleu) et via la méthode WHMdu logiiel SWIFT (en vert).





CHAPITRE 3

Résonance 3 : 1 Cressida-Miranda

Le système intérieur d'Uranus est omposé de 13 lunes. En 1986, 10 d'entreelles ont été déouvertes par la sonde Voyager 2 [Smith et al., 1986℄. La déou-verte de Perdita a été annonée par Karkoshka [1999℄ et les deux dernières,Mab et Cupid, ont été déouvertes par Showalter et Lissauer [2006℄, es auteursutilisant les images du télesope spatial Hubble. Ces satellites sont fortementliés à un système d'anneaux ave, en partiulier, Cordélia et Ophélia, les satel-lites bergers de l'anneau ǫ [Poro et Goldreih, 1987℄. Ce système omplexe estdense puisque les lunes et les anneaux sont à l'intérieur de l'orbite du satelliteprinipal Miranda, sur une éhelle de demi-grands axes pour les satellites entre
49 752 km et 97 736 km d'Uranus.Dans Jaobson [1998℄, les observations astrométriques de Hubble et les don-nées d'imagerie de Voyager 2 sont ajustées pour obtenir une révision des élé-ments orbitaux des 10 premières lunes intérieures. Le mouvement des 3 autressatellites, et en partiulier elui du satellite Mab, est mal ompris [Kumaret al., 2011℄. Prinipalement à ause de notre méonnaissane des masses et dumanque de préision des observations de es satellites, il n'y a pour le momentauun modèle reproduisant la dynamique de l'ensemble du système intérieur.Les éphémérides du JPL en partiulier se résument à des orbites kepleriennespréessantes. L'annexe D présente une omparaison entre es éphémérides etnotre ode d'intégration du problème des N orps dans le as de Cressida. Uneapproximation des éphémérides est obtenue en ne onsidérant que les pertur-bations de Miranda et de l'aplatissement de la planète sur le petit satellite.On verra également que l'ajout d'un seond satellite intérieur perturbe grande-ment le mouvement du petit orps : le mouvement obtenu pour le petit satellite27



28 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Mirandas'éloigne alors fortement de elui fourni par les éphémérides (f. Annexe D).Pour ompléter l'état de l'art du système intérieur d'Uranus, itons éga-lement le travail de Frenh et Showalter [2012℄ qui explorent la stabilité dessatellites intérieurs d'Uranus sur une grande éhelle de masses. Ils suggèrent enpartiulier que les satellites intérieurs sont dans une phase de transition avedes ollisions probables dans le futur entre Cupid et Belinda sur une éhellede temps de 103 − 107 ans. Pour un temps supérieur à 105 ans, Cressida etDesdémone pourraient également se roiser. Ce dernier travail est une suitedes reherhes de Dunan et Lissauer [1997℄ qui disutent de la stabilité dusystème sur une éhelle de temps de 106 − 108 ans. Ces auteurs notent égale-ment la prohe ommensurabilité 3 : 1 entre Miranda et les satellites intérieursCressida et Desdémone.Ce hapitre présente un modèle à 3 orps restreint moyennné et onsidé-rant l'e�et séulaire de l'aplatissement sur les satellites a�n d'étudier la réso-nane 3 : 1 entre un satellite intérieur quasi-résonant (Cressida ou Desdémone)et le satellite prinipal, Miranda, les satellites intérieurs étant situés de part etd'autre de la résonane. Le problème restreint des 3 orps est abordé ouram-ment et en partiulier dans l'équipe de Namur ave, par exemple, l'étude dela dynamique des astéroïdes [Lemaitre, 1984; Janart et Lemaitre, 2001℄. Enpartiulier, une première idée pour expliquer les positions de Cressida et Des-démone était basée sur le travail de Morbidelli et Moons [1993℄ qui expliquentle phénomène de déplétion d'astéroïdes à ertaines résonanes en moyen mou-vement ave Jupiter par la présene de résonanes séulaires à l'intérieur de esommensurabilités. L'idée était don de reprendre le même sénario dans le asdes satellites intérieurs d'Uranus ave Miranda jouant le r�le du perturbateuret Cressida/Desdémone, le r�le d'un petit orps.Cependant, le rapport de masses Miranda/Uranus en omparaison ave Ju-piter/Soleil est 1000 fois plus petit, réduisant la taille de la résonane. De plus,le manque d'informations onernant les masses des petits satellites rend uneétude préise ompliquée. On verra dans e hapitre que l'analyse par un mo-dèle de résonane de seond ordre dissipatif donne une expliation plausiblequand au futur des satellites Cressida et Desdémone. Une approhe analytiquebasée sur les travaux de Henrard et Caraniolas [1990℄; Henrard et Sato [1990℄et Moons et Henrard [1994℄ pour le modèle du 3 orps restreint et sur elui de[Lemaitre, 1984℄ pour son étude et son interprétation via un modèle de réso-nane de seond ordre est mise en ÷uvre.La première partie du hapitre présente la onstrution du modèle amenantà un modèle de résonane de seond ordre. La seonde introduit l'e�et dissipatifde marée. Des omparaisons entre le modèle analytique et une simulation nu-mérique d'un problème des 3 orps omplet sont e�etuées dans le as dissipatifou non. Dans l'ensemble de la thèse, le formalisme Hamiltonien est utilisé.



3.1 Modèle 293.1 ModèleCette setion présente la onstrution d'un problème des 3 orps moyenrestreint ave l'e�et séulaire de J2 sur le petit satellite et son perturbateurMiranda : il sera noté par ARTBPJ2
pour � Averaged Restrited Three BodyProblem with J2 �. Le modèle est onstruit par étapes en ajoutant haque per-turbation souhaitée l'une après l'autre. Les termes de ourtes périodes serontensuite moyennés pour ne onserver que les termes séulaires et résonants.Considérons don la dynamique du système omme dérite par les équationsdu mouvement de l'Hamiltonien autonome à N degrés de liberté H(q,p) (voire.g. Carletti [2007℄) :















dqi
dt

=
∂H
∂pi

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,

(3.1)où le ouple (q,p) = (qi, pi)i=1:N , reprenant les N oordonnées qi et momentsonjugués pi, dé�nit l'espae de phase du système. Le système d'équations(3.1) est elui d'Hamilton-Jaobi. Par un hoix de variables (Q,P) judiieux,et Hamiltonien H s'érit sous la forme :
H(Q,P) = H0(P) + V(Q,P) , (3.2)où H0(P) est un problème intégrable, perturbé par la partie V(Q,P) de l'Ha-miltonien. Dans e travail, les nouvelles variables (Q,P) véri�eront la relation :

P Q̇ = p q̇ , (3.3)impliquant leur anoniité.3.1.1 Problème à 2 orpsL'Hamiltonien H2B du problème des 2 orps, dérivant le mouvement ke-plerien d'un satellite autour de sa planète est donné par l'énergie totale dusystème et s'érit :
H2B = − µ

2a
, (3.4)ave µ = G(m0 +m) où la masse m du satellite est négligée par rapport à lamasse du orps entral. Les éléments elliptiques ne formant pas un ensemble devariables anoniques, les éléments de Delaunay (l, g, h, L,G,H) sont introduits.Ils sont dé�nis par :

l L =
√
µa

g G =
√

µa(1− e2)

h H =
√

µa (1− e2) cos I,

(3.5)



30 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Mirandaoù l est l'anomalie moyenne, g l'argument du périentre et h la longitude dun÷ud asendant. L'Hamiltonien du problème des 2 orps (3.4) exprimé dansles variables (3.5) est donné par :
H2B = − µ2

2L2
. (3.6)E�et séulaire de l'aplatissement sur le satelliteL'étape suivante est l'introdution de la perturbation résultante de l'apla-tissement de la planète sur le petit orps. Considérant le potentiel (2.11) ave

J4 = 0, la perturbation séulaire due à l'aplatissement de la planète sur le petitsatellite est donnée notamment par Duriez [2002℄ :
HJ2

= −µ J2
R2

p

a3

(

1

2
− 3

4
sin2 I

)

(1 − e2)−3/2, (3.7)qui, exprimée dans les variables (3.5), donne la formulation suivante pour HJ2
:

HJ2
=
µ4 J2 R

2
p

4L3G3

(

1− 3
H2

G2

)

. (3.8)Considérant les équations (3.6) et (3.8), le problème séulaire à 2 orps oùle petit satellite est perturbé par l'aplatissement de la planète est donné par :
H = H2B +HJ2

= − µ2

2L2
+
µ4 J2 R

2
p

4 L3G3
−

3µ4 J2 R
2
p

4 L3 G5
H2, (3.9)où, par les équations d'Hamilton-Jaobi (3.1), l'évolution des angles en fontiondu temps est donnée par :

l̇ =
µ2

L3
− 3

4
µ4 J2 R

2
p

1

L4 G3

(

− 1 + 3
H2

G2

)

ġ =
3

4
µ4 J2 R

2
p

1

L3 G4

(

− 1 + 5
H2

G2

)

ḣ = −3

2
µ4 J2 R

2
p

H

L3 G5
.Dans le as de petites exentriités e et inlinaisons I, les moments de Delau-nay (3.5) sont quasi équivalents. Pour ontourner et inonvénient, on introduitles éléments de Delaunay modi�és (λ, p, q, L, P,Q) : ils sont des ombinaisonslinéaires des éléments de Delaunay (3.5) et sont dé�nis par :

λ = l + g + h L =
√
µa

p = −g − h P = L−G =
√
µa (1−

√
1− e2)

q = −h Q = G−H =
√

µa (1 − e2) (1 − cos I),

(3.10)



3.1 Modèle 31où p et q sont les opposés des longitudes du périentre et du n÷ud asendantrespetivement. Dans es variables (3.10), l'expression de l'Hamiltonien (3.9)est :
H = − µ2

2L2
+

µ4 J2R
2
p

4 L3 (L − P )3
− 3

4
µ4 J2R

2
p

L3 (L− P )5
(L− P −Q)2 , (3.11)dont les équations du mouvement assoiées donnent les variations des anglesvia les équations d'Hamilton-Jaobi (3.1) :

λ̇ =
µ2

L3
+

3

4
µ4 J2R

2
p

1

L4G6

(

−G3 + 3GH2 −G2L+ 5H2L− 2GHL

)

ṗ = −3

4
µ4 J2 R2

p

1

L3G4

(

− 1− 2
H

G
+ 5

H2

G2

)

q̇ =
3

2
µ4 J2 R2

p

H

L3G5
, (3.12)où H = L−P −Q et G = L−P . Par la première équation de (3.12), le moyenmouvement du satellite est exprimé omme :
λ̇ = n0 + n1,

n0 étant le moyen mouvement perturbé par n1, l'e�et séulaire de l'aplatisse-ment d'Uranus.3.1.2 Perturbation du troisième orpsLa perturbation du troisième orps est donnée via le potentiel perturba-teur (2.3), dérit au hapitre 2 où les variables indiées i sont elles du petitsatellite, et, elles indiées j, elles du orps perturbateur. Dans le as du pro-blème des 3 orps restreint, les variables liées au perturbateur seront di�éren-iées de elles liées au petit orps par le symbole � ′ � pour le perturbateur.Cette notation est de mise dans l'ensemble du hapitre. On notera don lesveteurs positions ri = r et rj = r′ pour le petit satellite et le troisième orpsrespetivement. La masse du orps perturbateur mj sera dès lors notée m′.La distane rij = ||r′ − r|| entre les deux satellites est développée en poly-n�mes de Legendre Pl. Le potentiel perturbateur pour le troisième orps s'éritalors :
V3b = −Gm′

r′

∞
∑

l=2

(

r

r′

)l

Pl(cosβ) ave r << r′ ,où le produit salaire est érit omme r · r′ = rr′ cosβ. Cette perturbation estdéveloppée en séries en exentriités et inlinaisons en utilisant ii les formula-tions de Murray et Dermott [1999℄ :
V3b = −Gm′

∑

l,...,l6

S(l)(a, a
′, e, e′, I, I ′) cos(κ) , (3.13)



32 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Mirandaoù
κ = l1λ

′ + l2λ+ l3̟
′ + l4̟ + l5Ω

′ + l6Ω , (3.14)où li i = 1 : 6 sont des entiers tels que
6

∑

i=1

li = 0 , (3.15)ette dernière expression étant la aratéristique de d'Alembert.L'expression du potentiel perturbateur V3b est ensuite réérite dans les va-riables de Delaunay modi�ées (3.10) :
V3b = V3b(λ, p, q, L, P,Q, λ

′, p′, q′, L′, P ′, Q′) , (3.16)l'ensemble de variables (λ′, p′, q′, L′, P ′, Q′) étant assoié au perturbateur.E�et séulaire de l'aplatissement sur le perturbateurLe oe�ient J2, par son e�et sur les vitesses de préession des orbites, tendà éarter les résonanes les unes des autres. Il est don néessaire de onsidérerson e�et séulaire sur le orps perturbateur aussi.Dans un problème des 3 orps restreint, le petit satellite n'a auun e�et sur leperturbateur : l'orbite externe est dès lors �xée et les moments (L′, Q′, P ′) sontdes onstantes du mouvement. Les angles assoiés (λ′, p′, q′) sont des fontionslinéaires du temps et leurs expressions sont données par (3.12) ave des variablesprimées pour l'orbite du perturbateur. On note en partiulier :
λ̇′ = n′

0 + n′
1 = n′

ṗ′ = np′

q̇′ = nq′ , (3.17)
n′, np′ et nq′ étant des onstantes. L'e�et du J2 sur le satellite perturbateur estontenu dans les expressions de n′

1, np′ et nq′ . Le potentiel perturbateur (3.16)est dépendant du temps t au travers de es trois angles λ′, p′ et q′. On ajoutedon t omme variable. Le potentiel perturbateur (3.16) s'érit omme :
V3b = V3b(λ, p, q, L, P,Q, t) .Cette dernière expression est ajoutée à l'Hamiltonien (3.11) :

H = − µ2

2L2
+

µ4 J2 R
2
p

4 L3 (L− P )3
− 3

4
µ4

J2 R
2
p

L3 (L− P )5
(L − P −Q)2

+ V3b(λ, p, q, L, P,Q, t) + Λ , (3.18)où Λ est le moment assoié à la variable t. Pour résumer, le premier termeest le problème des 2 orps lassique, le seond et le troisième termes sont les



3.1 Modèle 33perturbations séulaires de l'aplatissement d'Uranus sur le petit satellite et lesdeux derniers termes sont assoiés à l'introdution du troisième orps, lui-mêmeperturbé par l'aplatissement de la planète.3.1.3 Hamiltonien résonantPour examiner la résonane en moyen mouvement 3 : 1 entre un petitsatellite et son perturbateur, la ombinaison résonante exate :
Φ = λ− 3λ′est onsidérée et, après la moyennisation sur les ourtes périodes λ′, les deuxangles dépendants du n÷ud (−q) et du périentre (−p) du petit satellite sontdé�nis :

σ = −Φ/2 + p P
τ = −Φ/2 + q Q

Φ/2 = ϕ M̃ = 2L+ P +Q
t Γ = 3n′L+ Λ ,

(3.19)où on note le lien ave les angles résonants présentés en introdution (1.1),
σ = − 1

2θ6 et τ = − 1
2θ1. Ce nouveau jeu de variables (3.19) dé�nit un ensembleanonique selon la loi (3.3). Le moment M̃ = M̃0+ m̃ où M̃0 est une onstanteà déterminer plus tard et m̃ est une petite quantité. Le moment L est érit :

L =
1

2
(M̃0 + m̃− (P +Q)) , (3.20)où les moments P et Q sont petits pour des petites exentriités et inlinaisons.Par le remplaement du moment L, et après le développement au seond ordreen puissanes de m̃

M̃0

, la partie keplerienne de (3.18) se réérit par :
− µ2

2L2
=

4µ2

M̃3
0

(m̃− (P +Q))− 6µ2

M̃4
O

(m̃− (P +Q))2 . (3.21)Le proessus est identique pour le seond et le troisième termes de (3.18) qui,après le remplaement du moment L (3.20) et le développement en séries enpuissanes de m̃
M̃0

au premier ordre, sont approhés par :
µ4 J2 R

2
e

4 L3 (L− P )3
− 3

4
µ4 J2 R

2
e

L3 (L− P )5
(L− P −Q)2 =

192µ4J2R
2
e

M̃7
0

(m̃− 2P ) .(3.22)Par les équations (3.21) et (3.22), l'Hamiltonien tronqué (3.18) est rééritpar :
H =

[

4µ2

M̃3
0

− 3n′

2

]

(m̃− (P +Q))− 6µ2

M̃4
0

(m̃− (P +Q))2

+
192 µ4 J2 R

2
p

M̃7
0

(m̃− 2P )

+ V3b(σ, τ, ϕ, P,Q, m̃, t) + Γ , (3.23)



34 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Mirandaoù, dans le nouvel ensemble de variables (3.19), la première partie de l'Hamilto-nien est le problème des 2 orps, la seonde partie est l'e�et de l'aplatissementde la planète sur le petit satellite et la dernière est le potentiel perturbateur.Notons que l'expression de la perturbation due à l'aplatissement est en aordave l'Hamiltonien (4) dans Moons et Henrard [1994℄ dans le as de P = 0.Comme il n'y a pas de dépendane en moment Q dans la seonde partie del'Hamiltonien (3.23), l'expression de la perturbation ausée par l'aplatissementpourrait suggérer que l'aplatissement de la planète agit seulement sur l'ex-entriité de l'orbite du perturbateur. L'e�et sur l'inlinaison de l'orbite estependant ontenu dans le terme orretif apparaissant dans la dé�nition de n′dans le premier terme de l'Hamiltonien (3.23).Dans le as d'une résonane en moyen mouvement 3 : 1, il n'existe auunouplage résonant entre les résonanes en inlinaison et en exentriité au se-ond degré [Tittemore et Wisdom, 1988; Malhotra et Dermott, 1990℄. En e�et,le développement du potentiel perturbateur (3.16) au seond ordre en exen-triité et en inlinaison ne dispose d'auune ombinaison ouplée (voir e.g. ledéveloppement donné dans Murray et Dermott [1999℄ et le hapitre 4 pour plusde détails).L'Hamiltonien (3.23) dispose de 4 degrés de liberté : le déouplage en unas exentrique et un as inliné permet l'étude d'un Hamiltonien ave deuxdegrés de liberté et, ensuite, la simpli�ation vers un seul degré de liberté parl'introdution de variables angle-ation.3.1.4 Cas irulaire inlinéUne nouvelle transformation anonique est introduite onsidérant le n÷ud
(−q′) et le périentre (−p′) du perturbateur :

σ P
τ Q
ρ = ϕ− q′ m̃

ν = p′ Γ′ =
Γ+nq′ m̃

np′
,

(3.24)où les expressions nq′ et np′ sont dé�nies par les équations du mouvementdu perturbateur (3.17). On note le lien ave les angles résonants présentésen introdution (1.1), ρ = − 1
2θ3. Le moment Γ′ est obtenu par la relationanonique suivant la loi (3.3) :

dϕ m̃+ dt Γ = dρ m̃+ dν Γ′

= dϕ m̃− dq′ m̃+ dp′ Γ′

= dϕ m̃− nq′ dt m̃+ np′ dt Γ′ ,



3.1 Modèle 35L'Hamiltonien (3.23) s'érit alors sous la forme :
H =

[

4µ2

M̃3
0

− 3n′

2

]

(m̃− (P +Q))− 6µ2

M̃4
0

(m̃− (P +Q))2

+
192 µ4 J2 R

2
p

M̃7
0

(m̃− 2P )

+ V3b(σ, τ, ρ, ν, P,Q, m̃) + np′Γ′ − nq′m̃ . (3.25)Suivant Moons et Henrard [1994℄, la onstante M̃0 est hoisie de telle ma-nière que le premier terme de l'Hamiltonien (3.25) soit égal à zéro. On obtientla relation :
4µ2

M̃3
0

=
3

2
n′ . (3.26)La onstante M̃0 donne la distane à la résonane exate dans le as d'un pro-blème inliné.Pour étudier le problème inliné, nous hoisissons le moment P = 0 etl'angle assoié σ disparait. La variable ν disparait également et le moment Γ′est onstant. L'Hamiltonien (3.25) est simpli�é par :

H = −6µ2

M̃4
0

(m̃−Q)2 + (CJ2
− nq′) m̃+ V3b(τ, ρ,Q) , (3.27)où

CJ2
=

192 µ4 J2 R
2
p

M̃7
0

. (3.28)Le potentiel perturbateur V3b est lassiquement développé en série du seonddegré en inlinaisons. On érit :
V3b = ǫ1

√

2Q cos(τ + ρ) + ǫ2
√

2Q cos(τ − ρ)

+ ǫ3 2Q cos 2τ + ǫ4 cos 2ρ ,où les valeurs de ǫi, i = 1 : 4 sont évaluées en m̃ = 0 (i.e. M̃ = M̃0). Seulsles termes à longues périodes assoiés à la résonane I2 de l'Hamiltonien (3.27)sont séletionnés et l'Hamiltonien résonant s'érit omme :
H0 =

12µ2m̃

M̃4
0

Q − 6µ2

M̃4
0

Q2 + ǫ3 2Q cos 2τ

= A Q+B Q2 + ǫ3 2Q cos 2τ , (3.29)et se réfère au problème intégrable (3.2).L'Hamiltonien (3.29) dérit un modèle permettant d'étudier une résonanede seond ordre de manière simpli�ée [Lemaitre, 1984℄. En e�et, en e�etuant



36 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Mirandale hangement de variables par une mise à l'éhelle du moment Q, on dé�nit[Lemaitre, 1984℄ :
R =

|B|
4 |ǫ3|

Q , (3.30)
t′ = 2 |ǫ3| t,ave le nouvel angle assoié au moment R :

r = sign(B) τ si B ǫ3 > 0 (3.31)
= sign(B) τ +

π

2
si B ǫ3 < 0 . (3.32)Les interprétations de es paramètres sont données en détails par Lemaitre[1984℄. L'Hamiltonien (3.29), après le hangement d'éhelle, est érit par :

H0i = 2 R2 − (2δ + 1) R+R cos 2r , (3.33)ave
δ = −1

2

[

1 +
A

2|ǫ3|
sign(B)

]

.Utilisant les oordonnées artésiennes :
x =

√
2R cos r

y =
√
2R sin r,l'Hamiltonien (3.33) est érit sous la forme :

H0i =
1

2

(

(x2 + y2)2 − (2δ + 1) (x2 + y2) + (x2 − y2)

)

. (3.34)Cet Hamiltonien a l'avantage d'être sans dimension puisqu'il est indépendantdes unités du problème. Toute l'information est ontenue dans le paramètre δ.L'intégration des équations du mouvement pour des valeurs �xées de δ per-met de retrouver les espaes de phase typiques dans le as d'une résonane deseond ordre. Ces espaes de phase pour six valeurs de δ sont représentés dansla �gure 3.1 : on y distingue les zones de irulation et les zones de libration.Pour des valeurs �xées de δ < −0.5 (Figures (a) et (b)), on observe un seuléquilibre stable. La on�guration passe ensuite à deux équilibres stables et uninstable, e dernier étant assoié à l'apparition d'une ourbe ritique, aussi ap-pelée asymptotique, délimitant deux zones de résonanes (). La valeur de δaugmentant, l'ensemble évolue ensuite vers un espae de phase à 5 équilibres((d),(e),(f)). Les expressions analytiques de es équilibres ave leurs onditionsd'existene sont données par :
(x, y) =







(0, 0) si δ ∈ IR
(0,±

√
δ + 1) si δ ≥ −1

(±
√
δ, 0) si δ ≥ 0 ,

(3.35)
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Figure 3.1 � Espaes de phase pour une résonane de seond ordre etpour des valeurs typiques du paramètre δ dans le plan artésien (x, y).Pour les graphiques (a), (b), (), (d), (e) et (f), les valeurs de δ sont
{−1.5;−1;−0.5; 0; 0.5; 1.5} respetivement. Les ourbes en vert dé�nissent desorbites en irulation, elles en bleu des orbites en libration. La ourbe ritiqueest représentée en rouge.



38 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Mirandale premier équilibre étant stable pour δ < −1 et δ > 0. Dans les onditionsd'existene préitées, les équilibres donnés par la deuxième expression sonttoujours stables et eux de la troisième expression ne le sont jamais.3.1.5 Cas exentrique planPour le as exentrique plan, l'argument résonant dépend des périentres etnotamment elui du perturbateur (−p′). Cet angle est obtenu par ombinaisonlinéaire des deux angles ν et ρ (3.24) :
η = ϕ− p′

= ρ+ q′ − ν

= ρ+ (s− 1) p′ + Cste . (3.36)ave s = nq′/np′ = dq′/dp′ donnés par les dé�nitions (3.17) et où nous utili-sons la relation de anoniité (3.3). On note le lien ave les angles résonantsprésentés en introdution (1.1), η = − 1
2θ4. Cet angle η est assoié au moment

Γ′′ = Γ′ − (s− 1) m̃.Dans le but de préserver la formulation de l'Hamiltonien dans les deuxas, et ainsi d'avoir une approhe homogène des deux problèmes, on proède àune translation dans le premier terme de l'Hamiltonien (3.23) et don dans ladé�nition de la onstante M̃0, soit :
CJ2

(m̃− 2P ) = 2 CJ2
(m̃− P )− m̃ CJ2

,où CJ2
est dé�ni par (3.28). L'Hamiltonien (3.23) s'érit :
H =

[

4µ2

M̃3
0

− 3n′

2

]

(m̃− (P +Q))− 6µ2

M̃4
0

(m̃− (P +Q))2

+ 2 CJ2
(m̃− P )− CJ2

m̃

+ R(σ, τ, η, ν, P,Q, m̃) + np′ (Γ′′ + (s− 1) m̃)− nq′ m̃ . (3.37)Pour étudier le problème exentrique, nous hoisissons le moment Q = 0 etl'angle assoié τ disparait. La variable ν disparait également et le moment Γ′′est onstant. Le dernier Hamiltonien (3.37) est simpli�é par :
H =

[

4µ2

M̃3
0

− 3n′

2
+ 2 CJ2

]

(m̃− P )− 6µ2

M̃4
0

(m̃− P )2

+ (−CJ2
− np′)m̃+ V3b(τ, η, P ) , (3.38)où V3b est développé lassiquement au seond degré en exentriités et est érit :

V3b = ǫ1
√
2P cos(σ + ν) + ǫ2

√
2P cos(σ − ν)

+ ǫ3 2P cos 2σ + ǫ4 cos 2ν , (3.39)



3.2 Hamiltonien résonant sans dimension 39les valeurs de ǫi étant évaluées en m̃ = 0 (i.e. M̃ = M̃0). Suivant Moons etHenrard [1994℄, la onstante M̃0 est hoisie de telle manière que le premierterme de l'Hamiltonien (3.38) soit nul. On obtient la relation :
4µ2

M̃3
0

=
3n′

2
− 2 CJ2

, (3.40)
M̃0 étant obtenu numériquement omme l'unique raine réelle de ette der-nière équation. Les deux expressions analytiques de M̃0 (3.26) et (3.40) sontdi�érentes selon le as étudié et donnent deux distanes di�érentes à la réso-nane exate dans le as du problème inliné (angles résonants dépendants desn÷uds) ou dans le as du problème exentrique (angles résonants dépendantsdes périentres). Une erreur numérique sur e paramètre M̃0 entrainerait donun déalage sur l'emplaement de la résonane. La forme �nale de l'Hamiltoniendans le problème exentrique est donnée par :

H = −6µ2

M̃4
0

(m̃− P )2 + (−CJ2
− np′) m̃+ V3b(τ, η, P ) , (3.41)la prinipale di�érene ave le as inliné (3.27) étant la dé�nition de la onstante

M̃0 qui plae les résonanes agissant sur les inlinaisons ou les exentriités aubon endroit. L'Hamiltonien résonant est obtenu de la même manière que dansle as inliné :
H0 =

12µ2m̃

M̃4
0

P − 6µ2

M̃4
0

P 2 + ǫ3 2P cos 2σ

= A P +B P 2 + ǫ3 2P cos 2σ . (3.42)Ce dernier Hamiltonien a exatement la même formulation que dans le asinliné. Une mise à l'éhelle similaire que dans les équations (3.30) à (3.32)est utilisée a�n d'obtenir la forme sans dimension de l'Hamiltonien dans lesvariables exentriques (τ, η, P ). Celui-i s'érit omme :
H0e = 2 R2 − (2δ + 1) R+R cos 2r , (3.43)ave R = |B|

4 |ǫ3| P .3.2 Hamiltonien résonant sans dimension3.2.1 Fréquene de librationÉtant donnée la formulation homogène des Hamiltoniens sans dimension
H0i (3.33) et H0e (3.43), l'étude détaillée de eux-i est e�etuée sans regarders'il s'agit du as inliné ou exentrique puisque, dans haun d'eux, l'expres-sion de l'Hamiltonien H résonant sans dimension est donnée en oordonnées
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H0 =

1

2

(

(x2 + y2)2 − (2δ + 1) (x2 + y2) + (x2 − y2)

)

. (3.44)Cet Hamiltonien à un degré de liberté peut être analysé en détails (Lemaitre[1984℄), et ses équilibres exprimés analytiquement. Les équilibres stables sontdé�nis par (3.35).L'Hamiltonien artésien (3.44) est développé au seond ordre autour dehaque équilibre stable (xe, ye), a�n d'obtenir une approximation d'un osilla-teur linéaire. Introduisant un ensemble de variables loales angle-ation (J,Ψ)par :
x = xe +

√
2J cosΨ

y = ye +
√
2J sinΨ ,la fréquene de libration Ψ̇ à l'équilibre (orrespondant à J = 0) est aluléeet, par là même, la période de libration P orrespondante. Les résultats sontprésentés dans la Table 3.1 pour les deux équilibres et ont été véri�és parintégration numérique de l'Hamiltonien (3.44).Table 3.1 � Expressions analytiques pour les périodes de libration P évaluéespour δ = 0.5, dans les unités de temps du modèle sans dimension.Équilibre Fréquene Période P pour δ = 0.5

(0, 0) π
√
δ

δ
√
δ+1

3.6276

(0,
√
δ + 1) π√

2 (δ+1)
1.81383.2.2 DissipationUn des avantages du modèle de résonane dérit préédemment est l'intro-dution aisée d'un e�et dissipatif, par l'introdution d'une lente variation entemps du paramètre δ. Par la théorie de l'invariant adiabatique [Henrard, 1982℄,si ette variation est su�samment lente, l'aire sous-tendue par une ourbe estquasi préservée au ours du temps à moins qu'elle ne renontre une séparatrie.Le diagramme d'aire permet d'étudier di�érents sénarios dissipatifs et lepassage résultant d'une trajetoire d'une zone aratéristique à l'autre. Onutilise l'index d'aire Θ qui dé�nit les valeurs des aires à l'intérieur de ourbes
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A1 et A2 dites ritiques et dont les expressions analytiques sont données pourun modèle de résonane d'ordre 2 par Lemaitre [1984℄ :si −1 ≤ δ ≤ 0

{

A1(δ) = 0

A2(δ) = (2δ + 1) (π − arccos(2δ + 1)) + 2
√

−δ (δ + 1) ,si δ ≥ 0















A1(δ) = (2δ + 1)

(

π

2
− arcsin

1√
2δ + 1

)

±
√
2R

A2(δ) = (2δ + 1)

(

π

2
+ arcsin

1√
2δ + 1

)

∓
√
2R .Ces ourbes, représentées en traits pleins dans la �gure 3.2 (a), délimitent leszones interne (I), résonante (R) et externe (E).Le paramètre δ est dépendant du temps au travers de M̃0 présent dans lesoe�ients A, B et ǫ3 pour les modèles exentrique et inliné. La apture dansla résonane (ou le saut au-dessus de la résonane) dépend essentiellement dusigne de δ̇.Dans le as d'un δ déroissant, di�érents shémas sont possibles : ils sontillustrés à la �gure 3.2. On observe, dans le as (b), une ondition initiale dansla zone de résonane (en vert). L'orbite évolue en zone résonante jusqu'à ren-ontrer la séparatrie : elle évolue ensuite dans la zone externe (parours vertdans la �gure 3.2 (a)). Dans le as (), une ondition initiale est hoisie dansla zone interne (en rouge). Ave la dissipation, l'aire sous-tendue osille de ma-nière quasi onstante, jusqu'à renontrer la séparatrie. On observe alors unsaut sans apture vers la zone externe (parours rouge dans la �gure 3.2 (a)).Ce saut est aratérisé par une augmentation en I ou e en fontion de l'anglerenontré. Un dernier sénario (d) onsiste à onsidérer une ondition initialedans la zone externe (en bleu). Ave la dissipation, elle-i reste en zone exté-rieure (parours bleu dans la �gure 3.2 (a)).En partiulier, le sénario () représenté en rouge à la �gure 3.2 sera étudiédans le as de Cressida et Desdémone dans la setion 3.5.
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Figure 3.2 � Di�érents shémas d'évolution d'orbite lorsque δ est déroissant.La �gure (a) est le diagramme d'aire dans lequel on peut suivre la trajetoiredissipative lorsqu'elle évolue d'une zone résonante (R) vers une zone externe(E) (b), d'une zone interne (I) vers une zone externe () et en�n, lorsque l'orbiteest déjà en zone externe (d). Les ouleurs dans les graphiques (b), () et (d)représentent la ondition initiale et le début de l'évolution de l'orbite.3.3 Résonane interne 3 : 1 ave Miranda : Cres-sida ou Desdémone3.3.1 Modèle ARTBPJ2
appliqué à MirandaPour le as inliné, les expressions analytiques et numériques de A, B et

ǫ3 données dans (3.29) ont été validées ave elles présentées par Henrard etSato [1990℄ sur le problème de la résonane en moyen mouvement 3 : 1 entreMiranda et Umbriel, utilisant les mêmes unités, hoisissant la onstante gravi-tationnelle G égale à 1. La somme des masses m0+m′ et le moyen mouvementdu perturbateur n′
0 sont égaux à 1.



3.3 Résonane interne 3 : 1 ave Miranda : Cressida ou Desdémone 43Pour le as de Cressida ou Desdémone, Miranda joue le r�le du perturba-teur ; utilisant les mêmes unités, les oe�ients dans le as inliné ont ommevaleurs A = 3.6103 10−7, B = −1.6234 et ǫ3 = −9.0258 10−8 à la résonaneexate. Ces oe�ients ont été alulés en onsidérant les paramètres donnéspar la base de données du JPL. Notons la petite valeur de ǫ3 indiquant une réso-nane très étroite : e paramètre dépend essentiellement du rapport de massesentre le perturbateur (Miranda) et la planète (Uranus).Dans le as exentrique, les oe�ients présents dans (3.42) ont omme va-leurs A = −3.5879 10−16, B = −1.6158 et ǫ3 = −6.5549 10−7, où les unités sonthoisies de la même manière que dans le as inliné et les valeurs numériquessont de nouveau elles de la base de données du JPL.3.3.2 Loalisation des résonanesL'aplatissement de la planète a un e�et sur les vitesses des n÷uds des sa-tellites prinipaux et don sur la loalisation des résonanes : il tend à séparerles résonanes. Cependant, omme spéi�é au hapitre 1, dans le as du sys-tème uranien, le paramètre J2 = 0.0033 est petit [Dermott, 1984; Tittemore etWisdom, 1988℄ par omparaison ave elui alulé pour Jupiter (J2 = 0.015) etSaturne (J2 = 0.016). Par onséquent, les résonanes ne sont pas bien séparéeset ne peuvent être onsidérées omme isolées dans le as de grandes inlinai-sons/exentriités. Nous verrons notamment au hapitre 4 que la proximitédes résonanes entraine une superposition des séparatries haotiques lorsquel'inlinaison est élevée. Les phénomènes dynamiques sous-jaents à ette proxi-mité entre résonanes dans le système uranien ont également été présentés parMoons et Henrard [1994℄.Par le modèle ARTBPJ2
, nous loalisons di�érents arguments résonantsprohes de la résonane exate en moyen mouvement 3 : 1 ave Miranda, l'uneen inlinaison (dépendante du n÷ud du petit satellite) et l'autre en exentriité(dépendante du périentre du petit satellite). Ils orrespondent aux angles τ et

σ :
τ =

1

2
(3λ′ − λ+ 2q)

σ =
1

2
(3λ′ − λ+ 2p) ,ave l'e�et de l'aplatissement de la planète présent dans la vitesse du n÷ud

(−q) et du périentre (−p).



44 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-MirandaPour e faire, l'énergie de la ourbe ritique est alulée à l'équilibre parti-ulier (xeq, yeq) = (0, 0) (symbole  dans la �gure 3.3). Cette énergie a la mêmevaleur tout au long de la ourbe ritique et, en partiulier, lorsque y =
√
2R(symboles � dans la �gure 3.3). On obtient la relation :

y4 − (2δ + 1) y2 + δ2 = 0 .Les solutions de ette équation biarrée permettent d'obtenir, par la relation
y =

√
2R, les expressions suivantes :

R =
1

2

(

(δ + 1)±
√
1 + 2δ

)

. (3.45)

Figure 3.3 � Espae de phase dans le plan (X,Y ) ave δ = 1.5. L'énergie estalulée à l'équilibre (xeq, yeq) = (0, 0) (symbole  ). Cette énergie est la mêmetout au long de la ourbe ritique et, en partiulier, en y =
√
2R (symboles �).Par la relation (3.45), on loalise es deux résonanes dans les plans (a, I)et (a, e), respetivement, pour une éhelle de valeurs de m̃, grâe aux formules,dans le as inliné,

a =
(m̃+ M̃0 −Q)2

4µ

I = arccos

(

1− 2Q

m̃+ M̃0 −Q

)

,

(3.46)et dans le as exentrique,
a =

(m̃+ M̃0 − P )2

4µ

e =

√

2
P

L
−
(

P

L

)2

.

(3.47)



3.3 Résonane interne 3 : 1 ave Miranda : Cressida ou Desdémone 45Le résultat est représenté à la �gure 3.4 : les deux formes en V pour les angles
τ et σ du petit satellite y sont représentées, la ourbe pointillée étant assoiéeà l'axe des ordonnées de gauhe et représentant les variations en exentriité.La ourbe pleine est assoiée à l'axe des ordonnées de droite et représente lesvariations en inlinaison.La di�érene entre le graphique du haut (a) et elui du bas (b) est l'ajoutdans (b) de la perturbation due à l'aplatissement sur le petit satellite et sonperturbateur, la forme en V sans et e�et étant onservée dans le graphique(b) pour omparaison. On y observe la séparation des résonanes lorsque J2est ajouté. Cependant, ette séparation reste petite du fait du faible rapportde masses entre Miranda et Uranus : la séparation entre les deux V extérieursest de 143 km.

Figure 3.4 � Loalisation des angles résonants τ = 1
2 (3λ′ − λ + 2q) et σ =

1
2 (3λ′ − λ + 2p). Les ourbes pointillées sont assoiées à l'axe gauhe desordonnées Y et représentent les variations en exentriité. Les ourbes pleinessont assoiées à l'axe Y de droite et représentent les variations en inlinaison.Le graphique (a) ne onsidère auun e�et d'aplatissement : les angles résonantssont tous situés à la résonane exate. Dans le graphique (b), la forme en Và gauhe donne la position de la résonane en inlinaison, tandis que elui àdroite donne elle en exentriité lorsque l'e�et du J2 est onsidéré sur les orps.Le V de la résonane exate est onservé pour omparaison.



46 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-Miranda3.4 Simulations 3 orpsComme signalé dans l'introdution, de nombreuses études se sont penhéessur l'expliation de la haute inlinaison de Miranda (I ′ = 4.338◦). Il est vraique ette partiularité à elle seule pose question sur l'évolution dynamique dusystème : elle sera longuement abordée dans le hapitre 4. De par ette partiu-larité et pare que les formulations des Hamiltoniens dans les deux as étudiéspréédemment sont homogènes, nous présentons les résultats de la version in-linée du problème, appliquée au satellite intérieur Cressida. L'appliation dumodèle théorique au satellite Desdémone est équivalente, e satellite présentantdes éléments orbitaux semblables à eux de Cressida. L'analyse analytique dé-taillée est maintenant omparée ave une approhe numérique.

Figure 3.5 � Résultat des intégrations numériques dans le as d'un problèmedes 3 orps omplet, inliné. Les graphiques (a) et () présentent l'argumentrésonant de Cressida en irulation juste avant et juste après la renontre de larésonane respetivement. Le graphique (b) montre le même argument résonantdurant sa phase de libration. Prohe de la résonane, on observe une très longuepériode de l'argument de irulation, supérieure à 104 ans.



3.5 Cas dissipatif de marée 47Cette approhe numérique est e�etuée en omparant le modèleARTBPJ2ave les sorties des intégrations numériques des équations du mouvement enoordonnées artésiennes du problème des 3 orps omplet, dérites dans lehapitre 2. On intègre dès lors l'équation présentée à la sous-setion 2.2.6 ave
N = 3 puisque le système est omposé d'Uranus, de Miranda et de Cressida 1.L'intégrateur utilisé est l'ABM d'ordre 10, présenté au hapitre 2. La di�é-rene entre les deux modélisations réside dans le fait que le 3 orps modélisé àla sous-setion 2.2.6 n'est ni restreint, ni tronqué et ontient tous les élémentsà ourtes périodes qui ont été moyennés dans le modèle analytique.Les onditions initiales pour les éléments orbitaux des satellites intérieursdans les simulations numériques sont hoisies suivant la table présentée sur lesite du JPL résumée dans la table B.3. Les paramètres physiques omme lerayon des satellites, la masse d'Uranus, la valeur de J2 suivent les tables B.1 etB.2.La �gure 3.5 montre le résultat des intégrations numériques pour Cressidadans le as d'un problème des 3 orps inliné : dans le but d'optimiser notremodèle analytique, l'exentriité initiale du petit satellite est égale à zéro etnous onsidérons uniquement son inlinaison. L'évolution de l'angle τ (radians)en fontion du temps t (ans) est représentée dans trois as : les graphiques (a)et () représentent l'argument résonant juste avant et juste après la renontrede la résonane. Le graphique entral (b) montre le même angle résonant du-rant sa phase de libration. On observe une très longue période de l'argumentde irulation au-dessus de 104 ans lorsque la résonane est prohe.Le satellite intérieur Desdémone, aratérisé par de légers hangements dansles onditions initiales, présente le même type d'évolution.Cette longue période est retrouvée dans le modèle séulaire ARTBPJ2

:dans le as de l'exemple présenté dans la �gure 3.5, la période autour de l'équi-libre (0, 0) obtenue analytiquement (f. Table 3.1) est de 3.6276 UT, orrespon-dante à une valeur de 12 325 ans, après adaptation de l'unité de temps : l'ap-proximation analytique ARTBPJ2
, bien que simpli�ée et moyennée, onservedes informations inhérentes du système omplet, e qui met en avant son utilité.3.5 Cas dissipatif de maréeL'e�et dissipatif onsidéré est induit par les marées sur les deux satellites,Miranda et un petit satellite intérieur, quasi résonant (Cressida ou Desdémone).Comme expliqué préédemment, et e�et agit sur les demi-grands axes et/ousur les exentriités (f. Chapitre 2).1. Pour rappel, l'appliation à Desdémone est équivalente.



48 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-MirandaIl n'a ependant pas la même onséquene pour les deux satellites. Dans leas de Miranda, l'e�et est modélisé via les équations séulaires de Kaula (2.8).On suppose que le satellite est en rotation synhrone. Le nombre de Love k2et la fontion de dissipation Q sont onsidérés omme des onstantes �xées, lesvaleurs adéquates étant inonnues : dans le as de ette étude dynamique, lavaleur du rapport k2/Q n'est pas vraiment importante. Nous verrons (f. Cha-pitre 4) qu'elle peut être renforée pour augmenter la vitesse des intégrationsnumériques à ondition que les trajetoires restent adiabatiques. Nous hoisis-sons les valeurs (k2/Q)p = 5.2 10−4 et (k2/Q)s = 10−4. Le hoix de es valeursest expliité plus longuement dans le hapitre 4 à la setion 4.3.La perturbation ausée par les marées sur le demi-grand axe du petit satel-lite n'est pas la même que pour Miranda. Le petit satellite est à l'intérieur del'orbite synhrone et l'e�et de marée sur le demi-grand axe approhe le satellitede la planète, omme dérit notamment par Efroimsky et Lainey [2007℄ :
da

dt
= −3n

(

k2
Q

)

p

mR5
p

m0a4
, (3.48)qui est une version de l'équation en ȧ de Kaula (2.8) adaptée au as qui nousoupe.L'e�et de dissipation est ajouté dans le problème omplet à 3 orps et l'évo-lution de l'inlinaison I (deg) en fontion du temps t en années de Cressida estprésentée dans la �gure 3.6 (a) : l'évolution est régulière jusqu'au passage autravers de la résonane se traduisant par un saut en inlinaison. En partiulier,en séletionnant la région du passage au travers de la résonane (boite pointilléedans la �gure 3.6 (a)), on alule la valeur assoiée de δ en fontion du temps t(évolution en gris lair dans le graphique (b)). Nous notons la déroissane dee paramètre δ, on�rmant l'impossibilité de apture (f. Figure 3.2 (b)).Dans le as de ARTBPJ2

, les idées développées dans la sous-setion 3.2.2sont appliquées à l'e�et de marée en partiulier. Le fateur de dissipation estappliqué aux demi-grands axes des deux satellites, suivant les formulations deKaula (2.8) pour le perturbateur et (3.48) pour Cressida. La masse approhéede Cressida (f. Table B.1) a été supposée omme valeur de m dans le butde aluler la dissipation. Nous pouvons ensuite onsidérer et e�et dans lesbonnes unités (G = 1, n′ = 1) dans la formulation sans dimension. La valeurde (k2/Q)p = 8.95 10−4 a été légèrement modi�ée pour obtenir en moyenne lemême gradient que dans le modèle omplet pour l'évolution du paramètre δ enfontion du temps t (ourbe fonée dans le graphique de la �gure 3.6 (b)).
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Figure 3.6 � Shéma de dissipation pour l'évolution du satellite Cressida. Legraphique (a) est l'évolution de l'inlinaison de Cressida I (deg) en fontiondu temps t (ans) obtenue via l'intégration du problème omplet à 3 orps. Laboite pointillée séletionne la portion d'évolution ave laquelle on alule lavaleur de δ. Le graphique (b) présente l'évolution de δ en fontion du tempsdans le as d'une simulation à 3 orps (lignes gris lair) et son approximationmoyennée utilisée dans le modèle analytique (ligne fonée). Le graphique ()montre l'orbite ave l'e�et de dissipation résultante de l'intégration du modèleanalytique. Le graphique (d) montre l'évolution de l'inlinaison de Cressida I(deg) en fontion du temps t (ans), obtenue par le modèle analytique ARTBPJ2
.



50 Chapitre 3 : Résonane 3 : 1 Cressida-MirandaPratiquement, pour le as inliné, la dissipation de marée sur les demi-grands axes est introduite dans les moyens mouvements des satellites qui sontinsérés dans le paramètre M̃0, n'étant de e fait plus une onstante dans le asdissipatif :
˙̃M0 =

(−8µ2 (ṅ0
′ + ṅ1

′)3

81 (n′
0 + n′

1)
4

)1/3

.La variation du paramètre M̃0 dé�nit essentiellement la variation de δ.Le graphique () de la �gure 3.6 est l'orbite résultante de l'intégration deséquations artésiennes du mouvement de l'Hamiltonien (3.34). On y observel'évolution de l'orbite d'une zone interne vers une zone externe sans apturedans la résonane. Notons la onstane des aires interne et externe illustrantl'adiabatiité du mouvement. Le dernier graphique de l'évolution est l'inlinai-son de Cressida I (deg) en fontion du temps t (ans) obtenue ave la relation(3.46).Le graphique (a) de la �gure 3.6 montre une évolution possible de l'in-linaison de Cressida ave le modèle à 3 orps omplet. En hoisissant uneinlinaison initiale légèrement inférieure à l'inlinaison observée atuellement,on retrouve, après le passage dans la résonane, une inlinaison prohe de l'a-tuelle (I = 0.006◦). L'inlinaison dans le modèle simpli�é présente un saut eninlinaison à l'emplaement de la résonane mais dont la valeur absolue est plusélevée que dans le problème omplet. Cette valeur quantitative pour la saut im-porte peu puisque le modèle analytique onsiste en un Hamiltonien tronqué etmoyenné : on observe que le omportement qualitatif dans les deux approhesest similaires ave un passage abrupte d'une zone interne vers une zone externe,sans apture.Malgré une plus haute inlinaison pour Desdémone (I = 0.113◦), nous sup-posons une phase de transition dans l'évolution des deux satellites, Cressidaayant probablement déjà dépassé la résonane et Desdémone approhant laommensurabilité et passant au travers dans un futur prohe ave de petitesmodi�ations dans ses éléments orbitaux. L'éhelle de temps dépend des valeursdes rapports k2/Q liés à la dissipation de la planète et des satellites. L'inlinai-son plus élevée de Desdémone n'invalide pas e sénario puisqu'elle peut êtreexpliquée par des phénomènes de résonanes ave d'autres lunes dans le passédu satellite.3.6 Conlusions et perspetivesUne première approhe du problème des 3 orps, notée ARTBPJ2
est dé-veloppée dans e hapitre. Celle-i présente un modèle restreint et moyennéave un e�et séulaire de l'aplatissement de la planète sur un petit satellite



3.6 Conlusions et perspetives 51et son perturbateur. Ce modèle est introduit dans un as générique en forma-lisme Hamiltonien. La fontion Hamiltonienne assoiée au problème est ériteen termes de variables de Delaunay modi�ées et est déouplée en une versioninlinée ou exentrique dans le as de la résonane de seond ordre 3 : 1. Cetteapprohe lassique permet la rédution du nombre de degrés de liberté résul-tant en un Hamiltonien à 1 degré de liberté, érit en angle-ation. La période delibration de l'angle résonant est alors déterminée analytiquement. Le modèle derésonane d'ordre supérieur développé par Lemaitre [1984℄ est utilisé sur uneformulation homogène de l'Hamiltonien, et permet d'ajouter un e�et dissipatifde manière aisée.Ce modèle est ensuite appliqué aux satellites intérieurs d'Uranus a�n dedonner une expliation au positionnement de Cressida et Desdémone, prohesde la ommensurabilité 3 : 1 ave le satellite prinipal Miranda. Les informa-tions obtenues par le modèle analytique sont omparées ave suès aux résul-tats des intégrations numériques du problème des 3 orps omplet sur 12000ans. L'information préservée par le modèle analytique approhé est mise enexergue et reste ohérente ave l'approhe numérique du problème omplet :on détermine notamment une très longue période de l'argument résonant, del'ordre de 104 ans dans les deux as. Un sénario d'évolution dissipative, induitpar les marées, a montré une apture impossible dans la résonane 3 : 1 entreun petit satellite intérieur (Cressida ou Desdémone) et Miranda. L'hypothèsed'évolution passée de Cressida suppose dès lors un passage sans apture dansla zone de résonane 3 : 1, et un futur passage probable pour Desdémone impli-quant de légères modi�ations dans ses éléments orbitaux. Il semblerait donque la on�guration atuelle soit une phase de transition du système.Les perspetives à ette étude sont assez étroites dans l'état atuel deonnaissane du système intérieur d'Uranus : en e�et, les observations sontpeu nombreuses et ertaines d'entre-elles ne sont pas enore mises à disposi-tion de tous. De plus, e système est en onstante évolution. D'après Frenhet Showalter [2012℄, le système intérieur sera sujet à de nombreuses ollisionset ré-arétions dans un avenir prohe, l'analyse de la stabilité menant laire-ment à des roisements d'orbites et e, sous l'hypothèse d'un large panel demasses. L'indétermination sur les masses des satellites rend toute étude dy-namique inertaine. On pourrait, dans notre as, omplexi�er le modèle maisl'objetif développé ii est d'obtenir des informations inhérentes au système vial'approximation la plus poussée.Si le modèle restreint s'avère utile dans de nombreux as, l'hypothèse duorps de masse � nulle � ne peut ependant pas être posée dans tout pro-blème. Le problème omplet tient ompte des interations gravitationnellesentre haque orps massif et permet de onserver l'ensemble des fréquenes dusystème. L'apport de ette onservation de fréquenes est notamment abordédans le hapitre suivant onsaré à la dynamique des satellites prinipaux.





CHAPITRE 4

Résonance 3 : 1 Miranda-Umbriel

La mission spatiale Voyager 2, dans les années 80', amena beauoup denouvelles données et images, notamment sur le système uranien. S'en suivirentde nombreuses études dynamiques a�n d'expliquer, entre autres, les propriétésorbitales des satellites prinipaux [Dermott et al., 1988; Malhotra, 1988; Tit-temore et Wisdom, 1988, 1989, 1990; Malhotra et Dermott, 1990; Henrard etSato, 1990℄. Le prinipal résultat est une expliation de l'inlinaison élevée deMiranda (4.338◦) par une apture passée dans la résonane en moyen mouve-ment 3 : 1 ave Umbriel.Pour des satellites au-delà de l'orbite synhrone et sans forte dissipationinterne, les interations des marées ave Uranus poussent les satellites versl'extérieur (f. Setion 2.2.3), leur faisant renontrer des zones de résonanesorbitales. Une apture dans la résonane 3 : 1 ave Umbriel, et en partiulierla résonane I2, implique la hausse de l'inlinaison de Miranda, assoiée à uneamplitude de libration de plus en plus grande de l'argument résonant. La sor-tie de la résonane suit une apture dans une résonane seondaire 1. Les deuxsatellites reprennent alors leur évolution indépendamment l'un de l'autre.Ce sénario d'évolution a été testé et étudié intensément par les auteurs pré-ités. Je présente dans e hapitre une atualisation des résultats via des outilsnumériques modernes permettant d'étudier un problème omplet, ontenanttoutes les fréquenes. Cei mène à des résultats similaires et omplémentaires1. Par dé�nition, une résonane seondaire intervient lorsque l'argument en libration d'unerésonane primaire entre en résonane ave l'argument en irulation d'une résonane prohe.Les résonanes seondaires seront abordées en détails en �n de hapitre (f. Sous-setion4.3.3). 53



54 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielde eux élaborés il y a quelques années.Ce hapitre est divisé en plusieurs setions détaillant en premier lieu lesoutils utilisés. Vient ensuite la présentation du modèle moyenné utilisé dans lesréférenes [Dermott et al., 1988; Malhotra, 1988; Tittemore et Wisdom, 1989;Malhotra et Dermott, 1990; Tittemore et Wisdom, 1990℄. En�n, je présente lesrésultats obtenus pour le problème omplet ainsi qu'une double approhe desrésonanes seondaires. Suivant Henrard et Sato [1990℄, leur loalisation seraapprohée à l'équilibre via un modèle analytique des 3 orps restreint, modèleprésenté au hapitre 3 sur les satellites intérieurs mais appliqué dans e as ausystème Uranus-Miranda-Umbriel. Les fréquenes de libration seront dé�niti-vement déterminées par l'analyse en fréquenes.Je signale que ette approhe analytique ne fait pas partie de la publiationA numerial exploration of Miranda's dynamial history, son ontenu ayantposé problème au reviewer. Selon moi, notre divergene de points de vue estassoiée à la manière d'aborder le problème suivant deux éoles di�érentes. Jepense que, dans le adre de e travail, ette approhe vaut la peine d'être pré-sentée, d'autant plus qu'elle est liée au modèle préédemment développé dansle hapitre 3.Les onditions initiales de haque appliation numérique au problème des Norps seront, à moins d'être spéi�é autrement, elles dé�nies dans les tableauxB.1, B.2 et B.3 présentés en annexe B.4.1 StabilitéLa dynamique d'un système est liée au régime de stabilité ou de haos danslequel se trouve une orbite partiulière. Dans le adre d'un système de satellitesen résonane, une zone haotique est assoiée à la séparatrie et sépare les ré-gimes libratoire et irulatoire. Pour le système uranien, Tittemore et Wisdom[1988, 1989, 1990℄ présentent les espaes de phase des di�érents problèmes derésonane abordés sous la forme de surfaes de setion de Poinaré appliquéesà un Hamiltonien moyenné. Ils pointent l'évolution de la séparatrie haotiqueet des ilots de stabilité à des temps �xés de l'évolution. Je propose de revisi-ter ette approhe à l'aide d'un outil plus atuel : la stabilité dans le as duproblème omplet à N orps est étudiée au moyen d'un déteteur de haos.Nous verrons que ela apporte un nouvel élairage à l'étude et que, ombiné àd'autres méthodes, ela mène à de nouveaux résultats.Les déteteurs de haos permettent de déterminer la nature des orbites dansun système dynamique onservatif. Il en existe de plusieurs types : une familleregroupe les indiateurs de haos dits variationnels dont le prinipe réside en



4.1 Stabilité 55l'étude de la variation de veteur(s) de déviation, tandis qu'une seonde familleregroupe les indiateurs dits spetraux qui se basent sur la déomposition desmouvements du système dynamique selon des termes périodiques. Les deuxtypes sont abordés dans e travail : le déteteur de haos variationnel est lar-gement utilisé tandis que l'indiateur spetral joue un r�le de renforement desrésultats quand ela est néessaire.4.1.1 Indiateur variationnel : MEGNOUn outil utilisé pour l'étude de la stabilité du problème est le déteteur dehaos Mean Exponential Growth fator of Nearby Orbits (MEGNO). Élaborépar Cinotta et Simò [2000℄, il a été largement testé et utilisé dans di�érentsdomaines. Citons, sans exhaustivité, Go¹dziewski et al. [2001℄ ; Cinotta et al.[2003℄ ; Valk et al. [2009℄ ; Delsate [2011℄ ; Hubaux et al. [2013℄. Un grand avan-tage de et indiateur est sa dépendane en temps au travers d'un uniqueveteur de déviation, failitant sa mise en plae et son utilisation.Ma�one et al. [2011℄ omparent di�érents déteteurs de haos basés sur lesveteurs de déviation, omme par exemple l'indiateur de Lyapunov, le SmallerAlignment Index (SALI), le Fast Lyapunov Indiator (FLI), et. Ils examinentpour haun la possibilité de déterminer de manière e�ae et dé�nitive la na-ture haotique ou non des trajetoires dans le as de mappings sympletiques.Il en ressort que la meilleure tehnique est de ombiner les di�érents déteteursar ils ont haun leurs spéi�ités, leurs fores et leurs faiblesses. Cependant,MEGNO semble prendre l'avantage dans ertains as partiuliers : dans l'étudede trajetoires seules, MEGNO distingue orretement les mouvements régu-liers des haotiques, et e, de manière aisée et rapide. Il permet dès lors dedéteter des zones de haos très rapidement mais nous verrons que, dans er-tains as tels que la représentation préise des espaes de phase, MEGNO nepeut apporter l'ensemble de l'information et qu'il faudra alors passer à d'autresméthodes.Pour une orbite donnée γ(t), l'indiateur de haos MEGNO est dé�ni parCinotta et al. [2003℄ :
Y (γ(t)) =

2

t

∫ t

0

δ̇(γ(s))

δ(γ(s))
s ds , (4.1)où δ = ||δ|| ave δ, le veteur tangent (δq, δp) du veteur angle ation (q,p)et δ̇, la dérivée par rapport au temps de δ. Pratiquement, l'indiateur de haosMEGNO est une version moyennée sur le temps de l'exposant aratéristique deLyapunov λ qui donne une mesure de l'hyperboliité (i.e. du taux de divergene



56 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielentre deux orbites) et qui est dé�ni par (voir e.g. Benettin et al. [1980℄) :
λ = lim

t→∞
1

t
ln

||δ(γ(t))||
||δ(γ(t0))||

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

δ̇(γ(s))

δ(γ(s))
ds .

(4.2)Bien que et indiateur ait fait ses preuves dans de nombreuses appliations(f. Chapitre 5 de Morbidelli [2002℄ pour une review), le temps de onvergenede la limite est assez long, d'où l'intérêt de l'introdution d'indiateurs tels queMEGNO qui fournit les informations sur un temps plus réduit et détermine les�nes strutures de l'espae de phase. Il donne également une bonne estimationde l'exposant maximal de Lyapunov.En e�et, onsidérant (4.1), le MEGNO moyen est dé�ni par l'intégrale sui-vante :
Y (γ(t)) =

1

t

∫ t

0

Y (s) ds ,dont le omportement asymptotique est donné par :
Y (t) ≈ at+ d ,ave a = 0 et d ≈ 0 dans le as de mouvement périodique, a = 0 et d ≈ 2 dansle as de mouvement quasi-périodique et a = λ/2 et d ≈ 0 dans le as d'orbitesirrégulières ou haotiques, λ étant dé�ni par (4.2) et pouvant être retrouvé viales moindres arrés ajustés sur Y .On résume don rapidement le omportement de MEGNO moyen par [Cin-otta et al., 2003℄ :

lim
t→∞

Y (t) = 0 : trajetoire stable et périodique ,
lim
t→∞

Y (t) = 2 : trajetoire stable et quasi-périodique ,
lim
t→∞

Y (t)

t
=

λ

2
> 0 : trajetoire haotique .L'implémentation de MEGNO et de sa valeur moyenne est assez aisée maiselle requiert l'intégration des équations du mouvement et des équations varia-tionnelles en même temps et sur l'ensemble du système. Nous avons testé parailleurs le alul du MEGNO sur les degrés de liberté assoiés à haque orps etil s'est avéré, omme suggéré par Hinse et al. [2010℄, que les résultats n'étaientpas identiques.



4.1 Stabilité 57Pratiquement, MEGNO est alulé suivant la méthode présentée par Go¹d-ziewski et al. [2001℄, qui propose une manière e�ae de le aluler en ajoutantdeux équations di�érentielles au système :
dy

dt
=

δ̇ · δ
δ · δ t (4.3)

dw

dt
= 2

y

t
, (4.4)et en alulant, à haque étape de l'intégration, MEGNO et sa forme moyennéepar :

Y (t) = 2
y(t)

t
(4.5)

Y (t) =
w(t)

t
. (4.6)Dans le adre de l'appliation à un problème des N orps (f. Chapitre 2),les équations du mouvement en oordonnées artésiennes sont dérites dans lasous-setion 2.2.6. À es équations du mouvement, il est néessaire d'ajouterles équations variationnelles qui tiennent ompte de l'évolution en fontion dutemps du veteur tangent δ. Cette évolution du veteur tangent est obtenuepar intégration de l'équation variationnelle :

δ̇ =
d

dt
δ(t) = J (γ(t)) δ ,où J = Dv est la matrie Jaobienne du hamp de veteur lié à la vitesse v.De nombreux tests de validation du déteteur ont été e�etués. Certainsrésultats sont présentés dans l'annexe E. Ils omprennent une omparaisonave des résultats présentés dans Go¹dziewski et al. [2001℄ et une appliationaux satellites d'Uranus dans le adre d'un problème à 6 orps. Les résultats ontété omparés ave suès à eux obtenus par le logiiel NIMASTEP, développéà Namur par Delsate N. et validé dans Delsate et Compère [2012℄.4.1.2 Éhelles orbitalesOutre le alul de l'indiateur MEGNO, nous avons mis en plae une autreméthode qui onsidère les variations des éléments orbitaux du satellite Miranda.Celle-i fournira un omplément d'information lors de l'analyse des espaes dephase. Elle se base sur l'idée des hangements induits lors du passage entrerégimes irulatoire et libratoire : la apture dans une résonane onduit ene�et à des hangements dans l'exentriité ou l'inlinaison de l'orbite lors dupassage de la séparatrie. En revanhe, au entre de la résonane, les variationssont négligeables : le hangement est d'autant plus fort que la séparatrie estprohe. Le nouvel indiateur appelé éhelle de variations des éléments orbitauxest dé�ni selon trois variations possibles :



58 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbriel1. la variation du demi-grand axe du satellite, δa (km) ,2. la variation de l'inlinaison du satellite, δI (deg) ,3. la variation en exentriité du satellite, δe .La variation de haque élément est alulée omme la di�érene entre laplus grande et la plus petite valeur obtenues lors la simulation. Elle retientdon une ertaine information de l'évolution temporelle des éléments orbitauxonsidérés.4.1.3 Indiateur spetralL'indiateur spetral déompose le mouvement des satellites en des termespériodiques et extrait une fréquene fondamentale. Usuellement, e type d'ana-lyse du signal est e�etué par une déomposition en séries de Fourier : on peutalors obtenir des ombinaisons entières de la fréquene fondamentale obtenuepréédemment. Cette ommensurabilité exate entre les périodes ne se retrou-vant en général pas en méanique éleste, l'approhe lassique par les séries deFourier est rendue impossible.L'algorithme d'analyse en fréquenes appelé NAFF pourNumerialAnalysisof the Fundamental Frequenies a don été mis au point et développé par J.Laskar (Laskar [1993℄ pour la méthode, et Laskar [2005℄ pour les preuves deonvergene). Elle permet d'identi�er les oe�ients ak et ωk d'un signal om-plexe f(t) obtenu numériquement sur un intervalle de temps �ni [−T ;T ] etvéri�ant :
f(t) ≈

n
∑

k=1

ak exp(ıωkt) ,où ωk sont les fréquenes réelles et ak, les oe�ients omplexes. Si le signal
f(t) est réel, son spetre des fréquenes est symétrique et les amplitudes om-plexes, assoiées aux fréquenes ωk et −ωk, sont onjuguées. Les fréquenes etamplitudes assoiées sont obtenues via un shéma itératif. A�n de déterminerla première fréquene ω1, on herhe le maximum de l'amplitude de :

φ(ω) =< f(t), exp(ıωt) > ,où le produit salaire < f(t), g(t) > est dé�ni par :
< f(t), g(t) >=

1

2T

∫ T

−T

f(t)g(t)∗χ(t) dt , (4.7)
g(t)∗ étant le omplexe onjugué de g(t). χ(t) est une fontion fenêtre de Hannou de Hamming par exemple, i.e. une fontion positive véri�ant :

1

2T

∫ T

−T

χ(t) dt = 1 .



4.1 Stabilité 59L'utilisation d'une telle fenêtre peut aider la détermination de la fréquenereherhée en réduisant l'amplitude du minimum seondaire dans la transfor-mation (4.7). Son utilisation est optionnelle.Une fois que le premier terme périodique exp(ıω1t) est trouvé, son ampli-tude omplexe a1 est obtenue par projetion orthogonale, et le proessus peutreommener sur le signal restant f1(t) = f(t)− a1 exp(ıω1t).L'algorithme s'arrête lorsque
• deux fréquenes détetées sont prohes l'une de l'autre, altérant leur dé-terminationou
• le nombre de termes détetés atteint la limite �xée par l'utilisateur.Cet algorithme est très e�ae, exepté lorsque deux fréquenes sont prohesl'une de l'autre. Dans e as, l'algorithme n'est pas su�samment préis et s'ar-rête. Lorsque la di�érene entre deux fréquenes est plus grande que deux foisla fréquene assoiée à la longueur totale de l'intervalle de temps, la détermi-nation de haque fréquene fondamentale n'est pas perturbée par les autres.L'analyse en fréquenes est notamment utile dans les deux as suivants :1. pour dérire une trajetoire quasi-périodique ave des séries onvergentes,dans les as d'étude de mouvement orbital [Vienne et Duriez, 1995℄ ourotationnel [Noyelles et al., 2008℄,2. pour prouver la haotiité d'une trajetoire onservative (ou plus préi-sément la di�usion des fréquenes) en montrant que les fréquenes fon-damentales sont dépendantes du temps [Laskar, 1993℄. Dans e ontexte,NAFF est onnu sous le nom FMA pour Frequeny Map Analysis.Dans e travail, la stabilité est étudiée ave l'indiateur MEGNO (sa valeurmoyenne) et l'analyse en fréquenes est utilisée dans le adre de l'identi�a-tion de fréquenes quand ela est néessaire. L'implémentation du ode a étée�etuée par Benoît Noyelles.4.1.4 Appliation à la résonane 3 : 1L'indiateur de haos MEGNO est utilisé a�n de représenter l'espae dephase du système Uranus au moment de la résonane en inlinaison I2. Jeonsidère ii un problème non-dissipatif à 3 orps omplet omposé d'Uranuset ses 2 satellites, Miranda et Umbriel perturbés par le J2, et alule l'india-teur selon les dé�nitions (4.5) et (4.6), le veteur tangent initial étant hoisialéatoirement.



60 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbriel

Figure 4.1 � Carte de haos dans le plan rapport de demi-grands axes αvs. argument résonant θ1 résultant des intégrations numériques d'un problèmenon-dissipatif à 3 orps Uranus-Miranda-Umbriel ave l'intégrateur ABM sur
1 500 ans. Le pas d'intégration est de 1/80 jour. Les onditions initiales sontidentiques aux atuelles (f. Tables B.1, B.2 et B.3), exepté pour l'anomaliemoyenne M , le demi-grand axe a et l'inlinaison I du satellite Miranda. Lesdeux premières variables sont respetivement dans les intervalles [0◦ − 360◦[ et
[127845 km − 127895 km]. L'inlinaison initiale est 4.8◦. On observe la largeséparatrie haotique de la résonane primaire mais également une séparatrieplus �ne dans le entre de libration délimitant les zones de résonanes seon-daires.Les deux satellites étant impliqués dans la résonane en moyen mouvementétudiée, il semble logique de se foaliser sur eux-i pour représenter l'espaede phase de ette résonane. Un espae de phase similaire sur un problèmedes 6 orps a également été réalisé a�n de véri�er ette hypothèse : les pointsprinipaux de la dynamique globale sont onservés dans les deux situations.Nous en onluons que onsidérer un problème des 3 orps est su�sant pour



4.1 Stabilité 61représenter l'évolution du système durant le passage dans la résonane 3 : 1.La �gure 4.1 est le résultat �nal de la simulation numérique : 'est une artede haos dans le plan rapport de demi-grands axes α versus argument résonant
θ1 (1.1). La troisième dimension de l'espae de phase est donnée par une éhellede ouleurs obtenue par la valeur moyenne de MEGNO Y .La arte est obtenue via 105 intégrations numériques sur 1 500 ans, hauneassoiée à une ondition initiale de l'espae de phase. Cet intervalle de tempsorrespond approximativement à 100 périodes de régression du n÷ud de Mi-randa Ω, qui est une période aratéristique du système. Le pas d'intégrationest �xé selon notre intégrateur ABM autour de 1/80ième de la plus petite pé-riode des orps onsidérés dans la simulation : dans e as-i, 'est la périodede révolution de Miranda de 1.5 jour. La valeur du pas a été validée via unproessus d'essais-erreurs.Pour haque simulation numérique, les solutions des équations du mou-vement du problème des 3 orps omplet et la valeur moyenne de MEGNO(4.6) sont alulées a�n d'obtenir la troisième dimension via l'éhelle de ou-leurs. Une région de onditions initiales (a ∈ [127 845 km − 127 895 km] et
M ∈ [0◦−360◦[) est séletionnée et ouvre l'entière dynamique de la résonane
I2 en partiulier liée à l'angle résonant θ1.L'indiateur identi�e les strutures haotiques et stables de l'espae de phase(respetivement les ouleurs fonées et laires) : il détete en partiulier la largeséparatrie séparant le régime irulatoire (à l'extérieur) du régime libratoire(à l'intérieur). La zone stable insérée dans ette séparatrie (en haut à droite)est une zone de libration d'un angle résonant suédant à elui étudié : il s'agitde la résonane II ′ dépendant des n÷uds de Miranda et d'Umbriel. Les autresstrutures apparaissant dans les zones de irulation sont les résonanes pri-maires 3 : 1 en exentriité θi, ave i = 4, 5, 6. La visualisation de toutes esstrutures sur un petit intervalle de rapports de demi-grands axes on�rmel'étroitesse de la séparation entre les résonanes du système, due au faible apla-tissement de la planète, pouvant aller jusqu'au hevauhement des séparatries.L'indiateur MEGNO moyen identi�e également une plus petite séparatriedé�nissant la frontière des zones de résonanes seondaires. Il ne permet epen-dant pas de visualiser l'intérieur des zones stables qu'elle dé�nit. C'est un desinonvénients de l'indiateur ité dans Ma�one et al. [2011℄ : lorsque l'inté-grateur est utilisé pour représenter des espaes de phase, il ne distingue pasles sous-strutures d'une zone de stabilité ar il ne onserve que la dernièrevaleur (dans e as-i, la valeur égale 2) de l'évolution. On ne garde dès lorspas l'information dynamique ontenue dans son évolution au ours du temps.
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Figure 4.2 � Espaes de phase dans le plan rapport de demi-grand axes αvs. argument résonant θ1. Le modèle, l'intégrateur, le pas d'intégration et lesonditions initiales sont identiques à eux de la �gure 4.1 exepté pour l'inter-valle du demi-grand axe de Miranda �xé à [127845 km − 127905 km] et pourl'inlinaison initiale I �xée à 4.338◦. L'éhelle de ouleurs dépend de la variationde l'inlinaison (deg) (a) et de la variation en exentriité (b) de Miranda.



4.2 Modèle moyenné 63L'éhelle basée sur la variation des éléments orbitaux ontourne quelque peuette faille : de par sa dé�nition, la dernière valeur obtenue à la �n de haquesimulation s'étend sur une plus grande gamme de valeurs ar elle tient omptedes valeurs maximales et minimales obtenues au ours du temps. Cei permetla visualisation de sous-strutures parmi les zones stables. Le résultat ave leséhelles de variation δI et δe dé�nies à la sous-setion 4.1.2 est donné à la �-gure 4.2. Le proessus pour obtenir es artes est le même que elui présentéi-dessus à l'exeption de l'éhelle de ouleurs qui représente les variations deséléments orbitaux.La �gure 4.2 (a) présente � l'÷il � de la résonane dans le domaine de rap-port des demi-grands axes versus angle résonant. La ouleur est donnée parla variation de l'inlinaison. On retrouve les éléments de la dynamique de larésonane (i.e. les zones de libration et de irulation) et on note les zones de ré-sonanes seondaires mieux dé�nies ave une région plus stable à l'intérieur deelles-i que dans le as de la �gure obtenue ave l'indiateur MEGNO moyen.La �gure 4.2 (b) présente le même résultat mais dans l'éhelle de variationd'exentriité. On observe la même dynamique mais l'éhelle de ouleurs donned'autres informations liées à une résonane en exentriité : alors que l'÷il dela résonane ave les variations en inlinaison pour l'éhelle de ouleurs estbien apparent, il est presque e�aé dans le as d'une éhelle en exentriité.De plus une autre struture qui n'apparait pas dans la première arte (a) estprésente dans la seonde (b) : 'est une résonane primaire impliquant le péri-entre d'Umbriel ̟U , la résonane primaire θ4 (f. Chapitre 1, Figure 1.3).Cei illustre l'intérêt de ette éhelle qui assoie la résonane impliquée à lavariation de l'élément orbital.4.2 Modèle moyennéOn onnait en méanique éleste l'intérêt de développer des modèles moyen-nés : ils permettent l'étude de problèmes omplexes à l'aide de modèles sim-pli�és disposant de moins de degrés de liberté. La moyennisation onserve leséléments à longues périodes en supprimant les ourtes périodes λi qui ont ten-dane à � brouiller � la dynamique souhaitée et à allonger les temps de alul.Les théories moyennées dans le système uranien ont déjà été développéespar di�érents auteurs il y a une vingtaine d'années. Tittemore et Wisdom [1988℄ont onstruit un Hamiltonien dans le as exentrique plan et l'ont étendu dansle as inliné irulaire [Tittemore et Wisdom, 1989℄ en onsidérant l'inter-ation gravitationnelle, la perturbation résultante de l'aplatissement du orpsentral, les termes résonants et la perturbation due aux interations séulairesentre les satellites. Ils obtiennent �nalement un Hamiltonien en oordonnées



64 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielartésiennes ave 4 degrés de liberté par l'addition des deux as préédents.Malhotra et Dermott [1990℄ travaillent ave un Hamiltonien irulaire inlinéou exentrique plan séparément pour analyser le r�le des résonanes seondairesdans la résonane en moyen mouvement 3 : 1 en inlinaison ou en exentriitérespetivement.Analytiquement, on étudie un problème des 3 orps non-restreint om-posé d'Uranus, de Miranda et d'Umbriel ave l'e�et de l'aplatissement de laplanète sur les satellites. Les équations du mouvement sont elles du N orps(f. Setion 2.2.6) ave N = 3. L'expression de l'Hamiltonien assoié, sous uneforme anonique, passe par l'introdution des variables de Jaobi qui repèrenthaque orps par rapport au entre de masse de tous les orps préédents (voire.g. Duriez [2002℄). Dans es oordonnées, l'Hamiltonien du problème des 3orps omplet s'érit :
H = −Gm0m
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∑
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(
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(
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(4.8)
où la notation hoisie au hapitre 1 est onservée, les variables non-primées or-respondant au satellite le plus intérieur (i.e. Miranda). Les variables priméesorrespondent au satellite le plus extérieur, i.e. Umbriel. Cet Hamiltonien estonstitué de deux problèmes des 2 orps, perturbés par le troisième orps etpar l'aplatissement de la planète sur haun des satellites. Cet aplatissementne tient ompte que des harmoniques sphériques onnues J2 et J4 pour Uranus.L'Hamiltonien (4.8) ontient toutes les ourtes périodes : l'objetif est don dedévelopper les perturbations, d'éliminer les ourtes périodes et d'érire H sousune forme moyennée.La perturbation séulaire onsidérant le oe�ient J2 pour l'e�et d'aplatis-sement a déjà été introduite au hapitre 3. Nous reprenons dès lors l'expression(3.7) qui sera appliquée sur les deux satellites de manière uniforme puisque leproblème est non-restreint.De même, la perturbation due au troisième orps est introduite au hapitre3 via le développement en polyn�mes de Legendre. Nous repartons ave l'ex-pression (3.13) développée au seond degré en exentriité et inlinaison via lesséries de Fourier et appliquée au as d'un 3 orps omplet. L'Hamiltonien en



4.2 Modèle moyenné 65oordonnées de Jaobi est donné par (voir e.g. Malhotra [1988℄) :
Hint = −Gmm′

a′

(

1

2
b01/2(α) +

∑

(l)=(l1,...,l6)

S(l) cosκ

)

, (4.9)où le terme b01/2(α) est un oe�ient de Laplae. Celui-i dépend du rapportdes demi-grands axes α = a/a′, ave a << a′. Dans e travail, les oe�ientsde Laplae sont numériquement alulés pour α onstant par l'intégrale (voire.g. Murray et Dermott [1999℄) :
bji (α) =

1

π

∫ 2π

0

cos jψ

(1− 2α cosψ + α2)i
dψ. (4.10)L'angle κ dans (4.9) est dé�ni par (3.14). La fontion S(l) dépend des oe�ientsde Laplae, des exentriités et des inlinaisons et s'érit sous la forme :

S(l) = f(l) e
|l3| e′|l4| γ|l5| γ′|l6| , (4.11)ave γ = sin I

2 , γ
′ = sin I′

2 et lj j = 1, . . . , 6 satisfaisant la relation (3.15).Les expressions f(l) sont des fontions de oe�ients de Laplae. Appliqué à larésonane 3 : 1, on �xe les onstantes l1 = −3 et l2 = 1. Chaque f(l) = Fi estassoié à l'angle résonant θi dé�ni par lj , j = 3, . . . , 6 dans le développementlassique au seond degré donné dans Murray et Dermott [1999℄. L'Hamiltonienrésonant s'érit sous la forme :
Hres = −Gmm′

a′

×
{

γ2 F1(α) cos(θ1) + γγ′ F2(α) cos(θ2) + γ′2 F3(α) cos(θ3)

+ e′2 F4(α) cos(θ4) + ee′ F5(α) cos(θ5) + e2 F6(α) cos(θ6)

}

,

(4.12)où, pour lj j = 3, . . . , 6, les Fi i = 1, . . . , 6 sont dé�nis par :
θ l3 l4 l5 l6 Fi(α)

θ1 0 0 2 0 1
2 α b

2
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θ2 0 0 1 1 −α b23/2(α)
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θ6 2 0 0 0 1
8

(
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)

b31/2(α) ,

(4.13)



66 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielave D et D2, les opérateurs di�érentiels par rapport à α de premier et seondordres.La partie séulaire est ontenue dans l'Hamiltonien d'interation Hint (4.9)et est obtenue en onsidérant les termes indépendants et eux assoiés auxangles séulaires omprenant les di�érenes des n÷uds et périentres (l1 = 0et l2 = 0 dans l'angle κ (4.9)) du développement au seond degré du potentielperturbateur en exentriité et inlinaison :
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(4.14)où Gi sont des fontions de oe�ients de Laplae données par :
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(4.15)Par les expressions (3.7), (4.12) et (4.14), l'Hamiltonien (4.8) est déomposésous la forme :
H = Hk +HJ2

+Hres +Hsec , (4.16)séparant la partie keplerienne, les e�ets de l'aplatissement, l'Hamiltonien ré-sonant et le séulaire, Hk étant l'Hamiltonien reprenant la somme des deuxproblèmes des 2 orps.On note que les termes de Hres et Hsec sont déouplés entre les inlinaisonset les exentriités (i.e. il n'y a pas de terme type � γ e �) permettant de sub-diviser l'approhe analytique en un problème inliné irulaire et un problèmeplan exentrique lorsque le développement est e�etué au seond degré.4.2.1 Modèle inlinéL'objetif étant d'étudier l'augmentation en inlinaison de Miranda, on pré-sente ii le as irulaire inliné, le modèle exentrique étant présenté en annexeF. Les exentriités e et e′ sont dès lors mises à zéro dans l'expression de l'Ha-miltonien (4.16).



4.2 Modèle moyenné 67L'étape suivante du développement onsiste en l'expression de et Hamilto-nien (4.16) dans un ensemble de variables anoniques, par exemple les élémentsde Delaunay modi�és (3.10), ave dans le as non-restreint :
L = m

√
µa ,l'expression primée étant équivalente.Suivant un proessus similaire à elui détaillé dans le hapitre 3, un nouvelensemble anonique de variables résonantes (θM , θU , JM , JU ), ave les indies

M et U pour Miranda et Umbriel respetivement, est posé [Malhotra et Der-mott, 1990℄ :
θM =

1

2
θ1 (4.17)
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2
θ3 (4.18)

JM =
1

2
m
√

Gm0a I
2 (4.19)

JU =
1

2
m′√Gm0a′ I

′2 , (4.20)et dé�nit un Hamiltonien à deux degrés de liberté érit sous la forme :
H = ν1JM + ν2JU − β(JM + JU )

2

+ 2ξ1JM cos 2θM + 2ξ2(JMJU )
1/2 cos(θM + θU ) (4.21)

+ 2ξ3JU cos 2θU + 2ξ4(JMJU )
1/2 cos(θM − θU ) ,

θi, i = M/U étant les angles résonants pour la résonane 3 : 1 en inlinaisonentre Miranda et Umbriel et Ji, les variables assoiées données au plus petitordre en masse et inlinaison. Le troisième angle de la résonane en inlinaison
θ2 intervient omme ombinaison linéaire des angles θM et θU sous la forme :

θ2 =
θ1 + θ3

2
= θM + θU ,limitant le nombre de degrés de liberté de l'Hamiltonien. L'angle lié au oe�-ient ξ4 est le terme séulaire de l'Hamiltonien et omprend la di�érene desn÷uds de Miranda et Umbriel érit sous la forme :

ΩU − ΩM =
θ1 − θ3

2
= θM − θU .



68 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-UmbrielLe mouvement est dérit par les équations d'Hamilton-Jaobi (3.1) donnéespar :
θ̇M = ν1 − 2β (JM + JU ) + 2ξ1 cos 2θM

+ ξ2 (JMJU )
− 1

2 JU cos(θM + θU ) + ξ4 (JMJU )
− 1
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1

2 sin(θM − θU ) .(4.22)Dans les notations de Malhotra [1988℄, les paramètres dépendants du pro-blème sont dé�nis par :
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.L'expression ν0 = 0 orrespond à la ommensurabilité 3 : 1 exate entre lesmoyens mouvements de Miranda et d'Umbriel, et les∆νi sont les orretions desvitesses de préession séulaire des n÷uds Ω et Ω′ sur la ombinaison résonantedes moyens mouvements des satellites.



4.2 Modèle moyenné 69Nous dé�nissons également les expressions des ξi liées à la résonane eninlinaison I2 [Malhotra et Dermott, 1990℄ :
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α5/4G4(α) ,où les expressions pour Fi(α) i = 1, . . . , 3 sont dé�nies par (4.13) et G4(α) dans(4.15).4.2.2 Appliation à la résonane 3 : 1Le modèle moyenné, en approximation irulaire inlinée, est appliqué ausystème non-dissipatif à 3 orps omposé d'Uranus, Miranda, Umbriel ave ef-fet du J2 en résonane en moyen mouvement 3 : 1. Il est validé par omparaisonave les résultats obtenus à la �gure 4.3. Pour e faire, on implémente le mêmeproessus qu'expliqué à la setion 4.1.2 sur le problème moyen dérit i-dessus.On onsidère un pas d'intégration plus grand dans e as-i que dans le asomplet puisque les ourtes périodes ont été moyennées. Suivant le même pro-essus d'essais-erreurs que pour le 3 orps omplet, le pas d'intégration est �xéà 1/300ième de la période du n÷ud relative au satellite le plus prohe de laplanète, la période de 17 ans assoiée au n÷ud de Miranda.La �gure 4.3 donne l'÷il de résonane obtenu par intégrations numériquesdes équations du mouvement (4.22) du modèle moyenné ave les variationsen inlinaison en degrés pour l'éhelle de ouleurs dans le plan rapport desdemi-grand axes α vs. argument résonant θ1 = 2θM . Par omparaison ave la�gure 4.1, on observe que bien que l'÷il de la résonane prinipale I2 reste
2π-périodique entre les approhes omplète et moyenne, l'÷il de la résonane
II ′ présent dans la séparatrie prinipale a doublé sa période dans l'approhemoyennée par rapport à la modélisation du 3 orps omplet. Cei s'expliquepar la dé�nition des angles qui n'est pas la même dans les deux approhes.



70 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-UmbrielEn e�et, alors que dans le 3 orps omplet l'angle de la résonane mixte estdonné par :
θ1 + θ3 = 2λ− 6λ′ + 2Ω+ 2Ω′ ,et est 2π-périodique, le même angle dans le as moyenné s'exprime par :
θM + θU = λ− 3λ′ +Ω+Ω′ ,et présente une période deux fois plus longue.

Figure 4.3 � Espae de phase dans le plan rapport des demi-grands axes α vs.argument résonant θ1 dans le as du problème moyenné. Les onditions initialesen demi-grand axe sont �xées entre [128 268 km − 128 318 km] et re�ètentle déalage du entre de libration. Les onditions initiales pour l'argumentrésonant θ1 sont �xées entre [0◦ − 720◦℄. L'intégrateur est l'ABM et le pasd'intégration est �xé à 17/300 année. L'inlinaison initiale est �xée à 4.338◦.L'éhelle de ouleurs dépend de la variation de l'inlinaison en degré.Si on se onentre uniquement sur la première période de 2π de la �gure 4.3,on observe par omparaison ave la �gure 4.2 (a) que les deux yeux sont simi-laires : nous distinguons les zones de libration et de irulation et la zone stablepour la résonane mixte θ2 apparait également dans les deux modèles. Les zonesde résonanes seondaires sont visibles dans les deux �gures et on�rment lapossibilité de leur étude ave le modèle moyenné. Il est évident que les détails etles préisions de l'÷il dans le modèle omplet sont � �outés � dans le problèmemoyenné mais la dynamique générale est bien représentée ave l'approximation.



4.3 Évolution à l'intérieur de la résonane 71Notons que les deux éhelles de ouleurs sont identiques ar la dynamiquede l'inlinaison est dirigée par l'argument résonant (ou quasi-résonant à l'exté-rieur de la séparatrie) présent dans les deux systèmes. La véri�ation de ettehypothèse a été réalisée par l'algorithme NAFF présenté à la setion 4.1.3. Ilen résulte que les variations de l'inlinaison ont les mêmes périodes que l'anglerésonant dans les deux problèmes.La omparaison entre les deux �gures 4.2 (a) et 4.3 s'avère valable maison note toutefois un déalage du entre de la résonane. En e�et, les deuxintervalles de demi-grands axes pour Miranda ne sont pas les mêmes dans lesdeux problèmes. Ce déalage s'expliquent par les dé�nitions des variables JM(4.19) et JU (4.20) qui impliquent que les dé�nitions des demi-grands axesde Miranda et d'Umbriel dans le problème moyenné di�èrent respetivementd'une quantité d'ordre γ2 et γ′2 par rapport au problème omplet. Cei devientimportant dans le as où l'inlinaison augmente. Basé sur le deuxième hapitrede Malhotra [1988℄, nous montrons pour Miranda que :
√
a =

√
a (1 − 3 γ′2) +

√
a′ α−1γ′2

(1− γ2 + 3γ2γ′2)
, (4.23)où a est le demi-grand axe de Miranda dans le problème moyenné. La �gure4.4 montre le déalage de l'÷il de la résonane en fontion de l'augmentationde l'inlinaison de Miranda I qui devient signi�ative lorsque l'inlinaison estélevée.Aborder le problème moyenné dans e hapitre avait pour objetif de pré-senter une partie des résultats antéédents (Tittemore et Wisdom 1988, 1989,1990; Malhotra et Dermott 1990). Notre apport est basé sur une analyse pluspoussée des résonanes seondaires du problème de la résonane en moyenmouvement 3 : 1. Il néessite l'ensemble des fréquenes du problème. Nousonservons dès lors l'approhe du 3 orps omplet (Uranus, Miranda, Umbrielave e�et du J2) et n'utiliserons pas sa version moyennée. Il sera ependantrepris au hapitre 5 ave un Hamiltonien à 4 degrés de liberté ombinant lesproblèmes inliné et exentrique.4.3 Évolution à l'intérieur de la résonaneLes setions préédentes ont présenté les modèles du problème de la réso-nane en moyen mouvement 3 : 1 entre Miranda et Umbriel, sous ses formesomplète et moyennée. Des outils numériques pour l'étudier de manière pré-ise ont également été développés. On présente désormais l'appliation via leproblème des 3 orps Uranus-Miranda-Umbriel a�n d'expliquer la haute inli-naison de Miranda.



72 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbriel

0 200 400 600 800
0

1

2

3

4

5

6

Décalage du centre de libration (km)

I (
de

g)

Figure 4.4 � Demi-grand axe moyen de Miranda a en fontion de l'inlinaisonde Miranda I (deg). La ondition initiale pour le demi-grand axe de Mirandaest �xée dans l'équation (4.23) au entre de la libration dans le modèle ompleti.e. a = 127 870 km. Les valeurs du demi-grand axe d'Umbriel a′ et de soninlinaison I ′ sont les atuelles �xées dans la table B.3 présentée en annexeB. Le déalage du entre de libration entre les deux modèles augmente avel'inlinaison selon une loi de puissane.Les résultats sont présentés sous deux formes : la première regroupe des tra-jetoires du système dissipatif qui évoluent sur de larges intervalles de temps,typiquement 106 années. La dissipation onsidérée est impliquée par l'e�et demarées et sera modélisée par les équations de Kaula (2.8). La deuxième re-présente l'évolution globale par des artes dépendantes de l'éhelle de ouleursMEGNO moyen pour représenter la séparatrie, ou dépendantes des varia-tions des éléments orbitaux, prinipalement elle en inlinaison pour étudier larésonane de manière plus détaillée. Dans e as, l'espae de phase est repré-senté dans un plan rapport des demi-grands axes versus argument résonant,déterminé par un ensemble d'intégrations numériques sur 1 500 années sansdissipation.En résumé, utilisant de nouveaux outils numériques, nous présentons ii dif-férents résultats qui on�rment eux de Tittemore et Wisdom [1990℄ et Malho-tra et Dermott [1990℄ mais les étendons également. Nous mettons notammenten avant une représentation des zones de résonanes seondaires ave notreéhelle de variations des éléments orbitaux sur le problème de la résonane
3 : 1 entre Miranda et Umbriel et identi�ons les arguments en libration.



4.3 Évolution à l'intérieur de la résonane 734.3.1 Suivi d'une trajetoire du système dissipatifAnalysons, dans ette setion, l'évolution d'une trajetoire du système dissi-patif lors de sa apture en résonane en moyen mouvement 3 : 1. Les équationsdu mouvement déoulent du problème omplet (f. Setion 2.2.6) ave N = 3.Les onditions initiales de la simulation sont les éléments orbitaux atuels, ex-epté pour les demi-grands axes de Miranda et d'Umbriel et pour l'inlinaisonde Miranda qui sont �xés à des valeurs plus petites.L'e�et dissipatif sur le système est elui de marée sur les demi-grands axeset les exentriités de Miranda et d'Umbriel, dérit par les équations séu-laires de Kaula (2.8). Le problème habituel dans l'étude de ette dissipationest la détermination du rapport de dissipation k2/Q pour la planète et lessatellites dont les valeurs ne sont pas onnues. De réentes études dans lesas de Jupiter et de Saturne suggèrent ependant des valeurs assez grandes :
(k2/Q)p = (1.102±0.203) 10−5 dans le as de Jupiter [Lainey et al., 2009℄ et de
(k2/Q)p = (2.3 ± 0.7) 10−4 pour Saturne [Lainey et al., 2012℄ ont notammentété avanées.Dans le as d'Uranus, mentionnons les travaux plus aniens de Gavrilovet Zharkov [1977℄ et Goldreih et Soter [1966℄ qui donnent une borne supé-rieure ave (k2/Q)p = 2.08 10−5, onsidérant la migration de Miranda d'uneorbite synhrone jusqu'à sa position atuelle sur 4.5 109 années. La borne in-férieure est donnée par Tittemore et Wisdom [1989℄ ave (k2/Q)p = 2.67 10−6supposant le passage de Miranda dans la résonane 3 : 1 ave Umbriel. Trèsréemment, Emelyanov et Nikonhuk [2013℄ ont observé une aélération dansles longitudes moyennes des satellites prinipaux qui pourrait aratériser unedissipation. Les valeurs numériques pour les rapports (k2/Q)p et (k2/Q)s nesont ependant pas fournies mais pourraient être estimées.Pour �xer le rapport (k2/Q)p, un ensemble de tests ave di�érentes valeursde e paramètre a été e�etué et nous notons des omportements similaires surdi�érentes éhelles de temps (f. Figure 4.5) donnant une sortie de la résonaneprimaire I2 aux alentours de 4◦. À noter que nous avons souvent travaillé avela valeur d'inlinaison atuelle de 4.338◦ mais nos résultats fournissant une va-leur prohe de l'atuelle (∼ 4◦) sont tout aussi valables.La valeur de (k2/Q)p = 5.2 10−3 est hoisie pour la planète ar ela produitrapidement une augmentation de l'inlinaison prohe de la valeur atuelle per-mettant d'étudier le proessus d'évolution ave le problème omplet dans untemps CPU modéré. Notons que le renforement du rapport (k2/Q)p a poure�et une modi�ation de l'éhelle de temps de la simulation.Évidemment le rapport est assez élevé et on suppose qu'il est renforé paromparaison ave sa valeur exate : le renforement de e paramètre k2/Q
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Figure 4.5 � Évolution de l'inlinaison de Miranda (deg) versus le temps (ans)selon di�érents rapports de (k2/Q)p.augmente la vitesse de l'évolution à ondition que les trajetoires restent adia-batiques. Malhotra [1991℄ explique ette évolution adiabatique selon l'éhelledynamique aratéristique τ . Cette éhelle τ due aux e�ets de dissipation estérite omme [Malhotra, 1991℄ :
τ =

(

ω̇

ω

)−1 (4.24)
≈ 1012ans ,où ω est une fréquene aratéristique assoiée à l'angle de la résonane exate

λ − 3λ′ et, ω̇, sa dérivée. La variable τ aratérise l'évolution de la fréquenerésonante. Par omparaison ave la �gure 1.3, les périodes des arguments réso-nants sont plus petites que l'éhelle de temps aratéristique. Nous onluonsque l'évolution reste adiabatique ave le hoix de (k2/Q)p = 5.2 10−3.Le hoix du rapport (k2/Q)s pour haque satellite importe peu ar on neonsidère pas de fortes dissipations dans les satellites. Dans e as, le termeprédominant dans les équations (2.8) est elui ontenant la dissipation de laplanète. On suppose ependant un fateur de dissipation Q plus petit pourMiranda que pour Umbriel puisque Miranda présente des signes d'évolutioninterne thermique plus important [Smith et al., 1986℄. Tous es points serontrevisités au hapitre 5.
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Figure 4.6 � Évolution de l'argument résonant θ1 vs. le rapport de demi-grands axes a/a′ vs. l'inlinaison de Miranda I. Les onditions initiales sontles atuelles, exepté pour le demi-grand axe d'Umbriel a′ = 265200 km, ledemi-grand axe de Miranda, a = 127400 km qui évoluent ave l'e�et de maréesur les demi-grands axes et les exentriités. L'inlinaison initiale de Mirandaest hoisie à une petite valeur (I = 0.001◦). Le pas d'intégration est de 1/60jour. Les rapports (k2/Q)p = 5.2 10−3 et (k2/Q)s = 10−4. On note une apturedans la résonane primaire lorsqu'on approhe de la ommensurabilité 3 : 1,ayant omme onséquene une augmentation de l'inlinaison de Miranda. Onobserve également la sortie de la résonane primaire impliquée par une suite detraversées/aptures de résonanes seondaires.La �gure 4.6 donne l'évolution de l'argument résonant θ1 pendant la apturedans la résonane. On observe dans un premier temps une irulation de l'angle
θ1. La apture dans la résonane I2 a lieu lorsque la ommensurabilité 3 : 1entre les demi-grands axes est approhée, orrespondant à une valeur :

a

a′
= 0.4807

=

(

1

3

)2/3

.Dans un seond temps, on entre dans une phase de libration pendant la-quelle l'inlinaison de Miranda augmente. Durant ette phase, la trajetoire estapturée dans des zones de résonanes seondaires (f. Setion 4.3.3 pour plusde détails) impliquant la sortie de la zone de résonane à une inlinaison prohede 4.5◦. Les points ritiques de traversée de résonanes seondaires, identiques



76 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielà eux trouvés par Malhotra et Dermott [1990℄, sont aratérisés par des va-leurs en inlinaison de 2.8◦, 4.1◦ et 4.5◦ respetivement.4.3.2 Évolution globale via espaes de phaseLes représentations en trois dimensions de l'espae de phase (rapport desdemi-grands axes versus argument résonant ave une éhelle de ouleurs) nesont pas su�santes pour représenter la dynamique entière puisque ette dyna-mique évolue ave l'augmentation de l'inlinaison de Miranda. En partiulier,le haos dans le système augmente ave l'inlinaison de Miranda [Tittemore etWisdom, 1989℄. La dynamique dans son ensemble est don présentée par un en-semble suessif de artes dans l'éhelle de ouleurs de variation en demi-grandaxe de Miranda résultant de l'intégration numérique du problème omplet à 3orps.La �gure 4.7 montre un ensemble de 6 plans, rapport des demi-grands axes αversus argument résonant θ1 ave la variation du demi-grand axe pour l'éhellede ouleurs. Les inlinaisons initiales de Miranda sont 1◦, 2.1◦, 2.8◦, 4.1◦, 4.338◦et, 4.8◦ respetivement. La ondition initiale de 4.338◦ est hoisie pare que'est la valeur de l'inlinaison de Miranda observée atuellement.Lorsque l'inlinaison augmente, la séparatrie s'élargit en une ouhe hao-tique, en partiulier lorsque les deux résonanes se renontrent. Cette augmen-tation de haos, ausée par le hevauhement de deux séparatries prohes,est onséquente du faible aplatissement d'Uranus illustré par la proximité desrésonanes. Cet élargissement de la ouhe haotique assoié à l'augmentationen inlinaison est également représenté par Moons et Henrard [1994℄ via unereprésentation des positions des résonanes primaire et seondaires à l'équilibredans un plan (α, I) (f. Figure 9 dans Moons et Henrard [1994℄).Les di�érentes zones de l'espae des phases évoluent également et, en parti-ulier, le entre de libration présente di�érentes strutures se déplaçant ave letemps : on distingue des résonanes seondaires qui apparaissent et se déplaentave l'augmentation en inlinaison. Certaines d'entre elles ont été détetées parTittemore et Wisdom [1990℄ et étudiées intensivement par Malhotra et Der-mott [1990℄ et par Moons et Henrard [1994℄.La �gure 4.8 montre un agrandissement du entre de l'÷il lorsque l'inlinai-son de Miranda est �xée à 4.338◦. On distingue lairement 3 zones : le entrede libration et deux autres zones entourant le entre, es zones semblant jouerun r�le important dans l'évolution et étant les objets d'étude de la �n de ehapitre.
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Figure 4.7 � Espaes de phase de la résonane 3 : 1 obtenus par le problèmenon-dissipatif à 3 orps omplet omposé d'Uranus, Miranda et Umbriel avee�et du J2. L'intégrateur, le pas d'intégration, le modèle et les onditions ini-tiales sont identiques qu'à la �gure 4.1. Les inlinaisons initiales de Miranda Isont �xées à 1◦, 2.1◦, 2.8◦, 4.1◦, 4.338◦ et, 4.8◦ respetivement dans les �gures(a), (b), (), (d), (e) et (f). La troisième dimension onsidère les variations dudemi-grand axe de Miranda a (km). Lorsque l'inlinaison augmente, la sépa-ratrie prinipale s'élargit, diminuant l'espae ave les résonanes prohes, etimpliquant du haos par hevauhement. Les zones de résonanes seondairessemblent évoluer ave l'augmentation en inlinaison.
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Figure 4.8 � Agrandissement du entre de libration de la résonane 3 : 1 dansle problème non-dissipatif à 3 orps omposé d'Uranus, Miranda et Umbriel.L'intégrateur, le pas d'intégration, le modèle et les onditions initiales sontidentiques à eux de la �gure 4.1, exepté pour le demi-grand axe de Miranda
a1 ∈ [127860 km− 127880 km]. L'inlinaison initiale de Miranda est 4.338◦. Lesymbole X dans la arte représente la ondition initiale de la trajetoire analyséepar analyse en fréquenes (a) et (b). Deux ombinaisons di�érentes semblentlibrer ave la fréquene de libration de la résonane primaire : la premièreave la fréquene de irulation de θ2 (a) et la seonde ave la fréquene deirulation de θ3 (b).



4.3 Évolution à l'intérieur de la résonane 794.3.3 Zones de résonanes seondairesUne résonane seondaire est dé�nie à l'intérieur d'une résonane primaire,lorsque la fréquene de libration assoiée ν1 entre en ommensurabilité ave lafréquene de irulation ν2 d'une résonane prohe :
ν1 = k ν2 ,où k est rationnel.Dermott et al. [1988℄,Tittemore et Wisdom [1989℄ et Malhotra et Dermott[1990℄ ont montré le r�le ruial des résonanes seondaires dans la résonane

3 : 1. En e�et, une apture dans une résonane seondaire peut expliquer lasortie de la résonane primaire ave une haute inlinaison pour Miranda. Poure faire, Tittemore et Wisdom [1989℄ utilisent un modèle irulaire inliné etsuivent une trajetoire apturée dans la résonane primaire I2. À di�érentspoints ritiques de l'évolution, analysant des surfaes de setion, ils montrentque la apture dans une ommensurabilité 1/2 2 entre la fréquene de librationde θ1 et la fréquene de irulation de θ3 peut mener à la sortie de la résonaneprimaire ave une haute inlinaison (I = 4.6◦).Malhotra et Dermott [1990℄ identi�ent quelques résonanes seondaires duproblème ave un simple modèle de pendule perturbé et montrent que la ap-ture dans la résonane seondaire de type 3/1 entre la fréquene de libration θ1et la fréquene de irulation de θ2 mène à la sortie de la résonane primaire àune inlinaison prohe de 4◦.L'espae de phase de la �gure 4.8 montre lairement deux zones entourant leentre de libration de la résonane primaire θ1, supposées être des zones de réso-nanes seondaires. Pour identi�er es zones, utilisons l'algorithme NAFF dérità la setion 4.1.3. Cette méthode a l'avantage d'identi�er dé�nitivement les fré-quenes du problème omplet et permet de traer les ombinaisons d'angles enlibration (f. Figures 4.8 (a) et (b)). Les fréquenes présentes dans le problèmeomplet sont plus nombreuses que dans la version moyennée puisque toutes lesourtes périodes sont onservées.Soit une ondition initiale séletionnée dans une de es zones (symbole 'X'dans la �gure 4.8). La trajetoire non-dissipative résultante est ensuite analyséepar l'algorithme a�n d'étudier les fréquenes et leurs ombinaisons : la fréqueneprinipale de libration de la résonane primaire est extraite de la trajetoirehoisie dans la �gure 4.8, et ombinée à d'autres fréquenes du problème pourreonstruire des ombinaisons distintes. De manière plus rigoureuse, l'argu-2. Pour éviter toute ambiguïté dans le texte, il a été hoisi de noter les résonanes primaires
i : j et les résonanes seondaires i/j.



80 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielment en libration θ1 est érit omme :
θ1 = θ0 +A1 cosΦ1

+ autres termes de plus petite amplitude ,où θ0 = π est la valeur de θ1 à l'équilibre de libration, A1 est la plus grandeamplitude dans le développement quasi-périodique, et
Φ1 = ω1 t+Φ10 ,où Φ10 est la phase initiale. La prinipale fréquene d'osillation est ω1. Lesdeux autres angles θ2 et θ3, onsidérés omme irulatoires, sont simplementapprohés par le plus grand terme (en amplitude) dans leur développementquasi-périodique :

θj = Aj cosΦj

+ autres termes de plus petite amplitude ,où Aj sont les amplitudes,
Φj = ωj t+Φj0 ,où Φj0 sont les phases initiales et ωj les fréquenes des termes séletionnés pour

j = 2, 3. Une résonane seondaire est une ombinaison linéaire prohe de 0 de
ω1 ave ω2, ou ave ω3.Les �gures 4.8 (a) et (b) montrent le résultat de deux ombinaisons parti-ulières de Φ1, d'abord ave Φ2 (a) et deuxièmement ave Φ3 (b). Nous notonsque les deux ombinaisons sont en libration en même temps, indiquant unerésonane seondaire entre l'argument de libration de θ1 et les arguments deirulation des résonanes primaires θ2 et θ3 respetivement. La première estde type 2/1 entre ω1 et ω2 et a déjà été identi�ée par Malhotra et Dermott[1990℄. La deuxième est une résonane seondaire de type 4/1, entre ω1 et ω3reportée par Tittemore et Wisdom [1989℄.Approhe analytique pour distinguer les résonanes seondairesLe fait que les ombinaisons d'angles dé�nissant les deux résonanes seon-daires identi�ées aux �gures 4.8 (a) et (b) semblent être en libration en mêmetemps amène un questionnement et une reherhe d'expliation par rapport àe phénomène : la question est de savoir si es deux résonanes seondairessont identiques ou non. Pour ette approhe analytique, nous nous référonsaux artiles de Henrard et Sato [1990℄ et Moons et Henrard [1994℄ dans les-quels les auteurs étudient la résonane 3 : 1 entre Miranda et Umbriel dansles approximations exentrique et inlinée respetivement et développent desoutils analytiques pour prédire la loalisation des résonanes seondaires dansle as du problème des 3 orps restreint. Cei revient à reprendre le modèle



4.3 Évolution à l'intérieur de la résonane 81développé dans le hapitre 3 et à l'appliquer aux satellites Miranda et Umbriel,e dernier jouant le r�le du perturbateur sur Miranda, partiule sans masse.Le hoix du 3 orps restreint dans e as-i peut être ritiqué, l'in�uene deMiranda sur Umbriel étant négligée, mais la modélisation simple qui en déoulepermettra de di�érenier les deux résonanes seondaires.Soit l'Hamiltonien (3.27) érit sous la forme suivante :
H = A m̃+B (m̃−Q)2 + ǫ3 2 Q cos(2τ) , (4.25)ave, dans le as du problème des 3 orps omposé d'Uranus, Miranda et Um-briel ave e�et du J2, A = 5.87890 10−4, B = −1.62274 et ǫ3 = −1.730 10−6.L'angle τ = −2θ1 est l'angle de la résonane I2. La reherhe de l'équilibre deet Hamiltonien aboutit à la relation :

m̃−Q = − ǫ3
B
. (4.26)Les fréquenes de irulation des di�érents angles de la résonane liés auxinlinaisons (I2, II ′ et I ′2) sont données via les équations d'Hamilton-Jaobi(3.1). Ave les notations développées au hapitre 3 :

τ̇ =
∂H
∂Q

= −2B (m̃−Q)

ρ̇ =
∂H
∂m̃

= 2B (m̃−Q) +A

τ̇ + ρ̇ = A

τ̇ − ρ̇ = −4B (m̃−Q)−A .Par la relation (4.26), es fréquenes sont données à l'équilibre par :
τ̇ = 2ǫ3

ρ̇ = A− 2ǫ3

τ̇ + ρ̇ = A

τ̇ − ρ̇ = 4ǫ3 −A .Une résonane seondaire est obtenue lorsque la fréquene d'un de ses anglesombinée à la fréquene de libration de la résonane primaire est elle-même enlibration. Il est ependant impossible de omparer des fréquenes de irulationave des fréquenes de libration, la période de l'angle assoié évoluant de 0 à
2π dans le premier as mais pas dans le seond. Comme dans le hapitre 3,l'Hamiltonien (4.25) est réérit en oordonnées artésiennes et développé auseond ordre autour de l'équilibre stable (xe, ye), a�n d'obtenir une approxi-mation d'un osillateur linéaire. Un ensemble de variables loales angle-ation
(J,Ψ) est introduit et donne la fréquene Ψ̇ sous la forme :

Ψ̇ = 4ǫ3

(

1 +
B

ǫ3
m̃

)
1

2

.



82 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-Umbrielette fréquene étant la fréquene en irulation évoluant de 0 à 2π et orrespon-dante à la fréquene de libration de la résonane primaire, alulée à l'équilibre.La ombinaison de fréquenes illustrée à la �gure 4.8 (a) orrespond à unerésonane seondaire de type 2/1 entre la fréquene de l'angle en libration dela résonane primaire θ1 et la fréquene de l'angle en irulation θ2. Dans ledéveloppement analytique, ela revient à véri�er :
|2Ψ̇| = |τ̇ − ρ̇| ,dont la résolution mène à la relation :

m̃ =
(4ǫ3 −A)2

64Bǫ3
− ǫ3
B

= 1.968 10−3 .

(4.27)La ombinaison de fréquenes illustrée à la �gure 4.8 (b) orrespond à unerésonane seondaire de type 4/1 entre la fréquene de l'angle en libration dela résonane primaire θ1 et la fréquene de l'angle en irulation θ3. Dans ledéveloppement analytique, ela revient à véri�er :
|4Ψ̇| = |ρ̇| , (4.28)dont la résolution mène à la relation :

m̃ =
(A− 2ǫ3)

2

256Bǫ3
− ǫ3
B

= 4.856 10−4 ,

(4.29)la valeur de Q étant obtenue dans haque as par l'expression (4.26). Les ex-pressions (3.46) permettent de loaliser les résonanes seondaires à l'équilibredans un plan (a, I).Bien que prohes, on onstate mathématiquement que les relations (4.27) et(4.29) sont di�érentes et loalisent par l'expression (3.46) les deux résonanesseondaires à des endroits di�érents dans le plan (a, I), e qui les distingue.Physiquement, la di�érene est ependant indétetable (≈ 10−11 km), e quirend sa représentation dans le plan non signi�ative. Toutefois, par les expres-sions numériques obtenues en (4.27) et (4.29), on onlut que les �gures 4.8 (a)et (b) montrent deux résonanes seondaires di�érentes en libration en mêmetemps.



4.3 Évolution à l'intérieur de la résonane 83Sénario expliatif de la sortie de la résonane I2Dans le problème de la résonane 3 : 1 entre Miranda et Umbriel, il estévident que di�érents sénarios peuvent se produire mais le plus intéressantest ertainement elui qui implique une sortie de résonane à une inlinaisonprohe de la valeur atuelle i.e. 4.5◦ pour Miranda. La �gure 4.9 montre ettetrajetoire partiulière assoiée à nos résultats d'analyse en fréquenes.Le graphique (a) montre l'évolution de l'inlinaison I de Miranda en fon-tion du temps t pendant la apture dans la résonane en I2, illustrée par lalibration de l'angle θ1 (b). La valeur de l'inlinaison de Miranda est de 4.395◦ àla sortie de la résonane. Les deux graphiques () et (d) montrent les résultatsd'analyse en fréquenes. Durant la apture, deux ombinaisons sont suessi-vement en libration. Comme dans Malhotra et Dermott [1990℄, l'amplitude delibration de l'angle θ1 diminue jusqu'à la apture dans une résonane seondaire3/1 entre la fréquene de libration ω1 assoiée à Φ1 et la fréquene de irula-tion ω2 assoiée à Φ2 ((b) et (d)). À l'instant t ≈ 420 103 ans, ette résonaneseondaire est interrompue et la trajetoire entre dans une zone haotique oùla trajetoire osille entre les deux zones de résonanes seondaires.L'émergene de ette zone haotique s'explique par l'élargissement de laséparatrie de la résonane primaire qui intervient lors de l'augmentation d'in-linaison de Miranda. Ce phénomène est illustré par les surfaes de setion deTittemore et Wisdom [1989℄ montrant et élargissement et l'enhevêtrementd'ilots de résonanes assoié. Nous repérons e phénomène également dans la�gure 4.7 montrant et élargissement et les zones de résonanes seondairesdans la séparatrie dans le dernier graphique (f).Reprenant le sénario de la trajetoire dans le système dissipatif, on observe�nalement une apture dans une résonane seondaire 2/1 jusqu'à la sortie dela résonane primaire (f. Figures 4.9 (b) et (d)).Si nous nous référons à la �gure 7 dans Malhotra et Dermott [1990℄, e sé-nario di�érent reste ohérent ave l'expliation obtenue par le modèle moyenprésenté par les auteurs. Nous invitons le leteur à se référer à la �gure 7 p.461de Malhotra et Dermott [1990℄ pour l'expliation suivante : à une inlinaisonprohe de 2.8◦, l'amplitude de libration de θ1 est petite. La trajetoire suit laourbe 3/1 jusqu'à e que l'inlinaison de Miranda prohe de 3.4◦ soit atteinte,i.e. jusqu'à l'entrée dans la zone haotique (aire hahurée dans la �gure) oùnous avons une interruption de la résonane seondaire 3/1. À e point, notresénario di�ère de Malhotra et Dermott [1990℄. Ensuite, notre trajetoire osilleentre deux résonanes seondaires et est �nalement apturée dans une ommen-surabilité 2/1 entre la fréquene de libration ω1 assoiée à Φ1 et la fréquenede irulation ω2 assoiée à Φ2 jusqu'à la sortie de la résonane primaire θ1 àune haute inlinaison pour Miranda.
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Figure 4.9 � Un exemple d'évolution de l'inlinaison de Miranda I ave leproblème omplet. Le graphique (a) montre l'évolution de l'inlinaison de Mi-randa I en fontion du temps t pendant la apture dans la résonane I2. Legraphique (b) est l'évolution de l'angle θ1 en fontion du temps t. Les gra-phiques () et (d) montrent les résultats d'analyse en fréquenes pour deuxombinaisons d'arguments pendant la apture dans la résonane en I2. Dansle graphique (b), on observe la diminution de l'amplitude de libration de θ1jusqu'à la apture dans une résonane seondaire 3/1 entre l'angle de libration
θ1 et l'angle de irulation θ2 (). Au temps t = 420 103 années, il y a la sortiede ette résonane seondaire. Finalement, la trajetoire est apturée dans unerésonane seondaire 2/1 entre l'angle de libration θ1 et l'angle de irulation
θ2 jusqu'à la sortie de la résonane primaire (d) à une inlinaison de 4.395◦pour Miranda.



4.4 Conlusions et perspetives 85Ce résultat montre une fois enore l'importane de la séparatrie de la zonehaotique assoiée : l'avenir de la trajetoire apturée dans une résonane enmoyen mouvement 3 : 1 entre Miranda et Umbriel n'est pas omplètementdéterminé puisqu'il dépend d'un passage au travers d'une région haotiquependant son évolution. La valeur �nale de l'inlinaison de Miranda dépend dela apture dans un ensemble de résonanes seondaires ou un autre.4.4 Conlusions et perspetivesCe hapitre détaille l'étude sur la résonane 3 : 1 entre Miranda et Um-briel, menant à une expliation plausible de la valeur atuelle de l'inlinaisonde Miranda. Le problème omplet à 3 orps est surtout utilisé mais une versionmoyenne permettant de faire le lien ave les études antérieures est égalementprésentée. En e�et, le problème a été étudié par de nombreux auteurs il y aune vingtaine d'années et la remise à jour de ertains résultats, notamment parl'utilisation de nouveaux outils numériques, fournit une nouvelle approhe auproblème. Les prinipaux résultats présentés dans Tittemore et Wisdom [1989℄et Malhotra et Dermott [1990℄ ont été retrouvés et améliorés par notre approhemenant à une meilleure onnaissane dynamique du système en général.À ma onnaissane, le déteteur de haos MEGNO n'a jamais été appliquéau système uranien. La ombinaison de e déteteur et de l'éhelle basée sur lesvariations des éléments orbitaux amène une nouvelle visualisation de l'espaede phase du problème. L'utilisation de l'analyse en fréquenes sur des traje-toires partiulières permet l'identi�ation de zones de résonanes seondairesimbriquées dans la séparatrie haotique lorsque l'inlinaison de Miranda estélevée (> 4◦). Dans e as, les zones de résonanes seondaires interviennent dufait de la proximité entre les résonanes due au faible aplatissement de la pla-nète. Il en résulte une libration de deux ombinaisons d'angles en même temps,entre l'angle de libration de θ1 et l'angle de irulation de θ2 ainsi qu'entrel'angle de libration de θ1 et l'angle de irulation de θ3.Cette partiularité a été étudiée de manière plus approfondie via une ap-prohe analytique reprenant le modèle restreint développé au hapitre 3 ap-pliqué aux satellites Miranda et Umbriel. L'objetif est de déterminer si lesrésonanes seondaires dé�nies par les deux ombinaisons d'angles préitéessont distintes ou non. L'approhe par les variables angle-ation permet dedéterminer une fréquene de libration à l'équilibre de l'angle de la résonaneprimaire θ1. Celle-i, ombinée aux fréquenes des angles θ2 et θ3, mène à ladétermination de deux paramètres m̃ distints, loalisant ainsi les résonanesseondaires à l'équilibre dans le plan (a, I) à deux endroits di�érents, e qui lesdistingue.



86 Chapitre 4 : Résonane 3 : 1 Miranda-UmbrielUn sénario d'évolution a également été proposé et nous avons montré enpartiulier qu'une trajetoire apturée dans une résonane I2 peut être inter-rompue à une inlinaison de 4.395◦ par une résonane seondaire 2/1 entre lafréquene de libration ω1 assoiée à Φ1 et la fréquene de irulation ω2 assoiéeà Φ2. L'analyse en fréquenes permet la détetion et la détermination dé�nitivedu type de résonane seondaire à l'intérieur de la résonane primaire. L'étapehaotique de l'évolution lorsque les ilots de résonanes seondaires sont loalisésà l'intérieur de la séparatrie est présente dès que l'inlinaison de Miranda estélevée. L'avenir de la trajetoire et la valeur �nale de l'inlinaison de Miranda àla sortie de la résonane sont don inertains ar ils dépendent de la suessiondes résonanes seondaires renontrées qui varie selon les trajetoires (i.e. selonles onditions initiales).Une perspetive à ette analyse dynamique est le ouplage de l'évolution desorbites à elle de l'intérieur des satellites. Les deux évolutions sont liées par l'ef-fet de marée qui pousse les satellites dans les zones de résonanes, impliquant,omme on l'a vu, l'augmentation de ertains éléments orbitaux. Cette augmen-tation ampli�e la dissipation intérieure des satellites menant à une évolution deleurs omposants internes. Cette ombinaison de deux approhes dynamiquesest intéressante pour de nombreuses raisons : la prinipale est peut-être la om-préhension ouplée des points dynamiques et approhes thermiques au traversd'un proessus de résonane orbitale. Cette approhe est développée au hapitresuivant.



CHAPITRE 5

Approche couplée

Les survols des planètes géantes et de leurs lunes par la sonde spatialeVoyager 2 à partir de 1979 amenèrent de nombreuses données et images sur lesystème solaire extérieur. Dans le as du système uranien [Smith et al., 1986℄,seul l'hémisphère sud des satellites prinipaux était illuminé lors du passage dela sonde et les images obtenues pour les satellites prinipaux d'Uranus montrentdes surfaes présentant des signes d'ativité endogénique ainsi que des ratèresd'impat liés aux premières étapes d'évolution [Brown et al., 1991℄.La sonde Voyager s'approha au plus prohe du satellite prinipal le plusintérieur, i.e. Miranda, déterminant ainsi des strutures tetoniques à la surfaeave une résolution bien plus élevée que pour les deux satellites plus éloignés,Titania et Obéron. Les images obtenues pour les satellites Miranda et Arielmontrent des signes de resurfaing 1 endogénique assoiés à des phénomènestetoniques et impliquant probablement des proessus ryo-volaniques (Ples-ia [1987℄ ; Plesia [1988℄).Le as de Miranda pose question : de taille assez petite [Thomas, 1988℄ om-parée à elles d'autres satellites présentant une histoire géologique omplexe etpotentiellement intéressante, le satellite montre néanmoins une surfae suggé-rant un intense passé géologique. Les deux types de terrain dont il est onstituétémoignent d'une histoire thermique subdivisée en au moins deux périodes dis-tintes [Brown et al., 1991℄. La première période est aratérisée par un terrain1. Le terme anglais resurfaing est utilisé dans le as d'une ativité géologique (telle quel'érosion, un large impat, ...) hangeant la struture de surfae du satellite. N'ayant pas dependant franophone adéquat, il sera laissé en anglais dans le texte.87



88 Chapitre 5 : Approhe oupléefortement ratérisé dû aux impats sur la surfae du satellite. Ce dernier estégalement sujet à de fortes ontraintes internes induisant l'apparition de faillesdans la surfae. La seonde période est, elle, aratérisée prinipalement par 3régions appelées � oronae � ou ouronnes [Strobell et Masursky, 1987℄ qui sontprobablement le signe d'un phénomène de diapirs 2 [Pappalardo et al., 1997℄.Ces oronae sont déformées par des reux et des rêtes sub-parallèles pouvantêtre le résultat d'un proessus de di�éreniation interne [Janes et Melosh, 1988℄.Une expliation probable des strutures en forme de ouronnes peut êtredonnée par un hau�age par marée induit par les interations gravitationnellesentre les satellites : eux-i sont sujets à des résonanes qui forent les orbites àêtre parfois hautement exentriques [Peale et al., 1979℄. C'est e hau�age parmarée qui fait le lien entre les parties orbitale et thermique de l'évolution.Dans le as de Miranda, di�érentes études se sont penhées sur un possiblehau�age par marée. Considérant une valeur d'exentriité forée jusqu'à 0.1,Dermott et al. [1988℄ en ont déduit une augmentation de température de 20 K.L'e�et du hau�age par marée a également été estimé dans Tittemore et Wis-dom [1990℄ : ils évaluèrent son e�et lors du passage dans la résonane en moyenmouvement entre Miranda et Umbriel en utilisant l'expression de dissipation dePeale et Cassen [1978℄ et observèrent, dans leurs simulations, de larges augmen-tations d'exentriité pour Miranda durant les phases haotiques de l'évolution.Cependant, la haute exentriité de Miranda n'est pas maintenue su�sammentlongtemps pour hau�er Miranda si le hau�age par marée est le seul méa-nisme onsidéré. Peale [1988℄ montre également que les satellites Miranda etAriel sont de trop petites tailles pour être hau�és uniquement ave l'e�et demarée et en onlut qu'il faut probablement introduire un autre phénomènepermettant d'augmenter les exentriités (événement atastrophique ?). Uneperspetive proposée était néanmoins l'implémentation numérique du systèmetenant ompte de modèles rhéologiques et de paramètres thermiques ayant unesigni�ation physique. C'est e qui est proposé ii.Ce hapitre présente la modélisation de la possible augmentation en ex-entriité impliquée par les résonanes orbitales et le hau�age endogéniquerésultant via une approhe ouplée de l'évolution. Il est le résultat de ma olla-boration ave Özgür Karatekin de l'Observatoire Royal de Belgique, spéialisteen évolution interne des satellites naturels.L'évolution thermique onsidère un hau�age par la désintégration des élé-ments radiogéniques ainsi qu'un hau�age par les marées amené par les varia-tions des éléments orbitaux, résultantes de la traversée/apture d'une paire desatellites dans une zone de résonane. L'évolution orbitale modélise e passagedans la résonane par un problème des 3 orps moyenné. Le ouplage des deux2. Un diapir résulte d'un mouvement asensionnel de matériaux légers au travers de rohesplus denses.



5.1 Module thermique 89parties dépend du rapport de marée (k2/Q)s, alulé dans le module thermiqueet utilisé dans le module dynamique. Le hau�age est introduit sur haque satel-lite impliqué. Par di�érents modèles rhéologiques (Maxwell (e.g. Peltier [1974℄),Burgers (e.g. Karato [1998℄) et Andrade [Andrade, 1910℄), la rigidité et la vis-osité sont alulées. Je souhaite attirer l'attention sur le fait qu'un ouplagedes deux approhes est présenté ii : il ne s'agit auunement d'une évolutiondynamique séparée utilisant les sorties d'une évolution thermique indépendantemais bien d'une onnexion entre les deux odes ave éhanges ontinus d'infor-mations ayant des onséquenes sur les deux évolutions.La première setion de e hapitre présente l'évolution thermique et ontientle proessus de résolution de l'équation de la haleur ave des termes de sourepour une sphère isotrope. Ces termes de soure sont détaillés et les paramètresthermiques sont dé�nis selon un mélange homogène de siliates et de glaes.Des modèles rhéologiques di�érents et le alul assoié de la fontion de dissi-pation Q sont introduits. La seonde setion présente le module dynamique quiintroduit la résonane 3 : 1 entre Miranda et Umbriel. Le formalisme Hamilto-nien sera à nouveau utilisé pour présenter le problème et sa moyennisation. Lesrésultats seront ensuite omparés à eux obtenus dans le adre du problème des3 orps omplet présenté au hapitre 4. Le ouplage des deux premières se-tions est représenté shématiquement dans la troisième setion et appliqué à lapaire de satellites Miranda-Umbriel dans la setion suivante. Celle-i est diviséeen deux as : un sénario nominal montrant l'évolution de Miranda ave desparamètres thermiques et variables orbitales réalistes, et un sénario extrêmeonsidérant une exentriité élevée pour Miranda. Ces deux exemples montre-ront la di�ulté de hau�er un satellite tel que Miranda lorsqu'on onsidère unétat initial relativement froid ave des températures internes uniformes et destempératures de surfae en équilibre radiatif thermique.5.1 Module thermiqueLes satellites du système solaire extérieur présentent di�érentes omposi-tions. Bien que ertains satellites soient exlusivement roheux (e.g. Io), lamajorité des lunes des planètes géantes sont omposées prinipalement d'unmélange de rohes (siliates et omposants de fer) et de glaes. Ce mélangeest parfois homogène ou forme des ouhes séparées réant un satellite ditdi�érenié en un noyau de rohe et un manteau de glae. Des ontraintes sup-plémentaires sur les ompositions peuvent également être données à l'aide despetrophotométrie infrarouge : on montre alors que le omposant prinipal dela surfae de Miranda est de la glae [Brown et Clark, 1984℄.Les strutures internes des satellites naturels sont déterminées lorsque leurdistribution de masse et leur densité sont onnues. Celles-i dépendent des har-moniques du hamp gravitationnel (oe�ients J2, C22, et.). Dans le as des



90 Chapitre 5 : Approhe oupléesatellites d'Uranus, es paramètres étant non-déterminés, les strutures internesdoivent être déduites des éléments observés en surfae et être en adéquationave les densités moyennes de haun d'eux. La densité de Miranda évaluée à
1200 kg/m3 suggère que son intérieur est omposé de rohes et de glaes. On nepeut ependant pas onlure sa di�éreniation de par le manque d'informationssur le hamp de gravité extérieur du satellite.Suivant une étape d'arétion du mélange rohes-glaes, Miranda pourraitavoir démarré une di�éreniation si le hau�age par marée était su�sant. Lasurfae exotique et diversi�ée ainsi que la présene de oronae suggèrent uneremontée à la surfae de matériel haud. L'âge relativement jeune et la géolo-gie des oronae sont ohérents ave une ativité géologique temporaire aprèsla formation du satellite. Il est probable que ette ativité interne n'ait pas étéative su�samment longtemps pour altérer l'ensemble de la surfae et di�éren-ier l'intérieur [Greenberg et al., 1991℄. Le timing est inonnu mais une telleativité interne pourrait être ausée par le hau�age par marée dans le as oùMiranda serait apturée dans une zone de résonane menant à des exentriitésforées.Nous ommençons les aluls onsidérant Miranda omme un mélange ho-mogène de rohes et de glaes. Or, les hangements de phase de la glae sontpartiulièrement ompliqués et l'impliation de omposants tels que l'ammo-nia ou le méthane, qui diminuent la température du point de fusion, om-plexi�e grandement l'évolution des strutures internes des satellites [Hussmannet al., 2009℄. La suspiion de présene et de maintien d'eau liquide dans er-tains d'entre eux (voir e.g. Hussmann et al. [2006℄) ne peut s'expliquer que parune soure de haleur interne au satellite. Les prinipales soures omprennentle hau�age par la désintégration des éléments radiogéniques dans les rohessiliatées ainsi que le hau�age par marée dû aux e�ets gravitationnels.Le module thermique présenté ii prend en ompte es deux soures onnueset onsidère un transfert de haleur par ondution. Le modèle de refroidisse-ment de la sphère homogène et à symétrie sphérique est don introduit. Ensuitenous ajoutons les deux termes de soure impliquant les augmentations de tem-pérature à l'intérieur du satellite. Le module thermique est d'abord présentédans un as générique. La dernière setion reprend ensuite l'appliation auxsatellites Miranda et Umbriel.5.1.1 RefroidissementL'équation de la haleur est une équation aux dérivées partielles (EDP)permettant de dérire la distribution de température dans une région donnéeen fontion du temps. Il existe de nombreuses appliations à ette équation :elle permet notamment de modéliser le refroidissement d'une Terre isothermelorsqu'on onsidère un état initial haud [Shubert et al., 2001℄. Sans onsidé-



5.1 Module thermique 91ration de génération de hau�age interne, l'équation de la haleur est appeléeéquation de di�usion et est donnée par :
∂T

∂t
=

k

ρ Cp
∇2T , (5.1)où ∇2 est le laplaien et T = T (r, t) est la température dé�nie omme unefontion de la distane au entre r du satellite et du temps t, ρ est la densité.Les paramètres thermiques Cp et k sont respetivement la haleur spéi�queà pression onstante et la ondutivité thermique. Appliqué à Miranda, lesvaleurs numériques des paramètres thermiques sont résumées dans la table 5.1.La di�usivité thermique est dé�nie par :

α =
k

ρ Cp
, (5.2)et aratérise la faulté d'un matériau à perdre de la haleur par ondution.Dans le adre de l'appliation à un satellite de forme sphérique, les oor-données de l'équation artésienne (5.1) sont adaptées au problème par l'in-trodution des oordonnées sphériques (r, φ, θ), où φ est la longitude et θ, laolatitude. On suppose également une symétrie sphérique (dépendane unique-ment radiale) permettant de réérire le laplaien omme :

∇2T =
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r2
∂

∂r

(

r2
∂T
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)

,et d'obtenir l'équation (5.1) sous la forme :
∂T (r, t)

∂t
=

α

r2

[

∂

∂r

(

r2
∂T

∂r

)]

. (5.3)Cette équation est une EDP à une dimension spatiale. Elle peut être résolueanalytiquement sous ertaines onditions frontières partiulières et numérique-ment par di�érenes �nies.Dé�nition des onditions frontièresLes onditions frontières sont dé�nies pour le entre du satellite (r = 0)ainsi qu'à la surfae (r = R) de elui-i. La singularité en r = 0 est éartée enposant :
∂T (r, t)

∂r
|r=0 = 0 , (5.4)traduisant une symétrie radiale. Utilisant un développent de Ma Laurin, onpeut développer la température autour du point r0 = 0 au premier ordreomme :

T (r, t) = T (r0, t) +
∂T (r0, t)

∂r
(r − r0). (5.5)



92 Chapitre 5 : Approhe oupléeDérivant ette dernière équation par rapport à r et par la ondition (5.4),on obtient une forme simpli�ée de l'équation de la haleur qui reste valide àl'origine [Gutierrez-Miravete, 2004℄ :
∂T

∂t
= 3 α

∂2T

∂r2
. (5.6)Comme ondition frontière à la surfae (r = R), on hoisit une températureonstante sur toute la surfae :

T (R, t) = Teq ∀t, (5.7)où Teq est la température d'équilibre à la surfae déterminée par l'équilibre detransfert de haleur qui s'établit entre le �ux de haleur sortant (rayonné) etle �ux de haleur entrant :
Teq =

(

(1 −A) Q⊙
ǫM σ

)1/4

,où ǫM est l'émissivité de surfae moyenne et A est l'albédo moyen dans l'infra-rouge, σ est la onstante de Stefan-Boltzmann et Q⊙ est la onstante de ra-diation solaire i.e. le �ux de radiation en provenane du Soleil sur la distaneSoleil-Uranus en unités astronomiques. À noter qu'il est également possible de�xer une ondition frontière onsidérant une surfae radiative :
α
∂T (r, t)

∂r
|r=R = ǫ σ T (R, t)4 − (1−A) Q⊙ ,où le premier terme est le �ux de haleur rayonné et le deuxième terme eluiqui est reçu. Dans e travail, seule la ondition frontière (5.7) sera utilisée.Dé�nition des onditions initialesComme ondition initiale (t = 0), on dé�nit un pro�l de température enfontion de la distane au entre r :
T (r, 0) = f(r) ∀r ∈ [0, R] . (5.8)où, dans un premier temps, le pro�l est elui d'un satellite homogène à unetempérature onstante :
f(r) = C ∀r ∈ [0, R] . (5.9)Dans un seond temps (f. Setion 5.3.2), la fontion onstante f(r) seraremplaée par un pro�l de température dé�ni par la désintégration des élémentsradiogéniques (f. Sous-setion 5.1.2).



5.1 Module thermique 93Résolution numérique : méthode des di�érenes �niesNous présentons, dans ette sous-setion, la méthode numérique utiliséedans le ode thermique pour résoudre l'équation de di�usion (5.3). Cette ré-solution a été validée par une approhe analytique dans un as de onditionsfrontières préises exposé par après. L'ensemble du proessus (approhes nu-mérique et analytique) est présenté notamment dans le manuel en aès librede Gutierrez-Miravete [2004℄.La solution de l'équation de di�usion (5.3) est approhée numériquement àl'aide de la méthode des di�érenes �nies. En dé�nissant une grille de points dedisrétisation, ette méthode d'analyse numérique permet de déterminer la va-leur d'une fontion inonnue par la onnaissane de sa valeur en des points quilui sont prohes. La solution approhée est d'autant meilleure que le maillageprédé�ni est �n.La température donnée par l'équation de di�usion (5.3) dépend de deuxvariables : la distane au entre de la sphère ondutrie r et le temps t quisont disrétisés en Ni et Nj points respetivement. La stabilité du ode pourle hoix de Ni et Nj e�etué a été véri�ée. On érit dès lors la température,pour une distane au entre ri et un temps tj donnés, sous la forme :
Ti,j ≡ T (ri, tj) pour i = 1, . . . , Ni, et j = 1, . . . , Nj .Utilisant la dé�nition de la dérivée, on érit :

∂T

∂t
= lim

∆t→0

T (r, t+∆t)− T (r, t)

∆t
.Au point (ri, tj), la limite préédente est approhée par :

(

∂T

∂t

)

i,j

≈ 1

∆t
(Ti,j+1 − Ti,j) , (5.10)où ∆t = tf/Nj est petit, tf étant le temps �nal onsidéré. L'équation (5.10)onstitue la disrétisation du terme de gauhe de l'équation de di�usion (5.3)en onsidérant une di�érene �nie � vers l'avant �, e qui est ohérent parrapport à la variation en temps de la température que l'on souhaite déterminerau pas de temps suivant par rapport à l'atuel. Le terme de droite utilise uneombinaison de di�érenes �nies entrées autour de ri a�n de tenir ompte dela température autour du point onsidéré. On érit :
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,où ∆r = R/(Ni− 1) est petit et Ui,j = (∂T∂r )i,j . La disrétisation entrée sur riest dé�nie omme :
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.



94 Chapitre 5 : Approhe oupléeEn appliquant une deuxième fois la di�érene �nie entrée sur Ui,j , l'équa-tion de di�usion (5.3) est disrétisée sous la forme :
Ti,j+1 − Ti,j

∆t
=

α

r2i

r2
i+ 1

2

(Ti+1,j − Ti,j)− r2
i− 1

2

(Ti,j − Ti−1,j)

∆r2
.Conernant les onditions frontières, la méthode des di�érenes �nies estappliquée sur l'équation (5.6) pour dé�nir la température au entre du satel-lite. La température à la surfae est �xée à la température d'équilibre selon laondition (5.7).

Figure 5.1 � Évolution du pro�l de température sur l'éhelle de temps a-ratéristique de ondution (386× 106 années). Les pro�ls sont obtenus par larésolution de l'équation de di�usion et montrent à la �gure (a) un refroidisse-ment du satellite sur une éhelle de temps qui est elle du temps aratéristiquede ondution. La �gure (b) est la validation analytique ave la ondition fron-tière T = 0 K à la surfae du satellite, les points ◦ (bleu) et + (rose) étantrespetivement obtenus par les approhes numérique et analytique. Les ondi-tions initiales et �nales sont traées en rouge et en vert respetivement. Lespro�ls en bleu sont des pro�ls intermédiaires.Une validation de la résolution numérique par di�érenes �nies de l'équationde di�usion (5.3) ave les onditions frontières pré-itées est présentée à la�gure 5.1 (a) pour laquelle on onsidère le satellite Miranda initialement à unetempérature �tive de 150 K, exepté sur sa surfae où la température est �xéeà sa température d'équilibre de 80.5 K (ourbe en rouge).



5.1 Module thermique 95La résolution de l'équation de la haleur sans soure de haleur extérieuredoit mener à un refroidissement du satellite jusqu'à l'obtention d'une tempé-rature homogène sur tout le satellite et e, sur un temps prohe du � tempsaratéristique de ondution � :
tc =

R2

α
,représentant le temps néessaire pour arriver à ette température homogène partransfert de haleur via ondution thermique. Appliqué au satellite Miranda,e temps aratéristique est de 386 × 106 années. La �gure 5.1 (a) montre lerefroidissement de Miranda sur son éhelle de temps aratéristique en partantde la ondition initiale en rouge. Les pro�ls de température intermédiaires sonttraés en bleu. Le résultat �nal est traé en vert : sur le temps aratéristique deondution, on obtient un satellite à température homogène de 80.5 K. Le hoixdes paramètres thermiques est expliité en détail à la setion 5.1.4. Cependant,leurs valeurs numériques sont résumées dans la table 5.1.Table 5.1 � Paramètres physiques du modèle thermique pour Miranda.Unité Glae Siliate Corps homogèneDensité ρ kg m−3 917 2500 1200Chaleur spéi�que Cp J kg−1 K−1 888.7 920 900Condutivité thermique k W m−1 K−1 5.4 4.2 5.2Rigidité µ GPa 4.5 65 27Résolution analytiqueLa méthode de résolution numérique est validée via une approximation ana-lytique. En e�et, dans ertains as partiuliers, l'équation de la haleur est ré-solue analytiquement. C'est le as lorsqu'on impose que la température à lasurfae de la sphère est égale à zéro. La résolution analytique onsidère donun satellite homogène répondant à la ondition initiale (5.8) ave f(r) = Teq

∀r ∈ [0, R], la ondition frontière (5.4) au entre et la ondition de surfaedé�nie par :
T (R, t) = 0 ∀t > 0. (5.11)Supposons que la solution de l'équation de di�usion (5.3) soit séparable etérite sous la forme :
T (r, t) = Λ(r) Γ(t) , (5.12)et réérivons l'équation (5.3) par :
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96 Chapitre 5 : Approhe oupléeLes variables r et t étant omplètement indépendantes, les membres dedroite et de gauhe ne sont égaux que dans le as où il s'agit d'une onstantearbitraire c. On érit dès lors pour le membre de gauhe :
d2Λ

dr2
+

2

r

dΛ

dr
− c Λ = 0 , (5.14)qui est une équation di�érentielle d'ordre 2 à oe�ients non-onstants. Onpeut véri�er que ette équation admet une solution générale non-triviale dansle as où la onstante c est négative. Posons c = −b2, où b est une onstante,et érivons la solution générale de (5.14) sous la forme :

Λ(r) = A
sin br

r
+B

cos br

r

= A
sin br

r
, (5.15)où la ondition frontière au entre (5.4) implique B = 0 et la ondition (5.11)implique pour une solution non-triviale (A est une onstante non nulle) :

bn =
π n

R
n = 1, 2, 3, . . . .Ave la dé�nition c = −b2, le membre de droite de l'équation (5.13) a ommesolution :

Γ(t) = exp(−α b2t) . (5.16)Par les équations (5.15) et (5.16), on érit la solution générale de l'équation(5.12) par superposition de solutions partiulières :
T (r, t) =

∞
∑
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Tn(r, t) (5.17)
=

∞
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r
sin(bnr) exp(−α b2nt), (5.18)où en t = 0, on érit :

T (r, 0) =

∞
∑

n=1

An

r
sin(bnr) ,représentant une série de Fourier dont le oe�ient dans le as de la onditioninitiale (5.8) ave f(r) = Teq K est donné par :

An =
2 Teq R

nπ
(−1)n+1 .Le résultat de l'approximation analytique est présenté à la �gure 5.1 (b) oùla ondition initiale est dé�nie selon (5.8) ave f(r) = 150 K (en rouge) et les



5.1 Module thermique 97onditions frontières (5.4) et (5.11) sont de mises. Le temps aratéristique de lasimulation est elui dé�ni par (5.1.1) appliqué au satellite Miranda. On observeque la solution analytique (5.18) (+ en bleu) approhe orretement la solutionobtenue via la méthode par di�érenes �nies (◦ en bleu). Le résultat �nal donneun refroidissement du satellite jusqu'à l'obtention d'une température homogèneà 0 K et est représenté en vert sur la �gure 5.1 (b). Nous notons que e résultatn'a auun sens physique et est juste présenté pour validation de la méthodenumérique dans le adre de l'approhe analytique dérite i-dessus.5.1.2 Soures de haleurÀ l'équation de di�usion (5.3), il est possible d'ajouter un terme repré-sentant le hau�age à l'intérieur du satellite et d'érire ette équation sous laforme :
∂T (r, t)

∂t
=

α

r2

[

∂

∂r

(

r2
∂T

∂r

)]

+
H

ρ Cp
, (5.19)où H est le taux de génération de haleur à l'intérieur du satellite.Chau�age radiogéniqueUne première soure de hau�age interne est due à la désintégration denoyaux radioatifs instables présents dans les siliates du orps planétaire (i.e.la partie roheuse du satellite). La désintégration d'un isotope radioatif estun proessus dissipatif spontané qui transforme un noyau radioatif instablevers un noyau radioatif plus stable et moins massif, onvertissant l'énergie deliaison nuléaire en énergie inétique par rayonnement, en termes de partiulesneutrinos et anti-neutrinos, et de partiules α, β et de rayons γ . Cette énergieest ensuite dissipée par ollisions entre les partiules émises et les atomes pré-sents (voir e.g. Doue [2011℄).De par son indépendane par rapport à l'environnement général de l'atome 3,la loi de désintégration d'un radioisotope est une exponentielle déroissantedonnée par :

dNi

dt
= −λiN(t) , (5.20)où Ni est le nombre d'atomes de l'isotope parent 4 i et λi est la probabilité dedésintégration assoiée. Cette loi illustre la déroissane d'un isotope à un tauxproportionnel à l'abondane du radionuléide parent.3. À un temps donné t, haque atome d'un type partiulier a la même probabilité dedésintégration.4. On appelle isotope parent le noyau instable avant désintégration vers l'isotope �lle, lenoyau stable assoié.



98 Chapitre 5 : Approhe oupléeLa résolution de l'équation di�érentielle (5.20) permet de dé�nir le temps dedemi-vie tdv, durée à partir de laquelle la onentration de l'élément radioatifest diminuée de moitié :
tdvi =

ln 2

λi
.L'émission d'énergie et le taux de désintégration dépendent des types d'isotopesradioatifs. Dans le as de la Terre, les éléments radioatifs qui ontribuent leplus à la génération interne de haleur sont l'Uranium, le Thorium et le Potas-sium : plus de 98% de la haleur radiogénique totale vient de la désintégrationd'isotopes uniques d'Uranium 238U, 235U, de Thorium 232Th et est de l'ordre de

1% pour le Potassium 40K [Fowler, 1990℄. Ces valeurs peuvent varier en fontiondu type de rohes et du milieu qu'on onsidère : par exemple, elles sont di�é-rentes selon qu'on soit dans le noyau ou le manteau de la Terre. Les élémentsradioatifs de ourte demi-vie (Aluminium 26Al, Fer 60Fe et Manganèse 53Mn)interviennent également dans les premiers stades de l'évolution d'un systèmeplanétaire mais ont un r�le insigni�ant par après. La désintégration de touses éléments fournissent un taux de génération d'énergie Hradi
donné en unitéde puissane par kilo d'isotope onsidéré. Dans ette étude, seules les donnéespour les éléments radiogéniques de longue demi-vie seront utilisées dans lessimulations de hau�age. Les éléments de ourte demi-vie seront utilisés pourinitialiser le pro�l de température.La onentration initiale des éléments radiogéniques C0

i de longues demi-vies peut être obtenue via la résolution de l'équation di�érentielle (5.20) enonsidérant les onentrations atuelles Ca
i :

C0
i = Ca

i exp(λi ts) ,où ts est l'âge du système solaire. Dans le as des éléments radioatifs de ourtedemi-vie, es onentrations sont mesurées via la onentration de leurs isotopes�lles dans des météorites. L'ensemble des paramètres intervenant dans le hauf-fage radiogénique est donné dans la table 5.2 et est tiré du livre [Doue, 2011℄.Nous validons notre approhe du hau�age radiogénique par deux exemplesprésentés par Doue [2011℄. Ceux-i sont présentés dans l'annexe G.En prenant les onentrations ohérentes ave elles du manteau de la Terre[Kargel et Lewis, 1993℄, le taux atuel de prodution de haleur radioativepour les frations de masse et de volume de Miranda est de 7× 10−12 W kg−1.Ave une haleur spéi�que �xée à Cp = 900 J kg−1 K−1, l'augmentation detempérature due à la désintégration des éléments radioatifs est de 0.2 K pour 1million d'années. Les éléments radiogéniques de ourte demi-vie peuvent fournir
2× 10−7 W kg−1 pour les premiers millions d'années de l'évolution.



5.1 Module thermique 99Table 5.2 � Radioisotopes intervenant dans le hau�age radiogénique. Lesparamètres Hradi
, λi, tdvi , Ca

i et C0
i sont respetivement le taux de générationd'énergie, la onstante de déroissane, le temps de demi-vie, les onentrationsatuelles et initiales de l'isotope i. Tableau repris de Doue [2011℄.

Hradi
λi tdvi Ca

i C0
iIsotope W kg−1 s−1 yrs

238U 9.46× 10−5 4.19× 10−18 4.47× 109 0.992 75
235U 5.69× 10−4 3.12× 10−17 7.04× 108 0.007 20
232Th 2.64× 10−5 1.56× 10−18 1.41× 1010 1
40K 2.92× 10−5 1.72× 10−17 1.28× 109 1.17× 10−4

26Al 4.55× 10−1 3.06× 10−14 7.17× 105 0 5.8× 10−5

60Fe 7.19× 10−2 1.46× 10−14 1.50× 106 0 7× 10−7

53Mn 6.38× 10−3 5.87× 10−15 3.74× 106 0 9× 10−6Chau�age par maréeComme seonde soure de haleur, nous onsidérons le hau�age par maréedans le satellite. La dissipation par marée peut produire assez de haleur pourmaintenir les températures internes mais dépend des exentriités orbitalesainsi que de la struture interne et de la rhéologie. La quantité qui aratérisela dissipation globale résultante de la rhéologie non-élastique est la fontion dedissipation Q (2.6). La distorsion par marée du orps est dépendante du tempset mène à un hau�age interne. Dans le as d'un problème des 2 orps, l'énergiedu système est donnée par :
E = −Gm0

2a
. (5.21)Pour un orps en rotation synhrone sur une orbite exentrique, le taux dedissipation d'énergie est donné par :

dE

dt
=

(

k2
Q

)

s

Gm2
0 n R

5
s

a6

(

21

2
e2 +

3

2
sin2O

)

, (5.22)où O est l'obliquité de l'orbite. Cette formule déoule de la dérivée en tempsde l'équation (5.21) assoiée au terme dépendant du rapport (k2/Q)s de la for-mulation en ȧ donnée par (2.8). À noter que le terme en obliquité est ajoutédans e as-i. Une forme plus omplète de l'équation (2.8) est présentée dansWilliams et al. [2001℄ et permet d'obtenir l'expression i-dessus.La dérivation de la formule (5.22) suppose que le orps est inompressible,que la rotation est uniforme et synhrone. On peut voir ette dissipation omme



100 Chapitre 5 : Approhe oupléeprovenant de deux soures indépendantes dans la marée : la variation dans letemps de la distane due à l'e�et de marée sur la planète et la libration optique(le mouvement de balanement d'un satellite en rotation uniforme par rapportà la planète qui résulte du mouvement non uniforme sur l'orbite elliptique).Di�érents paramètres font varier ette dissipation et il sera important lorsdu ouplage de onsidérer di�érentes possibilités.Au niveau des paramètres physiques, plus le satellite est grand (Rs), plussa dissipation sera élevée. On ne peut ependant pas avoir un satellite de tropgrande taille dans notre étude ar le transfert de haleur est e�etué par ondu-tion. Or, lorsque le rayon augmente et qu'un gradient de température entre leentre et la surfae du satellite s'installe, le transfert de haleur à l'intérieurd'un �uide s'e�etue par onvetion, e qui n'a pas été onsidéré dans le ode.La dissipation dépend également de trois paramètres : le demi-grand axe
a, l'exentriité de l'orbite e et son obliquité O, es deux derniers paramètrespouvant varier selon les résonanes renontrées. La dépendane en demi-grandaxe est inversement proportionnelle et indique que plus le satellite est prohede sa planète, plus la dissipation est élevée : ei est logique puisque l'e�et gra-vitationnel entre les orps s'en trouve renforé. Bien que son e�et soit minime,nous avons gardé le terme en obliquité et don l'information de la haute inli-naison de Miranda dans le ode ouplé. La valeur de l'obliquité est alulée àl'état de Cassini 1 suivant la méthode dérite dans Noyelles [2010℄ onsidérantune forme non-obligatoirement hydrostatique. On érit :

Oeq ≈ sin I

β/Ω̇ + cos I
,où Ω̇ est approhé par (voir e.g. Murray et Dermott [1999℄) :

Ω̇ = −3

2
J2 n

(

Rp

a

)2et
β =

3

2

(C −A)n

C
,où A et C, les prinipaux moments d'inertie, dépendent de la forme du satellite :

A =
y

ρ(x, y, z) (y2 + z2) dxdydz

C =
y

ρ(x, y, z) (x2 + y2) dxdydz .Dans le as d'une densité onstante, ils se simpli�ent par :
A =

4

15
ρ π abc (b2 + c2)

C =
4

15
ρ π abc (a2 + b2) ,



5.1 Module thermique 101où a, b et c sont les demi-axes de l'ellipsoïde qui approhent la forme du satel-lite. Leurs valeurs sont tirées de l'artile Arhinal et al. [2011℄.Finalement, la dissipation interne donnée par la fontion de dissipation Qjoue également un r�le. Plus la valeur de Q sera petite (assoiée à une grandedissipation), plus l'énergie de dissipation par marée sera élevée. Comme déjàsignalé au hapitre 2, la valeur de ette fontion de dissipation est méonnue.Cependant, les distorsions dues aux marées et les déformations résultantes dansle mélange rohes-siliates peuvent être alulées par des modèles dits rhéolo-giques qui ombinent les déformations élastiques et visqueuses [Karato, 1998℄.La façon de modéliser ette fontion Q via es modèles est l'objet prinipal dela setion suivante.5.1.3 Modèles rhéologiquesL'étude de l'évolution de l'intérieur d'un satellite est e�etuée via des mo-dèles rhéologiques qui étudient les hangements de forme et d'éoulement de lamatière. Ceux-i permettent don de modéliser la déformation ǫ d'un matériaulorsqu'il est soumis à une ontrainte σ. La di�ulté repose sur la modélisationd'un orps dit � visoélastique � devant ombiner1. les déformations assoiées aux ontraintes du solide élastique et,2. la vitesse de isaillement entrainant des ontraintes sur le �uide visqueux.Les modèles rhéologiques mis en plae dans le adre de e travail onsi-dèrent essentiellement des montages en série ou en parallèle de ressorts pour leomportement élastique du orps et d'amortisseurs pour le omportement vis-queux. Les modèles rhéologiques se basent sur la théorie de la méanique desmilieux ontinus et ne onstituent pas en soi l'objetif prinipal de ette thèse.Di�érents ouvrages de base (voir e.g. Mavko et al. [2009℄) peuvent ompléterles informations regroupées ii. Le développement théorique ne sera dès lorspas présenté de manière détaillée mais se base partiellement sur le travail deTobie [2003℄.Le hoix et l'implémentation des modèles rhéologiques ont été réalisés avela ollaboration de mon ollègue Özgür Karatekin de l'Observatoire Royal deBelgique.GénéralitésSur de ourtes périodes de temps, le matériau se déforme de manière élas-tique, i.e. la déformation est réversible et le matériau reprend sa forme ini-tiale lorsque la ontrainte esse. On onsidère également que la déformationest linéaire, i.e. proportionnelle aux e�orts. La ontrainte est dé�nie omme



102 Chapitre 5 : Approhe oupléele rapport entre la fore mise en jeu et l'aire de la surfae sur laquelle elleest appliquée. Cette ontrainte implique une déformation orrespondant à unemodi�ation de dimension(s) du solide. Les modules d'élastiité aratérisentla réation du matériau à la ontrainte appliquée. Ils sont de trois types etdépendent de la fore onsidérée. On peut iter :
• le module de Young E pour une ontrainte de tration ,
• le module de rigidité ou de isaillement µ pour une ontrainte de isaille-ment ,
• le module de ompressibilité K pour une ontrainte de ompression.La déformation élastique d'un orps est modélisée à l'aide de la loi de Hookebien onnue dans le as de la déformation d'un solide par tration ou ompres-sion (symbole du ressort) et qui peut être généralisée en 3 dimensions pour unmatériau isotrope par :

σij = λ ǫii δij + 2 µ ǫij i, j = 1, . . . , 3, (5.23)où les éléments du tenseur des ontraintes σij sont reliés aux éléments du ten-seur des déformations ǫij . Le paramètre λ = K − 2
3 µ est le premier oe�ientde Lamé et dépend des modules élastiques de ompressibilité K et de isaille-ment µ.Sur des éhelles de temps très longues, le matériau se déforme omme un�uide visqueux : la déformation est alors plastique et irréversible. Lors d'unmouvement laminaire de �uide visqueux, les di�érentes ouhes de liquidesdissipent de l'énergie par frition. Cette résistane à l'éoulement des di�érentesouhes les unes sur les autres est donnée par la visosité de isaillement ν. Dansle adre d'un �uide newtonien, i.e. un �uide pour lequel la loi liant ontrainteset déformations est linéaire, la ontrainte est liée au taux de déformation viala loi :

σij = η ǫ̇ij i, j = 1, . . . , 3 .Modèle de MaxwellLe modèle rhéologique de Maxwell lie les omportements élastique et vis-queux en onsidérant un montage en série d'un modèle type ressort ave unmodèle type amortisseur 5. Suivant la relation dérite par Peltier [1974℄, dansle adre d'un orps de Maxwell, on peut relier les éléments du tenseur deontrainte et du tenseur de déformation par :
σ̇ij +

µ

η

(

σij −
1

3
σkk δij

)

= 2µ ǫ̇ij +

(

K − 2

3
µ

)

ǫ̇ii δij ,5. Dans le as d'un montage en série, les ontraintes s'additionnent et les déformationssont les mêmes.



5.1 Module thermique 103où la notation d'Einstein est utilisée pour la sommation sur les indies. Partransformation de Fourier de ette dernière équation, on peut obtenir une re-lation type loi de Hooke (5.23) (voir e.g. Tobie [2003℄) :
σ̃ij = λ̃(ν) ǫ̃kk δij + 2 µ̃(ν) ǫ̃ij ,ave

λ̃(ν) = K − 2

3
µ̃(ν)

µ̃(ν) =
µ η2 ν2

µ2 + η2ν2
+ i

µ2 η ν

µ2 + η2ν2
,où µ̃ est la rigidité omplexe. La fréquene de forçage de marée ν est égale aumoyen mouvement n d'un satellite en rotation synhrone. µ et η sont la rigiditéélastique et la visosité respetivement.La rigidité omplexe µ̃ est obtenue par le prinipe de orrespondane exposépar Peltier [1974℄. La rhéologie de Maxwell fournit la rhéologie phénoménolo-gique non-élastique minimale pour dérire la dissipation ayant lieu lors d'unforçage par marée. Le omportement de relaxation des ontraintes est dérit entermes de temps de Maxwell τM = η/µ. Pour des périodes de forçage inférieuresau temps aratéristique de Maxwell t < τM , la réponse élastique prédomineet µ̃ ≈ µ. Les e�ets dissipatifs sont négligeables. Pour des périodes de forçageplus longues t > τM , la réponse visqueuse prédomine et le matériau se omporteomme un �uide µ̃ ≈ 0. Le temps de relaxation de Maxwell pour des satellitesde glae est de l'ordre de quelques jours ave une visosité de η = 1015 Pa s, etune rigidité µ = 4.5× 109 Pa.Le modèle de Maxwell tend à surestimer la réponse élastique des orpsassoiés à de hautes visosités. Cependant, le modèle ne dépend que de deuxparamètres, e qui onstitue son plus grand avantage.

b |
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b b
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|
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b

Figure 5.2 � Le modèle rhéologique de Burgers est un montage en série d'unmodèle de Maxwell ave un modèle de Kelvin-Voigt.



104 Chapitre 5 : Approhe oupléeModèle de BurgersLe modèle rhéologique de Burgers lie les omportements élastique et vis-queux en onsidérant un montage en série d'un modèle de Maxwell ave unmodèle de Kelvin-Voigt, qui n'est autre que le modèle liant les omportementsélastique et visqueux en onsidérant un montage en parallèle d'un modèle typeressort ave un modèle type amortisseur 6.Le modèle de Burgers est aratérisé par deux visosités, une à long termeet une à ourt terme et est, dès lors, plus général que le modèle de Maxwellpour dérire le omportement non-élastique des matériaux [Karato, 1998℄ :
µ̃(ν) =

ν2 (C1 − η1C2/µ1)

C2
2 + ν2C2

1

+ i
ν
(

C2 + η1ν
2C1/µ1

)

C2
2 + ν2C2

1

,ave
C1 =

1

µ1
+

η1
µ1η2

+
1

µ2

C2 =
1

η2
− η1
µ1µ2

ν2 .Le modèle de Burgers est, dans ertains as, plus e�ae que elui de Maxwell.Par exemple, Reeh et al. [2003℄ l'appliquent ave suès dans une étude surla réponse des glaiers terrestres aux fores de marée. Dans la reherhe dessatellites omposés de glae, le modèle de Burgers a été appliqué pour alulerle despinning de Japet [Robuhon et al., 2010℄ et la réponse aux marées d'En-elade [Shoji et al., 2013℄. Comme Shoji et al. [2013℄, nous supposons µ2 = µ1et nous faisons varier η2/η1 entre 17 et 50. Comme limite supérieure, nous pou-vons aussi onsidérer η2/η1 = 2500 omme dans [Shoji et al., 2013℄.La rhéologie de Burgers est plus di�ile que le modèle de Maxwell à mani-puler puisqu'elle requiert l'ajustement de 4 paramètres.Modèle d'AndradeLe modèle rhéologique d'Andrade est un modèle empirique qui se base surun modèle de �uide visqueux dans les métaux [Andrade, 1910℄. Retravaillénotamment dans le adre de orps prohes de résonanes spin-orbite et soumisaux marées [Efroimsky, 2012℄, il est donné par :
µ̃ =

1

µ̃
+ ν−αβ cos

απ

2
Γ(α+ 1)− i

1

ην
− ν−αβ sin

απ

2
Γ(α+ 1) ,6. Dans le as d'un montage en parallèle, les ontraintes sont les mêmes et les déformationss'additionnent.



5.1 Module thermique 105où le paramètre α = 0.33 (0.3− 0.38) est �xé omme pour le satellite Enelade[Rambaux et al., 2010℄,
β = µα−1/ηα ≈

[

1× 10−13; 1× 10−11

]

,et Γ est la fontion gamma. La multipliité des paramètres à �xer dans e mo-dèle rend sa manipulation ompliquée et di�ile omparée à elles des modèlesde Burgers et de Maxwell. Cependant, ontrairement au modèle de Maxwell, lemodèle d'Andrade tient ompte de la réponse inélastique de la glae lorsqu'elleest forée par les marées et dispose dès lors d'un temps aratéristique inférieurà elui de Maxwell [Efroimsky, 2012℄ ayant pour onséquene une apparitiondu régime visqueux plus rapidement.5.1.4 Paramètres thermiques physiquesLes paramètres rhéologiques exats sont peu onnus pour les satellites dusystème solaire extérieur. Leurs propriétés sont don estimées via des approxi-mations onsidérant un satellite homogène omposé de glaes et de siliates.Dans e as, les paramètres physiques 7 que sont la ondutivité thermique, lahaleur spéi�que, la visosité et la rigidité sont tous alulés omme ombi-naisons des paramètres onnus dans le as de es omposants. Ils sont ainsifontions de la omposition du orps mais également de la température de fu-sion de la glae [Castillo-Rogez et al., 2007℄. La fration de masse de siliates
xs est déterminée par les densités de haque omposition :

xs =
1− ρg/ρi
1− ρg/ρs

, (5.24)où ρg = 917 kg/m3, ρs = 2500 kg/m3 et ρi sont respetivement les densitésde la glae, des siliates et du satellite i. La fration de volume de siliate fsdépend de la fration de masse xs et est donnée par :
fs =

xs
xs + ρs/ρi(1− xs)

. (5.25)Considérant les valeurs typiques de densité préitées, les frations de masse etde volume sont respetivement xs = 37% et fs = 45% pour Miranda.Condutivité thermique et haleur spéi�queSuivant Castillo-Rogez et al. [2007℄, la ondutivité thermique et la ha-leur spéi�que des satellites sont des ombinaisons linéaires de la ondutivitéthermique et de la haleur spéi�que de la glae et des siliates. On dé�nit laondutivité thermique k par :
k = fs ks + (1− fs) kg ,7. Un résumé des valeurs obtenues pour Miranda est présenté dans la table 5.1.



106 Chapitre 5 : Approhe oupléeoù ks = 4.2 W/m/K et kg = 5.4 W/m/K sont les ondutivités thermiquesdes siliates et de la glae respetivement. On dé�nit la haleur spéi�que Cpomme :
Cp = xs Cps + (1− xs) Cpg ,où Cps = 920 J/kg/K et Cpg = 888.7 J/kg/K sont les haleurs spéi�ques dessiliates et de la glae respetivement.RigiditéLes propriétés élastiques sont estimées par l'approximation de Voigt-Reuss-Hill qui fournit la moyenne arithmétique entre les modèles de Voigt et de Reuss[Mavko et al., 2009℄. La rigidité de Voigt est donnée par :
µV oigt = xsµs + (1− xs)µget elle de Reuss par :

µReuss =

[

xs
µs

+
(1 − xs)

µg

]−1

,où µs = 65 GPa et µg = 4.5 GPa sont respetivement les rigidités des siliateset de la glae.VisositéLa rhéologie de la glae est ompliquée : elle implique di�érents méa-nismes de déformation, dont ertains sont non-newtoniens. Cependant, les dé-tails exats de la rhéologie de la glae ont de très faibles e�ets sur les résultats�naux. Nous supposerons don une rhéologie simpli�ée pour la glae, ave unevisosité newtonienne η(T ) qui prend la forme suivante [Parmentier et Zuber,2007℄ :
η = η0 exp

[

Ea

RgTm

(

Tm
T

− 1

)]

, (5.26)où η0 est la visosité au point de fusion, onsidérée à 1013 Pa s, Ea = 50 103 J/-mol est l'énergie d'ativation et Rg = 8.3144621 J/mol/K, la onstante de gaz.Le paramètre Tm = 273 K est la température de fusion, i.e. la température deréférene faisant passer un matériau de l'état solide à l'état liquide. La valeurde Tm peut diminuer en fontion des éléments présents dans le orps. En e�et,une température Tm = 273 K orrespond à la température de fusion pour l'eaupure. Supposant que le orps est omposé de lathrate (i.e. omposé de glaedans laquelle du gaz est emprisonné), ette température desend jusque 200 K.Cette diminution entraine une déroissane de la visosité et ainsi que du tempsaratéristique de Maxwell, l'objetif étant de faire onverger le temps de Max-well vers une valeur du même ordre que les périodes orbitales.



5.1 Module thermique 107La visosité joue un r�le prépondérant dans l'évolution thermique : l'ob-jetif est qu'elle ne soit pas trop élevée. Une borne supérieure est d'ailleurs�xée à 1019 Pa s. En résumé, l'ordre de grandeur de visosité pour un orpsvisoélastique est de 1015 Pa s. Une visosité de l'ordre de 1012 Pa s peut déjàonduire à un orps liquide dans lequel, la rigidité n'ayant plus d'e�et, il n'y aplus de dissipation. Pour omparaison, la visosité de la roûte de la Terre estde l'ordre de 1022 Pa s (rigide).La visosité étant inversement proportionnelle à la température du satel-lite, plus elui-i se refroidit, plus la visosité augmente. Dans les deux as, lavisosité varie selon une exponentielle : de grands hangements de températurene sont pas néessaires au renversement d'attitude de la visosité.5.1.5 Paramètres des maréesSuivant Hussmann et al. [2006℄, onsidérant la fréquene de forçage de maréeégale au moyen mouvement d'un satellite en rotation synhrone, la fontion dedissipation Q est dé�ni par :
Q(µ̃) =

Re(k2)

Im(k2)

=
Re(µ̃)

Im(µ̃)
= nτM ,

(5.27)où n est le moyen mouvement du satellite et τM = µ/η est le temps de relaxa-tion de Maxwell. Le nombre de Love k2 est dé�ni par (2.7) pour une réponseélastique µ ≈ µ̃.Les modèles de Maxwell, Burgers et Andrade dérits au début de la setionpermettent d'obtenir une expression pour la fontion de dissipation Q, di�é-rente en fontion du modèle onsidéré. La �gure 5.3 ompare les valeurs de Qen fontion de la température de fusion hoisie pour les 3 modèles rhéologiquesdé�nis en début de setion. Pour le alul de la visosité, une températuremoyenne de 150 K a été dans e as supposée.
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Figure 5.3 � Valeur de Q obtenue ave le modèle Maxwell (a), de Burgers(b) et d'Andrade () en fontion de la température de fusion onsidérée. Latempérature moyenne du satellite est �xée à 150 K.Comme expliité dans l'introdution, la théorie de e hapitre est subdiviséeen deux parties omprenant un module thermique et un module dynamique. Iise termine la théorie du module thermique se référant à l'évolution intérieuredes satellites. La setion suivante omprend le module dynamique présentantles équations du mouvement d'un problème moyenné à 3 orps.5.2 Module dynamiqueLe module dynamique onstruit une moyennisation de l'Hamiltonien à Norps dans le as partiulier d'une résonane en moyen mouvement 3 : 1 entredeux satellites.Nous avions au départ ouplé le module thermique au problème des N orpsomplet, e qui s'est avéré non-e�ae ar les éhelles de temps aratéristiquesne orrespondent pas entre les deux approhes. La seonde approhe onsisteà étudier une version moyennée de l'Hamiltonien. L'équation de dissipationde marée (5.22) dépend de di�érents paramètres physiques et orbitaux et no-tamment, il existe une dépendane en e2, pouvant augmenter la dissipation demanière intensive. On soupçonne dès lors un hau�age thermique plus e�aelorsque les exentriités augmentent (voir e.g. Peale [1999℄), d'où l'intérêt d'unmodèle ontenant les exentriités. Cependant, la haute inlinaison de Mirandaest inhérente au problème et nous souhaitions dès lors onserver ette dimen-sion dans le problème.



5.2 Module dynamique 109La première idée d'Hamiltonien moyenné onsidérait l'Hamiltonien à 4 de-grés de liberté omposé de la somme de l'Hamiltonien (4.2) développé dansle hapitre 4 et de l'Hamiltonien assoié en exentriité développé en annexeF. Cette approhe s'est avérée être un éhe de par le manque d'un degré deliberté dans les équations du mouvement permettant de �xer le rapport desdemi-grands axes à une onstante lors de la apture dans une résonane. Lesyeux des résonanes en exentriité et inlinaison se hevauhaient. Ne trouvantpas de solution pour ajouter e degré de liberté, nous avons mis en plae unenouvelle approhe.Nous implémentons dès lors une méthode expliquée dans le as du systèmede Saturne dans le travail de Champenois [1998℄, qui séletionne de manière pré-ise les termes néessaires à la modélisation et obtient un Hamiltonien moyennédépendant des inlinaisons et des exentriités en même temps.Le modèle onsidère un problème des 3 orps dérit par l'Hamiltonien enoordonnées de Jaobi (4.8). De même que dans le hapitre 4, on développe lepotentiel perturbateur dû au troisième orps au seond degré en exentriité etinlinaison via les séries de Fourier et on obtient les termes résonants liés à larésonane 3 : 1 de l'Hamiltonien Hres (4.12) dépendant de fontions de Laplaedé�nies dans (4.13). En partiulier, le potentiel perturbateur dépend du orpsauquel il est appliqué et est donné pour les termes résonants par :
V R
12 =

Gm0m
′

a′

( 6
∑

k=1

fk cos 2θk − a′ VE

)

V R
21 =

Gm0m
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∑
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)

,où
VE = − 27

8 e22 cos(λ− 3λ′ + 2̟′)

VI = − 3
8 e

2
2 cos(λ− 3λ′2 + 2̟′) ,pour une perturbation externe et interne respetivement.La partie séulaire de e potentiel V S omprend les termes indépendantset eux liés à la di�érene des n÷uds et périentres repris dans l'Hamiltonien

Hsec (4.14), et assoiés aux fontions de Laplae (4.15).



110 Chapitre 5 : Approhe oupléeLes termes d'aplatissement seront donnés par une version moyennée auseond ordre de haque terme donnée par (voir e.g. Murray et Dermott [1999℄) :
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sin2 I ,où Rp est le rayon moyen de la planète.Le potentiel perturbateur total est don érit par :
V = V R + V S + V A . (5.28)5.2.1 Équations du mouvementLes équations dé�nies jusqu'à présent dépendent des éléments orbitaux dessatellites (a, e, i,̟,Ω). On hoisit ii de travailler ave les variables de Lagrange(voir e.g. [Duriez, 1977℄) (f. Annexe C) :
z = e exp (

√
−1 ̟)

ζ = γ exp(
√
−1 Ω) ,es variables se référant à Miranda, les expressions ave les variables priméessont équivalentes et se réfèrent à Umbriel. La dé�nition de es variables permetd'éviter l'indétermination des périentres et/ou n÷uds lorsque les exentriitéset/ou les inlinaisons sont nulles. Dans es variables et se basant sur Duriez[1977℄, les équations du mouvement de Lagrange sont érites omme :
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,ave φ =
√
1− zz̄. L'expression du potentiel perturbateur V est donnée par(5.28) dans les as de Miranda et Umbriel ave l'expression adaptée du poten-tiel perturbateur V R selon que la perturbation soit interne ou externe. Nous



5.3 Couplage thermodynamique 111intégrons don un ensemble de 11 équations di�érentielles :
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, (5.29)les variables k, h, p et q étant dé�nies par :
k = e cos̟ = Re (z)

h = e sin̟ = Im (z)

q = γ cosΩ = Re (ζ)

p = γ sinΩ = Im (ζ) ,la version primée étant équivalente. La variable Ψ = 3λ′ − λ est l'angle à larésonane exate.Cet ensemble d'équations de mouvement (5.29) est intégré ave le mêmeintégrateur préditeur-orreteur ABM d'ordre 10. A�n de valider les résultatsde l'intégration du modèle moyenné présenté ii, nous proédons de la mêmemanière que dans le hapitre 4 en présentant une arte dans le domaine rap-port de demi-grands axes versus angle résonant θ1 dans l'éhelle de ouleurs devariations du demi-grand axe de Miranda.La �gure 5.4 (a) présente le résultat de l'intégration du problème des 3orps. Il onsidère les perturbations gravitationnelles entre Uranus, Miranda etUmbriel et l'e�et d'aplatissement et ontient en partiulier tous les termes deourtes périodes. La �gure 5.4 (b) montre le résultat des intégrations numé-riques des équations du mouvement (5.29). Il ontient les mêmes perturbationsque dans le système omplet mais onsidère uniquement les longues périodes.On observe que les deux �gures sont similaires ave plus de préision dansle as de l'intégration du système omplet. Cependant, notre forme moyennéemaintient les points globaux de la dynamique de la résonane en moyen mou-vement 3 : 1 entre Miranda et Umbriel ave la présene de la large séparatriedélimitant le bord de la résonane. On distingue également les deux zones derésonanes seondaires dans le entre de libration jouant un r�le dans la sortiede la résonane primaire (f. Chapitre 4). On onlut don ette setion parla validation de la forme moyennée dans l'étude de la partie dynamique duproblème.5.3 Couplage thermodynamique5.3.1 ProédureLes études ouplées mêlant la dynamique des orbites à l'évolution internedes satellites sont assez rares. Comme nous le verrons par la suite, elles en-gendrent des di�ultés lors de la ombinaison des deux approhes : les temps
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Figure 5.4 � Espaes de phase dans le domaine rapport de demi-grands axes αversus angle résonant θ1 résultant d'un problème des 3 orps Uranus, Miranda,Umbriel ave l'intégrateur Adams-Bashforth-Moulton sur 1500 ans (a) et saversion moyennée (b). Dans le as de la version omplète, le pas d'intégrationest �xé à 1/80 jour. Les onditions initiales sont les atuelles (f. Tables B.1, B.2et B.3) exepté pour l'anomalie moyenneM , le demi-grand axe a et l'inlinaisonde Miranda I. Les deux premières variables sont �xées respetivement entre
[0◦ − 360◦[ et [127850 km − 127900 km]. Pour la version moyennée, le pasd'intégration est �xé à 17/300 ans. Le demi-grand axe a est dans l'intervalle
[127820 km− 127870 km]. L'inlinaison initiale de Miranda est de 4.338◦ dansles deux as. L'éhelle de ouleur onsidère la variation en demi-grand axe a(km) dans les deux simulations.d'évolution aratéristiques, par exemple, sont totalement di�érents ave deshangements dans la dynamique orbitale se faisant sur des temps de quelquesjours/années alors que la température intérieure d'un satellite varie sur deséhelles de l'ordre de plusieurs millions d'années. Il est don parfois néessairede faire un hoix entre une évolution dynamique plausible et une évolutionthermique ayant un sens physique.Dans Shubert et al. [2010℄, les auteurs analysent le r�le des résonanesdans l'évolution interne d'un satellite : ils démontrent l'intérêt du forçage del'exentriité sur le hau�age interne de elui-i. En partiulier, dans le asdes satellites galiléens, le hau�age par marée d'Io exède sans di�ulté lehau�age par les éléments radiogéniques impliquant le volanisme bien onnuà sa surfae. Un élément dynamique important est la résonane de Laplaeimpliquant les trois satellites Io, Europe et Ganymède dont l'angle de librationest donné par :

θ = λ1 − 3λ2 + 2λ3 ,ave λi, i = 1, . . . , 3, les longitudes moyennes d'Io, d'Europe et de Ganymèderespetivement. Cette on�guration est stable et a la partiularité de faire évo-luer le satellite Io selon des yles d'un état haud à un état froid, et vie-versa,



5.3 Couplage thermodynamique 113à mesure que les satellites s'enfonent dans la résonane (augmentation des ex-entriités et don de la température interne) ou en ressortent (diminution desexentriités par dissipation et don de la température interne). Ce proessusde hau�age par yles est proposé par Ojakangas et Stevenson [1986℄. Lesdeux points importants à noter dans le adre de e système sont le fait que larésonane entre les trois satellites est maintenue et que le transfert de haleurdans Io est un transfert par onvetion dû à sa taille plus importante et à unetempérature initiale plus élevée 8.Sur le même système, itons le travail de Showman et al. [1997℄, qui présenteun problème dynamique et thermique ouplé pour le satellite Ganymède maisdans le adre d'un satellite à température homogène, sans variation radiale dela température.Dans le as du système uranien, il n'y a, à notre onnaissane, auune ap-prohe ouplée des phénomènes dynamique et thermique. Les auteurs qui ontabordé les questions thermiques essentiellement dans les as de Miranda etd'Ariel (Dermott et al. 1988 ; Peale 1988 ; Tittemore et Wisdom 1988, 1990)ont plut�t envisagé les deux évolutions séparément, utilisant les données obte-nues dans l'évolution dynamique omme soures pour l'évolution thermique.L'idée ii est de onsidérer l'évolution omme un ensemble thermodyna-mique où les informations s'éhangent dans les deux sens. Les paramètres ther-miques usuels ont été onservés de sorte que l'analyse physique soit ohérente.Di�érents modèles rhéologiques dé�nissant des valeurs diverses de dissipationà l'intérieur de Miranda sont également pris en ompte (f. Setion 5.1.3).L'idée du ouplage est présentée dans le shéma à la �gure 5.5. D'un pointde vue dynamique, les équations du mouvement moyennées (5.29) sont in-tégrées et permettent d'obtenir les éléments orbitaux. Ceux-i interviennentdans le module thermique lorsque l'EDP (5.19), ave ses termes de soures, estrésolue, et en partiulier dans le terme de hau�age par marée (5.22). Cetterésolution de l'équation de la haleur est e�etuée tous les 100 ans dans le asgénéral. Lors de la apture et l'évolution dans la résonane 3 : 1 entre Mirandaet Umbriel, l'appel au module thermique est e�etué à haque pas de tempspour tenir ompte des hangements engendrés dans les éléments orbitaux, im-pliquant des modi�ations dans la dissipation par marée (5.22). Le résultat dumodule thermique est essentiellement la visosité du satellite qui dépend dela température obtenue. Cette visosité permet de aluler via les modèles deMaxwell, de Burgers ou d'Andrade, la fontion Q assoiée à la dissipation àl'intérieur du satellite. Le nouveau rapport (k2/Q)s pour le satellite est alorsrenvoyé au module dynamique.8. Le hau�age par onvetion s'avère plus e�ae que elui par ondution ar il génèredes mouvements de �uides.



114 Chapitre 5 : Approhe oupléeNotre modèle tente dès lors d'approher l'évolution suivante : suite à unephase d'arétion, l'intérieur du satellite ommene à se refroidir puisque lehau�age interne dominé par la désintégration des éléments radiogéniques n'estpas su�sant pour ompenser le refroidissement. La visosité augmente. Si lesatellite est apturé dans une résonane orbitale qui fore les exentriités suf-�samment, le hau�age par marée devient important et domine le hau�ageradiogénique. Dans e as, la visosité diminue ave l'augmentation de tempé-rature. Si la température interne devient su�sante, alors le satellite se di�é-renie en plusieurs ouhes i.e. les éléments plus lourds migrent vers le entreet onstituent un noyau.Comme signalé préédemment, la dissipation par marée amortit les exen-triités, e qui a omme onséquene une diminution de l'énergie de maréeet une nouvelle dominane du hau�age par les éléments radiogéniques. Il enrésulte une nouvelle phase de refroidissement du satellite, transformé par sonhau�age par marée dû à la traversée de la résonane (f. Équation (5.22)).Intégration N Corps Résoudre Équation de la Chaleur
Sorties : a, e, I Sortie : T

η(T ) →
(

k2

Q

)

s

Soure marées

Moyenné sur ourtes périodesFigure 5.5 � Shéma présentant le prinipe du ode ouplé.



5.3 Couplage thermodynamique 1155.3.2 RésultatsDans ette setion, je présente di�érents résultats qui montrent en par-tiulier la di�ulté de hau�er un satellite tel que Miranda. Au départ, denombreuses évolutions dynamiques ont été étudiées seules a�n de séletionnerun/plusieurs as test(s) intéressant(s) de par leur(s) variation(s) en inlinaisonet/ou en exentriité. Nous avons ependant privilégié une résonane en exen-triité du fait de la dépendane au arré présente dans (5.22). Faire tournerle module dynamique 9 séparément permet également de pouvoir omparer lesapports à ette dynamique lorsqu'il est ouplé au module thermique.D'un point de vue dynamique, il s'agit de séletionner une résonane en ex-entriité permettant d'augmenter les exentriités su�samment pour le hauf-fage. Dans le as de la résonane 3 : 1 entre Miranda et Umbriel, on disposedes résonanes e′2, ee′ et e2 (1.1). Le premier as est négligé dans ette étudear une apture dans ette résonane augmente l'exentriité d'Umbriel, etuniquement elle-i. Or, dans notre as, 'est surtout le hau�age du satelliteMiranda que nous souhaitons étudier. Dans les deux as suivants, on obtientune augmentation signi�ative de l'exentriité de Miranda. La apture dans larésonane dépend des onditions initiales sur les exentriités. Dans le as de
e′ = 0.002 et e < 0.006, Malhotra et Dermott [1990℄ ont montré une aptureertaine dans la résonane ee′, et dans la résonane e2 si e′ > 0.002.Le prinipe d'évolution est le même que dans le as de la apture en inli-naison, étudiée au hapitre préédent : une apture dans la résonane primairefaisant augmenter l'exentriité, suivie par des traversées/aptures dans des ré-sonanes seondaires impliquant la sortie de la résonane primaire (f. Chapitre4). Puisqu'auune trae d'ativité géologique n'a été détetée pour Umbriel[Smith et al., 1986℄, nous ne onsidérons pas une augmentation en exentriitépour Umbriel et séletionnons une trajetoire apturée dans une résonane e2.Nous supposons également que l'inlinaison de Miranda est déjà à 4.5◦ suite àune apture et une sortie de la résonane en I2. Les résultats se subdivisent endeux as ave di�érents modèles rhéologiques.Pro�ls initiauxLe modèle de départ onsidère un satellite (Miranda ou Umbriel) dont lerayon est disrétisé en Ni = 100 points. La résolution de l'équation de la haleurest e�etuée dans haune des ouhes i prédé�nies et fournit une température
Ti dans haque ouhe. Cette température permet de aluler une visosité(5.26) et un rapport (k2/Q)si par les expressions (2.7) et (5.27) et selon lemodèle rhéologique hoisi. Le rapport (k2/Q)s renvoyé au module dynamique9. Dans e as, la fontion de dissipation Q est supposée onstante.



116 Chapitre 5 : Approhe oupléeest une moyenne arithmétique des (k2/Q)si prédéterminés.Conernant le hau�age par les éléments radiogéniques, elui-i est trèsfaible ar il ne onsidère pas les éléments radioatifs de ourtes durées de vie 10et est de l'ordre de 10−14 W/kg.La ondition initiale est dé�nie selon (5.8) où f(r) est un pro�l de tempé-rature dé�ni par la désintégration des éléments radiogéniques sur 4.6 milliardsd'années. La température de surfae est �xée à une température d'équilibreonstante de 80.5 K pour Miranda. Pour omparaison, Castillo-Rogez et al.[2007℄ obtiennent une valeur de la température d'équilibre de 90 K pour Ja-pet. Les pro�ls thermiques sont déterminés par la résolution de l'équation dela haleur ave les onditions frontières préédemment dé�nies. Comme termede soure, on onsidère l'e�et du hau�age radiogénique depuis la formationdes satellites il y a 4.6 milliards d'années. Dans e as, nous tenons ompte deséléments radioatifs de ourte demi-vie qui sont listés dans la table 5.2 ar ilssont atifs dans les premiers stades de l'évolution des satellites. On séletionneensuite les pro�ls minimaux et maximaux obtenus par la simulation.Dans les as de Miranda et Umbriel, les pro�ls minimaux et maximaux ob-tenus de ette manière sont représentés à la �gure 5.6.Les sénarios présentés dans les setions suivantes onsidèrent le pro�l maxi-mal de température omme pro�l initial de température.Sénario nominalLe sénario nominal présenté ii est une première approhe ouplée de notreproblème et onsidère des paramètres thermiques et des variables orbitales réa-listes. Considérons les satellites Miranda et Umbriel dont les variables orbi-tales sont �xées aux valeurs atuelles (f. Table B.3) exepté pour le rapportdes demi-grands axes, �xé à la résonane en exentriité e2 et les exentri-ités �xées à des valeurs plus petites. L'évolution dynamique à l'intérieur dela résonane est dirigée par les équations de marée (2.8) ave le paramètre
(k2/Q)p = 5.2 10−5 pour Uranus [Tittemore et Wisdom, 1988℄. Pour les satel-lites, e rapport de marée est diretement déterminé par le ode thermique.
10. On suppose que la renontre de la résonane 3 :1 entre Miranda et Umbriel n'a pas lieuau début de la formation du système solaire.
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Figure 5.6 � Pro�ls maximaux (rouge) et minimaux (bleu) de température desdeux satellites Miranda (a) et Umbriel (b), obtenus par la résolution de l'EDPde la haleur onsidérant une soure de haleur radiogénique sur la durée devie des satellites (4.6 109 années).Les paramètres thermiques sont �xés tels qu'expliqué dans la setion oner-nant le module thermique (5.1) i.e. omme des ombinaisons de es paramètresdé�nis pour la glae et pour les siliates. La fration de masse et de volume desiliates de haun des satellites est obtenue via les équations (5.24) et (5.25).La fontion de dissipation Q est alulée selon le modèle de Maxwell.Le résultat de ette première approhe ouplée est donné à la �gure 5.7.L'e�et de marée sur les demi-grands axes pousse les satellites à l'intérieur de lazone de résonane et les fait évoluer sur une éhelle de temps de 8 106 années.À l'intérieur de ette résonane e2, on observe (a) la libration de l'argumentrésonant θ6 (1.1), impliquant l'augmentation de l'exentriité de Miranda (b).La valeur de l'exentriité à la sortie de la résonane est :
e ≈ 0.02 . (5.30)Cette valeur est assez modérée et, par l'amortissement des exentriités dûaux marées, on n'observe auun hau�age sur Miranda ave notre hoix deonditions initiales. Ave une rhéologie de Maxwell, la visosité de Miranda esttrès élevée (≈ 1019 Pa s) impliquant un temps aratéristique de Maxwell trèsélevé par rapport aux périodes orbitales et menant à une réponse élastique dusatellite. L'augmentation en exentriité n'est pas su�sante pour dominer lehau�age radiogénique dans l'équation la haleur (5.19).
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Figure 5.7 � Résultats d'une approhe ouplée ave la rhéologie de Maxwell.Pendant la libration de l'argument résonant (a), l'exentriité assoiée aug-mente (b). Sa valeur �nale à la sortie de la résonane n'est pas maintenuesu�samment longtemps et est insu�sante pour impliquer une augmentationde température à l'intérieur de Miranda. En onséquene, la valeur de Q estassez haute ave omme résultat un rapport (k2/Q)s très petit pour le satellite,assoié à une dissipation nulle à l'intérieur de Miranda.



5.3 Couplage thermodynamique 119En onséquene, la valeur de Q est assez haute ave omme résultat unrapport (k2/Q)s très petit pour le satellite (f. Figures 5.7 () et (d)), assoié àune dissipation nulle à l'intérieur de Miranda. Par les équations de Kaula (2.8),on onstate que, dans le as présenté ii, le seond terme de es équations estinsigni�ant et l'évolution de marées est dominée par la dissipation à l'intérieurde la planète : Miranda s'éloigne de la planète et son orbite est irularisée. Cesénario est résumé dans la partie gauhe du shéma 5.8.Un sénario alternatif pour renforer le hau�age par marée de Mirandaserait de onsidérer un autre modèle rhéologique mais, malgré l'obtention devaleurs plus petites pour la fontion de dissipation Q ave es modèles, la vis-osité de Miranda reste néanmoins élevée pour fournir un hau�age signi�atifpar marée.On peut diminuer ette visosité en onsidérant une valeur de températuredu point de fusion plus basse que 273 K. Une température de fusion de 200 Kest possible pour Miranda, et en partiulier si l'intérieur du satellite disposedes lathrates et des éléments tels que l'ammonia ou des sels [Greenberg et al.,1991℄. Plusieurs tests ont été réalisés ave di�érentes températures de fusionet ave les trois modèles rhéologiques mais auun d'entre eux n'a donné unrésultat de hau�age sur Miranda, menant à la onlusion d'un hau�age parmarée ine�ae sur Miranda ave une approhe lassique et les paramètreshoisis.Cette hypothèse est on�rmée de la manière suivante : soit l'équation (5.22)ave O = 0 où on pose :
C =
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,où C est une onstante. L'énergie par unité de masse évaluée en e et Q estdonnée par :

E =
C

m

e2

Q
, (5.31)où m est la masse de Miranda. L'énergie totale est représentée à la �gure 5.9(a). Considérant une forte dissipation (Q = 5), on note une valeur prohe de 1GW pour e ≈ 0.06. En divisant l'énergie (5.31) par la haleur spéi�que de Mi-randa, on obtient la variation de la température interne (K) par année. La �gure5.9 (b) donne ette variation sur un million d'années dans un plan exentri-ité e versus fontion de dissipation Q, l'éhelle de ouleur étant logarithmique.



120 Chapitre 5 : Approhe oupléeRésonane 3 :1 Miranda/Umbriel ?NON OUICR
e > 0.2CM

QQR < QQTÉhau�ement
η ↓

Qs petitKaula dominé par (k2/Q)

s

a ↓

e < 0.2QQR > QQTRefroidissement
η ↑

Qs grandKaula dominé par (k2/Q)

p

a ↑

Figure 5.8 � Résumé des tests. CR= Chau�age radiogénique, CM=Chau�agemarée, QQR=�ux de haleur radiogénique (W/kg), QQT=�ux de haleur ma-rée (W/kg)L'approximation présentée à la �gure 5.9 (b) on�rme l'impossibilité dehau�age de Miranda dans les onditions hoisies au premier test : en e�et,ave des exentriités inférieures à 0.05, l'augmentation de température sur unmillion d'années est inférieure à 1 K pour des valeurs en-dessous de 100 pourla fontion de dissipation Q. Pour observer une légère augmentation de tem-pérature, il est néessaire de onsidérer une exentriité plus haute, prohe de
0.4, et de la maintenir sur une période de quelques millions d'années.De petites valeurs pour la fontion de dissipation Q sont requises égale-ment, invalidant l'utilisation du modèle de Maxwell dans nos onditions (f.Figure 5.3).
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Figure 5.9 � Variation de l'énergie de dissipation de marée (GW) versus l'ex-entriité pour des valeurs �xées de Q (a). Variation de la température (K) parmillion d'années dans un plan exentriité versus fontion de dissipation Q (b).L'éhelle de ouleurs est logarithmique.Sénario extrêmeLe sénario extrême présenté dans ette setion onsidère les rhéologies deBurgers et d'Andrade. J'ai hoisi de préserver la signi�ation physique des para-mètres thermiques au détriment d'éléments orbitaux plausibles en vue d'obtenirun hau�age de l'intérieur du satellite orrespondant à l'approximation donnéedans la �gure 5.9 (b).L'exentriité de Miranda n'augmentant pas su�samment ave la aptureet l'évolution dans la résonane primaire e2, on onsidère une haute exentri-ité initiale (e = 0.5) au départ de la simulation dans le but de montrer l'e�etde l'approhe ouplée. Dans e as, omme expliqué par Champenois [1998℄,l'exentriité déroit jusqu'à une valeur d'équilibre et jusqu'à la sortie de larésonane. À noter qu'une telle exentriité implique que le sénario présentéest totalement �tif.La �gure 5.10 présente les résultats obtenus ave la rhéologie de Burgersave C = 50 (lignes pleines) et elle d'Andrade ave α = 0.33 (lignes poin-tillées). Dans les deux as, la valeur de la température de fusion est �xée à200 K pour diminuer la visosité de Miranda et tenter d'obtenir une réponsevisqueuse du orps. Les deux modèles rhéologiques di�érents mènent à une évo-lution orbitale uniforme : on observe la sortie de la résonane illustrée par la �ndu régime de libration de l'argument résonant θ6 (a). L'exentriité élevée dé-



122 Chapitre 5 : Approhe oupléeroit jusqu'à une valeur d'équilibre prohe de 0.38 (b). L'évolution thermiqueassoiée di�ère du as nominal puisque nous observons ii une forte dissipa-tion pour Miranda : la valeur de Q est assez petite et le rapport (k2/Q)s estdu même ordre que le rapport (k2/Q)p. Assoiés à une grande exentriité,l'évolution de marées di�ère du as nominal par une prédominane du seondterme dans l'équation (2.8) : l'évolution est maintenant dominée par la dis-sipation intérieure du satellite. Cei implique un rapprohement du satelliteet de la planète au lieu de l'éloignement lassique et Miranda revient vers lazone de résonane. Ce sénario est présenté dans la partie droite du shéma 5.8.La partie thermique dépend du modèle hoisi. À la �gure 5.10 () on ob-serve, en lignes pleines, une légère augmentation de la température moyenneave le modèle de Burgers. Cette augmentation d'approximativement 1 K surun million d'années orrespond à l'augmentation obtenue par l'approximationdonnée à la �gure 5.9 (b). La valeur de la fontion de dissipation Q est, dans lesdeux as, assez petite (d), impliquant une valeur raisonnable pour le rapport
(k2/Q)s de Miranda (e). Cependant, la valeur de l'exentriité étant amortie surune éhelle de temps assez ourte (l'amortissement des exentriités par l'e�etde marée empêhe le maintien d'une valeur élevée), on observe néanmoins uneaugmentation dans la dissipation ayant pour onséquene un refroidissementdu satellite même dans le as d'une approhe extrême.
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Figure 5.10 � Résultats de l'approhe ouplée ave un modèle de Burgers(lignes pleines) et un modèle d'Andrade (lignes pointillées). Pendant la libra-tion de l'argument résonant (a), l'exentriité assoiée déroit (b) jusqu'à unevaleur d'équilibre. Dans les deux as, la valeur de Q est assez petite (d) aveune valeur raisonnable pour le rapport (k2/Q)s (e), assoiée à une grande dis-sipation à l'intérieur de Miranda. L'exentriité initiale élevée, ombinée à unetempérature de fusion de 200 K, implique une légère augmentation de tempé-rature ave le modèle de Burgers ().



124 Chapitre 5 : Approhe ouplée5.4 Conlusions et perspetivesCe hapitre présente un modèle ouplé d'évolution thermique et dynamiquebasé sur une résonane en moyen mouvement 3 : 1 entre Miranda et Umbriel.L'objetif est d'expliquer les strutures observées en surfae de Miranda par unhau�age interne du satellite provoqué par une augmentation de la dissipationd'énergie de marée. Un sénario de ollisions ave un impateur proposant unedisloation suivi d'un ré-assemblage du satellite pourrait également expliquerles strutures prinipales observées mais pas la présene des ouronnes lisses àla surfae de Miranda [Plesia, 1988℄. Nous nous sommes dès lors foalisés surun sénario dissipatif de marées.Le module thermique présente la résolution de l'équation de la haleur pourune sphère isotrope omposée d'un mélange homogène de siliates et de glaes.Les di�érents paramètres thermiques ont été détaillés et on onsidère une viso-sité dépendante de la température ainsi que di�érents modèles rhéologiques. Lemode prinipal de transfert de haleur est la ondution puisqu'auune de nossimulations n'a mené à un hau�age su�sant pour démarrer une onvetion.La température à l'intérieur du satellite augmente à ause de la désintégrationdes éléments radiogéniques ou de la dissipation de marée dépendante de la va-riation des éléments orbitaux.Le module dynamique onsiste en une moyennisation des éléments à ourtepériode du problème des 3 orps omplet présenté au hapitre 2. Cette ap-prohe permet d'obtenir un modèle à 3 dimensions ontenant les exentriitéset les inlinaisons des orbites. Ce module est ouplé à la partie thermique parles e�ets de marée.Une approhe ouplée des deux évolutions n'a jamais été appliquée dans leas des satellites prinipaux d'Uranus. Les solutions dépendent essentiellementdu modèle rhéologique hoisi et des exentriités des satellites. À la vue desvaleurs importantes de la fontion de dissipation Q, on note ependant l'inef-�aité du modèle de Maxwell dans le as d'une approhe ondutrie et e,quelles que soient les exentriités obtenues. Les deux autres modèles (Burgerset Andrade) donnent des valeurs de Q prohes de 100 pour Miranda. Cepen-dant, la valeur d'exentriité �nale e ≈ 0.02, obtenue par la apture dans larésonane 3 : 1 ave Umbriel, n'est pas maintenue du fait de l'amortissementimpliqué par les marées agissant sur une éhelle de temps ourte, et Mirandase refroidit.Un sénario alternatif est étudié ave une exentriité initiale plus élevéemenant à un léger hau�age de Miranda sur un million d'années. L'évolutionorbitale dans e as extrême résulte en une diminution de l'exentriité jusqu'àune valeur d'équilibre assoiée à une diminution de l'énergie de dissipation demarée. Une fois ette valeur atteinte, Miranda se refroidit à nouveau.



5.4 Conlusions et perspetives 125Ces résultats de refroidissement de Miranda ne dépendent pas exlusive-ment des exentriités et des modèles rhéologiques mais sont aussi assoiés ànotre hoix de modèle de sphère homogène ondutrie, initialisée à une tem-pérature assez basse. L'idée de hau�age par marée de Miranda ne doit donpas être abandonnée.En e�et, par omparaison, les deux satellites de Saturne, Enelade et Mi-mas, ont beauoup de similitudes ave les satellites prinipaux d'Uranus, et enpartiulier ave Miranda. Mimas, malgré sa grande exentriité et sa distaneprohe de Saturne, ne présente auun signe d'ativité géologique passée ou a-tuelle alors qu'Enelade est géologiquement très atif pour le moment. Or unmodèle thermique tel que elui présenté ii et appliqué au satellite Eneladeaurait mené aux mêmes résultats de refroidissement que pour Miranda.Il existe ependant des preuves de hau�age sur Enelade : en partiulier,les résultats de spetrométrie infrarouge de Cassini sur le terrain polaire sudd'Enelade, marqué de �ssures linéaires, indiquent que la puissane dégagée estapproximativement de 15.8 GW [Howett et al., 2011℄ ou de 4.7 GW [Speneret al., 2013℄ selon la méthode utilisée. Des jets rihes en eau évaués de la régionpolaire sud du satellite et assoiés à un hau�age interne important rendenttrès probable la présene d'eau liquide sous la surfae d'Enelade.Cette présene d'un oéan entre la ouhe de glae extérieure et l'intérieurroheux du satellite pourrait augmenter l'e�aité du hau�age par marée enamenant des distorsions plus importantes dans la ouhe de glae. La di�éreneentre l'histoire géologique réente de Mimas, Miranda et Enelade tient dansles propriétés dépendantes de la température de leurs omposants telles que lavisosité η et la fontion de dissipation Q. Une augmentation de températuresinternes due par exemple au hau�age radiogénique ou à des événements a-tastrophiques, peut renforer le hau�age par marée puisque la visosité et lafontion de dissipation diminuent exponentiellement ave les augmentations entempérature.Bien qu'Enelade soit plus éloigné que Mimas par rapport à Saturne et dis-pose d'une exentriité plus basse, son état thermique, atuellement à hauteénergie, est probablement lié à son évolution thermique. Le hau�age interneélevé est généralement attribué au hau�age par marée renforé par les réso-nanes orbitales. Le hau�age d'Enelade dans une on�guration énergétiqueà l'équilibre et en résonane ave d'autres satellites de Saturne est étudié parMeyer et Wisdom [2007℄. Ils ont montré qu'un hau�age par marée dans unetelle on�guration ne peut pas expliquer la haleur provenant d'Enelade, àmoins de onsidérer une haute dissipation pour Saturne [Lainey et al., 2012℄.Le hau�age par marée dans des résonanes passées ne peut probablement pasexpliquer entièrement des événements de resurfaing passés. La soure et le



126 Chapitre 5 : Approhe oupléeméanisme de prodution de haleur interne d'Enelade restant pour l'instantinexpliqués, ils fournissent ependant une analogie ave Miranda qui ouvre laporte vers de nouvelles perspetives à ette étude.



CHAPITRE 6

Conclusions et perspectives générales

Si la déouverte du système uranien démarra au 18ième sièle pour être re-lanée en 1986 ave son survol par la navette spatiale Voyager 2, le voyage n'enest pas pour autant terminé. En e�et, nombreuses restent les interrogations etles zones d'ombres à éluider. Le renouvellement de l'engouement sienti�quepour Uranus et ses satellites est de bonne augure quant à la mise en lumièrede e système enore trop peu onnu.Par déouverte du système, j'entends surtout ompréhension de son histoireet de son évolution dynamique passée pour expliiter son présent et tenter dedéduire son avenir. Une ompréhension globale d'un système permet égale-ment parfois de translater la onnaissane d'éléments du système étudié à despairs semblables mais inexplorés (e.g. systèmes extrasolaires). C'est dans laompréhension du passé dynamique du système, jalonné notamment par desphénomènes de résonanes orbitales, que s'est orientée ette thèse.Tout au long du travail, nous avons retrouvé la résonane en moyen mou-vement 3 : 1 qui semble s'insrire omme une des lés du passé dynamique dusystème uranien. En abordant le système intérieur en premier lieu, j'ai om-mené par la modélisation d'un problème restreint ave peu de données et d'in-formations à disposition. Ce manque de renseignements et surtout l'impréisiononernant les masses et les observations des petits satellites onstituent sansauun doute une limite à l'étude. Cependant, la mise en plae d'un modèle ana-lytique approhé permet de déterminer ertaines aratéristiques inhérentes ausystème malgré les approximations onsidérées et de proposer un shéma d'évo-lution future de e système en transition.127



128 Chapitre 6 : Conlusions et perspetives généralesLe hapitre onsaré à la résonane 3 : 1 entre Miranda et Umbriel fournitune expliation à la haute inlinaison de Miranda observée atuellement. Il re-prend l'état de l'art de e sujet et étend les résultats par des outils numériquesplus puissants. Une nouvelle approhe des résonanes seondaires est avan-ée par la détermination dé�nitive des ombinaisons d'arguments en librationimpliquées. J'y détermine dès lors un sénario d'évolution dans la résonanesensiblement di�érent mais ohérent ave les études passées, fournissant tou-jours le résultat de sortie à l'inlinaison désirée pour Miranda.La perspetive majeure de e hapitre dynamique résidait en un ouplageave des aspets plus physiques du problème. Il est intéressant d'envisager lepassé dynamique sous divers aspets et formant un tout a�n de proposer un mo-dèle plus prohe de la réalité. L'évolution thermique ajoutée au dernier hapitreremplit dès lors ette fontion et donne une dimension plus interdisiplinaire àe travail. J'y aborde les premiers éléments néessaires à l'instauration d'uneapprohe de dynamique interne pour Miranda et Umbriel en onsidérant untransfert de haleur par ondution dans une sphère homogène. La simpliitéde e modèle thermique ne failite ependant pas le maniement du problèmeouplé puisque la prinipale di�ulté réside selon moi dans le ouplage des deuxapprohes et dans la manipulation des paramètres sous-jaents. Les résultatsobtenus n'expliquent pas l'ativité endogénique dont les signes sont visiblesatuellement à la surfae de Miranda. Cependant le sénario d'un hau�agepar marées ne doit pas être abandonné ar ertaines strutures observées nepeuvent pas être uniquement expliquées par un sénario de ollision. La pré-sentation de nouveaux résultats de hau�age avéré dans le adre des satellitesde Saturne, et plus partiulièrement ave le satellite Enelade, ouvre les portesquant à de nouveaux résultats thermiques pour une meilleure ompréhensionde l'histoire dynamique de Miranda, ainsi que des autres satellites prinipauxd'Uranus.
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ANNEXE A

Notations

Je reprends dans ette annexe les notations et unités prinipales utiliséesdans le texte. Rappelons que dans le as d'un problème à 3 orps, les variablesprimées dans le texte orrespondent au satellite le plus extérieur. Les variablesindiées sont utilisées pour les problèmes à N orps, l'indie étant attribué dansun ordre hronologique par rapport au orps entral.Table A.1Symbole Signi�ation Référene
a Demi-grand axe Annexe C
α = a/a′ Rapport des demi-grands axes Figure 1.3
b
(j)
i Coe�ient de Laplae (4.10)
e Exentriité Annexe C
ǫ Obliquité (5.22)
G Constante de gravitation (2.1)
G = L

√
1− e2 Moment de Delaunay (3.5)

g = ω Angle de Delaunay (3.5)
γ = sin I

2 (4.11)
H = G cos I Moment de Delaunay (3.5)
h = Ω Angle de Delaunay (3.5)
H Hamiltonien (3.1)
H0 Hamiltonien résonant (3.29) et (3.42)
θi Argument résonant (1.1)
θM , θU Angles de Miranda et Umbriel (4.17) et (4.18)131



132 Annexe A : Notations
I Inlinaison Annexe C
J2/J4 Harmoniques zonales d'ordre 2 et 4 (2.10)
JM ,JU Moments de Miranda et Umbriel (4.19) et (4.20)
k2 Nombre de Love d'ordre 2 (2.7)
L =

√
µa Moment de Delaunay (3.5)

l =M Angle de Delaunay (3.5)
λ = l + g + h Angle de Delaunay modi�é (3.10)
M Anomalie moyenne Annexe C
m0/mi Masse du orps entral/du satellite (2.1)
µ = Gm0 (3.4)
n Moyen mouvement Annexe C
p,P Veteurs de moments (3.1) et (3.2)
P = L−G Moment de Delaunay modi�é (3.10)
p = −g − h Angle de Delaunay modi�é (3.10)
Q Fontion de dissipation (2.6)
Q = G−H Moment de Delaunay modi�é (3.10)
q,Q Veteurs de oordonnées (3.1) et (3.2)
q = −h Angle de Delaunay modi�é (3.10)
Rp/Rs Rayon moyen de la planète/du satellite (2.8)
r Veteur position (2.1)
ρ Densité (2.7)
τ Éhelle de temps aratéristique (4.24)
v Veteur vitesse (2.1)
ω Argument du périentre Annexe C
Ω Longitude du n÷ud asendant Annexe C
̟ = ω +Ω Longitude du périentre Annexe C
(x, y, z) Coordonnées artésiennes (2.1)
Y (γ(t)) Ȳ (γ(t)) MEGNO et sa moyenne (4.1)Table A.2 � Paramètres physiquesSymbole Unité Signi�ation Référene
α = k/(ρ Cp) m2 s−1 Di�usivité thermique (5.2)
Cp J kg−1 K−1 Chaleur spéi�que (5.2)
k W m−1 K−1 Condutivité thermique (5.2)
Hrad W kg−1 Taux de génération d'énergie Table 5.2
µ Pa Rigidité (2.7)
η Pa s Visosité (5.26)
ρ kg m−3 Densité (5.2)
T K Température (5.1)
Tm K Température du point de fusion (5.26)
tc s Temps aratéristique de ondution (5.1.1)
τM = µ/η s Temps aratéristique de Maxwell (5.27)



ANNEXE B

Conditions initiales

L'annexe Conditions initiales résume les di�érentes onditions initiales uti-lisées dans les simulations numériques.Table B.1 � Paramètres physiques et inertitudes orrespondantes pour lesinq satellites prinipaux d'Uranus : GM est donné par Jaobson [2007℄ lerayon moyen des satellites Rs par Thomas [1988℄. Pour les satellites intérieursCressida et Desdémone, les rayons sont donnés par Showalter et Lissauer [2006℄.Satellites GM Rs

(km3/s2) (km)Miranda 4.4± 0.4 235.8± 0.7Ariel 86.4± 5.0 578.9± 0.6Umbriel 81.5± 5.0 584.7± 2.8Titania 228.2± 5.0 788.9± 1.8Obéron 192.4± 7.0 761.4± 2.6Cressida 0.0229 41± 2Desdémone 0.0119 35± 4
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AnnexeB:Conditionsinitiales

Table B.2 � Paramètres physiques et inertitudes orrespondantes pour Uranus : GM est donné par Jaobson [2007℄. Leparamètre Rp est le rayon moyen [Seidelmann et al., 2007℄ de la planète. Les harmoniques sphériques J2 et J4 assoiées àl'aplatissement de la planète sont déterminées par Jaobson [2007℄.

GM Rp J2 × 106 J4 × 106

(km3/s2)(km)Uranus 5 793 964± 6 26 200 3 341.29± 0.72 −30.44± 1.02Table B.3 � Éléments orbitaux des 5 satellites prinipaux d'Uranus à J1980 [Laskar et Jaobson, 1987℄ et des deux satellitesintérieurs Cressida et Desdémone à J1986 [Jaobson, 1998℄. Dans haun des as, les satellites sont donnés selon leur distaneroissante par rapport à la planète : a est le demi-grand axe, e l'exentriité, ω l'argument du périentre, M l'anomaliemoyenne, I l'inlinaison, Ω la longitude du n÷ud asendant, n le moyen mouvement. Les variables P et PΩ symbolisent lespériodes orbitales et du n÷ud respetivement.Satellites a e ω M I Ω n P PΩ(km) (deg) (deg) (deg) (deg) (deg/j) (j) (an)Miranda 129 900 0.0013 68.312 311.330 4.338 326.438 254.6906576 1.413 17.727Ariel 190 900 0.0012 115.349 39.481 0.041 22.394 142.8356579 2.520 57.248Umbriel 266 000 0.0039 84.709 12.469 0.128 33.485 86.8688879 4.144 126.951Titania 436 300 0.0011 284.400 24.614 0.079 99.771 41.3514246 8.706 195.369Obéron 583 500 0.0014 104.400 283.088 0.068 279.771 26.7394888 13.46 195.37Cressida 61 800 0.0004 44.236 233.795 0.006 99.403 776.5824144 0.464 1.402Desdémone 62 700 0.0001 183.285 184.627 0.113 306.089 760.0555393 0.474 1.474



ANNEXE C

Éléments kepleriens

Dans un problème des 2 orps dit � keplerien �, on onnait l'intérêt deséléments elliptiques pour dérire une orbite puisque 5 éléments sur 6 sont desonstantes ontrairement aux 6 oordonnées artésiennes, qui sont toutes fon-tions du temps. Les éléments kepleriens, appelés également éléments orbitaux,sont, de plus, adaptés au problème onsidéré. Les 5 éléments onstants dé-rivent la géométrie des orbites et se regroupent de la manière suivante :
• Le demi-grand axe a et l'exentriité e dé�nissent la taille et la forme del'orbite dans le plan orbital.
• L'inlinaison I et la longitude du n÷ud asendant Ω orientent le planorbital par rapport au plan de référene.
• L'argument du périentre ω donne l'orientation de l'orbite dans le planorbital.Notons que le mouvement sera dit prograde dans le as où l'inlinaison sesitue entre 0◦ et 90◦, et rétrograde pour une inlinaison omprise entre 90◦ et

180◦. Lorsque I est égale à 0 ou 180◦, le n÷ud n'est pas dé�ni, Ω et ω étant dèslors indéterminés. Pour ontourner e problème, on utilise fréquemment l'angle
̟ = ω +Ω, la longitude du périentre qui est toujours dé�nie.La position d'un satellite sur une orbite autour d'Uranus est donnée parl'anomalie vraie f , qui est l'angle entre la diretion du périentre ω et la positiondu satellite sur l'orbite. L'anomalie vraie est liée à l'anomalie exentrique E parla relation :

tan
f

2
=

√

1 + e

1− e
tan

E

2
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136 Annexe C : Éléments keplerienselle-même liée à l'anomalie moyenne par l'équation de Kepler :
M = E − e sinE .La somme de la longitude du périentre ̟ et de l'anomalie moyenne donne lalongitude moyenne λ.

Plan de l'orbiteUranus
yPlan deréférene

z
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x
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Figure C.1 � Les éléments kepleriens. Repérage d'un satellite par rapport àUranus.Les éléments elliptiques, bien qu'utiles pour la représentation du orps surson orbite, sou�rent de quelques indéterminations pouvant mener à des di�-ultés dans le traitement de as ave petites inlinaisons et/ou exentriités. Ila don été également introduit dans e travail les variables suivantes :
k = e cos̟ h = e sin̟

q = γ cosΩ p = γ sinΩ ,ave γ = sin I
2 . Les éléments orbitaux seront utilisés au travers de la thèse pourreprésenter la dynamique des satellites. Les intégrations numériques utilisentles éléments artésiens.



ANNEXE D

Éphémérides de Cressida

Les éphémérides o�ielles des satellites intérieurs sont onstruites à l'aided'une ellipse préessante ajustée aux observations astrométriques du télesopespatial Hubble et les données d'imagerie obtenues par Voyager 2. Les élémentsdes 10 lunes déouvertes par Voyager 2 ont été fournies par Jaobson [1998℄tandis que le modèle lié aux trois lunes déouvertes par la suite est attribuéà Showalter et Lissauer [2006℄. La grande inonnue pour l'obtention d'éphé-mérides plus préises est la détermination des masses des orps de e systèmedéoulant d'observations détaillées omplémentaires.Pour illustrer la préision des éphémérides des satellites intérieurs, le résul-tat annexe présente les éphémérides de Cressida en parallèle ave le résultatobtenu via le ode d'intégration numérique d'un problème des 3 orps présentéau hapitre 2. Dans e ode, on onsidère Miranda et Cressida, et la perturba-tion du J2 de la planète sur les satellites.Les mouvements représentés dans les �gures D.1 et D.2 sont similaires. Ononlut que les éphémérides de Cressida sont données par une orbite préessantedue à l'aplatissement du orps entral et perturbé par le satellite prinipalMiranda. Ces onlusions ont été véri�ées auprès de l'auteur des éphémérides,Jaobson, R. La �gure D.3 est obtenue par intégration d'un problème des 4orps omposé d'Uranus, de Cressida, Desdémona et Miranda. La perturbationdue au J2 de la planète est également onsidérée. On onstate que l'ajoutd'un seul satellite intérieur dans le modèle perturbe fortement le mouvementprésenté par les éphémérides, illustrant ainsi le travail restant à aomplir pourfournir des éphémérides valables pour le système intérieur.137



138 Annexe D : Éphémérides de Cressida

Figure D.1 � Éphémérides de Cressida qui donnent respetivement l'évolutiondu demi-grand axe a et des éléments k, h, q, p de Cressida au ours du tempsen années. L'évolution est représentée sur un intervalle de temps de 35 ans.
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Figure D.2 � Éléments de Cressida résultant de l'intégration numérique d'unproblème des 3 orps omposé d'Uranus, Cressida et Miranda ave la pertur-bation due à l'aplatissement d'Uranus. Comme dans la �gure D.1, l'évolutiondu demi-grand axe a et des éléments k, h, q, p de Cressida est représentée auours du temps en années.



140 Annexe D : Éphémérides de Cressida

Figure D.3 � Éléments de Cressida résultant de l'intégration numérique d'unproblème des 4 orps omposé d'Uranus, Cressida, Desdémone et Miranda avela perturbation due à l'aplatissement d'Uranus. Comme dans la �gure D.1,l'évolution du demi-grand axe a et des éléments k, h, q, p de Cressida est repré-sentée au ours du temps en années.



ANNEXE E

Validation MEGNO

Le déteteur de haos Mean Exponential Growth fator of Nearby Orbits(MEGNO) est utilisé au hapitre 4 pour représenter l'espae de phase du sys-tème lors de la apture dans la résonane 3 : 1. Il a été testé sur di�érentsproblèmes, repris dans ette annexe a�n de ne pas alourdir le orps prinipaldu texte.E.1 Validation sur un système à 3 planètesUne première étape de validation du déteteur de haosMEGNO est d'aborde�etuée par omparaison ave un résultat présenté dans Go¹dziewski et al.[2001℄. Soit un problème hélioentrique à N orps dérit dans la sous-setion2.2.6 ave N = 4, sans e�et d'aplatissement (J2 = 0) représentant le problèmeSoleil, Terre, Jupiter, Saturne dont les onditions initiales sont tirées de Go¹d-ziewski et al. [2001℄. Cet exemple est pertinent dans le adre de e travail aril utilise le ode à N orps développé au hapitre 2, l'intégration des équationsdu mouvement ayant déjà été validée par omparaison ave les résultats dulogiiel SWIFT. On suppose don que les orbites obtenues par intégration dees équations du mouvement sont valides.Pour l'indiateur de haos MEGNO, le veteur de déviation initial a étéhoisi aléatoirement et la valeur du MEGNO moyen Y est obtenue via l'in-tégration des équations variationnelles assoiées et l'intégration de l'équation(4.4). La �gure E.1 présente les résultats et on peut voir qu'ils sont similairesà eux présentés à la �gure 2 dans Go¹dziewski et al. [2001℄. La valeur duMEGNO moyen tend vers 2 indiquant la stabilité du système.141



142 Annexe E : Validation MEGNO

Figure E.1 � Résultats de l'intégration des équations du mouvement et deséquations variationnelles assoiées dans le adre d'un problème des 4 orps sanse�et d'aplatissement ontenant le Soleil, la Terre, Jupiter et Saturne. La �gure(a) donne l'évolution en fontion du temps des exentriités des planètes, la�gure (b) elle des inlinaisons en fontion du temps et le graphique () présentel'évolution de MEGNO et de sa moyenne en fontion du temps. Le MEGNOmoyen tend vers 2 indiquant la stabilité du système. Ce résultat est omparéave suès à la �gure 2 de Go¹dziewski et al. [2001℄.E.2 Validation NIMASTEPLe logiiel NIMASTEP pour Numerial Integration of the Motion of anArti�ial Satellite orbiting a TElluri Planet est un logiiel onçu et déve-loppé à Namur par N. Delsate [Delsate et Compère, 2012℄. Ce ode permetl'intégration des équations du mouvement en oordonnées artésiennes d'unorps de masse pontuelle autour d'un orps entral et peut être appliqué àdi�érents systèmes élestes (satellites naturels et arti�iels, débris spatiaux,et.).Le logiiel NIMASTEP dispose de plusieurs intégrateurs et, en partiulier,un intégrateur Adam-Bashforth-Moulton d'ordre 10 équivalent à elui déve-loppé par nos soins et présenté au hapitre 2. Le déteteur de haos MEGNOest également intégré au logiiel permettant ainsi de omparer nos résultats àeux obtenus par NIMASTEP.



E.2 Validation NIMASTEP 143La omparaison a été e�etuée sur trois types de systèmes :
• Un système planétaire : Soleil ave Terre, Jupiter et Saturne.
• Un système de satellites autour d'un astéroïde : Silvia ave Romulus etRémus
• Un système de satellites de planète : Uranus ave Miranda, Ariel, Um-briel, Titania et Obéron.L'ensemble de es tests forme un tour d'horizon pour la validation : dans lepremier as, auun e�et d'aplatissement n'est onsidéré et le résultat peut êtreomparé à elui présenté dans Go¹dziewski et al. [2001℄ (f. Setion E.1). Lesdeux autres tests onsidèrent l'e�et d'aplatissement mais sont di�érents de parle système entrant en jeu. L'objetif de ette omparaison tient seulement dansl'analyse des résultats �naux sans tenir ompte de la vitesse d'exéution, elle-iétant biaisée dans le adre du logiiel NIMASTEP, vu l'étendue des possibilitésde e ode par rapport à elui développé de mon �té.E.2.1 Appliation au système uranienJe reprends ii les résultats obtenus pour le système de satellites d'Uranusonsidérant les 5 satellites prinipaux et l'e�et d'aplatissement J2. Les résultatsont été omparés ave suès aux résultats obtenus par le logiiel NIMASTEP.Les onditions initiales de la simulation présentée à la �gure E.2 sont lesparamètres physiques et les éléments orbitaux atuels dé�nis dans les tables B.1et B.3 à l'annexe B. Les �gures E.2 (a), (b) et () donnent l'évolution au oursdu temps de l'exentriité et de l'inlinaison de haque satellite prinipal. La�gure E.2 (d) représente les orbites stables dans un plan (X,Y) validant le ré-sultat du déteteur de haos dont la valeur moyenne tend rapidement vers 2 (e).La �gure E.3 présente un as fortement haotique où la masse et le demi-grand axe de Miranda ont été augmentés. Les autres onditions initiales sont�xées selon les tables B.1, B.2 et B.3 présentées en annexe B. La �gure E.3(a) représente les orbites des 5 satellites prinipaux dans un plan (X,Y). Onobserve l'orbite de Miranda plaée entre les orbites d'Ariel et d'Umbriel, en-trainant l'instabilité du système de satellites et se traduisant par une valeurmoyenne du déteteur de haos qui augmente linéairement ave le temps. Lapente orrespond à λ/2 où λ est l'exposant maximal de Lyapunov [Cinottaet al., 2003℄.



144 Annexe E : Validation MEGNO

Figure E.2 � Résultats de l'intégration des équations du mouvement et deséquations variationnelles assoiées dans le adre d'un problème des 6 orps avel'e�et d'aplatissement ontenant Uranus ave Miranda, Ariel, Umbriel, Titaniaet Obéron. Les onditions initiales sont dé�nies selon les tables B.1, B.2 etB.3 présentées en annexe B. La �gure (a) donne l'évolution au ours du tempsdes exentriités des satellites, les �gures (b) et () elle des inlinaisons auours du temps. La �gure (d) représente les 5 orbites dans un plan (X,Y ) etle graphique (e) donne l'évolution de MEGNO et de sa moyenne au ours dutemps. Le MEGNO moyen tend vers 2 indiquant la stabilité du système.



E.2 Validation NIMASTEP 145

Figure E.3 � Résultats de l'intégration des équations du mouvement et deséquations variationnelles assoiées dans le adre d'un problème des 6 orps avel'e�et d'aplatissement ontenant Uranus ave Miranda, Ariel, Umbriel, Titaniaet Obéron. Les onditions initiales sont dé�nies selon les tables B.1, B.2 et B.3présentées en annexe B exepté pour le demi-grand axe et la masse de Miranda.La �gure (a) représente les 5 orbites dans un plan (X,Y ) et le graphique (b)donne l'évolution de MEGNO et de sa moyenne au ours du temps. Le MEGNOmoyen augmente linéairement indiquant l'instabilité du système. La pente estdonnée par λ/2 où λ est l'exposant maximal de Lyapunov.La �gure E.4 onsidère les paramètres physiques et éléments orbitaux dé�-nis dans les tables B.1, B.2 et B.3 omme onditions initiales à la simulation,exepté pour le demi-grand axe de Miranda plaé au bord de la résonane 3 : 1en inlinaison I2 ave Umbriel. Les �gures E.4 (a), (b) et () donnent l'évolutionau ours du temps des exentriités et inlinaisons des 5 satellites prinipaux.La �gure E.4 (d) donne l'évolution au ours du temps de l'argument résonant
θ1 assoié à la résonane I2. Celui-i osille entre les régimes libratoire et ir-ulatoire du fait de la prohe distane de la séparatrie. Ces osillations entreles deux régimes sont visibles dans l'évolution de l'inlinaison de Miranda ()et dans l'évolution du MEGNO (d). En e�et, le MEGNO évolue selon des pla-teaux quasi onstants lorsque l'argument résonant est en libration et augmente



146 Annexe E : Validation MEGNOà haque interruption de elle-i (bords de la séparatrie) se traduisant par unMEGNO moyen en augmentation.Les di�érents résultats résumés dans ette annexe et omparés à d'autressoures disponibles valident notre implémentation du déteteur de haos ME-GNO. Celui-i est utilisé dans l'étude des espaes de phase de la résonane 3 : 1entre Miranda et Umbriel au hapitre 4.

Figure E.4 � Résultats de l'intégration des équations du mouvement et deséquations variationnelles assoiées dans le adre d'un problème des 6 orps avel'e�et d'aplatissement ontenant Uranus ave Miranda, Ariel, Umbriel, Titaniaet Obéron. Les onditions initiales sont dé�nies selon les tables B.1, B.2 et B.3présentées en annexe B exepté pour le demi-grand axe de Miranda plaé aubord de la résonane 3 : 1. La �gure (a) donne l'évolution au ours du tempsdes exentriités des satellites, les �gures (b) et () elle des inlinaisons auours du temps. La �gure (d) représente l'angle résonant θ1 et le graphique (e)donne l'évolution de MEGNO et de sa moyenne au ours du temps.



ANNEXE F

Modèle excentrique

L'objetif est de présenter ii le modèle exentrique résultant du déouplagede l'Hamiltonien à 4 degrés de liberté (4.16) en un problème inliné et exen-trique. Les inlinaisons I et I ′ sont dès lors mises à zéro dans l'expression del'Hamiltonien (4.16).L'étape suivante du développement onsiste en l'expression de et Hamilto-nien (4.16) dans un ensemble de variables anoniques, par exemple les élémentsde Delaunay modi�és (3.10), ave dans le as non-restreint :
L = m

√
µa , (F.1)l'expression primée étant équivalente.Suivant un proessus similaire à elui détaillé dans le hapitre 3, un nouvelensemble anonique de variables résonantes (θM , θU , JM , JU ), ave les indies

M et U pour Miranda et Umbriel respetivement, est posé [Malhotra et Der-mott, 1990℄ :
θM =

1

2
θ6 , (F.2)

θU =
1

2
θ4 , (F.3)
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Gm0a e
2 , (F.4)

JU =
1

2
m′√Gm0a′ e

′2 , (F.5)147



148 Annexe F : Modèle exentriqueet dé�nit un Hamiltonien à deux degrés de liberté érit sous la forme :
H = ν1JM + ν2JU − β(JM + JU )

2

+ 2ξ1JM cos 2θM + 2ξ2(JMJU )
1/2 cos(θM + θU ) (F.6)

+ 2ξ3JU cos 2θU + 2ξ4(JMJU )
1/2 cos(θM − θU ) ,

θi, i = M/U étant les angles résonants pour la résonane 3 : 1 en exentriitéentre Miranda et Umbriel et Ji, les variables assoiées données au plus petitordre en masse et inlinaison. Le troisième angle de la résonane en exentriité
θ5 intervient omme ombinaison linéaire des angles θM et θU sous la forme :

θ5 =
θ4 + θ6

2
= θM + θU ,limitant le nombre de degrés de liberté de l'Hamiltonien. L'angle lié au oe�-ient ξ4 est le terme séulaire de l'Hamiltonien et omprend la di�érene despérientres de Miranda et Umbriel érite sous la forme :

ωU − ωM =
θ6 − θ4

2
= θM − θU .Le mouvement est dérit par les équations d'Hamilton-Jaobi (3.1) donnéespar :

θ̇M = ν1 − 2β (JM + JU ) + 2ξ1 cos 2θM

+ ξ2 (JMJU )
− 1

2 JU cos(θM + θU ) + ξ4 (JMJU )
− 1

2 JU cos(θM − θU )

θ̇U = ν2 − 2β (JM + JU ) + ξ2 (JMJU )
− 1

2 JM cos(θM + θU )

+ 2ξ3 cos 2θU + ξ4 (JMJU )
− 1

2 JM cos(θM − θU )

J̇M = 4ξ1JM sin 2θM + 2ξ2(JMJU )
1

2 sin(θM + θU ) + 2ξ4(JMJU )
1

2 sin(θM − θU )

J̇U = 2ξ2 (JMJU )
1

2 sin(θM + θU ) + 4 ξ3JU sin 2θU − 2ξ4(JMJU )
1

2 sin(θM − θU ) .(F.7)Selon Malhotra [1988℄, les paramètres dépendants du problème sont dé�nispar :
ν1 = ν0 −∆ν1 ν2 = ν0 −∆ν2 , (F.8)ave
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m a2
. (F.12)L'expression ν0 = 0 orrespond à la ommensurabilité 3 : 1 exate entre lesmoyens mouvements de Miranda et d'Umbriel, et les ∆νi sont les orretionsdes vitesses de préession séulaire des périentres ω et ω′ sur la ombinaisonrésonante des moyens mouvements des satellites. Nous dé�nissons également lesexpressions des ξi liées à la résonane en inlinaison e2 [Malhotra et Dermott,1990℄ :
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α5/4G3(α) , (F.16)où les expressions pour Fi(α) i = 1, . . . , 3 sont dé�nies par (4.13) et G3(α) dans(4.15).





ANNEXE G

Validation chauffage radiogénique

Nous validons notre approhe du hau�age radiogénique par deux exemplesprésentés par Doue [2011℄. Un premier exemple onsiste à représenter l'évolu-tion temporelle des éléments à longues demi-vies dans le as de la Terre en sebasant sur les onentrations atuelles observées [Kargel et Lewis, 1993℄ pouren déduire les onentrations initiales (5.1.2). La �gure G.1 (a) montre le ré-sultat de e test : on y donne le taux de prodution radioatif Hradi
sur uneéhelle de temps équivalente à la durée de vie du système solaire. La droiteonstante pointillée représente le �ux sortant de haleur dans le as de la Terreet on note que le taux de haleur amené par la désintégration des isotopes delongues demi-vies intervient atuellement pour la moitié de e �ux.Le deuxième exemple met en exergue l'e�et des éléments radiogéniques deourtes demi-vies dans le as d'une étude sur des hondrites arbonées de typeCI dont les onentrations atuelles sont données par Palme et Beer [1993℄. Ceshondrites sont des météorites qui ont la partiularité de ontenir du siliateprimitif. La omposition des hondrites de type CI se rapprohe le plus dela omposition des orps formés au début du système solaire. La �gure G.1(b) montre le résultat du hau�age radiogénique sur les premiers 25 millionsd'années après la formation du système solaire. On peut y voir la dominanedu hau�age par les éléments de ourtes demi-vies par rapport aux éléments àlongues demi-vies sur une période de temps très ourte à l'éhelle géologique.Ces deux �gures obtenues sont identiques à elles présentées dans Doue [2011℄.
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152 Annexe G : Validation hau�age radiogénique

Figure G.1 � Exemples validant le hau�age radiogénique. La �gure (a) estla représentation du taux de haleur généré par les éléments radiogéniques delongues demi-vies dans le as de la Terre. La �gure (b) est appliquée dans le asd'une hondrite arbonnée de type CI et montre l'e�et des isotopes de ourtesdemi-vies. Reproduits de Doue [2011℄.



ANNEXE H

Hamiltonian formulation of the variable mass problem

In memory of John HadjidemetriouWe propose a reformulation of the simple variable mass problem, publishedby Hadjidemetriou in 1963, using a Hamiltonian formulation, already propo-sed by Deprit in 1983, but obtained here through a Mathieu transform. Thedynamis is simply analyzed as a perturbation problem, by adaptation of theadiabati invariant problem to a slow but not linear variation of the mass. Aspeial ase is analyzed, for whih a onservative problem an be dedued, onea suitable hange of time is performed.H.1 IntrodutionSine the disovery of the exoplanet systems, in 1995, the dynamis of abody orbiting a variable mass star has reeived new interest. The most simplemodels are revisited, in the framework of the nowadays siene and omputerdevelopment. In partiular the famous paper of Hadjidemetriou [1963℄ has neverbeen so quoted and ited as in the last ten years.We propose here to give a Hamiltonian version of the two-body problemwith variable mass, already proposed by Deprit [1983℄ in another ontext andthrough a di�erent method, valid for any eentriity, and any power of the massloss rate. The problem is rewritten as a time dependent Keplerian problem plusa perturbation, proportional to the eentriity.This formulation allows us to introdue angle - ation variables, to averagethe Hamiltonian, and to rewrite the non averaged variables as funtions of the153



154 Annexe H : Hamiltonian formulation of the variable mass problemaveraged ones. We follow the proedure given by Henrard [1993℄ adapted to thease of a non linear derease of the parameter, here the time dependent mass.A partiular ase (with a mass loss following a power law with an exponent
n = 3) is analyzed and, through a suitable hange of time, an be treated as aonservative problem.H.2 The time-dependent HamiltonianH.2.1 The initial modelWe start with a two-body problem, desribing the Keplerian motion of asmall mass around a entral body of mass M . The motion of the small massan be written as :

d2~r

dt2
= −GM

r3
~r, (H.1)where G is the gravity onstant, and ~r is the position of the point mass withrespet to the primary. The units will be hosen so that G = 1, and the Hamil-tonian assoiated to this problem, H, is written as :

H(~r, ~v) =
1

2
v2 − M

r
, (H.2)where ~r = (x, y, z) and ~v = (vx, vy, vz) represent the position and veloity ofthe small body ; r = ‖~r‖ and v = ‖~v‖ are their norms.In the onstant mass problem, we know that by introduing the orbitalelements (a, e, i, l, ω,Ω), where a is the semi-major axis, e the eentriity, ithe inlination, l the mean anomaly, ω the argument of perienter, and Ω thelongitude of the asending node, the energy (or the Hamiltonian) depends onlyon a.We assume now that the mass M is time dependent, i.e. M = M(t) and,following Hadjidemetriou [1963℄, we adopt the power law :

dM(t)

dt
= α Mn(t), (H.3)where α is a suitable onstant (negative if the mass dereases with time). InHadjidemetriou [1963℄, n is hosen in the range [0.4, 4.4], but it ould be exten-ded to any value, with two speial ases for n = 1 and n = 3 disussed later.The �nal Hamiltonian formulation is then :

H(~r, ~v, t) =
1

2
v2 − M(t)

r
. (H.4)The potential is now V (r, t) = −M(t)

r orresponding to the entral fore(per unity of mass) ~F = −M(t)
r3 ~r. Consequently the angular momentum, ~C, isstill onstant, as well as its norm :

~C = (Cx, Cy, Cz) = ~r × ~v, C = ‖ ~C‖ =
√

M(t) a (1− e2). (H.5)



H.2 The time-dependent Hamiltonian 155H.2.2 Delaunay's formulationFollowing the lassial introdution of Delaunay's elements in the onstantmass 2-body problem, we �rst introdue the spherial oordinates r, ϕ, the lati-tude, and Ω, playing here the role of the longitude, as new variables, and we de-due (through a Mathieu transform [Mathieu, 1874℄) the de�nition of the asso-iated momenta, so to form a new set of anonial oordinates (r, ϕ,Ω, R,Φ, H).We �nd, in the mass variable ase as in the lassial one, R = ṙ assoiated to
r, Φ = C the norm of the angular momentum, assoiated to ϕ and H = Cz ,the third omponent of the angular momentum, assoiated to Ω.The orresponding Hamiltonian is written as :

H(r, ϕ,Ω, R,Φ, t) =
1

2

(

R2 +
Φ2

r2

)

− M(t)

r
. (H.6)The variables ϕ and Ω are not present in the Hamiltonian, and onsequently,the assoiated momenta Φ and H are onstants, as expeted from the onser-vation of the angular momentum. In partiular the ouple (Ω, H) does not playany further role in the oordinate hanges.The seond anonial transformation, used in the onstant mass approah,is introdued through a generating funtion S. It transforms the set (r, ϕ,R,Φ)into the set (l, ω, L,G), suh that the new Hamiltonian is independent of thetwo variables l and ω and only dependent on the momenta, whih are thenonstants. As ϕ is already onstant, we hoose G = Φ = C and L =

√

M(t) a.The generating funtion S depends on the old variables, r and ϕ, on the newmomenta, L and G, but, in the variable mass hypothesis, also on t : S =
S(r, ϕ, L,G, t) and the following relations hold :

R =
∂S

∂r
, Φ =

∂S

∂ϕ
, l =

∂S

∂L
, ω =

∂S

∂G
. (H.7)The funtion S generates a anonial transformation, provided that the deter-minant of the partial seond derivatives of S matrix (the Hessian matrix) isnot zero. The resulting Hamiltonian is given by the usual 2-body part to whihthe partial time derivative of the generating funtion adds a orretion :

K = H +
∂S

∂t
. (H.8)If the last term is zero, we �nd the usual (onstant mass) Hamiltonian :

H = −M2

2L2 . The alulation of the perturbing term, ∂S
∂t , omes from the solutionof the equations (H.7). First of all, knowing that the momentum G = Φ isonstant, we an write, using the seond relation of (H.7) :

S = ϕG+ F (r, L,G, t) , (H.9)



156 Annexe H : Hamiltonian formulation of the variable mass problemwhere F has to be determined. Then, using the �rst relation of (H.7), we obtainthe following integral expression for F :
F (r, L,G, t) =

∫ r

0

1

r

(

− M2(t)

L2
r2 + 2M(t) r −G2

)
1

2

dr. (H.10)Using this last expression (H.10), and the fat that :
∂S

∂t
=
∂F

∂t
=

∂F

∂M
Ṁ(t),we obtain the �nal Hamiltonian in Delaunay's elements :

K = −M
2(t)

2L2
+

∂F

∂M
Ṁ(t),

= −M
2(t)

2L2
+
Ṁ(t)

M(t)
L e sinE . (H.11)where E represents the eentri anomaly, whih means that it depends on L, Gand l. This Hamiltonian is exatly the result obtained by Deprit [1983℄ througha di�erent method. It is assoiated to four di�erential Hamiltonian equations :

l̇ =
∂K
∂L

, ω̇ =
∂K
∂G

, L̇ = −∂K
∂l

et Ġ = −∂K
∂ω

= 0. (H.12)After some mathematial manipulations, we obtain the evolution of the elliptielements a, e, f , the true anomaly, and ω versus time, �nding the same di�e-rential equations as Hadjidemetriou [1963℄ but without the introdution of apseudo-fore :
ȧ = −a 1 + 2e cos f + e2

1− e2
Ṁ(t)

M(t)
, (H.13)

ė = −(e+ cos f)
Ṁ(t)

M(t)
, (H.14)

ω̇ = − sin f

e

Ṁ(t)

M(t)
, (H.15)

ḟ =
C (1 + e cos f)2

a2 (1− e2)2
+

sin f

e

Ṁ(t)

M(t)
. (H.16)If we introdue the variation of the mass loss law (H.3) in (H.11), we obtainthe following Hamiltonian :

K = −M2

2L2
+ α Mn−1 L e sinE, (H.17)where M =M(t).



H.3 The ase n = 3 157H.3 The ase n = 3As notied but not explained by Hadjidemetriou [1963℄, a speial treatmentis required for the exponent n = 3. In this ase, we an extrat the fator M2from the two terms and rewrite the Hamiltonian (H.11) as the produt of afuntion of time by an autonomous Hamiltonian U :
K(l, ω, L,G, t) = M2(t)

(

− 1

2L2
+ α L e sinE

)

= M2(t) U(l, ω, L,G) =M2(t) U(l,−, L,G). (H.18)This Hamiltonian U is independent of the time ; a simple hange of time(t is replaed by τ with τ̇ = M2(t)) makes the two Hamiltonian problems, Kand U , equivalent. They have the same dynamial behavior, measured on adi�erent time sale. Let us notie that the mass dynamis with respet to τ isexponential :
dM

dτ
=
dM

dt

dt

dτ
= α M3 1

M2
= α M whih leads to M =M0 e

ατ .(H.19)In the dynamis indued by the Hamiltonian U , if we onsider the time
τ , the behavior of the eentriity is periodi, while it has a larger and largerperiod if we onsider the initial time t. The same onlusion is valid for thesemi-major axis.The �gure H.1 shows the numerial results for this very partiular ase,where the mass loss is only a hange of time sale. The initial onditions are
a0 = 1, e0 = 0, l0 = 0, α = −0.02, M0 = 1, for n = 3. The eentriity isrepresented as a funtion of the time t (top), of the time τ (middle) and as afuntion of the (dereasing) mass (bottom), whih is exatly the result shownin Figure 8 of Hadjidemetriou [1963℄.The Hamiltonian U represents a onservative periodi one degree of freedomproblem. It ould be assoiated to ation-angle variables, J and ψ, de�ned sothat :

U(l,−, L,G) = U(J, ψ,−, G) = U(J,−,−, G). (H.20)For any level U = µ, we an write :
µ = U(l,−, L,G) = − 1

2L2
+ α

√

L2 −G2 sinE(l, L,G), (H.21)whih is assoiated to a polynomial of degree 3 in L2 :
4 α2 sin2E L6 − 4(α2 G2 sin2 E + µ2) L4 − 4 µ L2 − 1 = 0. (H.22)



158 Annexe H : Hamiltonian formulation of the variable mass problemThe formulae of Cardan allows to express L2 as a funtion of E, dependingon the values of µ and G, and impliitly, the ation J is given by the integralequation :
J =

1

2 π

∫ 2π

0

Ldl =
1

2 π

∫ 2 π

0

L(E, µ,G) (1− e cosE) dE (H.23)with e L =
√

L2(E, µ,G)−G2.

Figure H.1 � For the initial onditions a0 = 1, e0 = 0, l0 = 0, α = −0.02,
M0 = 1, n = 3 : (top) the eentriity versus time t, (middle) the eentriityversus time τ , (bottom) the eentriity versus (dereasing) mass.It is not possible to obtain an analytial expression for J = J(µ,G), to bethen rewritten as : µ = U(J,G). Theoretially the frequeny ψ̇ is given by thepartial derivative of U with respet to J , or by the inverse of the partial deri-vative of J with respet to U . It ould be expressed by an integral formulationof an impliit funtion again.However giving an initial ondition L0 and E0 = 0, we an alulate the



H.4 The perturbation theory 159value of the Hamiltonian µ : µ = − 1
2L2

0

. If we assume that α is small, weexpress L as L = L0 (1 + ∆), and we alulate a �rst order approximation for
∆ as the ratio of two polynomials of degree 2 in sinE. This expression allowsto alulate J as a funtion of µ and G, but in a very triky formulation, anda frequeny ψ̇ an be theoretially dedued.H.4 The perturbation theoryThe formulation of the Hamiltonian (H.17) is suitable to apply a simpleperturbation theory, if we assume that the parameter α is small. Following theapproah of Henrard [1993℄, we separate K into two parts : a part K0 dependingonly on L and a seond part, K1, depending on l and L (and on the onstantvalue of G of ourse). Both parts depend on the time through M , whih playsthe role of parameter. We an write :

K = −M2

2L2
+ α Mn−1 L e sinE,

= −M2

2L2
+ α Mn−1

√

L2 −G2 sinE(l, L),

= K0(L,M) +K1(l, L,M). (H.24)
M is the parameter slowly varying with the time. In Henrard [1993℄, theparameter is assumed to be a linear funtion of time (ǫ t) but in this ontext,it is not the ase : M(t) follows the law given by the equation (H.3).H.4.1 Dynamis of K0The dynamis of K0 is very simple, the problem being already written ination-angle variables, but the dependane on time is present. We obtain :

L̇ = −∂K0

∂l
= 0, (H.25)

l̇ =
∂K0

∂L
=
M2

L3
, (H.26)with M(t) is given expliitly (by solving (H.3)) :

M(t) = M0 e
α t if n = 1

M(t) =
(

α (1− n) t+M
(1−n)
0

)
1

1−n if n 6= 1It means that L(t) = L0 is a onstant and that (for n 6= 3) :
l(t) = l0 +

M3−n −M3−n
0

L3
0 α (3− n)

(H.27)



160 Annexe H : Hamiltonian formulation of the variable mass problemwhen M = M0 and l = l0 are the initial onditions at time t = 0. The angle
l is not a linear funtion of time, ontrarily to the lassial adiabati invarianttheory.The semi-major axis behavior is diretly alulated from L0 :

a(t) =
L2
0

M(t)
, (H.28)and the eentriity is omputed by :

e(t) =

√

1− G

L0
= e0, (H.29)and is onstant.The Figures (H.2) give an example of this simple K0 dynamis, for theinitial onditions a0 = 1, l0 = 0, α = −0.01,M0 = 1, for n = 4 and n = 1.5, forthe semi-major axis (top), for the mean longitude (middle) and for the mass(bottom).

Figure H.2 � On the left : for the initial onditions a0 = 1, l0 = 0, α = −0.01,
M0 = 1, and n = 4 : the dynamis indued by K0 for : (top) the semi-majoraxis, (middle) the mean longitude, (bottom) the mass. On the right : the samegraphis for n = 1.5.



H.4 The perturbation theory 161H.4.2 Averaging proessWe average the Hamiltonian K over the angle l ; using a Lie triangle of the�rst order, assoiated to a generator W1, we de�ne, following Henrard [1970℄ :
K0

0 = K0,

K0
1 = K1,

K1
0 = < K1 >l,

= K0
1 + {K0

0 ;W1} = K0
1 − ∂K0

0

∂L

∂W1

∂l
, (H.30)where < , >l represents the average over l and { ; } the Poisson braket.We alulate easily K1

0 :
K1

0 = < K1 >l,

=
α

2 π

∫ 2 π

0

Mn−1
√

L2 −G2 sinE dl,

=
α

2 π

∫ 2 π

0

Mn−1
√

L2 −G2 sinE (1− e cosE) dE,

= 0. (H.31)The new Hamiltonian, K̄, written in averaged variables, L̄ and l̄, is reduedto K̄ = K̄0(L̄,M) +O(α2) and depends on time, through M(t). The values of
L̄ and l̄ orrespond to the dynamis of K0, L̄ is then a onstant, and l̄ is givenby (H.27).The �rst-order generator is alulated expliitly by (H.30) :

W1 = −α
√

L2 −G2Mn−3 L2 (L cosE − 1

4

√

L2 −G2 cos 2E). (H.32)The anonial transformation between non-averaged (l, L) and averaged va-riables (l̄, L̄) is given by the formulae :
L = L̄+ (L;W1)|(l̄,L̄)

= L̄− ∂W1

∂l |(l̄,L̄)

= L̄− α Mn−3 L̄4 ē sin Ē (H.33)
l = l̄ + (l;W1)|(l̄,L̄)

= l̄ +
∂W1

∂L |(l̄,L̄)

= l̄ + α Mn−3 P (l̄, L̄) (H.34)



162 Annexe H : Hamiltonian formulation of the variable mass problemwith
P (l̄, L̄) = −L̄3 cos Ē

ē
+G2 L̄ sin2 Ē (1− ē cos Ē)− 3 L̄3 ē cos Ē

+
L̄

2
(2 L̄2 −G2) cos 2 Ē − G2 L̄

2
ē sin Ē sin 2 Ē (1− ē cos Ē),

≃ −L̄3 cos Ē

ē
, (H.35)with l̄ = Ē − ē sin Ē and L̄ ē =

√
L̄2 −G2. The formulae are not valid for

ē = 0 but the perturbation itself disappears for irular orbits. The �rst termin P is the dominant one, espeially if e is very small.H.4.3 ComparisonsChoosing values forM0, L̄ and of l̄0, we alulate through (H.33) and (H.34)the initial values of L0 and l0, and we ompare the dynamial evolution of L(t)and l(t) given by our equations with a lassial numerial integration of thenon averaged Hamiltonian.The Figures (H.3) represent, for the initial onditions a0 = 1, l0 = 0, α =
−0.01, M0 = 1, and for n = 2, the semi-major axes (a) and the eentriities(b), obtained by numerial integration (dashed line) and through the analytialformulae of the perturbation theory (ontinuous lines). The last two �gures givethe di�erenes between both methods, for the semi-major axes (), and for theeentriities (d). The di�erenes are learly of the order of α2.H.5 ConlusionsThis analytial work is a reformulation of the problem published by Hadji-demetriou [1963℄ : we retrieve the same results with our new approah.The Hamiltonian formalism assoiated with the variable mass problem iswell adapted to a perturbation approah. If the parameter α whih haraterizesthe mass loss, is small enough, the �rst order anonial transformation intoation-angle variables gives an expliit and quite preise analytial solutionfor the ellipti elements, valid for all values of the eentriity. The adiabatiinvariant theory has been applied here, in the ase of a non linear but slowvariation of the parameter. The model is valid for any power of the mass losslaw. The ase n = 3 requires a speial treatment, leading to an equivalenewith a periodi dynamis, with a di�erent time.



(a)
(b)
()
(d)Figure H.3 � Comparison between the analyti formula (ontinuous line) anda numerial integration (dashed line) of the non-averaged Hamiltonian. Theinitial onditions are L̄0 = 0.98, l̄0 = 0, α = −0.01, M0 = 1, for n = 2 : (a)the semi-major axes, (b) the eentriities, () the di�erene of the semi-majoraxes, (d) the di�erene of the eentriities, versus time.





Bibliographie

165





Bibliographie

Andrade, E. (1910). On the visous �ow in metals, and allied phenomena.In Royal Soiety Proeedings, volume 84, pages 1�12. The Royal Soiety ofLondon.Arhinal, B., A'Hearn, M., Bowell, E. et al. (2011). Report of the IAUWorking group on Cartographi Coordinates and Rotational Elements : 2009.Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy, 109:101�135.Arridge, C., Agnor, C., André, N. et al. (2012). Uranus Path�nder : explo-ring the origins and evolution of Ie Giant planets. Experimental Astronomy,33:753�791.Benettin, G., Galgani, L., Giorgilli, A. et Strelyn, J.-M. (1980). Lya-punov Charateristis exponents for smooth dynamial systems and for Ha-miltonian systems ; A method for omputing all of them. Part 1 : Theory.Meania, 15:9�20.Brown, R. et Clark, R. (1984). Surfae of Miranda - Identi�ation of waterie. Iarus, 58:288�292.Brown, R., Johnson, T., Synnott, S., Anderson, J. et Jaobson, R.(1991). Physial properties of the Uranian Satellites. In Uranus, SpaeSiene Series, pages 513�527. The University of Arizona Press.Candy, J. et Rozmus, W. (1991). A Sympleti Integration Algorithm forSeparable Hamiltonian Funtions. Journal of Computational Physis, 92:230�256.Carletti, T. (2007). Géométrie Sympletique. Faultés Notre-Dame de laPaix, Namur, Belgium. 167



168 BIBLIOGRAPHIECastillo-Rogez, J., Matson, D., Sotin, S., Johnson, T., Lunine, J. etThomas, P. (2007). Iapetus' geophysis : Rotation rate, shape, and equato-rial ridge. Iarus, 190:179�202.Champenois, S. (1998). Dynamique de la résonane entre Mimas et Téthys,premier et troisième satellites de Saturne. Thèse de dotorat, Observatoirede Paris, Frane.Chirikov, B. (1979). A universal instability of many-dimensional osillatorsystems. Physis Reports, 52(5):263�379.Cinotta, P., Giordano, C. et Simò, C. (2003). Phase spae struture ofmulti-dimensional systems by means of the Mean Exponential Growth fatorof Nearby Orbits. Physia D, 182:151�178.Cinotta, P. et Simò, C. (2000). Simple tools to study global dynamisin non-axisymmetri galati potentials - I. Astronomy and Astrophysis,147:205�228.Delsate, N. (2011). Modélisation et analyse de la dynamique orbitale : équi-libre, résonane et haos. Thèse de dotorat, Faultés Universitaires Notre-Dame de la Paix de Namur, Belgium.Delsate, N. et Compère, A. (2012). NIMASTEP : a software to modelize,study, and analyze the dynamis of various small objets orbiting spei�bodies. Astronomy and Astrophysis, 540:A120.Deprit, A. (1983). The seular aelerations in Gylden's problem. CelestialMehanis, 31:1�22.Dermott, S. (1984). Origin and evolution of the Uranian and Neptuniansatellites : Some dynamial onsiderations. In NASA Conferene Publiation,volume 2330, pages 377�404. NASA, United States.Dermott, S.,Malhotra, R. etMurray, C. (1988). Dynamis of the Uranianand Saturnian satellite systems- A haoti route to melting Miranda ? Iarus,76:295�334.Doue, E. (2011). Thermodynamis of the Earth and Planets. CambridgeUniversity Press, New York, 1ère édition.Dunan, M. et Lissauer, J. (1997). Orbital Stability of the Uranian SatelliteSystem. Iarus, 125:1�12.Duriez, L. (1977). Théorie Générale Planétaire en Variables Elliptiques. I.Développement des Equations. Astronomy and Astrophysis, 54:93�112.Duriez, L. (2002). Cours de Méanique Céleste lassique. Institut de Méa-nique Céleste et de Calul des Ephémérides, Paris, Frane.



BIBLIOGRAPHIE 169Efroimsky, M. (2012). Tidal Dissipation Compared to Seismi Dissipation :In Small Bodies, Earths, and Super-Earths. The Astrophysial Journal, 746:150�170.Efroimsky, M. et Lainey, V. (2007). Physis of bodily tides in terrestrialplanets and the appropriate sales of dynamial evolution. Journal of Geo-physial Researh, 112:E12003.Emelyanov, N. et Nikonhuk, D. V. (2013). Ephemerides of the main Ura-nian satellites. The Monthly Noties of the Royal Astronomial Soiety,436:3668�-3679.Fowler, C. (1990). The solid Earth. An introdution to global Geophysis.Cambridge University Press, New York, 2ème édition.Frenh, R. et Showalter, M. (2012). Cupid is doomed : An analysis of thestability of the inner uranian satellites. Iarus, 220:911�921.Gavrilov, S. et Zharkov, V. (1977). Love numbers of the giant planets.Iarus, 32:443�449.Goldreih, P. et Soter, S. (1966). Q in the Solar System. Iarus, 5:375�389.Go¹dziewski, K., Bois, E., Maiejewski, A. et Kisevela-Eggleton, L.(2001). Global dynamis of planetary systems with the MEGNO riterion.Astronomy and Astrophysis, 378:569�586.Greenberg, S., Croft, J., Janes, D., Kargel, J., Lebofsky, L., Lunine,J., Marialis, H., Melosh, G., G.W., O. et Strom, R. (1991). Miranda.In Bergstralh, J., Miner, E. et Matthews, S., éditeurs : Uranus. TheUniversity of Arizona Press.Gutierrez-Miravete, E. (2004). Condution Heat Transfer. RensselaerHartford Campus, Hartford, United States.Hadjidemetriou, J. (1963). Two-body problem with variable mass : A newapproah. Iarus, 2:440�451.Hairer, E., Nørsett, S. etWanner, G. (1993). Solving Ordinary Di�erentialEquations I : Nonsti� Problems, volume I. Springer Series in ComputationalMathematis, 2ème édition.Henrard, J. (1970). On a perturbation theory using Lie transforms. CelestialMehanis, 3:107�120.Henrard, J. (1982). Capture into resonane - an extension of the use ofadiabati invariants. Celestial Mehanis, 27:3�22.Henrard, J. (1993). The Adiabati Invariant in Celestial Mehanis. Dyna-mis reported, 2:117�235.



170 BIBLIOGRAPHIEHenrard, J. et Caraniolas, N. (1990). Motion near the 3/1 resonane ofthe planar ellipti restrited three body problem. Celestial Mehanis andDynamial Astronomy, 47:99�121.Henrard, J. et Sato, M. (1990). The origin of haoti behaviour in theMiranda-Umbriel 3/1 resonanes. Celestial Mehanis and Dynamial As-tronomy, 47:391�417.Hinse, T., Christou, A., Alvarellos, J. et Go¹dziewski, K. (2010). Ap-pliation of the MEGNO tehnique to the dynamis of Jovian irregular satel-lites. The Monthly Noties of the Royal Astronomial Soiety, 404:837�857.Howett, C. J. A., Spener, J. R., Pearl, J. et Segura, M. (2011). Highheat �ow from Eneladus' south polar region measured using 10-600 m−1Cassini/CIRS data. Journal of Geophysial Researh (Planets), 116:3003.Hubaux, C., Libert, A.-S., Delsate, N. et Carletti, T. (2013). In�ueneof Earth's shadowing e�ets on spae debris stability. Advanes in SpaeResearh, 51:25�38.Hussmann, H., Sohl, F. et Spohn, T. (2006). Subsurfae oeans and deepinteriors of medium-sized outer planet satellites and large trans-neptunianobjets. Iarus, 185:258�273.Hussmann, H., Sotin, C. et Lunine, J. (2009). Interiors and Evolution ofIy Satellites, volume 10 de Planets and Moons : Treatrise on Geophysis,hapitre 15. Elsevier, Germany.Jaobson, R. (1992). Astrographi observations of the major Uranian sa-tellites from Voyager 2. Astronomy and Astrophysis Supplement Series,96:549�563.Jaobson, R. (1998). The Orbits of the Inner Uranian Satellites from HubbleSpae Telesope and Voyager 2 Observations. The Astronomial Journal,115:1195�1199.Jaobson, R. (2007). The Gravity Field of the Uranian System and the Orbitsof the Uranian Satellites and Rings. In AAS/Division for Planetary SienesMeeting Abstrats #39, volume 39, page 453. Bulletin of the Amerian As-tronomial Soiety.Janart, S. et Lemaitre, A. (2001). Dissipative fores and external reso-nanes. Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy, 81:75�80.Janes, D. etMelosh, H. (1988). Sinker tetonis - an approah to the surfaeof Miranda. Journal of Geophysial Researh, 93:3127�3143.Karato, S. (1998). Deformation of Earth Materials : An Introdution to theRheology of Solid Earth. Cambridge University Press, New York.



BIBLIOGRAPHIE 171Kargel, J. et Lewis, J. (1993). The Composition and Early Evolution ofEarth. Iarus, 105:1�25.Karkoshka, E. (1999). S/1986 U 10. IAU Cirular, 7171:1.Kaula, W. (1964). Tidal Dissipation by Solid Frition and the ResultingOrbital Evolution. Reviews of Geophysis and Spae Physis, 2:661�685.Kumar, K., de Pater, I. et Showalter, M. (2011). Orbital dynamis ofMab. In EPSC-DPS Joint Meeting 2011, volume 6, page 669. AmerianAstronomial Soiety.Lainey, V., Arlot, J.-E., Karatekin, Ö. et Van Hoolst, T. (2009). Strongtidal dissipation in Io and Jupiter from astrometri observations. Nature,459:957�959.Lainey, V., Karatekin, Ö., Desmars, J. et al. (2012). Strong tidal dissipa-tion in Saturn and onstraints on Eneladus' thermal state from astrometry.The Astrophysial Journal, 752:14�23.Laskar, J. (1986). A general theory for the Uranian satellites. Astronomy andAstrophysis, 166:349�358.Laskar, J. (1993). Frequeny analysis of a dynamial system. Celestial Me-hanis and Dynamial Astronomy, 56:191�196.Laskar, J. (2005). Frequeny Map Analysis and quasiperiodi deompositions,hapitre 2. Hamiltonian Systems and Fourier Analysis : New Prospets forGravitational Dynamis. Cambridge Sienti� Publishers Ltd.Laskar, J. et Jaobson, R. (1987). GUST86. An analytial ephemeris of theUranian satellites. Astronomy and Astrophysis, 188:212�224.Lemaitre, A. (1984). High-order resonanes in the restrited three-body pro-blem. Celestial Mehanis, 32:109�126.Levison, H. et Dunan, M. (1994). The long-term dynamial behavior ofshort-period omets. Iarus, 108:18�36.Love, A. (1906). A treatise on the mathematial theory of elastiity. CambridgeUniversity Press, New York.Maffione, N., Darriba, L., Cinotta, P. et Giordano, C. (2011). A om-parison of di�erent indiators of haos based on the deviation vetors : ap-pliation to sympleti mappings. Celestial Mehanis and Dynamial As-tronomy, 111:285�307.Malhotra, R. (1988). Some aspets of the dynamis of orbit-orbit resonanesin the uranian satellite system. Thèse de dotorat, Cornell University, UnitedStates.



172 BIBLIOGRAPHIEMalhotra, R. (1991). Tidal origin of the Laplae Resonane and the resur-faing of Ganymede. Iarus, 94:399�412.Malhotra, R. et Dermott, S. (1990). The role of seondary resonanes inthe orbital history of Miranda. Iarus, 85:444�480.Mathieu, M. (1874). Mémoire sur les équations di�érentielles anoniques dela Méanique. Journal de Mathématiques, XIX:265�296.Mavko, G.,Mukerji, T. et Dvorkin, J. (2009). The Rok Physis Handbook :Tools for Seismi Analysis of Porous Media. Cambridge University Press,New York, 2ème édition.Meyer, J. etWisdom, J. (2007). Tidal heating in Eneladus. Iarus, 188:535�539.Montenbruk, O. et Gill, E. (2000). Satellite Orbits : Models, Methods,Appliations. Springer Berlin Heidelberg, New York, 1ère édition.Moons, M. etHenrard, J. (1994). Surfaes of setion in the Miranda-Umbriel
3 : 1 inlination problem. Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy,59:129�148.Morbidelli, A. (2002). Modern Celestial Mehanis : Dynamis in the So-lar System. Advanes in Astronomy and Astrophysis. CRC Press, UnitedStates, 1ère édition.Morbidelli, A. etMoons, M. (1993). Seular resonanes inside mean motionommensurabilities : The 2/1 and 3/2 ases. Iarus, 103:99�108.Murray, C. et Dermott, S. (1999). Solar System Dynamis. CambridgeUniversity Press, New York.Noyelles, B. (2010). Theory of the rotation of Janus and Epimetheus. Iarus,207:887�902.Noyelles, B., Lemaître, A. et Vienne, A. (2008). Titan's rotation : A 3-dimensional theory. Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy, 101:13�30.Ojakangas, G. et Stevenson, D. (1986). Episodi Volanism of TidallyHeated Satellites with Appliation to Io. Iarus, 66:341�358.Palme, H. et Beer, H. (1993). Abundanes of the elements in the solar system.In Landolt-Bornstein Group VI : Astronomy and Astrophysis : Instruments ;Methods ; Solar System, pages 196�221. Springer Berlin Heidelberg.Pappalardo, R., Reynolds, S. et Greeley, R. (1997). Extensional tiltbloks on Miranda : Evidene for an upwelling origin of Arden Corona. Jour-nal of Geophysial Researh, 102:13369�13379.



BIBLIOGRAPHIE 173Parmentier, E. et Zuber, M. (2007). Early evolution of Mars with mantleompositional strati�ation or hydrothermal rustal ooling. Journal of Geo-physial researh, 112:2007�2018.Peale, S. (1988). Speulative histories of the Uranian satellite system. Iarus,74:153�171.Peale, S. (1999). Origin and Evolution of the Natural Satellites. AnnualReview of Astronomy and Astrophysis, 37:533�602.Peale, S. et Cassen, P. (1978). Contribution of tidal dissipation to lunarthermal history. Iarus, 36:245�269.Peale, S., Cassen, P. et Reynolds, R. (1979). Melting of Io by tidal dissi-pation. Siene, 203:892�894.Peltier, W. (1974). The impulse response of a Maxwell earth. Reviews ofGeophysis and Spae Physis, 12:649�669.Plesia, J. (1987). Geologial terrains and rater frequenies on Ariel. Nature,327:201�204.Plesia, J. (1988). Cratering history of Miranda - Impliations for geologiproesses. Iarus, 73:442�461.Poro, C. et Goldreih, P. (1987). Shepherding of the Uranian rings. I -Kinematis. II - Dynamis. The Astronomial Journal, 93:724�737.Press, W., Teukolsky, S., Vetterling, W. et Flannery, B. (2007). Nu-merial Reipes : The Art of Sienti� Computing. Cambridge UniversityPress, New York, 3ème édition.Rambaux, N., Castillo-Rogez, J.,Williams, J. et Karatekin, Ö. (2010).Librational response of Eneladus. Geophysial Researh Letters, 37:4202�4207.Reeh, N., Christensen, E.,Meyer, C. et Olesen, O. (2003). Tidal bendingof glaiers : A linear visoelasti approah. Annals of Glaiology, 37:83�89.Robuhon, G., Choblet, G., Tobie, G., �adek, O., Sotin, C. et Grasset,O. (2010). Coupling of thermal evolution and despinning of early Iapetus.Iarus, 207:959�971.Saha, P. et Tremaine, S. (1992). Sympleti integrators for solar systemdynamis. The Astronomial Journal, 104:1633�1640.Shubert, G., Hussmann, H., Lainey, V. et al. (2010). Evolution of IySatellites. Spae Siene review, 153:447�484.Shubert, G., Turotte, D. et Olson, P. (2001). Mantle onvetion in theEarth and Planets. Cambridge University Press, New York, 1ère édition.



174 BIBLIOGRAPHIESeidelmann, P., Arhinal, B., A'hearn, M. et al. (2007). Report of theIAU/IAG Working Group on artographi oordinates and rotational ele-ments : 2006. Celestial Mehanis and Dynamial Astronomy, 98:155�180.Shoji, D., Hussmann, H., Kurita, K. et Sohl, F. (2013). Ie rheology andtidal heating of Eneladus. Iarus, 226:10�19.Showalter, M. et Lissauer, J. (2006). The seond ring-moon system ofUranus : Disovery and Dynamis. Siene, 311:973�977.Showman, A., Stevenson, D. et Malhotra, R. (1997). Coupled Orbitaland Thermal Evolution of Ganymede. Iarus, 129:367�383.Smith, B., Soderblom, L., Beebe, R. et al. (1986). Voyager 2 in the Uraniansystem - Imaging siene results. Siene, 233:43�64.Spener, J. R., Howett, C. J., Verbiser, A. J., Hurford, T. A., Segura,M. et Spener, D. C. (2013). A New Estimate of the Power Emitted byEneladus' Tiger Stripes. In AAS/Division for Planetary Sienes MeetingAbstrats, volume 45, page 403.03. Bulletin of the Amerian AstronomialSoiety.Stiefel, E. et Sheifele, G. (1971). Linear and regular elestial mehanis ;perturbed two-body motion, numerial methods, anonial theory. Grundleh-ren der mathematishen Wissenshaften. Springer Verlag, 1ère édition.Strobell, M. E. etMasursky, H. (1987). New Features Named on the Moonand Uranian Satellites. In Lunar and Planetary Institute Siene ConfereneAbstrats, volume 18, page 964. Lunar and Planetary Inst. Tehnial Report.Thomas, P. (1988). Radii, shapes, and topography of the satellites of Uranusfrom limb oordinates. Iarus, 73:427�441.Tittemore, W. et Wisdom, J. (1988). Tidal Evolution of the UranianSatellites- I. Passage of Ariel and Umbriel through the 5 : 3 Mean-MotionCommensurability. Iarus, 74:172�230.Tittemore, W. et Wisdom, J. (1989). Tidal Evolution of the UranianSatellites- II. An Explanation of the Anomalously High Orbital Inlinationof Miranda. Iarus, 78:63�89.Tittemore, W. et Wisdom, J. (1990). Tidal Evolution of the UranianSatellites- III. Evolution through the Miranda-Umbriel 3 : 1, Miranda-Ariel
5 : 3, and Ariel-Umbriel 2 : 1 Mean-Motion Commensurabilities. Iarus,85:394�443.Tobie, G. (2003). Impat du hau�age de marée sur l'évolution géodynamiqued'Europe et de Titan. Thèse de dotorat, Université Paris 7, Frane.



BIBLIOGRAPHIE 175Valk, S., Delsate, N., Lemaître, A. et Carletti, T. (2009). Global dyna-mis of high area-to-mass ratios GEO spae debris by means of the MEGNOindiator. Advanes in Spae Researh, 43:1509�1526.Vienne, A. et Duriez, L. (1995). TASS1.6 : Ephemerides of the major Satur-nian satellites. Astronomy and Astrophysis, 297:588�605.Williams, J., Boggs, D., Yoder, C., Ratliff, J. et Dikey, J. (2001).Lunar rotational dissipation in solid body and molten ore. Journal of Geo-physial Researh, 106:27933�27968.Wisdom, J. (1982). The origin of the Kirkwood gaps - A mapping for asteroidalmotion near the 3/1 ommensurability. The Astronomial Journal, 87:577�593.Wisdom, J. (1983). Chaoti behavior and the origin of the 3/1 Kirkwood gap.Iarus, 56:51�74.Wisdom, J. et Holman, M. (1991). Sympleti Maps for the n-Body Problem.The Astronomial Journal, 102(4):1528�1538.Yoder, C. et Peale, S. (1981). The tides of Io. Iarus, 47:1�35.




